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Introduccion.

La experiencia docente muestra que en el aprendizaje de las matematicas del ciclo de
ensefianza media superior CCH, se presentan diversos obstaculos que hacen que esta
materia resulte arida, aburrida y, con frecuencia, una cuestion inutil para la mayoria de los
estudiantes, lo que ha traido como consecuencia que sea una de las materias de mayor
indice de reprobacién o de poco o escaso aprovechamiento. Esto Ultimo me sorprende cada
vez mas, puesto que actualmente las matematicas aparecen por doquier: desde las simples
cuentas aritméticas usuales, hasta en los aparatos o sistemas de audio de los que todos
nosotros hacemos uso en mayor o menor medida, por no hablar del agio bancario, los
negocios de las casas de bolsa (en donde se decide practicamente nuestra situacion
econémica), la manufactura actual (con su tendencia creciente a la robotizacién), las
aplicaciones cada mas evidentes, a la vez que usuales, en la medicina, etc. Es decir, estando
en un ambiente o0 contexto en donde las matematicas juegan un papel de primera
importancia, la pregunta es: ;por qué, entonces, es que nuestros estudiantes ni siquiera
logran "ver" lo que tienen ante los 0jos? Desde mi punto de vista considero que se debe a

las siguientes cuestiones

e Los actuales programas de estudio de matematicas son demasiado extensos y estan
descontextualizados. Esto es debido a que se insiste en separar el conocimiento
matematico en "teoria" y "practica" (“aplicaciones"), dejando a la primera de estas
partes el mayor peso "académico”, cuestion que consume mucho tiempo. Vale la pena
recordar que esta separacion es una herencia de la metafisica griega y, en particular, de
Platon, quien hizo una separacién entre “el mundo de las ideas" y una mala copia de ese
mundo, a saber, "el mundo real”. No obstante, en nuestra época esa interpretacion de la
realidad ya no puede seguir sosteniéndose, pues la esencia técnica de la época
moderna, ha puesto en evidencia que tal separacion no so6lo es artificial sino indtil, y
prueba de ello es que en la actualidad ya no se puede seguir hablando de las
matematicas como la ciencia del numero, la forma y de sus "aplicaciones”, sino que

ahora esas fronteras han desaparecido y las matematicas ahora no solo son el lenguaje



de la fisica y de la ingenieria,* sino que han devenido herramientas esenciales en la
técnica, la economia, etc., del circulo mundial (global) de produccion-consumo, al
punto que la distincidn "teoria-préctica”, de hecho, ya dejo de existir, en tanto que las
matematicas nos salen al encuentro por todas partes, o sepamos o no.

e Esta separacion del conocimiento matematico ha causado mucha confusion en nosotros,
los profesores de matematicas del CCH, pues, por un lado, no logramos atender una
"formacion tedrico-deductiva” en nuestros estudiantes y, por otro, dejamos de poner
atencion a la solucién de "problemas de aplicacion™ especificos, juzgandolos inclusive
como algo fécil, trivial o aun carente de valor para el aprendizaje de las matematicas.
De esta manera, dejamos a nuestros estudiantes en pleno desconcierto y en aquella
ambigledad entre atender lo tedrico-deductivo, o atender la resolucion de problemas,
dando como resultado que no ensefiamos ni una ni otra cuestién lo que los lleva, por
ejemplo, a intentar memorizar la resolucién de los problemas hechos por el profesor en
la clase, a falta de una aclaracion de las estrategias de la resolucion empleadas por el

profesor.

e Mas aun, si entendemos bien el significado de los sistemas deductivos, digamos el de la
geometria euclidiana, entonces caeremos en la cuenta de que los conceptos
involucrados en ellos, solo quedan definidos por todas las relaciones obtenidas dentro
del mismo, por lo que a la pregunta: ;qué es un triangulo?, ya no podemos responder:
"es un poligono de tres lados ...", sino tendriamos que especificarlo a través de los
axiomas, definiciones y teoremas en los que tal término aparezca. De esta manera, el
pretender ensefiar las matematicas dando preferencia a este aspecto tedrico-deductivo
nos llevaria a complicaciones extraordinarias y, sin embargo, es al que se le apuesta en
el plan y los programas de estudio de matematicas del CCH. En este sentido cabe, pues,
la pregunta: ¢porqué no volcar la ensefianza de las matematicas en este nivel educativo
hacia los usos cotidianos de las cosas en los que las matematicas aparecen de una otra
forma,” dejando que el sentido de sus conceptos quede especificado por la propia
experiencia del aprendiz y no de los "mundos”, "sistemas” o "estructuras™ en los que

son organizados por los que hacen matematicas.

1 Cf. Steen, L. A. On the Shoulders of Giants. National Academic Press. Washington, D. C. 1990.
2 De acuerdo con [Vazquez S. A., D. 2001]: "Las matematicas modernas han devenido instrucciones de uso de
las cosas".



A esta problematica, relacionada principalmente con la ensefianza de las matematicas
en el CCH, hay que agregar la problematica especifica del aprendizaje de esta materia,
cosa nada facil de establecer pero en la que siempre aparecen como constantes las

cuestiones siguientes.

e Los estudiantes comparten un extendido prejuicio sobre las matematicas y, en general,
sobre el conocimiento cientifico actual, en el sentido de que este conocimiento se
articula como una coleccién de axiomas, definiciones y procedimientos de resolucion
de ecuaciones que deben memorizar, mas que entender. En otras palabras, los
estudiantes manifiestan (y los profesores fomentamos) que las matematicas son un
conjunto de saberes ya acabado, en donde no hay nada que descubrir.

e Para los estudiantes, la materia de matematicas es simple y Ilanamente un requisito por
cubrir, una materia por "pasar”, pues, después de todo, es algo que carece de algln
sentido préactico, que esta fuera de su realidad.

e Mas aun, se asume y fomenta, por profesores y estudiantes, el prejuicio de que las
matematicas son una disciplina que solamente ciertos individuos con capacidades
intelectuales especiales (los "inteligentes™) las puedan entender.

e En general, los estudiantes que terminan algun ciclo escolar, advierten muy a menudo

las inmensas lagunas que les han dejado la ensefianza de las matematicas.

Por ello, para subsanar esta probleméatica me ha llevado a considerar un marco teérico
constructivista basado en el aprendizaje significativo de David Ausbel; cuyos principios

sucintamente se pueden plasmar en la siguiente cuestion:

La ensefianza de las matematicas debe partir de lo que el estudiante ya sabe,
asi como de sus contexto, y debe tener una estructura flexible en la que estén
considerados los incesantes y rapidos cambios econdmicos y sociales que la
globalizacion impone en cada momento, cuestion que exige una verdadera
interrelacion entre las matematicas y las demas disciplinas, ademas de la
integracion, como parte de la cultura matematica y cientifica, de las actuales

tecnologias de la informacion.

Al dar un paso mas en estas consideraciones, me decidi a disefiar y realizar una experiencia

docente bajo la perspectiva constructivista del aprendizaje, -como ya mencioné-, en donde
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las actuales tecnologias de la informacion constituyen una de las principales herramientas.
En particular, habiendo elegido la unidad tematica Ill, del curso Matematicas IV, cuyos
contenidos estan basados en la nocion de funcion trigonométrica, elaboré la Unidad
didactica "funciones trigonométricas" correspondiente a aquella, en la que los programas
de computadora, GeoGebra y Audacity, fueron de gran utilidad para la construccion de esos
contenidos; mas aun, la realizacion de esta unidad didactica me ha permitido analizar,
aclarar y profundizar en las consideraciones expuestas lineas arriba, como expongo en el
ultimo capitulo de este trabajo. En términos generales, la organizacion del presente trabajo

es la siguiente.

En el primer capitulo expongo el marco practico y metodoldgico en donde, entre otras
cuestiones, argumento el haber elegido a lo "periddico™ o "ciclico” como eje estructurador
de la unidad didactica "funciones trigonométricas”. Esta argumentacion esta arraigada en
los usos que se tienen actualmente de las funciones trigonométricas, verbigracia, para la
modelacién y simulacion del sonido, del movimiento armonico simple, en la medicién de
datos corporales importantes para la medicina como los electrocardiogramas, asi como su
empleo en otros fendmenos periddicos como el de la corriente alterna. Ademas, en este
capitulo expongo los elementos generales que, bajo una interpretacion constructivista del
aprendizaje, permiten el disefio y elaboracion de una unidad didactica, asi como de sus
elementos componentes como las secuencias didacticas y las hojas de trabajo.

En el segundo capitulo, se exponen los resultados matematicos concernientes a las
funciones trigonométricas y, en particular, aquellos que le dan sustento a los contenidos
conceptuales y procedimentales de la unidad didactica "funciones trigonométricas”. En
particular, interpretamos a una funcién como "un proceso para ir de un conjunto a otro"?
pues estamos convencidos que en ella caen las diversas interpretaciones aceptadas hasta

ahora para la nocion de funcién.

En el tercer capitulo se expone detalladamente la unidad didactica "funciones
trigonométricas” al seno de su realizacion con un grupo de estudiantes del curso de
Matematicas IV del CCH Sur, en tanto que en el capitulo 4 exponemos los resultados

obtenidos, ademas de un breve analisis de esta experiencia educativa.

* [Lawvere, F. W. y Schanuel, S. H. 2002]



Planteamiento del problemay tesis.

A. Planteamiento del problema

Uno de los principales motivos que me han animado a realizar la maestria en docencia de la
ensefianza media, ha sido la de proporcionar algunas soluciones o alternativas para
subsanar las graves y diversas deficiencias que vengo observando en la ensefianza-
aprendizaje de las matematicas en el bachillerato CCH-UNAM desde hace algunos afios a
través de mi préctica docente en esa institucion. Algunas de estas deficiencias, o al menos
las que considero las mas importantes, ya las he establecido en la introduccién de este

trabajo, pero que creo conveniente recapitular de la siguiente forma.

+ Los conocimientos —actitudinales, conceptuales y procedimentales— generalmente
se tratan fuera de contextos apropiados, cuestion que puede especificarse en el caso
del estudio de las funciones trigonométricas al ni siquiera sefialar en donde
intervienen de manera decisiva dentro del contexto de los estudiantes como puede
ser: el sonido y musica, problemas de meteorologia, corriente alterna, modelacion

de la respiracion, etc.

+ La ausencia de metodologias especificas, aplicadas para el desarrollo de los temas

de matematicas, en particular, para el aprendizaje de las funciones trigonométricas.

+« El deficiente uso de los medios informaticos actuales como herramientas
interactivas para la construccion del conocimiento matematico. En nuestro caso,
sera notable el empleo de la computadora para diferentes cuestiones dadas en el
aprendizaje de las funciones trigonométricas (en particular, las funciones
sinusoidales): con el programa GeoGebra para manipular las representaciones
algebraica y geométrica de las funciones trigonométricas; con el , para la creacién

y edicidn de sonido digital.

+ La falta de materiales (libros de texto, apuntes, antologias, etcétera) acordes con las

necesidades e intereses del estudiante, que le permitan avanzar de manera
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significativa y, sobre todo, que sean de su interés y le permitan enriquecer su

interpretacion matematica del mundo.

Al conocer las metodologias derivadas de la perspectiva constructivista de aprendizaje, me
parecié que eran las mas adecuadas para intentar resolver, o al menos paliar, esta
problematica desde su aplicacion en el aula. Por otro lado, asumiendo que el uso de las
tecnologias de la informacion es un hecho insoslayable, me parecidé que era el momento
para ponerlas en juego en el acto educativo, pues creo que facilitan la construccion,
individual y colectiva, de los contenidos conceptuales de los cursos de matematicas,
ademas que me parece permiten un cambio significativo en la actitud y valoracion de la
ciencia matematica en general: permiten ver literalmente lo que los resultados matematicos

expresan, ademas de la manipulacion de las cosas a los que esos resultados se refieren.

Todo ello me llevo a plantear la siguiente tesis, misma que se pretende sustentar con el
trabajo aqui presentado, en particular, con el disefio y la realizacion de la Unidad didactica:

funciones trigonométricas.

B. Tesis

A través de una metodologia constructivista y haciendo uso de la actual tecnologia de la
informacién® como recursos, se propicia que los estudiantes logren aprendizajes
significativos de los contenidos conceptuales, procedimentales y actitudinales establecidos
en el Bachillerato del Colegio de Ciencia y Humanidades, en particular, la Unidad 3 de

Matematicas 1V° del sistema educativo mencionado.

* Tomando en cuenta que en la actualidad gran parte de los estudiantes posee aptitudes informaticas, como
copiar, cortar y pegar para lograr un apoyo en el aprendizaje. Sin embargo, también es necesario que éstas
vayan acompafiadas de un proceso de razonamiento, asi como habilidades indispensables para abasto de
informacion electrénica: procesamiento de textos, navegacidn por internet, acceso a software matematico,
etc.

> Cf. CCH-UNAM. Area de Mateméticas. Programa de Estudios de Matematicas 1-1V. 2006.
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1 MARCO METODOLOGICO Y PRACTICO

En este capitulo exponemos en términos generales el marco practico y metodoldgico de la
experiencia educativa realizada con el propdsito de sustentar la tesis planteada en este trabajo.
Comenzamos describiendo las generalidades practicas que las funciones trigonométricas tienen
actualmente en el contexto de los estudiantes del CCH-UNAM, Plantel Sur. A continuacion,
proporcionamos los lineamientos metodolégicos para elaborar unidades didacticas bajo la
interpretacién del aprendizaje desde un punto de vista constructivista, haciendo énfasis en el
marco institucional que el CCH plantea.

1.1 Introduccién

En el presente trabajo se expone una propuesta didactica para el aprendizaje-enseiianza de la
Unidad 3: Funciones trigonométricas, del curso de Matemdticas 1V del bachillerato del CCH. Esta
propuesta se basa en la nocién de "lo periddico" y esta orientada por los principios bdsicos del
constructivismo, en donde los aprendices son los principales actores del acto educativo, tanto de

manera individual como colectiva. En efecto, bajo ésta perspectiva, el aprendizaje-ensefianza

basico de las funciones trigonométricas debe partir, por un lado, de lo "que el aprendiz ya sabe"*

y, por otro, de la red de comunicacidn social, cultural, matematica y técnica, que se da en un grupo
académico, en este caso, en un grupo escolar del sistema educativo CCH. Ahora bien, he
considerado la nocidn de "lo periédico" como el eje en torno al cual pueden estructurarse y
construirse los conocimientos actitudinales, conceptuales y procedimentales de este sistema
educativo de ensefianza media superior, dado que las modernas funciones trigonométricas: seno,
coseno y tangente, vienen exigidas basicamente por las cuestiones siguientes.

e El "espacio" en el que se desenvuelven las matematicas basicas es el plano euclidiano,
constituido basicamente por tridngulos: toda iso-metria del plano queda completamente
determinada por la transformacién sufrida por cualquier tridangulo. En este sentido, las
funciones trigonométricas resultan imprescindibles pues relacionan las medidas de los lados y
los dngulos de cualquier tridangulo, cuestién que ocurre muy frecuentemente en las
matematicas basicas dada la naturaleza de su sustrato.

e Por otra parte, la linealizacion de la medida angular, o sea, los angulos como longitudes de
arco trazados sobre la circunferencia unitaria (radidan) y no como "aberturas", ha sido la piedra
de toque que ha permitido llevar la medida angular a la escala universal de los niumeros reales
y, con ello, a su amplio uso técnico, matematico y cientifico, a través de las funciones seno,
coseno y tangente.

e En nuestra época, "lo peridédico” se ha interpretado, modelado, y aun definido, a través de las
funciones trigonométricas, con lo que se han alcanzado las siguientes cuestiones.

O Han permitido el tratamiento analitico de los fenédmenos periddicos, dentro de los que
cabe destacar al movimiento armdnico, simple y amortiguado, con el que se da cuenta de
diversos fendmenos ciclicos (érbitas planetarias y satelitales), fendmenos ondulatorios

! Cf. [Novack; 1988]
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(movimiento de mareas, sefales analdgicas y digitales), fendmenos electromagnéticos
(radiacién electromagnética o luz), asi como del tratamiento de fenédmenos acusticos.

O Las series de Fourier permiten modelar una gran variedad de fendmenos periddicos,
verbigracia, las sefales en telecomunicaciones, el sonido digital, la imagen digital, etc. En
este sentido, son la via por excelencia para pasar de lo discreto a lo continuo
(transformacion de Fourier), y viceversa.

0 Mas aun, es una de las nociones fundamentales en otras disciplinas cientificas y técnicas,
verbigracia, la teoria electromagnética, la mecdnica cudntica, la quimica, etc.

0 Finalmente, se puede decir, que han llegado a la vida cotidiana de cualquier persona en
multiples y variadas formas o, mejor dicho, necesidades, como lo muestra el empleo de
relojes de todo tipo, diversas componentes de los automdviles (amortiguadores), imagen
y sonido (analégicos y digitales), sin dejar de mencionar que se encuentran en la base
misma de las amplias posibilidades de tele-comunicacion actual, etc.

e En general, en el nivel de ensefianza media se aprende trigonometria en el segundo semestre,
con lo que se da cuenta de las relaciones métricas entre los lados y angulos de un tridangulo. De
esta manera, queda para el cuarto semestre (que es el que aqui nos ocupa) el estudio de las
funciones trigonométricas en donde cabe destacar su naturaleza "periédica" o "ciclico”.

e Lo periddico se puede llevar a principio heuristico y a paradigma del pensamiento circular o
ciclico en un sentido estrictamente moderno, es decir, técnico, tal y como actualmente aparece
por doquier. Ello es posible gracias a que los fendmenos periddicos conocidos (modernos)
aparecen bajo los conceptos de las funciones trigonométricas, en las que se destacan sus
partes componentes esenciales: amplitud, periodo, frecuencia y fase.

Los que nos dedicamos a la ensefianza de las matematicas sabemos que la nocién de funcidn, en
este caso, funcion trigonométrica, es abstracta pero, élas nociones comunes de términos como
"volumen (del radio)", "ecualizador", "notas e instrumentos musicales (analdgicos y digitales)",
etc., serdn en realidad algo ajeno a los jévenes actualmente? Parece que la respuesta a esta
pregunta es un rotundo NO. Mas aun, cada uno de estos términos son, de hecho, procesos
funcionales, o simplemente funciones, pues, por ejemplo, cuando una persona le "sube el
volumen" a un sistema de audio (digital o analdgico), lo que estad haciendo es asignar, a cada valor
posible de "volumen", sonidos (ruidos) mas fuertes o mas débiles; es decir, la amplitud de la sefial
de salida se aumenta o disminuye. Algo parecido ocurre cuando se hace uso del ecualizador; en
este caso se modifican las frecuencias de la sefial de salida, en forma tal que no se pierde la
estructura o tono fundamental, sino que se hace mas alto o mas bajo. En este sentido, se puede
decir, sin exagerar, que el término "periddico" es de uso frecuente y cotidiano, quiza por el gran
impacto real y visible que tiene en nuestra vida corriente, aunque cabe destacar que su significado
moderno, propiamente dicho, queda en la mas completa oscuridad y confusién.? Mas todavia,
sabemos que la introduccion rigurosa, clara y general de cualquier nocidén o concepto no es facil y,
aun mas, si esa nocidn o concepto es abstracto y se encuentra relacionado con otros conceptos
también abstractos. Su ensefianza se complica, a menos que el mismo aparezca bajo diferentes y
multiples connotaciones encontradas en el lenguaje cotidiano, de tal suerte que exija una

2 Cf. Test de pre-concepciones: pagina
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explicacion. Sin embargo, tradicionalmente hemos venido instruyendo el concepto de funcién
trigonométrica, asi como de sus partes constitutivas, tal y como lo desarrollan los libros de texto®
en donde se presenta a través de un esquema parecido al mostrado en el siguiente mapa
conceptual.

Figura 1. Mapa conceptual: Esquema de la evolucién de la funcidn trigonométrica.

Triangulo rectangulo— | Eqtatico
A

Ejes coordenadoS ——p VarlaC|on

L» Circulo trlgonometrlco
v

Angu]o medido en grados ................................. > Rad|anes ................ » Reales

Como es de todos sabido, este esquema, o cualquiera de sus "novedosas" variantes, ha resultado
por decenios ineficaz y, a pesar de ello, sigue promoviéndose para la condena de miles de
estudiantes de bachillerato (y secundaria). En particular, ninguna de las propuestas hasta ahora
analizadas” integran a los medios informdticos potencialmente significativos para desarrollar estos
temas de matemdticas; verbigracia los programas de creacidon y edicidn de audio, en donde de
entrada aparece una interfaz grafica mostrando el muestreo (o espectrograma) del sonido creado
o grabado y, a partir de ahi, la posibilidad de editarlo de muchas maneras.

Figura 2. Tratamiento de sonido digital. ®

MMMmmu

T VO

Muestreo de la cancién Bach Improvisation de Bobby McFerrin

j Cf. [Baldor, A. J. 1992] y [Guzman; 2006]

Ibid.
® En particular, en este trabajo hemos empleado el programa (libre) de creacién y edicién de sonido digital
Audacity.
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Espectograma de la cancién Bach Improvisation de Bobby McFerrin

Asi, podemos vincular el aprendizaje de "lo periddico" con algo que resulta mucho muy atractivo
para cualquier adolescente: su musica y sus sonidos; interpretandolos en su sentido matematico,
mostrandole en su vida cotidiana cdmo se ha trastocado en mera cuestion técnica. Esto,
suponemos, conllevard un cambio actitudinal importante en su relacidn con la técnica y las
matematicas.

1.2 Elementos generales de una unidad didactica bajo una
interpretacion constructivista, en particular, el aprendizaje
significativo.

1.2.1 Unidad didactica y sus fases.

La unidad diddctica de una unidad temdtica (de algun plan y programa de estudios particular),
debe contemplar aspectos como la organizacion de las sesiones de aprendizaje ("clases"), el papel
que desempefiardn el profesor y el alumno en esas sesiones y fuera de ellas (por ejemplo en
asesorias, etc.), los medios o recursos que la institucion ofrece, los medios o recursos que el
profesor o los alumnos pueden poner en juego, asi como los contenidos actitudinales, conceptuales
y procedimentales que se puedan distinguir en la misidn, objetivos generales, objetivos
particulares, etc., que la institucidn establezca, siendo nuestro caso las del Colegio de Cienciasy
Humanidades.®. Entre estos contenidos se pueden mencionar los siguientes.

Tabla 1. Aspectos del conocimiento

Contenidos actitudinales Contenidos conceptuales Contenidos procedimentales
Al Disponibilidad para el | C1 Situaciones que involucran | P1 Comunicacion e
aprendizaje de las variacion periddica. interpretacion de resultados.
matemadticas. o Elaboracién de conclusiones.
C2 Generalizacion, en el plano

A2 Interés por fendmenos o cartesiano de las razones | P2 Recopilacién, organizacion vy
hechos de la vida cotidiana trigonométricas para un tratamiento de datos (tablas,
angulo cualquiera. graficas), para la modelacion

® Cf. http://www.cch.unam.mx/mision.php
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A3 Rigor, precisién, orden,.. en
la recopilacién de
informacion

A4 Ser critico ante la
informacion contenida en

documentos cientificos o de
indole general.

A5 Ser capaz de explicitar vy
defender sus ideas

aportando argumentos.

A6 Valorar el conocimiento
matematico como proceso
de construccion continua vy

de  revisidn permanente.

A7 Fomentar una actitud
positiva hacia la ciencia y sus

repercusiones sociales.

A8 Estar en disposicion de
realizar el trabajo en equipo
con responsabilidad y

colaboracion.

A9 Valorar la utilidad en las
matematicas en el
mantenimiento del equilibrio
entre la actividad humana vy

la naturaleza.

A10 Valorar que lo aprendido le
permitird mejorara su estilo
de vida.

AllFomentar el autoestima
como la valoracién propia de
su trabajo y la confianza de
una buena realizacion

c3
C4

Circulo unitario.

Angulos
negativos.

positivos y

C5 Angulo de referencia.

C6 Medicion de angulos con
distintas unidades grados vy

radianes.

Grafica de las funciones seno,
coseno y tangente.

Analisis del dominio y rango

Nocién de amplitud, periodo
y frecuencia.

C10 Definicién de funcidén
periddica: f(x + p) = f(x).

C11 Grafica de las funciones:
o f(x)=asen(bx+c)+d.
e f(x)=acos(bx+c)+d

C12 Anélisis del comportamiento
de sus parametros: a, b, cy d.

C13 Fase y angulo de
desfasamiento.

Cl4Las funciones
trigonométricas, como
modelos de  fendmenos
periddicos. Problemas de
aplicacion.

de fendmenos diversos de
variacién periddica a través
de las funciones
trigonométricas.

P3 Investigacion documental del
tema.

P4 Expresion de ideas utilizando
un lenguaje cientifico
adecuado.

P5 Intercambio y defensa de
ideas utilizando argumentos

””” Fundamentados. |

P6 Realizacidon e interpretacion
de gréficas para observar el
efecto de los pardmetros: a,
b,cyd.

P7 Utilizacion de las funciones
trigonométricas  para la
modelacion de fendmenos
periddicos.

P8 Utilizacion adecuada de
software matematico.

P9 Uso de applets para

animacioén de parametros.

P10 Identificar y relacionar los
parametros a,.b, cy d con la
amplitud, el periodo,
frecuencia y dngulo de
dsfasamiento.

Mas aun, el hecho de diferenciar este triple aspecto del conocimiento nos permite tomar

conciencia de las diferentes facetas de la ensefianza de las matematicas; no debiendo por lo tanto

ocuparse sélo en uno de ellos, generalmente el conceptual. Sucintamente en el mapa conceptual

(figura 3) se muestran las relaciones existentes entre estos tres contenidos, asi como los

elementos que conforman cada uno de ellos. Cabe subrayar que la modelacién matematica tiene

un papel muy importante en esta propuesta, pues es ahi en donde se ponen en juego un conjunto

de procedimientos como contenidos de ensefianza que pueden clasificarse en destrezas y

habilidades matematicas.
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Figura 3. Mapa conceptual: Aspectos tedrico-metodologicos de las matematicas

17



Tieneun f, ensefianza™, Y U

Matematicas

condiciona

F 3

Marco tedrico »_ Marco metodologico

gefera

i

Conocimiento procedimental
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Conocilmiento conceptual
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Representacidn a
r
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Lenguaje delas
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conducta Procesos Procesos -Des.algebg‘aico
basicos integrados -Fep. Grafica.
-Edicidn y
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1
1
1
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1
1
1
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1
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-Combinatoria . i
-ete. ete

Asimismo, definir una unidad didactica o secuencia de ensefianza permite concretar cdmo vamos
a realizar en el aula nuestro planteamiento metodoldgico. En particular, de acuerdo a mi
experiencia docente y bajo una interpretacion constructivista del aprendizaje he llegado a la
conclusién de que una unidad didactica queda sistematizada por las siguientes fases o etapas, en
las que se tienen siempre presentes el objetivo u objetivos que persiguen.
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fase de inicio;
fase informacion e introduccion de conceptos;
fase de ampliacion y aplicacion; vy,
la evaluacién y conclusion.

Las principales caracteristicas de cada una de estas fases quedan expuestas en la siguiente

tabla’.

Tabla 2. Fases de una unidad didactica.

Fase

Profesor

Alumno

I. Iniciacioén al
tema o unidad
didactica.

-El profesor identificara las pre-
concepciones del estudiante acerca
del tema o unidad didactica bajo
consideracion, a través de la
elaboracion de un cuestionario
diagnostico o una entrevista donde
sean sefialadas las ideas, prejuicios y
conceptos con que llega el alumno.

-Con lo anterior, el profesor detectar
y considerard los posibles errores
conceptuales de los estudiantes, a
partir de los cuales planifica su
ensefianza.

-Organizar el trabajo en el aula y
coordinar las puestas en comdn.

-Informar sobre los contenidos que
se van a desarrollar.

- Interesar a los estudiantes por los
contenidos de ensefianza y fomentar
el trabajo individual y colectivo.

-En esta fase, los alumnos explicitan sus ideas y
modelos explicativos con los que inicia el tema de
estudio.

-Es esencial en esta etapa provocar la inquietud
por aprender, lo cual implica que el alumno, en
cierto modo, se comprometa a participar
activamente y a profundizar sobre el tema.

-Investigacion documental dirigida u orientada a
confrontar  aquellas  pre-concepciones  del
estudiante y las validadas por las matematicas, con
lo que comenzara a diferenciar su interpretacion
de aquella proporcionada por la matematica.

Esta fase concluye con un diagndstico de las preconcepciones con que los estudiantes "llegan™ al tema y con
una discusidén grupal en donde se sefialan, de manera general, las diferencias del conocimiento adquirido por el
sentido comun y el alcanzado por la matematica, dando lugar a las fases subsecuentes.

1.
introduccion
conceptos

Informacion e
de

El profesor investigara, seleccionara,
traducira y adecuara diverso tipo de
materiales para introducir los nuevos
conocimientos.

-El profesor divide la unidad tematica
en sub-unidades, cada una de ellas

conformada por wuna serie de

-Investigard en la bibliografia sefialada y en los
materiales seleccionados los conceptos pertinentes
al tema.

-Desarrollara las actividades bajo la direccion del
profesor y de acuerdo con la hoja de trabajo
correspondiente.

" Cf. De Anda Lopez, G. Tesis de licenciatura.
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secuencias didacticas en las que el
disefio de modelos y hojas de trabajo
constituyen una parte fundamental
para la ensefianza.

-Disefio de modelos. Se considera el
tema, los objetivos programaticos asi
como los obstaculos epistemolégicos
visibles y generales del grupo, con la
finalidad de alcanzar o acceder al
conocimiento  matematico,  sea
estableciendo un nuevo
conocimiento, ampliandolo 0,
inclusive reelaborandolo.

-Las hojas de trabajo pueden ser
cuestionarios, practicas  virtuales,
guias de lectura, etcétera.

ambos casos, el estudiante recabara

informacion para organizarla e interpretarla desde
el punto de vista matematico y ya no desde el
sentido comdn.

Ello dara como resultado la diferenciacion y
construccion
procedimientos matematicos.

de nociones, conceptos 0

Esta fase concluye con una discusion grupal en donde se establecen desde un punto de vista matematico los
conceptos introducidos.

I11. Ampliacién y
aplicacion de
conceptos.

-El profesor disefiard hojas de trabajo
que favorezcan y extiendan el
significado de los conceptos vya
introducidos, lo que debera dar lugar a
que el estudiante logre una
diferenciacion conceptual més precisa
y, en (ltima instancia, a que den lugar a
una reconciliacién de los significados
previos con los nuevos.

- El profesor disefiara actividades que
muestren la utilidad de las nociones,
conceptos 0 procedimientos
matematicos involucrados  que
contribuyan a que los alumnos vean la
relevancia y utilidad de lo aprendido en
el contexto actual.

- El planteamiento de conjeturas, asi
como la corroboracion de los
contenidos conceptuales, resulta crucial
en esta etapa para lograr una clara
diferenciacion, asi como una mejor
reconciliacion de significados.

-El  estudiante realizara las actividades

indicadas.

-El estudiante resolverd las hojas de trabajo
planteadas en esta fase.

-El estudiante buscard la utilidad del nuevo
conocimiento en su entorno social, para dar
relevancia y significado a lo aprendido.

-El estudiante expresard los conocimientos
matematicos adquiridos no sélo a través del
lenguaje cotidiano, sino también a través de
diferentes registros  de  representacion
matematica, a saber, por medio de tablas, de
gréficas y de su modelo algebraico.

En esta fase, los problemas y actividades propuestos al estudiante, deberan ser lo mas cercano posibles a su
contexto, sin dejar de lado otros que les permitan ampliar sus horizontes de interpretacion.
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-El profesor indagara sobre el cambio o
evolucién de las ideas de los alumnos,
realizando comparaciones entre su
pensamiento actual y el inicial, a través
de un cuestionario o0 entrevista.
Conviene, por lo tanto, recoger las pre-
IV. Conclusion. | concepciones de los estudiantes para asi
observar la evolucion de las mismas a
partir de la reflexion y diferenciacion
progresiva que el estudiante ha
realizado a través de esta secuencia de
aprendizaje.

-Realizacion del cuestionario y de la entrevista
(en caso de que asi sea), para

-Comparar los conocimientos que poseen con
los iniciales y establecen las diferencias mas
destacadas entre estos.

Esta fase concluye con la evaluacion de las construcciones conceptuales de cada uno de los estudiantes con
relacién a los contenidos tematicos aqui considerados. Al respecto, cabe sefialar que si algin estudiante no ha
construido de manera adecuada tal o cual concepto, entonces el profesor debe replantear la estrategia seguida.

Cabe destacar que cada una de las fases de una unidad didactica se constituye con diversas
secuencias diddcticas u hojas de trabajo para que los alumnos aprendan significativamente las
principales ideas, nociones, conceptos y procedimientos matemdticos, cuestion con la que se les
involucra, ademads, con otra forma de trabajo, en donde el auténtico protagonista es él mismo. En
nuestro caso, la unidad didactica elaborada para esta propuesta, asi como sus fases y secuencias
didacticas y hojas de trabajo estan expuestas detalladamente en el capitulo 3.

Por otra parte, conviene observar que cada unidad didactica debe disefiarse, considerarse y
presentarse de manera flexible, en absoluto rigida, pues debe depender de las caracteristicas de
los alumnos y de como construyan el conocimiento, por lo que deberan permitir modificar las
fases originalmente planeadas sin olvidar en ningun instante las metas que se pretenden alcanzar.
En este sentido, el constructivismo empata o se complementa con otras teorias del aprendizaje
como, por ejemplo, con la teoria de registros de representacién semidticas de R. Duval, en donde:®

[esta teoria] permitird analizar las actividades que se desarrollen en diferentes
registros y los pasajes entre ellos, en ambos sentidos. [Por lo que] Se prestara
especial atencidn a proponer ejercicios que requieran de pasajes entre
representaciones no congruentes, segun el sentido de conversién.’

Los registros a los que se refiere Duval son, en nuestro caso, los registros de representacion
geométrica (graficas de las funciones trigonométricas), los registros de representacion algebraica
(formulas de las funciones trigonométricas), asi como los registros de representacion aritmética
(tablas o muestras de datos de fendmenos periddicos). La conversion de uno de estos registros en
otro, no siempre es algo asequible al estudiante por lo que, a diferencia de lo establecido por
Duval, que exige la conversién completa de registros, en nuestra propuesta estas conversiones
deberdn seleccionarse de acuerdo con los objetivos y la estructura cognitiva de los aprendices.

8 Cf. [Duval; 1999].
® Como dice Duval: "un cambio de registro resulta interesante y fecundo cuando los tratamientos en dos
registros diferentes no son computacionalmente equivalentes, es decir, no son congruentes™.
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Por lo anterior, resultara fundamental elaborar y disponer de un amplio banco de secuencias
didacticas y hojas de trabajo para ampliar las opciones de aprendizaje y no dar lugar a la
improvisacion. Este abanico de posibilidades estara directamente vinculado con los materiales y
recursos didacticos de que se disponga y de los que se haya pensado echar mano.

1.2.2 Secuenci as didacticas.

Una unidad didactica, asi como cada una de las fases que la componen, se pueden organizar,
disefiar y realizar a través de secuencias diddcticas. Su disefio es una de las principales tareas del
profesor contemporaneo, independientemente de la interpretacidon que del aprendizaje tenga.

Nosotros, en particular, hemos elegido la interpretacidn constructivista para elaborar nuestra
unidad didactica, asi como sus secuencias didacticas. Mas aun, nuestra propuesta agrega la
computadora como uno de sus recursos esenciales, dado que con los medios de representacién
que ofrece, el estudiante tiene la posibilidad de construir y re-construir el conocimiento
matematico "viendo" y "manipulando”, literalmente, sus construcciones, las de sus compafieros,
asi como la de los matematicos que lo han ido estableciendo en la historia de las matematicas.

En general, las secuencias didacticas deben contemplar con mayor o menor medida las siguientes
cuestiones del aprendizaje significativo.

» F/ aprendizaje significativo requiere que la estructura cognitiva'® del aprendiz contenga
conceptos base con los cuales las ideas nuevas puedan ser relacionadas o ligadas. Por esto,
Ausubel argumenta que el factor individual mas importante que influye en el aprendizaje es lo
que el estudiante ya sabe. De ahi que, cada secuencia diddactica debe tener en cuenta los
conocimientos previos, concepciones y motivaciones de los alumnos.

= Crear un entorno adecuado para el aprendizaje y la ensefianza.

= Cada secuencia debera plantear situaciones en las que los alumnos identifiquen y reconozcan
sus ideas, a partir de una reflexiéon individual y del contraste o diferenciacién con las del
profesor, de otros compafieros o de la informacién documental.

= Las secuencias didacticas, deben favorecer aquellos procesos que ayuden a los alumnos a ser
responsables de su propio aprendizaje. (Esto tiene lugar cuando los estudiantes construyen
Ssus propios conocimientos.)

= Las secuencias didacticas deben utilizar hechos, fendmenos y situaciones préximas al contexto
de los estudiantes, ya que para aprender algo, los alumnos necesitan ver su utilidad.

10 Hablar de la estructura cognitiva es referirse a la posibilidad de recibir, asimilar, asociar, almacenar y abstraer
informacion, ademas de darle significado. Pero estas habilidades pudieran no ser sdlo producto de la biologia humana,
sino el resultado de la constante interaccidn de un individuo con su entorno préximo.
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= En cada secuencia diddctica se deben tener presentas diversas estrategias dentro de un
programa flexible de actividades. En este sentido, para cada secuencia didactica se debera
disponer de un amplio abanico de actividades y recursos para ser utilizado segun los diferentes
estilos de aprendizaje de los estudiantes, asi como la diversidad de situaciones en las que se
desarrolla, evitando con ello la improvisacién.

= Todas las situaciones de aprendizaje, es decir, los trabajos practicos, la resolucion de
problemas, la utilizacion del conocimiento en la vida cotidiana, etcétera., deben ser
contempladas en el disefio y realizacién de una secuencia didactica como actividades
coadyuvantes para que el aprendizaje sea significativo.

= Es necesario no olvidar que una secuencia didactica pretende dar lugar a una ensefianza
intencionada y dirigida de los conocimientos implicados, es decir, el sentido de los
conocimientos por ensefiar debe ser pertinente al estudiante y a los contenidos, tratando de
gue esto de lugar a que los descubra o aprenda de manera significativa.

= Las secuencias didacticas deberan favorecer el desarrollo personal, el debate, la cooperacién,
el rigor, la honestidad, la creatividad, la critica razonada, los planteamiento no dogmaticos y la
satisfaccién por aprender.

La forma mas practica que hemos encontrado para la realizacidn de las secuencias didacticas en el
€aso que nos ocupa, a saber, el aprender y ensefiar matematicas, es a través de hojas de trabajo.
Por si solas, las hojas de trabajo no constituyen una secuencia didactica, sino que estan
enmarcadas dentro de la organizacién, contexto y recursos empleados para su efectivo uso en el
aprendizaje.

1.2.3 Usode me dios inform aticos pa raela prendizajedela s
matematicas en el CCH Sur.

La tecnologia informatica (calculadoras, calculadoras graficadoras, computadoras, sensores,
aparatos de telecomunicacidn, etc.), es una catalizador de los procesos de cambio en el aula de
matematicas actualmente. Sin embargo, los efectos de la utilizacidn de la tecnologia para el
aprendizaje y la ensefianza de las matemadticas dependen de cémo el profesor disefie y desarrolle
el curriculo, de tal forma que la tecnologia contribuya a que los alumnos vivan experiencias
matematicas relevantes para su propio aprendizaje.

Desde nuestra perspectiva, el disefo y puesta en préctica de actividades que utilicen la tecnologia
debe ser un procedimiento sistematico que tenga en cuenta lo siguiente:

e la complejidad de los aspectos actitudinales, conceptuales y procedimentales, del tema
que se pretenda tratar;

e que sea basado en las potencialidades de la tecnologia dentro del contexto de los
problemas que se quieran abordar; y,

e que utilice coherente y adecuadamente la informacion que surge de estos analisis.
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Mas generalmente, nos atrevemos a establecer que las tecnologias informaticas son herramientas
esenciales para aprender, ensefiar y hacer matematicas en nuestros dias: ™

Tradicionalmente, las matematicas se vienen describiendo como la ciencia del
namero y de la forma. El énfasis escolar en la aritmética y la geometria esta
profundamente arraigado en esta vieja perspectiva. Como territorio de exploracion,
las matematicas se han expandido —en la teoria de grupos y la estadistica, la teoria
de control y optimizacion, etc.- y las viejas fronteras han desaparecido
completamente. Incluso las fronteras de sus aplicaciones: las mateméaticas ahora ya
no son solo esenciales para la fisica y la ingenieria, sino también para las areas
bursatiles y de manufactura, asi como para todas las ciencias sociales y la medicina,
por ejemplo. ... Gracias a las gréaficas hechas con computadora, la mayor parte de la
investigacién matematica ahora esta guiada por lo que realmente ve el ojo, mientras
que en el siglo XIX, por ejemplo, matematicos como Gauss y Poincaré dependian
mas de su "ojo mental". ... Por siglos, la mente ha dominado al ojo en la jerarquia de
la practica matematica; hoy en dia se esta dando un balance entre el ojo y la mente.
... El cambio en la practica matemética fuerza una reexaminacion de la educacion
matematica. No solo las computadoras, sino también nuevas aplicaciones y nuevas
teorias han expandido significativamente el papel de las matematicas en la ciencia,
los negocios y la tecnologia. Los estudiantes, quienes viviran y trabajaran empleando
computadoras como herramienta de rutina, requieren (jexigen!) aprender una
matematica diferente que sus antepasados. La préactica escolar, arraigada en las
tradiciones, que son ya muy viejas, simplemente ya no pueden preparar a los
estudiantes adecuadamente para las necesidades matematicas del siglo XXI.

Al respecto, cabe destacar que en este trabajo se hace un uso amplio de la computadora,
gracias a que en el CCH Sur, lugar en el que se experiment0 esta propuesta, se dispone de
un aula en la que se puede atender a un grupo de 30 estudiantes con todas las facilidades
para emplear computadoras, software (libre), Internet, etc. M&s aln, este plantel cuenta con
servicios de computadoras para los estudiantes tanto en la biblioteca, como en un edificio
disefiado ex-profeso. De manera particular en esta experiencia educativa, ponemos en juego

los siguientes programas.

GeoGebra: interfaz interactiva algebro-geométrica.

Audacity: programa libre para crear, editar y grabar audio digital.

Excel: hoja de calculo electronica.

Escenarios (o applets®®) disefiados ex profeso y realizados en Flash, o tomados
directamente de la Internet.

1 Steen, L. A. (Editor). On the Shoulders of Giants. New Approaches to Numeracy. National Academy Press.
Washington, D. C. 1990. Cap. 1.

12 Cabe sefialar que la existencia y uso en el aula de una herramienta, como es el applet, no debe hacernos
olvidar que nuestra tarea como profesores es la de provocar, favorecer y guiar situaciones de aprendizaje.
Para ello debemos de disponer de muchos recursos, uno de ellos es precisamente el applet. No debemos caer
en la trampa de considerar a éste como un fin, como un objetivo de aprendizaje, ya que no lo es, sino que se
trata de una simple herramienta que puede permitir y facilitar el proceso de aprendizaje de nuestros alumnos.
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Cabe insistir en gue estos programas "solos" no garantizan los aprendizajes de los temas
exigidos en la unidad de funciones trigonométricas, por lo que las secuencias didacticas y
las hojas de trabajo elaboradas para esta unidad, son, por asi decirlo, la parte medular del
aprendizaje de los estudiantes. Estas posibilidades no deben perder de vista que su
propdsito o fin es el de coadyuvar a que el alumno haga una reflexion sobre sus propias
ideas, manteniéndolo activo y con su atencidn puesta en la interseccion de sus intereses y
de los contenidos de ensefianza, pues solo podra reestructurarlas si estas caen en su propio

lenguaje.

1.2.4 Estrategias de evaluacion.

Sin duda, una de las cuestiones mas importantes de la ensefianza, es la evaluacion de lo
aprendido por los estudiantes. En nuestro caso, esta evaluacion debe ser continua y en
estrecha observancia de los dos principios basicos del constructivismo, a saber, la
diferenciacion progresiva y la reconciliacion integradora de los nuevos contenidos con los
que ya traia el aprendiz. Por ello es que, a lo largo del desarrollo de cada secuencia
didactica, se debera ir determinando la adecuacion y pertinencia de las construcciones

conceptuales de los alumnos a través de los siguientes "evaluadores".

= Los resultados de la investigacion documental elaborada por los alumnos (individual, trabajo
en grupo y puesta en escena comun).

= El control acerca de la informacién recabada (articulos, visitas —en Internet, museos-, etc.).

= Laresolucion de las hojas de trabajo (individual, trabajo en grupo y puesta en escena comun).
= Sistematizacion de las conclusiones.

= Evaluaciones escritas.

=  Evolucién de los conceptos previos.

= Disefio, elaboracion y presentacion de proyectos.
Con estos "evaluadores” se debera poner en juego la siguiente metodologia:

e confrontacion de lo aprendido por cada estudiante con relacion a otras cuestiones que
ya tenia o tiene, asi como con las interpretaciones de sus compafieros;
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ello le permita ir diferenciado aquellas interpretaciones no matematicas de las que si lo
son para que, en Ultima instancia,

reconcilie las interpretaciones matematicas con las restantes de manera que los nuevos
conocimientos queden integrados en su acervo linguistico de manera permanente y
estable.
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2 MARCO TEORICO MATEMATICO

En este capitulo expongo los elementos matematicos que sustentan la tesis aqui presentada. Estos
elementos estan basados en el funcionalismo formal del matematico norteamericano Saunders
Mac Lane, asi como con otras observaciones que he retomado a lo largo de mi experiencia
docente.

2.1 Las matematicas modernas.

Tradicionalmente, las matematicas se han considerado como la ciencia del espacio, el tiempo y el
movimiento y es con base en esta categorizacion que se han establecido los actuales planes de
estudio de matemadticas del modelo universitario de bachillerato CCH. Esta clasificacidon de las
matematicas, lo mismo que la organizacién del conocimiento matematico correspondiente, fueron
establecidos desde el siglo XIX, cuando esa concepcién dominaba el panorama matematico. Sin
embargo, las cosas han cambiado drasticamente desde entonces. Ahora, por ejemplo, se habla de
las matemadticas como "nuestra cultura invisible", pues es claro que casi todas las cosas con las que
coexistimos, sean de trabajo, recreacién, creacidn, o simplemente para llevar nuestra vida
cotidiana, tienen un trasunto matematico inmediato. Asi las casas, el transporte, las
comunicaciones, las computadoras, los teléfonos celulares, los sistemas de audio CD, etc.,
simplemente no serian posibles sin el conocimiento matematico moderno. Pero aqui cabe una
advertencia, de la que Nietzsche ya nos ha dado cuenta desde fines del siglo XIX: en realidad las
matematicas no son algo asi como la esencia de nuestra época, la lamada época moderna, sino es
mas bien su esencia técnica (que no es algo técnico) la que nos ha deparado esta forma actual de
existencia.

En este devenir moderno de las matematicas la nocién de funcion ha jugado un papel de primera
importancia pues con ella no sélo se ha tratado de re-presentar, o traer a la presencia, los
llamados fendmenos naturales cada vez que le sean solicitados, sino también, y quizd mas
importante, ha dado paso a una estructuracion de la realidad de la que ahora, parece, no se
escapa nada. Mds aun, paralelo a ello (y quiza por ello), las matematicas han devenido®

. apretada red de reglas, conceptos y sistemas formales. Los nodos de esta red se
encuentran estrechamente relacionados con procedimientos Utiles a la actividad humana
y a cuestiones cientificas. La transicion de las actividades humanas esta guiada por una
gran diversidad de “insights” e ideas. Dentro de ésta red formal, los nuevos desarrollos
son estimulados y guiados por conjeturas, problemas, abstracciones y el constante
deseo de comprender mas ...

3 [Mac Lane, 1985; pag. 409]
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de forma que los antiguos limites o fronteras del conocimiento matematico se han borrado, han
desparecido, por lo que ya son insostenibles aquellos preceptos tradicionales de las matematicas,
de su organizacién y, en consecuencia, de su ensefianza o aprendizaje.

2.2 Lared de mateméticas contemporanea.

A continuacion haremos una exposicion general de la red de matematicas contemporanea de

acuerdo con el siguiente esquema®® y ejemplificando cada uno de los aspectos tratados con
cuestiones vinculadas directamente con las funciones trigonométricas.

Exigencias tecnologicas:
-Actividades humanas
- Cuestiones cientificas

Procedimientos
Problemas

IDEAS

Reglas
Definiciones
Axiomas
Demostraciones

Red de sistemas formales

2.2.1 Exigen cias tecnolégicas y las funciones trigonométricas.

De acuerdo con el funcionalismo formal, la mayoria de las formalizaciones en las matemadticas
estdn basadas en alguna idea subyacente, una nocidn "intuitiva" que les da guia y propdsito. No es
facil dar una descripcidn precisa de la naturaleza de una idea pero, como sefiala [Mac Lane, 1985],
un buen numero de las ideas mas generales de las matematicas son estimuladas mas o menos
directamente por actividades matematicas humanas.

4 [Mac Lane, 1985; pag. 409]
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Ahora bien, dado que nuestra época estd signada por su técnica, por su tecnologia, no es casual
gue gran parte de las actividades humanas estén determinadas por ella, por la provocacidn técnica
del mundo, es decir, por el llamado a su calculabilidad. En particular, todo lo que cae bajo la idea
de lo periddico se re-presenta o, como dicen los cientificos, se modela, a través de las funciones
trigonométricas como se muestra en la siguiente tabla.

Tabla 3.Actividades e ideas que dan lugar a funciones periédicas.

Actividad Idea Formalizaciéon Matematica
Hablar, cantar, la musica, el .
. Sonido
ruido, etc.
Movimientos corporales
Ritmo

(del corazoén, del cerebro, etc.)

Transmision de la energia

(eléctrica) Vibracion (del electrén)

Funcion Periédica

Calendarizacion
Lo ciclico
(dias, estaciones del afio, etc.)

Desfasamiento en la

Holografia )
frecuencia

El paso de lo discreto a lo

Transmision de sefiales . X
continuo y viceversa

Cabe decir que existen diferentes tipos de funciones periddicas, verbigracia, seno, coseno,
escalonadas, triangulares, etc. Sin embargo, las mas importantes por su amplia aplicacién son las
funciones trigonométricas mencionadas.

2.2.2 Las ideas en la creacion del conocimiento matematico.

El papel de las ideas, surgidas tanto en contextos generales como en el mismo dmbito de las
matematicas, no es de menor importancia al de las actividades que exigen, por asi decirlo, este
conocimiento. Mas aun, una misma idea puede aparecer en diferentes actividades, como se
observa en la tabla anterior, en donde lo periddico se hace presente en actividades diversas que se
unifican a través de su formalizacion matematica, es decir, a través de su modelacidon con
funciones periddicas.
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Cabe destacar que, ademas de las actividades humanas o de ciertas cuestiones cientificas, las
ideas "matematicas" también emergen por la necesidad de comprender pedazos “sueltos” de este
campo de conocimientos. Este es el caso de la nocidon de funcién que, a partir de diversos
problemas, se ha ido extendiendo hasta nuestros dias como se muestra en la siguiente linea de

tiempo.
Tabla 4 Linea de tiempo de la nocién de funcion.
Ano(s) Autor(es) Definicion
Leibniz la empleaba para describir una cantidad
relacionada con una curva como, a saber la pendiente a
1694 Gottfried Leibniz | una curva en un punto dado. Las funciones consideradas
por Leibniz se llaman actualmente funciones
diferenciables.
Mediados La palabra funcion era empleada por Euler para describir
del s. XVIII Leonhard Euler | una expresion o formula que incluia varios argumentos,
: verbigracia, f(x) = sin(x) + x>
S XVIII - Para Fourier una funcion era aquella expresion que
' XIX Fourier pudiera desarrollarse en una serie trigpnométrica (de
Fourier).
Fines del s Dirichlet Estos matematicos establecieron la definicion conjuntista
XIX ' actual de la nocién de funcién, a saber, como un caso
Lobachevsky especial de relacién entre conjuntos.
Hardy definié el término funcién en las siguientes
palabras:
1908 Hardy
"to some values of x at any rate correspond values of y"
("para algunos valores de x en cualquier 'muestra’
corresponden valores de y")
Primera La nocién de funcién como una regla para calcular, mas
. . que una clase especial de relacién, ha sido ampliamente
mitad del s. Turing . P e . o
XX estudiada en la l6gica matematica y la teoria de la ciencia
de la computacion.
2002 Lawvere y Un morfismo [funcién] de conjuntos es un proceso para ir
Schanuel de un conjunto a otro.

2.2.3 Los problemas.

Otra de las fuerzas conductoras del desarrollo de las matematicas lo constituye la resolucion de
problemas dificiles. Un buen ejemplo de este tipo lo constituye el llamado problema de la cuerda
vibrante, cuya solucion final fue dada por Fourier pero que durante tres siglos dio lugar no sélo a
diversas soluciones parciales, sino que en su desarrollo se observa la evolucién de la actual nocion
de funcién. Grosso modo, este problema se describe a continuacion.
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El problema de la cuerda vibrante.

El matematico inglés Brook Taylor (1685-1731) fue el primero en dar una solucién formal, aunque
errénea, del problema de las cuerdas vibrantes. El determiné la ecuacién de una supuesta curva
para la forma de la cuerda de tal manera que cada punto alcanzaria la posicidon de reposo en el
mismo tiempo. Esta vibracién, que la llamd la vibracidn fundamental, también seria estudiada
posteriormente por Johann Bernoulli quién en 1727 establecié el importante principio de que la
fuerza actuando sobre una particula material en una vibracién fundamental es siempre
proporcional a la distancia de esa particula a su posiciéon de equilibrio. Pero la realidad es que la
manera de vibrar de una cuerda es mucho mas complicada que el tratamiento de Taylor. Sin
embargo, sirvid en aquel momento para abrir el camino a técnicas matemdaticas mas elaboradas
como las de Daniel Bernoulli (1700-1782), las de Leonhard Euler (1707-1783) y, en especial, las de
Jean-le-Rond D’Alembert (1717-1783) que considerd la introduccion de derivadas parciales y la
representacion de la ecuacién del movimiento en la moderna forma de trabajar en matematicas.
De la investigacion de Taylor, los matematicos de la época se aferraron a la visidon errénea,
compartida en un principio por el propio Daniel Bernoulli, de que toda vibracién compuesta tiende
muy rapidamente a un status uniformis, esto es, a una Unica vibracién: la fundamental de Taylor.
El modelo de Taylor sélo tiene validez si se fija un peso en el punto medio de la cuerda. Entonces
este sistema se convierte en un oscilador armdnico simple. En general, todo movimiento armdnico
simple de amplitud A y frecuencia f puede representarse como:

y(t)=Asin2rft+ @) (1)

donde ¢, se le llama su fase, siendo A sin ¢y la elongacidn inicial para t = 0.

El movimiento armdnico simple que hemos considerado es un caso ideal que se mantendria con
las mismas caracteristicas, incluida su amplitud, por tiempo indefinido. En la practica real estos
movimientos son amortiguados, o también llamados forzados, y son producto del roce y la
resistencia del medio en el cual se realiza el movimiento.

Vibracion de las cuerdas sonoras.

Afos antes de la publicacién de Taylor sobre la vibracion de las cuerdas, alrededor de 1700,
algunos tedricos de la musica especialmente Wallis (1616-1703) en Inglaterra y Joseph Sauveur
(1653-1716) en Francia, observaron experimentalmente que una cuerda tensa puede vibrar en
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partes con ciertos puntos, los cuales Sauveur los denomind nodos, en los que no habia
movimiento alguno, a pesar que entre ellos se produjeran movimientos dando origen a los
vientres. También fue muy pronto reconocido que tales vibraciones correspondian a frecuencias
mas altas que la asociada con la simple vibracién de la cuerda total sin nodos, y mds aun que las
frecuencias eran multiplos enteros de la frecuencia de la vibracién simple.

Los correspondientes sonidos emitidos fueron denominados por Sauveur los tonos armdnicos,
mientras el sonido asociado con la vibracidon simple se denominé fundamental. La notacién asi
introducida ha sobrevivido hasta hoy. Sauveur observé también el hecho importante de que una
cuerda vibrante podia producir los sonidos correspondientes a sus armonicos al mismo tiempo.
Este hecho fisico ya es comentado en los trabajos de Daniel Bernoulli de 1732 y 1739, quién realizo
experimentos con una cuerda vibrante y observé que ésta no rechazaba trozos de papel colocados
en sus nodos. En aquella época, hacia 1734, L. Euler todavia mencionaba Unicamente vibraciones
fundamentales. Afios mas tarde en 1755, Daniel Bernoulli en unas célebres memorias publicadas
por la Academia de Berlin, Réflections et ‘eclairissements sur les nouvelles vibrations des cordes,
Expos’ees dans les Mémoires de I’Academie de 1747 et 1748, Royal Academy, Berlin, 1755,
propone que el movimiento mas general de una cuerda vibrante se obtiene mediante la
superposicion de vibraciones producidas por movimientos armdnicos simples. D. Bernoulli
concluye entonces con la siguiente ecuacion:

y = asinrcost 4+ [Fsin2x cos 2t + vsin3x cos 3t + . . .,

donde y = y(x, t) representa la posicion de la cuerda en el instante t, siendo x la posicién de reposo
de una de sus particulas. Asi D. Bernoulli conjetura que es posible que una cuerda vibre de manera
gue estén presentes una multitud de oscilaciones armdnicas simples al mismo tiempo y que cada
una de ellas contribuya independientemente a la vibracion resultante. Este hecho le llevd a
descubrir el famoso principio de la coexistencia de pequefias oscilaciones, o el Principio de
Superposicion. Principio de suma importancia en el desarrollo de la teoria de oscilaciones. Pero
mientras D. Bernoulli comprendid la importancia y el significado de su Principio de Superposicion
de vibraciones, fue incapaz de justificarlo matemdticamente, lo que provocé durisimas criticas
tanto de Euler como de D’Alembert, quienes vieron inmediatamente que tal principio produciria la
posibilidad de expresar cualquier funcion, en particular la forma inicial de una cuerda vibrante, en
términos de una serie infinita de senos y cosenos.

El método de D’Alembert. Reflexion de ondas.

32



D’Alembert fue quién consiguid una solucién casi exhaustiva de este problema en su famoso
articulo de 1747 Recherches sur la courbe que forme une corde tendue mise en vibration, Hist.
Acad. Sci. Berlin 3 (1747). El establece directamente que el objetivo de su articulo es probar que la
forma de la cuerda vibrante posee infinitas soluciones ademds de la fundamental. Para ello
considera que el desplazamiento y de la cuerda es una funcién de dos variables: el tiempo t y la
posicién x a lo largo de la cuerda. Por tanto las ecuaciones mas apropiadas deben ser escrita en
términos de las derivadas parciales. La ecuacion describiendo la vibracién de una cuerda se
denomina la ecuacidn de ondas unidimensional y viene dada por

E)zy _ 2 Bzy
ot - Ox?

donde c denota la velocidad de propagacion de una perturbacién transversal en la cuerda. Esta es
una constante que depende Unicamente de la tensién a la que estd sometida y de la masa por
unidad de longitud. La ecuaciéon de ondas anterior es una ecuacién diferencial en derivadas
parciales lineal y homogénea que esta sujeta a las condiciones de contorno:

y(0,t) =y(L,t) =0, (t = 0)

siendo L la longitud de la cuerda. Ademas suponemos que inicialmente la cuerda sigue la curva y =
f(x) y que posee una velocidad inicial determinada por una funcién v = v(x). Entonces, se tiene

y(z.0) = f(z), (0=z<1L)

5
v(r) = %}%(JU)

Aunque es razonable suponer que f debe ser continua ya que representa una cuerda, conviene
suponer que f también es diferenciable de clase €7 para verificar la unicidad de las soluciones a
este problema. D’Alembert descubrié un simple método para encontrar la solucién general de Ia
ecuacion de ondas unidimensionales y probd en ese articulo de 1747, salvo con algunas
modificaciones, el siguiente resultado:

Teorema (D’Alembert). La solucién general de la ecuacion de ondas:

33



viene dada por:

y=1ylx,t) = od(x+ ct) + plx — ct)

para adecuadas funciones ¢ y¢. La solucién satisfaciendo las condiciones de contorno y =0 para
x =0y para x = L, para todos los valores de t, es de la forma:

ylx,t) = od(x +ct) — o(—x + ct)

donde @ es periddica de periodo 2L. Si y = f(x) representa la posicidn inicial de la cuerda 'y

)
v(xr) = %__Tg{;r,o}
entonces:

olx) —o(—x) = flx);

d(x)+ o(—x) = %f v(x)dz.

En particular, si no posee velocidad inicial, ¢ es una funcién periddica impar con extensién de 1/2

f

De aqui se concluye con el importante principio de reflexion de que toda onda se refleja en el
extremo fijo de una cuerda con un cambio de signo. Siempre se puede comprender esa reflexién
imaginando que lo que viene del extremo de la cuerda sale invertido desde atras. Al afio siguiente,
Euler siguiendo a D’Alembert aborda el mismo problema lo que origina un histdrico debate al que
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fueron uniéndose D. Bernoulli y posteriormente otros matematicos como J. B. J. Fourier (1768-
1830), J. L. Lagrange (1736-1813) y P. S. Laplace (1749-1827), siendo el primero de estos el que dio
con la solucidn correcta dando lugar, de paso, a lo que hoy se denomina anlisis de Fourier.

El analisis de Fourier lleva el nombre del matematico y fisico francés J. B. J. Fourier quien, en 1807,
presentd un articulo en el Institut de France en donde exponia el empleo de senosoidales para
representar las distribuciones de temperatura. Este texto contiene una controvertida afirmacién, a
saber, que cualquier sefial periddica continua puede representarse como la suma de ondas
senosoidales elegidas adecuadamente. Entre los revisores estaban dos de los mds famosos
matematicos de la época moderna: J. L Lagrange y Laplace. Mientras Laplace, y otros revisores,
votaron por que se publicara el articulo, Lagrange levantd una enérgica protesta, arguyendo que
una aproximacion con funciones senosoidales no puede llevarse a cabo con sefales que tienen
picos o esquinas, i. e., con pendientes discontinuas como las de las "ondas cuadradas". El Institut
de France apelé al prestigio de Lagrange y rechazé el articulo de Fourier. Fue sélo hasta que
Lagrange murié que finalmente el articulo se publicd unos quince afios después, hacia 1822.

¢Quién estd en lo correcto? Es una decisidn dividida. Lagrange acertaba al sostener que una suma
de senosoidales no puede formar una sefial con picos. Sin embargo, se puede llegar a algo muy
cercano, tan cercano que la diferencia entre las dos sefiales tenga energia cero. En este sentido,
Fourier estaba en lo correcto, aunque en el siglo XVIII la ciencia conocia muy poco acerca del
concepto de energia. A este fenédmeno ahora se le conoce como el efecto de Gibbs.

En general, la solucidn al problema de la cuerda vibrante queda establecida en los siguientes
teoremas.

Teorema 1. La solucién del problema de cuerdas vibrantes viene dada por

nmwr nmct nmwct

y(x,t) = sin — [ K, cos —— 7 + M, sin ——

||M9

en donde:
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i
-9 L. nmr
K, = IA f(x)sin 7 dx
L
‘ . nTx
M, = H_fm v(x)sin —dr
Jo L

De este resultado podemos obtener el siguiente teorema que demuestra la existencia de
vibraciones armodnicas que acompafian a la vibraciéon fundamental.

Teorema 2. La frecuencia f y el periodo T de un movimiento vibratorio sobre una cuerda no
depende de su posicidn inicial, ni de la velocidad inicial y vienen dados por:

en donde L es la longitud de la cuerda, d es su densidad y r su radio. Ademas, se expresa como
suma de movimientos vibratorios cuyos periodos son T, T/2, T/3, T/4, etc. y frecuencias f, 2f, 3f, 4f,
etc.

Cada sumando y,(x, y), n € N, en esta ecuacidén también puede expresarse por:

T . TI-:'T.I‘ . nﬁct .
Ynz(t) = N, 8sin —— sin + o,

I I

en donde K, = N, sin ¢,, M, = N, cos ¢, lo que representa un movimiento vibratorio de frecuencia f,
=n f. Por tanto son funciones periddicas de periodo 2L/n ¢ = T/n.

2.2.4 La analogia.

Sin duda, la analogia es uno de los procesos creativos mas importantes en el aprendizaje o creacion

matematica, dado que, entre otros de sus aspectos, se pueden destacar los dos siguientes:

e con la analogia se pueden poner al descubierto lazos que dos 0 mas hechos tienen; y,

e con ella, es frecuente caracterizar la "nuevo" en términos de lo "viejo" o ya conocido.
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Asi por ejemplo, Galileo en su estudio del sonido, en particular, al buscar una caracterizacion del
tono (frecuencia) de las notas musicales, establecié una interesante comparacion entre la vibracién
de una cuerda y el movimiento de un péndulo, para comprender por qué aquellas frecuencias que
estan en razon de dos enteros pequefios dan lugar a sonidos agradables, en tanto que las que no lo
estdn producen sonidos discordantes. Observd que un conjunto de péndulos de diferentes
longitudes, oscilando en torno a un eje vertical comdn, muestran patrones visuales sumamente
atractivos al ojo cuando sus frecuencias estan en razones de nUmeros pequefios, mientras que

cuando no es asi, los péndulos muestran patrones enmarafiados que no resultan atractivos™.

La analogia también ha venido jugando un papel de suma importancia para el desarrollo de una de
las actividades humanas mads importantes de nuestra época, a saber, la medicion. Las analogias
entre la medicién de distancias, la medida de cantidades o magnitudes diversas (pesos, masas,
areas, etc.), llevaron gradualmente a la formulacién de los niimeros reales como el medio general
para manejar mediciones. Es asi que la importancia del sistema de los nimeros reales no sélo es
tedrica, sino también practica pues se ha convertido en sindnimo de medicién. Creemos que por
esa razon, a los nimeros reales se les denomina también como "escalares", dado que se puede
pensar que la recta real no es sino la escala universal de medida. Finalmente, cabe agregar que
incluso la medicién de angulos en radianes no es sino la linealizacion de la medida angular.

2.3 Lanocion de las funciones trigonométricas como procesos.

En este trabajo asumiremos la siguiente definicion de "funcidon" dada por [Lawvere y Schanuel;
2002]:

Un morfismo [funcién] de conjuntos es un proceso para ir de un conjunto a otro.

Explicitamente una funcién f consiste de lo siguiente:

(a). Dos conjuntos A y B, el primero llamado el dominio de la funcidn, en tanto que el segundo se
llama su co-dominio.

1> Baron Rayleigh, J. W. S. Theory of Sound. Dover Publications. New York. 1945. P. XIII.
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(b). Un proceso que transforma o hace corresponder a cada elemento del dominio de la funciény
Unico elemento del co-dominio. Este proceso se conoce usualmente como regla de
correspondencia de la funcién.

(c). La notacidon que emplearemos para las funciones es la siguiente:

fifA—>B ar»b

que se lee: la funcidon f "va del dominio A al co-dominio B"; "al elemento a€A se le hace
corresponder el elemento b eB".

En nuestro caso, estamos interesados en las funciones trigonométricas reales seno y coseno:

sintAcR——>BcR

X ~ y=AsinBx+C)+D

cos:AcR——>BcCR
x » y=Acos(Bx+C)+D

siendo R el campo ordenado de los nimeros reales al que llamaremos simplemente recta real.

Ahora bien, estas funciones vistas como procesos involucran a su vez a otros, como los siguientes:

e Lla linealizacion®™ de la medida angular, necesaria para tener definidas a las funciones
trigonométricas como funciones reales (i. e., que el argumento sea un nimero y no una

"abertura"), queda establecida en las siguientes formulas:

cos(a+ f3) = cos a cos - sin asin

sin(a + p) = cos asin B+ sin acos

16 Mac Lane, S. Mathematics, Form, and Function. Springer-Verlag. 1986. Pags. 110 — 114.
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e La imagen de estas funciones usualmente se obtiene por medio de su grafica y, en la
actualidad, la relacién entre los parametros A, B, C y D, con las graficas de las funciones
obtenidas se pueden realizar de manera interactiva o, en otras palabras, a través de
animaciones.

e Para calcular el valor ("y") de alguna de estas funciones usualmente se emplean el desarrollo
de estas funciones en series.

e Otra forma de analizar un fendmeno periédico es a través de una coleccion de datos o

muestra, para lo cual resulta imprescindible el analisis de Fourier.

A continuacion se describen, grosso modo, estos hechos desde un punto de vista matematico.

2.3.1 Hechos matematicos basicos de las funciones trigonométricas
seno y coseno.

Toda la exposicion de las funciones trigonométricas para el bachillerato se basa en los hechos
siguientes.

Teorema A. Las funciones trigonométricas, seno y coseno, son funciones analiticas reales.

Teorema B. Las funciones trigonométricas, seno y coseno, son periddicas con periodo igual a 2m.

Nota. En este sentido, la funcién coseno (seno) puede ser considerada como un caso de la funcién seno
(coseno) al ser esta desplazada o desfasada en /2, de acuerdo a la siguiente relacion:

cos(x) = sin(x + 1t/2).

Entre las consecuencias que cabe destacar para nuestros propdsitos estan los dos teoremas
siguientes.
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Definicion. Sea f una funcién continua por partes en el intervalo [-T, T]. La serie de Fourier de f es
la serie trigonométrica siguiente:

f{ﬂ#%-ﬁiﬂﬁﬁ{ng =] by eln {@)

en donde a, y b, estan dadas por las férmulas siguientes:

'
1 TX
&, =z 'r;fi::r}r:ns!( = dx n=012 .. (1)

-—ff{.‘lﬂ‘}i nwx}ii w3 8 (2)

Teorema C. (Convergencia puntual). Si fy f' son continuas por partes e el intervalo [-T, T], entonces
para cualquier x en [-T, T], se tiene lo siguiente.

e

% [F{x) -+ Fix=)] m %-11 Z{ ﬂﬂcw{:—) + by oln ing.ﬂr)

en donde a, y b,, estan dadas por las férmulas de Euler (1) y (2).

Teorema D. (Convergencia uniforme). Sea f una funcién continua en (-o5, o) y periddica, con
periodo 2T. Si f' es continua por partes en [-T, T], entonces la serie de Fourier de f converge

uniformemente a f en [-T, T] y, por lo tanto, en cualquier intervalo. Es decir, para cada &0, existe
un entero Ny, tal que:
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‘f{x}— !%-b z:}n cwf‘nrﬁ:H by &ln f‘@)

wml

@ &

paratodan=N,ytodax € (-0 ).

2.3.2 Medicion lineal (en radianes) de los angulos.

Los angulos son un tipo de magnitud geométrica. Los axiomas de la geometria euclidiana plana

proporcionan los métodos de comparacién y congruencia de las magnitudes angulares. La

reduccion de estas magnitudes angulares a magnitudes lineales (i. e., a la escala universal de los

numeros reales), involucra un sutil dispositivo.

Primero, se mide la circunferencia de un circulo, digamos del circulo S* de radio 1. Esto
se puede realizar por diferentes métodos, todos de aproximacién. Por ejemplo,
inscribiendo algun poligono regular en el circulo y, por medio de bisecciones sucesivas
(tradicionalmente hechas con regla y compas), ir obteniendo poligonos del doble de
numeros de lados en cada etapa subsecuente, con lo que el perimetro de esos poligonos
se ird aproximando cada vez mas a la longitud de la circunferencia. Ahora, como el
perimetro de los poligonos regulares se puede calcular aritméticamente, entonces se
puede ir obteniendo una aproximacion del valor de esa circunferencia.

Ahora, la medida en radianes de un angulo 6, situado al centro del circulo, es la
longitud del arco subtendido por dicho angulo. Aqui se puede emplear el método de
biseccion para aproximar cualquier medida angular. En efecto, sabiendo que la longitud
0 medida en radianes de una linea recta es igual a = y que la medida en radianes del
angulo recto es n/2, podemos aproximar la medida angular de cualquier angulo al ir
bisecando (tradicionalmente hechas con regla y compas) aquellos angulos y, asi,
obtener una medida aproximada n/2" en radianes del angulo bajo consideracion.
Cualquier angulo 8 = ~AOB, siendo C el centro del circulo unitario, tiene una medida

en radianes to dada por las siguientes formulas:

medida(d) =t,, 0<t0<2z, t;=longitud de arco AB (1)
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e Cualquier numero real t se puede escribir moédulo 2z como sigue:

t =ty + 27K, para algun entero K,

por lo que cada namero real determina el angulo &= & con medida 4 = t,. Con esto, la
funcion t ~ & enrolla la recta real a lo largo del circulo S*, enviando t al punto B, o sea,

al angulo & = ~AOB. Mas aun, esta funcion es periodica:

9t+27r = 6[ (2)

e De manera alternativa, se puede definir la medida angular lineal o escalar con el
calculo, a saber, para obtener la medida de los sectores circulares y con ello la medida
de la funcion de enrollamiento.

e Mas aun, dado que un angulo tiene una orientacion especifica, tal vez resulte mas
conveniente definir (representar) las medidas angulares no s6lo como radianes, sino

como segmentos de area orientados, como se propone con el algebra geométrica.

2.3.3 Propiedades local es de las funciones trigonométric as s enoy
coseno.

Las propiedades locales de las funciones seno y coseno son las siguientes.

Nota. En esta seccién f denota a la funcién seno o coseno salvo se indique explicitamente otra
cosa.

Teorema 1. Para cualquier x €R, el limite siguiente existe:
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lim f{x) =,
X—%p
Teorema 2. Las funciones seno y coseno son continuas. En particular, se tiene lo siguiente:

lim £(x) =yo = flxo)

Teorema 3. Las funciones seno y coseno son de clase C”. Esto quiere decir que son n-derivables

para n cualquier entero positivo y, por ende, cada una de las n-derivadas son funciones continuas.

Teorema 4. La funcidn seno tiene la siguiente expansién en serie:

3 x5 x'i' ID J|:].l xll J|:15 x].'i' -

Sin(x]l =%- — + — - —— + - + - + +0[x]
& 120 5040 362880 39916800 6227020800 1307674368000 355687428 096000

Teorema 5. La funcidon coseno tiene la siguiente expansion en serie:

2 2
x-l IIS .‘{ﬁ .‘{l[: xl_. x].l! xlﬁ 15

x
Cos[x] =1- — + — - — + - + - + +0[x]
2 24 720 40320 5628800 4750014600 B871782%1200 20922789888000

2.3.4 Propiedades globales de las funciones trigonométricas seno y
coseno.

Teorema 6. Las funciones seno y coseno tiene son periddicas con un periodo igual a 2m. En

simbolos:

flx) = f(x + 2m)

Teorema 7. La funcion seno tiene las siguientes caracteristicas.

a) Escreciente en los intervalos [-1/2 + 2nm, /2 + 2nm].
b) Es decreciente en los intervalos [rt/2 + 2nm, 31/2 + 2nm].

¢) Tiene una infinidad de ceros, a saber en: x =n .
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d) En cada punto donde alcanza un maximo relativo, alcanza también su maximo absoluto —
gue es uno-, y esto sucede en: x =1/2 + 2nm.

e) En cada punto donde alcanza un minimo relativo, alcanza también su minimo absoluto —
que es uno-, y esto sucede en: La funcidn alcanza sus (infinitos) minimos en: x = 3it/2 +
2nm.

f)  Elrango de la funcidn es el intervalo [-1, 1].

Teorema 8. La funcidn g(x) = sin(n x), siendo n un numero entero, es una funcidn periddica con

periodo T = 2m/n.

Demostracion. Supongamos que g(x) = g(x + T), con T € R, entonces se cumple lo siguiente:

sin(n x) = sin(nx + nT),

por lo tanto:

nx=nx+nT+2km,

siendo k un nimero entero. Despejando a T obtenemos lo siguiente:

T=2kn/n

De esta manera, al tomar k = 1, obtenemos el periodo mas corto de la funcidn g, siendo los demas
periodos de esta funcidn, multiplos enteros de éste nimero.

Por otro lado, es evidente que uno de los periodos de g es T = 2 i/n, pues se cumple lo siguiente:

g(x+T)=g(x+2m/n)=sin(x + 2 n).

Teorema 9. Si n, m, son nimeros enteros, entonces la funcion:

f(x) = sin(n x) + sin(m x)
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es una funcién periddica con periodo T = 2ri/(n, m), en donde (n, m) es el maximo comun divisor
denym.

Demostracion. Pongamos d = (n, m), de forma que se cumple lo siguiente:

n=k1d m=k2d Conkl,kzeZ Yy (kl,k2)=1

Entonces, se tiene lo siguiente:

f(x + 2rt/d) = sin[n x + n(2 i/d)] + sin[m x + m(2 /d)] =

=sin[nx+ k1 (2 )] +sin[mx+k2 (2m)] =

=sin[n x] sin[m x] = f(x)

Resulta entonces que T = 2rt/d es uno de los periodos de f.

Por otra parte, consideremos los valores de f en los puntos x = 2r/n y en x = 2rt/n + T, siendo T alguno
de los periodos de f.

f(2r/n) = sin[n (2rt/n)] + sin[m (2rt/n)] = sin(2m m/n)

f(2r/n + T) = sin[(2r/n) (n + T)] + sin[(2r/n) (m + T)] =sin(2Zm m/n + mT)

Igualando estas dos expresiones, se tiene que:

sin(2mtm/n) =sin(2nm/n+ mT)

por lo que:

2nm/n=2nm/n+mT+2im, conieZ
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o de manera equivalente:

mT=2in (1)

Ahora, evaluando la funcidn f en los puntos x = 2r/m y en x = 2i/m + T, obtenemos lo siguiente:

f(2rt/m) = sin[n (2rt/m)] + sin[m (21/m)] = sin(2rt n/m)

f(2r/m + T) = sin[(2r/m) (n + T)] + sin[(2r/m) (m + T)] =sin(2nn/m +n T)

por lo que:

sin(2rtn/m) =sin(2mtn/m+nT)

por lo tanto:

2nin/m=2nn/m+nT+2jmn

nT=2jn (2)

Ahora, de (1) y (2), dividiendo entre k,, k;, respectivamente, obtenemos el siguiente sistema de
ecuaciones en nimeros enteros:

dT=2in/k, 2i/ky=2j/ky

dT=2jT[/k1 ik1=jk2

De la ultima ecuacidn, y puesto que (k;, k;) = 1, se sigue que, por ejemplo:

i=k2t teZ
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por lo que al sustituir este valor se obtiene:

(kp t) ke =]k,

j=k1t

de manera que la solucion general de este sistema estd dada de la siguiente forma:

i=k2t j=k1t (4)

siendo t un numero entero cualquiera.

Sustituyendo el valor de i, en la primera ecuacién de (3), obtenemos lo siguiente:

C|T=2iT[/k2=2(k2t)T[/k2=2tT[

T=2tn/d (5)

Poniendo ahora, t = 1, obtenemos la frecuencia fundamental de la funcion f, es decir T=2 nt/ d.

2.3.5 El sonido y las funciones trigonométricas.

El sonido se produce como resultado de las vibraciones de los cuerpos eldsticos sometidos al
efecto del choque o roce con un agente externo. Esta vibracidon transmitida en forma de
movimiento ondulatorio impresiona el sentido del oido, experimentandose la sensaciéon sonora.
Por tanto, el sonido se puede definir como la sensacion experimentada cuando llegan al oido
ondas producidas por determinados movimientos vibratorios.

Entre dos sonidos distintos, el sentido del oido tiene la posibilidad de distinguir caracteristicas
particulares y diferenciadoras entre ambos que sirven para identificarlos. Estas caracteristicas
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particulares se denominan cualidades del sonido. Las cualidades que se distinguen en toda
sensacidn sonora, son tres:

e Intensidad o sonoridad: Es la mayor o menor amplitud de las ondas y depende de la fuerza
con que son producidas. Las variaciones de intensidad han dado lugar en la musica a las
diferencias de matices, creando con ello una enorme riqueza emotiva. La Intensidad se mide
en decibelios (dB).

e Tono: Es la mayor o menor altura de los sonidos comparados entre si. El tono de los sonidos
depende del nimero de vibraciones por segundo producidas, lo que se entiende como
frecuencia de la vibraciéon. Cuanta mayor sea el nimero de vibraciones por segundo, mas

agudo sera el sonido y viceversa. La frecuencia se mide en Hercios (Hz).

e Timbre: Es la forma vibratoria de la onda sonora y se manifiesta como la calidad del sonido.
Merced al timbre, es posible distinguir el instrumento o agente productor del sonido, aunque

se produzcan varios sonidos a la vez con el mismo tono a altura.

El tono fundamental y los armonicos.

Para entender de manera sencilla estas propiedades del sonido analizaremos las notas musicales.
Al igual que cualquier sonido, una nota musical se caracteriza fisicamente (matematicamente) por
su amplitud, tono y timbre.

En este caso, la amplitud se mide con la variacion de la presion del aire circundante al instrumento
gue produce la nota. El timbre es la frecuencia con la que se repite el patron de presidon basico.
Finalmente, el timbre es lo que diferencia una nota, de la misma amplitud y tono, tocada por
instrumentos diferentes. Por ejemplo, la siguiente grafica muestra el patrén basico que tiene una
nota tocada por un oboe.
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Figura 5. Patrén basico de una nota tocada por un oboe.

1 1 1 1 1 L 1 m 1 1
o.0b10 0.0015 \_/-:-.-:r:a-:l

Se puede observar que este patron bdsico tiene una duracidn casi instantanea, de 0.00234236
segundos. Sin embargo, al repetirse por un tiempo mds prolongado se logra escuchar
perfectamente. Cabe también destacar que esta es una muestra digitalizada de la nota, lo que
significa que sdlo conocemos sus valores en los 27 puntos mostrados, que hemos unido con
segmentos de recta.

Si ahora queremos reproducir el sonido a partir de este patrén bdsico, debemos interpolar los
puntos muestreados por medio de una funcidon que ademads tenga derivada continua. Para ello
podemos emplear la transformada de Fourier’” con lo que obtenemos la siguiente funcién de
aproximacién (de orden 15):

f({x) =3.07689 +

0.746661 Cos[2682.42 x] + 0.2663 Cos[5364.83 x] + 4.3363 Cos[8047.25 x] - 14.4333 Cos[10729.7 x] +
0.079018 Cos[13412.1 x] + 2.46813 Cos[16094.5 x] - 0.139375 Cos[18776.9 x] - 0.042617 Cos[21459.3 x]
-0.373577 Cos[24141.7 x] + 0.456131 Cos[26824.2 x] - 0.0143346 Cos[29506.6 x] - 0.0414855
Cos[32189. x] + 0.23087 Cos[34871.4 x] - 0.041382 Cos[37553.8 x] - 0.0143561 Cos[40236.2 x] +

1.22633 Sin[2682.42 x] + 2.29524 Sin[5364.83 x] + 3.2915 Sin[8047.25 x] + 4.53896 Sin[10729.7 x] -
3.93076 Sin[13412.1 x] + 0.138117 Sin[16094.5 x] - 0.256052 Sin[18776.9 x] - 0.07901 Sin[21459.3 X] -
0.183594 Sin[24141.7 x] - 0.578222 Sin[26824.2 x] - 0.0443613 Sin[29506.6 x] - 0.447105 Sin[32189. X] -

17 Las integrales para calcular los coeficientes de la serie correspondiente a los datos dados fueron realizadas
con el método numérico de la regla del trapecio. Todos los calculos involucrados fuero hechos con
Mathematica 6.0.
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0.0000433365 Sin[34871.4 x] + 0.447079 Sin[37553.8 x] + 0.0442798 Sin[40236.2 x]

cuya grafica se muestra en la siguiente figura.
Figura 6. Interpolacién de la muestra a través de la serie de Fourier
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Una vez que se han interpolado los puntos muestra por medio de una funcién continua, derivable
y periddica (la serie de Fourier correspondiente), el sonido de esta nota, tocada por el oboe, puede
ser facilmente reproducida. En las siguientes imagenes se muestran las graficas para intervalos de

tiempo mas amplios.
Figura 7. Repeticién del patréon o tono basico de una nota de oboe.

Figura 7a. El sonido basico repetido ("tocado") tres veces, es decir, en el tiempo 3 T.
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En este ejemplo, en el que nos han dado el periodo basico de un sonido (sefial) como un conjunto
de datos o muestra, podemos determinar su frecuencia o tono fundamental de una manera
simple:

ffundamentar = 1/.00234236 = 426.92 Hz

En general, la parte que actualmente proporciona la mayor informacién acerca de un sonido
(sefial) se encuentra en su representacidn como espectograma, es decir, en la relacion que
mantienen el tono fundamental, y sus multiplos enteros o armdnicos, con respecto a su amplitud,
para lo que se emplea la transformada discreta de Fourier. En particular, el tono fundamental del
sonido que hemos venido considerando, asi como sus armdnicos se muestra en el siguiente
espectograma'®:

Figura 8. Tono fundamental y arménicos de una nota de oboe.

18 Espectograma tomado con Audacity.
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El pico sefialado con la linea vertical es el que corresponde al tono fundamental, en tanto los
restantes corresponden a los tonos armadnicos, es decir, a tonos que son multiplos enteros de este

sonido.

53



Capitulo 3. P uesta en escena de la unid ad didactica
Funciones trigonométricas.

En este capitulo exponemos detalladamente la Unidad diddctica: Funciones trigonométricas, en el
marco de su realizacidn o puesta en escena.

3.1 Ubicacién de launidad didactica.

El Plan de Estudios de Matematicas del CCH-UNAM, asi como sus Programas: Matemiticas |, ...,
Matematicas 1V; los hemos estructurado en torno a la nocion de funcién como se muestra en el
siguiente mapa conceptual. Alli se explicita cdmo todos estos programas quedan perfectamente
organizados e interrelacionados a partir de dicha nocion.

Figura 9. Mapa conceptual: la nocion de funcién como eje estructurador del Programa de
Matematicas del CCH-UNAM.

Algebra Geometria

Variacion proporcional
directa
Matematicas | l
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cuadraticas
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semejanza

Matematicas Funcion Cuadratica
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trigonometria volumenes )
. r drati Relaci G it Circunferencia, elipse,
ormas cuadraticas elaciones entre conjuntos . .
Matematicas Il ! hipérbola, parébola )

Funciones Polinomiales,
Matematicas IV [ Regla de zdllecslle Alpdualize —[ Grafica de funciones ]

correspondencia Trigonométricas,
Exponencial y Logaritmica
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Por otra parte, el programa de Matematicas IV estd dedicado completamente al estudio bdsico de

diferentes tipos de funciones, siendo la unidad tematica 3 el punto de partida para la elaboracién

de la unidad diddctica expuesta a continuacién. Los objetivos y contenidos de esta unidad

tematica son los siguientes.™

Tabla 5. Programa de Mateméticas IV. Unidad Ill. Funciones trigonométricas.

Propdsitos:

Extender el concepto de razones trigopnomeétricas e iniciar el estudio de las funciones trascendentes
a través de las funciones circulares, cuya variacion periédica permite modelar fendmenos ciclicos
muy diversos. Reforzar el andlisis de las relaciones entre gréfica y pardmetros que se ha venido
realizando, resaltando la importancia de ajustar los pardmetros para construir el modelo que se cifia

a un fenédmeno determinado.

Tiempo: 20 horas

Aprendizajes

Estrategias

Tematica

El alumno:

- Explora, en una situacién o fenémeno
de variacion periédica, valores,
condiciones, relaciones o
comportamientos, a través de
diagramas, tablas, expresiones
algebraicas, etcétera que le permitan
obtener informacién de ello, como un
paso previo al establecimiento de
conceptos, y al manejo de las
representaciones pertinentes.

- Recuerda el significado de las
razones trigonométricas para angulos
agudos, en particular, seno, coseno y
tangente.

- Identifica el &ngulo, como una
rotacion de un radio de un circulo. Lado
inicial y lado final.

- Convierte medidas angulares de
grados a radianes y viceversa.

- Calcula algunos valores de las

y coseno que se refieran a contextos
Tanto al inicio como en el desarrollo de
la tematica, es Util incorporar ejemplos
de fenébmenos de comportamiento
periddico, cuya modelacion involucra
fundamentalmente seno diversos que
despierten interés en el alumno, como
pueden ser: ondas sonoras,
encefalogramas, ciclo de la respiracion,
estudio de las mareas, biorritmo,
corriente alterna, intensidad de la luz
diurna etcétera.

- Recordar el concepto de angulo, la
forma en que se mide, hablar de
radianes y angulos negativos.

- Invitarlos a construir una tabla que
relacione los angulos de 30°, 45°, 60°,
90° y 180°, por ejemplo, con sus
respectivos valores en radianes.

Una vez que se ha introducido el
circulo unitario, y en él se ha explicado
la forma en que pueden calcularse el
seno y el coseno para angulos diversos
no agudos, hay que pedirles que ellos
lo hagan para algunos circulos con
radios diferentes, de modo que vean

Situaciones que involucran variacion
periddica.

Generalizacion, en el plano cartesiano,
de las razones trigonométricas para un
angulo cualquiera.

a) Circulo unitario: extension de
las funciones seno y coseno
para angulos no agudos

b) Angulos positivos y negativos.

c) Angulo de referencia. Sus cuatro
posiciones.

d) Medida de angulos con distintas
unidades: grados y radianes.

e) Célculo del seno y el coseno para
angulos mayores de 90°.

- Gréfica de las funciones seno, coseno
y tangente.

19 Cf. http://www.cch.unam.mx/plandeestudios/
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razones seno y coseno para angulos
no agudos, auxiliandose de angulos de
referencia inscritos en el circulo
unitario.

- Generaliza el concepto de razén
trigonométrica de un angulo agudo a un
angulo cualquiera.

- Expresa las razones trigonométricas
como funciones, con los angulos
medidos en radianes.

- Identifica en las funciones del tipo:

f (x) : a*sen(b*x + c) =d

f (x) : a*cos(b*x + c) =d

la frecuencia, la amplitud, el periodo y
angulo de desfasamiento. Los usara
para dibujar directamente la gréafica.

De igual manera seré capaz de
identificar en la grafica estos
parametros para proporcionar la
expresién algebraica correspondiente.

- Conoce algunas aplicaciones de las
funciones trigonométricas en el

estudio de fenébmenos diversos de
variacion periédica, por ejemplo:
movimiento circular, movimiento del
péndulo, del piston, ciclo de la
respiracion o de los latidos del corazon,
estudio de las mareas, fenémenos
ondulatorios, ondas electromagnéticas,
etcétera.

gue el tamafio del radio no afecta el
resultado; a la vez, sirve para reforzar
el procedimiento.

- Analizar el comportamiento del seno,
coseno y tangente, cuando el angulo
varia de 0° a 90°; de 90° a 180°; de
180° a 270° y de 270° a 360°. Guiar al
alumno para obtener conclusiones
sobre signos, repeticién de valores, qué
sucede cuando x toma los valores 0°,
90°, 180° etcétera.

Es conveniente utilizar la calculadora
para hacer mas eficientes los calculos y
conversiones.

Para trazar las gréficas de las
funciones seno y coseno, se puede
retomar el circulo unitario, trazado en
papel milimétrico en la orilla de la hoja,
para que en el resto de ella vayan
construyendo la gréafica. En clase se
puede trabajar con coseno y dejarles
gue tracen la del seno. Ya con estas
dos se procederia a graficar la funcion
tangente y relacionar los ceros del
coseno con los rompimientos de la
grafica.

Se aprovecharian las graficas de estas
tres funciones para estudiar sus
caracteristicas (dominio, rango,
simetrias, etcétera.) resaltando la
periodicidad y las relaciones entre las
tres gréficas.

Solicitarles que expresen con sus
propias palabras y luego con simbolos,
la condicion de variacién periodica.

A partir de las gréficas de algunos
fenémenos o situaciones que se
modelen con seno y coseno, introducir
el concepto de amplitud, periodo,
diferencia de fase, frecuencia. Dejar
gue ellos en casa construyan graficas
para distintos valores de estos
parédmetros.

Con un mismo ejemplo, analizar cémo
puede modelarse indistintamente por

Seno 0 coseno, y resaltar el hecho de

a) Analisis del dominio y rango.

b) Nocién de amplitud, periodo y
frecuencia.

- Definicion de funcién periddica:

f(x+K) =f (x) .

Graéfica de las funciones:
f (x) = a*sen(b*x + c) =d

f (x) = a*cos(b*x + ¢)=d

a) Andlisis del comportamiento de sus
pardmetros a, b. cy d.

b) Fase y angulo de desfasamiento.

- Las funciones trigonométricas, como
modelos de fenémenos periédicos.

- Problemas de aplicacion.
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gue habiendo identificado que se trata
de este tipo de variacion periddica, el
problema de la modelacién se reduce a
determinar cuéles deben ser los
valores de los parametros a, b, cy d,
en las expresiones:

f (x) = a*sen(b*x + c) =d

f (x) = a*cos(b*x + c)=d

Se sugiere apoyarse en el uso de
software como Excel, Derive, WinPlot y
Maxima.

Esta unidad didactica se ha organizado a partir del siguiente mapa conceptual, en donde "lo
periddico" ocupa el papel central.

Figura 10. Mapa conceptual: Estructura general de la ensefianza de la variacion periédica.
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LO PERIODICO

—_—

Acustico-Visual Movimiento Fenomenos
Analisis del Simulacién de Sonido, voz 'y musica
sonido movimientos

Meteorologia

periodicos

. g .

Caracterizacion
analitica de una
funcién
trigonométrica

Caracteristicas
principales de
la funcién seno

Relacion algebro-
geométrica de los
parametros:

f(x) =asin(bx+c) + d

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Con este mapa es posible trazar diferentes rutas de aprendizaje que serdn usadas para poner en
escena las cuatro fases de aprendizaje de las que consta una unidad didactica bajo nuestra
perspectiva.?’ En lo que sigue, haremos explicita cada una de estas fases, asi como las secuencias y
hojas de trabajo de las que se componen.

3.2 Unidad Didactica: Funciones trigonométricas.

3.2.1 Lo "periédico” como eje estructurador de esta unidad didactica.

El aprendizaje-ensefianza de la nocidn de funcién trigonométrica, estructurada en torno a lo ciclico
o periddico, debe partir de lo que "el aprendiz ya sabe" y, como ya hemos sefialado, implica partir
de su estructura cognitiva, o sea, del contenido total y de la organizacién de sus ideas acerca de
los términos "ciclico" y periddico", asi como de algunos conceptos matematicos (razon, razén
trigonométrica, medicidn angular, etc.), que permitan el estudio de lo periddico en los términos
establecidos por la unidad tematica de Matematicas IV del plan de estudios del CCH.

20 Cf. Capitulo 1.
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Haciendo una breve recapitulacion de lo ya dicho en el capitulo 1,?* acerca de la importancia que
tienen los términos "ciclico" y periddico" para el aprendizaje de las funciones trigonométricas en
un nivel basico, como lo exige nuestro contexto, cabe insistir en lo siguiente.

Las funciones periddicas, en particular, las funciones trigonométricas (seno y coseno),
proviene del hecho de que muchos fenédmenos que la técnica y la ciencia emplean y
estudian son interpretados, precisamente, como funciones periddicas, como, por ejemplo,
en las telecomunicaciones y sefiales eléctricas y digitales; en la meteorologia (las
estaciones del afio que, antes de que se hiciera evidente el cambio climatico global, eran
cambios climaticos ciclicos); en la medicina, en donde algunas medidas de la salud humana
dependen del buen ritmo de ciertos fendmenos fisiolégicos (verbigracia,
electrocardiograma, electroencefalograma, ritmo y volumen de respiracion, etc.).

Ademas, estos términos, "ciclico" y "periddico", son nociones basicas de la ciencia
contemporanea, verbigracia, en electromagnetismo, mecdnica cudntica, ciclos biolégicos
etc., cuyo desarrollo es paralelo al gran avance tecnolégico de nuestra época, como lo
ejemplifican, el ldser, la holografia, radares, ambientes sonoros etc., y su amplia gama de
aplicaciones.

[Callahan, et al; 1992] afirman que la intencién de re-presentar cientificamente a los
fendmenos naturales no tiene otra intencién que la de imponerles un orden o regularidad
Y, quiza lo mas importante, el de ponerlos a disposicion del hombre para su provecho,
cuestién para lo que se hace necesaria una re-presentacion funcional de los mismos, pues
con su ayuda se puede predecir su comportamiento y asi tomar esta representacién como

dato importante en la toma de decisiones.

Todo lo anterior, muestra que lo "periddico" en sus sentidos técnico y cientifico, es decir,
matematico, esta presente en la vida cotidiana de cualquier persona en multiples y variadas
formas o necesidades, al punto de que a nuestro tiempo se le ha dado el nombre de la "era de la
informacion" gracias, precisamente, al desarrollo de instrumentos tecnolégicos en los que lo
"ciclico" o "periédico" juegan un papel de primera importancia: éseria posible la TV sin haber
caracterizado la sefial de audio y video como una onda electromagnética?

Por otra parte, y siendo consecuentes con la interpretacion constructivista del aprendizaje, la
seleccion y la naturaleza de las actividades de ensefianza deben ser suficientemente
intencionadas, con la finalidad de permitir que los estudiantes alcancen, en la medida de lo
posible, los objetivos de aprendizaje de la unidad tematica bajo consideracion. De acuerdo con
estos propdsitos, la secuencia de ensefianza con la que sustentamos la tesis de este trabajo esta
organizada de la siguiente forma.?

21 Cf. Pégs. 1-2.

22 Cf. Tabla 1, capitulo 1.
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e fase de inicio: introduccion a las funciones trigonométricas a partir de lo "ciclico” o
"periddico".

e Fase de informacion e introduccion de conceptos.
e Fase de ampliacion de conceptos.

e Fase de aplicacion.

e Evaluacion y conclusiones.

Es conveniente mencionar que se ha pretendido que estas actividades estén contextualizadas para
atraer la atencidn del alumno sobre la importancia que juega la variacién periddica en su contexto,
y que sean adecuadas a su nivel cognitivo.

3.2.2 Fase de inicio.
El desarrollo de esta fase se lleva a cabo con las siguientes secuencias didacticas.

Secuencia diddctica 1.

Esta fase comienza con una comparacién entre magnitudes que varian periédicamente y
magnitudes que no lo hacen asi, a través del analisis sencillo de diversos fendmenos fisicos que
corresponden a este tipo de variaciones. Con este analisis se pretende llevar a cabo una
recapitulacion acerca de las distintas representaciones (aritméticas, geométricas, algebraicas y
verbales) que caracterizan a cada una de las variaciones mencionadas, y que ya han sido
estudiadas en las unidades tematicas anteriores, con la finalidad de destacar sus diferencias
funcionales con relacién a un fenédmeno ciclico o periddico.

El profesor es el que lleva a cabo la exposicidn en la que, ademas, ird haciendo diversas preguntas
(generadoras) acerca de "lo periddico", con la intencion de que los estudiantes dirijan su atencién
a los fendmenos de este tipo y externen sus prejuicios, ideas, conceptos, etc., acerca de ello. Cabe
destacar que los estudiantes no sdélo participardn con sus ideas, comentarios, etc., sino que
deberan ir realizando la hoja de trabajo 1 conforme se desarrolla este analisis. Mds aun, en esta
hoja de trabajo, los estudiantes haran uso del programa de creacién y edicién de sonido digital
Audacity, con el que estableceran facilmente las representaciones geométricas y aritméticas de un
fendmeno periddico, verbigracia, los sonidos emitidos por murciélagos y ballenas.

Secuencia diddctica 2.

Una vez hecho lo anterior, el profesor les pide a los alumnos que contesten un examen diagndstico
(ver hoja de trabajo 2,), cuyo propésito es detectar los prejuicios, ideas, etc., que giren en torno al
término "ciclico" o periddico", ademas de que le permitan al profesor tener una idea general de
los pre-requisitos matematicos que se cree son necesarios para el desarrollo de esta unidad
didactica.
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El profesor debera aclararles a los estudiantes, que este examen es sélo un diagndstico, y de
ninguna manera una evaluacién o parte de ella.

Conclusidn de la fase de inicio (secuencia diddctica 3).

Para concluir esta fase, los estudiantes realizardn como actividad extra-clase, una investigacion
documental acerca de los principales conceptos matematicos vy fisicos de "lo periddico". Esta
investigacion la hardn en articulos sencillos y contextualizados, con la finalidad de que, en la
siguiente clase y organizados en equipos, expongan su investigacion.

Para ello cada equipo de trabajo elegird un articulo junto con la guia de lectura correspondiente, a
través de la cual llevaran a cabo dicha investigacion. Ver hoja de trabajo 3.

3.2.3 Hojas de trabajo para la fase de inicio.

Las hojas de trabajo correspondientes a las secuencias didacticas mencionadas son las siguientes.

Hoja de trabajo 1. Introduccién a los fenémenos y variaciones periédicas.

l. Variacion lineal. En la tabla 5 se te proporcionan los valores de la deformacion de un resorte
al aplicarse distintas fuerzas. Con tus compaferos de equipo resuelve las siguientes
preguntas y las respuestas que obtengan escribelas en el espacio indicado.

1. Completa la columna que corresponde al cociente F/d 'y exprésala en cm/N.

Tabla 6. Representacion aritmética de la variacion lineal

d(cm) 0 0.2 0.5 0.8 1.2 1.6 2.0 2.4 2.8

F(N) 0 0.5 1.3 1.9 2.9 3.8 4.7 5.5 6.3

F(N)/d(cm) 0

2. ¢Elvalor del cociente es mas o menos constante? ¢ Cual es este valor?
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3. Lasucesién de valores tanto de la deformacion como de la fuerza es creciente o decreciente.

4. Para determinar la relacion funcional entre la fuerza (F) y la deformacion del resorte (d). Realiza
lo siguiente

ksntende para gralices - pma 1 de 4: Tipo de grafico ri"El

Fixr cribbralior | Tipos personsdoados
a. Abre Excel

Fun chm (i et g it o A
b. Selecciona los datos y en el mend [ i B e .
B Laras i

principal, elige la opcién de gréfica.

c. En el asistente para graficas, elige la

opcion xy (dispersion) (ver fig. “) Va .T' "

d. Lldmale al eje x: distancia, y al eje y: oo 88 :
fuerza N

e. Ahora, haz clic derecho sobre la gréfica. .
Elige linea de tendencia lineal. i e s 3 s

f. Haz clic en opciones, y elige presentar [

ecuacion en el grafico.

1
L Preecie ara wir assdtig J

[ cancew | [Spasrge > || [ Emsenr |

5. Observa los registros geométrico y algebraico que obtuviste ¢Qué tipo de variacion se puede
establecer entre la fuerza y la deformacion del resorte?

6. Escribe la relaciéon entre la fuerza aplicada al resorte y su deformacion. ¢Representa una
funcién lineal? Explica tu respuesta.

7. Escribe en forma de enunciado (registro verbal) la variacion entre la fuerza y la deformacion del
resorte.

I. Variacioén inversa. En la siguiente tabla se dan los valores de la presién ejercida sobre un
gas y el cambio de volumen de éste para dos temperaturas diferentes.
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Tabla 7. Representacion aritmética de la variacion inversa.

Temperatura 27 C Temperatura 130 C
P (N/m?) v (m®) PIV PV P (N/m?) v (m®) PV (Nm)
0.81 x10° 2.43 1.85 x10° 1.41
1.30 x10° 1.51 2.19 x10° 1.20
1.74 x10° 1.13 2.46 x10° 1.07
2.05 x10° 0.96 2.94 x10° 0.89
2.56 x10° 0.77 3.14 x10° 0.83

1. Observa los valores de la presion y el volumen, ¢qué puedes concluir con respecto a éstos?.

2. Completa en cada caso la columna que corresponde al cociente P/V y al producto PV. ¢Cémo
es el producto P V cuando se mantiene constante la temperatura? Escribe tus conclusiones.

3. ¢Se puede establecer una variacion directamente proporcional entre la presion y el volumen?
¢Por qué razon?

4. Grafica en Excel la presion (P) y el Volumen (V) del gas, para cada temperatura. ¢Los puntos
estan alineados? Explica tu respuesta.
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5. Observa el producto P V y la grafica que obtuviste ¢Qué tipo de variacién se puede establecer
entre la presion (P) y el volumen (V) del gas? Represéntala en la forma: PV = k (registro
algebraico)

6. Escribe en forma de enunciado (registro verbal) la variacion entre la presion y el volumen.

M. Variacion cuadrética (caida libre de un objeto). En la tabla 8, se te proporciona la tabla de
valores de las posiciones y el tiempo de una bola de billar en caida libre. Con tus
compafieros de equipo contesta las siguientes preguntas y las respuestas que obtengan
escribelas en el espacio indicado.

1. Completa la siguiente tabla, escribe el cociente h/t en la fila correspondiente.

Tabla 8. Representacion aritmética de la variacion cuadrética

t (seg.) 0 0.03 | 007 | 0.10 | 0.23 | 0.127 | 0.20 | 0.23 | 0.27 | 0.30 | 0.33

h (cm) 0 15 3.1 51 7.1 9.4 12 145 | 174 | 205 | 23.8

h/t(cm/s)

2. Hazla grafica en Excel de la altura (h) contra el tiempo (t). ¢ Qué tipo de grafico obtuviste?

3. Determina la relacion entre la altura y el tiempo de caida de la bola de billar. ¢Que tipo de
relacion es?

V. Variacion periddica. Representacion gréfica del sonido a través del programa Audacity

Con los archivos de sonido que te proporcionara el profesor, a saber, el sonido emitido por un
murciélago y el emitido por una ballena, obtén el espectrograma de cada uno de ellos empleando el
programa Audacity. Ahora bien, observa detenidamente los espectrogramas® y contesta las
siguientes preguntas.

2% Los espectrogramas los puede consultar en el anexo I.
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. ¢Qué similitudes y diferencias encuentras entre estos espectrogramas (graficas) con la gréafica
de un fenémeno lineal?.

2. ¢Representa la grafica del sonido una variacion inversa (cuadratica)? (Ve la gréfica 2).

3. ¢Es el sonido una variacion acelerada (cuadratica)? (Ve la grafica 3).

4. Copia el espectrograma del murciélago, pégalo en GeoGebra y haz lo siguiente.

a. Coloca puntos sobre el espectrograma para que tengas una muestra aritmético-geométrica
del sonido que emite el murciélago.

b. Ahora, escribe las coordenadas de los puntos en la siguiente tabla:

Tabla 9. Representacion aritmética de la variacion periddica.

punto | A B C D E F G H I J L M N O

y

5. Describe como esta variando la magnitud "y". ¢Estd aumentando? ¢Esta disminuyendo?
Explica.

6. ¢Encuentras un valor maximo para la magnitud "y"? ¢Encuentras un valor minimo para la
magnitud "y"? Explica.

7. ¢Como se le llama a éste tipo de variaciéon?
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2. ¢Cual crees que sea una expresion algebraica (férmula) asociada a los espectrogramas?

Hoja de trabajo 2. Examen diagndstico.

Observaciones.

e Las siguientes preguntas tienen como propdsito ubicar tus ideas, opiniones o, en una palabra, tu
punto de vista actual acerca de lo que entiendes por variacion: directa, inversa, cuadrética y
periédica y, por supuesto con las funciones trigonométricas que son el tema de esta unidad.

e Es conveniente insistir en que esto no es un examen, sino un documento que me servird, como
profesor del tema, para poder planear y desarrollar contigo los temas de esta unidad, por lo que
te recomiendo contestes las preguntas de acuerdo con tu forma de entenderlas.

1. Describe lo que entiendes por variacion o fenémeno "periédico”.

2. Marca aquellos fendbmenos que son periodicos.

a). Estaciones del afio. (b). Estatura de una persona. (c). La voz humana.
(e). Las ondas sonoras. (d). El origen del universo. (f). La actividad del corazon
3. Observemos el movimiento de las manecillas de un reloj.

c. Ahora consideremos la manecilla del segundero, ¢cual es el periodo de las manecillas
gue marca los minutos?

b. Consideremos la manecilla del segundero, ¢cuanto tiempo tarda en reiniciar su
recorrido a partir de un determinado punto?
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c. Finalmente, ¢ cudl es el periodo de la manecilla que marca las horas?

3. ¢Qué hace comunes a las estaciones del afio, al movimiento de un péndulo y a la voz humana?
Explica.

4. En la siguiente tabla, en la columna de la izquierda se te da la ecuacion que describe la
variacién entre las variables x, y. Escribe en la columna de la derecha el tipo de variacion que
hay entre las variables. Recuerda que puede ser una variacion: directa, inversa, cuadratica o

periddica.
Ecuacion Tipo de variacion

y = kx
y=x°

g
-
S
y = sin(x)

5. De las siguientes graficas, marca aquellas que representen un fenémeno periddico.

Recta. Ola. Parabola.

6. Calcula las razones trigonométricas: seno, coseno y tangente; de los angulos agudos del
siguiente triangulo rectangulo.

razon trigonométrica: | angulo de 30° angulo de 60°

Seno: 30°

coseno.
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tangente:

7. Usa tu calculadora para completar las siguientes tablas.

ra_tzén angulo® = razon angulo® =
trigonométrica: trigonométrica:

sen(6) =0 sen(0) =-0.5

cos(9) =-0.981 cos(0) =1

tan(0) = 1 tan(0) = 10.87

8. Cuando se ve la cuspide de la torre Eiffel a una distancia de 70 metros del centro de la base, el
angulo de elevacion es de 79.2°. Calcula la altura de la torre.

Sugerencia. Haz un dibujo o esquema de la situacién y emplea una razén trigonométrica
adecuada a los datos del problema.

Esquema del problema. Célculos.

9. ¢Cbmo calculas el area y el perimetro de una circunferencia de radio r?
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10. Calcula el area del sector circular OAB.

R
area OAB = . - - =~ B
&
4
!
11. Calcula la longitud del arco de | 45° A
circunferencia AB. g
4 Olo
\ {
. _ Y\ !
longitud AB = . \ ;
\ /
. -
T — _ -~
Nota. Observa que el radio de la =

circunferencia es igual a 1.

12. Determina la expresion analitica de las siguientes graficas. Escribe el resultado en el espacio
correspondiente

0 Af(x)
25
2 2
15
T+ 1
05
0 b
0 1 2 3 4 6 X 0 w2 ami2 m ami2 \ X
-0
4 !
15
o -2
-25
a) F(x) = b) F(x) =
A i AT A\ \ !
|| 1 || | I | || 1 I

L ! .. \ gy ."II LS
|—21 | - : I | = || | 2m I3 In ':I" _.EI“ I". ',u'fl: ||I III. \ ‘i:t '.I" n \ ?
| I| H ko | \:/ %o \ Zi \ '/
| | h I I | h
[ | [ ez | [ | [ D
| \ II| |I r | II I \
L 1) | -3 1 L 1 -3
c) F(x) = d) F(x) =
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Hoja de trabajo 3. Las principales nociones acerca de los fendmenos periddicos.

Equipo 1: Acustica submarina.

Actividad. Con base en la lectura: /a importancia de la actstica submarina®, contesta en equipo las
siguientes preguntas.

¢, Qué es el sonido?

¢ Describan los ciclos de compresion y rarefaccion?

¢En donde viaja mas rapido el sonido, en el aire, o en el agua?

¢, Qué es un sonar? ¢ Cémo funciona?

Con los datos que aparecen en el articulo completen la siguiente tabla.

agkrwnRE

Tabla 10. frecuencias

objeto frecuencia minima: frecuencia méxima:

oido humano

perro

murciélago

ballena

Equipo 2: Holografia digital.”

Actividad. Con base en la lectura de este articulo contesta en equipo las siguientes preguntas.

¢ Qué es la holografia?

¢,Cudles son los parametros fisicos que determinan el contenido de un holograma?
¢, Qué propiedades tiene la luz laser?

¢,Como se determina la deformacion instantanea que experimenta un cuerpo?

¢En qué se aplica la holografia digital pulsada?

¢, Qué se entiende por prueba 6ptica no destructiva?

ogakwnpE

24 \/era Amaro,R Actstica Submarina , Rev. Conversus, Diciembre 2005, Pag. 42 - 44

% pérez, C., Hernéndez, S.. Holograffa Digital. Rev. Ciencia y Desarrollo, Abril 2006, P4g. 50- 51.
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Equipo 3: Radares meteorolégicos.?®
Actividad. Con base en la lectura de este articulo contesta en equipo las siguientes preguntas.

1. ¢Qué transmiten los radares y en donde se reflejan?

2. ¢Cual es la funcién de la onda emitida reflejada en el radar?
3. ¢Qué caracteristicas tiene la antena del radar?

4. ¢Qué caracteristicas tiene el pulso del radar?

5. ¢Porqué la cupula del radar tiene forma parabdlica?

Equipo 4: Murciélagos: Arquitectos del Desierto.”’

Actividad. Con base en la lectura de este articulo contesta en equipo las siguientes preguntas.

¢Para qué le sirve al murciélago la capacidad de ecolocacion?
¢, Como ubica el murciélago lo que hay a su alrededor?

¢,Qué informacidn proporciona la deteccién acustica?

1.
2.
3. ¢Qué es un monograma?
4.
3.

2.4 Fase de informacion e introduccion de conceptos.

El desarrollo de esta fase se realizara a través de las siguientes secuencias didacticas.

Secuencia diddctica 4.

Esta fase inicia con la exposicion de los resultados obtenidos por los equipos de estudiantes al
haber realizado la investigacidn con la que se culminé la fase de inicio (secuencia didactica 3). Esta
exposicion debera dar lugar a una discusion grupal en la que se ponga en relieve la importancia
que las co-variaciones ciclicas o periddicas tienen en el entorno de cualquier persona, en
particular, en el contexto de los mismos estudiantes.

Esta discusion serd el motivo para que los estudiantes, con las observaciones del profesor, reparen
en los principales pardmetros que caracterizan matematicamente a un fendmeno de esta
naturaleza. Finalmente, esta exposicion y discusién permitira que los estudiantes vayan
resolviendo la hoja de trabajo 4.

Secuencia diddctica 5.

%6 Corral Herrera G. Radares Meteorol4gicos. Rev. Conversus Sep. 2007, Pag. 12 — 14.

%" Rojas Martinez A. Murciélagos: Arquitectos del Desierto. Rev. Ciencia y Desarrollo, Abril 2003, P4g. 4 —
9.
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Esta secuencia parte de la confrontacidon de los estudiantes con una situacién problematica, misma
gue iran resolviendo agrupados en equipos, bajo la tutoria del profesor y con la organizacién del
trabajo establecida en la hoja de trabajo 5, "La rueda de la fortuna". Esta situacidn dard lugar a
que el profesor generalice las razones trigonométricas para los lados de un triangulo (Matematicas
1), a las razones trigonométricas correspondientes a los puntos del plano coordenado
rectangularmente.

Después de haber realizado lo anterior, se establece lo siguiente.

e Determinacidn del signo de las razones trigonométricas en cada cuadrante.
e (Cdlculo del valor de las razones trigonométricas en angulos notables, empleando el plano
coordenado.

Por ultimo, se le deja al estudiante como actividad extra-clase, una investigacién acerca del dngulo
de referencia.

Secuencia diddctica 6.

El propdsito de esta secuencia es eminentemente practico, en el sentido de que proveera al
estudiante de la herramienta moderna de medicién angular, a saber, la medicién angular a través
de longitudes o radianes (nimeros reales), asi como de la conversion de medidas angulares
grados-radianes. Para ello, el alumno realizara las siguientes actividades:

Actividad 1:  Se le pedira al alumno que haga una investigacion documental acerca de las
distintas formas de medir un angulo, esto es, que investiguen la relacion entre
grados y radianes. Relacion que mas adelante se determinara con el circulo unitario.

Actividad 2:  Se hara uso de un escenario interactivo que el mismo construird con la interfaz
algebro-geométrica GeoGebra.

La secuencia sera organizada por la hoja de trabajo 6.

Secuencia diddctica 7.

Esta secuencia se realizara a través de las siguientes actividades:

Actividad 1:  Exposicién del profesor para introducir el circulo unitario, con la finalidad de
extender las razones trigonométricas en el plano cartesiano a funciones
trigonométricas como funciones reales de variable real, dadas en la secuencia
didactica 5. Asi mismo, el alumno tendra noticia de la necesidad de medir los
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angulos en radianes como una forma moderna de medir un &ngulo.

Actividad 2:  Por otro lado, también a través del circulo unitario se dara el procedimiento para
determinar la representacion geométrica de cada una de estas funciones, con ello
se enfatizara que todo fenémeno que tenga como representacion geométrica-
algebraica parecida a éstas funciones, se podra modelar a través de las mismas.

Ya establecido el procedimiento por el profesor, el alumno determinara
manualmente (lapiz, compas, escuadras, papel milimétrico e hilo) la grafica de la
funcién seno.

Actividad 3:  En esta parte, se lleva ahora a los estudiantes a un escenario interactivo (applet) en
donde se pone en relieve las siguientes cuestiones:

Una representacion geométrico-dindmica de las funciones seno y coseno, a
partir de la identificacién de la ordenada y la abscisa, de un punto sobre la
circunferencia unitaria, con cada una de estas funciones respectivamente.

Una caracterizacion visual de las graficas de estas funciones, en términos
como los de funciones que "suben" y "bajan”, que "van" y vienen", en suma,
gue son ciclicas o periddicas, por lo que resultan de gran importancia para
modelar fend menos con estas caracteristicas, verbigracia, el movimiento
arménico simple, sefiales electromagnéticas (telecomunicaciones) el
sonido, las variaciones climaticas, variaciones burséatiles, ciclos bioldgicos,
etc.

Puesto que la realizacion de las graficas de funciones de este tipo
(periddicas), a través de esta interfaz, facilita enormemente la visualizacion
y la manipulacién de los parametros basicos de una funcién ciclica, a saber,
su amplitud, periodo, frecuencia y ciclo. En particular, en el caso de las
funcione seno y coseno.

Por dltimo, con la ayuda del zoom, de la herramienta de desplazamiento, asi
como con la posibilidad de definir el rectangulo de visualizacion del plano,
se podra observar que la grafica de una funcién, en este caso el seno y el
coseno, no quedan constrefiidas a un dominio acotado sino que, cuando su
dominio es el conjunto de los nimeros reales, esta grafica se extiende a
todo lo "ancho" del plano coordenado.

La hoja de trabajo 7, permite la organizacién de esta secuencia.

Secuencia diddctica 8.
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El propésito de esta secuencia es que el alumno haga una recapitulacidn para revisar y diferenciar
los conceptos mas importantes vistos hasta el momento.

La hoja de trabajo 8, permite la organizacion de esta secuencia

3.2.5 Hojas de trabajo para la fase de informacién e introduccion.

Las hojas de trabajo correspondientes a las secuencias didacticas mencionadas son las siguientes.

Hoja de trabajo 4. Introduccion a los fendmenos periddicos (2a parte)

Actividad. Con base en tu exposicion, y las de los otros equipos, contesta las siguientes preguntas.

1. ¢Qué es el sonido? ¢ Es un fendmeno periodico?

2. Describe los ciclos de compresion y rarefaccion.

3. ¢Cudl es el principio fisico que se utiliza en el sonar?

4. Completa la siguiente tabla.

Tabla 11. frecuencias

Objeto frecuencia minima: frecuencia maxima:

Oido humano

Perro

Murciélago

Ballena

5. ¢Qué espectro abarcan las ondas electromagnéticas?
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6. ¢En qué dispositivos tecnoldgicos estan presentes los fendmenos electromagnéticos?

~

¢, Qué hay en el espacio que nos rodea?

8. ¢Cdmo se capta fisicamente la sefial de la television o de un celular?

9. ¢Qué parametros fisicos se usan para construir un holograma?

10. ¢ Cbmo funcionan los radares?

11. ¢ Cual es la funcion de la onda emitida y reflejada en el radar?

12. ¢ Para qué le sirve al murciélago la capacidad de ecolocacion?

13. ¢ Como ubica el murciélago lo que hay a su alrededor?
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Hoja de trabajo 5. La rueda de la fortuna.

I. Giro de unarueda de la fortuna. Una rueda de la fortuna grande tiene 100 m de diametro, y se
eleva a 110 m sobre el piso y tiene ocho canastillas distribuidas en forma equilibrada. Cada
revolucién (vuelta) de la rueda dura 1 min. Sit = 0 corresponde al momento en el cual el pasajero
se encuentra a la altura minima (canastilla en la parte mas baja). Contesta las siguientes

preguntas:

A. ¢En qué tiempo estaré el pasajero en su la altura maxima?

B. ¢Expresa las alturas h, sobre el piso, de un pasajero en funcion del tiempo, a lo largo de dos

minutos?

Sugerencia. Para contestar adecuadamente las preguntas realiza las siguientes actividades.

1. Haz un dibujo o esquema de la situacién planteada en el problema, como el siguiente

Dibujo

Desarrollo algebraico

canastilla

N pp—-1

b ==

2. Haz los célculos necesarios para determinar las alturas en funcién del tiempo de cada
posicién de las canastillas y escribe el resultado en la siguiente tabla I.(t = 2 minutos)

Tabla 12. La altura en funcion del tiempo (Representacion aritmética)

t (min) 0 ‘ 0.125 ‘
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h(m) 10
t(min) 2
h(m)
3. ¢Esta situacion describe una funcién? ¢por qué razén?
4. ¢Coémo varia la altura con respecto al tiempo, se podria afirmar que es una variacion lineal o

cuadratica? ¢, Qué tipo de variacién es?

En un sistema de coordenadas como el siguiente; gréafica en el eje vertical la altura (h) y en
el eje horizontal el tiempo (t), traza la grafica.

A

h (m)

(5]
4]

[}
L}

[ ]
]

[a}]
o

e
o

K2
i}

t (min)

e
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6. ¢Se puede trazar una recta por esos puntos? ¢, Qué forma tiene la

gréafica?

7. ¢Cudl es el valor del tiempo para la altura maxima? . ¢Es Unico este
valor? . ¢ Por qué?

8. ¢Cudl es el valor de t para la altura minima? . ¢.Es Unico este
valor? . ¢ Por qué?

9. Para que intervalo se repite la forma de la gréafica . ¢,Como se le

llama a este intervalo?

10. Podrias determinar el modelo matematico (Representaciéon Algebraica) de la grafica que
obtuviste.

Il. Célculo de valores de las funciones trigonométricas de un angulo en posicién normal.

Sea (o) un angulo en la posicién normal y el punto P(x, y) se encuentra en el lado terminal
dicho angulo. Si las coordenadas de los puntos son:

a) P(3,4) b) P(4,-3)

1. Contesta las siguientes preguntas:

Para el punto: P (3,4). Para el punto: P (4,-3).
a. ¢Cudl es la abscisa del punto? . b. ¢Cual es la ordenada del punto?
c. ¢Cudl es la longitud del radio vector? d. ¢Cudl es la longitud del radio vector?

2. Calcula los valores exactos de las seis funciones trigpnométricas, para el punto que se te
indica en la siguiente tabla. Haz los célculos en tu cuaderno y los resultados escribelos en la
columna correspondiente.




Dibujo (traza el angulo)

Resultados

a) P(4,-3) seng — ca}t. opuesto _ ()
hipotenusa
a=sen’ ( )=
cosa = = =(C )
a=cos™ ( )=
tana = = =( )
a=tan™( )=
cota = = =(C )
a = cot™ ( )=
csca = = =( )
seca = = = )
a=sec™( )= = osc ( )=

3. Sabiendo que tan (a) = ¥y que a es un angulo normal en el tercer cuadrante, determine las
otras cinco funciones trigonométricas. Escribe el resultado en la siguiente tabla.

Sen (@)

Cos (a)

tan (@)

Cot (@) Sec (@) Csc (@)
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¢Para qué angulos la funcién trigonométrica tangente no esta definida?

5. Completa la siguiente tabla de las funciones trigonométricas para los angulos que se piden.
En la funcién seno procura poner una fraccion con denominador el numero 2, ¢notas alguna
secuencia?

Tabla 13. Valor de las funciones trigonométricas para angulos especiales
Angulo sen (@) cos (@) tan (a) cot (a) sec (a) csc (a)
0
0° ~=0
2
1
30° 1 2
2
2
450 2 ) )
2
600 _
2
/4 —
90° — =1 indefinida
2

180°

6. Signo de las funciones trigonométricas, segun el cuadrante que estén. Si el angulo 6 se
asocia a un punto que se encuentra en el segundo cuadrante, el punto tiene abscisa
negativa y ordenada positiva. Como el radio de la circunferencia es positivo, se tiene que la

funcién seno y la cosecante son positivas las demas funciones son negativas. Deduzca el
signo para los demas cuadrantes y llene la siguiente tabla.
Tabla 14. El signo de las funciones trigonométricas
Cuadrante sen (6) cos (6 tan (6

cot (9)

sec (6

csc (6
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Hoja de trabajo 6. Medida angular en radianes.

Los babilonios median los angulos en grados, esto es, dividian la circunferencia en 360°, cada
grado en minutos y cada minuto en segundos. Sin embargo, en la época moderna esta medicion
angular resulté ser poco eficiente por lo que los matematicos modernos cambiaron la forma de
medir angulos llevando esta medida a la recta real.

Babilonios: medicion angular (grados). Epoca moderna: medicion angular (radianes).

Para llevar a cabo tal transformacion, los matematicos cambiaron la idea babilonia de medir
"aberturas" por la de medir longitudes, en particular, para cada "abertura” se le hace corresponder la
longitud del segmento circular que genera en una circunferencia de radio 1. A esta longitud se le
llama la medida del &ngulo ("abertura™) en radianes.

A continuacién vamos a llevar a la practica esta idea usando la interfaz algebro-geométrica
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GeoGebra.

A. Primero vamos a construir el escenario interactivo de trabajo.

1. Abre Geogebray haz lo siguiente

Tabla 15. Procedimiento para la construccion del applet 1: circulo unitario

Etapa: | Construccion: Definicion Algebra
1 Punto O punto de interseccion Eje-X, Eje-Y 0=(0,0)
2 Punto A Punto en Eje-X A=(1,0)
3 Circulo ¢ Circulo con punto medio O a través de A C:x2+y2=1
4 Punto B Puntoenc B = (0.52, 0.85)
5 Semirrecta a Semirrecta pasante O, B a:-0.85x + 0.52y =0
6 Arco d Arco Circular[O, A, B] d=1.02
7 Angulo a Angulo entre A, O, B a =58.42°

2. Ahora bien, con el escenario interactivo que construiste Usalo para completar la siguiente tabla.

Tabla 16. Relacion entre grados y radianes

angulo medido en grados:

angulo medido en radianes:

0°
450
/2 ~ 1.5707963267948966192
n ~ 3.1415926535897932385
360°

Nota: en GeoGebra puedes aproximar hasta con cinco decimales.

3. Entra ainternet e investiga la definicion de radian:
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Usa los resultados de la tabla 16 para que determines la expresion algebraica que relaciona los

grados con la medida del angulo en radianes. Escribe tu respuesta en el siguiente renglén

5. Ahora, determina la expresion algebraica para cambiar el angulo de grados a radianes. Escribe
la respuesta en el siguiente renglon.

6. Usa las expresiones anteriores para completar la siguiente tabla, toma en cuenta lo que se te

180
indica en cada columna. Realiza los calculos en tu cuaderno. (Recuerda que: 1 rad = —
T
1° = —
180
Tabla 17. Conversion grados-radianes.
a(rad) afrad) a° a°
o a (rad)
(applet) (formula) (applet) (formula)
0° 3.67
30° 4.19
60° 471
90° 2
120° a2
240° 10.47
270° 32

Actividad extra-clase.

1.

Investiga las definiciones de las funciones (no de la razones) trigonométricas y haz una
breve descripcion de las mismas.
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Hoja de trabajo 7. El circulo unitario y las funciones seno y coseno.

A. Sigue la exposicion del profesor para contestar las siguientes preguntas.

1. ¢Qué entiendes por circulo unitario?

2. Define a través del circulo unitario las siguientes razones trigonométricas:

y

sent=———————— =
hipotenusa

- y=

cateto adyacente
cost = =

1

1. ¢Por qué se les llama funciones reales de variable real?

B. Trazo manual de la grafica de la funcion seno.

Por medio del siguiente procedimiento traza la gréfica de la funcién: y = sin (x)

Método:

Coloca sobre la mesa la hoja milimétrica, en forma horizontal y fijala.

e En el extremo izquierdo traza con el compas un circulo unitario (r = 10 cuadritos), en el centro
de la hoja,

e Usa el transportador para marcar angulos cada 15° sobre la circunferencia

e Enseguida usa un pedazo de cuerda y enréllala alrededor del transportador. Ahora marca sobre
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e Posteriormente, de lado derecho traza un sistema coordenado de tal suerte que el eje X, este al
mismo nivel del diametro de la circunferencia (ver figura 11).

e Usa la cuerda (recta numérica) para marca sobre el eje X las longitudes de arco (aberturas)
correspondientes a los angulos, desde 0° hasta 360°.

e Ahora traza lineas punteadas paralelas al eje X, a partir de los puntos marcados en la
circunferencia

¢ De la misma manera traza lineas punteadas paralelas al eje Y, a partir de los &ngulos marcados
en el eje X.

e Marca los puntos donde se intersecan las lineas. Para que no se vea sucia la gréafica borra las
lineas punteadas, dejando los puntos de interseccion.

e Por ultimo, una vez que hayas marcado los puntos hasta llegar al angulo de 360°, Unelos por
una linea continua.

Figura 11. Construccién manual de la graficay = sin (x) y x = cos (x).

l3|r= sen (x)

circulo unitario

H{(0.1) /

Y

-l---.-x.____..f} X

r=1

C. Uso de Software para determinar la grafica y propiedades de las funciones: y = sen (x), x =
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cos (x)

Sigue las indicaciones del profesor para entrar al applet 2 que precisamente fue disefiado para
contestar las siguientes preguntas. Recuerda que el eje vertical representa la funcién seno.

1. En el escenario (applet 2) mueve el punto A con las flechas de navegacién y describe la curva
gue se va formando, ¢tiene algin parecido con la grafica que hiciste manualmente? Explica.

Figura 12. Applet 2: construccion de la funcién seno.

GeoGebra - GraficaSeno-ggh

Archivo Edita “Wista Opciones “entana Awuds

. . ;
NN RN
F{=
) angulos radianes = 13.04
4_
angulo en grados =747 .14
valor de |a funcion =0.46
f¥) =% = senx
:2_

A - Arnptityc
i 2 ' a 10 1 P
Longitud che N~}

onda

2. ¢Cudl es el registro algebraico (modelo matematico) de la funcién dibujada?
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3. Determina el periodo de esta funcion. ¢{Qué sucede con la gréfica al transcurrir el periodo?
Explica.

4. ¢Cudl es el dominio de la funcién?

5. ¢Cual es el rango de la funcién?

6. Determina los ceros (las intersecciones con el eje X) de la funcién y escribelos algébricamente

7. ¢Cudles son los valores maximos de la funcion? ¢Cudales son las coordenadas X, donde
ocurren estos?.Escribe su expresion algebraica.

8. ¢Cudles son los valores minimos de la funcién?¢En donde ocurren estos valores?.Escribe su
expresion algebraica

9. Ahora, completa la siguiente tabla y describe el significado del "angulo” determinado por A.
(Nota no olvides el signo de A)

Tabla 18. Valor del seno de un angulo

Valor de la ordenada de A (“angulo”) sen (A) (applet) Sen (A) (calculadora)

0

0.5
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-3.8

100.98

- 200

Ill. Actividad extra-clase.

Con el método descrito al principio de esta hoja de trabajo, elabora ahora manualmente la grafica de
la funcién coseno en el intervalo (0, 2Pi). A partir de tu dibujo contesta las siguientes preguntas.

1. ¢Qué forma tiene la grafica? ¢ Es la misma que la funcidon seno?

2. ¢Cudl es la representacion algebraica de la funcién?

3. Podriamos afirmar que ambas estan relacionadas mediante la siguiente expresién: sen (x) =
cos (x + /2). ¢ Por qué razén?

4. Determina el periodo de la funcién. ¢ Qué sucede con la grafica al transcurrir el periodo?

5. ¢Cual es el dominio de la funciéon?

6. ¢Cudl es el rango de la funcion?
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7. Determina los ceros de la funcién y escribelos algébricamente (forma de ecuacion).

8. Cuales son los valores maximos de la funcion? ¢ Cuales son las coordenadas X, donde ocurren
estos?.

9. ¢Cuales son los valores minimos de la funcién?¢ En donde ocurren estos valores? Escribe su
expresion algebraica.

10. ¢ Qué diferencia sustancial encuentras entre ambas funciones?

Hoja de trabajo 8. Recapitulacion

I.  Propiedades de la funcién : y = f(x) = sen (x)

JL},

1. ¢Qué es una funcion periédica?
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2. ¢Para que valores de "X" existe imagen?

3. ¢Es continua esta funcion?

4. ¢Es simétrica su grafica?

5. ¢Se repite? ¢Cual es su periodo?

6. ¢Enqué puntos corta al eje X? ¢y al eje Y?

7. ¢En qué intervalos la funcién es positiva? ¢y negativa?

8. Calcula donde se alcanzan los valores maximos y minimos
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9. ¢Podrias decir donde crece y donde decrece?

10. ¢Cual es la relacién entre el seno y coseno?

Il.  Propiedades de la funcién : y = f(x) = cos (x)

JL}:,

2

N NN
7‘ 2% \\:jr’j -~ \.\‘\n/ 2% \jn

-2

1. ¢Es continua esta funcién?

2. ¢Es simétrica su gréfica?

3. ¢Serepite? ¢ Cudl es su periodo?

4. ¢En qué puntos corta al eje X? ¢y al eje Y?
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5. ¢En qué intervalos la funcién es positiva? ¢y negativa?

6. Calcula dénde se alcanzan los valores maximos y minimos

7. ¢Podrias decir donde crece y dénde decrece?

Ill.  Propiedades de la funcién : y = f(x) = tan (x)

Jp},

-2

1. ¢Cual es el dominio de la funcién?

2. ¢Qué valores puede tomar "y" (el valor de la tangente)?

3. ¢Serepite? ¢ Cudl es su periodo?
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4. ¢En qué puntos corta al eje X? ¢y al eje Y?

5. ¢En qué intervalos la funcién es positiva? ¢ Y negativa?

6. Calcula dénde se alcanzan los valores maximos y minimos

3.2.6 Fase de ampliacion.

Esta fase tiene como propésito la ampliacidn de los significados que de "lo periddico" se han
elaborado hasta este punto, verbigracia las representaciones matematicas. En particular, se pasa

de las funciones basicas:

funcion seno: f(x) = sin(x)

funcién coseno: f(x) = cos(x)

a las funciones senosoidales o cosenosoidales cuya forma general es la siguiente:

funciones senosoidales: f(x) = asinfbx—c) +d

funciones cosenoidales: f(x) = acos(bx—c) +d

Con ello, se pretende, ademas, que el alumno identifique los efectos que provoca en sus graficas la
variacion de los parametros g, b, c y d; mas aun, que identifique en estos parametros los
conceptos de periodo, frecuencia, amplitudy dngulo de desfasamiento de cada una de estas
funciones. De esta manera, esta fase consiste de la realizacién de las siguientes secuencias
didacticas que, cabe destacar, serdn realizadas con el empleo de la interfaz algebro-geométrica
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GeoGebra, asi como del software de edicion y creacién de sonidos Audacity. Para ello se
organizaran a los estudiantes en equipos de dos.

Secuencia diddctica 9. Dilatacion y contraccién vertical (pardmetro a) de la grdfica de una
senosoidal de la forma: f(x) = a sin(x)..

En esta secuencia el estudiante, manipulando el parametro a, determinara los efectos que esto
tiene en la gréfica de una senosoidal. Con esto ha lugar para definir con exactitud lo que es la

amplitud de una senosoidal®®. Esta secuencia se concreta en la hoja de trabajo 9.

Secuencia diddctica 10. Dilatacion y contraccion horizontal (pardmetro b) de la grdfica de una

senosoidal del tipo: f(x) = sin(b x). Esta secuencia se concreta en la hoja de trabajo 10.

En esta secuencia el estudiante, manipulando el parametro b, determinara los efectos que esto
conlleva en la gréfica de una. Mds aln, con esta experiencia dard cuenta de la relacién que hay
entre el pardmetro b y los conceptos de frecuencia y el periodo de una senosoidal, asi como
establecer las siguientes relaciones:

1
b v f

. 2
periodo = = -
periodo

Secuencia diddctica 11. Traslacion horizontal (pardmetro c) de una senosoidal de la forma: f(x) =
sin(b x —c). Esta secuencia se concreta en la hoja de trabajo 11.

En esta secuencia se plantea la relacién que hay entre el pardmetro ¢, llamado desfasamiento, y la
traslacion de la grafica de la funcidn f(x) = sin(b x). Por un lado, el estudiante manipulara este
pardmetro observando y anotando la forma en que se desplaza la grafica. Por otro, se le planteara
la cuestion inversa, es decir, dadas dos graficas de senosoidales, sélo desfasadas en alguna

%8 En general una funcién senosoidal puede escribirse como una funcién seno o como una funcién coseno
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constante, se le inquiere acerca del valor de la misma. Al respecto, se le hace notar que
resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones:

bx+c=0
bx+c=2n

se obtiene el valor del desfasamiento:

c 2«
X final = — —

Xinicio = — b +m

¢
b

El nimero —¢/b es el desplazamiento de fase, o desfasamiento, asociado a la gréfica.

Secuencia diddctica 11. Traslacion vertical (pardmetro d) de una senosoidal de la forma: f(x) =
sin(x) + d. Esta secuencia se concreta en la parte C, de la hoja de trabajo 11.

En esta secuencia se plantea la relacion que hay entre el pardmetro d y el movimiento vertical de
la gréfica original f(x) = sen(x). Aqui conviene destacar que para algunos valores de d, la funcidn
trasladada tiene una infinidad de ceros, mientras que para los demas valores no tiene cero alguno.

Secuencia diddctica 14. Recapitulacion

Finalmente, en ésta secuencia se "juega" con los parametros g, b, ¢, d, de la funcién senosoidal
mas general:

y=af(bx-c)+d
Esta secuencia se concreta en la hoja de trabajo 12.

3.2.7 Hojas de trabajo para la fase de ampliacion.

A continuacidn se muestran las hojas de trabajo relativas a esta fase

Hoja de trabajo 9. Familia de funciones de la forma a sen (x).

A. Uso de Software GeoGebra para la graficacion de las funciones a sin(x)
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Para la realizacion de esta hoja de trabajo requeriremos la interfaz algebro-geométrica GeoGebra.

I. Familia de funciones de la forma: f(x) = a sen(x).

Parametro a: Dilatacién y contraccion vertical (amplitud).

1. Edita, en la linea de edicién algebraica de GeoGebra, lo siguiente:

a=1

f(x) = a sin(x)

2. Describe la curva que se dibuja.

Zona Grafica

3. En el menu Opciones, elige la opcién Zona

Grafica (vea imagen) y haz lo siguiente: colorde Fondo: [
Eies | grillz
a. marca la opcion distancia con el valor . Clees  Cor [ MM | Estio de Recta
b. Pon larelacion Ejex : Ejey en 2 :1. Eiex | Siey
c. Pulsa el botén Aplica. Mmets Dissanciz:
4. Ahora selecciona (en la ventana algebraica) Unidad: | |
el parametro a y hazlo variar con las flechas . | v|
-z oTo;
de navegacion del tablero de la computadora.
P . in: -7.16667 53 (1382333
5. ¢Qué observas? Explica. min: | v me | v
Ejex: Ejey = |Z| | : |1 |
[ Aplica l l Cancela l
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6. Ahora cambia el color de la gréfica que [HEIUEELE X

obtuviste en la primera parte de la siguiente  thetos Propiedadzs
manera: Hdrmerc a ) .
E 2 ohjet Color;
cunciang [v] Expanz ohjeto olor lI]
“uncidng [v] Expana ritula:
a. Haz clic derecho sobre Ila grafica h
selecciona propiedades. LlExpanz Trazo [ ]0kjedoFijo
b. Enla ventana de propiedades, elige Estin o2 Fecta: | 2
color rojoy,
Grasar Lineal
c. Grosor de linea 3 S
d. Pulsa el botdn Aplica. 1
Inerzmenta:
[] OhjetoAuxiliar
[ apica || cauela |

7. Edita en GeoGebra la funcion f(x) = a sen(x), para cada valor de a que a continuacion se indica
y, Completa correctamente la tabla siguiente.

Tabla 19. Representacidn algebraica de las funciones: a sen (x)

a (amplitud) Funcién(representacion algebraica) Rango de la
funcién

1 f(x) = (funcion de referencia usa color rojo)

2 9(x)

4 h(x)

1/2 k(x)

6 [(x)

-1 m(x)

8. Ahora, describe el efecto que observaste en la grafica de referencia al variar el parametro a.

9. Al parametro a se le llama amplitud y la puedes determinar directamente de la grafica ¢Cual
seria una expresion algebraica para calcularla?
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10.¢Qué puedes decir acerca de la gréfica de la funcidén cuando el parametro a es negativo?

Observa la gréafica que obtuviste para el valora =-1 < 0.

11.,Qué puedes decir sobre el dominioy rango

constantes?

de la funci6on? ¢cambian o se mantienen

12.;Qué observas sobre el periodo de la funcién, cambio o se mantiene constante? Explica tu

respuesta.

10. ¢Qué puedes decir acerca de los valores maximos y minimos de la funciéon? Explica tu

respuesta.

12. ¢ Cudles son las intersecciones con el eje X de la grafica?

13. En la tabla 20 se te proporciona el registro geométrico de distintas funciones. Determina la
amplitud (a) y el periodo (T) para cada una de ellas y escribe el modelo matematico de la forma
f(x) = a sen (b x) o a cos (b x) que las define. Escribe el resultado en el espacio correspondiente.

Tabla 20. Representacion geométrica de la amplitud de la funcion.

4 f(x) L Af(x)
1 -
1,5-‘
1 4
0.4
0.5
. . " T . )
0 2 W % | s 0 m T 1 m 5Tr\v\ ¥
-0.5 -1 A
1.5
-1 4 -
f(x) = f(x) =



A () Af(x)
25 25

1.5

0§

'Y
-2 0 ! m 12 am 5Tn\2'x .
-05 0 2 3m?2 i Am/2 \ ﬂ
1 -0

-1.5 1

2 =15

-25 -2

-25

f(x) = f(x) =

B. Construcciéon manual de los registros algebraico, aritmético, geométrico y verbal de la
funciones f(x) = a sen (x)

1. Determina el registro aritmético (tabla 21) de las funciones senosoidales: f(x) = sen (x), g(x) = 2
sen (x) yh(x)= 3.5sen (x).para el intervalo [0, 2 pi]. Calcula los valores de cada funcion
sustituyendo los valores de X que se te indican y escribe el resultado en el lugar
correspondiente. Usa calculadora en modo radianes.

Tabla 21. Representacidon aritmética de las funciones: a sen (x).

2| 3e | 5r | 7 | 7| 6n] dn| an| 5| 7x | 11a] 5,

L IO O
6 4 3 2 3 4 6 6 4 3 2 8 4 6
(rad)

X

f(x)

g(x)

h(x)

2. Una vez que hayas completado la tabla 21, dibuja la grafica de cada funcién en el siguiente
plano cartesiano (grafica 3). Usa un color diferente para cada grafica
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A
5 fG) PJmpIitu

[=1

3. Describe lo que observas en las graficas que dibujaste.

4. Usa la gréfica para determinar la amplitud de cada funcién. Recuerda que:

max min ‘

\Y -Y
al=
amplitud = 2
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a. Amplitud de, f(x):
b. Amplitud de, g(x):
c. Amplitud de, h(x) :

5. Escribe como enunciado las siguientes expresiones:
a. f(x) =10 cos(x + n/2):
b. g(x) = 2 sen(x):
c. h(x) = 3.5 sen(x):

Hoja de trabajo 10. Gréafica de las funciones de la forma sen (b x).

A. Uso de Software GeoGebra para la graficacion de las funciones sen(b x)

Para la realizacion de esta hoja de trabajo requeriremos la interfaz algebro-geométrica GeoGebra.

I. Familia de funciones senosoidales de la forma: f(x) = sin (b x)

Parametro b: Dilatacién y contraccion horizontal (periodo)

1. Ahora edita en GeoGebra en la linea de edicién algebraica lo siguiente:
a=1

b=1
f(x) = a sin(b x)

2. Haz una descripcién detallada de la curva que se dibuja.

3. En el menG Opciones, elige la opcion Zona [FEArcars x]

Gréfica (vea imagen) y haz lo siguiente:

4. Ahora selecciona (en la ventana algebraica)
el parametro b y hazlo variar con las flechas
de navegacion del tablero de la computadora.
¢, Qué observas? Explica.

a. marca la opcion distancia con el valorr.
b. Pon larelacion Ejex : Ejey en 2 : 1.
c. Pulsa el botén Aplica.

Color de Fondo: [:]

Ejes | Grillz

[ Ejes

Ejex | Sjey

Colar: E]

MOTeEm

Unidad: | v|

Ratulo: | Vl

Estlo de Recia:

min: |7 16667 | max [13.82333

i |

Eime - Fige= | 7l |- [4

101




5. Para realizar la siguiente actividad cambia el
color (rojo) a la gréfica que trazaste en la
primera parte de la siguiente manera:

. Haz clic derecho sobre la grafica
selecciona propiedades.

b. En la ventana de propiedades, elige

color rojo y,

Elije grosor de linea 3

d. Pulsa el botén Aplica

6. Ya que hayas hecho lo anterior, ahora edita en GeoGebra la funcién f(x) = sin (b x), para cada
valor del parametro b que a continuacién se te indica. Y Completa la siguiente tabla, escribiendo

la expresién algebraica de la funcion.

Propiedades @

Chetos Fropiedadzs
MUmerc a
[¥]Expanz objeta  Color
“uncianf \I]
h
[1Expanz Traza [ ] Ohieto Fiio
Estilo d= Fecta: |— v
Zragar Lineal
Incr2menta:
|| Objeto suxiliar
’ Aplica ” Cancela

Tabla 22. Representacion geométrico-algebraica de la familia f(x) = sen (b x).

b Funciones (registro geométrico) p= ZTE
1 f(x) = (funcion de referencia usa color rojo)

2 19(x)=

3 h(x) =

4 k(x) =

1/2 | I(x) =

7. ¢Qué observas en la grafica al variar el parametro b? ¢Qué efectos tiene sobre la funcién de

referencia? ¢Hay cambio en el periodo?
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8. ¢Observas algun cambio en la amplitud? Explica tu respuesta.

9. ¢Qué puedes decir acerca del dominioy rango de la funcion? ¢Cambian 0 se mantien
constantes?

10. ¢Qué puedes decir de los valores maximos y minimos, cambian o se mantienen constantes?

11. Haz una conjetura acerca del comportamiento de la gréfica de f(x) = sen (b x), si b < 0.

12. Ahora aplica la siguiente formula para determinar el periodo (frecuencia) para cada funcién que
obtuviste en el ejercicio anterior. En la tabla 2 escribe las respuestas en la columna
correspondiente. (ayUdate con la grafica que obtuviste)

_ 27
Periodo (T): Xinco =0 a X = b

Tabla 23. Periodo y frecuencia.

Funcién Valor b Xinicio (rad) X final (rad) No. ciclo periodo frecuencia

f(x)

g(x)

1(x)

Observacién: Si queremos expresar una funcion trigonométrica de periodo T, esta vendra dada por
la expresién: f(x) = sen (27/T x), o bien usando el hecho que la frecuencia f = 1/T, la expresion se
transforma en: f(x) = sen (2x f x), expresion muy usada en ingenieria, fisica y en particular en la
musica. Por ejemplo:
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13. Las notas musicales se clasifican por la frecuencia. La nota Do sostenido tiene una frecuencia
de 262 hertz. La nota Do sobre el Do sostenido tiene una frecuencia de 524 hertz. La nota Do
bajo el Do sostenido tiene una frecuencia de 131 hertz. Ahora bien, escribe la ecuacién para la
funcion seno y coseno en los siguientes casos:

a) Para la nota Do sostenido si su amplitud es 0.4

b) Que represente la nota Do sobre el Do sostenido si su amplitud es la mitad de la amplitud
de la nota Do sostenido.

¢) Para la nota Do bajo el Do sostenido si su amplitud es el doble de la amplitud del Do
sostenido.

d) Mi
e) Fa

Escribe tu respuesta en el espacio correspondiente de la tabla 24.

Tabla 24. Amplitud y periodo.

inciso | Amplitud | Periodo | Parametro f(x) =asen (b x) g(x) =acos (b x)

(@) (M .

14. Abre audacity edita y escucha los sonidos correspondientes a las notas Mi y Fa, determina
cual sonido es mas grave. Explica tu respuesta en términos de la frecuencia.

B. Actividad extra-clase. Cons truccion manual de los regi stros algebraico, aritmético,
geométrico y verbal de la funciones f(x) = sen (b x)

1. Determina el registro aritmético (tabla 25) de las funciones senosoidales: f(x) =sen (x),
g(x) = 2sen (2x)y h(x) = 2sen (3 x) .para el intervalo [0, 2 pi]. Calcula los valores de cada
funcién sustituyendo los valores de X que se te indican y escribe el resultado en el lugar
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2. Una vez que hayas completado la tabla, dibuja la gréfica de cada funcién en un mismo plano
cartesiano (grafica 3). Usa un color diferente para cada grafica.
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2 i) Periodo
1.5
n.
- & & x Y
( 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 [
T2 ™ ITI0 o7 5T/ 3T T2
M. 5
.1_:

3. (Registro verbal).Escribe como enunciado las siguientes expresiones:

a. f(x) =100 sen (x + 7/2):
b. g(x) =3/2sen (2*x + 2x):
c. h(x)=4cos (3 x-5(/4):

Para la realizacion de esta hoja de trabajo, usaras la interfaz algebro-geométrica GeoGebra.
A. Representacion algebraico-geométrica de la funcién: f(x) = sin (x - ¢)

Parametro c: Traslacion horizontal (fase)
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1. Edita, en la linea de edicion algebraica de GeoGebra, el parametro siguiente:

a=1
b=1
c=0

2. Ahora edita la siguiente expresién algebraica:

f(x) =a sin(b x + ¢) = sin(x)

3. Describe la curva que se dibuja.

4. En el menu Opciones, elige la opcién Zona
Graéfica (vea imagen) y haz lo siguiente:

a. marca la opcion Distancia con el valor
TC.

b. Pon larelacion Ejex:Ejey en 2 : 1.

Pulsa el boton Aplica.

Haz clic derecho sobre

selecciona propiedades.

e. Enlaventana de propiedades, elige
color rojo y,

2o

la grafica

f. Grosor de linea 3
g. Pulsa el botén Aplica.

fona Grafica
Color de Fondo:
Ejes | Grilla
[] Ejes
Ejex | Ejey
Mimero
Unidad:
Rdtulo:
min: -7 16667

Ejex : Eje

Color: E

L]

Estilo de Recta: | -+ »

[¥] Distancia: [T w
b
b

| max [12.73333 b

w= |2 1

[ apica || cancels

5. Edita en GeoGebra la funcién f(x) = sen(x+ c), para cada valor de ¢ que a continuacion se te
indica. Y Completa correctamente la siguiente tabla.

Tabla26. Representacion algebraico-geométrico de la familia f(x) = sen(x - ¢ )

¢ (corrimiento de
fase)

funcién (representacién algebraica)

0 f(x) =

(funcidn de referencia usa color rojo)
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0.25z g(x) =

0.57 h(x) =

0.1z k(x) =

N
-0.25 7 m(x) =

-057x n(x) =

6. Describe lo que ocurre al variar el parametro c, con las gréaficas de las funciones obtenidas.

7. ¢Qué sucede con la amplitud de la onda? ¢ cambia su tamafio? Explica tu respuesta

8. ¢Cambia el periodo con la variacién del parametro c? Explica tu respuesta

9. ¢Qué puedes decir acerca de los ceros de la funcién? Determinalos.

10. La siguiente expresion te permite calcular algebraicamente el co rrimiento de fase. Usala para
determinar el corrimiento de fase para cada funcion y, escribe el resultado en la columna
correspondiente de la siguiente tabla. Compara éstos resultados determinado el corrimiento de
fase directamente de las graficas que obtuviste en el inciso anterior. Escribe el resultado en las
dos dltimas columnas.

Corrimiento de fase:

c c 2rx
Xinicio = — - X final = — b + m
Tabla 27. Determinacion analitica y geométrica del corrimiento de fase.
c (corrimto Xinicio(rad) Xinicio(gra) Xfinal (rad) Xtinal (gra) Xinicio(rad) Xinicio(rad)
de fase) (formula)
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(formula) (gréfica)

(gréfica)

-0.25 «

-05~x

-1z

15

0.25 (

0.5 (

11. ¢Hay alguna diferencia entre el resultado algebraico con el obtenido graficamente?

12.;Qué significado tiene el signo de la fase en la gréafica?

B. Actividad extra-clase. Construccion manual de los registros algebraico, aritmético,

geométrico y verbal de la funciones f(x) = sen (x - ¢)

13. Calcula los valores de cada funcién que se te indica en la siguiente tabla, para cada uno de los
valores de x (usa calculadora en modo radianes). Escribe el resultado en lugar correspondiente

Tabla 28. Representacion aritmético de las funciones:f(x) = 2 sen(x), g(x) = 2 sen(x - #/2), g(x) =2 sen (x +

n4)

X

0 [05| 1 [#2] 2 | 25| = 4 | as |3 |55 | 2n | 7

(rad) 2

7.5

S5mt/2

f(x)

9(x)

h(x)

14. Una vez que hayas completado la tabla anterior, dibuja las gréficas de cada funcién sobre un
mismo plano cartesiano como el de la figura 5. Para ello usa como dominio el intervalo [0, 5Pi/2]
para las dos primeras funciones y, para h(x) usa como dominio el intervalo [-n/4, 2Pi].Usa un
color diferente para cada grafica, recuerda que 2sen (x) es la funcién de referencia para la cual

usaras color rojo.
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Grafica 4. Representacion geométrica de las funciones: f(x) = 2 sen(x), g(x) =2 sen (X - @2) y
h(x) = 2sen (x + #4).

fx)
25 Desplazamiento horizantal (fase)
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15. Haz una descripcion detallada de las diferencias que observas en las gréaficas de cada funcién
gue dibujaste.

C. Representacion algebraico-geométrica de la funcion: f(x) =sin (x) +d
Familia de funciones de la forma: f(x) = sin(x) + d
Parametro d: traslacion vertical

1. Edita, en lalinea de edicion algebraica de GeoGebra, el parametro siguiente:

a=1
b=1
c=0
d=0
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f(x) =asin(b x +¢) +d =sin(x)

2. Describe la curva que se dibuja.

3. Edita en GeoGebra la funcién f(x) = sen (x) + d, para cada valor de d que a continuacién se
indica. Completa correctamente la siguiente tabla.

Tabla 29. Representacidon algebraico-geométrico de la familia: f(x) = sin (x) +d

Parametro d funcién (representacién algebraica)
(traslacion )

0 f(x) = (funcion de referencia usa color rojo)

1 g(x) =

2 h(x) =

5 k(x) =

-1 I(x) =

-3 m(x) =

4. Describe lo que ocurre con la gréafica al variar el parametro d.

5. Sid >0, ¢hacia donde es el desplazamiento de la grafica? Explica tu respuesta

6. ¢Qué sucede en el desplazamiento de la grafica cuando d < 0? Explica tu respuesta.

7. ¢Observas cambios en su amplitud, periodo (frecuencia) o en el desfasamiento? Explica tu
respuesta.
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Observacion: cuando hay un desplazamiento horizontal hay un nuevo eje horizontal conocido como
linea media se utiliza como linea de referencia o punto de equilibrio en torno al cual oscila la gréafica.
Para la gréfica de y = a senx + d, la linea media es la grafica de y =d.

8. Determina el desplazamiento vertical y la ecuacién de la linea media de cada funcién que se te
indica en la siguiente tabla. Escribe el resultado en la columna correspondiente.

Tabla 30. Expresién algebraica del desplazamiento vertical

Funcion Des. vertical Ecuacién (y =d)

y =senx + 1/2

Y=cosx-4

Y=7+cosXx

Y=-senx +4

D. Actividad extra-clase. Construccion manual de los registros algebraico, aritmético,
geomeétrico y verbal de la funciones f(x) = sen (x) +d

Usa calculadora en modo radianes, para determinar los valores de las funciones: f(x) = sen(x), g(x) =
sen(x) + 2, h(x) = sen(x) + 3y k(x) = sen(x) - 1. Escribe los calculos obtenidos, redondeado el
resultado a dos cifras decimales, en la siguiente tabla.

Tabla 31. Representacion aritmética de las funciones:f(x) = sen(x), g(x) = sen(x) + 2, h(x) = sen
(x) + 3, k(x) =sen(x) - 1

x(rad) | 0 [ 05| 1 |15| 2 | 25| 3 [314| 4 | 45| 5 | 55| 6 |6.28

f(x)

g(x)

h(x)

k(x)

1. Ahora, traza las gréficas sobre un mismo plano cartesiano (grafica 5) en el intervalo [0,2n] las
funciones anteriores. Utiliza un color diferente para unir los puntos en cada una de ellas.




Grafica 5. Construccion manual de la representacion geométrica de las funciones: f(x) =
sen(x), g(x) =sen (x) + 2, h(x) =sen (x) + 3y k(x) =sen(x) - 1

f(x)
Desplazamiento verica

i

[4%]

2. Haz una descripcién breve de lo que observas en las gréficas que dibujaste.

3. Expresa verbalmente el significado de las siguientes funciones:

f(x) = sin(x):
g(x) =4 sin(x+ 3) + 2.
h(x) = -3sin(x) + 3:
k(x) = sin(2*x) -1:

.
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Hoja de trabajo 12: Recapitulacion la funciény =af(b x +c) +d

1. Determina el significado geométrico de cada parametro, escribelo en el espacio
correspondiente

Significado del parametro Funcién generalizada Significado del parametro

D:

A <O: ’J.
Y=ABx+C)+D

Y=Asen(Bx+C)+ D

B > O: .....-.............. l

Y=Acos(Bx+C)+D
B <0: C:

2. Determina la amplitud, el periodo, el desplazamiento de fase y el desplazamiento vertical de
cada funcién. Escribe el resultado en la columna correspondiente.

Tabla 32. Determinacion de los parametros de una funciéon senosoidal.

Funcién Amplitud Periodo Desp. De Fase | Desp. Vertical

T
=3C0S| X — —
/ ( ZJ
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y=63en(x+§)+2

y=-2+ sen(x —”j
3 12

y =20 + 5 cos(3x + )

y=10 sen£:—47rj- 5

3. Una vez que hayas llenado correctamente la tabla, traza la grafica de cada funcién en una hoja
de papel milimétrico, utiliza un color diferente para cada una de ellas. Usa GeoGebra para

comprobar si determinaste adecuadamente la grafica de cada funcion.

Observacion: utiliza los siguientes pasos para trazar la grafica de una funcién senosoidal (seno o
€0seno).
a. Determina el desplazamiento vertical y traza la grafica de la linea media
Determina la amplitud. Usa lineas punteadas para indicar los valores maximo y
minimo
de la funcion.
c. Determina el periodo de la funcion y traza la grafica de las curvas seno o coseno
apropiados.
d. Determina el desplazamiento de fase y traslada la grafica en concordancia.

4. Escribe una ecuacion de la funcién seno para cada parametro que se te indica en la siguiente
tabla. El resultado escribelo en la columna correspondiente

Tabla 33. Determinacion de la expresidn algebraica de la funcién senosoidal (seno)

Amplitud Periodo Desp. Fase Desp. Expresién algebraica (funcion)
vertical
y=asen(bx+c)+d
3.5 3z T -7
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5. Ahora, escribe una ecuacion de la funcién coseno para cada parametro que se te indica en la
siguiente tabla. El resultado escribelo en la columna correspondiente

6. Usa la informacion que se te proporciona en cada grafica para determinar la funcién
senosoidal (modelo m atematico) que la representa. Haz los desarrollos algebraicos en la
columna correspondiente

116



V(t) corriente atterna a:
= Al .92‘1 5) B(U-U ,125)
of /N \
[ \ [ [T\ \
fso] | | [ [ [
LA [ HRIARIN
[T IR
ﬁ-rfz 0 \ .ni \12 [ 03 \ 0t .05\ uf Ft b
. [ [ ]
| ] | | | \
100 \ \ / / \ \
\ / \
d:

117



f(x) =

g(x)

B(0.25,7)

C(1.25,7)

UI 'Uv'1 I Hvyz I 'v'a I Yv

y=1f(x)=

3.2.8 Fase de aplicacion.

El principal propdsito de esta fase y los proyectos es que los estudiantes pongan en juego las
construcciones actitudinales, conceptuales y procedimentales desarrolladas en las fases previas,
en situaciones que involucran variaciones periddicas adecuadas a su contexto y pertinentes a los
contenidos senalados en el programa y plan de estudios. Para ello, se han seleccionado los
siguientes fendmenos periddicos:

e sonidoy,
e corriente alterna;
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e patrdn del clima de una ciudad, antes y después del calentamiento global;
e modelacidon del la inhalacion y exhalacion de aire en una persona adulta.
e modelacién del péndulo fisico.

En cada uno de estos fendmenos, y en otros quiza propuestos por los participantes en esta unidad
didactica, las funciones periddicas y su terminologia (v. gr., las funciones trigonométricas),
permiten hacer un analisis cientifico de cuestiones que, mas o menos, son de interés actual para
los estudiantes de bachillerato. Esto, por supuesto, no significa que todos los fendmenos puestos a
su consideracion sean, o tengan, el mismo interés para todos los estudiantes, sino que, en
realidad, aqui se debe de tener un abanico de escenarios diferentes en donde lo periddico surja en
forma eminente y de lugar al uso de la funciones periddicas (trigonométricas) para su modelacion,
asi como para precisar las discusiones haciendo uso de la terminologia de este tipo de funciones
(periodo, frecuencia, longitud de onda, amplitud, etc.).

Secuencia diddctica 15. Sonido y corriente alterna

Mads aun, en ésta secuencia el estudiante identificard que la altura (amplitud) que alcanzan las
ondas se llama voltaje en el caso de la corriente eléctrica y, volumen o nivel sonoro en el caso del
sonido. Por otro lado, identificara al nimero de ondas con los conceptos periodo y frecuencia,
pero también dara cuenta que estos conceptos son caracteristicos de los fendmenos periddicos o
ciclicos.

La secuencia se realiza a través de la hoja de trabajo 13.

Secuencia diddctica 16. Meteorologia y cambio climdtico.

A continuacidn se exponen las hojas de trabajo que sirvieron como guias para desarrollar esta fase
bajo las ideas anteriormente expuestas. La secuencia se realiza a través de la hoja de trabajo 14.

3.2.9 Hojas de trabajo para la fase de aplicacion.

A continuacidn se presentan las hojas de trabajo relativas a esta fase.

Hoja de trabajo 13. Fendmenos periédicos I: sonido y corriente alterna.

En esta hoja de trabajo realizaremos un breve analisis acustico del sonido (y del ruido) con el
software de edicién y creacion de sonidos AUDACITY. Para acceder a este programa es necesario
abrir la carpeta F_trigonométricas, elegir AUDACITY. Al realizar lo anterior se presenta una pantalla
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similar a la de la figura 13.

Figura 13. Ventana de trabajo del software AUDACITY

Archivo  Editar  Wer Proyvecto Generar  Efecko Analizar  Awoda
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T T 1 ol ; ] il e T r T T . T
A2 e ok Wi 36 24 12 0 ﬁlil 4
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o | W HY o o] @ el2lL

s 1|.l] oLo 1|.l] ZI.[F 3.'0 4.'0 5.'0 Enl.l]

X|pigtacesu *| 1.0

Mono, 44100H=

F2-hit float 05

Filencic  Solo 0.0

- +

: o = -0.5

@ 10|

-

I. el sonido y su amplitud: ===

A. El murciélago guananero mexicano.

Una vez que hayas abierto AUDACITY, realiza lo siguiente:

1. Abre el programa Audacity.

2. Baja el sonido de un murciélago gu anero
mexicano. En la carpeta de sonidos,
describe lo que oyes.

3. Para ello elige la opcion proyecto y
aparecera un menu. Elige la opcién importar
audio.

4. Selecciona de la carpeta sonidos el archivo
mex, y elige la opcion abrir Mexican Free-Tail

(Tadarida brasiliensis)
@Merlin Tuttle, BCI

Descripcion:
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Figura 14. Espectrograma del murciélago mexicano.
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6. ¢Qué significado tienen las escala vertical y horizontal en el espectrograma?

Ahora bien, para poder analizar el sonido del murciélago mexicano usa las siguientes herramientas
hasta obtener el espectrograma que se muestra en la figura 15. Si tienes problemas busca la
asesoria del profesor.

Herramientas basicas de AUDACITY:

I

Herramienta para seleccionar una parte del espectro que se va analizar,

+—»
Herramienta para centrar la parte del espectro seleccionado

Herramienta de (zoom de acercamiento) para ajustar el espectro a un tren de ondas.

-

Herramienta para seleccionar la parte del tren de ondas (parte sombreada)

Figura 15. Obtencién y seleccion de un tren de ondas del espectrograma del murciélago
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7. Una vez obtenido el patrén anterior, determina directamente la amplitud (Volumen) del
murciélago.

Volumen =

B. La ballena jorobada

Realiza lo siguiente:

1. Baja el sonido de una ballena. Describe lo
gue oyes.

2. Describe la grafica o el espectrograma que
traza Audacity del sonido emitido por esta
ballena.

3. Usa las herramientas de AUDACITY para
obtener el espectrograma (fig. 15)

Descripcion.

Figural6. Obtencion y seleccion de un tren de ondas del espectrograma de la ballena
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4. ¢Cudl es el volumen o tono de la ballena?

Volumen =

Il. el sonidoy su frecuencia: i

El espectro audible lo podemos subdividirlo en funcién de los tonos:

e Tonos graves (frecuencias bajas, correspondientes a las 4 primeras octavas, esto es, desde los

16 Hz a los 256 Hz).

e Tonos agudos (frecuencias altas, correspondientes a las tres (ltimas octavas, esto es, de 2 kHz

hasta poco mas 16 kHz).

1. Baja de la carpeta de sonidos las notas: Do, Re y La, esclchalas y observa su grafica. ¢,Qué

observas?

2. Enuntiempo dado, ¢cual de las notas posee méas ondas?

3. ¢Encuentras alguna relacion entre el nUmero de ondas y los tonos graves y agudos? Explica

4. ¢Qué conjetura podrias afirmar acerca de la longitud de onda y la frecuencia?
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5. Para estar mas seguro de tu respuesta, calcula los siguientes parametros para cada una de las
notas:

Periodo (T).

Frecuencia (f).

Longitud de onda (A).
modelo matematico (f(x))

a0 ow

6. Por ejemplo, para determinar los parametros de la Nota Do sigue el procedimiento que a
continuacion se te describe.

¢ Obtén el espectrograma de la nota, y una vez que lo hayas hecho selecciona una parte
de éste. Fig.17.

Figura 17. Obtencion y seleccion de un tren de ondas para la nota Do

Mono, 44100Hz
1B-hit

:Silencigl Salo

e Determina el numero de ondas que hay en la parte sombreada: n = 11 ondas o ciclos

e Calcula el periodo (recuerda que el periodo es el in tervalo de tie mpo necesario para
completar un ciclo), en nuestro caso para determinar el periodo dividimos el intervalo
de tiempo entre el numero de ciclos, esto es

At ti-t 06965-0675s 0.02ls

T= = =1.90x103s
No.ondas 11 11

e Entonces la frecuencia es:

— = — " =526 .3 ciclos /s =526 .3 Hertz

e Lalongitud de onda ()) es:
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Y 343 m/s

— sonido __ _ 4

f  138461/s

Modelo matematico: las notas musicales son curvas senosoidales como puedes observar en sus
gréficas. Entonces, su expresion algebraica tiene la forma siguiente:

nota(tiempo) = Amplitud sin(2 r f tiempo)

En donde la Amplitud es la intensidad(volumen) del sonido, mientras que f es la frecuencia.

Ahora bien, para la nota Do se tiene como modelo:

o f(X) = nota(t) = a sen(b x) = Amplitud sin(2 r f tiempo) = 1 sen(2 = 526 t)

7. Utiliza el procedimiento anterior para determinar los parametros fisicos y el modelo matematico

de los sonidos que se te indica en la tabla siguiente. Escribe los resultados obtenidos para cada
sonido en la siguiente tabla:

Tabla 35. Parametros fisicos de distintos sonido

Sonido

Amplitud
(Volumen)

Periodo

(s)

Frecuencia

(Hz)

Longitud

de onda(4)

Modelo matematico

Do

Re

La

Trompeta

Ballena

I1l. Lacorriente alterna.

La energia eléctrica que llega a nuestros hogares y a las empresas genéricamente se le llama
corriente alterna, ya que, la magnitud y direccidn varian ciclicamente. Por lo general, la forma de
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con ésta se consigue una transmision mas eficiente de energia. A continuacion se te muestra como
seria la representacion geomeétrica de la variacion de la engria eléctrica con respecto al tiempo V(t).

1. Ahora bien, utiliza la informacion que te proporcionan las siguientes graficas para determinar el
modelo matematico de la forma V(t) = asen(b t) o Vi) = acos(b x) que se ajuste a esta
informacidn. Haz el desarrollo algebraico en la columna correspondiente.

Figura 17. Representacion geométrica de la corriente Desarrollo algebraico
alterna en Argentina

[vivalts)

] J
40
280 |
Modelo matematico: V(t) =
Figura 18. Representacion geométrica de la corriente Desarrollo algebraico
alterna en la ciudad de México
V(D) cormiente alterna
150
A(0.02,128) B(0.03,125)
106 /N /\ \

o]\ \J / \ \

-150
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Modelo matematico: V(t) =

Hoja de trabajo 14. Patrén del clima de una ciudad, antes y después del calentamiento global.

La tabla siguiente muestra el registro de las
temperaturas maximas promedio mensuales de la
ciudad de Mexico, del condado de Audrain en
Missouri (USA).

r‘u:nf C

Tabla 36. Temperaturas promedio

Mes Enero Febrero Marzo Abril Mayo Junio
°C 2.7 4.8 11.5 184 24.0 29.2

Mes Julio Agosto Septiembre Octubre Noviembre | Diciembre
°C 321 31.3 27.0 20.5 119 4.8

Con esta tabla haz lo siguiente.
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1. Marca las temperaturas correspondientes a cada mes como puntos del plano cartesiano.
(Puedes hacerlo en una hoja cuadriculada o, de preferencia, en GeoGebra).

¢ Consideras que la temperatura de esta ciudad es un fendémeno ciclico?

Ahora vas a construir un modelo matematico que aproxime esta variaciones mensuales de

temperatura. Para ello haz lo siguiente.

2. Determina el rango de variacion anual de las temperaturas de esta ciudad:

rango: [ : ]

3. Siel modelo de la temperatura fuese senosoidal, ¢ cual seria su amplitud?

Amplitud = .

4. Continuando con la suposicion de que este fendmeno se puede aproximar con un modelo
senosoidal, ¢.cual seria su desplazamiento vertical?

5. ¢Cuédl seria el periodo de este modelo (funcion) senosoidal?

6. Ahora, para determinar el desfasamiento (desplazamiento horizontal) de la funcién senosoidal,
haz lo siguiente.

6.1.En la siguiente ecuacion, sustituye los valores ya calculados de a, b, d y, ademas, sustituye
el valor numérico correspondiente al mes de junio, asi como la temperatura promedio para
este mes:

y=asinbx+c)+d

6.2.Resuelve la ecuacion resultante para el valor de ¢ =
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7. Con los valores ya calculados de a, b, c, d, escribe el modelo (funcién) senosoidal que aproxima
el patron de temperatura de esta ciudad:

y:

8. Edita esta formula en GeoGebra y describe lo que ocurre entre esta grafica y los puntos ya
marcados.

9. Completa la siguiente tabla empleando para ello el modelo (funcién) obtenido.

Tabla 37. Célculo de temperaturas mensuales

Mes °C Mes °C

2 3.5

20°C 7°C

10. Los datos con los que has trabajado han sido tomados desde 1893 hasta 1996, todavia cuando
el calentamiento global no dejaba sentir sus efectos. Haz una investigaciéon de como se han
modificado las temperaturas mensuales de esta ciudad, o de otra, y escribe tus conclusiones.

3.3 Proyectos.
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Los siguientes son los proyectos que los alumnos, de manera individual o colectiva, tendrdn que
realizar. con estos proyectos se pretende que el estudiante haga un "recorrido” de los contenidos
actitudinales, conceptuales y procedimentales, establecidos para la Unidad 3: Funciones
trigonométricas, del curso de Matematicas IV. Mas aun, le dardn al estudiante oportunidad de
usar los nuevos conceptos de varias formas y adquirir confianza en la aplicacion de los mismos.
También le permitirdn ver la utilidad y la relevancia de lo aprendido en su contexto. Cabe senalar
que estos proyectos se iran realizando en forma paralela al desarrollo de la unidad didactica.

Los proyectos aqui planteados son los siguientes:

Sonido y musica.

Modelacion de fendmenos meteoroldgicos, como:
0 la cantidad de luz diurna que recibe la ciudad
0 latemperatura anual promedio de la ciudad.
Modelaciéon de la respiracién pulmonar.

Modelacién del péndulo fisico

Proyecto A: Sonido y musica.

El Principal objetivo de este proyecto es que los estudiantes lleven a cabo un estudio fisico
matematico del sonido (verbigracia, amplitud-intensidad, frecuencia-tono,etc.)y, de manera
particular, de la musica.

Proyecto B: Modelacion de la cantidad de luz diurna que recibe una ciudad.

Lo que se pretende en este proyecto es que el alumno sepa representar a través de las funciones
trigonométricas, en particular, seno o coseno datos de la realidad como es la cantidad de luz que
recibe una ciudad en el dia.
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METEOROLOGIA. La tabla contiene los horarios
en los cuales el Sol sale y se pone en los dias 15
de cada mes en Brownsville, Texas?®.

Guién:

a)

b)

c)

d)

f)

Encuentre la cantidad de horas de luz del dia
para la mitad de cada mes.

¢,Cudl es la amplitud de una funcién senosoidal
que representa las horas de luz del dia

¢Cual es el desplazamiento vertical de una
funcién senosoidal que representa las horas de
luz del dia?

¢, Cudl es el periodo de una funcion senosoidal
que representa la luz del dia.

Escribe una funcién senosoidal que representa
la luz del dia.

De acuerdo con el modelo que obtuviste, cual
es el nimero de horas de luz para el dia 30 de
Septiembre.

wes | Sghiasel | Pucsiage
Enero 7:19 6:00
Febrero 7:05 6:23
Marzo 6:40 6:39
Abril 6:07 6:53
Mayo 5:44 7:09
Junio 5:38 7:23
Julio 5:48 7:24
Agosto 6:03 7:06
Septiembre 6:16 6:34
Octubre 6:29 6:03
Noviembre 6:48 5:41
Diciembre 7:09 5:41

Proyecto C: Modelacion de la temperatura.

Las temperaturas (en 2F) mensuales promedio para la ciudad de Seatle, Washington, son las

siguientes:
Enero | Feb | Marzo | Abril | Mayo | Junio | Julio | Ago. | Sep. | Oct. | Nov. Dic.
41° 449 47° 502 562 619 662 652 612 542 469 40¢

2% para obtener datos de la realidad acerca de la cantidad de luz diaria, temperaturas o mareas, visita la la
direccion: www.amc.glencoe.com
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Guion:

b)

c)

d)

e)

g)

Encuentra la amplitud de una funcién senosoidal que represente las temperaturas mensuales.
Encuentra el desplazamiento vertical de una funcidn senosoidal que represente las
temperaturas mensuales.

¢Cudl es el periodo de una funcién senosoidal que representa las temperaturas mensuales?

Escribe una funcién senosoidal que represente las temperaturas mensuales, usando t = 1 para
representar a Enero.

de acuerdo con tu modelo, é¢cudl es la temperatura mensual promedio en febrero?icémo es
con el promedio real?

De acuerdo con tu modelo, ¢écudl es la temperatura mensual promedio en noviembre? ¢Cémo
se compara esto con el promedio real?.

Por ultimo, usa Geogebra para determinar la gréfica de la funcidon que obtuviste como modelo.

Proyecto D: Modelacién de la respiracion pulmonar.

Considera la siguiente situacion: Un adulto promedio sentado inhala y exhala cada 4 segundos. La

cantidad minima promedio de aire en los pulmones es de 0.8litros, y la cantidad maxima promedio

de aire en los pulmones es de 0.82 litros. Supdn que los pulmones tienen una cantidad minima de
aireent =0, donde t es el tiempo en segundos.

Con esta informacion:

a) Escribe una funcién que represente la cantidad de aire en los pulmones.
b) Traza la gréfica de la funcion.

c) Determina la cantidad de aire en los pulmones a los 5.5 segundos.
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Proyecto E: Modelacion del péndulo fisico.

El péndulo (fisico).

1. Con el escenario interactivo (applet) "El Péndulo”, que sera proporcionado por tu profesor, haz

lo siguiente.

1.1.Explora este escenario usando los

botones de "play”, "pausa"y "detener".

1.2.Qué ocurre con los valores de la

posicion del badajo "x", "y", conforme
transcurre el tiempo.

1.3.¢,,Qué tipo de variacién crees que sea la
que corresponde al movimiento del
péndulo?

1.4.;Podrias determinar la férmula que
"modele” el movimiento de este
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péndulo?

2. Realiza una investigacion documental® y da noticia de 3 fenémenos periédicos o ciclicos.

Proyecto F: Investiga en el estacén meteoroldgico de tu escuela las temperaturas de la ciudad de
Meéxico

%0 Documental significa que sea en libros, revistas, videos, Internet, etc.
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Capitulo 4

Capitulo 4. Datos relevantes de la experiencia didactica.

La unidad didéctica que sustenta esta tesis, fue puesta en escena con el Grupo 466, del
curso de Matematicas IV, del Colegio de Ciencias y Humanidades, Plantel Sur, durante el |
periodo comprendido entre el 21 de abril al 13 de mayo del 2008. Cabe sefialar que esta
experiencia didactica se realiz6 en 10 sesiones de dos horas cada una, en el Aula de
Vanguardia'. ‘ B
A continuacidn se exponen algunos datos recabados a lo largo de la puesta en escena de i
esta experiencia didactica, datos que serdn analizados y que a la postre nos permitiran
establecer algunas conclusiones asi como algunas perspectivas de desarrollo \con base en

este trabajo.

4.1 Fase de inicio (pre-concepciones).

- La unidad didactica disefiada y puesta en escena, fue estructurada a partir de "lo periédico” 3
o "ciclico", término o idea que al inicio de esta experiencia fue interpretada como se

esperaba, es decir, en términos de la "repeticion de algo", por la mayoria de los estudiantes,

como puede apreciarse en la siguiente tabla.

ar 7 Z S
e Cuando hay un cambio directo y constante
s Cuando una ecuacion o recta tiene un cambio igual y
constante.
+ Tiene un cambio constante.
*  Presenta un constante cambio. ‘

Movimiento uniforme, variacion .
proporcional, etc. L

e Esuna distancia o longitud de un punto a otro. Distancia entre puntos.

e Esun cambio, el cual lleva, un seguimiento o
enfrelazamiento.

Causalidad.

"Bl Aula de Vanguardia es un espacio equipado con computadoras conectadas a Internet y asignado a la
Academia de Matemdticas, para que sus profesores puedan desarrollar aquellas sesiones en donde se hace uso L
de este medio tecnologico. v
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Capitulo 4

Casi todos los estudiantes del grupo en donde se puso en escena esta unidad didactica,

supieron distinguir claramente los fendmenos periédicos de otros de naturaleza no

periddica®, cuestion que sigui6 observandose en las secuencias didécticas subsecuentes.

4.2 Fase de informacion e introduccion de concepftos.

Con esta fase comenz6 la diferenciacion progresiva de lo que los estudiantes tenian por "lo
periédico" o "ciclico", con los significados mateméticos elementales de estos términos. Este
proceso de diferenciacion fue un proceso de enriquecimiento de significados, mas que un
proceso de ruptura o antagonismo conceptual, dado que se extendid, en cierto sentido, lo
que los estudiantes ya tenian por "lo periédico”.

Fsto se observo en las secuencias medulares de esta fase, a saber, "La rueda de la fortuna"3

.y la secuencia didactica 7, en donde los estudiantes desarrollaron con un escenario

interactivo (applet) los registros de representacion aritmético, algebraico y geométrico de
las funciones sinusoidales.

Finalmente, se puede decir que esta interpretacion matemaética elemental de "lo periédico”
se colocé, de nuevo, en el horizonte cotidiano de interpretacion de los estudiantes al poner

en juego la representacion sinusoidal del sonido y de la corriente eléctrica, cuestiones con

2 Cf: Examen de pre-concepciones, pregunta 2.
* Cf. Secuencia didactica 5.

108




Capitulo 4

las que dio inicio la reconciliacion integradora. Esta reconciliacion se dio no sélo en la
interpretacion matematica de los estudiantes sino que con el sonido, por ejemplo, los
estudiantes y el profesor establecicron nexos con la acustica (acustica submarina, la
capacidad de ecolocacion del murciélago y la holografia), con la musica (notas musicales,
graves y agudos, etc.), y con la meteorologia (modelacién de la temperatura de una region,

cantidad de luz diurna).

4.3 Fase de ampliacién.

En esta fase, la cuestion central fue establecer la relacién que hay entre los pardmetros: a,

b,c y d de las expresiones algebraicas:

fix)=asin(bx +c)+d g(x)=acos(bx+c)+d

con su trasunto geométrico y con los parametros fisicos de amplitud, periodo, frecuencia y
fase, cuestién que se vio favorecida por todos los elementos visuales y de animacién que
- permite el uso de una interfaz algebro-geométrica como GeoGebra y que pusieron en juego
los estudiantes en esta fase. En apoyo a esta afirmacion hemos considerado pertinente

mostrar las siguientes evaluaciones realizadas con base en las hojas de trabajo de las

secuencias didacticas correspondientes a esta fase de ampliacion.

amplitud 88% 100% 100%
frecuencia 78% 88% 80%
fase 50% 55% “60%
fraslaciéon .
vertical 88% 95 % 90%

Los resultados mostrados en esta tabla dan cuenta de que los estudiantes diferenciaron
adecuadamente la relacién parametro-elemento geométrico, salvo en lo relacionado con la
nocién de fase de una funcion senosoidal, como se observa en el tercer renglén. La
reconciliacion de estos nuevos significados se observo hasta la siguiente etapa como

exponemos subsecuentemente.

109




4.4 Fase de aplicacion.

Capitulo 4

En esta fase, que es en donde se esperaba la reconciliacion de los nuevos significados con

los previos, se realizaron tres secuencias did4cticas. En particular, se tratd de que los

estudiantes pusieran en juego los tres tipos de contenidos (actitudinal, conceptual y

procedimental) establecidos en el Programa de Estudios para esta unidad tematica. Los

resultados fueron muy satisfactorios y son mostrados en las siguientes tablas.

Cabe sefialar que la evaluacién de estos contenidos se realizé a lo

estudiantes, a partir de ello se observaron los siguientes logros:

escena de la unidad didactica; a través de la comunicacion cotidiana con cada uno de los

largo del de la puesta en

La participacion del estudiante en el desarrollo de las estrategias de
aprendizaje de la unidad didactica. Asi como su disposicion para
realizar el trabajo en equipo con responsabilidad y colaboracion.

Mejora ( porque estas
estrategias propician y
facilitan su participacion)

de indole general.

La vaioracion de su propio trabajo y confianza en su buena Mejora.
realizacion, asi como el fomento de su autoestima e interés por el

estudio de diversos fenémenos o hechos de Ia vida cotidiana

Valoracion de la utilidad de las matematicas y las ciencias en la Mejora.
modefacion de diversos fenémenos periddicos de la vida cotidiana.

Ser critico ante la informacién contenida en documentos cientificos o Mejora.

Explora, en una situacién o fenomeno de variacion perioddica, valores,
condiciones, relaciones o comportamientos, a través de diagramas,
tablas, expresiones algebraicas, etcétera que le permitan obtener
informacién de ello, como un paso previo al establecimiento de
conceptos, y al manejo de las representaciones pertinentes.

Recuerda el significado de las razones trigonomeétricas para angulos
agudos, en particular, seno, coseno y tangente.

Identifica el angulo, como una rotacion de un radio de un circulo. Lado
inicial y lado final.

Convierte medidas angulares de grados a radianes y viceversa.

Calcula algunos valores de las razones seno y coseno para angulos
no agudos, auxiliandose de angulos de referencia inscritos en el
circulo unitario.
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Generaliza el concepto de razén trigonométrica de un angulo agudo a
un angulo cualquiera.

Capitulo 4

Expresa las razones trigopnométricas como funciones, con los angulos
medidos en radianes.

Identifica en las funciones del tipo:

f(x)=asen(bx+c)+d
f(x)=acos(bx+c)+d

la frecuencia, la amplitud, el periodo y angulo de desfasamiento.

90 %

Los usara para dibujar directamente la grafica.

95 %

De igual manera sera capaz de identificar en la gréfica estos
parametros para proporcionar la expresion algebraica
correspondiente.

95 %

Conoce algunas aplicaciones de las funciones trigonométricas en el
estudio de fendmenos diversos de variacion periddica, por ejemplo:
movimiento circular, el péndulo fisico, ciclo de la respiracion o de los
latidos del corazdén, corriente alterna, fendmenos meteorologicos,
estudio de las mareas, fenémenos ondulatorios, ondas
electromagnéticas, etcétera.

95 %

(software): ejecutar el programa, abrir, guardar y editar sus Excelente
archivos.
Uso especifico de GeoGebra:
e graficar una funcién;
e graficar una familia de funciones;
e animar parametros;
* interpretacion algebro-geométrica de los entes
matematicos manipulados;
o refuerzo en la sintaxis matematica correcta al editar Excelente
expresiones algebraicas;
e uso de imagenes digitales con graficas y otros
elementos algebro-geométricos realizados en esta
interfaz a través del comando de exportacion de
imagenes.
Uso especifico de escenarios interactivos (applets):
e visualizacién e interpretacion de fendmenos (virtuales), B
* manejo adecuado de un escenario interactivo; ueno

« recopilacion de datos relevantes en un escenario
interactivo.
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Capitulo 4

Uso especifico de una hoja de calculo (Excel):

* edicién de series de datos;

¢ representacién geométrica de series de datos (como
puntos del plano cartesiano); Bueno

¢ establecimiento de un modelo algebraico para sus
series de datos (ajuste por regresion lineal de manera
automatica).

Manejo de la Internet para:

s recabar informacion; Excelente
¢ manejo de escenarios interactivos.

4.5 Evaluacion.

La evaluacién de cualquier unidad didéctica que sea elaborada bajo la interpretacion
constructivista del aprendizaje, debe ser una evaluacidn continua y permanente, centrada en
la diferenciacién que cada aprendiz va desarrollando progresivamente, asi como en la
observacion de las reconciliaciones entre los contenidos anteriores y los nuevos. En nuestro
caso, la evaluacion de la unidad didactica aqui presentada no es la excepcion, y hemos
tratado de apegarnos a esos lineamientos en la medida de lo posible.

En efecto, la evaluacidn de esta unidad didactica la hicimos con base en lo siguiente:

e evaluacion cotidiana de las hojas de trabajo, tanto en su realizacién, como en sus
respuestas escritas;

e evaluacién de cada fase a través de examenes escritos;

o realizacion y exposicion de proyectos que comprendian las partes mas relevantes de los
tres tipos de contenidos de esta unidad didéctica.

* Investigacion documental

Con relacién al primer punto, ya hemos expuesto los resultados en las tablas 2, 3 y 4, de la

seccién anterior. Por otra parte, los resultados de los exdmenes se muestran en la siguiente

tabla:

Informacion e introduccion: 90% 70% 85%
Ampliacién: 90 85 90
Aplicacion: 90 80 80
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Capitulo 4

Con respecto al titimo punto sefialado para la evaluacién de esta unidad didactica conviene
apuntar lo siguiente. Al inicio de la unidad didéctica, se les hizo saber a los estudiantes que
ésta concluiria con la realizacién de diferentes proyectos que deberian ser realizados en
equipos y que, ademas, los proyectos ya elaborados tendrian que ser expuesto ante sus
demas compafieros. Ahora bien, los proyectos propuestos fueron disefiados para que, con
ellos, los estudiantes hicieran un recorrido no sélo conceptual, sino también actitudinal y
procedimental, con base en los contenidos que la unidad tematica de base contuviese,

Durante la elaboracién de estos proyectos por parte de los estudiantes, en las que el

profesor fungi6 s6lo como asesor, se observé la siguiente problematica.

i S

No entendian la suma de diferentes ondas, es decir,
lo que obtenian no correspondia a sus expectativas
0, simplemente, no tenfan alguna. Esto fue
observado al "sumar” tonos de diferentes
frecuencias, lo que producia una onda periédica pero
no sinusoidal.

Principio de superposicion.

Tuvieron dificultades para identificar al tiempo (lineal)
Identificacion de las variables en una relacién como la variable independiente en el caso de los
funcional. registros del clima de alguna regién del planeta, en
donde la temperatura se ponia en funcién de aquel.

Tuvieron dificultades para determinar la fase de un
fenémeno "real", modelado por una funcién
Determinacion de la fase de una funcién sinuseidal. sinusoidal, cuestién que también se vio reflejada al
momento de elegir entre una de esas funciones o
alguna de la familia del coseno.

Por otra parte, una vez subsanados la mayoria de los problemas sefialados en esta tabla, los
estudiantes concluyeron sus proyectos y los expusieron ante sus demés compafieros. Aqui
se observo que la gran mayoria de los estudiantes ya estaba familiarizada con el software
empleado (GeoGebra y Excel) ¥y, sobre todo, con las funciones que les habiamos venido
otorgando y, quiza por esta familiaridad, la actitud ante las matematicas ya habia cambiado
notable y positivamente. Sin embargo, algo que no quiero dejar de observar es el hecho de
que en las exposiciones los estudiantes empleaban los términos' matematicos mas
importantes de esta unidad (periodo, frecuencia, amplitud, etc.) con soltura y, se puede
decir, con naturalidad, es decir, que ya habian integrado la descripcién matematica de los
mismos a su lenguaje cotidiano, cuestién que muestra, segin creo, el aprendizaje

significativo de los contenidos mas importantes de esta unidad.
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Conclusiones y perspectivas.

Como conclusiones de esta experiencia educativa esta lo siguiente.

e Mediante la unidad didactica desarrollada no sélo los alumnos alcanzaron los objetivos
establecidos para ella, sino también llevaron a cabo una forma de trabajo en la que ellos
participaron como los actores principales de su propio aprendizaje, es decir que
conjugaron su propia experiencia previa con los nuevos conceptos.

e Mas aun, la actitud en esta organizacién y desarrollo de los aprendizajes dio pie a un
respeto muto y de colaboracion entre los estudiantes y el profesor, es decir, a un
efectivo trabajo colaborativo y no solo al trabajo individual de los participantes, que
redundo en la tolerancia, en mejores actitudes hacia las matematicas.

e El empleo de interfaces graficas, sonoras e interactivas, se mostraron como factores
determinantes en el aprendizaje de las matematicas y, puedo decir, de la ciencia en
general, al permitir que los estudiantes pusieran en practica los conceptos y métodos
propios de esta unidad didactica, con lo que enriquecieron el significado que tenian de
"periodicidad”, de "lo periddico" o "ciclico".

e Sin duda, la organizacion de los aprendizajes en una unidad didactica facilita
enormemente la tarea del profesor, asi como la de los propios aprendices, al permitir
una administracion efectiva de los recursos didacticos en correspondencia con los
estilos propios de aprendizaje de cada uno de los participantes.

e Como consecuencia de lo anterior, confirmé que los aprendizajes asi organizados no
resultan agobiantes para ellos y, ademas, permiten su estructuracion légica y pausada en
su desarrollo.

Hasta cierto punto, el enfoque realizado empata con lo que parece ser la exigencia

educativa de la actual sociedad y economia globalizada, a saber, la exigencia de desarrollar

en los estudiantes competencias requeridas por el circulo mundial produccién-consumo. En
este sentido, he observado como el aprendizaje de las matematicas, asi como su ensefianza,
han cambiado sustancialmente en relacion con el aprendizaje y ensefianza de las mismas
todavia no hace mucho tiempo. En particular, la interpretacién matematica del mundo, su
calculabilidad, ha venido a ser uno de los pilares de este aprendizaje y ensefianza de las
matematicas, cuestion que se ha establecido en las diversas competencias que ahora rigen
en los sistemas educativos institucionales y que puedo establecer de la siguiente manera: se

trata de interpretar y organizar matematicamente aquellos datos tomados de la realidad,
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empleando diversas estrategias, métodos e instrumentos matematicos y cientificos para

hacerlo cada vez en forma mas eficiente.

En este sentido, las competencias establecidas o fomentadas a través de esta experiencia
didactica fueron las siguientes.

e Lograr que los estudiantes fuesen interpretando en términos de esta calculabilidad su
entorno, cuestion que fue llevada a cabo paulatinamente (diferenciacion progresiva)
hasta que su interpretacion se reconciliara con esta.

e Paraello, la medicién de fendmenos proximos a los estudiantes (su voz, por ejemplo), o
la recopilacion de mediciones de fendmenos como el clima, fueron esenciales para esta
mirada cientifica, matematica o calculable del mundo.

e Mas aun, la organizacion de esas mediciones, en registros aritméticos, algebraicos,
geomeétricos, etc., permitio el paso de lo "intuitivo™ a lo "cientifico".

e Finalmente, al llevarlos a que ahora impusieran ese "orden” o calculabilidad a algo
cercano a ellos, permitid que ensayaran esa mirada moderna o, mejor, dicho esa
interpretacion técnico-cientifica del mundo.

e (Cabe destacar que en este proceso emergieron las principales competencias
matematicas exigidas en este nivel educativo, a saber:

o medicién de la realidad e instrumentos actuales para hacerlo;

0 organizacion de esas medidas en modelos aritméticos, geométricos, algebraicos,
etc., a través de diversos medios: los tradicionales y la computadora;

O interpretacion de ese tipo de registros, en forma geométrica, aritmética o
algebraica;

o empleo de los métodos matematicos con fines o propositos especificos, a saber,
la calculabilidad de su entorno y del mundo;

o0 La modelacién (proyectos) de diferentes situaciones y contextos del mundo real
a través de una funcion trigonométrica, es decir, expresar matematicamente un
fendmeno periodico en términos de una funcidén senoidal permitio que el
estudiante, alcanzara en la medida de lo posible los aprendizajes de contenidos:
actitudinales conceptuales y procedimentales.

o Mas aun, le dio al aprendiz la oportunidad de identificar y relacionar los

parametros: a, b, ¢ y d de la funcién senoidal con la amplitud, periodo,
frecuencia y angulo de desfasamiento.
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Perspectivas.

Con base en este trabajo me he parece que este trabajo puede continuar de la siguiente
manera.

Los contenidos de las matematicas ya no pueden seguir siendo tratados en la forma
teoria-practica, sino que ahora se impone el desarrollo de competencias en donde la
linea que dividia esas partes del conocimiento matematico ha sido borrada.

Consecuentemente, ya no pude seguir la divisién tradicional de las matematicas en la
ensefianza, ahora esta exigido trabajarla de manera que intervengan en cada cuestion a
ensefar sus diferentes aspectos, sean aritméticos, algebraicos, geométricos, etc.

Mas aln, las ciencias ya no pueden seguir viéndose en forma aislada o separadamente,
sino que ahora deben quedar integradas.

Para ello, la computadora puede ser un medio o herramienta, en donde los
conocimientos se expongan en forma hipertextual y no linealmente como ocurre con
todos los libros de texto.

Estos cambios suponen transformaciones en todo el entorno educativo, pero de manera
particular, suponen cambios radicales en la forma de ensefiar de los profesores: ahora ya
no se requieren sabios o eruditos, sino expertos en la resolucion matematica de
problemas arraigados en el entorno actual y, sobre todo, que sean capaces de poner al
tanto a los estudiantes de los instrumentos o medios para plantear y resolver problemas
matematicamente hablando.

El profesor se convierte cada vez mas en facilitador y administrador del aprendizaje de
sus estudiantes,

Por otro lado, la busqueda y la aplicacién de un enfoque didactico novedoso en la
ensefianza en general es de por si importante, pero lo es mas tratdndose de disciplinas
gue, como la matematica, han enfrentado tradicionalmente graves problemas de
aprovechamiento y que a la luz de las propuestas pedagogicas de vanguardia parecen
tener una oportunidad mas.

Saber guiar con naturalidad las actividades con el alumno sin imponérsela, debe ser una
dinamica permanente dado que, de lo contrario, nos enfrentariamos con docentes a
serios problemas de compatibilidad

Por otro lado, lo mencionado arriba, esta en concordancia con los principios educativos
del Colegio de Ciencias y Humanidades, pues mas que privilegiar la memorizacion de
un cmulo de contenidos matematicos subdivididos en muchas ocasiones en maltiples
casos y formulas especiales, la repeticion de definiciones o la practica irreflexiva de
algoritmos, interesa poner énfasis en el significado de conceptos y procedimientos, en el
manejo de estrategias, en la integracion de conocimientos, y por ultimo en el desarrollo
de habilidades matemaéticas.
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