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RESUMEN

Durante muchos afios se han desarrollado investigaciones en el area del transporte
de fluidos en medios porosos, en vista de las innumerables aplicaciones industriales que
tiene. Entre éstas se pueden citar la ingenieria de yacimientos de agua (acuiferos), de
petréleo y de gas, los procesos de separacion (como por ejemplo la adsorcion), diseiio de
reactores quimicos, sistemas geofisicos y geotérmicos, ingenieria de polimeros,
enfriamientos de equipos electronicos, disefio y analisis de intercambiadores de calor tipo
regeneradores, entre otros. Ya que los medios porosos son de gran importancia en diversas
areas, y hoy en dia se presentan diferentes técnicas para abordar problemas de los mismos,
tales como diferencias finitas, elemento finito y método de Montecarlo, y en los tltimos
afios los métodos denominados gases en redes, es como nos motivo a trabajar en el
comportamiento de los mismos.

En este trabajo se realizd la simulacion de fluidos no Newtonianos a través de medios
porosos, utilizando la ley de Darcy modificada y la ecuacion de Darcy en funcion de
viscosidad aparente, aplicando la ecuacién de Redes de Boltzmann (RB), en dos tipos
medios porosos generados de forma arbitraria y aleatoria. Se presenta una propuesta para
realizar simulaciones en lechos empacados, en los medios porosos antes citados, en los
cuales se obtienen variables tales como, campos de flujo, distribuciones de velocidad,
distribuciones de esfuerzo de corte, distribuciones de presion, permeabilidades, factores de
friccion, nimeros de Reynolds y esfuerzos de corte. Ademas de realizar predicciones con
las ecuaciones de Ergun y Blake-Kozeny. Asi mismo, se correlacioné el efecto aleatorio, la
porosidad y la permeabilidad con los parametros reoldgicos de fluidos no Newtonianos,
para los que obtuvimos predicciones de distribuciones de probabilidad. Las cuales son de

gran importancia en diferentes areas de interés cientifico.
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CAPITULO 1
INTRODUCCION

El movimiento de fluidos puede tener una variedad de formas tanto para flujos
simples, como puede ser el flujo de un fluido a través de una tuberia en régimen laminar
o bien para flujos mas complejos, tales como sistemas biologicos, alimentarios y flujos
turbulentos, entre otros. De igual forma, el flujo de un fluido en un medio poroso es un
fendmeno comin en la naturaleza, y en muchos campos de la ciencia y la ingenieria. El
interés que encierra el estudio del flujo en un medio poroso estriba en la relacion directa
que mantiene con los procesos industriales, tales como las explotaciones petroliferas
(desplazamiento del petroleo, deficiencia de la recuperacion, modificacion de la
porosidad, desplazamiento y equilibrio de la interfase, etc.), recuperacion de aceite,
ciencia de materiales, el secado industrial, el filtrado quimico, estudio de movimiento de
contaminantes en el suelo, hidraulica de captaciones de agua, etc.'! El objetivo de esta
tesis es realizar simulaciones de fluidos no Newtonianos, también conocidos como
fluidos de la potencia 6 fluidos de Ostwald-de Waele, en presencia de medios porosos
para obtener resultados originales que expliquen el comportamiento de algunas
variables tales como velocidad; permeabilidad; caidas de presion; usando el método de

redes de Boltzmann.

(1]



Introduccion

En el caso de la teoria de la dindmica de los fluidos, ésta puede ser desarrollada
desde dos puntos de vista: el microscopico y el macroscopico. En el primero, la
estructura molecular del medio es tomada en cuenta explicitamente. Cabe mencionar
que los fluidos, al igual que el resto de la materia, estin compuestos de moléculas.
Cualquier teoria que intentara predecir los movimientos individuales de esta gran
cantidad de moléculas seria extremadamente compleja. Sin embargo existen areas del
conocimiento que estudian la materia desde un punto de vista microscépico, ejemplos
son la teoria cinética de los gases y la mecdnica estadistica, las cuales tratan el
movimiento de las moléculas en términos de grupos estadisticos (promedios), es decir
desde un enfoque estadistico, en lugar de considerar moléculas individuales. Para el
enfoque macroscopico, en éste no se toma en cuenta explicitamente la estructura
molecular del medio, solamente se consideran las propiedades “gruesas” de la materia.
Las propiedades fisicas del medio se miden directamente por medio de instrumentos.*~

Una alternativa para resolver problemas de la dindmica de fluidos, son los métodos que

aparecieron a principios de los 70’s, denominados “gases en redes”.

En lo que concierne al método de redes de Boltzmann, éste tiene sus origenes en
los automatas celulares, el primer esfuerzo para simular sistemas de flujo de fluidos fue
la realizada en 1973 por Hardi, Pomeau, y de Pazzis (HPP) Y, los cuales introdujeron el
modelo que lleva sus iniciales “HPP”. En este modelo, todas las particulas tienen
unidad de masa y velocidad, las particulas son restringidas a viajar en direcciones

é.,i=1,..,4de una rejilla cuadrada. Una variable Boleana es utilizada para indicar la

presencia o la ausencia de una particula de fluido en cada sitio de rejilla en una
direccion dada. Una regla de exclusion es aplicada, es por esto, que solamente a una
particula se le permite viajar en cada direccion a lo largo del eslabon por etapa. Cuando
varias particulas llegan a un sitio, estas colisionan de acuerdo a reglas de colision pre
establecidas en el modelo. La colision es gobernada por la conservacion de la masa y
momentum. Si no se presentara dicha colision, entonces las particulas continuarian su
viaje en linea recta. El modelo HPP es absolutamente estable, pero presenta falta de

isotropia en algunos términos tensoriales involucrados en la ecuacion de Navier-Stokes.

(2]



Introduccion

Asi mismo, los resultados del modelo no recuperan las ecuaciones de Navier-Stokes
(NSE) en el nivel macroscopico. Esta deficiencia es debido al inadecuado grado de
simetria rotacional de la rejilla cuadrada®. En 1986, Frisch, Hasslancher, y Pomeau'®
descubrieron que las NSE pueden ser recobradas usando una rejilla hexagonal. Su
modelo es conocido como el modelo FHP. Este modelo es similar al HPP, solo que las
particulas con masa y velocidad unitaria se mueven en los vértices de una rejilla
hexagonal discreta. Una variable Boleana es usada en cada direccion de la rejilla para
indicar la presencia o la ausencia de una particula en esa direccion. Las particulas son
actualizadas en cada paso de tiempo, ya sea por colision o fluyendo hacia su siguiente
nodo vecino, seglin sea el caso. Las colisiones de las particulas son determinadas por
una prescripcion de reglas de colision que contienen todos los posibles estados de

colisiones. Este modelo presenta dos problemas principales, la presencia de ruido

estadistico y la incapacidad para simular flujos en tres dimensiones.

El método de redes de Boltzmann se basa en conceptos de la teoria cinética de
los gases. Es un método que mediante el uso de rejillas discretas y la ecuacion de
Boltzmann, apoyados por herramientas computacionales, ha servido para simular una
gran cantidad de fendmenos fisicos. Las ecuaciones de Navier-Stokes no son resueltas
directamente, sino recobradas como consecuencia. El problema es obtener las funciones

de distribucion de particulas, fi(x, t) y a partir de ellas obtener variables observables

como la viscosidad, la caida de presion y el numero de Reynolds. En forma general, el
método de redes de Boltzmann, consiste principalmente de dos operaciones, la primera
operacion es denotar el avance de particulas a los siguientes sitios vecinos de la rejilla.
La segunda operacion, es para simular los choques de las particulas. Una de las ventajas
mas importantes es que el método es completamente paralelizable y local; se tiene

[7.8]

simplicidad al programar y la capacidad para incorporar modelos interaccionantes' .

En este método se incorporan condiciones de frontera y geometrias complejas.

(3]



Introduccion

El método de Redes de Boltzmann (RB), hoy en dia se considera como una nueva
y efectiva técnica numérica para la solucion de ecuaciones de flujo de fluidos, transporte
de calor y masa.l’! El método ha demostrado habilidad para la simulacién de sistemas

. o, 9-13 . . o, . cpr
hidrodindmicos” "), sistemas magnetohidrodinamicos!'*, fluidos multifisicos y

multicomponentes!'™,  incluyendo  suspensiones''®., 'y  emulsiones!'”,  flujos

81y flujos multicomponentes a través de medios porosos''”),

quimicamente reactivos
entre otros. Ademas, la técnica de redes de Boltzmann se ha llevado a diversas areas del
conocimiento como es el campo de la medicina, en la cual se estudia el comportamiento
de flujos sanguineos para la creacion de protesis valvulares, apoyandose en la dinamica
de fluidos™. Otra interesante aplicacion se refiere a la migracion de células
quimiotacticas, para éste caso se propuso un modelo probabilistico en una dimension
espacial, utilizando una ecuacion de transporte generalizada llevado a cabo por Rivero
211y la misma migracion de células propuesta por Alt 1! utilizando el modelo de RB,

en tales casos se tienen respuestas similares, para dicha migracion.

En el presente trabajo se abordaron los siguientes aspectos, en el capitulo 2,
Flujo de fluidos a través de medios porosos”, se aborda el tema de flujo de fluidos
desde un punto de vista macroscépico y las ecuaciones de continuidad y movimiento
utilizadas mds comunmente. Ademds de hablar de algunos tipos de fluidos con
aplicaciones industriales. Por otra parte, se toman aspectos concernientes a medios
porosos, importancia y aplicaciones de ellos. El capitulo 3: “Redes de Boltzmann”, se
presenta la teoria del método de redes de Boltzmann, para lo cual se efectia una
revision breve de los aspectos fundamentales de la teoria cinética y la ecuacion clasica
de Boltzmann, asi como la solucion de esta Ultima, y la importancia del teorema H en
dicha solucién. Ademas de describir el método de redes de Boltzmann. Es importante
mencionar que esta parte de la tesis se enlaza con los apéndices A y B, en los cuales se
presenta la fisica y la matematica que encierra el método de redes de Boltzmann. En el
apéndice A, se muestra la obtencion de la ecuacion de redes de Boltzmann a partir de la
ecuacion clasica de Boltzmann, y en B se presenta la recuperacion de la ecuacion de
Navier-Stokes a partir de la ecuacion de redes de Boltzmann. En lo que respecta al
capitulo 4, se presentan los resultados de las simulaciones realizadas en el proyecto de

doctorado con un modelo propuesto de redes de Boltzmann. Primeramente se presentan
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resultados con este ultimo, y se realiza la validacion con la solucion analitica de las
ecuaciones de movimiento para fluidos Newtonianos y no Newtonianos. También se
presentan resultados de los fluidos antes mencionados a través de medios porosos
generados de forma arbitraria y aleatoria, ésta tltima con el método del Box- Muller. En
este capitulo ademas se presentan los resultados de la aplicacion de la simulacion de
redes de Boltzmann en torres empacadas; asi como la aplicacion de las redes de
Boltzmann en diferentes tipos de suelos para la obtencion de distribuciones de
permeabilidad local efectiva para los dos tipos de fluidos ya mencionados. En lo que
respecta a los apéndices; en uno de ellos se muestra la obtencion de la ecuacion de redes
de Boltzmann a partir de la ecuacion clasica de Boltzmann, y el otro presenta la
recuperacion de la ecuacion de Navier-Stokes a partir de la ecuacion de redes de

Boltzmann.
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CAPITULO 2
FLUJO DE FLUIDOS A TRAVES DE MEDIOS

POROSOS

2.1. Enfoque Macroscépico del Flujo de un Fluido

Las moléculas de un gas estan separadas por regiones vacias cuyas dimensiones
lineales son mucho mayores que las de las moléculas mismas. Pero incluso en un
liquido, en el cual las moléculas estan estrechamente empaquetadas, la masa dista
mucho de estar distribuida uniformemente en el espacio. Otras magnitudes, ademas de
la masa, tienen también distribuciones espaciales altamente no uniformes en la escala
microscopica.

Sin embargo, en muchas aplicaciones de interés practico, tan solo interesa el
comportamiento de la materia en una escala macroscopica. Este es el caso de la
mecanica de fluidos, y gracias a ello se puede ignorar la estructura molecular de la
materia cuando se describe su movimiento.

La hipotesis basica de la mecénica de fluidos consiste en suponer que en escala
macroscopica, un fluido se comporta como si estuviera dotado de una estructura
perfectamente continua, esto es, que magnitudes como la masa, la cantidad de
movimiento y la energia, asociadas con la materia contenida en un volumen del fluido,
se consideran uniformemente distribuidas en éste volumen (en lugar de estar
concentradas en una pequefia faccion de éste, como realmente ocurre). A este enfoque

se le denomina “Hipotesis del Continuo”. El significado de esta hipdtesis dice que es
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posible asignar valores definidos de las propiedades del fluido a un punto, y que los
valores de esas propiedades son funciones continuas de la posicion y del tiempo. Una
forma de determinar si el supuesto de medio continuo es aceptable, es a través del
numero de Knudsen (4/]), el cual se define como el cociente entre la trayectoria libre
media A (distancia promedio que una molécula recorre antes de chocar con otra
molécula) y una longitud caracteristica /; es decir, si / >>4 el modelo de medio
continuo es aceptable. En otras palabras, el nimero de Knudsen debera ser mucho mas

pequefio que la unidad, para que la hipétesis del continuo sea valida. !'™

2.2. Ecuacion de Continuidad

La conservacion de masa es el principio basico del movimiento de los fluidos, la
cual requiere que cuando el fluido estd en movimiento, se mueva de manera que la masa
se conserve 1),

Una manera de obtener la ecuacidén de continuidad, es considerar un elemento de
volumen fijo en el espacio, dentro del campo de velocidades de un fluido (ver figura

2.1), al cual se le aplica un balance de materia, obteniendo

(]
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~pv,AyAz| " A sl
pVXAyAZ X+Ax
A, = -AyAzi 5 :AyAzi

/
bl
\.N
S
>

x Vv

Figura 2.1 Campo de velocidades no homogéneo atravesando las caras del elemento de volumen.

dd,, J
Vv _ V. pv _ o9
dv Flujo de (entradas - salidas), de masa por o ot (2 1)
unidad de volumen asociadas a una corriente Variacion de la masa por :
de fluido que se mueve con velocidad, y que unidad de volumen con
atraviesa un elemento de volumen de control respecto al tiempo

tomado en las inmediaciones de un campo de flujo

La segunda igualdad corresponde a la ecuacion de continuidad escrita en forma

diferencial, y puede ser escrita en forma integral como

%IIIpdV+I”V-deV=O. (2.2)

La integral de volumen puede transformarse en una integral de superficie mediante el

teorema de Gauss para obtener

%ijdVvLCﬁﬁpV-dA:O. (2.3)

Vol
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Las ecuaciones de continuidad son cinematicas ya que describe el movimiento

de un cuerpo sin considerar las causas que lo producen.

2.3. Ecuacion de Movimiento

El fisico matematico suizo Leonhard Euler escribidé un articulo en 1758, en el
cual reportaba la expresion matematica que habia deducido para el flujo ideal de un
fluido, entendiéndose esto como el movimiento de un fluido incompresible de
viscosidad despreciable, libre de friccion. Casi un siglo mas tarde, el fisico francés Jean
Pierre Lagrange, obtuvo una ecuacidbn mas completa, en la que se consideraban los
efectos viscosos del fluido, y por lo tanto, la friccion. La expresion matematica que
obtuvo fue mejorada poco tiempo después por dos cientificos europeos (Navier y
Stokes) casi en forma simultdnea, que introdujeron a la ecuacién de Lagrange un
término de aceleracion adicional, el que corresponde a la variacion de la velocidad del

fluido cuando se modifica el area de flujo.

2.3.1. Formulacion Euleriana

El método de descripcion Euleriano consiste en elegir un elemento de volumen
de control fijo en el espacio, con coordenadas especificas respecto a un sistema de
referencia previamente seleccionado, y caracterizar los cambios de distribucion de
velocidad, presion, temperatura, concentracion, etc., que ocurren dentro del elemento de
volumen en funcion del tiempo. Al utilizarlo, las propiedades del fluido en movimiento
quedan descritas en funcion de las coordenadas espacio-temporales.

El balance sobre una superficie envolvente (AV) con los flujos de entrada y
salida de cantidad de movimiento por mecanismo molecular y convectivo; asi como, las
fuerzas externas que tienden a hacer que el fluido se desplace, las cuales pueden ser
volumétricas (como la atraccidon gravitacional) y las superficiales (como la presion) se

muestra en la figura 2.2.
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mec.molec

7, AXAYy|

z

mec.conv

pVv,V,AXAy

z

Ay fXXAyAZ mec.molec.

X+AX
mec.conv.

P pv. v AyAz

X+Ax

7, AyAz
pVXVXAyAZ mec.conv.
E = pAyAz‘X
V4
mec.mole
szAXAy z+Az \ /A%/émec.molec.
mec.conv 7’/53”‘ ZAX
PV V,AXAY N y
pVXVyAZAX ec.conv

' _» b= pAyAz‘

x+Ax

F, = mg = pAxAyAzg

Figura 2.2 Elemento de volumen de control en las inmediaciones de un campo de velocidades para la

realizacién de los balances de flujo de momento lineal y obtencién de la ecuacién de movimiento de un

fluido

La expresion vectorial de la ecuacion de balance de momento lineal en un fluido en

medio continuo, la cual corresponde a la ecuacidon de Movimiento en formulacion

Euleriana es

-V.7 -V.pw

Flujos de entrada-salida
de momento por unidad

Flujos de entrada-salida
de momento por unidad
de volumen, transportado - de volumen, transportado
por mecanismo molecular. por mecanismo convectivo.

-VP
Vector gradiente de
presion, y corresponde
a la diferencia de fuerzas
de presion por unidad de
volumen de un punto a
otro en el espacio.

2.3.2. Formulacion Lagrangiana

~ opv
+  pg = —
Fuerzas ot
gravitacionales Rapidez de acumulacién
que actiian sobre  de momento por unidad
el fluido. de volumen.

(2.4)

El punto de vista Lagrangiano consiste en la fragmentaciéon del fluido en

sistemas de masa fija y la caracterizacion de las coordenadas de posicion 1, velocidad
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Vv, y aceleracion a , de cada uno de ellos a medida que transcurre el tiempo, es decir, se
utiliza una técnica descriptiva que va siguiendo a los elementos identificables de masa
(tal como en la mecénica de particulas). La parte practica de este enfoque, consiste en la
idea de seguir el movimiento de masas de flujo a lo largo del campo de flujo, y observar
como se acelera y deforma en el campo de velocidades, describiendo esto desde un
sistema de referencia que se mueve con la velocidad del fluido.

La ecuacion vectorial diferencial que corresponde a la formulacion Lagrangiana

de la ecuacion de movimiento es

ov S - = -
P — + v-Vv = -V-T -VP +pg
Aceleracion del fluido Fuerzas viscosas  Gradiente de presion Fuerzas
Aceleracion del fluido por cambios de velocidad por unidad de volumen por unidad gravitacionales por
por cambios de velocidad ~ Con respecto a la posicion que actlan en el interior  de volumen. Unidad de volumen
local con respecto al tiempo en el campo de flujo. del fluido. (peso del fluido)

| (“aceleracion temporal")

(2.5)

En un fluido Newtoniano, el esfuerzo viscoso es proporcional a la relacion de
deformacion de corte (relacion de deformacion angular). Los esfuerzos pueden
expresarse en términos de gradientes de velocidad y las propiedades del fluido en

coordenadas rectangulares como sigue:

avy 8Vx avz avy 6Vx 6Vz
Txy: yx:lu + > Tyz:sz:lu -t > sz:sz: +
ox 0Oy oy o0z 0z 0x
2 ov 2 ov
T.=7_=-pP——uV-v+2 X ot =T, =-p——uvV-v+2 t 2.6
w =T TTPTTH P Ty Ty TTPSH ”ay (2.6)
2 -
T, =T, =—P—ZuV-V+2u—=,
3 V4

donde p es la presion termodindmica local.

Si las expresiones anteriores se introducen en las ecuaciones diferenciales de

movimiento (ecuacion 2.6), se obtiene

DV 8{7. — — 2 = —
2V S Y (5-V)F | = uvP - VP + pg. 2.7
- p[at (v )v} uv’>v pg (2.7)
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La expresion 2.7 es conocida como la ecuacion de Navier-Stokes en formulacion
vectorial, y en conjunto corresponde a la aplicacion de la segunda ley de Newton de la
mecanica clasica al movimiento del fluido.

En el caso de fluidos sin friccion (u = 0), la ecuaciéon de movimiento (2.7) se

reducen a la ecuacion de Euler,

Dv -
— = pg—VP. 2.8
p Dt pg (2.8)

Las ecuaciones de movimiento son dinamicas, esto es, estudia el movimiento

. 59
teniendo en cuenta las causas que lo producen. !

2.4. Tipos de Fluidos y Regimenes de flujo

Un fluido se define como una sustancia que se deforma continuamente bajo la
aplicacion de esfuerzos cortantes.

Existen basicamente tres tipos de fluidos desde el punto de vista de la dindmica
de fluidos, los cuales se les denomina Newtonianos, no-Newtonianos y Viscoeldsticos.

Un esquema general que muestra los tipos de fluidos es el siguiente:

—
Newtonianos

Pseudoplasticos

Sin esfuerzo inicial
Independientes

del Tiempo Dilatantes
. Con esfuerzo inicial — Plasticos
Tlpos de < No Newt.
fluidos Tixotropicos
Dependientes
del Tiempo

Reopécticos

Viscoelasticos

-

Figura 2.3 Esquema general de los tipos de fluidos
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La ley de Newton de la viscosidad establece que la fuerza de cizalla o de corte
por unidad de area es proporcional al gradiente de la viscosidad, dicha ley puede ser

expresada de la siguiente forma

dv
A 2.9
o u( drj (2.9)
donde
o = Esfuerzo de corte o de cizalla [=] Pa
? =y = velocidad de deformacion [=] s™
r

p = coeficiente de viscosidad [=] Pa-s.

Nota: unidades en el Sistema Internacional (SI).

Los fluidos que satisfacen la ecuacion (2.9) se les llama fluidos Newtonianos.
La experiencia practica demuestra que los gases y liquidos homogéneos no
polimerizados se comportan como fluidos Newtonianos. La viscosidad de los materiales
Newtonianos es independiente del gradiente de velocidad y, para una sustancia
determinada, es solo funcion de la temperatura y de la presion.
Sin embargo, existen muchas sustancias que no se comportan de acuerdo con la ley de
Newton; este tipo de fluidos se denominan no-Newtonianos. En éste tipo de fluidos, la
viscosidad es funcion de la temperatura, la presion y del gradiente de velocidad. La
mayor parte de los materiales no-Newtonianos son sustancias altamente viscosas, tales
como polimeros, tinta de imprenta, pastas de cemento, leche condensada, mermeladas
de frutas, mieles finales de la industria azucarera, masas de confituras, etc.
La relacion entre el esfuerzo cortante y la velocidad de deformacion no es lineal para
estos fluidos; ademas de diferenciarse en dependientes e independientes del tiempo.
Fluidos independientes del tiempo. A temperatura y presion constantes, la viscosidad de
estos materiales varia con el gradiente de velocidad de distintas maneras. Ademas, estos
fluidos se pueden clasificar dependiendo de si tienen o no esfuerzo inicial, es decir, si
necesitan un minimo valor de esfuerzo cortante para que el fluido se ponga en
movimiento. De acuerdo con esto, los liquidos y las pastas no-Newtonianas pueden ser
clasificados de la forma siguiente:
Fluidos Pseudoplasticos. Son aquellos liquidos cuya viscosidad disminuye con el

incremento del gradiente de velocidad; estos comienzan a fluir tan pronto como se les

[15]
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aplica un esfuerzo cortante. La mayoria de los fluidos no-Newtonianos pertenecen a esta
categoria e incluyen las soluciones o fusiones de polimeros, las grasas, las suspensiones
de almiddn, la mayonesa, ciertos fluidos bioldgicos, las suspensiones de detergentes, los
medios de dispersion d algunos productos farmacéuticos y las pinturas. Por lo general
pueden representarse mediante una ecuacion exponencial, que suele llamarse ecuacion

de Ostwald-de Waele

dv)
=k| —— <1), 2.10
° ( dr} (n ) ( )
donde
o = Esfuerzo de corte o de cizalla [=] Pa
? =y = velocidad de deformacion [=] s™
r

k = indice de consistencia [=] Pa-s"

n = indice de comportamiento al fluido [=] adimensional.

Para estos fluidos, en lugar del coeficiente de viscosidad, se utiliza frecuentemente un

coeficiente de viscosidad aparente u =k(7)"", la cual disminuye al aumentar el

aparete
esfuerzo cortante.

Fluidos Dilatantes. En estos liquidos, la viscosidad aumenta con el incremento del
gradiente de velocidad. Al igual que los Pseudoplasticos, también comienzan a fluir a
penas para valores de o >0.

Estos fluidos son mucho menos comunes que los Pseudoplasticos. Para caracterizarlos,
puede aplicarse la expresion (2.10), pero para valores de n >1. Algunas soluciones
dilatantes son la harina de maiz y la azucar en solucion, arena de playa hiimeda,
almidon en agua, silicato de potasio en agua y varias soluciones que contengan
concentraciones elevadas de polvo en agua.

Fluidos con esfuerzo inicial. Pldsticos de Bingham. Son materiales que poseen una
estructura determinada, por lo que, para que se comporten como un fluido, es necesario
romper esa estructura. Por esta razon, estos materiales comienzan a fluir para un valor

de o >0,,donde o, es el esfuerzo cortante inicial que se requiere aplicar para destruir
la estructura. Entre éstos fluidos estdn la margarina, las mezclas de chocolate, las grasas,

(16]
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los jabones, las suspensiones de granos en agua, la pulpa de madera y los lodos de

desecho. Su modelo reologico es de la siguiente forma
o=0,+uy para |G|>GO, (2.11)
donde

p = viscosidad cinematica [=] Pa-s.
Otro tipo de fluido que entra en esta clasificacion son los Casson.
La figura siguiente muestra la relacion entre el esfuerzo de corte (o) y la rapidez

de deformacion cortante (y ).

_ —Herschel-Bulkley

Esfuerzo PR -
de 1 ’ < — ,
Corte / ”,Plastlcos de Bingham
7/ R
c o
(o) /
/
/ Pseudopldsticos
1 o - Newtonianos

Dilatantes

o
»

Velocidad
de
Deformacion
(7)

Figura 2.4 Relacion entre el esfuerzo y la rapidez de deformacién para fluidos Newtonianos y no Newtonianos

Fluidos dependientes del tiempo. Existen sustancias no Newtonianas que, al ser
sometidas a un gradiente de velocidad constante durante un periodo de tiempo, sus
viscosidades cambian en el tiempo. Este es el caso de los materiales tixotropicos, en los
que la viscosidad disminuye con el tiempo, ejemplos tipicos de estos fluidos son: las
pinturas, el yogur, las tintas de impresion, la salsa de tomate, algunos aceites del
petrdleo, el nylon, etc. Por otra parte existen los fluidos reopécticos, en los que, por el
contrario, la viscosidad aumenta con el tiempo. Existen pocos fluidos de este tipo.

Algunos ejemplos son: el yeso y la arcilla bentonitica, entre otros.

[17]
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Regimenes de flujo. El flujo de un fluido a velocidades bajas, donde las capas de fluido

parecen desplazarse unas sobre otras sin remolinos o turbulencias, se llama flujo

laminar. A velocidades altas, donde se forman remolinos que imparten al fluido una

naturaleza fluctante, se llama flujo turbulento. La existencia de flujo laminar y

turbulento puede visualizarse con facilidad por medio de las investigaciones Oswald

Reynolds, quien demostré que los dos regimenes antes mencionados en tuberias,

dependen del didmetro de tuberia, de la densidad, la viscosidad del fluido y de la

(2.12)

velocidad del flujo.
El nimero de Reynolds para un fluido Newtoniano, puede ser calculado de la siguiente
manera
Re = Dvp ,
u
donde

Re = niimero de Reynolds = adimensional
D = didmetro = m
p = densidad = kg/m’

u = viscosidad = Pa -s.

Para el caso de fluidos no-Newtonianos, se utiliza el Reynolds generalizado

D'V7"p( 4n
Re,. cralizado = ,
generalizado 81171 k ( 3n + 1 J

donde

Re,, = Reynolds generalizado [=] adimensional
p = densidad [=] kg/m’

v = velocidad promedio [=] m/s

k = indice de consistencia [=]Pa-s"

n = indice de comportamiento al fluido [=] adimensional.

(2.13)

Para el caso de un fluido incompresible, cuando el nimero de Reynolds es menor a

2100 el flujo es laminar. Por otra parte, para valores superiores a 10000, el flujo sera

turbulento. 101!
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2.5. Medio Poroso

Un medio poroso es un material que consiste en una estructura o matriz solida
que contiene espacios o huecos interconectados, considerando que la fase solida es
rigida o presenta una deformacion despreciable. La interconexion de los huecos o poros
permite que exista el flujo de uno o mas fluidos a través del material. Para este caso, se
presentan dos situaciones que son:

Flujo en fase simple. Consiste de un fluido simple, el cual llena o satura los huecos.
Flujo bifasico. El cual consiste de la presencia de un gas y un fluido compartiendo el
espacio vacio del medio poroso.

Un solido que contiene huecos o vacios, conectados o no conectados entre si,
dispersos entre ellos de una manera regular o aleatoria pude ser clasificado como

material poroso, aunque existen otros tipos de casos.

Fig. 2.5 Tomografia digitalizada de una arena

A las entidades huecas se les ha denominado, en forma artificial, como: poros,
huecos, antros, cavidades, u oquedades. La International Union of Pure and Applied
Chemistry (IUPAC) ha recomendado la siguiente clasificacion de poros de acuerdo a la
amplitud d del hueco en cuestion: microporos (d < 2nm), mesoporos (2nm < d < 50nm) y
macroporos (d > 50nm). Los microporos, a su vez, presentan dos subgrupos llamados
ultramicroporos (d < 0.7nm) y supermicroporos (0.7 < d < 2nm).

Es importante distinguir entre dos tipos de poros o espacios vacios, uno que
forma una fase continua dentro del medio poroso, llamado “interconectado” o espacio
del poro “efectivo”, y el otro que consiste de poros o vacios “aislados” o “no

interconectados” dispersos sobre el medio, los huecos del espacio del poro son llamados
[19]
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espacios del poro total. Por otra parte, los espacios o poros no interconectados no
pueden contribuir al transporte de materia a través del medio poroso. Solamente
contribuiré el espacio del poro efectivo o interconectado.

Dos de las propiedades que se asocian con la mecénica de fluidos a través de
lechos porosos son la porosidad y la permeabilidad.
Porosidad. La cual se define como la fraccion del volumen total del material ocupado
por vacios o huecos. El simbolo empleado usualmente para este parametro es ¢. La

ecuacion (2.14), expresa lo dicho anteriormente

Vv
oo p Volumen de huecos' (2.14)
Vi Volumen total

Debido a que la porcion de volumen total no ocupada por poros, es ocupada por

los granos solidos o matriz del material, se tiene que

e o V, _ Volumen de solldos' (2.15)
Vi Volumen total

Normalmente se definen dos clases de porosidad, absoluta 6 total y porosidad
efectiva. La primera, corresponde a la fraccidn de espacios vacios con respecto al
volumen de bulto sin importar la conexion de poros. La segunda, es aquella fraccion del
volumen de bulto constituida por poros interconectados. Ocurre en muchas rocas
naturales, tal como en la lava volcénica, la cual presenta una alta porosidad total pero

esencialmente no presenta porosidad efectiva.

Fig. 2.6 Porosidad efectiva de un medio poroso, representada
por la linea continua.
[20]
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Los medios porosos se clasifican en naturales y sintéticos. En los primeros, la
distribucion y forma de los poros es generalmente irregular, mientras que en los
sintéticos, la distribucion y forma son uniformes. Ejemplos de los medios porosos
naturales son: arena de playa; madera; granos y cereales en almacenamiento a granel,
subsuelo (en estudios geotérmicos, edafologicos y de difusidn de contaminantes); masa
para panificacion, paredes celulares, etc., mientras que entre los medios porosos
sintéticos se tienen los lechos empacados de reactores cataliticos; materiales de

aislamiento y empaque; materiales de construccion, etc.

Fig. 2.7 Micrografia de barrido electrénico de una diatomea.

Muchas operaciones industriales en las dreas de ingenieria quimica, bioquimica,
metaliirgica entre otras, involucran el paso de un fluido a través de un lecho empacado
con particulas sélidas para obtener areas de contacto interfacial fluido-sélido o un buen
mezclado del fluido. Algunos ejemplos tipicos de aplicaciones que involucran a tales
sistemas incluyen reacciones heterogéneas con catalizador y cromatograficas, sistemas
de filtracion, torres empacadas de absorcion y destilacion, columnas para el intercambio
de iones, filtros empacados, migracion de desechos radiactivos a través del suelo y
muchas otras. ['*""

Otras aplicaciones importantes de los medios porosos en algunas éreas

cientificas se muestran en el cuadro 1

(21]
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Area Aplicaciones
Estudio del transporte de metabolitos a través de membranas celulares,
Bioingenieria disefio de bioreactores para fermentacion en estado solido, desarrollo

de biocatalizadores, etc.

Estudio de la cinética de secado, calculo de sistemas de refrigeracion,
disefio de procesos de esterilizacion. En estos casos, un enfoque
Ingenieria de Alimentos moderno es considerar a los alimentos como medios porosos, con el fin

de estimar sus propiedades termodinamicas.

Estudios de transporte de contaminantes en suelos, dinamica de los
Geomecanica yacimientos de arena, carbon, sal, etc., disefio de tuneles, estudios

edafologicos, etc.

Propiedades de yacimientos petroliferos, extraccion de petrdleo por
Industria Petrolera percolacion por gravedad, remediacion de zonas contaminadas

mediante surfactantes o con extraccion con vapor.

Cuadro 2.1 Ejemplos de algunas aplicaciones de los medios porosos en diferentes areas del conocimiento.

Permeabilidad. Puede ser definida, como una medida cuantitativa de la
facilidad con la cual un fluido se transporta a través de un medio poroso. Cuando solo
depende de la naturaleza intrinseca del sélido, se trata de un medio isétropo y esta
propiedad es un escalar. Por otro lado, cuando también depende de la naturaleza
geométrica del solido (propiedades direccionales de los poros), se trata de un medio
anisotropo y la permeabilidad se convierte en un tensor simétrico de segundo orden. ™!

La base de la teoria del flujo de fluidos a través de un medio poroso estd
fundamentada en una experiencia muy simple que desarrolldé Darcy en 1856, en la
ciudad francesa de Dijon. El ingeniero Henry Darcy fue encargado del estudio de la red
de abastecimiento de agua a la ciudad. Debia disefar filtros de arena para purificar el
agua, asi que se interes6 por los factores que influian en el flujo del agua a través de los
materiales arenosos.

El experimento de Darcy puede reproducirse en un equipo cominmente llamado
permedmetro, el cual consiste de un recipiente de seccién constante por el que se hace
circular agua, a este recipiente se le conecta en uno de sus extremos un deposito elevado
de nivel constante. En el otro extremo se regula el caudal de salida mediante un grifo
que en cada experimento mantiene el caudal también constante. Finalmente, se mide la

altura de la columna de agua en varios puntos.

(22]
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Q = Caudal.
m A = Area de seccién transversal.

Fig. 2.8 Permeametro de Darcy

Henri Darcy publicé una expresion obtenida a partir de sus experimentos, la cual
describe la velocidad media de flujo de un fluido homogéneo en régimen laminar, que

7 : Lol 16
pasa a través de un lecho poroso isotropico %

Vz—E(@—ng, (2.16)

en donde K es la permeabilidad del medio poroso, la cual tiene dimensiones de
L2. [18]

Aunque la naturaleza de la ley de Darcy es empirica, Greenkorn (1983) describe
que dicha ley es equivalente a las ecuaciones de Navier-Stokes, por lo que se emplea
como ecuaciéon de movimiento de un fluido a través de medios porosos y una de sus
aplicaciones practicas es el estudio de operaciones de filtracion. En forma

tridimensional, la ecuacion de Darcy toma la forma siguiente:
v:--(vﬁ—pg), (2.17)
u

La ley de Darcy evita la dificultad de representar el perfil de velocidad puntual
por la introduccion de una velocidad promedio definida como el cociente del flujo

volumétrico a través de una seccion dada del medio poroso. En un flujo unidimensional,

(23]
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la velocidad promedio se conoce como velocidad aparente o velocidad superficial !'*.

En la postulacion de la ley de Darcy se han hecho varias consideraciones tales como: los
efectos inerciales se han ignorado y las pérdidas por friccion se han balanceado
solamente con la caida de presion y las fuerzas volumétricas, flujo saturado, fluido
homogéneo, isdtropo e incompresible. Por lo tanto, esta ley es s6lo valida para pequefias

3191 Una desventaja original de la ley de Darcy, es que no

velocidades de flujo !
requiere de la condicion de la velocidad en las fronteras del medio poroso (paredes que
lo contienen), lo cual hace que dicha ley sea Uinicamente valida lejos de estas fronteras.
Con base en lo anterior se han publicado una serie de modificaciones a la ley de Darcy,

algunas de las cuales se comentan a continuacion.

2.5.1. Modelos de permeabilidad

La filtracion puede ser descrita matematicamente de muchas formas. La forma
mas sencilla es la antes mencionada en la ecuacion (2.16) por Darcy para fluidos
Newtonianos. Para el caso de fluidos no-Newtonianos que siguen la ley de la potencia

una expresion utilizada es la siguiente

LA
VP

: (2.18)

donde K es la permeabilidad, k es el indice de consistencia, n indice de comportamiento
al fluido, v la velocidad del fluido, ¥ velocidad de deformacion y AP es la caida de
presion.

Un modelo propuesto por Kozeny-Carman para el proceso de filtracion es la siguiente

S (2.19)

donde Ky es la constante de Kozeny, Sy factor de forma, y ¢ la porosidad media. El

factor de forma es encontrado a partir de la siguiente expresion

[24]
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__ area superficial de la fase solida

S, (2.20)

volumen de la fase solida

Resultados obtenidos de trabajos experimentales, Ergun propone una relacion para
diferentes factores de forma, para el caso de la filtracion en la que estan involucrados

solidos de forma cilindricos

_ (5d) e 2.21)
150(1-¢)’

., . .y o . . 20-
En la ecuacion anterior d es el didmetro de los cilindros y g constante gravitacional. !
22]

2.5.2. Factores de friccion en lechos empacados

El flujo de fluidos a través de lechos empacados con particulas es frecuente en
diferentes ambitos. Son frecuentes en la industria los equipos que cuentan con lechos
empacados, a través de los cuales se mueven uno o varios fluidos, tal como sucede en el
secado, humidificacion, absorcion, destilacion y en los reactores empacados.

Por ejemplo; en la industria quimica ocurre en los convertidores de SO -SO , en
2 3

la reduccion en altos hornos; en la industria alimentaria, en las torres de secado de
legumbres; en quimica analitica, en el flujo de un gas a través de una columna de un
cromatografo, etc.

Las pérdidas de presion que sufre un fluido al pasar a través de un lecho empacado estan

relacionadas con los nimeros de Reynolds mediante férmulas del tipo

2APg.D,

Vol :¢(NR6). (2.22)

En la ecuacion anterior, AP es la caida de presion debida a la friccion.
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Experimentalmente se ha encontrado que el comportamiento de la caida de presion en

los lechos empacados al aumentar la velocidad es la siguiente Nge

Log AP

Log Nge

Figura 2.9 Comportamiento de la caida de presion en funcion
del mimero de Reynolds en Lechos empacados.™!

Entre los puntos A y B de la figura 2.9, el lecho es estable y la caida de presion y el

Reynolds estan dados por

(2.23)

Para flujo laminar, si el nimero de Reynolds esta por debajo de la unidad se tiene

150
= 2.24
f Re (2.24)
en donde
D
Re = —210P (2.25)
(1-¢)u

[26]
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Al sustituir la ecuacion (2.25) y (2.24) en (2.23) obtenemos una expresion utilizada a

menudo en lechos empacados, la cual es la denominada ecuacion de “Blake-Kozeny”

1504y, (1-¢)°
D g

P

AP (2.26)

Es importante destacar la enorme sensibilidad de la pérdida de carga con la porosidad.
Asi, si la porosidad del lecho cambia de 0.5 a 0.6 la pérdida de carga se reduce 2.7
veces.

Para régimen altamente turbulento (Re mayor que 10%), se utiliza la ecuacion de "Burke-

Plummer":

, 2.27
A (227)
La suma de las ecuaciones (2.26) y (2.27) conduce a la ecuacion de “Ergun”:

1-¢)’ 2 (1-
AP — 150/;1/0 ( 38) +1.75upv0 ( 38)' (2.29)
D, £ D, e
En la que
=10 75, (2.29)
Re

Para elevadas velocidades de flujo el primer término de la ecuacion (2.28) se vuelve
despreciable frente al segundo y se obtiene la ecuacion de "Burke-Plummer", mientras
que para bajas velocidades es el segundo término el que se vuelve despreciable y tiende

a cumplirse la ecuacion de "Blake-Kozeny”.!#=%
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CAPITULO 3
REDES DE BOLTZMANN

3.1 Bases de la Teoria Cinética y la Ecuacion Clasica de

Boltzmann

Como se menciono en el capitulo 1, para la solucién de problemas complejos
de dindmica de fluidos, existen tradicionalmente dos tipos de enfoques: el primero, de
tipo macroscopico, el cual parte de un nivel desde un punto de vista continuo, con el
planteamiento de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, como por ejemplo las
ecuaciones de Navier-Stokes para flujo incompresible, y la utilizacion de técnicas
numéricas para su soluciéon. El segundo enfoque denominado microscépico se
fundamenta principalmente en la teoria cinética de los gases y la mecanica estadistica.
En contraste a la aproximacion del medio continuo, la teoria cinética asume que un
fluido estd constituido de un gran nimero de moléculas, y el movimiento de ellas
obedece a la mecénica de Newton. Resolver directamente el sistema, implicaria tener
muchos grados de libertad, que son del orden del namero de Avogadro (107), lo cual
resulta imposible. Sin embargo, el objetivo no es estudiar el movimiento individual de
las moléculas que constituyen el fluido, lo que interesa es el comportamiento colectivo
de estos sistemas. Por lo que, una descripcion estadistica es inevitable . Algo que
resulta aceptable en la teoria cinética es utilizar en su lugar, funciones de distribucion

de particula. Para tal caso, basta definir una funcién de densidad de particula en el
espacio fase n(f,V,t) que depende Unicamente de la posicion de la particula y de su

velocidad como

(30]
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(f v,t ) d’rd’v = numero esperado de particulas en d’r alrededor de T con velocidad 3.1

en d’v alrededor de V en el tiempo t.

Esta funcion contiene toda la informacion que se requiere normalmente para la

descripcion de los procesos. Integrando n(f,V,t) sobre la velocidad, se obtiene la

densidad de particula (N(f, t) d’r = niimero esperado de particulas en d’r alrededor de T

en el tiempo t)
N(F,t) = [d*vn(,9,t). (3.2)

Al normalizar n(f,V,t) se obtiene una funcion de distribucion de probabilidad o

funcion de densidad con una normalizacion unitaria ( j d*vE (,V,t)=1) PP

(3.3)

Es importante mencionar que, tanto la densidad del fluido “p”, la velocidad "u"  asi

‘6 2

como la energia interna pueden encontrarse por medio de la funcion de distribucion

f por medio de la conservacion de esas cantidades, de la forma siguiente

p(Ft) = [mf (¥.9,t)dv

mf
p(T,t)u(r,t)= '[mcf (T,9,t)dv (3.4)

plF)e(7.0) =5 fm (79,00,

=l

(¢]
gl

donde m es la masa molecular y uy es una velocidad peculiar 1, =c—1, la velocidad de
la particula con respecto al flujo del fluido. La energia interna es (e =3k,T/2m), donde

T es la temperatura y kg es la constante de Boltzmann.
Un fluido puede considerarse como un medio continuo cuando el fluido es

denso; esto es, que las particulas se encuentran muy cercanas no dejando espacio entre

(31]
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ellas, en tal caso las ecuaciones fundamentales que gobiernan la evolucion del fluido
son del tipo de Navier-Stokes (NS).

Por otro lado, en un fluido real, las particulas interactian fuertemente y
continuamente. En un gas rarificado, las particulas se mueven mas tiempo como
particulas libres, excepto cuando ocurren colisiones de cuerpo binarias. Cuando el
numero de Knudsen (ver capitulo uno) no es suficientemente pequefio, el fluido puede
ser considerado como un flujo de un gas rarificado; por el contrario, cuando el nimero
de Knudsen es pequetio, el fluido podria considerase como un medio continuo, como ya
se ha mencionado.

El método de RB se basa en la aproximacion del fluido como un gas rarificado (6 gas
diluido) de particulas. Tal gas rarificado puede ser descrito por la ecuacién de
Boltzmann que fue derivada por vez primera en 1872 por Ludwig Boltzmann'*. Las
ecuaciones de NS pueden ser derivadas de la ecuacion de Boltzmann en un cierto limite.

Como se vio anteriormente, una descripcion estadistica de un sistema

puede ser realizada en términos de la funcion de distribucion f(7,v,t),

donde f(f,?/,t) es definida de tal forma que f(f,?/,t)dfd?/ es el

numero de moléculas a tiempo t situada entre T y r+dr y que tiene

velocidades en el rango v — v+dv.

La derivacion e la ecuacion de Boltzmann puede realizarse, considerando un gas en el

que actiia una fuerza externa F y ademds asumiendo que inicialmente no ocurren
colisiones entre las moléculas del gas. A tiempo dt la velocidad v de cualquier
molécula cambiard a v+ Fdt y su posicion T irda 1+ vdt.

Entonces el numero de moléculas f (f,?/,t)dfd?/ es igual al nimero de moléculas

f (? +vdt, v+Fdt, t+ dt) drdv, que puede ser expresado como
f(f +vdt, v+ Edt, t + dt)dfdv —f(%,9,t)drdv =0. (3.5)

Sin embargo, si ocurren colisiones entre las moléculas, estas se pueden ser

representadas como la diferencia neta, entre el nimero de moléculas
f (?+\7dt,?/+13dt,t+dt)dfdv y el nimero de moléculas f (f,?/,t)dfd?/. Esto puede
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escribirse como Q(f ) drdvdt donde Q(f ) es el operador de colision. Esto da como

resultado la siguiente ecuacion que describe la evolucion de la funcion de distribucion:
f(f +vdt, v+ Fdt, t + dt)dde —f(F,v,t)drdv = Q(f ) drdvdt. (3.6)

Dividiendo la ecuacion (3.6) por drdvdt y tomando el limite cuando dt — 0 se obtiene

la ecuacidon de Boltzmann

g-i—Vaﬁ-i-Faﬁ:Q(f). (3.7)

ot or, ov,
El primer término del lado izquierdo de la ecuacion (3.7) es la razon de tiempo
de cambio de f, el segundo término es el cambio debido a la variacion de la velocidad y
el tercer término es el cambio de f debido a la fuerza de cuerpo F, que influye en la
velocidad de la molécula. El término del lado derecho es conocido como el término de
colision, el cual representa la colision o encuentro de la molécula considerada con otras
moléculas en el campo de flujo. Cualquier solucion de la ecuaciéon de Boltzmann
requiere de una expresion para el término de colision Q(f). La complejidad del mismo,
lleva a la busqueda de modelos mas simples de los procesos de colision, para facilitar el
andlisis matematico. Tal vez el modelo de colision mas conocido sea el propuesto en

forma simultanea por Bhatnager, Gross y Krook y Welander'! y se conoce como el

modelo BGK:

Quex (F) m 0| £9(V) =1 (F,9.1) ]. (3.8)
Aqui v es un parametro ajustable y f* (f,?/,t) es la distribucion de equilibrio
termodindmico local (la cual se explicard en la siguiente seccidon). Algunas veces se
refiere a este modelo como la aproximacién de “tiempo de relajamiento Unico”, ya que
en ausencia de dependencia espacial, implicard que f(t)—>f*(V) de modo
exponencial en tiempo como exp(—vt) . Este modelo conserva propiedades importantes
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del término de colision de la ecuacion de Boltzmann. Por ejemplo, satisface el teorema
H y obedece las leyes de conservacion de masa, momento y la energia (por tanto,
conserva la estructura de las ecuaciones de la hidrodinamica); es decir, preserva los
invariantes de colision.

El término de colisién con el modelo BGK por lo general es escrito de la siguiente

forma

£ —f
Qe (F)=—— (3.9)

Sin conocer la forma de Q(f) varias propiedades pueden ser deducidas. Si

durante la colision se conserva masa, momento y energia, se requiere que

j v Q(f)dv=0. (3.10)

Los términos ,,i=0,..,4donde w,=Ly,=v,W,=Vv,,W,;=V, ¥y ¥,=V’ son
frecuentemente llamados invariantes de colision, ya que I wQ(f)dv=0

Cualquier combinacion lineal de los términos y; son también variantes de colision.

En la teoria cinética ordinaria de un gas neutro, se considera la ecuacioén de
Boltzmann con el término de colision solamente para colisiones binarias y se desprecia
la fuerza de cuerpo F,. Esta ecuacion simplificada de Boltzmann es ya una ecuacion
integro-diferencial no lineal, para la cual su solucion resulta ser complicada para
problemas practicos de flujo. Sin embargo, la ecuacion de Boltzmann sirve para dos
aspectos importantes en el estudio de dindmica de fluidos. En primer lugar, la ecuacion
fundamental de mecénica de fluidos desde el punto de vista microscopico puede ser
derivada de la ecuacion de Boltzmann. Por una primera aproximacion, se podria obtener
las ecuaciones de Navier-Stokes a partir de la ecuacion de Boltzmann. En segundo

lugar, la ecuacion de Boltzmann puede dar informacion acerca de los coeficientes de
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transporte tales como el coeficiente de viscosidad, coeficiente de difusion y coeficiente

de conductividad térmica. ("]

3.2 Funcion de Distribucion de Equilibrio y Teorema-H

La ecuacion (3.6) con el término de colisién descrito anteriormente para el caso
de colisiones binarias, no es lineal. Por tanto, la resolucion es tarea dificil en todas las
situaciones con excepcion de las mas triviales. No obstante, existe una solucion de
cierta importancia de la ecuacion de Boltzmann que no es trivial, la cual se conoce
como la funcion de distribucion Maxweliana. Para tal caso, la ecuacion de Boltzmann
presenta un comportamiento irreversible, y la funcidon de distribucion tiende hacia la
distribucion Maxwelliana, la cual representa la situacion de un gas uniforme en estado
estacionario.

Para la derivacion de la funcion de distribucion Maxweliana, se hacen las siguientes
suposiciones:

(1) Ausencia de fuerzas externas F,, y

(i) el estado del gas es uniforme, por lo que, la funcién de distribucion f(T,V,t)

es independiente de las coordenadas espaciales 1, es decir, f =f (\7,‘[).

Tomando en cuenta estas condiciones, la ecuacion de Boltzmann (3.7) con término

de colisidn binaria es

of = e .
azznﬂ(ff—ff)gob dbdv'. (3.11)

Donde se asume que la particula es esféricamente simétrica, por lo que la
integracion con respecto al angulo ¢ puede ser evaluado inmediatamente.

Por otra parte, si se define una funcion H tal que

H:jf.lnf.dv. (3.12)
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La ecuacion (3.12) puede diferenciarse con respecto al
tiempo| OH/dt = [(1+1In£)af/2tdv |, y de esta forma sustituir %, de la ecuacién (3.11)

para obtener

aa_il:27zmg0b(ﬁ'—ff')(1nf+1)dbdv'dv. (3.13)

Si se consideran las colisiones inversas; es decir, particulas con velocidades v y

v'colisionando y moviéndose fuera, con velocidades vy v'. El resultado de estas

colisiones sera

aa_il: 27 [[[ g,b(FF '~ ff ") (In '+ 1) dbdv'dv. (3.14)

Ya que dvdv'=dvdv'. Sumando las ecuaciones (3.13) y (3.14), ademas de

dividir por dos tenemos

aa—il:nﬂjgob(ﬁ'—ff')[lnf +Inf'+2]dbdv'dv, (3.15)

cambiando las variables V<> v y V'<> V' se obtiene
M _ nm gob(FF'—ff")(~Inf —In '~ 2) dbdvdv". (3.16)
ot

Ahora bien, si se suman las ecuaciones (3.15) y (3.16), ademas de dividir por dos

tenemos

aH L P ff[ g'}dbd\“f'dv. (3.17)

Se puede observar que(ﬁ'—ff ')ln(ff/ﬁ,)éo y todos los otros términos en el

integrando de la ecuacion (3.17) son positivos se tiene

[36]



Redes de Boltzmann

oH
—<0. 3.18
o (3.18)

La expresion anterior se conoce como el teorema H de Boltzmann e indica que
H nunca puede incrementar. Ya que H no puede aumentar pero si tender a un limite,

éste podria corresponder a la situacion en que 6H/ot = 0. Que es posible solamente, de

acuerdo a la ecuacion (3.17), si (E': ff '). Esta condicién se conoce como balance

detallado y puede ser expresado equivalentemente como (lnf +Inf'=Inf+Inf ')

Por tanto, si f*es la distribucion de equilibrio, entonces Inf*es un invariante de

colision y puede ser de la forma {ln £ = Zaiy/i i= 0,1,...,4}. Donde y, son los

1

invariantes de colision (ecuacion 3.10) y o, son constantes. Esto puede reescribirse

como

, 2 , 2
lnfeqzln(a(;)—a;lm e L vy — Sl
2 a, a, (3.19)

donde a,=exp(q,),a, =a,/m,a, =a,/m,0o; =a;/m y a, =2a,/m.
Con V=(v-d')/a, enlacual &':(ai,a;,a;) se puede escribir como

£ = gV, (3.20)

La ecuacion (3.20) es la funcion de distribucion de Maxwell para un gas y
describe el estado de equilibrio de la funcion de distribucion f. La forma de las
constantes puede ser encontrada por la sustitucion de la ecuacion (3.20) en la ecuacion
(3.4) para dar la forma mas comun de la funcion de distribucion de Maxwell

¥ o2
j exp{ﬂ}. (3.21)

2k, T

eq :£
m | 27k, T
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El teorema H muestra que cualquier funcion de distribucion f tiende hacia su
estado de equilibrio ! para tiempos largos.

Para el caso de un sistema que no es uniforme, éste no estd en equilibrio
termodindmico y por consiguiente no puede obedecer la ley de distribucion de
velocidades de Maxwell. Sin embargo, si el “alejamiento del equilibrio” no es grande,
puede considerarse con una aproximacién muy buena, que todo volumen pequefio del
mismo (pequefio en la escala macroscopica) esta en equilibrio (considerada como un
subsistema). Esto se debe a dos razones. Primero, que incluso porciones diminutas de
un gas contienen un nimero muy grande de moléculas. Segundo, que el tiempo
necesario para que se establezca el equilibrio dentro de un pequefio volumen es muy
breve en comparacion con el tiempo necesario para que los procesos de transporte
logren establecer el equilibrio del pequeio volumen con el resto del sistema (esto es
cierto siempre y cuando los gradientes de concentracion, temperatura, etc. no sean
demasiado grandes). En consecuencia, puede suponerse que existe equilibrio
termodinamico local y por lo tanto la distribucion de velocidades dentro de cualquier
elemento de volumen (macroscopico) del medio es Maxweliana, aunque la densidad, la

temperatura y la velocidad macroscépica varien de un punto a otro. !

3.3 El Método de Redes de Boltzmann

El Método de Redes de Boltzmann (MRB), en su forma mas sencilla, consiste de
una red (rejilla) discreta, cada sitio (nodo) de ésta rejilla, esta representados por la
funcion de distribucion Unica a esos sitios. La cual es definida por la velocidad de una
particula y limitada a un grupo discreto de velocidades permitidas. Durante cada paso de
tiempo discreto para la simulacion, el movimiento o salto de particula a sitios de rejilla
proximos, a lo largo de su direccidon de movimiento, puede ocurrir una colisiéon con otra
particula al llegar éstas al mismo sitio. El resultado de las colisiones se determina por
medio de la solucién de la ecuacion cinética de Boltzmann para la nueva funcion de
distribucion de la particula a ese sitio, y de esta forma se actualiza la funcion de

12],

distribucion de la particula "} ¥ Especificamente, la funcion de distribucion de la

particula en cada sitio f, (i, t) , se define como la probabilidad de encontrar una particula

(38]



Redes de Boltzmann

con velocidad de direccion ¢, donde cada valor del subindice i especifica cada una de

las direcciones permitidas del movimiento. La figura 3.1 (a) muestra las direcciones

permitidas para una rejilla en 2D y (b) en 3D.

6 2 5
[ ) ® [ )
h
3 e e 1
(a) ° 4: .
7 4 8

Fig. 3.1 Direcciones permitidas para el movimiento de particulas. (a) Modelo D2Q9, Modelo D2Q15.

En la figura anterior, se muestran las direcciones de los vectores de rejilla para
un modelo D2Q9 (bidimensional con nueve direcciones de velocidad), de los cuales
cuatro sitios corresponden a vecinos cercanos (derecha, izquierda, arriba y abajo). Otros
cuatro puntos de los vectores de rejilla a lo largo de las caras diagonales de los
siguientes sitios, a lo largo de estas diagonales. De esta manera las particulas pueden
viajar en ocho direcciones para cada sitio de la rejilla. El circulo en el centro del
cuadrado representa el vector ¢€,, el cual tiene un valor de cero y representa particulas
que no tienen movimiento, es decir, particulas en reposo. Luego entonces, se tiene un
total de nueve niimeros reales que describen la funcion de distribucion de la particula
para un sitio de rejilla.

El proceso de la propagacion y colision de particulas se da generalmente en dos
etapas: la primera, es para denotar el avance de las particulas al siguiente sitio de rejilla

a lo largo de las direcciones de movimiento, esto es para cada paso de tiempo At. El
momento en direccion i en el sitio X y tiempo t esta dado por fi(i,t)éi. La figura 3.2

ilustra el ejemplo de la distribucion de momento en dos dimensiones.
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szez

> flAel

y
Ioe file, fle

B
Momentum total al sitio de rejilla A = Z fle
i=1

Fig. 3.2 Representacion de los momentos para cada direccién del modelo D2Q9.

La segunda etapa es para simular las colisiones de las particulas, la cual causa
que estas se propaguen en direcciones diferentes en cada sitio de la rejilla. Las
reglas se seleccionan de modo que se conserve energia total y momento en cada sitio

de la rejilla.

: Y

[ [ [ J
Distribucién de Particula Distribucién de Particula
antes del paso de después del paso de
propagacion propagacién

Fig. 3.3 Etapa de Propagacion de las funciones de distribucion a sus siguientes nodos vecinos
(modelo D2Q)9).
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Para asegurar que las particulas tengan velocidades promedio igual a cero en las
fronteras (paredes perpendiculares y paralelas al flujo), normalmente se proponen

condiciones de frontera “bounce-back”. 14} [1%]

3.3.1 La Ecuacion General de Redes de Boltzmann

El modelo de Redes de Boltzmann (RB) puede ser descrito por medio de la siguiente

ecuacion
£ (R+8,t+1)—f (%, t) =—=[ £ (X,1) - £ (%,1) ], (3.22)

donde f;(X,t) es la probabilidad de encontrar una particula con velocidad € en la
posicion X y tiempo t. T es el pardmetro de relajacion, el cual se relaciona con la

viscosidad para simulaciones hidrodindmicas. f*(X,t) es la funcién de distribucion de

equilibrio, la eleccion de ésta es muy importante ya que de ella depende recobrar las

81

ecuaciones de Navier Stokes La distribucion de equilibrio utilizada en las

simulaciones realizadas en el presente trabajo es (ver apéndice A para mayores detalles)
[6,16-20]

p e ) PR L (3.23)

La principal diferencia entre la ecuacion (3.22) y la ecuacion (3.7) de Boltzmann, es la
estricta discretizacion del espacio fase (ver apéndice A para mayores detalles). En la
ecuacion anterior las variables tiempo y espacio son discretas, ademads en el espacio de

velocidad solamente un nimero pequefio de valores son permitidos.

Las variables macroscopicas, densidad p(i,t) y velocidad ﬁ(i,t) son definidas como

momentos de la distribucion de velocidad discreta f; (X, t) como
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p(i,t)=§fi(i,t)

n £ (%0F, (3.24)
u(x,t)=-= :

p(%:1)

El modelo de RB utilizado en nuestras simulaciones es el D2Q9, el cual ha mostrado
producir un correcto comportamiento hidrodindmico para un fluido incompresible y
recobrar las ecuaciones de Navier Stokes (ver apéndice B para mayores detalles) en el
limite de pequefios nimeros de Mach y de Knudsen *'. Con la viscosidad cinematica v

y presion del fluido p, dada por
1 ( lj
v=—|T-—|,
3 2 (3.25)

en la que ¢, (V1/3) es la velocidad del sonido expresada en unidades de rejilla.

En forma general, los pasos basicos para el algoritmo del modelo de RB, consisten

principalmente en

1. Con una densidad inicial y momento dados, calcular la funciéon de distribucion

de equilibrio (3.23) y entonces igualar las funciones (ffq = f)

1

2. Propagar a sus siguientes vecinos, utilizar la ecuacion (3.22)
3. Calcular la nueva densidad y momento (ecuacion 3.24)

4. Calcular la nueva funcion de distribucion de equilibrio, y entonces ir al paso 2.

El algoritmo anterior en forma general, muestra una forma sencilla el uso de la ecuacion

de RB para la simulacion de fluidos. !'* %
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CAPITULO 4
SIMULACION DE FLUIDOS DE LA LEY DE POTENCIA A
TRAVES DE MEDIOS POROSOS Y SUS APLICACIONES

En este capitulo, se muestran las propuestas y resultados de las simulaciones de
fluidos no Newtonianos a través de medios porosos utilizando el método de Redes de
Boltzmann (RB). Primeramente en la seccion 4.1, se propone un nuevo parametro de
relajacion en funcion de las variables reoldgicas n y k (indice de comportamiento al
fluido e indice de consistencia respectivamente), para simular fluidos no Newtonianos.
Los resultados obtenidos de las simulaciones mencionadas anteriormente, fueron
comparados con los obtenidos con la solucion analitica de las ecuaciones de Navier-
Stokes, con la finalidad de ver que tan factible era nuestra propuesta. Posteriormente, en
la seccién 4.2, se realizaron simulaciones en medios porosos, implementando el método
de RB para el caso de Medios porosos arbitrarios y Medios porosos aleatorios. En los
primeros se insertaron bloques en forma arbitraria en la rejilla y en los ultimos, se
utilizé “el método de Box-Muller” que es un generador de nimeros aleatorios. Para
ambos casos se utilizo la ley de Darcy modificada para fluidos de la potencia. En estos
medios se calcularon, campos de flujo, perfiles de velocidad, perfiles de presiones,
perfiles de esfuerzos, caidas de presion, asi como permeabilidades. Se elabord un
programa computacional para simular fluidos no Newtonianos a través de medios
porosos, el cual resulta ser valido para porosidades que van del 10 al 70%, obteniendo
un error maximo de 6.8% para porosidades del 10%. En la seccion 4.3, se propone la

simulacion con el método de RB en torres empacadas con soluciones de almidon de
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sago y en las cuales se pudo calcular variables tales como; el nUmero de Reynolds
generalizado, perfiles de velocidad, perfiles de esfuerzos, caidas de presion,
permeabilidades, asi como factores de friccion. Algunas de estas variables fueron
comparadas con modelos utilizados ampliamente en la industria quimica, propuestos
por Ergun y Blake-Kozeny. En lo que concierne a la seccion 4.4, se presenta un
enfoque para calcular bandas de distribuciones de permeabilidad, a partir del método de
RB; para este punto se propone una expresion para la permeabilidad en funcion de la
viscosidad aparente. Por ultimo, en la seccion 4.4, se correlaciono el efecto de la
aleatoriedad, porosidad y permeabilidad con los pardmetros reoldgicos de fluidos no
Newtonianos, prediciendo distribuciones de probabilidad. Las cuales son de gran

importancia en diferentes areas de interés cientifico.

4.1 Validacion del modelo. Soluciéon analitica de la

ecuacion de movimiento para un fluido de la potencia

Los modelos que hacen uso de técnicas numéricas son utilizados para simular
sistemas fisicos, los cuales necesitan ser validados contra experimentos o resultados
analiticos. En esta seccion se deriva la solucion analitica para un fluido Newtoniano y
no Newtoniano (ley de potencia) de un flujo unidimensional dentro de un conducto
rectangular.

Para obtener la solucién analitica a partir de la ecuacion de movimiento, se inicia
el analisis con el paso de un fluido no Newtoniano a traves de un canal rectangular (ver
figura 4.1), el cual presenta un comportamiento de la ley de la potencia (fluido de
Ostwald de Waele):

o =kj", (4.1)
donde
o es el esfuerzo de corte [=] Pa

y €s la velocidad de deformacion [=] st

k es el indice de consistencia [=] Pa-s"

y “n” el indice de comportamiento al fluido [=] adimensional.
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Note que en la ecuacién anterior, sin =1y k = u se obtiene la ecuacién de la ley de la
viscosidad de Newton para un fluido Newtoniano. Se puede suponer que el fluido
circula en régimen laminar, en la que el ancho del conducto rectangular W es
considerablemente mayor que el espesor B. El conducto estd situado en posicion
horizontal. Otras suposiciones que se utilizan son: fluido isotérmico e incompresible en

estado estacionario y flujo unidimensional.

< L \\

Salida

w de flujo

Entrada

de flujo 4

n
»

X

Figura 4.1 Flujo de un fluido no Newtoniano a través de un canal rectangular

El movimiento del flujo del fluido es gobernado por la ecuacién macroscopica
de Navier-Stokes, para el caso de un fluido no Newtoniano, se usa la ecuacion de

movimiento en formulacion Lagrangiana (ver capitulo 1).

p[%+\7V-\7}=—VI3—V-f+pQ. (4.2)
La ecuacion para el componente vy a partir de la ecuacion 4.2 es

OX

X X X X
+

ov ov v, v op (or, Ot, or
p =+ +V, = +
ot ox oy 0z

+—= [+ . 4.3
x oy aszgx (4.3)

Al eliminar algunos términos de acuerdo a las suposiciones hechas

anteriormente; asi como la observacion del fendbmeno a partir de la figura 4.1 se tiene
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dP _dry

4.4
dx dy (4-4)

Resolviendo la ecuacion 4.4, y tomando como condicion limite 7, =0;y =32 se

tiene el siguiente perfil de esfuerzos

T :A—LP(32—y). (4.5)

yXx

Igualando el perfil de esfuerzos con la ley de la potencia ecuacién (4.1), para un fluido

no Newtoniano y tomando como condicion limite a v, =0;y =1 se obtiene el perfil de

velocidades para un fluido no Newtoniano

;4 o\t
] e
kL n+1 31

Una forma de adimensionalizar la ecuacion 4.6 es simplemente dividirla por la
velocidad media. Esta se define matematicamente por el cociente entre el flujo

volumeétrico y el diferencial de &rea:

Q_[[v-eA 4.7)

VTR oA

Para el caso de un fluido que obedece a la ley de potencia, la velocidad media a partir de
la ecuacion (4.7) viene dada por

%
v:(A—Pj (—n j31"” 63+ [—n J[—szﬁ”—slﬁ”} (ij (4.8)
kL n+1 317\ 2n+1 63

Por lo que, la velocidad adimensional para un fluido No Newtoniano es, !
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(69) {1{?)}

A . (4.9)
Y

63+ - ( 4 j[—szﬁ*z—sﬁ*z}
317 2n+1

Una de las contribuciones del método que se presenta en este trabajo involucra
una modificacion del LBGK presentado por Aharonov and Rothman®, N.
Rakotomalalal®, E. Boek!”), y S.P. Sullivan®, para fluidos no Newtonianos (Ostwald-
de-Waele), el cual consiste en proponer al parametro de tiempo de relajacion t
contenido en la ecuacion (3.22), en funcion de la viscosidad aparente que a su vez,

involucra los parametros reoldgicos n y k de manera que

n-1
A (4.10)
2 dy

Esta Gltima ecuacion es la que se introdujo en la ecuacion (3.22), para las
simulaciones con RB; ademas se utilizaron condiciones periddicas en la entrada y salida
del fluido, asi como condiciones de frontera “de rebote” en las paredes con un tamafio
de rejilla de 64 x 64. Las simulaciones realizadas fueron para fluidos de la potencia con
pardmetros reoldgicos de n = 0.33, 0.56, 1.0, 2.0 y k = 0.001, 0.005, 0.5, y 10
respectivamente. Estas, se efectuaron en una rejilla de 64 x 64 con una fuerza aplicada
al fluido de 0.005, el estado estacionario fue alcanzado después de 30,000 pasos de
tiempo. Los Perfiles adimensionales de velocidad con el método de RB y con solucién
analitica para las ENS se muestran en las figuras 4.2 y 4.3. La comparacion de estos
resultados presentan un error del 2%. Cabe mencionar que la méxima diferencia ocurre
en las paredes del conducto, debido a la utilizacion de las de las condiciones de rebote.

Las simulaciones también se realizaron con una rejilla de 200 x 200,

disminuyendo el porcentaje de error menor al 1%.
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4.2 Fluidos no Newtonianos a través de medios porosos

Medio Poroso Arbitrario. Para simular el flujo de un fluido no Newtoniano del
modelo de potencia o también conocido como de Ostwald de Waele, a través de un
medio poroso se elabord la metodologia, asi como la construccién de un programa
computacional. Para este tipo de fluido (potencia) se utilizd la ley de Darcy modificada

propuesta por Savins™®. La cual puede ser representada de la siguiente forma

q=CG, (4.11)

en la cual

q = flux volumétrico [=] m-s™

G = gradiente de presion [=] kg-m?s™

C = constante que depende del fluido, asi como del medio

n = indice de comportamiento al fluido [=] adimensional.

Para el valor de n = 1, la ecuacién 4.11 se reduce a la bien conocida ley de
Darcy. La simulacién se realizd proponiendo cinco medios porosos generados
arbitrariamente, esto con la finalidad de garantizar la percolacion del fluido, en una red
de 64 x 64 con porosidades de 64.84, 66.60, 68.75, 70.11 y 71.87%. La figura (4.4)

muestra los medios porosos antes mencionados.
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POROSIDAD 64.84 %

POROSIDAD 66.60 %

POROSIDAD 68.75 %
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POROSIDAD 70.11 %

POROSIDAD 71.87 %

Figura 4.4 Medios porosos generados arbitrariamente (las figuras del lado derecho representa la corriente de fluido)

Para comprobar la validez de la ley de Darcy modificada en el modelo
propuesto, la ecuacion (4.11) se reescribe de la siguiente manera
K

k )

q=Vp=CF , C'= (4.12)

donde
v = velocidad promedio
F = fuerza de cuerpo

n = indice de comportamiento al fluido
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k = indice de consistencia

K" = permeabilidad modificada

& = porosidad.

La ecuacion (4.12) puede ser graficada de tal forma que a partir de ésta, pueda obtenerse
el valor de n (indice de comportamiento al fluido) microscépico; el cual es comparado

con la n macroscopica establecida en el programa inicial. ®1

Para comprobar la veracidad del modelo propuesto primeramente, se tomaron
resultados experimentales de n y k publicados por Mohd. Nurul and Mohd. Azemi™®,
los cuales fueron obtenidos para una pasta tipo “sagu” a diferentes concentraciones y
temperaturas, los resultados obtenidos por Nurul y colaboradores se muestran a

continuacion.

TG Capem commeeak  dkem T eo S I e
(g/200m) (mPas’) al ﬂ:ido correllzacién (g/200m) k(mPas’)  al ﬂ:ido correllzacién
3.0 6.008 0.529 0.992 3.0 5.626 0.553 0.997
3.5 6.274 0.515 0.991 3.5 5.973 0.526 0.996
4.0 6.502 0.517 0.994 4.0 6.138 0.527 0.995
4.5 6.685 0.517 0.994 4.5 6.319 0.526 0.996
5.0 7.203 0.524 0.996 5.0 6.578 0.521 0.996
5.5 7.427 0.524 0.997 5.5 6.392 0.511 0.997

3.0 5.873 0.537 0.995
3.5 6.149 0.523 0.994
4.0 6.329 0.528 0.995
4.5 6.521 0.528 0.995
5.0 6.990 0.522 0.999
5.5 7.186 0.521 0.999
3.0 5.719 0.547 0.997 3.0 5.523  0.559 0.995
3.5 6.097 0.532 0.997 3.5 5.925 0.521 0.994
4.0 6.154 0.536 0.996 4.0 6.090 0.521 0.991
4.5 6.330 0.540 0.994 4.5 6.242  0.523 0.993
5.0 6.709 0.519 0.994 5.0 6.428 0.523 0.996
5.5 6.983 0.498 0.997 5.5 6.555 0.528 0.994

Tabla 4.1 Valores de n y k publicados por Mohd. Nurul.[!%

Con los valores contenidos en la tabla 4.1, se realizaron simulaciones con los cinco
medios porosos antes mencionados y las cinco fuerzas de cuerpo (F = 1.0 x 10°, 1.5 x
10°,2.0 x 10°, 2.5 x 10° y 3.0 x 10°®), con 30000 tiempos de paso, para todos los
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casos dando un total de 750 experimentos. La figura 4.5 muestra la grafica del Log flux

de la velocidad vs. Log fuerza para los cinco medios porosos arbitrarios.

log del flux en funcién de log de la fuerza

Porosidad 64.84%
Sl 400
Sm_ 50°
Sel 60°
Al 70°
\.\ 80°

Porosidad 66.60%

Porosidad 68.75%
S, 40°
% 50°
k. 60°
(0
*ro,_ 80°
Porosidad 70.11%
oL 400
oy 50°
o 60°
SRO70°
Sk 80°
Porosidad 71.87%
o 40°
S 50°
* * * * * e 60°
6.1 -6.0 -5.9 -5.8 -5.7 -5.6 5.5 Sn 70°

log(fuerzn) N

Figura 4.5 Log flux de la velocidad vs. Log fuerza para los cinco medios porosos,
utilizando los datos experimentales reportados por Nurul y colaboradores™®.

log(flux)

En la tabla 4.2 se muestran los valores de n obtenidos con las simulaciones y las
comparaciones de estos valores con los reportados por Norul, para el caso de una
porosidad de 64.84%.
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Porou/s;idad Tempoe(r:atu ra Con(;iggracién comlgg::nfﬁa nto comlgg::n?ie;nto \I(E/:r*(:z:;\;ilsg
9 mi experimental (A) con LBGK (B) %
64.84 40 30 0529 0.530 0.151
64.84 40 35 0515 0518 0563
64.84 40 40 0517 0519 0329
64.84 40 45 0517 0520 0503
64.84 40 50 0524 0526 0.458
64.84 40 55 0524 0527 0573
64.84 50 30 0537 0.540 0.484
64.84 50 35 0523 0524 0.210
64.84 50 40 0528 0529 0.208
64.84 50 45 0528 0.530 0398
64.84 50 50 0522 0524 0421
64.84 50 55 0521 0525 0.768
64.84 60 30 0.547 0.554 1.243
64.84 60 35 0532 0532 0075
64.84 60 40 0536 0537 0131
64.84 60 45 0.540 0543 0519
64.84 60 50 0519 0523 0.713
64.84 60 55 0498 0.505 1.305
64.84 70 30 0553 0563 1.790
64.84 70 35 0526 0529 0.551
64.84 70 40 0527 0528 0.209
64.84 70 45 0526 0527 0.095
64.84 70 50 0521 0523 0326
64.84 70 55 0511 0511 0.059
64.84 80 30 0.559 0573 2487
64.84 80 35 0521 0523 0.288
64.84 80 40 0521 0522 0.134
64.84 80 45 0523 0525 0.459
64.84 80 50 0523 0525 0.287
64.84 80 55 0528 0528 0.057

Tabla 4.2 Comparacion de los valores de n experimentales y los obtenidos en las
simulaciones para una porosidad de 64.84%

En la figura 4.6, se muestran todos los valores de las “n” experimentales y recobrados

con LBGK para las simulaciones, con los cinco medios porosos deterministas.
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Figura 4.6 Valores de n experimentales y obtenidos en las simulaciones con LBGK para porosidades
de 64.84, 66.60, 68.75, 70.11 y 71.87%.
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|
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52}
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48

Al v v
68.75 70.11 66.60 71.87 64.84

Porosidad (%)

En los resultados obtenidos el error relativo que se tuvo entre los valores de los indices
de comportamiento al fluido n experimentales y los n recuperados con las simulaciones
fueron inferiores al 3% en promedio, para todos los casos con los cinco medios porosos
arbitrarios propuestos. Todos los experimentos numéricos estan en el rango de Re < 1
(Re es el nmero de Reynolds). 5!

Asi mismo, se obtuvo una expresion semi-empirica para la permeabilidad de la pasta de
sago (Metroxylon sagu) en funcion de las concentraciones y las temperaturas para los

cinco medios porosos determinista. La expresion obtenida es la siguiente

K
|0g( mm’/)za +a.C+a,T
k) me e (4.13)

2 2
+a.,CT +ac2C +aT2T .

En la ecuacion anterior C” =(Km%).
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En la tabla 4.3, se muestran los valores de las constantes encontradas para la

expresion mostrada anteriormente.

Tabla 4.3 Valores numéricos de las a’; que aparecen en la ecuacién (4.13), para cinco porosidades diferentes

O T 0 - T

5.214 0.350 -2.91x107 5.09x10° 7.35x10% 6.054x107
4.766 0.158 9.23x10™ 3.32x10° 4.53x10™ 1.154x10°
4.917 0.949 -4.46x10” 5.47x10° 1.45x10* 1.629x10™
70.11% 5.166 0.219 -2.63x10™ 1.71x10° 3.79x10™ 1.689x10™
0.737 -4.76x10” 6.48x10° -1.17x10* 1.408x10™

En la figura 4.7 se presentan las estimaciones de las superficies de respuesta para

algunos de los cinco medios porosos a partir de la ecuacion 4.13

POROSIDAD 64.84 % POROSIDAD 66.60%

mod

~
~

Figura 4.7 Superficies de respuesta para estimar la permeabilidad modificada en funcién de la concentracién y la

temperatura de algunas porosidades, con el modelo propuesto
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Medio poroso aleatorio. También se realizé la simulacion del flujo de un fluido no
Newtoniano del modelo de potencia, a través de medios porosos aleatorios. Para este
tipo de fluido (potencia) se utiliz6 la ley de Darcy modificada, ecuacién (4.11). Los
medios porosos creados usando un generador de numeros aleatorios, “el método de
Box-Muller”. EI cual consiste, en generar un par de numeros al azar con distribucion
normal estandar (con media 1 = 0 y varianza ¢ = 1), por lo que se obtiene una fuente
de nameros al zar uniformemente distribuidos. Este método comienza con dos variables
aleatorias uniformes e independientes, up y U1, sobre el intervalo de [0,1).

En seguida se utilizan las siguientes transformaciones [e=-2in(u,); f=+e;
go =sin(2zu,) ; g, =cos(2zu, ) ; %, = f x g, ; x, = f xg,] para generar dos muestras Xo y X1, de una
distribucion Gaussiana N (0,1). ) 12

La simulaciones se realizaron en una red de 64 x 64 con porosidades de 64.84,
66.65, 68.69, 70.28 y 71.87%,  las fuerzas de cuerpo (F = 1.0 x 10°, 1.5 x 10°, 2.0 x
10°, 2.5 x 10 y 3.0 x 10°), con 30000 tiempos de paso. La figura (4.8) muestra estos

medios porosos

POROSIDAD 64.84 %

POROSIDAD 66.65 %
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POROSIDAD 68.69 %

POROSIDAD 70.28 %

POROSIDAD 71.87 %

Figura 4.8 Medios porosos generados aleatoriamente con porosidades de 64.84, 66.65, 68.69, 70.28 y 71.87%

Para comprobar la validez de la ley de Darcy modificada en el modelo
propuesto; asi como las efectivas simulaciones en éste tipo de medios porosos, el
procedimiento fue el mismo que se realizé para el caso de medios porosos arbitrarios,
descrito en los parrafos anteriores.
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4.3 Simulaciéon en Torres Empacadas con soluciones de

almidoén de sago (Metroxylon sagu) con Lattice Boltzmann

La caracterizacion hidrodinamica de
fluidos No Newtonianos a través de
medios porosos es un tema de
importancia tecnoldgica para reactores
de lecho empacado. La propuesta
presentada en este trabajo se enfoca
principalmente en el modelado en
lechos empacados, el cual involucra el
movimiento de fluidos No-Newtonianos
a través de medios porosos con

aplicaciones en reactores cataliticos de

Paquetes de
cilindros en
rebanadas en un
lecho empacado

Elegir un cilindro
y una placa dentro
de este

Isotropia
angular en
a?

Genere una
matriz porosa
especifica

+

No

Fijar un rango
para o

Lecho empacado determinista.

Cubos generados
arbitrariamente.

Percolacion es garantizada

Cubos generados aleatoriamente
por el método Box-Muller.
Percolacion no es garantizada

Inicialice densidad

lecho fijo, adsorcion de solutos,

absorcion simple, lecho de filtracion,

Bounce back en
paredes y matriz
porosa

i

LBE relajacion con
gravedad

Checa densidad
cada 100
iteraciones

La densidad
es constante?
Si
Convergen-
cia?
Si

Escribir P, v, v,

etc. En este trabajo, se presentan

resultados de campos de velocidades,

presion y esfuerzo en medios porosos

bi-dimensionales para soluciones de

“sago” experimentales. Ademéas de

investigar el efecto de la aleatoriedad,

asi como

la permeabilidad y los
esfuerzos de corte en las paredes. El
lecho

modelo propuesto para un

empacado, se encuentra representado
esquematicamente en el diagrama de
flujo de la figura (4.9).

Barrido de o0 =
Oa o =360°

1

Calcula
Regen, T, Tyats APy f

Figura 4.9 Diagrama de
flujo. Programa de cdmputo
para el modelo propuesto

Lecho empacado
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La metodologia utilizada para ésta propuesta, consiste principalmente en dividir
el flujo en un lecho empacado dentro de un paquete de cilindros, de los cuales se toma
solamente uno para realizar el estudio. De este cilindro se tomd una placa, lo que nos
lleva como consecuencia a reducir el problema al caso de un flujo No-Newtoniano en

medio poroso en dos dimensiones, tal como se muestra en la figura (4.10).

Figura 4.10 Lecho empacado utilizado para la simulacion con redes de Boltzmann

Una de las ventajas de esta propuesta es que se pueden elegir una amplia
variedad de medios porosos, aqui se propusieron ocho medios porosos, de los cuales
cinco son aleatorios y tres medios porosos son al azar.

Por otra parte, para observar el efecto de la aleatoriedad, se estudiaron dos
diferentes tipos de medios porosos, uno determinista y otro aleatorio con la misma
porosidad (68.75% y 71.87%), ver figura 4.11. Para estos casos, patrones de flujo;

velocidad, esfuerzos cortantes y campos de presién fueron calculados usando la
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simulacion con el modelo de RB, ver figura 4.12 y 4.13. Con respecto a las figuras
anteriores, mostramos primeramente los datos numéricos “gruesos” seguido de sus
correspondientes superficies suavizadas calculadas para cada caso. Las superficies
suavizadas (usando “splines™) fueron construidas con la finalidad de estudiar diferentes
bandas sobre regiones macroscopicas de baja (alta) presion, velocidad y esfuerzo de
corte.

)

)

N—r
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Figura 4.11 Medio poroso: porosidad 71.87 %, a) arbitrario y b) aleatorio. Porosidad 68.75%, c) arbitrario y d)

aleatorio
Il 3.3332E-5
Il 3E-5
Il 2E-5
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Figura 4.12 Datos de ERB Yy superficies suavizadas para un fluido no Newtoniano (n = 0.529 con porosidad de

71.87%), en un medio poroso generado en forma arbitraria. a) Velocidad, b) tensor de esfuerzos de corte y c)
presiones
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T

Figura 4.13 Datos de ERB Yy superficies suavizadas para un fluido no Newtoniano (n = 0.529 con porosidad de
71.87%), en un medio poroso generado en forma aleatoria. a) Velocidad, b) tensor de esfuerzos de corte y c)

presiones.

Los lechos empacados son de gran importancia en areas como la ingenieria
quimica en donde la transferencia de masa, calor y momento juegan un papel muy
importante. ElI material que se empaca en el lecho puede consistir de una variedad de
empaques, como pueden ser esferas, particulas irregulares, cilindros o varios tipos de
empaques comerciales. En las deducciones del flujo se usan ciertas relaciones
geométricas para las particulas de los lechos empacados. La fraccién vacia € de un lecho

empacado se define como

oo volumen de huecos en el lecho
volumen total del lecho (huecos mas solidos)

(4.14)

La superficie especifica de una particula a, en m™ se define como

avzs% , (4.15)
p

donde S, es el area superficial de una particula en m? y Vp es el volumen de una
particula en m®. Para un lecho empacado de particulas que no son esféricas, el didmetro

efectivo de las particulas D, se define como
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D,= % (4.16)

Puesto que (1-¢) es la fraccion de volumen de las particulas del lecho
a=a, (1-5):%p (1-¢), (4.17)

donde “a” es la razén entre el area superficial total del lecho y el volumen total del
lecho, es decir, volumen vacio mas volumen de particulas en m™.
La velocidad intersticial promedio en el lecho empacado es “v” y se relaciona con la
velocidad superficial “v’”, basada en el corte transversal del recipiente vacio, por medio
de

V'=¢V. (4.18)

El radio hidraulico para el flujo es

. area de corte transversal disponible para flujo ¢

H , N 1 (419)
perimetro mojado a
que también puede definirse como
&
r, = D.. 4.20
"o6(Ll-e) ° (420)

El numero de Reynolds para un lecho empacado para el caso de un fluido Newtoniano
puede definirse como

(4.21)

Y para el caso de un fluido no-Newtoniano de modelo de potencia se tiene el siguiente
namero de Reynolds generalizado
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L

k8nl[

} 9]
8
. (4.22)

Por otra parte, la caida de presion para un fluidos Newtoniano en un lecho empacado se

calcula a partir de la siguiente expresion

72uv' AL (1-¢)°

AP =
83Dp2

(4.23)

La caida de presion en nuestro modelo para el caso de un fluido no-Newtoniano

(Ostwald de Waele) es calculada de la siguiente manerat**4

3n+1
24k( j ALp = o
AP =41 {12"(1_8)} . (4.24)

_ &(121)[)"}

En la figura 4.14 se muestran resultados obtenidos para nuestras simulaciones de

las caidas de presion en el lecho empacado, para medios porosos deterministas con
porosidades de 68.75 y 71.87%, ademas se presentan medios porosos aleatorios con
porosidades de 68.69 y 71.87%. En ambos casos se realizaron corridas con valores de n
=0.529y1.0
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1.E-09

¢ deterministic (68.75%,n=0,529)
. * random (68.69%,n=0,529)

L 4 deterministic (71.87%,n=0,529)
. A * random (71.87%,n=0,529)
1.E-08 4 . x deterministic (68.75%,n=1,0)
’ * random (68.69%,n=1,0)
» deterministic (71.87%,n=1,0)
* random (71.87%,n=1,0)

AP

1.E-07

1.E-06

1L.E-05 T T T T T T T T
1.E+02 LE+01 1.E+00 1.E-01 1.E-02 1.E-03 1.E-04 1.E-05 LE-06 1.E-07
Re gen

Figura 4.14 Caida de presion en funcion del nimero de Reynolds Generalizado.

Algunas relaciones semi-empiricas utilizadas en lechos empacados a nivel
industrial que relacionan el factor de friccién y el numero de Reynolds son las bien

conocidas ecuacion (4.25) de Ergun vy la ecuacion (4.26) de Blake-Kozeny.

_150

f= Ae, (4.25)

£ =190 75, (4.26)
Re

Para el modelo propuesto, el factor de friccion (ecuacion 4.27) fue calculad en funcién
del nimero de Reynolds generalizado. En la figura (4.15) se muestra el resultado de
nuestras simulaciones para medios porosos deterministas (porosidad de 68.75 y
71.87%) y aleatoriosn(porosidad de 68.69 y 71.87%) para valores de n = 1.0 y 0.529,
los cuales fueron comparados con las ecuaciones de Ergun y Blake-Kozeny.
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Figura 4.15 Factor de friccion en funcion del nimero de Reynolds Generalizado.

(4.27)

Asi mismo, fueron calculados los esfuerzos en las paredes para los medios porosos

deterministas y aleatorios con las porosidades antes sefialadas y para valores de n = 1.0,

0.529. Los resultados son presentados en la figura 4.16, para el caso de n = 0.529
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Arbitrario 64.84%. n = 0.529
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Azar 68.69%. n = 0.529
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-o- Stress sup

-2E-09

X

1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46 49 52 55 58 61 64

—o— Stress inf.
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Figura 4.16 Esfuerzos en las paredes para algunos medios porosos utilizados. Arbitrarios (64.84, 66.60 y 68.75%),

Aleatorio (68.69 y 71,87%)
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En la figura (5.15) se muestra un comparativo de los esfuerzos en las paredes, para un
medio poroso arbitrario y aleatorio para una porosidad de 71.87% con un valor de n =

0.529

1.4E-08
Porosity 71.87%

1.2E:08 | —— top wall (deterministic)

—— bottom w all (deterministic)

—— top wall (random)
1.0E-08 } —— bottom w all (random)
8.0E-09
6.0E-09
4.0E-09
2.0E-09

LTSN

0.0E-01 M ' s

1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46 49 52 55 58 61 64

Figura 4.17 Esfuerzos en las paredes para dos medios porosos. Arbitrario y determinista con

porosidad de 71.87% con un valor de n = 0.529
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4.4 Distribuciones de Permeabilidad Local efectiva para

fluidos no-Newtonianos con Lattice Boltzmann.

4.4.1 Introducciéon

Como se menciono en secciones anteriores, el flujo en medios porosos de fluidos
no Newtonianos es un tema de gran interés en muchas areas del conocimiento cientifico.
Existen un gran niimero de materiales porosos; si vemos a nuestro alrededor podemos
encontrar ejemplos de ellos; tales como el suelo, piedras agrietadas, las grandes
formaciones geologicas de caliza, cerdmica, agregados fibrosos, papel filtro e incluso
una rebanada de pan, por mencionar algunos. La gran mayoria de estos medios,
presentan una distribucion compleja de los poros, en su mayoria en forma aleatoria. !'®
Un caso particular es el estudio de fracturas hidraulicas en reservas naturales en la
industria petrolifera, en el que se trata generalmente de fluidos complejos que presentan
comportamiento no Newtoniano; teniendo interés en el aumento de la produccion de
petrdleo, requiriendo reservorios con permeabilidades efectivas bajas.

Numerosos estudios han empleado métodos estocasticos para modelar flujo de
aguas subterraneas a través de medios porosos del subsuelo, en los cuales se asume de
forma eficaz, densidades de probabilidad de permeabilidad, con el uso de distribuciones
normal 'y gamma '®,

Mediciones de permeabilidad son dificiles de obtener en forma experimental cuando la
disponibilidad de la muestra es restringida, las dimensiones son limitadas o mas aun,
cuando los materiales estan poco consolidados. El método de Redes de Boltzmann

ofrece una alternativa para estimar la permeabilidad en diferentes medios naturales

(cuadro 1).
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Suelo Porosidad total (%)
Arcillas 40 a 60
Limos 35a50
Arenas finas, arenas limosas 20a 50
Arena gruesa o bien clasificada 21a50
Grava 252340
Shale intacta lal0
Shale fraturada/alterada 30a50
Arenisca 5a35
Calizas, dolomias No carstificadas 0.1a25
Calizas, dolomias carstificadas 5a50
Tierras Diatomeas 81.45
Rocas igneas y metamorficas sin fracturar 0.01a1
Rocas igneas y metamorficas fracturadas 1a10

Tabla 4.4 Ejemplos de algunos suelos y sus porosidades ['*)

Los experimentos presentados en este trabajo, involucran una serie de
porosidades que se puede encontrar en diatomita, limo, zeolitas, arena y grava, entre

otros.

4.4.2 Caracteristicas de algunos tipos de suelos

La diatomita es una roca sedimentaria silicea terrosa producida por la
depositacion en el fondo marino de esqueletos de diatomeas, un alga microscopica
unicelular, produciendo lo que hoy se conoce también como tierra de diatomeas. Posee
una estructura Unica de baja densidad, alta capacidad de absorcion, alta superficie
especifica y relativamente baja abrasion. Se la utiliza en la industria de los filtros por su
calidad de estabilidad quimica. También se ha ampliado su uso en la industria de la
construccion produciendo bloques livianos que han cumplido con las normas de calidad
exigidas por la ley. Ademads es utilizada en la industria Cervecera y pintura.

En los vegetales, la tierra de diatomeas cumple un doble propodsito: Sanitario y
nutriente. Ademds de su efecto insecticida, las diatomeas aportan una gran riqueza

mineral, a través del aporte natural de un gran numero estos minerales aportados como
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microelementos (oligoelementos). Estas sustancias son vitales para el metabolismo de
los tejidos, ya que generalmente estan ausentes en suelos empobrecidos o agotados por
practicas agricolas intensivas.

Ademas de eliminar los parasitos y virus internos o externos, las diatomeas consiguen
suplir carencias en las desmineralizadas tierras de cultivos. Las diatomeas son el medio
mas eficaz, inocuo y econdémico para combatir pardsitos externos en animales
domésticos. Se aplica directamente en polvo sobre el pelo del animal, valiéndose de una
talquera comtin. También puede aplicarse en pisos, guardarropas, despensas y cualquier
otro lugar que se desee proteger de insectos. Es de destacar su excelente resultado en el
control definitivo de la vinchuca. A nivel de piojos, se los elimina eficazmente
aplicando unos pocos gramos de diatomeas en el champi o en agua. %!

La caliza es una roca sedimentaria porosa formada por carbonatos,
principalmente carbonato de calcio, permite el paso del agua, es decir, es una roca
permeable. Cuando tiene alta proporcion de carbonatos de magnesio se le conoce como
dolomita. La roca caliza tiene una gran resistencia a la meteorizacion, eso ha permitido
que muchas esculturas y edificios de la antigiiedad tallados en dichas rocas hayan
llegado hasta nosotros. El uso de las rocas calizas es muy extenso, su mayor utilizacion
es en la construccion, si se calcina se puede producir cal viva, se utiliza en la fabricacion
del cemento, como grava y arena (fragmentada) en la elaboracion del concreto. Materia
prima para la industria del cemento Poértland, cal hidratada, calcita, construccion,
marmol, agricultura, agregados pétreoses. El sahcab sirve como cemento natural, se
emplea en el revestimiento de carreteras y mezclado con cal y arcilla es un buen
cemento que fue usado en la construccion de antiguas ciudades mayas como Chichén,
Uxmal, Kabah, Labna, etc. Generalmente lo que se utiliza del conglomerado son los
clastos (roca caliza); los de menor tamafio son empleados como grava para la
construccion en losas y pisos; los conglomerados mas grandes son empleados para
mamposterias y construccion de muros; ademas que en algunos casos se emplea como

. 22
ornato en fachadas de casas. El uso de las rocas calizas es muy extenso. **!
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Las zeolitas se forman cuando la ceniza volcéanica se deposito en lagos antiguos
alcalinos. La interaccion de la ceniza volcanica con las sales del agua de los lagos
produjo la alteracion de la ceniza produciendo distinto tipo de materiales de zeolita.

Las zeolitas naturales son un medio filtrante nuevo y muy bueno disponible para la
filtracion del agua. Ofrece un funcionamiento superior a los filtros de arena y carbon,
con una calidad mas pura y mayores tasas de rendimiento sin necesidad de altos
requisitos de mantenimiento. Tiene muchas ventajas sobre la arena y puede ser
directamente reemplazado por la arena en un filtro normal de arena.

Existen principalmente tres usos de zeolitas en industria: catalisis, separacion de gas e
intercambiador de iones. Ademds, las zeolitas se pueden usar en distintos pasos en el
proceso de purificacion y/o aireacidon; como material de soporte para bacterias; como
medio filtrante para la extraccion de s6lidos y particulas en suspension y la extraccion
de iones no deseados al mismo tiempo. En el este de Europa, Japén y Cuba, las zeolitas
han sido usadas tradicionalmente en agricultura. Sobre un 5% afiadido en raciones para
ganado reduce emisiones de amonio y olores, mejora la utilizacion de alimentos, ayuda
a la adsorcién de mico-toxinas y elementos traza. Hace muchos afios la NASA utilizaba

zeolitas cargadas de nutrientes como fertilizantes para la liberacion lenta de nutrientes.
(23]

Las arcillas son elementos estructurales del suelo que se utilizan desde hace
muchos afios como minerales industriales, con multitud de aplicaciones segiin sus
propiedades. Son productos de alto valor afiadido en el sector farmacéutico, como
excipiente de medicamentos, en la industria petroquimica, como soporte de
catalizadores, y en otros sectores, como aditivos para pinturas, betunes, construccion,
cosmética, agricultura, etc.

En la industria mundial de la alimentacion animal, el empleo de arcillas seleccionadas y
procesadas en centros productivos estd cada dia mas extendido. Clasicamente, las
arcillas son reconocidas por sus propiedades tecnolégicas como agentes fluidificantes y
antiapelmazantes en las harinas, como lubrificantes para mejorar el rendimiento de las
prensas de granulacion y como aglomerantes para reforzar la durabilidad de los

granulos. 2%
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4.4.3 Distribuciones de Permeabilidades efectiva locales para

medios porosos generados arbitraria y aleatoriamente

Otra de las contribuciones presentadas en el presente trabajo, es la propuesta de
un modelo para la obtencion de permeabilidades locales para diferentes medios porosos
(generados arbitraria y aleatoriamente).

Para calcular la permeabilidad en el caso de un fluido Newtoniano, se parte de la bien
conocida ley de Darcy abordada en el capitulo 2, la cual podemos escribir de la forma

siguiente

_ MV
donde:

K es la Permeabilidad [=] m®

v es la velocidad [=] m/s

4 Viscosidad [=] Kg/ms

dP/dx es el gradiente de presion [=] Pa/m = Kg/m’s®

Para el caso de un fluido No-Newtoniano que obedece a la ley de Potencia, se puede
utilizar la ecuacion (5.18); pero escrita en funcion de la viscosidad aparente. Para un
fluido Newtoniano normalmente se escribe en funcion de la viscosidad cinematica, la

cual esta dada por la siguiente relacion

o

:uapp = m

(5.19)

Es decir, el cociente del esfuerzo de corte y la velocidad de deformacion. En el caso
particular de un fluido que sigue el comportamiento de la ley de la Potencia la

viscosidad aparente esta dada por
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__c :k(dv%y)n: AN
o e A o2

En donde n y k son el indice de comportamiento al fluido y el indice de consistencia
respectivamente. Por lo que la permeabilidad para el caso de un fluido no-Newtoniano

puede escribirse como

K — :uappV — k(dv%}’)lkl v , (521)

(%) (%)

en la que
K es la Permeabilidad [=] m®
k es el indice de consistencia [=] N- s"/m’
n indice de comportamiento al fluido [=] adimensional
v es la velocidad [=] m/s
dP/dx es el gradiente de presion [=] Pa/m = Kg/m’s®

dVy/dy es la velocidad de deformacion [=] s™

Se estudiaron dos diferentes tipos de medios porosos: a) Medios porosos
generados Arbitrariamente. En este caso, se propusieron un conjunto de medios porosos
construidos totalmente en forma arbitraria, garantizando la percolacion del fluido, la
construccion de canales de interconexion bien definidos, asi como baja tortuosidad. b)
medios porosos generados aleatoriamente. Este medio se genero como ya se ha
mencionado en la seccion anterior por medio de una configuracion aleatoria, a través del
método Box —Muller.

En los medios mencionados anteriormente, se realizo una validacion del modelo similar
a la realizada en la seccion 4.1 y 4.2, pero con un rango de porosidades (10 - 70%) con
tres repeticiones, para obtener los limites de validez del sistema, obteniendo un error
maximo de 6.8% para porosidades del 10%, ver tabla A . Algunos medios porosos

aleatorios utilizados para estas validaciones se muestran en la figura 4.18.
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Porosidad n Experimental | Promedio del error
(%) relativo (%)

0.529 6.8359

10.18 1.0 0.0
2.0 1.3514
0.529 3.8167

20.84 1.0 0.0
2.0 1.3514
0.529 2.9907

30.82 1.0 0.0
2.0 1.0457
0.529 2.3985

47.37 1.0 0.0
2.0 0.8065
0.529 1.5123

51.91 1.0 0.0
2.0 1.0101

Tabla 4.5 Valores del promedio del error relativo para los indices de
consistencia (n) obtenidas con el modelo propuesto para algunas porosidades

POROSIDAD 10.2 %

a) b) ©)

(80]




Simulacion de fluidos No Newtonianos a través de medios porosos y sus aplicaciones

POROSIDAD 20.84 %

a) b) c)

POROSIDAD 30.82 %

a) b) ©)

Figura 4.18 Ejemplos de algunos medios porosos aleatorios utilizados para la validacion del modelo propuesto con

porosidades de 10.20, 20.84 y 30.83%, en cada uno de ellos se realizaron tres repeticiones

Para el calculo de la permeabilidad local, se utiliz6 la ecuacion (5.22) en una red
de 64 x 64, los resultados se muestran en las figuras (4.19). En ésta, se realizd una
simulacion del paso de un fluido Pseudoplastico (n = 0.529) a través de medios porosos
generados arbitrariamente con cinco porosidades (64.84, 66.60, 68.75, 70.11 y 71.87%),
asi como con cinco fuerzas de presion (0.001E-3, 0.0015E-3, 0.002E-3, 0.0025E-3,
0.003E-3).
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68.75% n=0.529
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71.87% n =0.529

F =0.001E-3 F = 0.002E-3
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Figura 4.19 Bandas de Permeabilidad para cinco medios porosos deterministas con porosidades de 64.84, 66.60,
68.75, 70.11 y 71.87% , con fuerzas de presion de 0.001E-3, 0.002E-3 y 0.003E-3 (aqui solamente se muestran con

tres fuerzas de presiones), para un fluido Pseudoplastico (n = 0.529).

En la figura 4.19 se observa que conforme se va incrementando el valor de la porosidad,
el valor de la permeabilidad va en aumento; asi mismo, para un incremento en el valor
de la fuerza de presion en cada medio poroso, se presenta también un aumento en los
valores de permeabilidad como era de esperarse.

Ademads, se realizaron simulaciones del paso de los siguientes fluidos:
Pseudoplastico (n = 0.529); Newtoniano (n = 1.0) y Dilatante (n = 2.0) a través de
medios porosos generados arbitrariamente; asi como con medios porosos generados
aleatoriamente. Para estos casos se manejaron cinco fuerzas de presion (Para n = 0.529
y 1.0: F = 0.001E-3, 0.0015E-3, 0.002E-3, 0.0025E-3 y 0.003E-3. Con n = 2.0: F =
0.003E-3, 0.0025E-1, 0.002E-1, 0.015, y 0.01). Como lo muestra las figuras 4.20 —
4.25.
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n=0.529, F=0.001E-3 n =0.529, F=0.003E-3

Medio poroso aleatorio

47.4%

%9
0 0 10 20 30 4 50 60 705159 A0 0 10 2 30 4 0 60 TOpmg

70

60

50

40

0 0 10 2 0 4 5 60  70gmoo 0 0 10 20 30 40 50 60 Togwg

Figura 4.20 Bandas de permeabilidad para un medios poroso aleatorio con porosidad de 47.4%, con fuerzas de
presion de 0.001E-3 y 0.003E-3 para fluidos Pseudoplastico (n = 0.529) y Newtoniano. Para el caso de dilatante (n =
2.0), con fuerzas de 003E-3 y 0.01 (aqui solamente se muestran con dos fuerzas de presion)
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n =0.529, F=0.001E-3 n =0.529, F=0.003E-3

Medio poroso aleatorio

51.91%

n=2.0, F=0.003E-3 n=20, F=0.01

Figura 4.21 Bandas de permeabilidad para un medios poroso aleatorio con porosidad de 51.91%, con fuerzas de
presion de 0.001E-3 y 0.003E-3 para fluidos Pseudoplastico (n = 0.529) y Newtoniano. Para el caso de dilatante (n =
2.0), con fuerzas de 003E-3 y 0.01 (aqui solamente se muestran con dos fuerzas de presion)
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Determinista
68.75%

n=0.529, F=0.001E-3 n =0.529, F = 0.002E-3
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Figura 4.22 Bandas de permeabilidad para un medio poroso arbitrario con porosidad de 68.75%, con fuerzas de
presion de 0.001E-3, 0.002E-3 y 0.003E-3 para fluidos Pseudoplastico (n = 0.529) y Newtoniano. Para el caso de
dilatante (n = 2.0), con fuerzas de 003E-3, 0.002E-1 y 0.01 (aqui solamente se muestran con tres fuerzas de presiones,
para los casos anteriores)
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Aleatorio 68.69%

n =0.529, F=0.001E-3 n = 0.529, F = 0.002E-3

n=2.0, F=0.001E-3
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Figura 4.23 Bandas de permeabilidad para un medio poroso aleatorio con porosidad de 68.69%, con fuerzas de
presion de 0.001E-3, 0.002E-3 y 0.003E-3 para fluidos Pseudoplastico (n = 0.529) y Newtoniano. Para el caso de
dilatante (n = 2.0), con fuerzas de 003E-3, 0.002E-1 y 0.01 (aqui solamente se muestran con tres fuerzas de presiones,
para los casos anteriores)
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Determinista
71.87%
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Figura 4.24 Bandas de permeabilidad para un medio poroso arbitrario con porosidad de 71.87%, con fuerzas de
presion de 0.001E-3, 0.002E-3 y 0.003E-3 para fluidos Pseudoplastico (n = 0.529) y Newtoniano. Para el caso de
dilatante (n = 2.0), con fuerzas de 003E-3, 0.002E-1 y 0.01 (aqui solamente se muestran con tres fuerzas de presiones,
para los casos anteriores)
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Aleatorio 71.87%

n=0.529, F=0.001E-3 n =0.529, F = 0.002E-3

n=0.529, F = 0.003E-3
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Figura 4.25 Bandas de permeabilidad para un medio poroso aleatorio con porosidad de 71.87%, con fuerzas de
presion de 0.001E-3, 0.002E-3 y 0.003E-3 para fluidos Pseudoplastico (n = 0.529) y Newtoniano. Para el caso de
dilatante (n = 2.0), con fuerzas de 003E-3, 0.002E-1 y 0.01 (aqui solamente se muestran con tres fuerzas de presiones,

para los casos anteriores)
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Se puede observar en las figuras 4.20 — 4.25, que para fluidos Newtonianos (n = 1.0),
las bandas de permeabilidad son simétricas y ademés, no dependen de los gradientes de
presion, como era de esperarse de acuerdo a la ley de Darcy; no siendo asi, para el caso
de fluidos no Newtonianos. Pero, para el caso de porosidades bajas, se presentan bandas
anisotropicas, figuras 4.20 y 4.21. También puede verse, que para fluidos
pseudoplasticos (n < 1.0), el numero de bandas de permeabilidad es mayor, que para el
caso de fluidos dilatantes (n >1.0). Asi mismo, se forman ‘“gargantas” al combinar
aleatoriedad y presion alta, para un fluido pseudoplastico (n =0.529), ver figura 4.25.
Asi pues, en estas bandas se puede observar el efecto que tiene la porosidad, la
aleatoriedad, asi como el tipo de fluido (Newtoniano n =1.0, no Newtoniano n =0.529,

2.0).

4.4.4 Prediccion de distribuciones de probabilidad a través de

permeabilidades efectivas

Se han empleado numerosos estudios de fluidos newtonianos del subsuelo a
través de medios porosos aleatorios, con permeabilidades efectivas asumiendo
funciones de densidad probabilistica. Distribuciones de Permeabilidad efectiva se han
utilizado para estudiar fendmenos geoldgicos para la tecnologia del petréleo, por citar
un ejemplo.

En este trabajo correlacionamos el efecto de la aleatoriedad, porosidad y
permeabilidad con los pardmetros reoldgicos de fluidos no newtonianos, prediciendo
distribuciones de probabilidad. Lo cual nos lleva a una mejor comprension de la

. . J . 17.18
heterogeneidad de los medios porosos utilizados en sistemas naturales. ' '®]

Se han presentado datos en la literatura que muestran que en membranas de
silicona, los valores de permeabilidad tanto de cafeina, asi como de testosterona
presentan tendencias a distribuciones normales. En cambio, en estudios con piel de

cerdo, se han observado diferencias notables entre cada una de las drogas. Mientras que
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para valores de permeabilidad con testosterona pueden igualarse a distribuciones
normales, no asi para datos de permeabilidad con cafeina, los cuales presentan
tendencias a distribuciones log-normal. La simulacion de fluidos no Newtonianos a
través de medios porosos con el método de Lattice Boltzmann puede ser un primer
acercamiento a la distribucion de permeabilidad efectiva de soluciones de cafeina y la

testosterona en membranas de silicona. >

Por otra parte, con el uso de distribuciones Weibull pueden utilizarse para determinar
experimentalmente las tendencias en el tiempo de la velocidad de infiltracion con

bastante precision >

. Ademads, experimentos realizados en infiltracion en rocas
muestran que los flujos pueden establecerse a través de una distribucion exponencial
271 Asi mismo, en el analisis de la heterogeneidad en medios porosos, ésta ha sido
reportada por medio de distribuciones exponenciales para permeabilidades efectivas **],
La distribucion gamma ha sido utilizada como una representacion estadistica de
superficies rugosas para flujos en medios porosos fracturados insaturados y

[29, 30

distribuciones de tortuosidad en medios porosos 1Y para el caso de Fendmenos

hidrolégicos completamente extremos, se ha visto que siguen el comportamiento de una

distribuciéon extrema. !

Otra contribucion importante del presente trabajo, deriva del desarrollo de un
nuevo acercamiento para calcular distribuciones de permeabilidad. Se desarrollaron
experimentos para fluidos Newtonianos (n = 1.0) y no Newtonianos (n = 0.529, 2.0). En
los siguientes casos:

a) Medio poroso generado arbitrariamente, con porosidades de 1) 68.75% vy ii)

71.87%,
b) Medios porosos generados aleatoriamente con porosidades de i) 68.69% vy ii)

71.87%.

Aplicando un andlisis de hipotesis nula sobre los datos para i) contraste de medias, ii)

contraste de desviacion tipica, y iii) contraste de Kolmogorov. Obteniendo la mejor
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distribucion de permeabilidad para cada caso como se menciono anteriormente, la

siguiente tabla se resume los resultados obtenidos

Medios porosos aleatorios

Medio poroso aleatorio

Porosity 68.75% Probability Porosity 68.69% Probability Distribution
Distribution

n = (0.529 Exponential n=0.529 Normal

n=1.0 Normal n=1.0 Normal

n=2.0 Gamma n=2.0 Gamma
Porosity 71.87% Porosity 71.87%

n = (0.529 Exponential n=0.529 Normal

n=1.0 Weibull n=1.0 Normal

n=2.0 Extreme n=2.0 Weibull

Porosity 47.37% Probability Porosity 51.91% Probability Distribution
Distribution
n = 0.529 Normal n=0.529 Gamma
n=1.0 Normal n=1.0 Normal
n=2.0 Normal n=2.0 Gamma

Tabla 4.6. Mejor distribucion de probabilidad para permeabilidad con simulaciones LBM para fluidos Newtonianos y

no Newtonianos
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Medio poroso aleatorio | Distribuciéon Normal, n= 2.0
47.31% '

Porcentaje

0.010 0.100 0.500 0.900 0.990 0.999
0.050 0.300 0.700 0.950 0.995

Permeabilidad

Figura 4.26 Distribucion de probabilidad para permeabilidad con porosidad de 47.37% yn = 2.0

Medio poroso aleatorio | Distribucion normal, n=1.0
68.69% ‘
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00 —= — ‘ : ‘ — —
0010 0.100 0.500 0.900 099 0999
0.050 0.300 0.700 0.950 0.995

Permeabilidad

Figura 4.27 Distribucion de probabilidad para permeabilidad con porosidad de 68.69% yn = 1.0
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Medio poroso aleatorio | Distribucién exponencial, n =0.529

71.87%

1.0 =
08}

P

=

N

=

3

S 04

(=]

=
02}
0.0 _aocm oceme® X0 — L L L L L L L A -

1E4 00010 0.0100 0.1000 0.5000 0.9000 0.9900 0.9990 0.9999
0.0005 00050  0.0500 0.3000 0.7000 09500 09950 0.999%5
Permeabilidad

Figura 4.28 Distribucion de probabilidad para permeabilidad con porosidad de 71.87% y n = 0.529

En las graficas 4.26 — 4.27, se presentan solamente algunos ejemplos de las
distribuciones de probabilidad obtenidas.

De acuerdo a la tabla 3 se pude concluir que, para los experimentos realizados, se
obtuvieron distribuciones normales principalmente para permeabilidad efectiva. Por otra
parte, puede observarse que la aleatoriedad juega un papel importante. Por tanto, la
irregularidad de canales geométricos en los medios cambia drasticamente la distribucion
de permeabilidad con una tnica excepcion (medio poroso generado arbitrariamente con

porosidad 68.75% y n = 2.0).
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CONCLUSIONES

En esta tesis se presenta la simulacion de fluidos no Newtonianos a través de medios
porosos, utilizando la ley de Darcy modificada y la ecuacion de Darcy en funcion de
viscosidad aparente, aplicando la ecuacion de Redes de Boltzmann (RB) y se concluye que
el método es capaz de simular correctamente fluidos pseudoplésticos, dilatante y
Newtonianos en presencia de diferentes medios porosos. En éstos medios, se obtuvieron
campos de flujo, distribuciones de velocidad, distribuciones de esfuerzo de corte,
distribuciones de presion, permeabilidades y esfuerzos de corte en las paredes para
diferentes matrices porosas; para medios generados arbitrariamente, asi como medios
aleatorios. Con el modelo propuesto se tienen predicciones de acuerdo con las ecuaciones
empiricas basadas en datos experimentales; como son las ecuaciones de Ergun y Blake-
Kozeny. Se constatdé que el método de RB es ttil para la investigacion de propiedades
mesoscopicas de fluidos no Newtonianos (soluciones de almidéon de sago), asi como en
lechos empacados.

Al observar las figuras 4.12 y 4.13, se concluye que se presenta una gran cantidad de
fluctuaciones con una amplia gama de frecuencia de velocidad, principalmente en medios
porosos deterministas, contrariamente a lo que sucede en los medios porosos aleatorios, en
los cuales las fluctuaciones son pocas y la gama de frecuencias de velocidad son bajas.

Se encontrd de nuestros resultados, que para bajas porosidades, el efecto aleatorio implica
un aumento considerable en las caidas de presion, en el caso de fluidos pseudoplasticos. Tal
efecto desaparece para fluidos Newtonianos.

En la figura 4.17, se puede ver que para medios porosos aleatorios (por ejemplo, 71.87%),
en areas con alto de esfuerzo de corte en la pared, pueden ser considerados como zonas
facilmente de limpiar. Por ejemplo, las zonas alrededor de los nodos 55 (pared superior) y

28 (pared inferior). Para el caso de medios porosos deterministas (por ejemplo, 71.87%),
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todas las zonas de las paredes pueden como sucias. Por tanto, nuestro modelo es capaz de
predecir el efecto aleatorio en el disefio del equipo. A través del procedimiento en la
limpieza de superficies de equipos en los lugares de procesamiento, tenemos la oportunidad
de reducir el nimero de pruebas necesarias de limpieza en prototipos.

Informacion adicional sobre las distribuciones de campo de flujo, pueden ser caracterizadas
mediante el uso de nuestros simulaciones. Por ejemplo, en la figura 4.17, se observa que
valores para pendientes descendentes se encuentran localizados alrededor de algunas areas
(por ejemplo, nodos x =17 ax =19 y x =52 a x = 58 para pared inferior y x =22 ax =25
para la pared superior) en el caso de medios aleatorios, creando un potencial en el area de
contra flujo en el sistema.

Por otra parte, llegamos a la conclusion de que la aleatoriedad, la porosidad, la ley de
potencia de fluidos no-newtonianos, desempenian un papel importante en la distribucion de
permeabilidad efectiva, obtenidos para experimentos con distribuciones normal, gamma,
exponencial u otras. Nuestros resultados son presentados para rangos de porosidad de
47.4% a 71.9%. Aunque podemos utilizar nuestra propuesta para porosidades bajas del
orden del 10%, pero entonces el error relativo promedio de n (comparando el valor
experimental con el obtenidos por el método de RB) puede llegar a un méaximo del 6,8%
(para fluidos pseudoplasticos con n = 0,529).

En nuestras simulaciones se observo que los fluidos newtonianos siempre producen bandas
simétricas e incluyen bandas de alta permeabilidad. Podemos observar que para fluidos
pseudoplasticos (n < 1) las bandas de baja permeabilidad son mas numerosas que en el caso
de fluidos dilatantes (n > 1). La formacién de gargantas son formadas al introducir
aleatoriedad y alta porosidad, para el caso de fluidos pseudoplasticos. Adicionalmente
aparece anisotropia para porosidades bajas. Ademas, los medios porosos arbitrarios siempre
tienen claramente una tortuosidad pequefia en comparacidon con los medios porosos
aleatorios. Por ultimo, en este trabajo correlacionamos el efecto de la aleatoriedad,
porosidad y permeabilidad con los parametros reologicos de fluidos no newtonianos,
prediciendo distribuciones de probabilidad. Las cuales son de gran importancia en
diferentes areas de interés cientifico. En consecuencia, se tiene que el método de RB es una

alternativa viable para abordar problemas de flujo de fluidos a través de medios porosos.
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APENDICES

APENDICE A: OBTENCION DE LA ECUACION DE REDES DE
BOLTZMANN A PARTIR DE LA ECUACION DE BOLTZMANN.

La ecuacion de Boltzmann con el modelo BGK puede escribirse de la siguiente
forma

of = 1
E+5 -Vf_—z(f—g). (A1)

En la ecuacion (Al), f=f (i,f ,t) es la funcion de distribucion de particula

Ginica, & es la velocidad microscépica, A es el tiempo de relajacion debido a la colision,
y g es la funcion de distribucion de Maxwell-Boltzmann (f*). Es importante notar, que
el término de colision ha sido linealizado de acuerdo a la ecuacion (3.8).

Propiedades hidrodinamicas del fluido, tales como la densidad p, velocidad u y
la temperatura T, pueden ser calculadas a partir de los momentos de la funcion f. Para

cuantificar la temperatura del fluido, puede ser utilizada la densidad de energia pe. !

p=jf(f<,§,t)d§, (A2)
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pii =j§f(i,§,t)d§, (A3)

pgzj—(f—ﬁ)f(i,é,t)dé (A4)
Discretizacion del tiempo

La ecuacion (Al) se formula en forma de una ecuacion diferencial ordinaria

(EDO)

aF 1. 1
LIPS AS
it 4 i° (A5)

Donde % E§+ £ -V es la derivada sustancial a lo largo de la velocidad microscopica

& . La ecuacion (AS) como se menciond anteriormente, es una EDO lineal de primer

orden, la cual puede ser resuelta e integrada formalmente sobre un paso de tiempo ot.

Para tal efecto, utilizando el método del factor integrante se obtiene

f(i+§51,§,t+5l):e'%%I:le%g(i+5t',5,t+t')dt'+e%f(iagat)a (A6)

Asumiendo que d; es muy pequeia y g es una funcion local y ademads bastante suave, el

término g(i+.§t',§,t+t') puede ser aproximada con interpolacion lineal para

—

0,

t

g(i+§t',§,t+t')=(l—ijg(i,§,t)+ig £+85,€,t+6,)+0(5%), (A7)

con dicha aproximacion, y sustituyendo ésta en la ecuacion (A6) se tiene
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£(%+E5,8.t+6 ) =¢ { (%.2.1)["ear _8(x2 )j e/itidt'+

A8
g(§+§5t,§,t+5) (A9
5

t

+

e }( &)

Resolviendo las integrales que aparecen en (AS8) y desarrollando algebra sobre la

ecuacion resultante se obtiene

Realizando expansion de Taylor en e , en la ecuacidn (A9) se obtiene

f(§+§51,5,t+51)—f(i,5,t)=:1+( J+——1}[( £.t)-g(% 5)}

—* ——1H x+§5§t+5)

+

e
-e(x.£1)}

(A10)

Despreciando los términos pequefios de orden 0(5 ) del lado derecho de la ecuacion

anterior, se obtiene la siguiente ecuacion

£(3+E5,E,t46,)f(%.,t)= i[ (ift)—g(i,f,t)] (Al1)
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En la ecuacién (All) 7 =%; es el tiempo de relajacion; ésta ecuacion es muy similar a

la ecuacion de redes de Boltzmann (3.22). Lo que hace falta para obtener la ecuacion es
la discretizacion del espacio de velocidades, asi como una funcidon de equilibrio g que
sea consistente con las ecuaciones de Navier-Stokes (N-S). Por lo que, la ecuacion

(A11) es solamente la evolucion de la funcion de distribucion f con tiempo discreto. -2

Aproximacion de la Distribucion de Equilibrio.

Un punto de suma importancia, es la obtencion de la funcion de distribucion de
equilibrio, ya que como se menciono en el parrafo anterior, de ella depende el poder
recobrar de forma adecuadamente las ecuaciones de N-S. La distribucion de Maxwell
que se utiliza como la funcion de distribucion de equilibrio g para una masa de particula

unitaria y “D” dimensiones es

g(i)=—L—exp —(ﬁ_ﬁ)z (A12)
(22RT)” 2RT |

esta ecuacion puede expresarse de la siguiente forma

P £ W
8(2)= (27zRT)[y p[ 2RTje p[RT 2RTJ (A13)

66 9

La funcion “g” se expande a través de una serie de Taylor en u hasta el tercer orden, y

enseguida se eliminan éstos ultimos

£2 cg (&0) @
g(o,ﬁ)—L)/ p[ ¢ j gRT i( ))2 RT [ (A14)
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Para el caso de velocidades pequefas (o nimeros de Mach pequefios), esta
aproximacion es bastante exacta.

Haciendo g(0,1)=f"", obtenemos la siguiente ecuacién, que serd utilizada como la

distribucion de equilibrio local para las siguientes derivaciones '™

f(eq):(z gT)%‘eXP(_ziszx 1+(iﬁ)+£?ﬁ) 0 - (A15)
T

Discretizacion de las velocidades

Para la discretizacion de la velocidad, ésta ird de - o a +oo para ambas
direcciones “x” e “y” para el caso especifico de un modelo bidimensional (D2Q9),que
sera el que se desarrollard en esta parte. Los momentos de la funcion de distribucion de
particula son importantes, ya que de ello depende la consistencia que se tenga con las
ecuaciones de N-S. Asi mismo, en la discretizacion se conservara la isotropia, la cual es

una de las propiedades mas importante en la simetria de las ecuaciones de N-S; de este

modo, la rejilla serd invariante para rotaciones del problema.

Es importante mencionar que para un modelo isotérmico, se requiere inicamente
el primer momento. Estos, pueden ser escritos a partir de la ecuacion (Al5) en dos

dimensiones como

I= J.y/(g)f(eq)dg :mjy/ (f)exp(— ZiTj
(A16)

La integral de la ecuacion (A16) tiene la siguiente estructura J e*"zl// (f )dx, en donde
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l,z/(gE ) es la funcion de momento, que contiene potencias de los componentes de

velocidad. Para recobrar el modelo D2Q9 para una rejilla cuadrada, se utiliza el sistema

de coordenadas cartesiano y, por tanto v (é? ) puede suponerse como

Vo (E)=E0E0, (A17)

en la ecuacion anterior, &y & son los componentes de “x” e “y” de la velocidad & .

Por lo que, la funcién de distribucion de equilibrio para un modelo bidimensional (D =

2)es

L — exp(_ < jx 1+(5.ﬁ)+(5'ﬁ) il (A18)
2RT 2(

Ahora bien, para encontrar la integral de momentos mostrada en la ecuacion (A16), se
define § =¢ / V2RT, por lo que d§, =+v2RTd{,, d§, =v2RTd(, ; sustituyendo estos

términos en la ecuacion (A16)

(A19)

RT)2 2RT

X{l+(5‘ﬁ)+£f‘ ) }Jﬁdgﬁdgy.

Después de realizar un desarrollo algebraico sobre la ecuacion (A19) se llega al

siguiente resultado
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1= [y, (§)14E =2 2RT jaae( ﬂnkaay
)
-4ﬁgw'@t%§%hgxy

2
52 (é/XZui + zé/xuxé/yuy + é/;ui)
RT

(A20)

+[grgre d¢,dg,.

.7 _2 I3
Puede observarse que II"es m-ésimo momento de la funcién e . Los cuales, estan

dados por las siguientes expresiones

mn - i
Jerge ( 2RTjd§dg [ 2RTJII“I“ (A21)

donde I = f’ e ¢rdd; 1 = f e % ¢,dg,

- 2(§Xux+§yuy)d 2(u L, +u, L L)

{rete ¢d¢, = e (A22)
I Y V2RT Y J2RT
[¢rgre
22 +2Culu +C3 ?
Jeiragucu ) o A23)
RT
(ux11n+21 +2uxuyIm+IIn+1 +uyImIn+2)
a RT

Sustituyendo los momentos de las ecuaciones (A21-A23), en la ecuacion (A20) se

obtiene %4

1= [y, (£)1aE = ’)\ﬁﬁz_m+n{[ JRT

L+2uul I +ulll }

JI In + 2( xIm+II +u ImInH)

(A24)
Wl

x m+2 m+1"n-1 y m n+2

RT
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Para evaluar los momentos que aparecen en la ecuacion (A24), se utiliza el método de
integracion numérica de la cuadratura Gussiana. La ecuacion de la Cuadratura de

Gauss-Hermite es dada por

J‘jo e’xzf(x)dxzznlwif(xi)+En, (A25)
i=1

2 .y . . .
donde ¢ es la funcion de peso, y f(x) es un polinomio en x, (ejemplo f (£, )=¢1"). La
integral sobre la multiplicacion de estas dos funciones es aproximada por la suma sobre
funciones evaluadas a los valores x =x;con los pesos w;. Los valores x; son también
. . . . — 2
llamados abscisas. En total, son N abscisas y pesos. Para funciones semejantes a ¢~ la

cuadratura de Gauss-Hermite puede ser aplicada, que es correcta para W-polinomial,

donde para este casoW=¢ ", hasta el orden (2N-1). El orden de la cuadratura de
Gauss-Hermite ha sido escogido de acuerdo al orden del momento-polinomial .
Aunque el modelo es isotérmico la energia debida a la temperatura ha sido mantenida

constante. Por consiguiente, para un y de segundo orden, asi como términos de segundo

orden en el término (f -ﬁ), los momentos de hasta cuarto orden deben ser integrados

correctamente. Este requiere una cuadratura Gausiana de tercer orden (N = 3):

3
L= w¢r, (A26)

donde x; son los ceros de Hy(x), y los pesos son dados por ]

w = 2n+ln!\/;
1 Hn+1(Xi)H;1(Xi)
nr £(n)

Bt )

(A27)

para ¢ € (—o0,).

El tercer orden de la formula de Hermite es dptimo a escoger para evaluar I, para el
propésito de derivar el modelo D2Q9 . El tercer orden de la formula de Hermite es
pues
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H, (x)=8x’—12x. (A28)

La obtencion de sus ceros o sus tres abscisas de la cuadratura se obtienen a partir de la

ecuacion (A28) igualada a cero (8);3 -12x=0; x=0; x= J_r\/% = in_z) Por lo tanto
sus ceros son({1 =—\/y_2; ¢,=0; &, =\/y_2) Y los coeficientes de peso estan dados

por la ecuacion (A27), para nuestro modelo: w; = 243!\/;/[H j=12,3. En

j

donde H, (C j)‘[oma los siguientes valores !

H, (x)=24x>-12; H,(¢,)=24x> —12\7% =24; H,(¢,)=24x"-12| =-

H, (¢,)=24x

12\(

Porlo que, w, =%/ ; w,=2%{ ; w,="%.

Habiendo aplicado la cuadratura de Gauss-Hermite en la ecuacion (A24), la funcion de

: 1
momentos puede ser otra vez reducida [

(A29)

alb

23>, ww ()11 +(§i’j.ﬁ)+(2""

i=l j=1 RT

Donde C .es el vector dado por las abscisas de la cuadratura { (\/ 2RT)(§,§J.)T .

Como las dos sumas van sobre tres valores para cada i e j, entonces son un total de
nueve posibles valores para { ;¥ w;w,. Como se esta utilizando un modelo isotérmico,
la temperatura T no tiene relevancia fisica, y puede ser reemplazado por una constante
¢=+/3RT . La velocidad del sonido ¢, =1//3 en el modelo da ¢> =¢?/3=RT. Los

pesos, divididos por rt dan [

Wr e 1 4

W, =W,W, =—————=—; W

3 3 7 9

1234 = WW, W, W, W W, W, W3 =—,
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Wse78 = WiW3, WaW, WW,, W W, :g.

Cada componente de los vectores ¢ es cualquiera de los dos valores, ya sea 0 6

+V2RT,/3/2 = +J/3RT =

E’;0 :é/l,l :(an)T 5
€234 élzaéznészaéu ( 0) (0 il) c,
Cs678 =613:631:6115835 = (i

|+
\./

La estructura de la rejilla cuadrada es construida en el espacio fisico, como muestra la

figura (A1):

6 5
3 0 1
7 4 8

Fig.A.1 Grupo de velocidades discretas.

Con estas velocidades discretas, la ecuacion (A29) da:

1= W,y (e,)fs, (A30)

donde W, puede ser identificado como 27rRTe%. Esto da la forma conocida de la
funcion de distribucion de equilibrio para cada una de las nueve velocidades y que es

consistente para recobrar la ecuacion de N-S [

3(8,-8) 9(&,-1) 3u
£ = 14 « 2L A31
¢ W“p{ T T g 2¢? (A31)
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APENDICE B: OBTENCION DE LA ECUACION DE NAVIER-STOKES
A PARTIR DE LA ECUACION DE REDES DE BOLTZMANN

Uno de los problemas mas populares en la teoria cinética, se ocupa de la
derivacion de las ecuaciones hidrodindmicas, esto es, bajo ciertas condiciones, la

solucién de f(7,7,¢) a una ecuacion de transporte se acerca, de hecho, a una forma que

se pueda relacionar directamente a una descripcion continua o hidrodindmica. Es decir,
bajo ciertas condiciones el proceso de transporte se acerca a un limite hidrodindmico. A
pesar de que David Hilbert en 1911 fue el primero en probar la existencia de una clase
de soluciones a la ecuacion de Boltzmann (llamadas soluciones normales), que estaban
determinadas completamente por los valores iniciales de la variables hidrodindmicas
que corresponden a los invariantes de colision (masa, momento y energia cinética),
Sydney Chapman y por otra parte David Enskog en 1917 fueron los primeros en
desarrollar un procedimiento sistematico para derivar las ecuaciones hidrodinamicas
correspondientes (y sus correcciones de orden superior), para estas variables. A pesar de
que se han propuesto diversos esquemas alternativos para generar soluciones
aproximadas a la ecuacion de Boltzmann (incluyendo el método de 13 momentos de
Grad, las expansiones en polinomios generalizadas, funciones de distribucién bimodal),
el método de Chapman-Enskog sigue siendo el esquema mas popular para la
generalizacion de ecuaciones hidrodindmicas a partir de las ecuaciones cinéticas del

tipo de Boltzmann. 7"

Expansion de Chapman-Enskog

Para mostrar que la ERB puede ser usada para describir el comportamiento de fluidos,
las ecuaciones de NS son derivadas por un procedimiento llamado expansion de
Chapman-Enskog, o analisis multi-escala. E1 dependeré del numero de Knudsen, que es
como ya se ha mencionada en la primera parte de este capitulo, el cociente entre la
trayectoria libre media y la longitud caracteristica.

Para la derivacion de la ecuacion de NS, se divide la ecuacion de Boltzmann en
diferentes escalas para variables espacio y tiempo. Se basa en la expansion del

pardmetro & para que el nimero de Knudsen sea usado. Generalmente la expansion es
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truncada después de los términos de segundo orden. Para las variables temporales, se

escoge la siguiente representacion:
t=ct,+&t, (B1)

El tiempo ¢ representa la relajacion local que es muy répida en un fluido debido a
colisiones. Es importante mencionar, que los procesos de difusion son de la escala de
tiempo ¢;. Aqui solamente una expansion espacial es considerada, la cual puede verse en

la siguiente expansion de primer orden:
X =é€X,. (B2)

Esto se debe al hecho de que tanto la adveccidn; asi como la difusion, se consideran
similares en escala espacial “x;”. Por tanto, la representacion del operador diferencial es

similar

2,0, 88,28 (B3)

Para una expansion consistente, se necesita el término de segundo orden en el espacio.
Las ecuaciones de momento de f son expandidas directamente a una sumatoria de la

forma siguiente
f=>e"f" (B4)

Ademas, se asume que la dependencia del tiempo de f es causada solamente por las
variables p, iy T.
El andlisis para recobrar la ecuacion de N-S comienza a partir de la ecuacion de redes de

Boltzmann
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f,.()”c+é,.,t+l)—fl.()?,t):—;(f,.(?c,t)—ff" (%.)). (B5)

Primeramente se realiza una expansion de Taylor del lado izquierdo de la ecuacion

anterior

2
- 1 0 0 -
fi (X,t)+2—![eia7a+(l)aj fi (X,t)+...
0
!

—[fi(it){(o)aﬂo)gj

0
1 0
2

2
£ (%,t)+—| (0)——+(0)=| £
O (OF O R
Simplificando y adicionando el lado derecho de la ecuacion (B5) se tiene

ﬁ()?+é’i,z+1)—]j(5é,t)=[(at c0,0.)4 20, e, )ﬂfi(x,m...: 6
1

RGO RAICO)

T

donde 0, =£, 0,=—.
ot Ox

A continuacion se introduce la técnica multi-escala (Expansion de Chapman- Enskog)

0 (”) 0
0,=ed, +€%,, 0,=60,... (B7) g._ Ze”u: o,f=>¢"d"f
0 : at n=0 at n=0
F= e fOper®q L (B8)  f=>¢"f,

haciendo

b

Zb: F0=0; 3 s, =0
i=0

i=0

b b
=0 Y fPe, =0......... (B10)
i=0

i=0

, ~  [1,4,8,9
donde £ es un nimero muy pequefio. [ ]

Aplicando (B7) y (B8) en la ecuacion (B6) tenemos:
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{[(e0reo,) (e #3600+, (@) (10 +er? +521)-

(B11)
_l(ﬁm) o f0 e [ ).
T
Se puede observar que el primer orden en ¢ en la ecuacion (B11) es:

&(0, +eq, ) /" __ 1.0 (B12)

T

La densidad total de las f; y el momento es dados por
2 hi=p D e =pu,. (B13)

Sumando sobre i ambos lados de la ecuacion (B12), ademas de aplicar las ecuaciones

(B10) y (B13) en (B12), se obtiene

0,p+0,(pu,)=0. (B14)

La Ecuacion anterior es analoga a la de continuidad (a%, +V-pu = 0).

En seguida, se multiplica por e;, , ademas de sumar sobre i la ecuacion (B12)
1
0, 2 e +0, 3 f"e e, = — > fe,, (B15)

=8, pu, +0,115) =0. (B16)

Es importante mencionar que para el modelo de 9-bits, las propiedades del tensor

utilizadas son las siguientes
> 9=p, (B17.a)
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Ziaiﬁf ——cp 5+ Pl

zéiaéiﬂéiyfi(()) zéczp(éaﬁu}’ +5ﬁ7u05 +5 )

i

Tomando (B17.¢) y aplicando (B10) y (B13) a la ecuacion (B16) se obtiene

8, puy +0, puit, =0, % 5.,

O bien 0,(pu, )+0,pu,u,=—-0,p

Apéndices

(B17.b)

(B17.c)

(B17.d)

(B18)

(B19)

La ecuacion (B19) es la bien conocida como la ecuacion de Euler para un fluido sin

viscosidad. Donde p =(1/3)c’p.

Para el caso de la hidrodindmica de un liquido con viscosidad, ésta puede ser derivada

(13 27’

considerando , partiendo de la ecuacion (B11) se tiene

R e
(0, +en0,) " [a +— (a +em6a)}f ==/,

de (B12) despejamos f;” para tener

Sustituyendo (B12’) en (B20)

1 1
0,/ +(o, +em8a)(l—z—fjfi(l) :_;fim

Sumando sobre i y aplicando (B10) y (B13) en la ecuacioén (B21) obtenemos

[115]
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0P =0. (B22)

Multiplicando e;, y entonces sumando sobre i ambos lados de (B21) y tomando (B10)

asi como (B13)

1
0,y +0, 3 ¢uey S [1 —2—Tj =0, (B23)
quees 0, pu,+ GQHS} =0, (B24)
1
donde TI!) = (1 —Zjiz e e j (B25)
la ecuacion anterior se puede escribir como I1') / (1- %)= [Z e ep j, (B25”)

de la ecuacion anterior fl.(l) puede evaluarse a partir de (B12) de la siguiente forma

fV==(0,+e,) "o (B12”)

Sustituyendo (B12’) en (B25”) obtenemos

g / (1 —;Tj = ewen| (0, +ead.) 1] (B26)

O bien foll)g/(l - 2lrj =-T (8,0 z el.ael.ﬁfl.(o) +0, z e, e,.ﬁe,.yf,.(o) j (B27)

Utilizando (B17c¢ - B17d) y aplicandolo sobre (B27) se tiene
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I |(1) _i =7 | | (0)4-(3 | | 0
ﬁ/(1 2Z (ato off ¢ B ),
1) 1 1 — _ 0 l 2 o .+ +0 _1 620(5 u 0, éﬁ’ “a)
| | — = -7 o C p o puauﬁ a 3 apy ya” B y )

1 1 1 1
aﬁ/(l— = —T5aﬁa,0p§(}2 —rp§c28,05aﬁ —10, (puauﬁ)—rgczﬁlﬁ@y (puy)

(B28)

—r%czaa (puﬁ)—r%czﬁﬁ (pu,).

De (BI5) se tiene que 8,0p%c2 = —%0287 (puy) Sustituyendo éste término en la ec. (B28)

0 (11 )<, e, (o, -, (), Lo o,

1 1
—Tgczﬁa (puﬁ)—rgczﬁﬁ (pua), (B29)

HS)/(I—Zlsz—TG,O (puauﬁ)—réczp(aauﬁ +8ﬂua).

El término 0, ( pu,u ﬁ) en la ecuacion (B29) puede desarrollarse para dar

1
o, (puauﬂ):—gcz(uﬁ@ap+ua0ﬂp). (B30)
Recordando que la ecuacion de continuidad de continuidad en notacion vectorial es

P19-(pit)=0, (B31)

La ecuacién de momento para el primer orden en € viene dada por

%(pﬁ)+ v-(n(‘” +H(”) =0. (B32)

En donde
0, puy+ 80[1_1(0:2 =0.= Ec. de Euler (B33)
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0, puy+ GQHSE + Gﬂfoll), =0. Ec. de Navier - Stokes

Sustituyendo (B30) en (B29) obtenemos

T

HS)/(I_;j = —T[—%Cz (uﬁéap+ua8ﬁp)}—Téczp(aauﬂ +04u, )

Para un fluido incompresible p = cte.
LI = L ep(o,u, +0
Sl =— T—E EC p( auﬁ+ ﬁua).
Si ahora sustituimos (B36) en (B34):

0, puy+0, (puauﬁ) = -Gap+(r-%j%c2p(6auﬁ +8ﬁua).

., ) 1 1), : } ) .
En la ecuacidn anterior v = 5 T-E ¢~ es la viscosidad cinematica.

"0, P, +uglu, = —léap +vV2u,. Ec. Navier-Stokes. [+
P
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(B34)

(B35)

(B36)

(B37)

(B38)
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| LATTICE-BOLTZMANN SIMULATION OF SAGO
(METROXYLON SAGU) STARCH SOLUTIONS
IN POROUS MEDIA

Luis Velazquez-Ortega* and Suemi Rodriguez-Romo

CIT-FESC, Universidad Nacional Auténoma de México, Apdo. Postal 142, Cuautitidn Izcalli, Edo. de Méx., 54750 México

R

From rheological experiments:in_gelatinized -sago starch solution already. reported in ‘the literature-and a- Lattice-Boltzmann simulation, we -
provide some insight into the understanding of the non-Newtonian fluid dynamics of sago-starch-type solutions in: porous'media. In this paper,
permeability and wall shear stress in arbitrarily generated and randomly generated ‘porous media are predicted in the range of the modified
Darcy’s law. Additional results on flow paths, velocity, shear-stress tensor;.and pressure fields are provided. We prove that our LBE model for
sago starch solutions reproduces Blake-Kozeny and Ergun laws. The model presented in this paper is intended to be used for simulating packed beds.

A partir d’expériences rhéologiques dans des solutions d’amidon de sagou gélatinisé publiées antérieurement dans la littérature scientifique, ainsi

qu’une simulation de type réseau de Boltzmann, nous apportons de nouveaux éléments pour comprendre la dynamique des fluides non newtoniens

des solutions du type amidon de sagou en: milieu poreux. Dans cet article, la perméabilité et la contrainte de cisaillement en milieu poreux produit
; arbitrairement et aléatoirement sont prédites dans lagamme de la loi de Darcy modifiée. Des résultats additionnels sur les trajectoires d’écoulement,
] la vitesse, le tenseur de contrainte de cisaillement et les champs de pression sont fournis. Nous prouvons que le modéle LBE pour des solutions
d"amidon de sagou reproduit les lois de Blake-Kozeny et Ergun. Le modele présenté dans cet article est destiné a la simulation des lits garnis.

Keywords: lattice-Boltzmann, porous media, wall shear stress, permeability, sago starch

INTRODUCTION the porous siructure (Liapis, 2005). From LBE, pressure fields are
Hy drodynamic characterization of non-Newtonian fluids obtained in this paper for non-Newtonian solutions in a number

. . X f porous media.

th h d topic of practical technolog- o . .

ic;;nils\p:r(t);?lléz r;:; ;E;cllie?i bepc; reac‘t)ors I(Freun d et alg The velocity field is necessary for modelling the structure and
2005), fixed bed regeneration (Zhang and Ren, 2003), and blood the flow within a pao':ked b_e d. F:urtherqxore, bac}< flow, stz?g—
flow (Artoli et al., 2004; Ouared and Chopard, 2005), among nant volumes, and regions with high gradients of single velocity
others. We are concerned with the analysis of packed bed mod- components can be detected. Actually, the fluctuating compo-
els focused on the motion of non-Newtonian fluids through a nent of the velocity field is important in order to understand the
rigid porous medium with applications in chemical engineering irreversibility nature of disper.sions (Khrapitchev. and Ca!llaghan,
and equipment design. We study pressure, velocity, and shear 2003). We research these topics for pseudoplastic solutions and
fields in a number of two-dimensional porous media for sago an“I;BElmodel& bility i 4 d d the d
starch solutions. The effect of randomness on these fields is also d €a sfobs n(; Y perm?r: ity n c;lr elr tolun .edr s;an cti € eggn};
researched. In addition, permeability and wall shear stress are ence of bed permeability on the loca _void Iraction, wiic
analyzed. can be used to scale up models for maldistributions on a scale

The study of pressure changes across a packed column as a
function of flow rate is important when designing a pump for :
a specific fluid in order to reduce the costs of the system, but * Author to whom correspondence may be addressed.
also to maintain optimal operating conditions and to maximize E-mail address: siulj@servidor.unam.com

I ptimal op 8 or ! - Can. J. Chem. Eng. 86:667-675, 2008
production. From the existence of a mesoscopic pressure field with © 2008 Canadian Society for Chemical Engineering

a uniform gradient, transfer coefficients are found as a function of DOI 10.1002/cjce.20081
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Effective permeability of porous media in subsurface environments (or packed beds in reactors, for in-
stance) is subject to potentially large uncertainties due to heterogeneity of natural systems. We present
a lattice Boltzmann method (LBM) to study the flow of single-phase non-Newtonian fluids by using a
power law effective viscosity in different bidimensional porous media; arbitrarily and randomly gen-
erated. Macroscale-equivalent local effective permeability distributions and permeability bands at core

Our final goal is to propose a method for constructing core predictions from data obtained in thin samples
of porous media, especially for non-Newtonian fluids (contaminated aquifers, petrochemicals and oil, for
instance) whenever experiments are costly or just not available.

© 2009 Elsevier Lid. All rights reserved.

- 1. Introduction

Flow through porous media has been a topic of longstanding in-
terest in many areas of science and engineering. Besides, flow be-
havior of non-Newtonian fluids is of high interest to a broad range
of disciplines in both science and technology. In particular, the oil
field industry is interested in fluids for applications such as hydraulic
fracturing to increase oil production from reservoirs with a low nat-
ural effective permeability. These are generally complex fluids which
show non-Newtonian behavior. Because of the nature of the appli-
cation, the flow of such complex fluids in porous media is extremely
important to the industry. Numerous studies have employed stochas-
"tic methods to model groundwater flow in subsurface porous media
by assuming effective permeability probability density, including the
use of normal (Sitar et al, 1987) and gamma distributions (Cooke
et al,, 1995). Similar studies have been performed in packed beds for
chemical reactors whenever the kinetics is followed by rheological
parameters, for instance.
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Permeability measurements are difficult to obtain when sample
availability is restricted, dimensions are limited, or materials are
poorly consolidated. For instance, in subsurface cores of ground con-
taining thin, tabular compaction bands (CB), all three challenges can
arise. Lattice Boltzmann methods for estimating permeability from
thin sections provides an alternative. Applied to natural grounds (see
Table 1) the estimates can be used to capture the range of both
matrix and CB permeability from a single, representative thin sec-
tion. The technique also provides a tool for estimating permeability
anisotropy due to bed bands in grounds (see the bands obtained in
this paper, from Figs. 3-9, for examples). Our results can be invalu-
able for subsurfaces with natural porous media equivalent to the
ones presented in this paper; since pervasive arrays of compaction
bands in grounds have been shown to be capable of exerting sub-
stantial fluid, flow effects at scales relevant to aquifer and reservoir
management.

Our system uses porous matrix in 2-D or 3-D models when-
ever the third dimension is very small compared to the other two
dimensions, and where the velocity component along the third
dimension is zero. The use of 2-D simulations allows reducing signif-
icantly the computational cost of the calculation; this has been done
in the form of pseudo 2-D capillary networks (Venturoli and Boek,
2006).
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