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RESUMEN

Durante muchos años se han desarrollado investigaciones en el área del transporte

de fluidos en medios porosos, en vista de las innumerables aplicaciones industriales que

tiene. Entre éstas se pueden citar la ingeniería de yacimientos de agua (acuíferos), de

petróleo y de gas, los procesos de separación (como por ejemplo la adsorción), diseño de

reactores químicos, sistemas geofísicos y geotérmicos, ingeniería de polímeros,

enfriamientos de equipos electrónicos, diseño y análisis de intercambiadores de calor tipo

regeneradores, entre otros. Ya que los medios porosos son de gran importancia en diversas

áreas, y hoy en día se presentan diferentes técnicas para abordar problemas de los mismos,

tales como diferencias finitas, elemento finito y método de Montecarlo, y en los últimos

años  los  métodos  denominados  gases  en  redes,  es  como  nos  motivo  a  trabajar   en  el

comportamiento de los mismos.

En este trabajo se realizó la simulación de fluidos no Newtonianos a través de medios

porosos, utilizando la ley de Darcy modificada y la ecuación de Darcy en función de

viscosidad aparente, aplicando la ecuación de Redes de Boltzmann (RB), en dos tipos

medios porosos generados de forma arbitraria y aleatoria. Se presenta una propuesta para

realizar simulaciones en lechos empacados, en los medios porosos antes citados, en los

cuales se obtienen variables tales como, campos de flujo, distribuciones de velocidad,

distribuciones de esfuerzo de corte, distribuciones de presión, permeabilidades, factores de

fricción, números de Reynolds y esfuerzos de corte. Además de realizar predicciones con

las ecuaciones de Ergun y Blake-Kozeny. Así mismo, se correlacionó el efecto aleatorio, la

porosidad y la permeabilidad con los parámetros reológicos de fluidos no Newtonianos,

para los que obtuvimos predicciones de distribuciones de probabilidad. Las cuales son de

gran importancia en diferentes áreas de interés científico.
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CAPÍTULO 1

INTRODUCCIÓN

            El movimiento de fluidos puede tener una variedad de formas tanto para flujos

simples, como puede ser el flujo de un fluido a través de una tubería en régimen laminar

o bien para flujos más complejos, tales como sistemas biológicos, alimentarios y flujos

turbulentos, entre otros. De igual forma, el flujo de un fluido en un medio poroso es un

fenómeno común en la naturaleza, y en muchos campos de la ciencia y la ingeniería. El

interés que encierra el estudio del flujo en un medio poroso estriba en la relación directa

que mantiene con los procesos industriales, tales como las explotaciones petrolíferas

(desplazamiento del petróleo, deficiencia de la recuperación, modificación de la

porosidad, desplazamiento y equilibrio de la interfase, etc.), recuperación de aceite,

ciencia de materiales, el secado industrial, el filtrado químico, estudio de movimiento de

contaminantes en el suelo, hidráulica de captaciones de agua, etc.[1] El objetivo de esta

tesis  es  realizar   simulaciones  de  fluidos  no  Newtonianos,  también  conocidos  como

fluidos de la potencia ó fluidos de Ostwald-de Waele, en presencia de medios porosos

para obtener resultados originales que expliquen el comportamiento de algunas

variables tales como velocidad; permeabilidad; caídas de presión; usando el método de

redes de Boltzmann.
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En el caso de la teoría de la dinámica de los fluidos, ésta puede ser desarrollada

desde dos puntos de vista: el microscópico y el macroscópico. En el primero, la

estructura molecular del medio es tomada en cuenta explícitamente. Cabe mencionar

que los fluidos, al igual que el resto de la materia, están compuestos de moléculas.

Cualquier teoría que intentara predecir los movimientos individuales de esta gran

cantidad de moléculas sería extremadamente compleja. Sin embargo existen áreas del

conocimiento que estudian la materia desde un punto de vista microscópico, ejemplos

son la teoría cinética de los gases y la mecánica estadística, las cuales tratan el

movimiento de las moléculas en términos de grupos estadísticos (promedios), es decir

desde un enfoque estadístico, en lugar de considerar moléculas individuales. Para el

enfoque macroscópico, en éste no se toma en cuenta explícitamente la estructura

molecular del medio, solamente se consideran las propiedades “gruesas” de la materia.

Las propiedades físicas del medio se miden directamente por medio de instrumentos.[2,3]

Una alternativa para resolver problemas de la dinámica de fluidos, son los métodos que

aparecieron a principios de los 70’s, denominados “gases en redes”.

En lo que concierne al método de redes de Boltzmann, éste tiene sus orígenes en

los autómatas celulares, el primer esfuerzo para simular sistemas de flujo de fluidos fue

la realizada en 1973 por Hardí, Pomeau, y de Pazzis (HPP) [4], los cuales introdujeron el

modelo  que  lleva  sus  iniciales  “HPP”. En este modelo, todas las partículas tienen

unidad de masa y velocidad, las partículas son restringidas a viajar en direcciones

4,...,1, =iei
r de una rejilla cuadrada. Una variable Boleana es utilizada para indicar la

presencia  o  la  ausencia  de  una  partícula  de  fluido  en  cada  sitio  de  rejilla  en  una

dirección  dada.  Una  regla  de  exclusion  es  aplicada,  es  por  esto,  que  solamente  a  una

partícula se le permite viajar en cada dirección a lo largo del eslabón por etapa. Cuando

varias partículas llegan a un sitio, estas colisionan de acuerdo a reglas de colisión pre

establecidas en el modelo. La colisión es gobernada por la conservación de la masa y

momentum. Si no se presentara dicha colisión, entonces  las partículas continuarían su

viaje en línea recta. El modelo HPP es absolutamente estable, pero presenta falta de

isotropía en algunos términos tensoriales  involucrados en la ecuación de Navier-Stokes.
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Así mismo, los resultados del modelo no recuperan las ecuaciones de Navier-Stokes

(NSE) en el nivel macroscópico. Esta deficiencia es debido al inadecuado grado de

simetría rotacional de la rejilla cuadrada[5]. En 1986, Frisch, Hasslancher, y Pomeau[6]

descubrieron que las NSE pueden ser recobradas usando una rejilla hexagonal. Su

modelo es conocido como el modelo FHP. Este modelo es similar al HPP, solo que las

partículas con masa y velocidad unitaria se mueven en los vértices de una rejilla

hexagonal discreta. Una variable Boleana es usada en cada dirección de la rejilla para

indicar la presencia o la ausencia de una partícula en esa dirección. Las partículas son

actualizadas en cada paso de tiempo, ya sea por colisión o fluyendo hacia su siguiente

nodo vecino,  según sea  el  caso.  Las  colisiones  de  las  partículas  son  determinadas  por

una prescripción de reglas de colisión que contienen todos los posibles estados de

colisiones. Este modelo presenta dos problemas principales, la presencia de ruido

estadístico y la incapacidad para simular flujos en tres dimensiones.

El método de redes de Boltzmann se basa en conceptos de la teoría cinética de

los gases. Es un método que mediante el uso de rejillas discretas y la ecuación de

Boltzmann, apoyados por herramientas computacionales, ha servido para simular una

gran cantidad de fenómenos físicos. Las ecuaciones de Navier-Stokes no son resueltas

directamente, sino recobradas como consecuencia. El problema es obtener las funciones

de distribución de partículas, ( )txf i ,  y a partir de ellas obtener variables observables

como la viscosidad, la caída de presión y el numero de Reynolds. En forma general, el

método de redes de Boltzmann, consiste principalmente de dos operaciones, la primera

operación es denotar el avance de partículas a los siguientes sitios vecinos de la rejilla.

La segunda operación, es para simular los choques de las partículas. Una de las ventajas

más importantes es que el método es completamente paralelizable y local; se tiene

simplicidad al programar y la capacidad para incorporar modelos interaccionantes[7,8].

En este método se incorporan condiciones de frontera y geometrías complejas.
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El método de Redes de Boltzmann (RB), hoy en día se considera como una nueva

y efectiva técnica numérica para la solución de ecuaciones de flujo de fluidos, transporte

de calor y masa.[7] El método ha demostrado habilidad para la simulación de sistemas

hidrodinámicos[9-13], sistemas magnetohidrodinámicos[14], fluidos multifásicos y

multicomponentes[15], incluyendo suspensiones[16], y emulsiones[17], flujos

químicamente reactivos[18],  y  flujos  multicomponentes  a  través  de  medios  porosos[19],

entre otros. Además, la técnica de redes de Boltzmann se ha llevado a diversas áreas del

conocimiento como es el campo de la medicina, en la cual se estudia el comportamiento

de flujos sanguíneos para la creación de prótesis valvulares, apoyándose en la dinámica

de fluidos[20]. Otra interesante aplicación se refiere a la migración de células

quimiotácticas, para éste caso se propuso un modelo probabilístico en una dimensión

espacial, utilizando una ecuación de transporte generalizada llevado a cabo por  Rivero
[21] y la misma migración de células propuesta por Alt [22] utilizando el modelo de RB,

en tales casos se tienen respuestas similares, para dicha migración.

En  el  presente  trabajo  se  abordaron  los  siguientes  aspectos,  en  el  capitulo  2,

Flujo de fluidos a través de medios porosos”, se  aborda el tema de flujo de fluidos

desde un punto de vista macroscópico y las ecuaciones de continuidad y movimiento

utilizadas más comúnmente. Además de hablar de algunos tipos de fluidos con

aplicaciones industriales. Por otra parte, se toman aspectos concernientes a medios

porosos,  importancia y aplicaciones de ellos.  El capitulo 3:  “Redes de Boltzmann”, se

presenta la teoría del método de redes de Boltzmann, para lo cual se efectúa una

revisión breve de los aspectos fundamentales de la teoría cinética y la ecuación clásica

de Boltzmann, así como la solución de esta última, y la importancia del teorema H en

dicha solución. Además de describir el método de redes de Boltzmann. Es importante

mencionar que esta parte de la tesis se enlaza con los apéndices A y B, en los cuales se

presenta la física y la matemática que encierra el método de redes de Boltzmann. En el

apéndice A, se muestra la obtención de la ecuación de redes de Boltzmann a partir de la

ecuación clásica de Boltzmann, y en B se presenta la recuperación de la ecuación de

Navier-Stokes  a partir de la ecuación de redes de Boltzmann. En lo que respecta al

capítulo 4, se presentan los resultados de las simulaciones realizadas en el proyecto de

doctorado con un modelo propuesto de redes de Boltzmann. Primeramente se presentan
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resultados con este último, y se realiza la validación con la solución analítica de las

ecuaciones  de  movimiento  para  fluidos  Newtonianos  y  no  Newtonianos.   También  se

presentan resultados de los fluidos antes mencionados a través de medios porosos

generados de forma arbitraria y aleatoria, ésta última con el método del Box- Muller. En

este capítulo además se presentan los resultados de la aplicación de la simulación de

redes de Boltzmann  en torres empacadas; así como la aplicación de las redes de

Boltzmann en diferentes tipos de suelos para la obtención de distribuciones de

permeabilidad local efectiva para los dos tipos de fluidos ya mencionados. En lo que

respecta a los apéndices; en uno de ellos se muestra la obtención de la ecuación de redes

de  Boltzmann  a  partir  de  la  ecuación  clásica  de  Boltzmann,  y  el  otro  presenta  la

recuperación de la ecuación de Navier-Stokes a partir de la ecuación de redes de

Boltzmann.
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CAPÍTULO 2

FLUJO DE FLUIDOS A TRAVÉS DE MEDIOS
POROSOS

2.1.   Enfoque Macroscópico del Flujo de un Fluido

Las moléculas de un gas están separadas por regiones vacías cuyas dimensiones

lineales son mucho mayores que las de las moléculas mismas. Pero incluso en un

líquido, en el cual las moléculas están estrechamente empaquetadas, la masa dista

mucho de estar distribuida uniformemente en el espacio. Otras magnitudes, además de

la masa, tienen también distribuciones espaciales altamente no uniformes en la escala

microscópica.

Sin embargo, en muchas aplicaciones de interés práctico, tan sólo interesa el

comportamiento de la materia en una escala macroscópica. Este es el caso de la

mecánica de fluidos, y gracias a ello se puede ignorar la estructura molecular de la

materia cuando se describe su movimiento.

La hipótesis básica de la mecánica de fluidos consiste en suponer que en escala

macroscópica, un fluido se comporta como si estuviera dotado de una estructura

perfectamente continua, esto es, que magnitudes como la masa, la cantidad de

movimiento y la energía, asociadas con la materia contenida en un volumen del fluido,

se consideran uniformemente distribuidas en éste volumen (en lugar de estar

concentradas en una pequeña facción de éste, como realmente ocurre). A este enfoque

se le  denomina “Hipótesis del Continuo”. El significado de esta hipótesis dice que es
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posible asignar valores definidos de las propiedades del fluido a un punto, y que los

valores de esas propiedades son funciones continuas de la posición y del tiempo. Una

forma de determinar si el supuesto de medio continuo es aceptable, es a través del

numero de Knudsen (λ/l), el cual se define como el cociente entre la trayectoria libre

media l (distancia promedio que una molécula recorre antes de chocar con otra

molécula) y una longitud característica l;  es  decir,  si l >>l el modelo de medio

continuo es aceptable. En otras palabras, el número de Knudsen deberá ser mucho más

pequeño que la unidad, para que la hipótesis del continuo sea válida. [1-4]

2.2. Ecuación de Continuidad

La conservación de masa es el principio básico del movimiento de los fluidos, la

cual requiere que cuando el fluido está en movimiento, se mueva de manera que la masa

se conserve [5].

Una manera de obtener la ecuación de continuidad, es considerar un elemento de

volumen fijo en el espacio, dentro del campo de velocidades de un fluido (ver figura

2.1), al cual se le aplica un balance de materia, obteniendo
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La segunda igualdad corresponde a la ecuación de continuidad escrita en forma

diferencial, y puede ser escrita en forma integral como

dV vdV 0.
t
¶

+ Ñ × =
¶ òòò òòò

rr r (2.2)

La integral de volumen puede transformarse en una integral de superficie mediante el

teorema de Gauss para obtener

Vol

dV v dA 0.
t
¶

+ × =
¶ òòò òò

rr

Òr r (2.3)

Figura 2.1  Campo de velocidades no homogéneo atravesando las caras del elemento de volumen.
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Las ecuaciones de continuidad son cinemáticas ya que describe el movimiento

de un cuerpo sin considerar las causas que lo producen.

2.3. Ecuación de Movimiento

El físico matemático suizo Leonhard Euler escribió un artículo en 1758, en el

cual reportaba la expresión matemática que había deducido para el flujo ideal de un

fluido, entendiéndose esto como el movimiento de un fluido incompresible de

viscosidad despreciable, libre de fricción. Casi un siglo más tarde, el físico francés Jean

Pierre Lagrange, obtuvo una ecuación más completa, en la que se consideraban los

efectos viscosos del fluido, y por lo tanto, la fricción. La expresión matemática que

obtuvo fue mejorada poco tiempo después por dos científicos europeos (Navier y

Stokes)  casi  en  forma  simultánea,  que  introdujeron  a  la  ecuación  de  Lagrange  un

término de aceleración adicional, el que corresponde a la variación de la velocidad del

fluido cuando se modifica el área de flujo.

2.3.1. Formulación Euleriana

El método de descripción Euleriano consiste en elegir un elemento de volumen

de control fijo en el espacio, con coordenadas especificas respecto a un sistema de

referencia previamente seleccionado, y caracterizar los cambios de distribución de

velocidad, presión, temperatura, concentración, etc., que ocurren dentro del elemento de

volumen en función del tiempo. Al utilizarlo, las propiedades del fluido en movimiento

quedan descritas en función de las coordenadas espacio-temporales.

El balance sobre una superficie envolvente (DV) con los flujos de entrada y

salida de cantidad de movimiento por mecanismo molecular y convectivo; así como, las

fuerzas externas que tienden a hacer que el fluido se desplace, las cuales pueden ser

volumétricas (como la atracción gravitacional) y las superficiales (como la presión) se

muestra en la figura 2.2.
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La expresión vectorial de la ecuación de balance de momento lineal en un fluido en

medio continuo, la cual corresponde a la ecuación de Movimiento en formulación

Euleriana es

. .

Flujos de entrada-salida Flujos de entrada-salidade momento por unidad de momento por unidadde volumen, transportado de volumen, transportadopor mecanismo molecular por mecanismo convectivo

vv-Ñ × -Ñ ×
r rrt r

Vector gradiente de Fuerzaspresión, y corresponde Rapidgravitacionalesa la diferencia de fuerzas que actúan sobrede presión por unidad de el fluido.volumen de un punto a
otro en el espacio.

vP g
t

¶
-Ñ + =

¶

r
r r r

r
ez de acumulación

de momento por unidad
de volumen.

(2.4)

2.3.2. Formulación Lagrangiana

El punto de vista Lagrangiano consiste en la fragmentación del fluido en

sistemas de masa fija y la caracterización de las coordenadas de posición rr , velocidad

Figura  2.2 Elemento  de  volumen  de  control  en  las  inmediaciones  de  un  campo  de  velocidades  para  la
realización de los balances de flujo de momento lineal y obtención de la ecuación de movimiento de un
fluido
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vr , y aceleración ar , de cada uno de ellos a medida que transcurre el tiempo, es decir, se

utiliza una técnica descriptiva que va siguiendo a los elementos identificables de masa

(tal como en la mecánica de partículas). La parte práctica de este enfoque, consiste en la

idea de seguir el movimiento de masas de flujo a lo largo del campo de flujo, y observar

cómo se acelera y deforma en el campo de velocidades, describiendo esto desde un

sistema de referencia que se  mueve con la velocidad del fluido.

          La ecuación vectorial diferencial que corresponde a la formulación Lagrangiana

de la ecuación de movimiento es

Aceleración del fluido
por cambios de velocidadAceleración del fluido con respecto a la posiciónpor cambios de velocidad

en el campo de fllocal con respecto al tiempo
("aceleración temporal")

v v v
t

¶
+ ×Ñ

¶

r
r rr

Fuerzas viscosas Gradiente de presión Fuerzaspor unidad de volumen por unidad gravitacionales porque actúan en el interior de volumen.  unidad de volumenujo. del fluido.  (peso

P g

é ù
ê ú
ê ú
ê ú = -Ñ× -Ñ +
ê ú
ê ú
ê úë û

r rrt r

 del fluido)

(2.5)

             En un fluido Newtoniano, el esfuerzo viscoso es proporcional a la relación de

deformación de corte (relación de deformación angular). Los esfuerzos pueden

expresarse en términos de gradientes de velocidad y las propiedades del fluido en

coordenadas rectangulares como sigue:
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(2.6)

donde p es la presión termodinámica local.

           Si las expresiones anteriores se introducen en las ecuaciones diferenciales de

movimiento (ecuación 2.6), se obtiene

( ) 2Dv v v v v P g.
Dt t

¶é ù= + ×Ñ = Ñ -Ñ +ê ú¶ë û

r r
r rr r rr r m r (2.7)
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            La expresión 2.7 es conocida como la ecuación de Navier-Stokes en formulación

vectorial, y en conjunto corresponde a la aplicación de la segunda ley de Newton de la

mecánica clásica al movimiento del fluido.

En el caso de fluidos sin fricción (m =  0),  la  ecuación  de  movimiento  (2.7)  se

reducen a la ecuación de Euler,

Dv g P.
Dt

= -Ñ
r

rrr r (2.8)

Las ecuaciones de movimiento son dinámicas, esto es, estudia el movimiento

teniendo en cuenta las causas que lo producen. [5-9]

2.4. Tipos de Fluidos y Regímenes de flujo

Un fluido se define como una sustancia que se deforma continuamente bajo la

aplicación de esfuerzos cortantes.

Existen básicamente tres tipos de fluidos desde el punto de vista de la dinámica

de fluidos, los cuales se les denomina Newtonianos, no-Newtonianos y Viscoelásticos.

Un  esquema general que muestra los tipos de fluidos es el siguiente:

                              Figura 2.3 Esquema general de los tipos de fluidos
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La ley de Newton de la viscosidad establece que la fuerza de cizalla o de corte

por unidad de área es proporcional al gradiente de la viscosidad, dicha ley puede ser

expresada de la siguiente forma

dv ,
dr

æ ö= -ç ÷
è ø

s m (2.9)

[ ]

[ ]

[ ]

1

Nota: unidades en el Sistema Inte

donde
             Esfuerzo de corte o de cizalla = Pa

dv            velocidad de deformación = s
dr

              coeficiente de viscosidad = Pa s.

-

=

= =

= ×

&

s

g

m

rnacional (SI).

Los fluidos que satisfacen la ecuación (2.9) se les llama fluidos Newtonianos.

La experiencia práctica demuestra que los gases y líquidos homogéneos no

polimerizados se comportan como fluidos Newtonianos. La viscosidad de los materiales

Newtonianos es independiente del gradiente de velocidad y, para una sustancia

determinada, es solo función de la temperatura y de la presión.

Sin embargo, existen muchas sustancias que no se comportan  de acuerdo con la ley de

Newton; este tipo de fluidos se denominan no-Newtonianos. En éste tipo de fluidos, la

viscosidad es función de la temperatura, la presión y del gradiente de velocidad. La

mayor parte de los materiales no-Newtonianos son sustancias altamente viscosas, tales

como polímeros, tinta de imprenta, pastas de cemento, leche condensada, mermeladas

de frutas, mieles finales de la industria azucarera, masas de confituras, etc.

La relación entre el esfuerzo cortante y la velocidad de deformación no es lineal para

estos fluidos; además de diferenciarse en dependientes  e independientes del tiempo.

Fluidos independientes del tiempo. A temperatura y presión constantes, la viscosidad de

estos materiales varía con el gradiente de velocidad de distintas maneras. Además, estos

fluidos se pueden clasificar dependiendo de si  tienen o no esfuerzo inicial,  es decir,  si

necesitan un mínimo valor de esfuerzo cortante para que el fluido se ponga en

movimiento. De acuerdo con esto, los líquidos y las pastas no-Newtonianas pueden ser

clasificados de la forma siguiente:

Fluidos Pseudoplásticos. Son aquellos líquidos cuya viscosidad disminuye con el

incremento del gradiente de velocidad; estos comienzan a fluir tan pronto como se les
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aplica un esfuerzo cortante. La mayoría de los fluidos no-Newtonianos pertenecen a esta

categoría e incluyen las soluciones o fusiones de polímeros, las grasas, las suspensiones

de almidón, la mayonesa, ciertos fluidos biológicos, las suspensiones de detergentes, los

medios de dispersión d algunos productos farmacéuticos y las pinturas. Por lo general

pueden representarse mediante una ecuación exponencial, que suele llamarse ecuación

de Ostwald-de Waele

( )
ndvk     n 1 ,

dr
æ ö= - <ç ÷
è ø

s (2.10)
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donde
             Esfuerzo de corte o de cizalla = Pa

dv            velocidad de deformación = s
dr

             k índice de consistencia = Pa s

             n = índice de comportamiento al flui

-
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= ×
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s

g

[ ]do = adimensional.

Para estos fluidos, en lugar del coeficiente de viscosidad, se utiliza frecuentemente un

coeficiente de viscosidad aparente ( )n 1

aparente km g -= & , la cual disminuye al aumentar el

esfuerzo cortante.

Fluidos Dilatantes. En estos líquidos, la viscosidad aumenta con el incremento del

gradiente de velocidad. Al igual que los Pseudoplásticos, también comienzan a fluir a

penas para valores de 0s > .

Estos fluidos son mucho menos comunes que los Pseudoplásticos. Para caracterizarlos,

puede aplicarse la expresión (2.10), pero para valores de n >1. Algunas soluciones

dilatantes son la harina de maíz y la azúcar en solución, arena de playa húmeda,

almidón en agua, silicato de potasio en agua y varias soluciones que contengan

concentraciones elevadas de polvo en agua.

Fluidos con esfuerzo inicial. Plásticos de Bingham. Son materiales que poseen una

estructura determinada, por lo que, para que se comporten como un fluido, es necesario

romper esa estructura. Por esta razón, estos materiales comienzan a fluir  para un valor

de 0s s> , donde 0s  es el esfuerzo cortante inicial que se requiere aplicar para destruir

la estructura. Entre éstos fluidos están la margarina, las mezclas de chocolate, las grasas,
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los jabones, las suspensiones de granos en agua, la pulpa de madera y los lodos de

desecho. Su modelo reológico es de la siguiente forma

0 l 0   para   ,= + >&s s m g s s (2.11)

     donde

m = viscosidad cinemática [=] Pa×s.

Otro tipo de fluido que entra en esta clasificación son los Casson.

             La figura siguiente muestra la relación entre el esfuerzo de corte (σ) y la rapidez

de deformación cortante (g& ).

Fluidos dependientes del tiempo. Existen sustancias no Newtonianas que, al ser

sometidas a un gradiente de velocidad constante durante un periodo de tiempo, sus

viscosidades cambian en el tiempo. Este es el caso de los materiales tixotrópicos, en los

que la viscosidad disminuye con el tiempo, ejemplos típicos de estos fluidos son: las

pinturas,  el  yogur,  las  tintas  de  impresión,  la  salsa  de  tomate,  algunos  aceites  del

petróleo, el nylon, etc. Por otra parte existen los fluidos reopécticos, en los que, por el

contrario, la viscosidad aumenta con el tiempo. Existen pocos fluidos de este tipo.

Algunos ejemplos son: el yeso  y la arcilla bentonítica, entre otros.

Plásticos de Bingham

Herschel-Bulkley

Newtonianos

Pseudoplásticos

Dilatantes

Esfuerzo
de

Corte
(s)

Velocidad
de

Deformación

( g& )

Figura 2.4 Relación entre el esfuerzo y la rapidez de deformación para fluidos Newtonianos y no Newtonianos
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Regímenes de flujo. El flujo de un fluido a velocidades bajas, donde las capas de fluido

parecen desplazarse unas sobre otras sin remolinos o turbulencias, se llama flujo

laminar. A velocidades altas, donde se forman remolinos que imparten al fluido una

naturaleza fluctante, se llama flujo turbulento. La existencia de flujo laminar y

turbulento puede visualizarse con facilidad por medio de las investigaciones Oswald

Reynolds, quien demostró que los dos regímenes antes mencionados en tuberías,

dependen del diámetro de tubería, de la densidad, la viscosidad del fluido y de la

velocidad del flujo.

El número de Reynolds para un fluido Newtoniano, puede ser calculado de la siguiente

manera

DvRe ,=
r

m
(2.12)

3

donde
             Re = número de Reynolds = adimensional
             D = diámetro = m
              = densidad = kg m
              = viscosidad = Pa s.×

r
m

Para el caso de fluidos no-Newtonianos, se  utiliza el Reynolds generalizado

nn 2 n
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D v 4nRe ,
8 k 3n 1
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-

æ ö= ç ÷+è ø

r (2.13)

[ ]
[ ]

[ ]
[ ]

gen

3

n

donde
             Re Reynolds generalizado = adimensional

              = densidad = kg m

             v = velocidad promedio = m s

             k = indice de consistencia = Pa s

             n = indi

=

×

r

[ ]ce de comportamiento al fluido = adimensional.

Para el caso de un fluido incompresible, cuando el número de Reynolds es menor a

2100 el flujo es laminar. Por otra parte, para valores superiores a 10000, el flujo será

turbulento. [10-13]
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2.5. Medio Poroso

Un medio poroso es un material que consiste en una estructura o matriz sólida

que contiene espacios o huecos interconectados, considerando que la fase sólida es

rígida o presenta una deformación despreciable. La interconexión de los huecos o poros

permite que exista el flujo de uno o más fluidos a través del material. Para este caso, se

presentan dos situaciones que son:

Flujo en fase simple. Consiste de un fluido simple, el cual  llena o satura los huecos.

Flujo bifásico. El cual consiste de la presencia de un gas y un fluido compartiendo el

espacio vacío del medio poroso.

Un  sólido  que  contiene  huecos  o  vacíos,  conectados  o  no  conectados  entre  sí,

dispersos  entre  ellos  de  una  manera  regular  o  aleatoria  pude  ser  clasificado  como

material poroso, aunque existen otros tipos de casos.

A las entidades huecas se les ha denominado, en forma artificial, como: poros,

huecos, antros, cavidades, u oquedades. La International Union of Pure and Applied

Chemistry (IUPAC) ha recomendado la siguiente clasificación  de poros de acuerdo a la

amplitud d del hueco en cuestión: microporos (d < 2nm), mesoporos (2nm < d < 50nm) y

macroporos (d > 50nm). Los microporos, a su vez, presentan dos subgrupos llamados

ultramicroporos (d < 0.7nm) y supermicroporos (0.7 < d < 2nm).

Es importante distinguir entre dos tipos de poros o espacios vacíos, uno que

forma una fase continua dentro del  medio poroso, llamado “interconectado” o espacio

del poro “efectivo”, y el otro que consiste de poros o vacíos “aislados” o “no

interconectados” dispersos sobre el medio, los huecos del espacio del poro son llamados

Fig. 2.5 Tomografía digitalizada de una arena
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espacios del poro total. Por otra parte, los espacios o poros no interconectados no

pueden contribuir al transporte de materia a través del medio poroso. Solamente

contribuirá el espacio del poro efectivo o interconectado.

Dos  de  las  propiedades  que  se  asocian  con  la  mecánica  de  fluidos  a  través  de

lechos porosos son la porosidad y la permeabilidad.

Porosidad. La cual se define como la fracción del volumen total del material ocupado

por  vacíos  o  huecos.  El  símbolo  empleado  usualmente  para  este  parámetro  es ε. La

ecuación (2.14), expresa lo dicho anteriormente

p

B

V Volumen de huecos .
V Volumen total

= =e (2.14)

Debido a que la porción de volumen total no ocupada por poros, es ocupada por

los granos sólidos o matriz del material, se tiene que

s

B

V Volumen de sólidos1 .
V Volumen total

- = =e (2.15)

Normalmente se definen dos clases de porosidad, absoluta ó total y porosidad

efectiva. La primera, corresponde a la fracción de espacios vacíos con respecto al

volumen de bulto sin importar la conexión de poros. La segunda, es aquella fracción del

volumen de bulto constituida por poros interconectados. Ocurre en muchas rocas

naturales, tal como en la lava volcánica, la cual presenta una alta porosidad total pero

esencialmente no presenta porosidad efectiva.

Fig. 2.6 Porosidad efectiva de un medio poroso, representada
por la línea continua.
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Los medios porosos se clasifican en naturales y sintéticos. En los primeros, la

distribución y forma de los poros es generalmente irregular, mientras que en los

sintéticos, la distribución y forma son uniformes. Ejemplos de los medios porosos

naturales son: arena de playa; madera; granos y cereales en almacenamiento a granel;

subsuelo (en estudios geotérmicos, edafológicos y de difusión de contaminantes); masa

para panificación, paredes celulares, etc., mientras que entre los medios porosos

sintéticos se tienen los lechos empacados de reactores catalíticos; materiales de

aislamiento y empaque; materiales de construcción, etc.

Muchas operaciones industriales en las áreas de ingeniería química, bioquímica,

metalúrgica entre otras, involucran el paso de un fluido a través de un lecho empacado

con partículas sólidas para obtener áreas de contacto interfacial fluido-sólido o un buen

mezclado del fluido. Algunos ejemplos típicos de aplicaciones que involucran a tales

sistemas incluyen reacciones heterogéneas con catalizador y cromatográficas, sistemas

de filtración, torres empacadas de absorción y destilación, columnas para el intercambio

de iones, filtros empacados, migración de desechos radiactivos a través del suelo y

muchas otras. [14-17]

Otras aplicaciones importantes de los medios porosos en algunas áreas

científicas se muestran en el cuadro 1

Fig. 2.7 Micrografía de barrido electrónico de una diatomea.
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Área Aplicaciones

Bioingeniería

Estudio del transporte de metabolitos a través de membranas  celulares,

diseño de bioreactores para fermentación en estado sólido, desarrollo

de biocatalizadores, etc.

Ingeniería de Alimentos

Estudio de la cinética de secado, cálculo de sistemas de refrigeración,

diseño de procesos de esterilización. En estos casos, un enfoque

moderno es considerar a los alimentos como medios porosos, con el fin

de estimar sus propiedades termodinámicas.

Geomecánica

Estudios de transporte de contaminantes en suelos, dinámica de los

yacimientos de arena, carbón, sal, etc., diseño de túneles, estudios

edafológicos, etc.

Industria Petrolera

Propiedades de yacimientos petrolíferos, extracción de petróleo por

percolación por gravedad, remediación de zonas contaminadas

mediante surfactantes o con extracción con vapor.

Cuadro 2.1 Ejemplos de algunas aplicaciones de los medios porosos en diferentes áreas del conocimiento.

Permeabilidad. Puede ser definida, como una medida cuantitativa de la

facilidad con la cual un fluido se transporta a través de un medio poroso. Cuando solo

depende de la naturaleza intrínseca del sólido, se trata de un medio isótropo y esta

propiedad es un escalar. Por otro lado, cuando también depende de la naturaleza

geométrica del sólido (propiedades direccionales de los poros), se trata de un medio

anisótropo y la permeabilidad se convierte en un tensor simétrico de segundo orden. [15]

La base de la teoría del flujo de fluidos a través de un medio poroso está

fundamentada en una experiencia muy simple que desarrolló Darcy en 1856, en la

ciudad francesa de Dijón. El ingeniero Henry Darcy fue encargado del estudio de la red

de abastecimiento de agua a la ciudad. Debía diseñar filtros de arena para purificar el

agua, así que se interesó por los factores que influían en el flujo del agua a través de los

materiales arenosos.

El experimento de Darcy puede reproducirse en un equipo comúnmente llamado

permeámetro, el cual consiste de un recipiente de sección constante por el que se hace

circular agua, a este recipiente se le conecta en uno de sus extremos un depósito elevado

de nivel constante. En el otro extremo se regula el caudal de salida mediante un grifo

que en cada experimento mantiene el caudal también constante. Finalmente, se mide la

altura de la columna de agua en varios puntos.
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Henri Darcy publicó una expresión obtenida a partir de sus experimentos, la cual

describe la velocidad media de flujo de un fluido homogéneo en régimen laminar, que

pasa a través de un lecho poroso isotrópico [16]:

K dpv g ,
dx

æ ö= - -ç ÷
è ø

r
m

(2.16)

en donde K es la permeabilidad del medio poroso, la cual tiene dimensiones de

L2. [18]

Aunque la naturaleza de la ley de Darcy es empírica, Greenkorn (1983) describe

que dicha ley es equivalente a las ecuaciones de Navier-Stokes, por lo que se emplea

como ecuación de movimiento de un fluido a través de medios porosos y una de sus

aplicaciones prácticas es el estudio de operaciones de filtración. En forma

tridimensional, la ecuación de Darcy toma la forma siguiente:

( )Kv P g ,= - Ñ -
r

r rr r
m

(2.17)

La ley de Darcy evita la dificultad de representar el perfil de velocidad puntual

por la introducción de una velocidad promedio definida como el cociente del flujo

volumétrico a través de una sección dada del medio poroso. En un flujo unidimensional,

Dh

DL

Q
A

1 2

Q = Caudal.

A = Área de sección transversal.

( )( )hQ A la D
D

Fig. 2.8 Permeámetro de Darcy
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la velocidad promedio se conoce como velocidad aparente o velocidad superficial [19].

En la postulación de la ley de Darcy se han hecho varias consideraciones tales como: los

efectos inerciales se han ignorado y las pérdidas por fricción se han balanceado

solamente con la caída de presión y las fuerzas volumétricas, flujo saturado, fluido

homogéneo, isótropo e incompresible. Por lo tanto, esta ley es sólo válida para pequeñas

velocidades de flujo [15], [19]. Una desventaja original de la ley de Darcy, es que no

requiere de la condición de la velocidad en las fronteras del medio poroso (paredes que

lo contienen), lo cual hace que dicha ley sea únicamente válida lejos de estas fronteras.

Con base en lo anterior se han publicado una serie de modificaciones a la ley de Darcy,

algunas de las cuales se comentan a continuación.

2.5.1.  Modelos de permeabilidad

La filtración puede ser descrita matemáticamente de muchas formas. La forma

más sencilla es la antes mencionada en la ecuación (2.16) por Darcy para fluidos

Newtonianos. Para el caso de fluidos no-Newtonianos que siguen la ley de la potencia

una expresión utilizada es la siguiente

n 1k vK ,
P

-

=
Ñ
&g (2.18)

donde K es la permeabilidad, k es el índice de consistencia, n índice de comportamiento

al fluido, v  la velocidad del fluido, g& velocidad de deformación y DP es  la  caída  de

presión.

Un modelo propuesto por Kozeny-Carman para el proceso de filtración es la siguiente

( )

3

22
0 0

1K ,
K S 1

=
-

e
e

(2.19)

donde K0 es la constante de Kozeny, S0 factor de forma, y ε la porosidad media. El

factor de forma es encontrado a partir de la siguiente expresión
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0
área superficial de la fase sólidaS .

volumen de la fase solida
= (2.20)

Resultados obtenidos de trabajos experimentales, Ergun propone una relación para

diferentes factores de forma, para el caso de la filtración en la que están involucrados

sólidos de forma cilíndricos

( )
( )

2 3
0 c

2

S d g
K .

150 1
=

-

e

e
(2.21)

En la ecuación anterior d es el diámetro de los cilindros y gc constante gravitacional. [20-

22]

2.5.2.  Factores de fricción en lechos empacados

El flujo de fluidos a través de lechos empacados con partículas es frecuente en

diferentes ámbitos. Son frecuentes en la industria los equipos que cuentan con lechos

empacados, a través de los cuales se mueven uno o varios fluidos, tal como sucede en el

secado, humidificación, absorción, destilación y en los reactores empacados.

Por ejemplo;  en la industria química ocurre en los convertidores de SO
2
-SO

3
, en

la reducción en altos hornos; en la industria alimentaria, en las torres de secado de

legumbres;  en  química  analítica,  en  el  flujo  de  un  gas  a  través  de  una  columna de  un

cromatógrafo, etc.

Las pérdidas de presión que sufre un fluido al pasar a través de un lecho empacado están

relacionadas con los números de Reynolds mediante fórmulas del tipo

( )Re2

2
.

D
=f

r
c pPg D

N
v L

(2.22)

En la ecuación anterior, ΔP es la caída de presión debida a la fricción.
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Experimentalmente se ha encontrado que el comportamiento de la caída de presión en

los lechos empacados al aumentar la velocidad es la siguiente NRe

Entre los puntos A y B de la figura 2.9, el lecho es estable y la caída de presión y el

Reynolds están dados por

( ) 2
0

3

1
.

-D
=

e
r e p c

LvP f
D g

(2.23)

Para flujo laminar, si el número de Reynolds está por debajo de la unidad se tiene

150 ,
Re

=f (2.24)

en donde

( )
0Re .

1
=

-

r
e m

pD v
(2.25)

Figura 2.9 Comportamiento de la caída de presión en función
del número de Reynolds en Lechos empacados.[23]



Flujo de fluidos a través de medios porosos

[27]

Al sustituir la ecuación (2.25) y (2.24) en (2.23) obtenemos una expresión utilizada a

menudo en lechos empacados, la cual  es la denominada ecuación de “Blake-Kozeny”

( )2
0

2 3

1150 .
-

D =
em

ep

vP
D

(2.26)

Es importante destacar la enorme sensibilidad de la pérdida de carga con la porosidad.

Así, si la porosidad del lecho cambia de 0.5 a 0.6 la pérdida de carga se reduce 2.7

veces.

Para régimen altamente turbulento (Re mayor que 104), se utiliza la ecuación de "Burke-

Plummer":

( )2
0

3

11.75 .
-

D =
emr

ep

vP
D

(2.27)

La suma de las ecuaciones (2.26) y (2.27) conduce a la ecuación de “Ergun”:

( ) ( )2 2
0 0

2 3 3

1 1150 1.75 .
- -

D = +
e em mr

e ep p

v vP
D D

(2.28)

En la que

150 +1.75.
Re

=f (2.29)

Para elevadas velocidades de flujo el primer término de la ecuación (2.28) se vuelve

despreciable frente al segundo y se obtiene la ecuación de "Burke-Plummer", mientras

que para bajas velocidades es el segundo término el que se vuelve despreciable y tiende

a cumplirse la ecuación de "Blake-Kozeny”.[23-26]
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CAPÍTULO 3

REDES DE BOLTZMANN

3.1      Bases de la Teoría Cinética y la Ecuación Clásica de

           Boltzmann

Como se menciono en el capítulo 1, para la solución de problemas complejos

de dinámica de fluidos, existen tradicionalmente dos tipos de enfoques: el primero, de

tipo macroscópico, el cual parte de un nivel desde un punto de vista continuo, con el

planteamiento de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, como por ejemplo las

ecuaciones de Navier-Stokes para flujo incompresible, y la utilización de técnicas

numéricas para su solución. El segundo enfoque denominado microscópico se

fundamenta principalmente en la teoría cinética de los gases y la mecánica estadística.

En contraste a la aproximación del medio continuo, la teoría cinética asume que un

fluido está constituido  de un gran número de moléculas, y el movimiento de ellas

obedece  a la mecánica de Newton. Resolver directamente el sistema, implicaría tener

muchos grados de libertad, que son del orden del número de Avogadro (1023), lo cual

resulta imposible. Sin embargo, el objetivo no es estudiar el movimiento individual de

las moléculas que constituyen el fluido, lo que interesa es el comportamiento colectivo

de estos sistemas. Por lo que, una descripción estadística es inevitable [1]. Algo que

resulta aceptable en la teoría cinética es utilizar en su lugar, funciones de distribución

de partícula. Para tal caso, basta definir una función de densidad de partícula en el

espacio fase ( )n r, v, tr r
 que depende únicamente de la posición de la partícula y de su

velocidad como
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( ) 3

3

3 3 número esperado de particulas en d r alrededor de r con velocidad

                            en d v alrededor de v en el tiempo t

n r, v, t d rd v

.

= r

r

r r

 (3.1)

Esta función contiene toda la información que se requiere normalmente para la

descripción de los procesos. Integrando ( )n r, v, tr r  sobre la velocidad, se obtiene la

densidad de partícula ( ( ) 3N r, t d rr
= número esperado de partículas en d3r alrededor de rr

en el tiempo t)

( ) ( )3N r, t d vn r, v, t .= ò
r r r (3.2)

Al normalizar ( )n r, v, tr r  se  obtiene  una función de distribución de probabilidad o

función de densidad con una normalización unitaria ( ( )3d vf r, v, t 1=ò
r r ) [2], [3]

( ) ( )
( )

n r, v, t
f r, v, t .

N r, t
=

r r
r r

r (3.3)

Es importante mencionar que, tanto la densidad del fluido “r”, la velocidad "u"r , así

como la energía interna “e” pueden encontrarse por medio de la función de distribución

f  por medio de la conservación de esas cantidades, de la forma siguiente

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )2
0

r, t mf r, v, t dv

r, t u r, t mcf r, v, t dv

1r, t e r, t mu f r, v, t dv,
2

=

=

=

ò
ò

ò

r r r r

r r r rr r r

r r r r r

r

r

r

(3.4)

donde m es la masa molecular y u0 es una velocidad peculiar 0u c u= -
rr r , la velocidad de

la partícula con respecto al flujo del fluido. La energía interna es ( Be 3k T 2m= ), donde

T es la temperatura y kB es la constante de Boltzmann.

Un fluido puede considerarse como un medio continuo cuando el fluido es

denso; esto es, que las partículas se encuentran muy cercanas no dejando espacio entre
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ellas, en tal caso las ecuaciones fundamentales que gobiernan la evolución del fluido

son del tipo de Navier-Stokes (NS).

Por otro lado, en un fluido real, las partículas interactúan fuertemente y

continuamente. En un gas rarificado, las partículas se mueven más tiempo como

partículas libres, excepto cuando ocurren colisiones de cuerpo binarias. Cuando el

número de Knudsen (ver capitulo uno) no es suficientemente pequeño, el fluido puede

ser considerado como un flujo de un gas rarificado; por el contrario, cuando el número

de Knudsen es pequeño, el fluido podría considerase como un medio continuo, como ya

se ha mencionado.

El método de RB se basa en la aproximación del fluido como un gas rarificado (ó gas

diluido)  de  partículas.  Tal  gas  rarificado  puede  ser  descrito  por  la  ecuación  de

Boltzmann que fue derivada por vez primera en 1872 por Ludwig Boltzmann[4]. Las

ecuaciones de NS pueden ser derivadas de la ecuación de Boltzmann en un cierto límite.

Como se vio anteriormente, una descripción estadística de un sistema

puede ser realizada en términos de la función de distribución ( )f r, v, tr r
,

donde ( )f r, v, tr r
 es definida de tal forma que ( )f r, v, t drdvr rr r

 es el

número de moléculas a tiempo t situada entre r  y  r dr+
r r r  y que tiene

velocidades en el rango v v dv® +
r r r .

La derivación e la ecuación de Boltzmann puede realizarse, considerando un gas en el

que actúa una fuerza externa F
r

 y  además  asumiendo  que  inicialmente  no  ocurren

colisiones entre las moléculas del gas. A tiempo dt la velocidad vr  de cualquier

molécula cambiará a v Fdt+
r  y su posición rr  irá a r vdt+

r r .

Entonces el número de moléculas ( )f r, v, t drdvr rr r
 es igual al número de moléculas

( )f r vdt, v Fdt, t dt drdv+ + +
rr rr r r , que puede ser expresado como

( ) ( )f r vdt, v Fdt, t dt drdv f r, v, t drdv 0.+ + + - =
rr r r rr r r r r (3.5)

Sin embargo, si ocurren colisiones entre las moléculas, estas se pueden ser

representadas como la diferencia neta, entre el número de moléculas

( )f r vdt, v Fdt, t dt drdv+ + +
rr rr r r  y el número de moléculas ( )f r, v, t drdvr rr r

. Esto puede
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escribirse como ( )f drdvdtW
r r

 donde ( )fW  es  el  operador  de  colisión.  Esto  da  como

resultado la siguiente ecuación que describe la evolución de la función de distribución:

( ) ( ) ( )f r vdt, v Fdt, t dt drdv f r, v, t drdv f drdvdt.+ + + - = W
rr r r r rr r r r r r (3.6)

Dividiendo la ecuación (3.6) por drdvdtr r  y tomando el límite cuando dt 0® , se obtiene

la ecuación de Boltzmann

( )f f fv F f .
t r v

¶ ¶ ¶
+ + = W

¶ ¶ ¶a a
a a

(3.7)

El primer término del lado izquierdo de la ecuación (3.7) es la razón de tiempo

de cambio de f, el segundo término es el cambio debido a la variación de la velocidad y

el  tercer  término  es  el  cambio  de f debido a la fuerza de cuerpo Fa que influye en la

velocidad de la molécula. El término del lado derecho es conocido como el término de

colisión, el cual representa la colisión o encuentro de la molécula considerada con otras

moléculas  en  el  campo  de  flujo.  Cualquier  solución  de  la  ecuación  de  Boltzmann

requiere de una expresión para el término de colisión W(f). La complejidad del mismo,

lleva a la búsqueda de modelos más simples de los procesos de colisión, para facilitar el

análisis matemático. Tal vez el modelo de colisión más conocido sea el propuesto en

forma simultánea por Bhatnager, Gross y Krook y Welander[5] y se conoce como el

modelo BGK:

( ) ( ) ( )eq
BGKΩ f f v f r , v, t .é ù» -ë û

rr ru (3.8)

Aquí u es un parámetro ajustable y ( )eqf r, v, tr r
 es la distribución de equilibrio

termodinámico local (la cual se explicará en la siguiente sección). Algunas veces se

refiere a este modelo como la aproximación  de “tiempo de relajamiento único”, ya que

en ausencia de dependencia espacial, implicará que ( ) ( )eqf t f v®
r

 de modo

exponencial en tiempo como ( )exp vt- . Este modelo conserva propiedades importantes
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del término de colisión de la ecuación de Boltzmann. Por ejemplo, satisface el teorema

H y obedece las leyes de conservación de masa, momento y la energía (por tanto,

conserva la estructura de las ecuaciones de la hidrodinámica); es decir, preserva los

invariantes de colisión.

El término de colisión con el modelo BGK por lo general es escrito de la siguiente

forma

( )
eq

BGK
f ff .-

W =
t

(3.9)

Sin conocer la forma de W(f) varias propiedades pueden ser deducidas. Si

durante la colisión se conserva masa, momento y energía, se requiere que

( )
2

1
v f dv 0.
v

é ù
ê úW =ê ú
ê úë û
ò
r r (3.10)

Los términos i , i 0,..., 4y = donde 2
0 1 1 2 2 3 3 41, v , v , v  y  vy y y y y= = = = =  son

frecuentemente llamados invariantes de colisión, ya que ( )i f dv 0y W =ò
r

Cualquier  combinación lineal de los términos iy son también variantes de colisión.

En la teoría cinética ordinaria de un gas neutro, se considera la ecuación de

Boltzmann con el término de colisión solamente para colisiones binarias y se desprecia

la fuerza de cuerpo Fa.  Esta  ecuación  simplificada  de  Boltzmann  es  ya  una  ecuación

integro-diferencial no lineal, para la cual su solución resulta ser complicada para

problemas prácticos de flujo. Sin embargo, la ecuación de Boltzmann sirve para dos

aspectos importantes en el estudio de dinámica de fluidos. En primer lugar, la ecuación

fundamental de mecánica de fluidos desde el punto de vista microscópico puede ser

derivada de la ecuación de Boltzmann. Por una primera aproximación, se podría obtener

las ecuaciones de Navier-Stokes a partir de la ecuación de Boltzmann. En segundo

lugar, la ecuación de Boltzmann puede dar información acerca de los coeficientes de
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transporte tales como el coeficiente de viscosidad, coeficiente de difusión y coeficiente

de conductividad térmica. [6], [7]

3.2    Función de Distribución de Equilibrio y Teorema-H

La ecuación (3.6) con el término de colisión descrito anteriormente para el caso

de colisiones binarias, no es lineal. Por tanto, la resolución es tarea difícil en todas las

situaciones con excepción de las más triviales. No obstante, existe una solución de

cierta importancia de la ecuación de Boltzmann que no es trivial, la cual se conoce

como la función de distribución Maxweliana. Para tal caso, la ecuación de Boltzmann

presenta un comportamiento irreversible, y la función de distribución tiende hacia la

distribución Maxwelliana, la cual representa la situación de un gas uniforme en estado

estacionario.

Para la derivación de la función de distribución Maxweliana, se hacen las siguientes

suposiciones:

(i) Ausencia de fuerzas externas Fa, y

(ii) el estado del gas es uniforme, por lo que, la función de distribución ( )f r, v, tr r

es  independiente de las coordenadas espaciales rr , es decir, ( )f f v, t=
r

.

Tomando en cuenta estas condiciones, la ecuación de Boltzmann (3.7) con término

de colisión binaria es

( ) 0
f 2 ff ' ff ' g b  dbdv '.
t

¶
= -

¶ òòp (3.11)

Donde se asume que la partícula es esféricamente simétrica, por lo que la

integración con respecto al ángulo e puede ser evaluado inmediatamente.

Por otra parte, si se define una función H  tal que

H f ln f dv.= × ×ò
r (3.12)
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La ecuación (3.12) puede diferenciarse con respecto al

tiempo ( )H t 1 ln f f t dvé ù¶ ¶ = + ¶ ¶ë ûò
r , y de esta forma sustituir f

t
¶

¶ de la ecuación (3.11)

para obtener

( )( )0
H 2 g b ff ' ff ' ln f 1 dbdv 'dv.
t

¶
= - +

¶ òòò
r rp (3.13)

Si se consideran las colisiones inversas; es decir, partículas con velocidades vr  y

v 'r colisionando y moviéndose fuera, con velocidades vr y v 'r .  El  resultado  de  estas

colisiones será

( )( )0
H 2 g b ff ' ff ' ln f ' 1 dbdv 'dv.
t

¶
= - +

¶ òòò
r rp (3.14)

Ya que dvdv ' dvdv '=
r r r r . Sumando las ecuaciones (3.13) y (3.14), además de

dividir por dos tenemos

( )[ ]0
H g b ff ' ff ' ln f ln f ' 2 dbdv 'dv,
t

¶
= - + +

¶ òòò
r rp (3.15)

cambiando las variables v v«
r r  y v ' v '«

r r  se obtiene

( )( )0
H g b ff ' ff ' ln f ln f ' 2 dbdvdv '.
t

¶
= - - - -

¶ òòòp (3.16)

Ahora bien, si se suman las ecuaciones (3.15) y (3.16), además de dividir por dos

tenemos

( )0
H ff 'g b ff ' ff ' ln dbdv 'dv.
t 2 ff '

¶ é ù= - ê ú¶ ë ûòòò
r rp (3.17)

Se puede observar que ( ) ( )ff 'ff ' ff ' ln 0ff '- £  y todos los otros términos en el

integrando de la ecuación  (3.17) son positivos se tiene
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H 0.
t

¶
£

¶
(3.18)

La expresión anterior se conoce como el teorema H de Boltzmann e indica que

H nunca puede incrementar. Ya que H no puede aumentar pero si tender a un límite,

éste podría corresponder a la situación en que H t 0¶ ¶ = . Que es posible solamente, de

acuerdo a la ecuación (3.17), si ( )ff ' ff '= . Esta condición se conoce como balance

detallado y puede ser expresado equivalentemente como ( )ln f ln f ' ln f ln f '+ = +

Por tanto, si eqf es la distribución de equilibrio, entonces eqln f es un invariante de

colisión y puede ser de la forma eq
i i

i

ln f        i 0,1,..., 4ayì ü= =í ý
î þ

å . Donde iy son los

invariantes de colisión (ecuación 3.10) y ia son constantes. Esto puede reescribirse

como

( )

( )

2 2''
eq ' ' 31

0 4 1 3' '
4 4

' ' ' ' '
0 0 1 1 2 2 3 3 4 4

1ln f ln m v v ,
2

donde  exp , m, m , m y 2 m.

ì üé ù é ùæ ö æ öï ï= - - + -í ýê ú ê úç ÷ ç ÷
è ø è øë û ë ûï ïî þ

= = = = =

aaa a
a a

a a a a a a a a a a

(3.19)

Con ( ) ( )' ' ' '
4 1 2 3V v ' en la cual  ' , ,a a a a a a= - =

r r rr  se puede escribir como

' 21
4 2 mVeq '

0f e .-= aa (3.20)

La ecuación (3.20) es la función de distribución de Maxwell para un gas y

describe el estado de equilibrio de la función de distribución f. La forma de las

constantes puede ser encontrada por la sustitución de la ecuación (3.20) en la ecuación

(3.4) para dar la forma más común de la función de distribución de Maxwell

( )
3

2 2
eq

B B

m v umf exp .
m 2 k T 2k T

é ù- -æ ö
= ê úç ÷

ê úè ø ë û

r r
r

p
(3.21)
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El teorema H muestra que cualquier función de distribución f tiende hacia su

estado de equilibrio eqf  para tiempos largos.

Para  el  caso  de  un  sistema  que  no  es  uniforme,  éste  no  está  en  equilibrio

termodinámico y por consiguiente no puede obedecer la ley de distribución de

velocidades de Maxwell. Sin embargo, si el “alejamiento del equilibrio” no es grande,

puede considerarse con una aproximación muy buena, que todo volumen pequeño del

mismo (pequeño en la escala macroscópica) está en equilibrio (considerada como un

subsistema). Esto se debe a dos razones. Primero, que incluso porciones diminutas de

un gas contienen un número muy grande de moléculas. Segundo, que el tiempo

necesario para que se establezca el equilibrio dentro de un pequeño volumen es muy

breve en comparación con el tiempo necesario para que los procesos de transporte

logren  establecer  el  equilibrio  del  pequeño  volumen  con  el  resto  del  sistema  (esto  es

cierto siempre y cuando los gradientes de concentración, temperatura, etc. no sean

demasiado grandes). En consecuencia, puede suponerse que existe equilibrio

termodinámico local y por lo tanto la distribución de velocidades dentro de cualquier

elemento de volumen (macroscópico) del medio es Maxweliana, aunque la densidad, la

temperatura y la velocidad macroscópica varíen de un punto a otro. [2,3,5-11]

3.3  El Método de Redes de Boltzmann

El Método de Redes de Boltzmann (MRB), en su forma más sencilla, consiste de

una red (rejilla) discreta, cada sitio (nodo) de ésta rejilla, esta representados por la

función de distribución única a esos sitios. La cual es definida por la velocidad de una

partícula y limitada a un grupo discreto de velocidades permitidas. Durante cada paso de

tiempo discreto para la simulación, el movimiento o salto de partícula a sitios de rejilla

próximos, a lo largo de su dirección de movimiento, puede ocurrir una colisión con otra

partícula al llegar éstas al mismo sitio. El resultado de las colisiones se determina por

medio de la solución de la ecuación cinética de Boltzmann para la nueva función de

distribución de la partícula a ese sitio, y de esta forma se actualiza la función de

distribución de la partícula [12], [13]. Específicamente, la función de distribución de la

partícula en cada sitio ( )if x, tr , se define como la probabilidad de encontrar una partícula
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con velocidad de dirección ie
r

, donde cada valor del subíndice i especifica cada una de

las direcciones permitidas del movimiento. La figura 3.1 (a) muestra las direcciones

permitidas para una rejilla en 2D y (b) en 3D.

En la figura anterior, se muestran las direcciones de los vectores de rejilla para

un modelo D2Q9 (bidimensional con nueve direcciones de velocidad), de los cuales

cuatro sitios corresponden a vecinos cercanos (derecha, izquierda, arriba y abajo). Otros

cuatro puntos de los vectores de rejilla a lo largo de las caras diagonales de los

siguientes  sitios,  a  lo  largo  de  estas  diagonales.  De  esta  manera  las  partículas  pueden

viajar  en  ocho  direcciones  para  cada  sitio  de  la  rejilla.  El  círculo  en  el  centro  del

cuadrado representa el vector 0e
r

, el cual tiene un valor de cero y representa partículas

que no tienen movimiento, es decir, partículas en reposo. Luego entonces, se tiene un

total de nueve números reales que describen la función de distribución de la partícula

para un sitio de rejilla.

El proceso de la propagación y colisión de partículas se da generalmente en dos

etapas: la primera, es para denotar el avance de las partículas al siguiente sitio de rejilla

a lo largo de las direcciones de movimiento, esto es para cada paso de tiempo Dt. El

momento en dirección i en el sitio xr  y tiempo t esta dado por ( )i if x, t err
. La figura 3.2

ilustra el ejemplo de la distribución de momento en dos dimensiones.

Fig. 3.1 Direcciones permitidas para el movimiento de partículas. (a) Modelo D2Q9, Modelo D2Q15.

(a) (b)
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 La segunda etapa es para simular las colisiones de las partículas, la cual causa

que estas se propaguen en direcciones diferentes en cada sitio de la rejilla. Las

reglas se seleccionan de modo que se conserve energía total y momento en cada sitio

de la rejilla.

Fig. 3.2 Representación de los momentos para cada dirección del modelo D2Q9.

Fig. 3.3 Etapa de Propagación de las funciones de distribución a sus siguientes nodos vecinos
(modelo D2Q9).
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 Para asegurar que las partículas tengan velocidades promedio igual a cero en las

fronteras (paredes perpendiculares y paralelas al flujo), normalmente se proponen

condiciones de frontera “bounce-back”. [14], [15]

3.3.1 La Ecuación General de Redes de Boltzmann

El modelo de Redes de Boltzmann (RB) puede ser descrito por medio de la siguiente

ecuación

( ) ( ) ( ) ( )eq
i i i i i

1f x e , t 1 f x, t f x, t f x, t ,é ù+ + - = - -ë û
rr r r r

t
(3.22)

donde ( )if x, tr es la probabilidad de encontrar una partícula con velocidad ier  en la

posición xr y  tiempo  t.  τ es  el  parámetro  de  relajación,  el  cual  se  relaciona  con  la

viscosidad para simulaciones hidrodinámicas. ( )eq
if x, tr es la función de distribución de

equilibrio, la elección de ésta es muy importante ya que de ella depende recobrar las

ecuaciones de Navier Stokes [8]. La distribución de equilibrio utilizada en las

simulaciones realizadas en el presente trabajo es (ver apéndice A para mayores detalles)
[6, 16-20]

( ) ( )2 2
eq

2 4 2

3 e u 9 e u 3uf w 1 .
c 2c 2c

ì ü× ×ï ï= + + -í ý
ï ïî þ

r rr r r
a a

a ar (3.23)

La principal diferencia entre la ecuación (3.22) y la ecuación (3.7) de Boltzmann, es la

estricta discretización del espacio fase (ver apéndice A para mayores detalles). En la

ecuación anterior las variables tiempo y espacio son discretas, además en el espacio de

velocidad solamente un número pequeño de valores son permitidos.

Las variables macroscópicas, densidad ( )x, tr
r y velocidad ( )u x, tr r son definidas como

momentos de la distribución de velocidad discreta ( )if x, tr  como
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( ) ( )

( )
( )

( )

n

i
i 1
n

i i
i 1

x, t f x, t

f x, t e
u x, t .

x, t

=

=

=

=

å

å

r r

rr

r r
r

r

r

(3.24)

El modelo de RB utilizado en nuestras simulaciones es el D2Q9, el cual ha mostrado

producir un correcto comportamiento hidrodinámico para un fluido incompresible y

recobrar las ecuaciones de Navier Stokes (ver apéndice B para mayores detalles) en el

límite de pequeños números de Mach y de Knudsen [21]. Con  la viscosidad cinemática υ

y presión del fluido p, dada por

2
s

1 1 ,
3 2

p c ,

æ ö= -ç ÷
è ø

=

u t

r
(3.25)

en la que cs (√1/3) es la velocidad del sonido expresada en unidades de rejilla.

En forma general, los pasos básicos para el algoritmo del modelo de RB, consisten

principalmente en

1. Con una densidad inicial y momento dados, calcular la función de distribución

de equilibrio (3.23) y entonces igualar las funciones ( )eq
i if f=

2. Propagar a sus siguientes vecinos, utilizar la ecuación (3.22)

3. Calcular la nueva densidad y momento (ecuación 3.24)

4. Calcular la nueva función de distribución de equilibrio, y entonces ir al paso 2.

El algoritmo anterior en forma general, muestra una forma sencilla el uso de la ecuación

de RB para la simulación de fluidos. [12, 22]
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CAPÍTULO 4
SIMULACIÓN DE FLUIDOS DE LA LEY DE POTENCIA A

TRAVÉS DE MEDIOS POROSOS Y SUS APLICACIONES

En este capitulo, se muestran las propuestas y resultados de las simulaciones de

fluidos  no  Newtonianos  a  través  de  medios  porosos  utilizando el  método de  Redes  de

Boltzmann  (RB).  Primeramente  en  la  sección  4.1,  se  propone  un  nuevo  parámetro  de

relajación en función de las variables reológicas n y k (índice de comportamiento al

fluido e índice de consistencia respectivamente), para simular fluidos no Newtonianos.

Los resultados obtenidos de las simulaciones mencionadas anteriormente, fueron

comparados con los obtenidos con la solución analítica de las ecuaciones de Navier-

Stokes, con la finalidad de ver que tan factible era nuestra propuesta. Posteriormente, en

la sección 4.2, se realizaron simulaciones en medios porosos, implementando el método

de RB para el caso de Medios porosos arbitrarios y Medios porosos aleatorios. En los

primeros se insertaron bloques en forma arbitraria en la rejilla y en los últimos, se

utilizó  “el método de Box-Muller” que es un generador de números aleatorios. Para

ambos casos se utilizó la ley de Darcy modificada para fluidos de la potencia. En estos

medios se calcularon, campos de flujo, perfiles de velocidad, perfiles de presiones,

perfiles de esfuerzos, caídas de presión, así como permeabilidades. Se elaboró un

programa computacional para simular fluidos no Newtonianos a través de medios

porosos, el cual resulta ser valido para porosidades que van del 10 al 70%, obteniendo

un error máximo de 6.8% para porosidades del 10%. En la sección 4.3, se propone la

simulación con el método de RB en torres empacadas con soluciones de almidón de
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sago  y  en  las  cuales  se  pudo  calcular  variables  tales  como;  el  número  de  Reynolds

generalizado, perfiles de velocidad, perfiles de esfuerzos, caídas de presión,

permeabilidades, así como factores de fricción. Algunas de estas variables fueron

comparadas con modelos utilizados ampliamente en la industria química, propuestos

por Ergun y Blake-Kozeny.  En lo que concierne a la sección 4.4, se presenta un

enfoque para calcular bandas de distribuciones de permeabilidad, a partir del método de

RB; para este punto se propone una expresión para la permeabilidad en función de la

viscosidad  aparente.  Por  último,  en  la  sección  4.4,  se  correlaciono  el  efecto  de  la

aleatoriedad, porosidad y permeabilidad con los parámetros reológicos de fluidos no

Newtonianos, prediciendo distribuciones de probabilidad. Las cuales son de gran

importancia en diferentes áreas de interés científico.

4.1 Validación del modelo. Solución analítica de la

ecuación de movimiento para un fluido de la potencia

Los modelos que hacen uso de técnicas numéricas son utilizados para simular

sistemas físicos, los cuales necesitan ser validados contra experimentos o resultados

analíticos. En esta sección se deriva la solución analítica para un fluido Newtoniano y

no Newtoniano (ley de potencia) de un flujo unidimensional dentro de un conducto

rectangular.

Para obtener la solución analítica a partir de la ecuación de movimiento, se inicia

el análisis con el paso de un fluido no Newtoniano a través de un canal rectangular (ver

figura 4.1), el cual presenta un comportamiento de la ley de la potencia (fluido de

Ostwald de Waele):

nk ,= &s g (4.1)

donde

σ es el esfuerzo de corte [=] Pa

g&  es la velocidad de deformación [=] s-1

k es el índice de consistencia [=] Pa·sn

y “n” el índice de comportamiento al fluido [=] adimensional.
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Note que en la ecuación anterior, si n = 1 y k = µ se obtiene la ecuación de la ley de la

viscosidad de Newton para un fluido Newtoniano. Se puede suponer que el fluido

circula en régimen laminar, en la que el ancho  del conducto rectangular W es

considerablemente mayor que el espesor B. El conducto está situado en posición

horizontal. Otras suposiciones que se utilizan son: fluido isotérmico e incompresible en

estado estacionario y flujo unidimensional.

Figura 4.1 Flujo de un fluido no Newtoniano a través de un canal rectangular

El movimiento del flujo del fluido es gobernado por la ecuación macroscópica

de Navier-Stokes,  para el caso de un fluido no Newtoniano, se usa la ecuación de

movimiento en formulación Lagrangiana (ver capitulo 1).

v v v P g.
t

¶é ù+ Ñ × = -Ñ -Ñ× +ê ú¶ë û

r
r rr r rr t r (4.2)

La ecuación para el componente vx a partir de la ecuación 4.2 es

yxx x x x xx zx
x y z x

v v v v Pv v v g .
t x y z x x y z

¶æ öé ù¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶¶
+ + + = - - + + +ç ÷ê ú¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ë û è ø

tt t
r r (4.3)

Al eliminar algunos términos de acuerdo a las suposiciones hechas

anteriormente; así como la observación del fenómeno a partir de la figura 4.1 se tiene

L

W

B

y

x

z

Entrada

de flujo

Salida

de flujo
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yxddP0 .
dx dy

= - -
t

(4.4)

Resolviendo la ecuación 4.4, y tomando como condición límite yx 0; y 32t = =  se

tiene el siguiente perfil de esfuerzos

( )yx
P 32 y .

L
D

= -t (4.5)

Igualando el perfil de esfuerzos con la ley de la potencia ecuación (4.1), para un fluido

no Newtoniano y tomando como condición limite a xv 0; y 1= =  se obtiene el perfil de

velocidades para un fluido no Newtoniano

11
n n

1
n

1
1

x
P n 32 yv 31 1 .

kL n 1 31

+
+
é ùD -æ ö æ ö æ ö= -ê úç ÷ ç ÷ ç ÷+è ø è ø è øê úë û

(4.6)

Una forma de adimensionalizar la ecuación 4.6 es simplemente dividirla por la

velocidad media. Esta se define matemáticamente por el cociente entre el flujo

volumétrico y el diferencial de área:

v dAQv .
A dA

×
= @ òò

òò

rr

r (4.7)

Para el caso de un fluido que obedece a la ley de potencia, la velocidad media a partir de

la ecuación (4.7) viene dada por

1
n

1 1 1
n n n

1
n

1 2 2
1

P n 1 n 1v 31 63 32 31 .
kL n 1 2n 1 6331

+ + +

+

D ì üæ ö æ ö æ ö æ öé ù= + - -í ýç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ë û+ +è ø è ø è ø è øî þ
(4.8)

Por lo que, la velocidad adimensional para un fluido No Newtoniano es, [1-4]
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( )
1
n

1 1
n n

1
n

1

x

2 2
1

32 y63 1
31v .

v 1 n63 32 31
2n 131

+

+ +

+

é ù-æ ö-ê úç ÷
è øê úë û=

ì üæ ö é ù+ - -í ýç ÷ ë û+è øî þ

(4.9)

Una de las contribuciones del método que se presenta en este trabajo involucra

una modificación del LBGK presentado por Aharonov and Rothman[5], N.

Rakotomalala[6], E. Boek[7], y S.P. Sullivan[8], para fluidos no Newtonianos (Ostwald-

de-Waele),  el cual consiste en proponer al parámetro de tiempo de relajación t

contenido en la ecuación (3.22), en función de la viscosidad aparente que a su vez,

involucra los parámetros reológicos n y k de manera que

n 1

xdv1 3k .
2 dy

-
æ ö

= + ç ÷
è ø

t (4.10)

Esta última ecuación es la que se introdujo en la ecuación (3.22), para las

simulaciones con RB; además se utilizaron condiciones periódicas en la entrada y salida

del fluido, así como condiciones de frontera “de rebote” en las paredes con un tamaño

de rejilla de 64 x 64. Las simulaciones realizadas fueron para fluidos de la potencia con

parámetros reológicos de n = 0.33, 0.56, 1.0, 2.0 y k = 0.001, 0.005, 0.5, y 10

respectivamente. Estas, se efectuaron en una rejilla de 64 x 64 con una fuerza aplicada

al fluido de 0.005, el estado estacionario fue alcanzado después de 30,000 pasos de

tiempo. Los Perfiles adimensionales de velocidad con el método de RB y con solución

analítica  para  las  ENS  se  muestran  en  las  figuras  4.2  y  4.3.  La  comparación  de  estos

resultados presentan un error del 2%. Cabe mencionar que la máxima diferencia ocurre

en las paredes del conducto, debido a la utilización de las de las condiciones de rebote.

Las simulaciones también se realizaron con una rejilla de 200 x 200,

disminuyendo el porcentaje de error menor al 1%.
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Fig. 4.3 Perfiles de velocidad con Solución Analítica

Fig. 4.2 Perfiles de velocidad con LBGK
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4.2   Fluidos no Newtonianos a través de medios porosos

Medio Poroso Arbitrario. Para  simular  el  flujo  de  un  fluido  no  Newtoniano  del

modelo  de  potencia  o  también  conocido  como  de  Ostwald  de  Waele,  a  través  de  un

medio poroso se elaboró la metodología, así como la construcción de un programa

computacional. Para este tipo de fluido (potencia) se utilizó la ley de Darcy modificada

propuesta por Savins[9]. La cual puede ser representada de la siguiente forma

1
nq CG ,= (4.11)

en la cual

q = flux volumétrico [=] m·s-1

G = gradiente de presión [=] kg·m-2·s-1

C = constante que depende del fluido, así como del medio

n = índice de comportamiento al fluido [=] adimensional.

Para el valor de n = 1, la ecuación 4.11 se reduce a la bien conocida ley de

Darcy. La simulación se realizó proponiendo cinco medios porosos generados

arbitrariamente, esto con la finalidad de garantizar la percolación del fluido, en una red

de 64 x 64 con porosidades de 64.84, 66.60, 68.75, 70.11 y 71.87%. La figura (4.4)

muestra los medios porosos antes mencionados.
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POROSIDAD 64.84 %

POROSIDAD 66.60 %

POROSIDAD 68.75 %
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POROSIDAD 70.11 %

POROSIDAD 71.87 %

Figura 4.4  Medios porosos generados arbitrariamente (las figuras del lado derecho representa la corriente de fluido)

Para comprobar la validez de la ley de Darcy modificada en el modelo

propuesto, la ecuación (4.11) se reescribe de la siguiente manera

1
n

*
* * Kq v C F   ,   C ,

k
= = =j (4.12)

donde

v = velocidad promedio

F = fuerza de cuerpo

n = índice de comportamiento al fluido
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k = índice de consistencia

K* = permeabilidad modificada

Φ = porosidad.

La ecuación (4.12) puede ser graficada de tal forma que a partir de ésta, pueda obtenerse

el valor de n (índice de comportamiento al fluido) microscópico; el cual es comparado

con la n macroscópica establecida en el programa inicial. [5], [7]

Para comprobar la veracidad del modelo propuesto primeramente, se tomaron

resultados experimentales de n y k publicados por Mohd. Nurul and Mohd. Azemi[10],

los cuales fueron obtenidos  para una pasta tipo “sagu” a diferentes concentraciones y

temperaturas, los resultados obtenidos por Nurul y colaboradores se muestran a

continuación.

Temperatura
(ºC)

Concentración
de pasta
(g/100ml)

Indice de
consistencia k

(m Pa sn)

Indice
de com.
al fluido

h

Coeficiente
de

correlación
r2

Temperatura
(ºC)

Concentración
de pasta
(g/100ml)

Indice de
consistencia
k (m Pa sn)

Indice
de com.
al fluido

h

Coeficiente
de

correlación
r2

40

3.0 6.008 0.529 0.992

70

3.0 5.626 0.553 0.997

3.5 6.274 0.515 0.991 3.5 5.973 0.526 0.996

4.0 6.502 0.517 0.994 4.0 6.138 0.527 0.995

4.5 6.685 0.517 0.994 4.5 6.319 0.526 0.996

5.0 7.203 0.524 0.996 5.0 6.578 0.521 0.996

5.5 7.427 0.524 0.997 5.5 6.392 0.511 0.997

50

3.0 5.873 0.537 0.995

3.5 6.149 0.523 0.994

4.0 6.329 0.528 0.995

4.5 6.521 0.528 0.995

5.0 6.990 0.522 0.999

5.5 7.186 0.521 0.999

60

3.0 5.719 0.547 0.997

80

3.0 5.523 0.559 0.995

3.5 6.097 0.532 0.997 3.5 5.925 0.521 0.994

4.0 6.154 0.536 0.996 4.0 6.090 0.521 0.991

4.5 6.330 0.540 0.994 4.5 6.242 0.523 0.993

5.0 6.709 0.519 0.994 5.0 6.428 0.523 0.996

5.5 6.983 0.498 0.997 5.5 6.555 0.528 0.994

Tabla 4.1 Valores de n y k publicados por Mohd. Nurul.[10]

Con los valores contenidos en la tabla 4.1, se realizaron simulaciones con los cinco

medios porosos antes mencionados y las cinco fuerzas de cuerpo (F = 1.0 x 10-6 , 1.5 x

10-6 , 2.0 x 10-6 , 2.5 x 10-6 y 3.0 x 10-6 ), con 30000 tiempos de paso,  para todos los
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casos dando un total de 750 experimentos. La figura 4.5 muestra la grafica del Log flux

de la velocidad vs. Log fuerza para los cinco medios porosos arbitrarios.

log del flux en función de log de la fuerza

Porosidad 64.84%
40°
50°
60°
70°
80°

Porosidad 66.60%
40°
50°
60°
70°
80°

Porosidad 68.75%
40°
50°
60°
70°
80°

Porosidad 70.11%
40°
50°
60°
70°
80°

Porosidad 71.87%
40°
50°
60°
70°
80°
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En la tabla 4.2 se muestran los valores de n obtenidos con las simulaciones y las

comparaciones  de  estos  valores  con  los  reportados  por  Norul,  para  el  caso  de  una

porosidad de 64.84%.

Figura 4.5 Log flux de la velocidad vs. Log fuerza para los cinco medios porosos,
utilizando los datos experimentales reportados por Nurul y colaboradores[10].



Simulación de fluidos No Newtonianos a través de medios porosos y sus aplicaciones

[56]

Porosidad
%

Temperatura
°C

Concentración
g/100ml

Indice de
comportamiento
experimental (A)

Indice de
comportamiento
con LBGK (B)

( )A B A 100- ´

Error Relativo
%

      64.84 40 3.0 0.529 0.530 0.151

      64.84 40 3.5 0.515 0.518 0.563

      64.84 40 4.0 0.517 0.519 0.329

      64.84 40 4.5 0.517 0.520 0.503

      64.84 40 5.0 0.524 0.526 0.458

      64.84 40 5.5 0.524 0.527 0.573

      64.84 50 3.0 0.537 0.540 0.484

      64.84 50 3.5 0.523 0.524 0.210

      64.84 50 4.0 0.528 0.529 0.208

      64.84 50 4.5 0.528 0.530 0.398

      64.84 50 5.0 0.522 0.524 0.421

      64.84 50 5.5 0.521 0.525 0.768

      64.84 60 3.0 0.547 0.554 1.243

      64.84 60 3.5 0.532 0.532 0.075

      64.84 60 4.0 0.536 0.537 0.131

      64.84 60 4.5 0.540 0.543 0.519

      64.84 60 5.0 0.519 0.523 0.713

      64.84 60 5.5 0.498 0.505 1.305

      64.84 70 3.0 0.553 0.563 1.790

      64.84 70 3.5 0.526 0.529 0.551

      64.84 70 4.0 0.527 0.528 0.209

      64.84 70 4.5 0.526 0.527 0.095

      64.84 70 5.0 0.521 0.523 0.326

      64.84 70 5.5 0.511 0.511 0.059

      64.84 80 3.0 0.559 0.573 2.487

      64.84 80 3.5 0.521 0.523 0.288

      64.84 80 4.0 0.521 0.522 0.134

      64.84 80 4.5 0.523 0.525 0.459

      64.84 80 5.0 0.523 0.525 0.287

      64.84 80 5.5 0.528 0.528 0.057

En la figura 4.6, se muestran todos los valores de las “n” experimentales y recobrados

con LBGK para  las simulaciones, con los cinco medios porosos deterministas.

Tabla 4.2 Comparación de los valores de n experimentales y los obtenidos en las
simulaciones para una porosidad de 64.84%
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68.75 70.11 66.60 71.87 64.84

Porosidad (%)

Fig. 4.7 Simulaciones  de fluidos no Newtonianos a través de diferentes
Medios Porosos.
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En los resultados obtenidos el error relativo que se tuvo entre los valores de los índices

de comportamiento al fluido n experimentales y los n recuperados con las simulaciones

fueron inferiores al 3% en promedio, para todos los casos con los cinco medios porosos

arbitrarios propuestos.  Todos los experimentos numéricos están en el  rango de Re < 1

(Re es el número de Reynolds). [5-7]

Así mismo, se obtuvo una expresión semi-empírica para la permeabilidad de la pasta de

sago (Metroxylon sagu) en función de las concentraciones y las temperaturas para los

cinco medios porosos determinista. La expresión obtenida es la siguiente

( )
2 2

mod
0

2 2

log

.

= + +

+ + +

a a a

a a a

C T

CT C T

K C Tk

CT C T
(4.13)

En la ecuación anterior ( )mod* .= K
kC

Figura 4.6 Valores de n experimentales y obtenidos en las simulaciones con LBGK  para porosidades
de 64.84, 66.60, 68.75, 70.11 y 71.87%.

n Experimental
n recobrada
con LBGK
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En la tabla 4.3, se muestran los valores de las constantes encontradas para la

expresión mostrada anteriormente.

Porosidad
0a Ca Ta CTa 2C

a 2T
a

64.84% 5.214 0.350 -2.91x10-2 5.09x10-3 7.35x10-2 6.054x10-5

66.60% 4.766 0.158 9.23x10-4 3.32x10-3 4.53x10-2 1.154x10-5

68.75% 4.917 0.949 -4.46x10-2 5.47x10-3 1.45x10-1 1.629x10-4

70.11% 5.166 0.219 -2.63x10-2 1.71x10-3 3.79x10-2 1.689x10-4

71.87% 5.384 0.737 -4.76x10-2 6.48x10-3 -1.17x10-1 1.408x10-4

En la figura 4.7 se presentan las estimaciones de las superficies de respuesta para

algunos de los cinco medios porosos a partir de la ecuación 4.13

POROSIDAD 64.84 %                                 POROSIDAD 66.60%

POROSIDAD 70.11 %                               POROSIDAD 71.87%

Tabla 4.3 Valores numéricos de las α´s que aparecen en la ecuación (4.13), para cinco porosidades diferentes

modK

k
æ öç ÷
è ø
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k
æ öç ÷
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k
æ öç ÷
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Figura 4.7 Superficies de respuesta para estimar la permeabilidad modificada en función de la concentración y la

temperatura de algunas porosidades, con el modelo propuesto
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Medio poroso aleatorio. También se realizó la simulación del flujo de un fluido no

Newtoniano  del  modelo  de  potencia,  a  través  de  medios  porosos  aleatorios.  Para  este

tipo de fluido (potencia) se utilizó la ley de Darcy modificada, ecuación (4.11). Los

medios porosos creados usando un generador de números aleatorios, “el método de

Box-Muller”. El cual consiste, en generar un par de números al azar con distribución

normal estándar (con media m = 0 y varianza s2 = 1), por lo que se obtiene una fuente

de números al zar uniformemente distribuidos. Este método comienza con dos variables

aleatorias uniformes e independientes, u0 y u1, sobre el intervalo de [0,1).

En seguida se utilizan las siguientes transformaciones [ ( )02lne u= - ; f e= ;

( )0 1sin 2g up= ; ( )1 1cos 2g up= ; 0 0x f g= ´ ; 1 1x f g= ´ ] para generar dos muestras x0 y x1, de una

distribución Gaussiana N (0,1). [11], [12]

La simulaciones se realizaron en una red de 64 x 64 con porosidades de 64.84,

66.65, 68.69, 70.28 y 71.87%, y las fuerzas de cuerpo (F = 1.0 x 10-6 , 1.5 x 10-6 , 2.0 x

10-6 , 2.5 x 10-6 y 3.0 x 10-6 ), con 30000 tiempos de paso. La figura (4.8) muestra estos

medios porosos

POROSIDAD 64.84 %

POROSIDAD 66.65 %
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POROSIDAD 68.69 %

POROSIDAD 70.28 %

POROSIDAD 71.87 %

Para comprobar la validez de la ley de Darcy modificada en el modelo

propuesto; así como las efectivas simulaciones en éste tipo de medios porosos, el

procedimiento fue el mismo que se realizó para el caso de medios porosos arbitrarios,

descrito en los párrafos anteriores.

Figura 4.8 Medios porosos generados aleatoriamente con porosidades de 64.84, 66.65, 68.69, 70.28 y 71.87%
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4.3 Simulación en Torres Empacadas con soluciones de

almidón de sago (Metroxylon sagu) con Lattice Boltzmann

La caracterización  hidrodinámica de

fluidos No Newtonianos a través de

medios  porosos  es  un  tema  de

importancia tecnológica para reactores

de lecho empacado. La propuesta

presentada en este trabajo se enfoca

principalmente en el modelado en

lechos empacados, el cual involucra el

movimiento de fluidos No-Newtonianos

a través de medios porosos con

aplicaciones en reactores catalíticos de

lecho fijo, adsorción de solutos,

absorción simple, lecho de filtración,

etc. En este trabajo, se presentan

resultados de campos de velocidades,

presión y esfuerzo en medios porosos

bi-dimensionales para soluciones de

“sago” experimentales. Además de

investigar el efecto de la aleatoriedad,

así como la permeabilidad y los

esfuerzos de corte en las paredes. El

modelo propuesto para un lecho

empacado, se encuentra representado

esquemáticamente en el diagrama de

flujo  de la figura (4.9).

Figura 4.9 Diagrama de
flujo. Programa de cómputo
para el modelo propuesto
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La metodología utilizada para ésta propuesta, consiste principalmente en dividir

el flujo en un lecho empacado dentro de un paquete de cilindros, de los cuales se toma

solamente uno para realizar el estudio. De este cilindro se tomó una placa, lo que nos

lleva como consecuencia a reducir el problema al caso de un flujo No-Newtoniano en

medio poroso en dos dimensiones, tal como se muestra en la figura (4.10).

Una de las ventajas de esta propuesta es que se pueden elegir una amplia

variedad de medios porosos, aquí se propusieron ocho medios porosos, de los cuales

cinco son aleatorios y tres medios porosos son al azar.

Por otra parte, para observar el efecto de la aleatoriedad, se estudiaron dos

diferentes tipos de medios porosos, uno determinista y otro aleatorio con la misma

porosidad (68.75% y 71.87%), ver figura 4.11. Para estos casos, patrones de flujo;

velocidad, esfuerzos cortantes y campos de presión fueron calculados usando la

Figura 4.10 Lecho empacado utilizado para la simulación con redes de Boltzmann
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simulación con el modelo de RB, ver figura 4.12 y 4.13. Con respecto a las figuras

anteriores, mostramos primeramente los datos numéricos “gruesos” seguido de sus

correspondientes superficies suavizadas calculadas para cada caso. Las superficies

suavizadas (usando “splines”) fueron construidas con la finalidad de estudiar diferentes

bandas sobre regiones macroscópicas de baja (alta) presión, velocidad y esfuerzo de

corte.

a)

b)

c)



Simulación de fluidos No Newtonianos a través de medios porosos y sus aplicaciones

[64]

d)

Figura 4.11 Medio poroso: porosidad 71.87 %, a) arbitrario y b) aleatorio. Porosidad 68.75%, c) arbitrario y d)

aleatorio

a)

b)
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c)

Figura 4.12 Datos de ERB y superficies suavizadas para un fluido no Newtoniano (n = 0.529 con porosidad de

71.87%), en un medio poroso generado en forma arbitraria. a) Velocidad, b) tensor de esfuerzos de corte y c)

presiones

a)

b)

 2E-5
 1E-5
 0

 9.4663E-9
 9E-9
 8E-9
 7E-9
 6E-9
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c)

Figura 4.13 Datos de ERB y superficies suavizadas para un fluido no Newtoniano (n = 0.529 con porosidad de

71.87%), en un medio poroso generado en forma aleatoria. a) Velocidad, b) tensor de esfuerzos de corte y c)

presiones.

Los lechos empacados son de gran importancia en áreas como la ingeniería

química en donde la transferencia de masa, calor y momento juegan un papel muy

importante. El material que se empaca en el lecho puede consistir de una variedad de

empaques, como pueden ser esferas, partículas irregulares, cilindros o varios tipos de

empaques comerciales. En las deducciones del flujo se usan ciertas relaciones

geométricas para las partículas de los lechos empacados. La fracción vacía ε de un lecho

empacado se define como

volumen de huecos en el lecho .
volumen total del lecho (huecos más solidos)

=e (4.14)

La superficie específica de una partícula av en m-1 se define como

p
v

p

Sa = ,v (4.15)

donde Sp es el área superficial de una partícula en m2 y  vp es el volumen de una

partícula en m3. Para un lecho empacado de partículas que no son esféricas, el diámetro

efectivo de las partículas Dp se define como
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p
v

6D = .a (4.16)

Puesto que (1-ε) es la fracción de volumen de las partículas del lecho

( ) ( )v
p

6a a 1- = 1- ,D= e e (4.17)

donde “a” es la razón entre el área superficial total del lecho y el volumen total del

lecho, es decir, volumen vacío más volumen de partículas en m-1.

La velocidad intersticial promedio en el lecho empacado es “v” y se relaciona con la

velocidad superficial “v’”, basada en el corte transversal del recipiente vacío, por medio

de

v ' v.= e (4.18)

El radio hidráulico para el flujo es

H
área de corte transversal disponible para flujor ,

perímetro mojado a
= =

e
(4.19)

que también puede definirse como

( )H pr D .
6 1

=
-
e
e

(4.20)

El numero de Reynolds para un lecho empacado para el caso de un fluido Newtoniano

puede definirse como

( )
p

Re

D v '2N = .
3 1-

r
e m

(4.21)

Y para el caso de un fluido no-Newtoniano de modelo de potencia se tiene el siguiente

número de Reynolds generalizado



Simulación de fluidos No Newtonianos a través de medios porosos y sus aplicaciones

[68]

( )
gen

n 2 n

p

Re n
n-1

2 v 'D
3 1

N = .
3n 1k8

4n

-é ù æ ö
ê ú ç ÷- è øë û

+æ ö
ç ÷
è ø

e r
e e

(4.22)

Por otra parte, la caída de presión para un fluidos Newtoniano en un lecho empacado se

calcula  a partir de la siguiente expresión

( )2

3 2
p

72 v ' L 1
P .

D
D -

D =
m e

e
(4.23)

 La  caída  de  presión  en  nuestro  modelo  para  el  caso  de  un  fluido  no-Newtoniano

(Ostwald de Waele) es calculada de la siguiente manera[13, 14]

( )

( )
2 2

3 124 12 14 .
2

3 1

+æ ö Dç ÷ é ù-è øD = ê ú
é ù ê úë ûê ú-ë û

r
r

e
ee

e

n

n
nk L vnP

D
D

(4.24)

En la figura 4.14 se muestran resultados obtenidos para nuestras simulaciones de

las caídas de presión en el lecho empacado, para medios porosos deterministas con

porosidades de 68.75 y 71.87%, además se presentan medios porosos aleatorios con

porosidades de 68.69 y 71.87%. En ambos casos se realizaron corridas con valores de n

= 0.529 y 1.0
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             Figura 4.14 Caída de presión en función del número de Reynolds Generalizado.

Algunas relaciones semi-empiricas utilizadas en lechos empacados a nivel

industrial que relacionan el factor de fricción y el numero de Reynolds son las bien

conocidas ecuación (4.25) de Ergun  y la ecuación (4.26) de Blake-Kozeny. [13-15]

150 ,Re=f (4.25)

150 +1.75.
Re

=f (4.26)

Para el modelo propuesto, el factor de fricción (ecuación 4.27) fue calculad en función

del número de Reynolds generalizado. En la figura (4.15) se muestra el resultado de

nuestras simulaciones para medios porosos deterministas (porosidad de 68.75 y

71.87%) y aleatoriosn(porosidad de 68.69 y 71.87%) para valores de n = 1.0 y 0.529,

los cuales fueron comparados con las ecuaciones de Ergun y Blake-Kozeny.

Pressure drop vs Generalized reynolds number
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( )
( )

1
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3 148 .

4 12 1'
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D
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(4.27)

Figura 4.15 Factor de fricción en función del número de Reynolds Generalizado.

Así mismo, fueron calculados los esfuerzos en las paredes para los medios porosos

deterministas y aleatorios con las porosidades antes señaladas y para valores de n = 1.0,

0.529. Los resultados son presentados en la figura 4.16, para el caso de n = 0.529

Friction factor vs Generalized reynolds number
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Arbitrario 64.84%. n = 0.529

Arbitrario 66.60%. n = 0.529
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Arbitrario 68.75%. n = 0.529

1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46 49 52 55 58 61 64
-2E-09

0E-01

2E-09

4E-09

6E-09

8E-09

1E-08

1E-08

1E-08

 Stress inf.
 Stress sup.



Simulación de fluidos No Newtonianos a través de medios porosos y sus aplicaciones

[72]

Azar 68.69%. n = 0.529
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Azar 71.87%. n = 0.529
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Figura 4.16 Esfuerzos en las paredes para algunos medios porosos utilizados. Arbitrarios (64.84, 66.60 y 68.75%),

Aleatorio (68.69 y 71,87%)
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En la figura (5.15) se muestra un comparativo de los esfuerzos en las paredes, para un

medio poroso arbitrario y aleatorio para una porosidad de 71.87% con un valor de n =

0.529

1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46 49 52 55 58 61 64
0.0E-01

2.0E-09

4.0E-09

6.0E-09

8.0E-09

1.0E-08

1.2E-08

1.4E-08

Porosity 71.87%
 top w all (deterministic)
 bottom w all (deterministic)
 top w all (random)
 bottom w all (random)

Figura 4.17 Esfuerzos en las paredes para dos medios porosos. Arbitrario y determinista con

porosidad de 71.87% con un valor de n = 0.529
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4.4  Distribuciones de Permeabilidad Local efectiva para

fluidos no-Newtonianos con Lattice Boltzmann.

4.4.1     Introducción

Como se menciono en secciones anteriores, el flujo en medios porosos de fluidos

no Newtonianos es un tema de gran interés en muchas áreas del conocimiento científico.

Existen un gran número de materiales porosos; si vemos a nuestro alrededor podemos

encontrar ejemplos de ellos; tales como el suelo, piedras agrietadas, las grandes

formaciones geológicas de caliza, cerámica, agregados fibrosos, papel filtro e incluso

una rebanada de pan, por mencionar algunos. La gran mayoría de estos medios,

presentan una distribución compleja de los poros, en su mayoría en forma aleatoria. [16]

 Un caso particular es el estudio de fracturas hidráulicas en reservas naturales en la

industria petrolífera, en el que se trata generalmente de fluidos complejos que presentan

comportamiento no Newtoniano; teniendo interés en el aumento de la producción de

petróleo, requiriendo reservorios con permeabilidades efectivas bajas.

Numerosos estudios han empleado métodos estocásticos para modelar flujo de

aguas subterráneas a través de medios porosos del subsuelo, en los cuales se asume de

forma eficaz, densidades de probabilidad de permeabilidad, con el uso de distribuciones

normal [17] y gamma [18].

Mediciones de permeabilidad son difíciles de obtener  en forma experimental cuando la

disponibilidad de la muestra es restringida, las dimensiones son limitadas o más aun,

cuando los materiales están poco consolidados. El método de Redes de Boltzmann

ofrece una alternativa para estimar la permeabilidad en diferentes medios naturales

(cuadro 1).
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Suelo Porosidad total (%)

Arcillas 40 a 60

Limos 35 a 50

Arenas finas, arenas limosas 20 a 50

Arena gruesa o bien clasificada 21 a 50

Grava 25 a 40

Shale intacta 1 a 10

Shale fraturada/alterada 30 a 50

Arenisca 5 a 35

Calizas, dolomías No carstificadas 0.1 a 25

Calizas, dolomías carstificadas 5 a 50

Tierras Diatomeas 81.45

Rocas ígneas y metamórficas sin fracturar 0.01 a 1

Rocas ígneas y metamórficas fracturadas 1 a 10

Tabla 4.4 Ejemplos de algunos suelos y sus porosidades [19]

Los experimentos presentados en este trabajo, involucran una serie de

porosidades que se puede encontrar en diatomita, limo, zeolitas, arena y grava, entre

otros.

4.4.2   Características de algunos tipos de suelos

La diatomita es  una  roca  sedimentaria  silícea  terrosa  producida  por  la

depositación en el fondo marino de esqueletos de diatomeas, un alga microscópica

unicelular, produciendo lo que hoy se conoce también como tierra de diatomeas. Posee

una estructura única de baja densidad, alta capacidad de absorción, alta superficie

específica y relativamente baja abrasión. Se la utiliza en la industria de los filtros por su

calidad de estabilidad química. También se ha ampliado su uso en la industria de la

construcción produciendo bloques livianos que han cumplido con las normas de calidad

exigidas por la ley. Además es utilizada en la industria Cervecera y pintura.

En los vegetales, la tierra de diatomeas cumple un doble propósito: Sanitario y

nutriente. Además de su efecto insecticida, las diatomeas aportan una gran riqueza

mineral, a través del aporte natural de un gran número estos minerales aportados como
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microelementos (oligoelementos). Estas sustancias son vitales para el metabolismo de

los tejidos, ya que generalmente están ausentes en suelos empobrecidos o agotados por

prácticas agrícolas intensivas.

Además de eliminar los parásitos y virus internos o externos, las diatomeas consiguen

suplir carencias en las desmineralizadas tierras de cultivos. Las diatomeas son el medio

más eficaz, inocuo y económico para combatir parásitos externos en animales

domésticos. Se aplica directamente en polvo sobre el pelo del animal, valiéndose de una

talquera común. También puede aplicarse en pisos, guardarropas, despensas y cualquier

otro lugar que se desee proteger de insectos. Es de destacar su excelente resultado en el

control definitivo de la vinchuca. A nivel de piojos, se los elimina eficazmente

aplicando unos pocos gramos de diatomeas en el champú o en agua. [20, 21]

La caliza es una roca sedimentaria porosa formada por carbonatos,

principalmente carbonato de calcio,  permite el paso del agua, es decir, es una roca

permeable. Cuando tiene alta proporción de carbonatos de magnesio se le conoce como

dolomita. La roca caliza tiene una gran resistencia a la meteorización, eso ha permitido

que muchas esculturas y edificios de la antigüedad tallados en dichas rocas hayan

llegado hasta nosotros. El uso de las rocas calizas es muy extenso, su mayor utilización

es en la construcción, si se calcina se puede producir cal viva, se utiliza en la fabricación

del cemento, como grava y arena (fragmentada) en la elaboración del concreto. Materia

prima para la industria del cemento Pórtland, cal hidratada, calcita, construcción,

mármol, agricultura, agregados pétreoses. El sahcab sirve como cemento natural, se

emplea  en  el  revestimiento  de  carreteras  y  mezclado  con  cal  y  arcilla  es  un  buen

cemento que fue usado en la construcción de antiguas ciudades mayas como Chichén,

Uxmal, Kabah, Labná, etc. Generalmente lo que se utiliza del conglomerado son los

clastos (roca caliza); los de menor tamaño son empleados como grava para la

construcción en losas y pisos; los conglomerados más grandes son empleados para

mamposterías y construcción de muros; además que en algunos casos se emplea como

ornato en fachadas de casas. El uso de las rocas calizas es muy extenso. [22]
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Las zeolitas se forman cuando la ceniza volcánica se deposito en lagos antiguos

alcalinos. La interacción de la ceniza volcánica con las sales del agua de los lagos

produjo la alteración de la ceniza produciendo distinto tipo de materiales de zeolita.

Las zeolitas naturales son un medio filtrante nuevo y muy bueno disponible para la

filtración del agua. Ofrece un funcionamiento superior a los filtros de arena y carbón,

con una calidad más pura y mayores tasas de rendimiento sin necesidad de altos

requisitos de mantenimiento. Tiene muchas ventajas sobre la arena y puede ser

directamente reemplazado por la arena en un filtro normal de arena.

Existen principalmente tres usos de zeolitas en industria: catálisis, separación de gas e

intercambiador de iones. Además, las zeolitas se pueden usar en distintos pasos en el

proceso de  purificación y/o aireación; como material de soporte para bacterias; como

medio filtrante para la extracción de sólidos y partículas en suspensión y la extracción

de iones no deseados al mismo tiempo. En el este de Europa, Japón y Cuba, las zeolitas

han sido usadas tradicionalmente en agricultura. Sobre un 5% añadido en raciones para

ganado reduce emisiones de amonio y olores, mejora la utilización de alimentos, ayuda

a la adsorción de mico-toxinas y elementos traza. Hace muchos años la NASA utilizaba

zeolitas cargadas de nutrientes como fertilizantes para la liberación lenta de nutrientes.
[23]

Las arcillas son elementos estructurales del suelo que se utilizan desde hace

muchos años como minerales industriales, con multitud de aplicaciones según sus

propiedades. Son productos de alto valor añadido en el sector farmacéutico, como

excipiente de medicamentos, en la industria petroquímica, como soporte de

catalizadores, y en otros sectores, como aditivos para pinturas, betunes, construcción,

cosmética, agricultura, etc.

En la industria mundial de la alimentación animal, el empleo de arcillas seleccionadas y

procesadas en centros productivos está cada día más extendido. Clásicamente, las

arcillas son reconocidas por sus propiedades tecnológicas como agentes fluidificantes y

antiapelmazantes en las harinas, como lubrificantes para mejorar el rendimiento de las

prensas de granulación y como aglomerantes para reforzar la durabilidad de los

gránulos. [24]
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4.4.3 Distribuciones de Permeabilidades efectiva locales para
medios porosos  generados arbitraria y aleatoriamente

Otra de las contribuciones presentadas en el presente trabajo, es la propuesta de

un modelo para la obtención de permeabilidades locales para diferentes medios porosos

(generados arbitraria y aleatoriamente).

Para calcular la permeabilidad en el caso de un fluido Newtoniano, se parte de la bien

conocida ley de Darcy abordada en el capítulo 2, la cual podemos escribir de la forma

siguiente

( )dP
dx

vK ,=
m (5.18)

donde:

K es la Permeabilidad [=] m2

v es la velocidad [=] m/s

m Viscosidad [=] Kg/ms

dP/dx es el gradiente de presión [=] Pa/m = Kg/m2s2

Para el caso de un fluido No-Newtoniano que obedece a la ley de Potencia, se puede

utilizar la ecuación (5.18); pero escrita en función de la viscosidad aparente. Para un

fluido Newtoniano normalmente se escribe en función de la viscosidad cinemática,  la

cual está dada por la siguiente relación

( )x
app dv

dy

.=
sm (5.19)

Es  decir,  el  cociente  del  esfuerzo  de  corte  y  la  velocidad  de  deformación.  En  el  caso

particular de un fluido que sigue el comportamiento de la ley de la Potencia la

viscosidad aparente está dada por
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( )
( )
( ) ( )

x

x

x x

ndv
n 1dy dv

dyapp dv dv
dy dy

k
k .

-
= = =

sm (5.20)

En donde n y k son el índice de comportamiento al fluido y el índice de consistencia

respectivamente. Por lo que la permeabilidad para el caso de un fluido no-Newtoniano

puede escribirse como

( )
( )
( )

x
n 1dv

dyapp

dP dP
dx dx

k vv
K ,

-

= =
m

(5.21)

en la que

K es la Permeabilidad [=] m2

k  es el índice de consistencia [=] N· sn/m2

n  índice de comportamiento al fluido [=] adimensional

v es la velocidad [=] m/s

dP/dx es el gradiente de presión [=] Pa/m = Kg/m2s2

dVx/dy es la velocidad de deformación [=] s-1

Se estudiaron dos diferentes tipos de medios porosos: a) Medios porosos

generados Arbitrariamente. En este caso, se propusieron un conjunto de medios porosos

construidos totalmente en forma arbitraria, garantizando la percolación del fluido, la

construcción de canales de interconexión bien definidos, así como baja tortuosidad. b)

medios porosos generados aleatoriamente. Éste medio se genero como ya se ha

mencionado en la sección anterior por medio de una configuración aleatoria, a través del

método Box –Muller.

En los medios mencionados anteriormente, se realizó una validación del modelo similar

a la realizada en la sección 4.1 y 4.2, pero con un rango de porosidades (10 - 70%) con

tres  repeticiones,  para  obtener  los  límites  de  validez  del  sistema,  obteniendo  un  error

máximo de 6.8% para porosidades del 10%, ver tabla A . Algunos medios porosos

aleatorios utilizados para estas validaciones se muestran en la figura 4.18.
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Porosidad
(%)

n Experimental  Promedio del error
relativo (%)

10.18
0.529 6.8359

1.0 0.0
2.0 1.3514

20.84
0.529 3.8167

1.0 0.0
2.0 1.3514

30.82
0.529 2.9907

1.0 0.0
2.0 1.0457

47.37
0.529 2.3985

1.0 0.0
2.0 0.8065

51.91
0.529 1.5123

1.0 0.0
2.0 1.0101

Tabla 4.5 Valores del promedio del error relativo para los índices de
                 consistencia (n) obtenidas con el modelo propuesto para algunas porosidades

POROSIDAD 10.2 %

a) b) c)
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POROSIDAD 20.84 %

a) b) c)

POROSIDAD 30.82 %

a) b) c)

Figura 4.18 Ejemplos de algunos medios porosos aleatorios utilizados para la validación del modelo propuesto con

porosidades de 10.20, 20.84 y 30.83%,  en cada uno de ellos se realizaron tres repeticiones

Para el cálculo de la permeabilidad local, se utilizó la ecuación (5.22) en una red
de 64 x 64, los resultados se muestran en las figuras (4.19). En ésta, se realizó una
simulación del paso de un fluido Pseudoplástico (n = 0.529) a través de medios porosos
generados arbitrariamente con cinco porosidades (64.84, 66.60, 68.75, 70.11 y 71.87%),
así como con cinco fuerzas de presión (0.001E-3, 0.0015E-3, 0.002E-3, 0.0025E-3,
0.003E-3).
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64.84% n = 0.529

F = 0.001E-3 F = 0.002E-3 F = 0.003E-3

66.60% n = 0.529

F = 0.001E-3 F = 0.002E-3 F = 0.003E-3
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68.75% n = 0.529

F = 0.001E-3 F = 0.002E-3 F = 0.003E-3

70.11% n = 0.529

F = 0.001E-3 F = 0.002E-3 F = 0.003E-3
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71.87% n = 0.529

F = 0.001E-3 F = 0.002E-3 F = 0.003E-3

Figura 4.19 Bandas de Permeabilidad para cinco medios porosos deterministas con porosidades de 64.84, 66.60,

68.75, 70.11 y 71.87% , con fuerzas de presión de 0.001E-3, 0.002E-3 y 0.003E-3 (aquí solamente se muestran con

tres fuerzas de presiones), para un fluido Pseudoplástico (n = 0.529).

En la figura 4.19 se observa que conforme se va incrementando el valor de la porosidad,
el valor de la permeabilidad va en aumento; así mismo, para un incremento en el valor
de la fuerza de presión en cada medio poroso, se presenta también un aumento en los
valores de permeabilidad como era de esperarse.

Además, se realizaron simulaciones del paso de los siguientes fluidos:
Pseudoplástico (n = 0.529); Newtoniano (n = 1.0) y Dilatante (n = 2.0) a través de
medios porosos generados arbitrariamente; así como con medios porosos generados
aleatoriamente. Para estos casos se manejaron cinco fuerzas de presión (Para n = 0.529
y 1.0: F = 0.001E-3, 0.0015E-3, 0.002E-3, 0.0025E-3 y 0.003E-3. Con n = 2.0: F =
0.003E-3, 0.0025E-1, 0.002E-1, 0.015, y 0.01). Como lo muestra las figuras 4.20 –
4.25.
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Figura 4.20 Bandas de permeabilidad para un medios poroso aleatorio con porosidad de 47.4%, con fuerzas de
presión de 0.001E-3 y 0.003E-3 para fluidos  Pseudoplástico (n = 0.529) y Newtoniano. Para el caso de dilatante (n =
2.0), con fuerzas de 003E-3 y 0.01 (aquí solamente se muestran con dos fuerzas de presión)

Medio poroso aleatorio

47.4%

n = 0.529,  F = 0.001E-3 n = 0.529, F = 0.003E-3

n = 1.0,  F = 0.001E-3, 0.003E-3

n = 2.0,  F = 0.003E-3 n = 2.0, F = 0.01

K = Spline
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Medio poroso aleatorio

51.91%

n = 0.529, F = 0.001E-3 n = 0.529, F = 0.003E-3

n = 1.0

n = 2.0,  F = 0.003E-3 n = 2.0,  F = 0.01

Figura 4.21 Bandas de permeabilidad para un medios poroso aleatorio con porosidad de 51.91%, con fuerzas de
presión de 0.001E-3 y 0.003E-3 para fluidos  Pseudoplástico (n = 0.529) y Newtoniano. Para el caso de dilatante (n =
2.0), con fuerzas de 003E-3 y 0.01 (aquí solamente se muestran con dos fuerzas de presión)
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Determinista
68.75%

n = 0.529,  F = 0.001E-3 n = 0.529, F = 0.002E-3 n = 0.529, F = 0.003E-3

n = 1.0,  F = 0.001E-3 n = 1.0, F = 0.002E-3 n = 1.0, F = 0.003E-3

n = 2.0,  F = 0.003E-3 n = 2.0, F = 0.002E-1 n = 2.0, F = 0.01

Figura 4.22 Bandas de permeabilidad para un medio poroso arbitrario con porosidad de 68.75%, con fuerzas de
presión de 0.001E-3, 0.002E-3 y 0.003E-3 para fluidos  Pseudoplástico (n = 0.529) y Newtoniano. Para el caso de
dilatante (n = 2.0), con fuerzas de 003E-3, 0.002E-1 y 0.01 (aquí solamente se muestran con tres fuerzas de presiones,
para los casos anteriores)
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Aleatorio 68.69%

n = 0.529,  F = 0.001E-3 n = 0.529, F = 0.002E-3 n = 0.529, F = 0.003E-3

n = 1.0,  F = 0.001E-3 n = 1.0, F = 0.002E-3 n = 1.0, F = 0.003E-3

n = 2.0,  F = 0.001E-3 n = 2.0, F = 0.002E-3 n = 2.0, F = 0.003E-3

Figura 4.23 Bandas de permeabilidad para un medio poroso aleatorio con porosidad de 68.69%, con fuerzas de
presión de 0.001E-3, 0.002E-3 y 0.003E-3 para fluidos  Pseudoplástico (n = 0.529) y Newtoniano. Para el caso de
dilatante (n = 2.0), con fuerzas de 003E-3, 0.002E-1 y 0.01 (aquí solamente se muestran con tres fuerzas de presiones,
para los casos anteriores)
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Determinista
71.87%

n = 0.529

n = 0.529,  F = 0.001E-3 n = 0.529, F = 0.002E-3 n = 0.529, F = 0.003E-3

n = 1.0,  F = 0.001E-3 n = 1.0, F = 0.002E-3 n = 1.0, F = 0.003E-3

n = 2.0,  F = 0.003E-3 n = 2.0, F = 0.002E-1 n = 2.0, F = 0.01

Figura 4.24 Bandas de permeabilidad para un medio poroso arbitrario con porosidad de 71.87%, con fuerzas de
presión de 0.001E-3, 0.002E-3 y 0.003E-3 para fluidos  Pseudoplástico (n = 0.529) y Newtoniano. Para el caso de
dilatante (n = 2.0), con fuerzas de 003E-3, 0.002E-1 y 0.01 (aquí solamente se muestran con tres fuerzas de presiones,
para los casos anteriores)
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Aleatorio  71.87%

n = 0.529,  F = 0.001E-3 n = 0.529, F = 0.002E-3 n = 0.529, F = 0.003E-3

n = 1.0,  F = 0.001E-3 n = 1.0, F = 0.002E-3 n = 1.0, F = 0.003E-3

n = 2.0, F = 0.003E-3 n = 2.0, F = 0.002E-1 n = 2.0, F = 0.01

Figura 4.25 Bandas de permeabilidad para un medio poroso aleatorio con porosidad de 71.87%, con fuerzas de
presión de 0.001E-3, 0.002E-3 y 0.003E-3 para fluidos  Pseudoplástico (n = 0.529) y Newtoniano. Para el caso de
dilatante (n = 2.0), con fuerzas de 003E-3, 0.002E-1 y 0.01 (aquí solamente se muestran con tres fuerzas de presiones,
para los casos anteriores)
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Se puede observar en las figuras 4.20 – 4.25, que para fluidos Newtonianos (n = 1.0),

las bandas de permeabilidad son simétricas y además,  no dependen de los gradientes de

presión, como era de esperarse de acuerdo a la ley de Darcy; no siendo así, para el caso

de fluidos no Newtonianos. Pero, para el caso de porosidades bajas, se presentan bandas

anisotrópicas, figuras 4.20 y 4.21. También puede verse, que para fluidos

pseudoplásticos (n < 1.0), el numero de bandas de permeabilidad es mayor, que para el

caso de fluidos dilatantes (n >1.0). Así mismo, se forman “gargantas” al combinar

aleatoriedad y presión alta, para un fluido pseudoplastico (n =0.529), ver figura 4.25.

Así pues, en estas bandas se puede observar el efecto que tiene la porosidad, la

aleatoriedad, así como el tipo de fluido (Newtoniano n =1.0, no Newtoniano n =0.529,

2.0).

4.4.4 Predicción de distribuciones de probabilidad a través de
permeabilidades efectivas

Se han empleado numerosos estudios de fluidos newtonianos del subsuelo a

través de medios porosos aleatorios, con permeabilidades efectivas asumiendo

funciones de densidad probabilística. Distribuciones de Permeabilidad efectiva se han

utilizado para estudiar fenómenos geológicos para la tecnología del petróleo, por citar

un ejemplo.

En este trabajo correlacionamos el efecto de la aleatoriedad, porosidad y

permeabilidad con los parámetros reológicos de fluidos no newtonianos, prediciendo

distribuciones de probabilidad. Lo cual nos lleva a una mejor comprensión de la

heterogeneidad de los medios porosos utilizados en sistemas naturales. [17, 18]

Se  han  presentado  datos  en  la  literatura  que  muestran  que  en  membranas  de

silicona, los valores de permeabilidad tanto de cafeína, así como de testosterona

presentan tendencias a distribuciones normales. En cambio, en estudios con piel de

cerdo, se han observado diferencias notables entre cada una de las drogas. Mientras que
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para valores de permeabilidad con testosterona pueden igualarse a distribuciones

normales, no así para datos de permeabilidad con cafeína, los cuales presentan

tendencias a distribuciones log-normal. La simulación de fluidos no Newtonianos  a

través de medios porosos con el método de Lattice Boltzmann  puede ser un primer

acercamiento a la distribución de permeabilidad efectiva de soluciones de cafeína y la

testosterona en membranas de silicona. [25]

Por otra parte, con el uso de distribuciones Weibull pueden utilizarse para determinar

experimentalmente las tendencias en el tiempo de la velocidad de infiltración con

bastante precisión [26]. Además, experimentos realizados en infiltración en rocas

muestran que los flujos pueden establecerse a través de una distribución exponencial
[27]. Así mismo, en el análisis de la heterogeneidad en medios porosos, ésta ha sido

reportada por medio de distribuciones exponenciales para permeabilidades efectivas [28].

La distribución gamma ha sido utilizada como una representación estadística de

superficies rugosas para flujos en medios porosos fracturados insaturados y

distribuciones de tortuosidad en medios porosos [29, 30].  Y  para  el  caso  de  Fenómenos

hidrológicos completamente extremos, se ha visto que siguen el comportamiento de una

distribución extrema. [31]

Otra contribución importante del presente trabajo, deriva del desarrollo de un

nuevo acercamiento para calcular distribuciones de permeabilidad. Se desarrollaron

experimentos para fluidos Newtonianos (n = 1.0) y no Newtonianos (n = 0.529, 2.0). En

los siguientes casos:

a) Medio poroso generado arbitrariamente, con porosidades de i) 68.75% y ii)

71.87%,

b) Medios porosos generados aleatoriamente con porosidades de i) 68.69% y ii)

71.87%.

Aplicando un análisis de hipótesis nula sobre los datos para i) contraste de medias, ii)

contraste de desviación típica, y iii) contraste de Kolmogorov. Obteniendo la mejor
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distribución de permeabilidad para cada caso como se menciono anteriormente, la

siguiente tabla se resume los resultados obtenidos

Medios porosos arbitrarios Medios porosos aleatorios

Porosity 68.75% Probability
Distribution

Porosity  68.69% Probability Distribution

n = 0.529 Exponential n = 0.529 Normal

n = 1.0 Normal n = 1.0 Normal

n = 2.0 Gamma n = 2.0 Gamma

Porosity 71.87% Porosity 71.87%

n = 0.529 Exponential n = 0.529 Normal

n = 1.0 Weibull n = 1.0 Normal

n = 2.0 Extreme n = 2.0 Weibull

Medio poroso aleatorio
Porosity  47.37% Probability

Distribution
Porosity  51.91% Probability Distribution

n = 0.529 Normal n = 0.529 Gamma

n = 1.0 Normal n = 1.0 Normal

n = 2.0 Normal n = 2.0 Gamma

Tabla 4.6. Mejor distribución de probabilidad para permeabilidad con simulaciones LBM para fluidos Newtonianos y
no Newtonianos
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Figura 4.26 Distribución de probabilidad para permeabilidad con porosidad de 47.37% y n = 2.0

Figura 4.27 Distribución de probabilidad para permeabilidad con porosidad de 68.69% y n = 1.0
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Figura 4.28 Distribución de probabilidad para permeabilidad con porosidad de 71.87% y n = 0.529

En las graficas 4.26 – 4.27, se presentan solamente algunos ejemplos de las

distribuciones de probabilidad obtenidas.

De acuerdo a la tabla 3 se pude concluir que, para los experimentos realizados, se

obtuvieron distribuciones normales principalmente para permeabilidad efectiva. Por otra

parte, puede observarse que la aleatoriedad juega un papel importante. Por tanto, la

irregularidad de canales geométricos en los medios cambia drásticamente la distribución

de permeabilidad con una única excepción (medio poroso generado arbitrariamente con

porosidad 68.75% y n = 2.0).
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CONCLUSIONES

En esta tesis se presenta la simulación de fluidos no Newtonianos a través de medios

porosos, utilizando la ley de Darcy modificada y la ecuación de Darcy en función de

viscosidad aparente, aplicando la ecuación de Redes de Boltzmann (RB) y se concluye que

el método es capaz de simular correctamente fluidos pseudoplásticos, dilatante y

Newtonianos en presencia de diferentes medios porosos. En éstos medios, se obtuvieron

campos de flujo, distribuciones de velocidad, distribuciones de esfuerzo de corte,

distribuciones de presión, permeabilidades y esfuerzos de corte en las paredes para

diferentes matrices porosas; para medios generados arbitrariamente, así como medios

aleatorios. Con el modelo propuesto se tienen predicciones de acuerdo con las ecuaciones

empíricas basadas en datos experimentales; como son las ecuaciones de Ergun y Blake-

Kozeny. Se constató que el método de RB es útil para la investigación de propiedades

mesoscópicas  de  fluidos  no  Newtonianos  (soluciones  de  almidón  de  sago),  así  como  en

lechos empacados.

Al observar las figuras 4.12 y 4.13, se concluye que se presenta una gran cantidad de

fluctuaciones con una amplia gama de frecuencia de velocidad, principalmente en medios

porosos deterministas, contrariamente a lo que sucede en los medios porosos aleatorios, en

los cuales las fluctuaciones son pocas y la gama de frecuencias de velocidad son bajas.

Se encontró de nuestros resultados, que para bajas porosidades, el efecto aleatorio implica

un aumento considerable en las caídas de presión, en el caso de fluidos pseudoplásticos. Tal

efecto desaparece para fluidos Newtonianos.

En la figura 4.17, se puede ver que para medios porosos aleatorios (por ejemplo, 71.87%),

en  áreas  con  alto  de  esfuerzo  de  corte  en  la  pared,  pueden  ser  considerados  como  zonas

fácilmente de limpiar. Por ejemplo, las zonas alrededor de los nodos 55 (pared superior) y

28 (pared inferior). Para el caso de medios porosos deterministas (por ejemplo, 71.87%),
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todas las zonas de las paredes pueden como sucias. Por tanto, nuestro modelo es capaz de

predecir el efecto aleatorio en el diseño del equipo. A través del procedimiento en la

limpieza de superficies de equipos en los lugares de procesamiento, tenemos la oportunidad

de reducir el número de pruebas necesarias de limpieza en prototipos.

Información adicional sobre las distribuciones de campo de flujo, pueden ser caracterizadas

mediante  el  uso  de  nuestros  simulaciones.  Por  ejemplo,  en  la  figura  4.17,  se  observa  que

valores para pendientes descendentes se encuentran localizados alrededor de algunas áreas

(por ejemplo, nodos x = 17 a x = 19 y x = 52 a x = 58 para pared inferior y x = 22 a x = 25

para la pared superior) en el caso de medios aleatorios, creando un potencial en el área de

contra flujo en el sistema.

Por otra parte, llegamos a la conclusión de que la aleatoriedad, la porosidad, la ley de

potencia de fluidos no-newtonianos, desempeñan un papel importante en la distribución de

permeabilidad efectiva, obtenidos para experimentos con distribuciones normal, gamma,

exponencial u otras. Nuestros resultados son presentados para rangos de porosidad de

47.4% a 71.9%. Aunque podemos utilizar nuestra propuesta para porosidades bajas del

orden del 10%, pero entonces el error relativo promedio de n (comparando el valor

experimental con el obtenidos por el método de RB) puede llegar a un máximo del 6,8%

(para fluidos pseudoplásticos con n = 0,529).

En nuestras simulaciones se observó que los fluidos newtonianos siempre producen bandas

simétricas e incluyen bandas de alta permeabilidad. Podemos observar que para fluidos

pseudoplásticos (n < 1) las bandas de baja permeabilidad son más numerosas que en el caso

de fluidos dilatantes (n > 1). La formación de gargantas son formadas al introducir

aleatoriedad y alta porosidad, para el caso de fluidos pseudoplásticos. Adicionalmente

aparece anisotropía para porosidades bajas. Además, los medios porosos arbitrarios siempre

tienen claramente una tortuosidad pequeña en comparación con los medios porosos

aleatorios. Por último, en este trabajo correlacionamos el efecto de la aleatoriedad,

porosidad y permeabilidad con los parámetros reológicos de fluidos no newtonianos,

prediciendo distribuciones de probabilidad. Las cuales son de gran importancia en

diferentes áreas de interés científico. En consecuencia, se tiene que el método de RB es una

alternativa viable para abordar problemas de flujo de fluidos a través de medios porosos.
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APÉNDICES

APENDICE A: OBTENCIÓN DE LA ECUACIÓN DE REDES DE

BOLTZMANN A PARTIR DE LA ECUACIÓN DE BOLTZMANN.

La ecuación de Boltzmann con el modelo BGK puede escribirse de la siguiente

forma

( )f 1f f g .
t

¶
+ ×Ñ = - -

¶

r
x

l
(A1)

En la ecuación (A1), ( )f f x, , txº
rr  es la función de distribución de partícula

única, x
r

 es la velocidad microscópica, l es el tiempo de relajación debido a la colisión,

y g es la función de distribución de Maxwell-Boltzmann (fM). Es importante notar, que

el término de colisión ha sido linealizado de acuerdo a la ecuación (3.8).

Propiedades hidrodinámicas del fluido, tales como la densidad ρ, velocidad ur  y

la temperatura T, pueden ser calculadas a partir de los momentos de  la  función  f.  Para

cuantificar la temperatura del fluido, puede ser utilizada la densidad de energía rє. [1]

( )f x, , t d ,= ò
r rrr x x (A2)
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( )u f x, , t d ,= ò
r rr rr x x x (A3)

( ) ( )1 u f x, , t d .
2

= -ò
r r rr rre x x x (A4)

Discretización del tiempo

La ecuación (A1) se formula en forma de una ecuación diferencial ordinaria

(EDO)

df 1 1f g,
dt

+ =
l l

(A5)

Donde d
dt t

x¶
º + ×Ñ

¶

r r
 es la derivada sustancial a lo largo de la velocidad microscópica

x
r

.  La  ecuación  (A5)  como  se  mencionó  anteriormente,  es  una  EDO  lineal  de  primer

orden, la cual puede ser resuelta e integrada formalmente sobre un paso de tiempo dt.

Para tal efecto, utilizando el método del factor integrante se obtiene

( ) ( ) ( )t t ' tt

t t 0

1f x , , t e e g x t ', , t t ' dt ' e f x, , t ,- -+ + = + + +ò
r r r r rr r rd d

l l l
d

xd x d x x x
l

(A6)

Asumiendo que dt es muy pequeña y g es una función local y además bastante suave, el

término ( )g x t ', , t t 'x x+ +
r rr  puede ser aproximada con interpolación lineal para

t0 t ' d£ £ :

( ) ( ) ( ) ( )2
t t t

t t

t ' t 'g x t ', , t t ' 1 g x, , t g x , , t O ,
æ ö

+ + = - + + + +ç ÷
è ø

r r r r rr r rx x x xd x d d
d d

(A7)

con dicha aproximación, y sustituyendo ésta en la ecuación (A6) se tiene
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

t t ' t 't

t ' tt

t

t t 0 0
t

t t

0
t

g x, , t1f x , , t e g x, , t e dt ' e t 'dt '

g x , , t
                                 e t 'dt ' e f x, , t .

-

-

é
ê+ + = - +
êë

ù+ +
ú+ +
úû

ò ò

ò

rr
r r rr r

r rr
rr

d
l l l

d
l l

d d

d

x
xd x d x

l d

xd x d
x

d

(A8)

Resolviendo las integrales que aparecen en (A8) y desarrollando algebra sobre la

ecuación resultante se obtiene

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

t

t

t t

t t
t

f x , , t f x, , t e 1 f x, , t g x, , t

                                                  1 e 1 g x , , t

                                                   -g

-

-

é ù é ù+ + - = - -ë ûë û
é ù é+ + - ´ + +ê ú ëë û

r r r r rr r r r

r rr

r

d
l

d
l

xd x d x x x

l
xd x d

d

( )x, , t .ù
û

r
x

(A9)

Realizando expansión de Taylor en l
d te-

, en la ecuación (A9) se obtiene

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2
t t

t t 2

2
t t

t t2
t

f x , , t f x, , t 1 1 f x, , t g x, , t

                                                1 1 1 g x , , t

é ùæ ö é ù+ + - = + - + - -ê úç ÷ ë ûè øë û
é ùæ öæ ö é+ + + - + - ´ + +ê úç ÷ç ÷ ëè øè øë û

r r r r rr r r r

r rr

d dxd x d x x x
l l

d dl xd x d
d l l

( )                          g x, , t .ù- û
rr x

(A10)

Despreciando los términos pequeños de orden ( )2
tO d  del lado derecho de la ecuación

anterior, se obtiene la siguiente ecuación

( ) ( ) ( ) ( )t t
1f x , , t f x, , t f x, , t g x, , t .é ù+ + - = - -ë û

r r r r rr r r rxd x d x x x
t

(A11)
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En la ecuación (A11)
t

l
dt º  es el tiempo de relajación; ésta ecuación es muy similar a

la ecuación de redes de Boltzmann (3.22). Lo que hace falta para obtener la ecuación es

la discretización del espacio de velocidades, así como una función de equilibrio g que

sea consistente con las ecuaciones de Navier-Stokes (N-S). Por lo que, la ecuación

(A11) es solamente la evolución de la función de distribución f con tiempo discreto. [1, 2]

Aproximación de la Distribución de Equilibrio.

Un punto de suma importancia, es la obtención de la función de distribución de

equilibrio,  ya  que  como  se  mencionó  en  el  párrafo  anterior,  de  ella  depende  el  poder

recobrar de forma adecuadamente las ecuaciones de N-S. La distribución de Maxwell

que se utiliza como la función de distribución de equilibrio g para una masa de partícula

unitaria y “D” dimensiones es

( )
( )

( )
D

2

2
u

g u exp ,
2RT2 RT

é ù-ê ú= -
ê ú
ê úë û

r r

r xr
p

(A12)

esta ecuación puede expresarse de la siguiente forma

( )
( )

D
2

2 2u ug u exp exp .
2RT RT 2RT2 RT

æ ö æ ö×
= - -ç ÷ ç ÷

è ø è ø

r r r r
r r x x

p
(A13)

La función “g” se expande a través de una serie de Taylor  en ur  hasta el tercer orden, y

enseguida se eliminan éstos últimos

( )
( )

( )
( )D

2

2
2 2

2

uu ug 0, u exp 1 .
2RT RT 2RT2 RT2 RT

ì ü×æ ö ×ï ï= - + + -í ýç ÷
è ø ï ïî þ

r rr r r r
r xr x x

p
(A14)
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Para  el  caso  de  velocidades  pequeñas  (o  números  de  Mach  pequeños),  esta

aproximación es bastante exacta.

Haciendo ( ) ( )eqg 0, u f=
r , obtenemos la siguiente ecuación, que  será utilizada como la

distribución de equilibrio local para las siguientes derivaciones [1-3]

( )

( )
( ) ( )

( )D
2

2
2 2

eq
2

u u uf exp 1 .
2RT RT 2RT2 RT2 RT

ì ü× ×æ ö ï ï= - ´ + + -í ýç ÷
è ø ï ïî þ

r rr rr rx xr x
p

(A15)

Discretización de las velocidades

Para la discretización de la velocidad, ésta irá de - ¥ a  +¥ para ambas

direcciones “x” e “y” para el caso especifico de un modelo bidimensional (D2Q9),que

será el que se desarrollará en esta parte. Los momentos de la función de distribución de

partícula son importantes, ya que de ello depende la consistencia que se tenga con las

ecuaciones de N-S. Así mismo, en la discretización se conservará la isotropía, la cual es

una de las propiedades más importante en la simetría de las ecuaciones de N-S; de este

modo, la rejilla será invariante para rotaciones del problema.

Es importante mencionar que para un modelo isotérmico, se requiere únicamente

el primer momento. Estos, pueden ser escritos a partir de la ecuación (A15) en dos

dimensiones como

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )
( )

D
2

2
eq

2
2

2

I f d exp
2RT2 RT

u u u                           1 d .
RT 2RT2 RT

æ ö
= = -ç ÷

è ø

ì ü× ×ï ï´ + + -í ý
ï ïî þ

ò ò
r

r r r

r rr r r
v

r xy x x y x
p

x x
x

(A16)

La integral de la ecuación (A16) tiene la siguiente estructura ( )2xe dxy x-ò
r

, en donde
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( )y x
r

es la función de momento, que contiene potencias de los componentes de

velocidad. Para recobrar el modelo D2Q9 para una rejilla cuadrada, se utiliza el sistema

de coordenadas cartesiano y, por tanto ( )y x
r

puede suponerse como

( ) m n
m,n x y ,=

r

y x x x (A17)

en la ecuación anterior, xx y yx son los componentes de “x” e “y” de la velocidad x
r

.

Por lo que, la función de distribución de equilibrio para un modelo bidimensional (D =

2) es

( )

( )
( ) ( )

( )

2
2 2

eq
2

u u uf exp 1 .
2 RT 2RT RT 2RT2 RT

ì ü× ×æ ö ï ï= - ´ + + -í ýç ÷
è ø ï ïî þ

r rr rr rx xr x
p

(A18)

Ahora bien, para encontrar la integral de momentos mostrada en la ecuación (A16), se

define 2RTz x= , por lo que x x y yd 2RTd , d 2RTdx z x z= = ; sustituyendo estos

términos en la ecuación (A16)

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

2
eq m n

x y

2
2

x y2

I f d exp
2 RT 2RT

u u u                            1 2RTd 2RTd .
RT 2RT2 RT

æ ö
= = -ç ÷

è ø
ì ü× ×ï ï´ + + -í ý
ï ïî þ

ò ò
r

r r r

r rr r r

r xy x x x x y x
p

x x
z z

(A19)

Después de realizar un desarrollo algebraico sobre la ecuación (A19) se llega al

siguiente resultado
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( ) ( )

( )

( )

2

2

2

2m neq m n
m,n x y x y

x x y ym n
x y x y

22 2 2 2
x x x x y y y ym n

x y x y

uI f d 2RT e 1 d d
2RT

2 u u
    e d d

2RT

u 2 u u u
   e d d .

RT

+ -

-

-

æ ö
= = -ç ÷

è ø
+

+

+ +
+

ò ò

ò

ò

r

r

r

r
r r

z

z

z

ry x x z z z z
p

z z
z z z z

z z z z
z z z z

(A20)

Puede observarse que m
iI es m-ésimo momento de la función

2

e z- .  Los   cuales,  están

dados por las siguientes expresiones

2

2 2

2 2
m n
x y x y m n

m n
m x x n y y

u ue 1 d d 1 I I
2RT 2RT

donde            I e d ;    I e d

z

z z

z z z z

z z z z

-

¥ ¥- -

-¥ -¥

æ ö æ ö
- = -ç ÷ ç ÷

è ø è ø

= =

ò

ò ò

r

r r

r r

(A21)

( ) ( )2 x x y y x m 1 n y m n 1m n
x y x y

2 u u 2 u I I u I I
e d d ,

2RT 2RT
+ +-

+ +
=ò

r

z
z z

z z z z (A22)

( )

( )

2m n
x y

22 2 2 2
x x x x y y y y

x

2 2
x m 2 n x y m 1 n 1 y m n 2

e

u 2 u u u
    d d

RT
u I I 2u u I I u I I

                           .
RT

-

+ + + +

+ +
´

+ +
=

ò
r

zz z

z z z z
z z (A23)

Sustituyendo los momentos de las ecuaciones (A21-A23), en la ecuación (A20) se

obtiene [1, 2, 4]

( ) ( ) ( )2m n x m 1 n y m n 1eq
m,n m n

2 2
x m 2 n x y m 1 n 1 y m n 2

2 u I I u I IuI f d 2RT 1 I I
2RT 2RT

u I I 2u u I I u I I
                                 .

RT

+ + +

+ + - +

ì +æ öï= = - +íç ÷
è øïî

ü+ + ï+ ý
ïþ

ò
r

r r ry x x
p

(A24)



Apéndices

[108]

Para evaluar los momentos que aparecen en la ecuación (A24), se utiliza el método de

integración numérica de la cuadratura Gussiana. La ecuación de la Cuadratura de

Gauss-Hermite es dada por

( ) ( )2
n

x
i i n

i 1
e f x dx w f x E ,

¥ -

-¥
=

= +åò (A25)

donde
2xe- es la función de peso, y f(x) es un polinomio en x, (ejemplo ( ) m

x xf z z= ). La

integral sobre la multiplicación de estas dos funciones es aproximada por la suma sobre

funciones evaluadas a los valores jx x= con los pesos jw . Los valores xi son también

llamados abscisas. En total, son N abscisas y pesos. Para funciones semejantes a
2xe- la

cuadratura de Gauss-Hermite puede ser aplicada, que es correcta para W-polinomial,

donde para este caso
2xW e-= , hasta el orden (2N-1). El orden de la cuadratura de

Gauss-Hermite ha sido escogido de acuerdo al orden del momento-polinomial y.

Aunque el modelo es isotérmico la energía debida a la temperatura ha sido mantenida

constante. Por consiguiente, para un y de segundo orden, así como términos de segundo

orden en el término ( )ux ×
r r , los momentos de hasta cuarto orden deben ser integrados

correctamente. Este requiere una cuadratura Gausiana de tercer orden (N = 3):

3
m

m j j
j 1

I w ,
=

= å z (A26)

donde xi son los ceros de Hn(x), y los pesos son dados por [5]

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

n 1

i '
n 1 i n i

2n
n n

2 n!w
H x H x

n!E f     para   , .
2 2n !

+

+

= -

= Î -¥ ¥

p

p
V V

(A27)

El tercer orden de la formula de Hermite es óptimo a escoger para evaluar Im para  el

propósito de derivar el modelo D2Q9 [1].  El  tercer  orden  de  la  formula  de  Hermite  es

pues
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( ) 3
3H x 8x 12x.= - (A28)

La obtención de sus ceros o sus tres abscisas de la cuadratura se obtienen a partir de la

ecuación (A28) igualada a cero ( )3 312
8 28x 12x 0;  x 0;  x- = = = ± = ± Por lo tanto

sus ceros son ( )3 3
2 21 2 3;  0;z z z= - = = . Y los coeficientes de peso están dados

por la ecuación (A27), para nuestro modelo: ( ) 24 '
j 3 jw 2 3! H   j 1, 2,3.p zé ù= =ë û    En

donde ( )'
3 jH z toma los siguientes valores [5]

( ) ( ) ( )' 2 ' 2 ' 2
3 3 1 3 23 02

H x 24x 12;  H 24x 12 24;  H 24x 12 12;z z
-

= - = - = = - = -

( )' 2
3 3 3

2
H 24x 12 24z = - =

Por lo que, 2
6 3 61 2 3w  ;   w   ;   w .= = =p p p

Habiendo aplicado la cuadratura de Gauss-Hermite en la ecuación (A24), la función de

momentos puede ser otra vez  reducida [1]:

( ) ( ) ( )
( )

2
23 3 i, j i, j

i j i, j 2
i 1 j 1

u u uI w w 1 .
RT 2RT2 RT= =

ì ü× ×ï ï= + + -í ý
ï ïî þ

åå
r rr r r

r x xr y z
p

(A29)

Donde i, jz
r

es el vector dado por las abscisas de la cuadratura ( )( )T

i, j i j2RT ,z z z=
r r r

.

Como las dos sumas van sobre tres valores para cada i e j, entonces son un total de

nueve posibles valores para i, jz
r

y i jw w . Como se está utilizando un modelo isotérmico,

la temperatura T no tiene relevancia física, y puede ser reemplazado por una constante

c 3RT= . La velocidad del sonido sc 1 3= en el modelo da 2 2
sc c 3 RT= = . Los

pesos, divididos por p dan [6]:

0 2 2 1,2,3,4 1 2 2 1 3 2 2 3
2 2 1 4 1w w w ;  w w w , w w , w w , w w ;

3 3 9 9
p p

p
= = = = =
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5,6,7,8 1 3 3 1 1 1 3 3
1w w w , w w , w w , w w .

36
= =

Cada componente de los vectores i, jz
r

es  cualquiera  de  los  dos  valores,  ya  sea  0  ó

2RT 3 2 3RT c :± = ± =

( )
( ) ( )
( )

T
0 1,1

T T
1,2,3,4 1,2 2,1 3,2 2,3

T
5,6,7,8 1,3 3,1 1,1 3,3

e 0,0 ,

e , , , 1,0 c, 0, 1 c,

e , , , 1, 1 c.

= =

= = ± ±

= = ± ±

r

r

r

z

z z z z

z z z z

La estructura de la rejilla cuadrada es construida en el espacio físico, como muestra la

figura (A1):

Con estas velocidades discretas, la ecuación (A29) da:

( )
9

eq

1
I W e f ,

=

= å r

a a a
a

y (A30)

donde Wa puede ser identificado como
2

2RT2 RTe
x

p
r

. Esto da la forma conocida de la

función de distribución de equilibrio para cada una de las nueve velocidades y que es

consistente para recobrar la ecuación de N-S [1]

( ) ( )2 2
eq

2 4 2

3 e u 9 e u 3uf w 1 .
c 2c 2c

ì ü× ×ï ï= + + -í ý
ï ïî þ

r rr r r
a a

a a r (A31)

Fig.A.1 Grupo de velocidades discretas.
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APENDICE B: OBTENCIÓN DE LA ECUACIÓN DE NAVIER-STOKES

A PARTIR DE LA ECUACIÓN DE REDES DE BOLTZMANN

Uno de los problemas más populares en la teoría cinética, se ocupa de la

derivación de las ecuaciones hidrodinámicas, esto es, bajo ciertas condiciones, la

solución de ( )tvrf ,, rr  a una ecuación de transporte se acerca, de hecho, a una forma que

se pueda relacionar directamente a una descripción continua o hidrodinámica. Es decir,

bajo ciertas condiciones el proceso de transporte se acerca a un límite hidrodinámico. A

pesar de que David Hilbert en 1911 fue el primero en probar la existencia de una clase

de soluciones a la ecuación de Boltzmann (llamadas soluciones normales), que estaban

determinadas completamente por los valores iniciales de la variables hidrodinámicas

que corresponden a los invariantes de colisión (masa, momento y energía cinética),

Sydney Chapman y por otra parte David Enskog en 1917 fueron los primeros en

desarrollar un procedimiento sistemático para derivar las ecuaciones hidrodinámicas

correspondientes (y sus correcciones de orden superior), para estas variables. A pesar de

que se han propuesto diversos esquemas alternativos para generar soluciones

aproximadas a la ecuación de Boltzmann (incluyendo el método de 13 momentos de

Grad, las expansiones en polinomios generalizadas, funciones de distribución bimodal),

el método de Chapman-Enskog sigue siendo el esquema mas popular para la

generalización de ecuaciones hidrodinámicas a partir  de las ecuaciones cinéticas del

tipo de Boltzmann. [7,8]

Expansión de Chapman-Enskog

Para mostrar que la ERB puede ser usada para describir el comportamiento de fluidos,

las ecuaciones de NS son derivadas por un procedimiento llamado expansión de

Chapman-Enskog, o análisis multi-escala. El dependerá del numero de Knudsen, que es

como ya se ha mencionada en la primera parte de este capitulo, el cociente entre la

trayectoria libre media y la longitud característica.

Para la derivación de la ecuación de NS, se divide la ecuación de Boltzmann en

diferentes escalas para variables espacio y tiempo. Se basa en la expansión del

parámetro e para que el número de Knudsen sea usado. Generalmente la expansión es
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truncada después de los términos de segundo orden. Para las variables temporales, se

escoge la siguiente representación:

2
0 1.= +e et t t (B1)

El tiempo t representa la relajación local que es muy rápida en un fluido debido a

colisiones.  Es  importante  mencionar,  que  los  procesos  de  difusión  son  de  la  escala  de

tiempo t1. Aquí solamente una expansión espacial es considerada, la cual puede verse en

la siguiente expansión de primer orden:

1.=
r rex x (B2)

Esto  se  debe  al  hecho  de  que  tanto  la  advección;  así  como  la  difusión,  se  consideran

similares en escala espacial “x1”. Por tanto, la representación del operador diferencial es

similar

2   ;     .¶ ¶ ¶ ¶ ¶
= = +

¶ ¶ ¶ ¶ ¶a a

e e e
x x t t t

(B3)

Para una expansión consistente, se necesita el término de segundo orden en el espacio.

Las ecuaciones de momento de f son  expandidas  directamente  a  una  sumatoria  de  la

forma siguiente

0
.

¥

=

= åe n n

n
f f (B4)

Además, se asume que la dependencia del tiempo de f es  causada  solamente  por  las

variables r, ur y T.

El análisis para recobrar la ecuación de N-S comienza a partir de la ecuación de redes de

Boltzmann
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( ) ( ) ( ) ( )( )1, 1 , , , .+ + - = - -r r r r r

t
eq

i i i i if x e t f x t f x t f x t (B5)

Primeramente se realiza una expansión de Taylor del lado izquierdo de la ecuación

anterior

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

i i i i i i i i

2

i i i

1f x e , t 1 f x, t f x, t e 1 f x, t e 1 f x, t
x t 2! x t

1     f x, t 0 0 f x, t 0 0 f x, t .
x t 2! x t

a a
a a

a a

æ ö æ ö¶ ¶ ¶ ¶
+ + - = + + + + +ç ÷ ç ÷¶ ¶ ¶ ¶è ø è ø

é ùæ ö æ ö¶ ¶ ¶ ¶ê ú- + + + + +ç ÷ ç ÷¶ ¶ ¶ ¶ê úè ø è øë û

rr r r r r
K

r r r
K

Simplificando y adicionando el lado derecho de la ecuación (B5) se tiene

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

21, 1 , ,
2

1                                         , , ,

é ù+ + - = ¶ + ¶ + ¶ + ¶ + =ê úë û

é ù- -ë û

r r r r
K

r r

a a a a

t

i i i t i t i i

eq
i i

f x e t f x t e e f x t

f x t f x t

(B6)

donde     ,    .¶ ¶
¶ = ¶ =

¶ ¶a
a

t t x

A continuación  se introduce la técnica multi-escala (Expansión de Chapman- Enskog)

( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )
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t t t t t
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n
i i i i n

i
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i i i
i i

b

i
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f f f f
t t

f f f f f f

f f B

f f e

f

a a

a

e e e e e

e e e

( ) ( )
[ ]

2

0

1, 4, 8, 9

;   0........... B10

donde  es un número muy pequeño.
=

=å å
b

i i
i

f ea

e

Aplicando (B7) y (B8) en la ecuación (B6) tenemos:
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

2 0 1 22 2 2
0 1 0 1

0 1 22

1
2

1                                                       .

ì üé ù é ù¶ + ¶ + + ¶ + ¶ + + + =í ýë û ë ûî þ

- + + -

a ae e e e e e

e e
t

t t i t t i i i i

eq
i i i i

e e f f f

f f f f
(B11)

Se puede observar que el primer orden en e en la ecuación (B11) es:

( ) ( ) ( )
0

0 11 .¶ + = -ae e
tt i i ie f f (B12)

La densidad total de las fi y el momento es dados por

;      .= =å å a ar ri i i
i i

f f e u (B13)

Sumando sobre i ambos lados de la ecuación (B12), además de aplicar las ecuaciones

(B10) y (B13) en (B12), se obtiene

( )
0

0.¶ + ¶ =a ar rt u (B14)

La Ecuación anterior es análoga a la de continuidad ( )0 .¶
¶ + Ñ × =

rr rt u

En seguida, se multiplica por eia , además de sumar sobre i la ecuación (B12)

( ) ( ) ( )
0

0 0 11 ,¶ + ¶ = -å å åa a a b btt i i i i i i i
i i

f e f e e f e (B15)

( )
0

0 0.Þ ¶ + ¶ P =b a abrt u (B16)

Es importante mencionar que para el modelo de 9-bits, las propiedades del tensor

utilizadas son las siguientes

( )0 ,=å ri
i

f (B17.a)
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( )0 ,=å r

a ari i
i

e f u (B17.b)

( )0 21 ,
3

= +å r r

a b ab a brd ri i i
i

e e f c u u (B17.c)

( ) ( )0 21 .
3

= + +å r r r

a b g ab g bg a ga br d d di i i i
i

e e e f c u u u (B17.d)

Tomando (B17.c) y aplicando (B10) y (B13) a la ecuación (B16) se obtiene

0

2

,
3

¶ + ¶ = -¶b a a b a abr r rdt
cu u u (B18)

O bien ( ) .¶ + ¶ = -¶a b a b ar rt u u u p (B19)

La ecuación (B19) es la bien conocida como la ecuación de Euler para un fluido sin

viscosidad.  Donde ( ) 21 3 .= rp c

Para el caso de la hidrodinámica de un líquido con viscosidad, ésta puede ser derivada

considerando “e2”, partiendo de la ecuación (B11) se tiene

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

21 0 2
1

1 1 ,
2

é ù¶ + ¶ + ¶ + ¶ + ¶ = -ê úë û
a a a a ttt i i t t i ie f e f f (B20)

de (B12) despejamos fi
(0) para tener

( )
( )

( )0

1
0 1 .= -

¶ + at
i

i
t i

ff
e

(B12’)

Sustituyendo (B12’) en (B20)

( ) ( ) ( ) ( )
1 0

0 1 21 11 .
2

æ ö¶ + ¶ + ¶ - = -ç ÷
è ø

a a t tt i t i i if e f f (B21)

Sumando sobre i y aplicando (B10) y (B13) en la ecuación (B21) obtenemos
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1
0.¶ =rt (B22)

Multiplicando eia y entonces sumando sobre i ambos lados de (B21) y tomando (B10)

así como (B13)

( )
1

1 11 0,
2

æ ö¶ + ¶ - =ç ÷
è ø

åb a a br
tt i i i

i
u e e f (B23)

( )
1

1que es      0,¶ + ¶ P =b a abrt u (B24)

( ) ( )1 11donde     1 ,
2

æ öæ öP = -ç ÷ç ÷è øè ø
åab a bt i i i

i
e e f (B25)

 la ecuación anterior se puede escribir como ( ) ( ) ( )1 11
21 ,æ ö

P - = ç ÷
è ø
åtab a bi i i

i
e e f (B25’)

de la ecuación anterior ( )1
if  puede evaluarse a partir de (B12) de la siguiente forma

( ) ( ) ( )
0

1 0
i t i if e fat= - ¶ + ……….(B12’)

Sustituyendo (B12’) en (B25’) obtenemos

( ) ( ) ( )
0

1 011 .
2

æ ö é ùP - = - ¶ + ¶ç ÷ ë ûè ø
åab a b a at

t i i t i i
i

e e e f (B26)

O bien ( ) ( ) ( )
0

1 0 011 .
2

æ öæ öP - = - ¶ + ¶ç ÷ ç ÷è ø è ø
å åab a b a a b gt

t t i i i i i i i
i i

e e f e e e f (B27)

Utilizando (B17c - B17d) y aplicándolo sobre (B27) se tiene
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( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

0

0 0 0

0 11

1 2 2

1 2 2 2

11 ,
2

1 111 ,
2 3 3

1 1 111
2 3 3 3

æ öP - = - ¶ +¶ç ÷
è ø

ì üæ ö é ùæ öP - = - ¶ + + ¶ + +í ýç ÷ ç ÷ ê úè ø è ø ë ûî þ
æ öP - = - ¶ - ¶ - ¶ - ¶ç ÷
è ø

Õ Õ
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ab a ab

ab ab a b a ab g ga b bg a

ab ab ab a b ab g g

t
t

t rd r r d d d
t

td r tr d t r t d r
t

t

t

t t t

c u u c u u u

c c u u c u

( ) ( )2 21 1 .
3 3

- ¶ - ¶a b b at r t rc u c u

(B28)

( ) ( ) ( )
0

2 21 1De  B15 se tiene que      Sustituyendo éste término en la ec. B28
3 3t c c ug gr r¶ = - ¶

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

0

1 2 2

2 2

1 2

1 111
2 3 3

1 1                          ,
3 3

111 .
2 3

æ öP - = ¶ - ¶ - ¶ç ÷
è ø

- ¶ - ¶

æ öP - = - ¶ - ¶ + ¶ç ÷
è ø

ab ab g g a b ab g g

a b b a

ab a b a b b a

td r t r td r
t

t r t r

t r t r
t

t

t

c u u u c u

c u c u

u u c u u

(B29)

El término ( )
0t

u ua br¶  en la ecuación (B29) puede desarrollarse para dar

( ) ( )
0

21 .
3

¶ = - ¶ + ¶a b b a a br r rt u u c u u (B30)

Recordando que la ecuación de continuidad de continuidad en notación vectorial es

( ) 0.¶
+ Ñ × =

¶
rr ru

t
(B31)

La ecuación de momento para el primer orden en e viene dada por

( ) ( ) ( )( )0 1 0.¶
+ Ñ × P + P =

¶
rru

t
(B32)

En donde
( )

0

0 0.  Ec. de Euler¶ + ¶ P = Þb a abrt u (B33)
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( ) ( )
0

0 1 0.  Ec. de Navier - Stokes¶ + ¶ P + ¶ P =b a ab b abrt u (B34)

Sustituyendo (B30) en (B29) obtenemos

( ) ( ) ( )1 2 21 111 .
2 3 3

Para un fluido incompresible  cte.

é ùæ öP - = - - ¶ + ¶ - ¶ + ¶ç ÷ ê úè ø ë û
=

ab b a a b a b b at r r t r
t

r

c u u c u u
(B35)

( ) ( )1 21 1 .
2 3

æ ö\P = - - ¶ + ¶ç ÷
è ø

ab a b b at rc u u (B36)

Si ahora sustituimos (B36) en (B34):

( ) ( )
0

2

2

1 1u - p - .
2 3

1 1En la ecuación anterior -  es la viscosidad cinemática.
3 2

æ ö¶ + ¶ = ¶ + ¶ + ¶ç ÷
è ø
æ ö= ç ÷
è ø

b b a b a a b b ar r t

u t

t u u c ρ u u

c
(B37)

[ ]1, 4, 1021 Ec. Navier-Stokes.\¶ + ¶ = - ¶ + Ñt u u u p ua b b a a ar u
r

. (B38)
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