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Resumen

En esta tesis, se discute la idea de “no-conmutatividad emergente” en sistemas fisicos. La
motivacion de este trabajo consiste en determinar, por medios fisicos y/o geométricos, los
aspectos relevantes de la no-conmutatividad que podrian ser adaptados a la descripcion
efectiva del espaciotiempo y su interacciéon con la materia, a escalas “pequenas”.

Como introduccién, se comenta sobre la necesidad de modificar la nocién de espacio-
tiempo clasico a tales escalas. Asimismo se describe el papel que ha desempenado la no-
conmutatividad en la buisqueda de la caracterizacion del espaciotiempo a nivel cuantico. Y
se mencionan brevemente las limitaciones de esfuerzos anteriores en esta linea.

En el capitulo[2] se enfatiza la distincion entre los espacios intrinsecamente no-conmutativos,
cuyos puntos mismos son “borrosos’ﬂ y particulas con operadores de posiciéon no-conmutativos
que viven en espacios clasicos. Se argumenta en favor del segundo, con base en el cardcter
experimental de nuestro conocimiento del espaciotiempo. Se muestra, a través de diferentes
caminos y a partir de elementos de la teoria estandar, que la descripcién de la posiciéon
de objetos extendidos en el espaciotiempo de Minkowski conduce a una no-conmutatividad
dependiente de su espin. Para terminar, se propone un programa para determinar si la
curvatura introduce algtn efecto en la no-conmutatividad de los operadores de posicién,
siguiendo un trabajo previo de Jordan y Mukunda.

A continuacién, en el capitulo|3] se sefiala una clase de sistemas cuanticos que presentan fases
geométricas no triviales. Estos sistemas consisten en una particula restringida a moverse
sobre una curva encajada en el espacio euclideano tridimensional. En el limite adiabatico,
la dindmica de la particula es determinada por un Hamiltoniano efectivo que depende de la
curvatura y la torsién de la curva. Considerando a éstos tltimos como parametros externos
se muestra que al cambiar la forma de la curva, el estado de la particula adquiere, en general,
una fase geométrica que tiene efectos fisicos.

En el capitulo [] retomando el sistema compuesto por la particula y la curva, estudiamos el
caso en el que la curva también tiene dindmica. Considerando la aproximacion adiabéatica,
la descripcion de la evolucion temporal del sistema puede hacerse de manera separada, i.e.,
en el régimen de tiempos “cortos” el sistema se reduce al caso analizado en el capitulo
mientras que para tiempos “largos” el estado de la particula cambia solamente por una
fase. En la escala relevante, la dindmica de los grados de libertad de la curva, obedece un
Hamiltoniano efectivo que resulta de integrar los grados de libertad de la particula, y que
puede ser escrito en términos de variables efectivas no-conmutativas. La parte relevante de
los conmutadores entre las nuevas variables esta definida por la curvatura de Berry asociada
con la fase geométrica que acumula el estado de la particula.

Por dltimo, se presentan las conclusiones, se senalan los puntos inconclusos que requieren un
analisis posterior y se mencionan algunas posibles direcciones para continuar con el trabajo.

'El término borroso es utilizado en este trabajo de manera figurativa para referirse a operadores de
posicién no-conmutativos. Puede tratarse de espacios fuzzy [4], de grupos cuanticos |38} [39] u operadores
de posicion de particulas, por ejemplo.



Abstract

In this thesis, the idea of “emerging noncommutativity” of physical systems is discussed.
The motivation of this work is to determine, by physical and/or geometrical means, the
relevant aspects of the noncommutativity that can be adapted to the effective description
of spacetime and its interactions with matter, at “small” scales.

As introduction, we comment on the need to modify the notion of classical spacetime at the
quantum level. We also describe the role that noncommutativity has played in the search
of the spacetime characterization at such scales, while limitations of previous efforts along
this line are outlined.

In chapter [2] we emphasize the distinction between intrinsically noncommutative spaces,
the “points” of which are themselves “fuzzy” on the one hand, and particles with noncom-
mutative position operators, living in a classical space, on the other. We argue in favor of
the latter viewpoint, based on the experimental character of the way we probe spacetime.
It is shown, in various ways using only the standard theory, that the description of the
position of extended objects in Minkowski spacetime leads to a spin-dependent type of non-
commutativity. Finally, we propose a program to determine whether spacetime curvature
modifies the noncommutativity of position operators, following upon a previous work of
Jordan and Mukunda.

Then, in chapter [3| we point out a class of quantum systems where nontrivial geometric
phases are present. These systems consist of a particle constrained to move on a curve
embedded in three-dimensional Euclidean space. In the adiabatic limit its dynamics is
determined by an effective Hamiltonian which depends on the curve’s torsion and curvature.
Thinking of the latter as external parameters allows us to show that by changing the shape
of the curve, the state of the particle acquires, in general, a geometric phase that have
physical consequences.

In chapter [4] considering again the particle on the curve, we study the case where the curve
is also dynamical. Taking the adiabatic approximation, the description of the time evolution
of the system can be done separately, ¢.e., in the “short times” regime, the system is reduced
to the case discussed in chapter [3| while in the “long” time scale, the state of the particle
changes only by a phase. In the relevant scale, the curve’s degrees of freedom, change accor-
ding to an effective Hamiltonian which results from integrating out the particle’s degrees of
freedom, and it can be written in terms of effective noncommutative variables. The relevant
part of the commutators between the new variables is defined by the Berry’s curvature
tensor asociated with the geometric phase accumulated by the state of the particle.

Finally, the conclusions are presented, the inconclusive points are indicated, and some
possible directions for further work are mentioned.
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Capitulo 1

Introducciéon

Desde las dos ultimas décadas se ha considerado que la no-conmutatividad del espaciotiempo
podria ser tutil como herramienta para describir efectivamente el espaciotiempo a nivel
cuantico. Esto ha sido motivado principalmente por el programa de gravedad cuantica, es
decir, los distintos intentos por encontrar una teoria que concilie la mecanica cuantica y la
relatividad general [44].

Por un lado, los candidatos méas populares para la teoria de gravedad cuéntica, la teoria de
cuerdas y la gravedad ctantica de lazos, han encontrado indicios de que el espaciotiempo
como un continuo por debajo de la longitud de PlancK| deja de tener sentido, (ver [2} 45]).
Otras propuestas, como la de conjuntos causales o la de triangulaciones dinamicas causales,
suponen que el espaciotiempo es discreto desde el inicio [3] [II]. Por otro lado, argumen-
tos heuristicos que involucran nociones de relatividad general y mecanica cuantica [27), 28],
sugieren que el espaciotiempo es borroso a escalas en las que su descripcién cuantica es
relevante, esto es, la localizacién de una particula en una regién del espaciotiempo arbi-
trariamente pequena, requiere una cantidad de energia concentrada suficientemente grande
para producir un agujero negro, por lo que no es posible extraer informacion de esa region.
Paralelamente se ha encontrado que la descripcién de algunas propiedades de materiales
solidos, con origen cuantico, puede hacerse en términos de operadores de posiciéon cuyas
componentes no conmutan [5} [33].

A pesar de que los argumentos anteriores (a favor de un espaciotiempo cuya estructura
es discreta/borrosa) se refieren tanto a su caracterizacién como a su interaccion con la
materia, el acercamiento adoptado tradicionalmente para su descripcion efectiva por medio
de la geometria no-conmutativa se ha centrado en definir una variedad cuantica (es decir,
una version de variedad modificada, que se obtiene a partir de cambiar el producto usual
entre funciones que acttian en la version clésica correspondiente por uno no-conmutativo).
Este esquema deja de lado la interaccion entre la materia y la geometria, lo que (ademés

1La longitud, tiempo y masa de Planck — estan dados en 4 dimensiones — por:

lp = V/hG/c3 ~ 1,62 x 10~ * em,
tp =1lp/c=/hG/c> =54 x 10~ s,
mp = h/lyc = \/he/G ~ 1,22 x 10" GeV.



2 INTRODUCCION

de estar en contraposiciéon con el espiritu de gravedad cuéntica, donde se espera que las
propiedades cuanticas de la materia tengan efectos no despreciables en la geometria del
espaciotiempo), usualmente presenta problemas de interpretacion fisica y, en ocasiones, de
una formulaciéon matemaéatica consistente. En particular, la llamada teoria de Relatividad
Doblemente Especial (DSR por sus siglas en inglés), sufre de problemas serios en el sector
de muchas particulas, que no permiten la definiciéon de cantidades como momento total de
un sistema de particulas, (ver [12} [36]).

Debido a que la informacién proporcionada por los trabajos experimentales acerca de la
estructura del espaciotiempo a escalas de Planck es muy limitada, es necesario basarse
en principios fisicos claros y estructuras geométricas o matematicas bien definidas para
determinar la forma de la no-conmutatividad que, presumiblemente, describe mejor la mi-
croestructura del espaciotiempo.

En esta tesis se discute la idea de “no-conmutatividad emergente” en sistemas fisicos. Es
decir, se discuten algunos sistemas fisicos que pueden ser descritos (de manera efectiva) en
términos de variables espaciotemporales no-conmutativas. La motivacién de este trabajo
es tratar de identificar para sistemas relativamente sencillos, las caracteristicas de la no-
conmutatividad que podrian ser relevantes en la descripcion efectiva del espaciotiempo a
escalas cuanticas. Asimismo, a diferencia de gran parte de la literatura sobre el tema, se
intenta mantener clara la interpretacion fisica de los objetos matematicos que aparecen en
el analisis mientras que las relaciones de (no)conmutatividad surgen de manera natural,
i.e, no son impuestas ad hoc. El caracter emergente de la no-conmutatividad, asi como
la motivacioén fisica o la construcciéon geométrica, constituyen el elemento unificador de la
tesis.

El resto de esta tesis esta compuesto de la siguiente manera. El capitulo [2] contiene esen-
cialmente el material presentado en [I8], [19] y [22]. La idea central es que si la no-
conmutatividad del espaciotiempo es relevante en la descripcion fundamental de la naturale-
za, entonces su forma general no puede ser arbitraria y, en principio, podria ser determinada
a partir de primeros principios. Suponiendo que la tnica manera que tenemos de conocer el
espaciotiempo es a través de su interaccion con las particulas fisicas (en el mismo sentido
que [I6] y [23]), las cuales obedecen las leyes de la teoria cuéntica, debemos abandonar
ciertas idealizaciones (que presumiblemente obstaculizan la formulacion de una descripcion
cuéntica del espaciotiempo) que estan en los fundamentos de la nocion del espaciotiempo
de relatividad general. Por ejemplo, el concepto clasico de geodésica como la trayectoria que
una particula de prueba describe en el espaciotiempo, carece de sentido en el caso cuantico
puesto que las particulas cuénticas no siguen trayectorias. Entonces en particular, estamos
interesados en explorar las consecuencias de evitar el concepto clasico de “trayectoria” en la
caracterizacion del espaciotiempo. En el mundo cuéntico, lo més parecido a una particula
clasica esta descrito por un estado coherente, y por lo tanto lo mas parecido a una geodésica
es algo como un “tubo de mundo”. Para describir el espaciotiempo abandonando la nocién
de geodésica, suponemos que las particulas (clasicas) de prueba son extendidas. Ademaés,
consideramos el caso del espaciotiempo de Minkowski. En el caso clasico su posiciéon puede
ser descrita de forma efectiva por el operador de “centro de masa” de Fokker, cuyas compo-
nentes no conmutan por un término dependiente del espin. La teoria de Dirac restringida
a estados de energia positiva apunta en la misma direccién. También se propone una gene-
ralizacion de este anélisis para el caso de un espaciotiempo con curvatura, con la intencién



de determinar el efecto de la gravedad en la (posible) no-conmutatividad del operador de
posicién correspondiente.

En el capitulo 3] basado en [20] y [21], consideremos una particula cuantica restringida
a moverse — por un potencial de confinamiento — sobre una curva encajada en el espacio
Euclideano tridimensional. Mostramos que para estados de baja energfa, la dindmica de la
particula esta gobernada por un Hamiltoniano efectivo que depende de la geometria de la
curva sobre la que se mueve. Asi, un cambio en la curva modifica al Hamiltoniano. Nos
preguntamos si, dada una deformacion de la forma de la curva, el estado del sistema guarda
algtun registro acerca de ésta. La presencia de fases geométricas en el limite adiabatico,
nos permite responder afirmativamente a la interrogante anterior. Finalmente sugerimos
algunas aplicaciones.

Por tltimo, en el capitulo [4] suponemos que la curva considerada en el capitulo [3] es una
curva material y estudiamos su dindmica cuantica. La pregunta principal que atacamos en
este trabajo es: ;Como se modifican la dindmica y la cinemética de la curva debido a la
presencia de la particula? Cuando la curva es muy “pesada” en comparacién con la particula
— d.e., en el limite adiabatico — el sistema compuesto puede describirse de manera indepen-
diente. En el régimen de tiempos “cortos”, los grados de libertad de la curva permanecen
practicamente estaticos y aparecen como parametros externos en el Hamiltoniano instan-
tdneo que rige a la dindmica de la particula. Esto es, en dicho régimen la evolucién en el
tiempo del sistema se reduce a la del caso estudiado en el capitulo [3] Para tiempos “largos”,
el estado de la particula es aproximadamente constante (salvo por una fase), y sus grados
de libertad pueden ser integrados a partir del Hamiltoniano total. El operador resultante
puede interpretarse como un Hamiltoniano efectivo para la curva, que puede escribirse de
manera candnica en términos de momentos y posiciones covariantes no-conmutativos. Los
conmutadores entre los operadores covariantes son proporcionales a la curvatura de Berry
asociada con la fase geométrica que adquiere el estado de la particula encontrada en el
capitulo [3] Otros trabajos que relacionan fases geométricas y no-conmutatividad se pueden
encontrar en [5], [6], [7] y [33].

En el capitulo [5| se presentan las conclusiones de la tesis, los puntos inconclusos y las posibles
direcciones a seguir.

A lo largo de la tesis consideraremos una representacion en la que i = 1, los indices griegos
se referiran a las componentes espaciotemporales u, v = 0,1, 2, 3, mientras que los indices
latinos se refieren a componentes espaciales 7, j = 1,2, 3, a menos que se establezca algo
distinto explicitamente.

El material total de esta tesis ha sido elaborado en colaboracién con Chryssomalis Chrysso-
malakos. Ademés, en el material correspondiente al capitulo [2] también participaron Elias
Okoén Gurvich y Pablo Vazquez Montejo, en el del capitulo [3] Elias Okén Gurvich y David
Gelbwaser Klimovsky, y en el del capitulo [4] Pedro Aguilar Nunez.



Capitulo 2

No-conmutatividad fisica

Como se ha mencionado en el capitulo anterior, el acercamiento de la no-conmutatividad
en la descripcion del espaciotiempo ha seguido, hasta ahora, el modelo de “variedad no-
conmutativa” donde las funciones que actiian sobre la variedad diferencial son reemplazadas
por elementos de un algebra deformada. A partir de las relaciones entre los elementos
del algebra modificada se obtiene una version cuantica de la geometria de la variedad.
En este esquema, la variedad misma esta formada por “puntos borrosos” y esta definida
independientemente de la presencia (o ausencia) de particulas u otros entes fisicos. Dentro de
este paradigma, se pueden encontrar basicamente los siguientes tipos de no-conmutatividad:

= Espaciotiempos no-conmutativos “canénicos”. En este caso, las coordenadas
cumplen las relaciones:
[T 2] = O,

donde 6, es un tensor constante antisimétrico arbitrario (en algin sistema de refe-
rencia), que corresponde al primer término de una expansion.

= Espacios cuanticos o g-deformados. Son espacios relacionados muy de cerca con
los grupos cuénticos, en los cuales las coordenadas clasicas son generalizadas por
objetos no-conmutativos que satisfacen:

_ po
Ty = le TpTo,
donde R es una matriz numérica y es solucion de la ecuacion de Yang-Baxter]

» Espacios no-conmutativos tipo de Lie. Las coordenadas del espacio forman un
algebra del Lie, esto es, satisfacen:

[ 0] = £ ),

'La ecuacion de Yang-Baxter es una ecuaciéon para R € GL(n,C) ® GL(n,C) dada por:
Ri2R13R23 = Ra3RizRao.

Por ejemplo, en dos dimensiones podemos definir un plano cuéntico, con coordenadas x,y tales que xy = qyz,
con g siendo el parametro de deformacion [39].



6 NO-CONMUTATIVIDAD FISICA

donde f,,” son constantes de estructura.

= Relatividad Doblemente Especial (DSREI). En este caso la modificacion del alge-
bra toma lugar en el espacio de momentos. El espacio cuéntico resultante corresponde
a las propiedades del espacio dual de posiciones, y en algunos casos, con estructura de
algebras de Hopf adicional, se reduce al espacio x-Minkowski, donde [z;, 7¢] = x~ x;.

En todas las formulaciones anteriores se presenta una separacion evidente entre la formula-
cién geométrica del espaciotiempo y la interaccion fisica entre la materia y el espaciotiempo.
La geometria del espaciotiempo se formula independientemente de la materia que “vive” en
él, lo que constrasta con el escenario esperado a escalas de Planck, en el que la localizacién
de una particula cuéntica la hace tan energética que su campo gravitacional no puede des-
preciarse, y por lo tanto, deja de comportarse como mero “espectador”. Considerando que
conocemos (las propiedades de) el espaciotiempo a través de su interaccion con particulas,
dicha separacion parece artificial desde el punto de vista fisico. Ademas, la interpretacién
fisica de los objetos matematicos que aparecen en los esquemas mencionados no es clara.

En este capitulo proponemos un acercamiento en el que la no-conmutatividad se refiere
a la posicion de particulas que se mueven en una variedad clésica. De esta manera, se
espera que la interpretacion fisica de los elementos matematicos sea més directa. Como se
verda mas adelante, esta idea es sugerida a partir de las relaciones de (no)conmutaciéon que
surgen de manera natural en diferentes sistemas fisicos, partiendo solamente de los principios
de relatividad especial y de la mecanica cuantica. Ademas de que la no-conmutatividad
mencionada emerge en forma natural en ciertos contextos, se encuentra que ésta tiene una
forma particular persistente que involucra al espin de las particulas.

2.1. Centro de masa en relatividad especial

La tinica manera que tenemos para extraer informacion del espaciotiempo es a través de su
interaccién con la materia, la cual obedece las leyes de la mecanica cuantica. No obstante,
algunas de las nociones fundamentales de la relatividad general son incompatibles con la
teoria cuantica. Como por ejemplo el concepto de geodésica como la trayectoria que sigue
una particula (puntual) libre de prueba, no esté bien definido en el caso cuantico puesto
que viola el principio de incertidumbre de Heisenberg (debido a que para definir una curva
se requiere de posicién y momento definidos simultaneamente con precision infinita). Por lo
tanto, las propiedades relacionadas con tales nociones no pueden ser obtenidas por medios
fisicos.

En esta seccién nos interesa explorar qué aspectos de la nociéon de espaciotiempo cléasico
se modifican cuando se considera que las particulas son fundamentalmente de naturaleza
cuantica, y por lo tanto, que su movimiento en el espacio no puede ser descrito por una
(sola) curva. Més precisamente, estamos interesados en evaluar la posibilidad de describir
el espaciotiempo de manera efectiva (i.e., en términos clasicos como trayectorias y puntos),
pero considerando materia clasica extendida como objetos de prueba. Como primer paso,
nos gustaria describir de manera efectiva la posicién de las distribuciones extendidas en el
espacio de Minkowski con un punto, por ejemplo, por el centro de masa.

2Por sus siglas en inglés.
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Cabe mencionar que a mas de cien anos del nacimiento de la teoria de la relatividad especial,
aun no se ha encontrado una definicién de centro de masa completamente satisfactoria. A
continuacion se presentan algunas de las diferentes definiciones de centro de masa y sus
propiedades.

2.1.1. Definiciones y propiedades

En un articulo publicado en 1948, Pryce explora las diferentes definiciones de centro de masa
(para un sistema de particulas sin espin) en relatividad especial que hasta entonces habian
seido propuestas [43]. Pryce analiza sisteméaticamente cuatro definiciones y las clasifica de
acuerdo con las propiedades que poseen. Todas ellas se reducen a la definicién Newtoniana en
el limite correspondiente. Segin Pryce, el centro de masa deberia cumplir con los siguientes
criterios:

a. Las componentes espaciales del “centro de masa” deben ser parte de un 4-vector, cuya
componente cero corresponde al tiempo en el que dichas componentes son medidas.

b. El “centro de masa” debe estar en reposo con respexto al marco de referencia de “centro
de momentos”, i.e., en el que el 3-momento total es cero.

c. El “centro de masa” debe moverse con velocidad constante cuando no hay fuerzas externas
actuando sobre las particulas.

d. Las 3-coordenadas del “centro de masa” deben conmutar entre si (en el sentido de los
corchetes de Poisson).

El ltimo criterio fue incluido por Pryce pensando en la mecénica hamiltoniana — con
la mecanica cuantica en mente, nosotros estamos dispuestos a abandonarlo. Las cuatro
definiciones consideradas por Pryce son:

i. Se definen las coordenadas del centro de masa como el promedio de las posiciones de las
particulas, pesadas por sus masas en reposo.

ii. Se aplica la definicion (i) en el marco de referencia del centro de momentos y se obtienen
las coordenadas en cualquier otro marco a través de una transformaciéon de Lorentz.

iii. Se definen las coordenadas del centro de masa como el promedio de las posiciones de
las particulas, pesadas por sus energias.

iv. Se aplica la definicion (iii) en el marco de centro de momento, y se obtienen las coorde-
nadas en cualquier otro marco a través de una transformacion de Lorentz.

La definicion (i) es claramente no covariante. Ademas, el centro de masa no esté en reposo
con respecto al marco de referencia del centro de momentos, ni se mueve siguiendo una linea
recta en ausencia de fuerzas. El centro de masa correspondiente a la definicion (ii) tampoco
estd en reposo con respecto al marco de referencia del centro de momentos ni describe
una trayectoria rectilinea, aunque es covariante por construccién. De manera opuesta, la
trayectoria que sigue el centro de masa definido por (iii) es una linea recta cuando no
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hay fuerzas externas y esté en reposo con respecto al marco de referencia del centro de
momentos. Finalmente el centro de masa que resulta de la definicion (iv) satisface todo,
excepto la “conmutatividad” entre sus 3-coordenadas. Los resultados anteriores se resumen

en la Tabla 2.1k

a|lb|c|d

i v

ii |V v
iii v IV
v | v |V |V

Tabla 2.1: Se muestran las propiedades que satisfacen las distintas definiciones de centro de masa
consideradas por Pryce.

De acuerdo con (iv), las componentes del centro de masa con respecto a un marco de
referencia arbitrario, a tiempo ¢, pueden escribirse en términos del momento lineal total
Pt =%, pl, el momento angular total M* = Y, (zh'p} —2¥p)) y la masa total m* = P*P,,
como: 0
M*P, MY“P,P* tP¢
XH(t) = s — s + , (2.1)
m m?2 PO Po
donde x’,: y pZ son las componentes de la posiciéon y el momento de la k-ésima particula,
respectivamente. Recordemos que los indices griegos son indices espaciotemporales, u =
0,1,2,3, mientras que los latinos son espaciales, ¢ = 1,2,3. Asimismo en este trabajo

usamos la métrica de Minkowski (+, —, —, —).

a) Covariancia

En la expresion aparecen explicitamente cantidades referidas al sistema de referencia,
lo cual podria sugerir que la definiciéon (iv) es no covariante, en constraste con lo mencionado
antes. Para aclarar este punto notemos primeramente que X*(¢) no sélo representa un punto
en el espaciotiempo, sino la linea de mundo del centro de masa parametrizada por t. Por
otro lado, fijando p = 0 vemos que X% =t en todos los sistemas de referencia inerciales.
Esto es, t se ha elegido de tal manera que la linea del mundo del centro de masa esté
parametrizada por el tiempo coordenado para todos los observadores. Debido a que el
tiempo coordenado de dos observadores que se mueven relativamente entre si con velocidad
constante no puede ser el mismo, es claro que para un valor fijo de ¢ las coordenadas X*(t)
de distintos observadores inerciales corresponden a puntos distintos sobre la linea de mundo.

b) Reposo del CM - c¢) Velocidad constante

En virtud de que estamos considerando particulas libres tenemos que P* y M* se conservan

en el tiempo, y se tiene que
ax»  pr

dt PO
es constante. En particular, en el centro de momento, la 3-velocidad es cero.
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d) No-conmutatividad

Considerando la forma explicita de las coordenadas del centro de masa mostrada en la
relacion ([2.1), y usando los corchetes de Poisson que satisfacen los generadores del algebra
de Poincaré, M* | i.e.,

30 315 =i (M = ) = (0 ) (2.2

(donde n*¥ es el inverso de la métrica del espacio de Minkowski) se puede mostrar directa-
mente — aunque no de manera trivial — que las coordenadas del centro de masa satisfacen
las relaciones de conmutacion?t

i (SF 8P
[X,XJ]:eJk<EQ+m2E2P>, (2.3)

con S = (523,53 512) donde S = M* — XHPY + XV PH,

No-asociatividad

La definicién anterior, sin embargo, tiene una desventaja que Pryce no discute. Como se ha
mencionado, esta definicion es valida unicamente para particulas (o distribuciones de ma-
teria) sin espin. Entonces, si queremos utilizarla de manera asociativa — i.e., sucesivamente
— es necesario que en cada caso las “particulas” que consideremos no tengan espin.

Esto es, para un sistema de tres particulas sin espin, con masas mi,ms y ms, respectiva-
mente, puede definirse su centro de masa en términos de i) Mya3 y Pjag correspondientes a
las tres particulas, 6 bien i) se puede definir el centro de masa de la “particula” compuesta
(12), a través de Mia y Pio, y posteriormente encontrar las coordenadas del centro de masa
del sistema completo m1g)3. Genéricamente, las expresiones para el centro de masa que se
obtienen por ambos caminos no son iguales.

Lo anterior se debe a que, en general, la particula efectiva (12) tiene espin no nulo aun si las
particulas iniciales tienen espin cero. Por lo tanto, la definicién no es aplicable al sistema
compuesto por mis y ms.

2.1.2. Definicion asociativa

Nosotros hemos mostrado que es posible modificar ligeramente la definiciéon (iv) de Pryce
para incluir particulas con espin y asi evitar el problema de la noasociatividad. Esto es, si
se permite que las particulas tengan otro grado de libertad, digamos SZV, de modo que el
momento angular total es

=
k

3En el sentido de Corchetes de Poisson.
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Figura 2.1: Se muestra esquemdticamente la no asociatividad de la definicion (iv) de Pryce. La
figura de la izquierda representa el centro de masa encontrado cuando se usa M(12)3 y P(12)3 en la
definicion, mientras que la de la derecha la que resulta de M3y y Pi(23)-

entonces, las coordenadas del centro de masa definidas como:

Jwp, J%P,Pr P!
Xﬂ(t) - m2 - m2Po + PO (24)

satisfacen las propiedades (a)-(c) y ademas su definicion es asociativa. No obstante, los
corchetes de Poisson entre sus componentes espaciales también son distintos de cero:

i i i (S5 SP
[X’Xj]zejk(E‘Q+Tn2E‘2P)7 (25)

con S = (8%,8%,8'2), donde S = JH — XFP” 4+ XVPH.

La no-conmutatividad clasica encontrada en ([2.5)) es consecuencia de que el sistema esté
extendido en el espacio y de que sea relativista. Notese que en el caso Newtoniano las
coordenadas del centro de masa correspondiente tienen corchetes de Poisson iguales a cero.
Es decir, la descripcion efectiva de la posiciéon de una particula extendida por su centro de
masa, médulo movimientos internos del sistema, puede hacerse por un punto solamente en
el limite Newtoniano.

La relevancia de las relaciones anteriores radica en su versién cuéntica, donde las coorde-
nadas del centro de masa son elevadas a la categoria de operadores y los paréntesis de
Poisson se vuelven conmutadores (salvo por factores de 7). El procedimiento anterior de
cuantizaciéon es el adecuado ya que el sistema que describimos no tiene constricciones. La
interpretacion del lado derecho de , en el caso cuantico, indica que la particula efectiva
(cuya posicion esta descrita por el centro de masa) no esta localizada por un puntos.

Asi, hemos encontrado un efecto fisico que resulta de consideraciones relativistas y que
adquiere relevancia debido a argumentos cuénticos. ; Podemos aprender algo de esta leccién
de relatividad especial y mecanica cuéntica, que nos guie en la descripciéon cuantica del
espaciotiempo, en el espiritu de [16] y [23]?
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Figura 2.2: Desplazamiento de un punto de la linea de mundo de la particula en la direccion
é1 = &, sobre el hiperplano espacial x-y.

2.2. Operadores de posicién covariantes

Un trabajo relacionado estrechamente con la discusion anterior, es el de Jordan y Mukunda
[35]. Dichos autores proponen construir un conjunto de operadores cuénticos C = {X(t),t €
R}, en términos de “bloques fundamentales” q, p, s y p. El observable asociado con cada
elemento X del conjunto C es la posiciéon de una particula en una hipersuperficie espacial
del espacio de Minkowski, mientras que los bloques fundamentales representan sus grados
de libertad.

Para ello introducen un operador X (en cada hipersuperficie espacial) tal que transforme
ante los generadores del grupo de Poincaré como un evento del espaciotiempo. Esto es, un
elemento infinitesimal del grupo g = 1 + €T acttia sobre un elemento del algebra X (¢) como:

X(t) — X'(t) = X(t) + €[ X, T] + O(é?). (2.6)

i. Traslaciones espaciales. Recordando que las coordenadas de un evento, ante una
traslacién espacial por la magnitud € en la direccién €1, generada por P;, transforman
infinitesimalmente como:

Xi(t) = Xi(t) + edir, (2.7)

y sustitutendo P; por T en la relacion (2.6)), encontramos los conmutadores:

[Xi, Pj] = 6. (2.8)

ii. Rotaciones. Similarmente, para una rotacién por un angulo 6 en el plano, digamos
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Figura 2.3: Rotacion de un punto de la linea de mundo de la particula alrededor del eje
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és = Z, en el hiperplano espacial x-y.

iii.

xz-y, generada por Js3, las coordenadas de un evento cambian de la siguiente manera:

de modo que la expresion (2.6) establece que se satisface la relacion:

[Ji, X]] = Eiijk-

(2.9)

(2.10)

Boosts. Por altimo, para una transformacién pura de Lorentz, con velocidad 3 en la
direccién é1, generada por K7, las coordenadas de X quedan:

t =
Xi(t)
Xo(t) =
X3(t)

t—nX1(),
Xi(t) —nt,
Xo(t),
X3(t),

con n = tgh™! 3. A primer orden en 1, podemos escribir:

Xi(t) = X1(t + nX1)

de manera que

= Xi(t) = nX1(t)——

dX
dt ’

(2.11)
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t
A

Yy

Figura 2.4: Boost de un punto sobre la linea de mundo de la particula en la direccion del
eje €1 = &, con pardmetro (3. Las transformaciones describen un mismo evento en dos
sistemas de referencia, y el conmutador estd definido en el plano transformado. Es por ello
que aparece la conmutador de X; con H del lado derecho de la relacion .

y por lo tanto, a ¢ = 0, encontramos:
X;, K] = Xi[X;, H), (2.12)

donde hemos usado X; = [Xi, H], y que H es el generador de traslaciones temporales.

Asi, Jordan Y Mukunda asumen que el operador de posicién de una particula en la hiper-
superficie t = 0, debe satisfacer las relaciones de conmutacic’)rﬁ dadas por las expresiones

23, 10 v @12).

Los generadores P;, K;, J; vy H, por otro lado, cumplen con el adlgebra de Poincaré:

[Pj,Pk]:O, [Pij]:()? [Jj7H]:07
i, Jj] = €ijidr,  [Jis Pjl = €ijuPr,  [Ji, Kj] = € Ky,
[Ki,Kj] = —eiijk, [KJ,H] = Pj [KZ,F)]] == (5le (213)

En su trabajo [35], ellos consideran los siguientes casos: i) particulas sin espin y energia
positiva, i) particulas con espin y energia positiva, y 44i) particulas con espin y tanto estados
de energia positiva como negativa. A continuacién se presentan brevemente sus resultados.

4En el contexto de mecanica clasica, los conmutadores se refieren a paréntesis de Poisson, mientras que
en el contexto cuantico, son conmutadores divididos por i.



14 NO-CONMUTATIVIDAD FISICA

2.2.1. Particulas sin espin

Para una particula con masa m sin espin, ellos muestran que la representacion del dlgebra
de Poincaré, modulo transformaciones unitarias, toma la forma:

H = (p* o m?)! 2,

P:pa
J=qxp,
1
K:§(Hq+qH), (2.14)

donde q y p son un conjunto irreducible de operadores hermiteanos, que satisfacen las
relaciones de conmutacion:

l4i,pj] = bi5,  [pipjil =0, g, q] =0. (2.15)
Anélogamente, muestran que el operador de posicion queda:
X =q, (2.16)

y por lo tanto los conmutadores entre sus componentes son todos nulos.

2.2.2. Particulas con espin

En el caso de una particula con masa m y espin s, que puede tomar valores enteros y semi-
enteros, ellos mencionan que los generadores del algebra de Poincaré adquieren la siguiente
representacion:

H = (p* o+ m?)! 2,

P:pa

J=qXxp-+s,
1 1

K=_-(H H 2.1
5(Ha+aq %ﬁH+me& (2.17)

donde q, p y s son un conjunto irreducible de operadores hermiteanos, que satisfacen las
relaciones de conmutacion:

@, p;] = 05, [pi,pi] =0, [ai,q5] =0,
l4i,5;]] =0, [pi,sj] =0, [si,55] = €ijisk. (2.18)

Excepto por representaciones unitariamente equivalentes, las expresiones (2.17)) son la tnica
solucion a las ecuaciones (2.13]) para una particula con masa m, espin s y energia positiva.
La forma mas general del operador de posiciéon covariante, dada la forma canoénica de los
generadores del algebra de Poincaré, queda como:

X=q- p Xs, (2.19)

H(H+m)(p-s)p+as— m(H +m)
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donde @ es un namero real arbitrario. Para a = 0, éste es la parte espacial del operador
de posicion encontrado por Pryce, lo cual se muestra en la expresion (2.1]), y como se ha
discutido anteriormente, los conmutadores entre sus componentes estan dados por:

o . /Sk S.P
X = (B g 7).

2.2.3. Particulas con eneria positiva o negativa

Finalmente, si se considera una particula con masa m, espin s y estados de energia negativa,
se encuentra que la solucién relevante a las ecuaciones consiste en operadores hermi-
teanos que generan la suma directa de dos representaciones unitarias irreducibles del grupo
de Poincaré, ambas caracterizadas por m y s, pero una con estados de energia positiva y la
otra con estados de energia negativa. Una forma canoénica de estos operadores es:

H = p3(p>+m*)"? = psW,
P o

J = qxp-+s,
K

P3

— " PpXs,
P3H+mp

1
= }pg(Wq +qW) + Lp X S (2.20)
2 W +m ’

donde W = (p? +m2)1/ 2 v q, p, sy pson un conjunto irreducible de operadores hermiteanos
que satisfacen las siguientes relaciones de conmutacién y anticonmutacion:

(4, pj]

[Qia Sj] = 07 [p27 3]] = 07 [Si7 8]] = €ijkSk-

[Qia 10]] = 07 [plvpj] = 07 [3i7 10]] = 07

(i, ps] = €ijkpr, pipj + pipi = 26ij., (2.21)

Los operadores p son una representacion de las matrices de Pauli, y se ha elegido p3 diagonal,

i.€.,
_ 1 0
p3 = 0 -1 /-

Por otro lado, el operador de posicién de una particula con masa m, espin s y estados de
energia negativa, puede escribirse de manera tnica (salvo transformaciones unitarias) como:

1
p2 )(p sp— s+~ pxs, (2.22)

X=q- -2
T w2 w +m W W(W +m)

cuyas componentes, en contraste con el caso de una particula que sélo tiene estados de
energfa positiva, magicamente conmutan. El operador de posicién mostrado en la expresién
(2.22)), cuya forma corresponde a la representacion de Foldy—Wouthuyserﬂ puede transfor-

5Esta representacion se obtiene a partir de la representaciéon de Dirac por la transformacién unitaria
U=e77™ donde p es el momento de fermién, m su masa y 7 = (y,+2,~%) las matrices de Dirac.
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marse unitariamente al operador de posicién de Dirac, que actia por multiplicacién y que,
por lo tanto, tiene components que conmutan entre si.

2.3. Otras pistas

Es interesante notar que el mismo tipo de no-conmutatividad que se ha encontrado en este
capitulo aparece por otros caminos, algunos de los cuales no tienen relaciéon directa con los
que hasta aqui se han considerado. A continuacién se mencionan algunos de ellos de manera
breve.

2.3.1. Operadores de posiciéon de Dirac

En la teoria de Dirac para particulas de espin 1/2, en la representacion usual, el operador
de posiciéon X actiia por multiplicacién, i.e.,

Xiyp(x) = zih(),

y por lo tanto, sus componentes conmutan entre si. Sin embargo, esta no es una teoria
de una particula, pues el espectro del Hamiltoniano libre para una particula de masa m
toma valores en los intervalos (—oo, —m/, [m,c0), y, en general, los distintos operadores que
aparecen en la teorfa, mezclan los subespacios de energia positiva y negativa, y entonces
mapean estados de particula a estados de antiparticula, y viceversa.

Una manera de restringirse a estados de una particula, es descomponer cada operador A
en su parte par, A, que conserva el signo de la energia, y su parte impar, A, que lo cambia,
y considerar solamente la parte par de cada operador, [31]. Para un operador arbitrario sus
partes par e impar estin definidas como:

SN

%(A + AAA), (2.23)

A= %(A _ AAA), (2.24)

donde A = H/V H? es el operador de signo y H es el Hamiltoniano libre de Dirac.

Se puede mostrar (ver apéndice que las componentes de la parte par del operador de
posicién satisfacen las relaciones de conmutacion:

ih?

XX = g
[ ]} (p2+m202)

Eijkgkv (225)

donde S es la parte par del operador de espin (ver [50]).

2.3.2. Estabilidad de algebras de Lie

Otra situacién en la que surgen de forma natural relaciones de no-conmutatividad entre
operadores de posicion, es el trabajo de Chryssomalakos y Okon, [17], en donde proponen un
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esquema de deformaciéon de algebras de Lie, que les permite buscar de manera sistematica
generalizaciones de la cinematica cuantica relativista. El esquema consiste en considerar
deformaciones del dlgebra de Lie G, de tal manera que la estructura de Lie es preservada y
que el algebra de Lie deformada sea estable.

Un algebra de Lie es un algebra (espacio vectorial con producto bilineal antisimétrico “o”)
tal que sus generadores Ty, satisfacen las relaciones:

TyoTs =if{3Tc,

donde ng son las constantes de estructura del dlgebra. Un dlgebra de Lie G es estable si
es isomorfa a toda algebra cuyas constantes de estructura difieren infinitesimalmente de las
originales.

En particular, ellos muestran qua bajo este criterio, se puede encontrar el algebra de Poin-
caré como una deformacion estable del algebra de Galileo (la cual es inestable). Asimismo,
cuando aplican su formalismo al &lgebra inestable Gprr, que consiste en el algebra de Poinca-
ré extendida por operadores de “posiciéon” que satisfacen el algebra de Heisenberg, obtienen
que la deformacion estable més general contiene unos generadores Z,, que satisfacen las
relaciones de conmutacion:

(Zy, 2] = iqaad,,,

donde J son los generadores de Lorentz, ¢ es el pardmetro de deformacion y as, en principio,
deberia identificarse con una nueva constante fundamental de la naturaleza, y caracteriza
al algebra. Los generadores Z corresponden a la versién extensiva del operador de posicion,
i.e., son objetos de la forma “masa” x“posicion” tales que el Z para un sistema compuesto
es la suma de los Z’s de sus partes (ver [17]).

2.4. La gravedad

A partir de la discusion de la seccion y del ejercicio presentado en concluimos que
la inclusién de estados con energia negativa permiten definir operadores de posicion cos
coordenadas conmutativas, por lo tanto la no-conmutatividad que encontramos persistente-
mente a lo largo del capitulo parece no ser relevante fisicamente. Es ilustrativo considerar
que para un electrén, la incertidumbre en su posicién introducida por el lado derecho de la
relacion , es del orden de su longitud de Compton. Intentar localizar un electrén con
una incertidumbre menor que su longitud de Compton, introduce tanta incertidumbre en
su momento, y por tanto a su energfa cinética, como para producir un par positron-electron.
A esta escala, la teoria cuantica de campos, que describe creacién de particulas, se hace
realmente importante para describir electrones.

No obstante, hemos aprendido que la no-conmutatividad aparece naturalmente en algunos
sistemas motivados fisicamente, y hemos sefialado un esquema limpio que permite construir
operadores de posiciéon para particulas en espacios generales.

Para concluir el capitulo, nos gustaria extender la construcciéon que Jordan y Mukunda
hacen en el espacio de Minkowski, a un espaciotiempo con curvatura, por simplicidad, lo
haremos al espacio de de Sitter. De esta manera, esperamos saber si la presencia de gravedad
introduce algin tipo de no-conmutatividad entre las componentes de la posiciéon de una
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Figura 2.5: Encajamiento del espacio de de Sitter en Minkowski, i = 1,2, 3.

particula. Para ello, necesitamos i) encontrar una representacion del algebra de de Sitter
en términos de elementos fundamentales que describen los grados de libertad del sistema,
e i) introducir operadores de posicion que transformen adecuadamente. Mientras que el
primer paso es conceptualmente claro, el segundo no lo es. En particular, no es claro que
los operadores de posicién deban satisfacer las relaciones de Heisenberg, pues los momentos
en este caso no conmutan. En lo que resta del capitulo, presentamos los avances en este
programa, en donde nos enfocamos en construir el algebra de de Sitter:

[Py, Pj] = Neijide, [P, H] = MK, [Ji, H] =0,
[Ji, J5) = €ijidr, [Ji, Pj] = €1 Py, [Ji, Kj| = €Ki,
[Ki, H] = Pi, [KZ, KJ] = —Giijk, [KZ, P]] = 52']'H, (226)

donde A es la curvatura (constante) del espaciotiempo de de Sitter. En el limite A — 0 el
algebra anterior se reduce a la de Poincaré.

El espacio de de Sitter en 4 dimensiones d.S; puede pensarse como la subvariedad del espacio
de Minkowski en 5 dimensiones M® (con coordenadas q4), definida por:

gt =-@G+d+d+a+dd =R, (2.27)

con R = 1/), ¢* = g*Bqp donde g4P es el inverso de la métrica M®, y los indices en
mayuscula toman valores 0,1,2,3,4, (ver por ejemplo [25]).

Otra manera de escribir el algebra ([2.26) es:

[JaB,Jep) = (9BpJac + 9acIBp — 9BcJaD — 9aDIBC), (2.28)
con las identificaciones:

Ji=XT"P Jn=MTH, Jy =i, Jo= K. (2.29)
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Figura 2.6: Mapeo o que lleva un punto sobre el hiperboloide al plano M*. El pushforward de Oga s
bajo este mapeo, es igual a cero.

2.4.1. Particulas sin espin

El primer caso que nos interesa considerar es el de una particula sin espin. Los grados de
libertad para este sistema son ¢; y p; que satisfacen las relaciones

pi-pil =0,  ¢,q;] =0, ,[qpj] =ni-

A partir de las coordenadas de un punto del espacio 5-dimensional de Minkowski g4 y sus
momentos conjugados p4 (tales que [ga,pp] = nap, donde gap es la métrica de M?) [26],
los generadores J4p pueden ser representados por:

JAB = qA PB — B PA- (2.30)

Para encontrar la representacién buscada, es necesario escribir la expresiéon anterior en
términos tnicamente de los grados de libertad relevantes, i.e., ¢; y p;. Para ello, notamos
que la coordenada g4 puede escribirse como funcién de las otras coordenadas considerando

la relacion ([2.27]) como:
@ =/ R?+q5 — a2, (2.31)

lo cual implica que py = 0. Esto es, la restriccién anterior puede verse como el mapeo

mostrado esquemaéaticamente en la Fig. , tal que o(qo, gi,q4) = (qo, qi). Asi, es facil ver
que 040q, = 0, y por lo tanto, ps = 0. Formalmente, debemos tomar dos cartas para cubrir
las dos regiones de dSy4, con g4 > 0y g4 < 0, por ahora nos concentraremos en la region
con g4 > 0, y entonces la representaciéon que encontremos serd valida en tal regiéon. Para la
region con ¢4 < 0, la representacién relevante sera la correspondiente a la regién superior,

con el reemplazo g4 — —y/R? + ¢3 — ¢

Ademas, buscamos una representacion a un tiempo dado, y entonces podemos elegir gg = 0,
por simplicidad. Recordando que el algebra de de Sitter tiene un Casimir cuadratico dado
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porl]

Q% = —A2JapJ"7,

que puede ser escrito como:

Q2 — (H2—P2>—)\2(J2—K2),
= p2=m?+ N2, (2.32)

podemos expresar pg como:

po=/pP2+ 12— X2(q-p). (2.33)

Asi, sustituyendo go = 0, py = 0, q4 v po dados por las expresiones ([2.31)) y (2.33), respec-
tivamente, en la expresion ([2.30)), obtenemos la representacion deseada'f

H = fp07

P = [fp,

J = gxp,

K = poq, (2.34)

donde
f=Xu=+V1-X\q> (2.35)

Es claro que en el limite A — 0, el algebra anterior se reduce al algebra de Poincaré (2.14)).
También es facil comprobar que la representacién anterior con f — —f, también es una

representacion de ([2.26)).

2.4.2. Particulas con espin

Para terminar la seccién, consideraremos el caso de particulas con espin. Para nuestros fines
sera suficiente encontrar la representacion de ([2.30) a primer orden no trivial en A, es decir,
consideraremos que las distintas curvaturas seccionales del espacio son mucho menores que
el inverso de las longitudes de las regiones de interés. La representacién que buscamos se
debe reducir a cuandos =0y a cuando A = 0. Una representacion que cumple

con los criterios mencionados es la siguiente:

5Fl factor constante —\? es introducido para que Q — m cuando A — 0.
"Excepto, quizés, por cuestiones de ordenamiento.
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J = qxp-+s,
P = fp+)\2< )
[+
2
B (p x s) _h—m . 4
o= i (- (RS g p)-s) 00N,

X s (p-s) 2m+h m
K = 22 .
o+ <2h(h+m) 2 St m)® T ohh ) AXP)s)a

A2<(p-q) —(pxq)~s(pxs)_ (p-q))(qxs)_ (a-s) S>

2h(h 4+ m)? 2(h+m 20 7 m)
" S 2 m m 52 m 2
_ A2<(p )*+ (h+ 2r)r5f(L}(Lh++2m;3 +(h+ )ul)(pxs)> OO, (2.36)

donde

[=v1-Xq? po:\/p2+m2+)\2u%—)\2(p-q)2, h = /p? +m?.

Para entender como han sido obtenidas las expresiones anteriores, consideremos primera-
mente como ha sido encontrada la representaciéon correspondiente en el espacio de Minkows-
ki (2.17), desde una perspectiva geométrica. En particular, la expresion para el generador

de empujones:
pxs

H+m

puede obtenerse de la siguiente manera: consideremos dos sistemas de referencia inerciales,
Sy S =(I-AB-K)S, que difieren entre si por una transformacién infinitesimal pura
de Lorentz. De manera que, vista desde S y S’, la particula se mueve con velocidad 3 y
B+ 63, respectivamente. Ahora, definimos el sistema de referencia estacionario Sy asociado
a un marco arbitrario .S, como el marco en el que la particula esta en reposo que se obtiene
mediante un boost tnicamente. Asi, hay un sistema estacionario para cada uno de los dos
sistemas inerciales S 'y S, i.e.,

So = B(=0) S, Sp=B(-p—0p) 5

K=qH +

donde X
B(p) = e P K con ¢ =tghT! .

Debido a que los generadores de empujones en distintas direcciones no conmutan, Sp y Sj
estan relacionados por una rotacion espacial infinitesimal, es decir, S = (I — AQ-J)Sp.
Por lo tanto, encontramos:

B(B+68)"HI - AB-K)B(B) = (I - AQ-J). (2.37)

Notese que mientras que el generador J que aparece en el lado derecho de la relacion
mostrada arriba, corresponde a la representaciéon en la familia de marcos coméviles con la
particula; el generador K, en el término del lado izquierdo, corresponde a la representaciéon
en un marco donde la particula se mueve con velocidad E
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ly
ED’
W'
B(5+56) EEE%’
x‘]’
[+AB-K [+AQ-S
r I
B(B) \
T — %o
X Xo

Figura 2.7: Se muestra esquemdticamente como se definen K y los marcos estacionarios Sy y Sj.

Ahora, la representaciéon candnica del generador de rotaciones espaciales es
J=qgxp+s,

por lo que en un sistema de referencia en el que la particula esti en reposo, J = s. Podemos
notar en la expresion anterior que J estd compuesto por dos términos, el primero actua
en el espacio de fase de la particula, mientras que el segundo en un espacio interno. En
general, este no es el caso para los demas generadores del grupo de Poincaré, en los que hay
términos que transforman ambos espacios. Por ejemplo, el generador de empujones puede
escribirse como K = K, + K. Si identificamos el lado izquierdo de la relacién con
la transformacién infinitesimal producida por Kg,

AB-K,=B(B+08)" (A8 -K)B() (2.38)

entonces encontramos (ver Fig.):
AB-K, = AQ-s. (2.39)
El resultado del calculo del lado izquierdo de ([2.37)), implica que (ver por ejemplo [34],

p.551),

5
AQ =L Bx AB,
1+7B p
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y por lo tanto

")/ pXS
K,= - Pxs
T P T

Es decir, la parte del generador A que acttia en los grados de libertad internos, As, se define
como la rotaciéon espacial que relaciona los dos marcos de referencia estacionarios asociados
con a) un marco arbitrario y b) el que se obtiene de (a) por la transformacion generada por

A (ver Ec. (2.39)).

De manera analoga, la parte “espinorial” de los generadores del dlgebra de de Sitter se
puede encontrar a través de una construcciéon geométrica. En este caso, a diferencia de la
situacion en Minkowski, los momentos no conmutan, y por lo tanto es necesario definir la
transformacion como la rotaciéon entre marcos estdticos, i.e., marcos estacionarios en los
que la posiciéon de la particula ha sido trasladada previamente al origen (ver Fig. )

v I

¢
T(q+d
(q+6q) B(B+68)
Zpiop —_— ot . Py
Y ¥
X X' %

I+Aa- A 1+AQ-S

t ti

t
T B(f)
Ip Zp %
¥ Y
X X 7

Figura 2.8: Se muestra esquemdticamente como se definen A, y los marcos de referencia estdticos
S() y 56

W

Yo



Capitulo 3

Fases geométricas en sistemas
constrenidos

3.1. Fases geométricas

Consideremos un sistema cuéntico no relativista cuyo Hamiltoniano, H, depende de un
conjunto de parametros externos, X A(t) = XtA. Asumamos que inicialmente el sistema
estd en el n-ésimo eigenestado aislado y no-degenerado |n(Xp)) = |n) del Hamiltoniano
H(Xy) = H, con energia E,(Xo) = E,, tal que

[4(0)) = [n), Hln) = En|n). (3.1)

Suponiendo que los pardmetros X's empiezan a cambiar adiabéticamente, trazando una
curva cerrada C' en el espacio de los parametros, M, tales que Xg = X7, entonces el teorema
adiabatico garantiza que para todo tiempo posterior ¢t € [0, 7] el estado del sistema esta
dado por:

[$(t) = e n(Xy), (3-2)
donde |n(X})) es el eigenestado instantaneo de H(X;) con energia F,(X;), i.e.,

H(Xy)[n(X3)) = En(Xe)In(Xy)).
La fase que aparece en la expresion ([3.2)) corresponde a una parte dinamica,

Sn(t) = /Ot E,(Xy)dt', (3.3)

y a una parte geométrica,

l®) = i [ (X 0rn(X)ar (3.4)
Xt
_ /X (n(X)]04n(X))dXA, (3.5)
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Espacio de
parametros

X1

Figura 3.1: Cada punto en la curva en el espacio de pardmetros M corresponde a una configuracion
del sistema.

donde 94 = 9/0XA. La fase 7, se conoce como la fase de Berry y fue introducida por M.
Berry en 1984 [8]. Notese que la fase geométrica no depende de la parametrizacion de la
curva — en tanto que el teorema adiabético se cumpla.

Poco tiempo después del descubrimiento de Berry, B. Simon observo que la fase geométrica
puede pensarse como una holonomia sobre el espacio de los pardmetros, [48]. Simon consi-
der6 un haz fibrado (dado el n-ésimo eigenestado normalizado del Hamiltoniano) en el que
el espacio base es M y la fibra es una copia del grupo U(1), que corresponde a la fase del
eigenestado. La evolucion temporal impuesta por la ecuacion de Schrodinger establece — en
condiciones adiabaticas — una regla de transporte paralelo en el haz, y define entonces una
conexion:

An = i(n(X)]d[n(X)), (3.6)

y un campo de curvatura:

Kn = dAn = i(d{n(X)[) A (d[n(X))). (3.7)

Asi, la fase geométrica puede escribirse como:

Yo = ]iAn —/SICn, (3.8)

donde S es cualquier superficie con C' como frontera. De este modo, la fase geométrica -,
representa “el flujo magnético” de IC,, a través de la superficie S.

Supongamos ahora que el n-ésimo eigenestado, en el que empieza el sistema, es degenerado.
El teorema adiabatico establece que la energia del sistema, la cual corresponde ahora a
distintos eigenestados, sigue siendo un invariante adiabatico. En este caso, sin embrago, no



MECANICA CUANTICA EN VARIEDADES ENCAJADAS 27

le “cuesta” energia al sistema moverse dentro del subespacio generado por los eigenestados
degenerados. De manera que, en general, el estado a un tiempo t € [0, 7] est4 dado por una
combinacién lineal de los eigenestados degenerados, la cual es determinada por un operador
unitario:

U(C) = PetlcA, Aap(X) = i(ng(X)|d|ns (X)), (3.9)

conocido como la matriz de Wilzcek-Zee, y corresponde a la generalizacion de la fase geomé-
trica para estados con degeneracién. En la expresién anterior, Pe es la exponencial ordenada
de camino y a,b =1, ..., g, donde g es la dimensién del subespacio degenerado.

3.2. Mecéanica cuantica en variedades encajadas

Cuando se considera la cuantizaciéon de una particula restringida a moverse sobre una varie-
dad M™ encajada en R", se siguen comunmente dos acercamientos [47]. En la cuantizacion
intriseca, uno supone que la particula esta limitada a moverse en M™ a priori, se eligen
coordenadas sobre la variedad, se definen sus momentos conjugados, y se imponen rela-
ciones de conmutacién candnicas entre ellos. En este esquema de cuantizacién, en general,
ocurren problemas de ordenamiento. El tinico elemento que tiene informaciéon del encaja-
miento es la métrica inducida, y el sistema depende solamente en la geometria intrinseca
de la variedad. Por otro lado, el método del potencial de confinamiento supone la existencia
de una fuerza que acttia en las direcciones normales a M™, que obliga a la particula a
permanecer sobre la variedad; si ésta es suficientemente intensa, el moviemiento a lo largo
de las direcciones normales a la variedad se “congela”; en el sentido de que la escala de ener-
gias asociada con estos grados de libertad es mucho mayor a la asociada con los grados de
libertad sobre la variedad, y entonces puede definirse un hamiltiniano efectivo que gobierna
el movimiento tangencial integrando los grados normales. La dindmica del sistema en este
caso, depende tanto de la geometria intrinseca de la variedad como del encajamiento de la
misma en el espacio Euclideano. A nosotros nos parece mas realista el modelo del potencial
de confinamiento, y por lo tanto, es este acercamiento el que seguiremos a lo largo de este
trabajo.

3.2.1. Formalismo general

La discusion de esta subseccion esté basada en [47]. Consideremos una particula sin espin
confinada a una variedad m-dimensional, M™, encajada en R". Sea r : M™ — R" el
encajamiento de la variedad en el espacio Euclideano, y sea x* un conjunto de coordenadas
locales sobre M™, con pu = 1,...,m. Para hacer la separaciéon entre los grados de libertad
normales y tangenciales de manera sencilla, definimos un sistema de coordenadas adaptado
F como un conjunto de m vectores tangentes linealmente independientes t, = O,r, y
p = n — m vectores ortonormales en las direcciones normales, f‘(x), con i = m + 1,...,n.
De esta manera, podemos escribir las coordenadas cartesianas localmentd?| como:

X(z,y) = r(z) + y'n'(z),

3E] sistema de coordenadas F solamente esté bien definido en una vecindad en las direcciones normales
y' de la variedad, para distancias y* < x~!, donde x denota la escala de la (mayor) curvatura seccional en
M.
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donde % son distancias a lo largo de las direcciones f(z). Es importante notar que F no
esté definido de forma tinica, en particular podemos definir otro sistema de coordenadas
adaptado F , equivalente al primero, aplicando una rotacién (que incluso puede depender
de x) sobre los vectores normales.

En el sistema de coordenadas F, la métrica toma la forma:
GAB = 8AX . GBX,

donde A, B = 1,...,n, las derivadas parciales son respecto a las coordenadas adaptadas
(z,y") y el producto punto es el producto interno Euclideano en R™. A partir de las
ecuaciones de Frenet-Serret generalizadas

Oun’ = —all't, — Aln/, (3.10)
Outy =1t +ap, 0, (3.11)

con
Juv = tu‘tyy 3.12

i Y
ay,, =t,- 0,0’
A =q"- 0,0/,

I0, =7 Outy,

es posible escribir la métrica en términos de g, aj,, ¥ A}l de la siguiente maner

k,l AH k AM
Gan— [ T TYY Apn Al YR A
AB — kAl, 5 ;
Y Ak ij
donde v, = g — 2ykaﬁy + ykylaﬁpgp"af,y. Calculando el determinante de G 45, encontra-
mos que es igual al determinante de ,,, |G| = ||, y obtenemos el inverso de la métrica,

Pl N\HO k:Ajk

AB — Yy Ay

“r= ( AVTYR AR §i gyl ATk AT o ) (3.16)
o o Ap

donde A = (y71),,, es la matriz inversa de 7, .

Ahora, para describir la dinamica de la particula, suponemos que no existe ninguna otra
fuerza actuando sobre ella ademés de la que la confina, la cual depende solamente de
las coordenadas normales. Entonces el Hamiltoniano en las coordenadas adaptadas, con
m = 1 = h, puede escribirse como:

- 1

H=———_0,G*B|G|" 205 +V

“Seguimos la convenciéon de que el tensor g, sube y baja indices griegos.
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y la condiciéon de normalizacién sobre la funcién de onda del sistema P,
/ GIV2(B2dma dPy = 1. (3.17)

Debido a que estamos interesados en describir la densidad de probabilidad de encontrar a
una particula moviéndose sobre M™, reescalamos la funciéon de onda y el Hamiltoniano de

la siguiente manera:
|G‘1/4
U = (\g|1/4 D, (3.18)

o (1e  f la
o (\g|1/4 e ) 219

donde |g| es el determinante de g,,. Asi, podemos escribir la condiciéon de normalizacion

(3.17) como

gt pans iy =1,

y por tanto, podemos interpretar [ |¥|2dPy como la densidad de probabilidad para una
particula moviéndose en M™ definida respecto a la medida convencional de la varledad
|g|'/2d™x. Al reescalar la funcion de onda y el Hamiltoniano como en y ,
garantizamos que si ¢ satisface H® = E®, entonces ¥ satisface Hp¥ = E\ll

A continuacion, definimos 5# =0,+ %AZJLM donde L;; = i(y10; — yiﬁj) son los generadOfes
de rotaciones en el espacio normal a M™, de modo que el Hamiltoniano transformado Hrp,
considerando la forma de la métrica (3.16)), se puede escribir como:

1 1
y[/4 2l Ay 1A

AV 1/24 |g|1/4
8 |y]* /=0, + V(y). (3.20)

1 2
oyl o, 78

=" 20y |1/4

Ahora, centramos nuestra atencion en el potencial V(y) que tiene un minimo muy profundo
en y* = 0. Suponiendo que es simétrico a orden cuadratico en y’, podemos expandirlo
alrededor su minimo,

V(y) = %uﬂyﬁ +0(y°),

y en virtud de que el potencial es muy estrecho, podemos despreciar términos de orden
ctibico y superior. Lo anterior implica que w > k2, donde x denota la escala de curvaturas
en M™. Es conveniente absorber la escala de la frecuencia en un parametro adimensional
muy pequeio 7, i.e., w — w/n?, de manera que w es de orden 2. Asi, hemos introducido
un pardmetro perturbativo. Similarmente, reescalamos las coordenadas normales, y* — 1y,
pues esperamos que el desplazamiento en las direcciones normales sea de orden 7. De esta
manera, el potencial de confinamiento queda

1 ,
V(y) = 2—772w2y22 +0(y?). (3.21)
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Expandiendo Hyp en una serie de potencias de 71 alrededor de n = 0, obtenemos:

X 1 . .
Hr = ?H_z + Ho + O(n), (3.22)
con
N 1 .
H 5= 5(—81-2 + w?y®), (3.23)

HO = (8# + %AgLij)guygl/Q (61, + %A];lLkl)

2g1/2
1 o S
+7gwjgpg(aiwai)a - ZO‘Lpafxo)v (324)

8

asi vemos que la escala de energia asociada con los grados de libertad normales es de O(n~2)
mientras que la escala de energia asociada con los grados de libertad tangentes es de O(n").
Aun mas, vemos que H_5 es el hamiltonaino de un oscilador arménico p-dimensional en
el espacio ortogonal a M™, y que por lo tanto, podemos hacer que la separacién entre sus
niveles de energia sea arbitrariamente grande tomando el limite 7 — 0. Estamos interesados
en estudiar al sistema en dicho limite y podemos ignorar términos con potencias positivas
de 7 en el analisis posterior.

Para encontrar un Hamiltoniano efectivo sobre M™, tenemos que “congelar” los grados de
libertad normales. Para ello, separamos la funcién de onda ¥ de la siguiente forma:

V(w,y) =Y ds@)xs(y), (3.25)
8

donde el indice 8 = 1, ..., d etiqueta la degeneracion que puede ocurrir en el espectro de H_,,
debido a la simetria SO(p) del potencial. La forma de la funciéon de onda corresponde
formalmente al término dominante en la expansiéon en 7 dada por la teoria de perturbacién
para estados degenerados estandar (ver apéndice . Los estados normales xg(y) satisfacen:

H_5x5(y) = Exs(y),

con E siendo la contribucion a orden O(n~2) a la energia total del sistema E. Después
de proyectar el Hamiltoniano en el espacio de estados generado por x1(y), ..., xa(y), Ho es
reemplazado por una matriz de dimensién d X d, H, con componentes:

Hap = / & yxs (y) Hoxs (y)- (3.26)

H actia sobre una funcién de onda () (con componentes Yg(z)), y la dindmica en M™
esta determinada por

Hi(z) = (), (3.27)

donde & es la correccion a orden 70 a la energfa total del sistema E. Definiendo las matrices
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de dimensién d x d,

(Lij)mn = / @ yxom (¥) Lijxn (), (3.28)

A = Arsﬁrsa (3.29)
1 v _po( 1 7

= gg“ gp (a,u,yapo 20[“/)051/0—)1- (330)

donde 7 representa la matriz identidad de dimensién d x d, podemos reescribir el Hamilto-
niano efectivo como

» 1 . 1/2

H:—W(ﬁu—m g g 20, —iA,) + (3.31)
La expresion (3.31]) pone de manifiesto la estructura de norma del Hamiltoniano efectivo,
el cual puede pensarse como el Hamiltoniano de una particula sin espin en un espacio con
métrica g, en presencia de campos de norma de fondo SO(p), y de un potencial geométrico
inducido. Es importante enfatizar que los campos de norma estaran presentes solamente
cuando la funciéon de onda normal esta en una representacion no trivial de SO(p). La fisica
efectiva en M™, gobernada por H, es invariante ante transformaciones de norma SO(p)
locales sobre las coordenadas normales. En particular, bajo la transformacion

n' — (R)0/,

donde R = i es un elemento de la representacion vectorial de SO(p), J( ), Auy P
se transforman como:

Y(a) — Vi(a), (3.32)
Ay — VAV + Vo VT, (3.33)
P — P, (3.34)

donde V = ¢t es un elemento de la representacion matricial de SO(p) de dimension
d. De esta manera, podemos ver que la invariancia de V' bajo rotaciones se traduce como
invariancia de norma SO(p) en la teoria efectiva sobre M™.

3.2.2. Curvas encajadas en R?

Consideremos, en particular, una particula restringida a moverse sobre una curva cerrada
C, encajada en el espacio euclideano tridimensional R? por r : C — R3.

En este caso, solamente hay un grado de libertad sobre la variedad, y por simplicidad
elegimos la longitud de arco s como coordenada sobre M, de tal manera que el tnico
vector tangencial es t = r/, donde “’ ” = d/ds. El espacio normal es bidimensional y
para constuir el sistema de coordenadas adaptado, debemos elegir dos vectores ortogonales
en cada punto sobre la curva. La eleccién més natural, consiste en los vectores normal y
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binormal i y b, definidos como:

/

. 3.35

X 1, . (3.36)

o>

n

o>
Il
>

Notese, sin embargo, que este marco de referencia sélo esta definido para segmentos de la
curva con curvatura distinta de cero, en los cuales la torsiéon puede definirse. En nuestro
caso, consideraremos curvas cuya curvatura es distinta de cero en todos los puntos y por
tanto, la construccién anterior permite definir un marco a lo largo de toda la curva. La
triada de vectores (%, f, B) satisface las relaciones de Frenet-Serret:

p t 0 x 0 t
I n|l=|(-x 0 7 n (3.37)
S\ b 0 —7 0 b

donde x y 7 son la curvatura y la torsiéon de la curva, respectivamente. De esta manera, la
posicion de la particula en una vecindad de C puede escribirse como:

X (s,a,b) = r(s) + afi(s) + bb(s), (3.38)

donde a y b son las coordenadas en las direcciones normal y binormal, respectivamente.

Figura 3.2: La posicion de la particula en el marco de referencia adaptado.
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La métrica euclideana escrita en las coordenadas adaptadas es:

(1 —ak)?+7%(a® +b?) —br ar

Gap = —br 1 0 , (3.39)
at 0 1

su determinante,

G=(1-ak)? (3.40)
y su inversa,
1 1 br at
GAP = el ak)? + b2r? —abr? . (3.41)
ar —abt? (1 —ak)? + a®r?

Entonces el Hamiltoniano transformado (3.22)), en términos de las coordenadas transforma-
das o — a/n, f — b/n, toma la forma siguientq |

(o 4 3?), (3.42)

DO =

1 2 2
H,Q — —5(8(1 +8ﬁ) +

1
Hy = —5(65 —irL)? — K7, (3.43)

o =

donde L = (80, — a0g). El Hamiltoniano normal (3.42) es el de un oscilador armonico
simétrico en dos dimensiones, y sus eigenfunciones y eigenvalores estdn dados por:

Xni,no (av ﬁ) = Xny (a)an (B)v (344)
E,=n+1, n=mn+n.=0,1,..., (3.45)

con ,
Xn(z) = (Z”n!)_l/zﬂ_1/4e_x /2Hn($),

donde H,(z) son los polinomios de Hermite. Como podemos notar de las relaciones ante-
riores, hay g, = n + 1 estados degenerados para el n-ésimo nivel de energfa, y entonces la
combinacion lineal:

Un(s) = Z Un, (8)Xny n—ni (@, B), (3.46)

es una eigenfunciéon de H_o con eigenvalor E,. Por lo tanto, es posible elegir g, combinacio-
nes linealmente independientes de la forma para construir una nueva base. Como se
discute en el apéndice [Bl debido a que depende de las variables normales tinicamente
a través de L, es conveniente elegir la base del espacio normal formada por los estados:

an(a>ﬁ) = Z Crlbl Xni,n—nq (aaﬁ)v (347)

n1=0

tales que también sean eigenestados del generador de momento angular, i.e.,

Lxn = X, l=—n,—n+2,....,n—2n,

!También hemos fijado w = 1 por simplicidad.
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lo cual es posible porque el Hamiltoniano normal H_s conmuta con L. De esta forma, las
eigenfunciones del Hamiltoniano transformado (3.22)) pueden escribirse como

= Z¢Z(S)an(a¢ﬁ)? (348)
l

el Hamiltoniano efectivo H adquiere la siguiente representaciéon diagonal,
» 1 ECEE
H”/ = Hl(;lllv Hl = *5(85 - ZZT) — glﬁl 5 (349)

y la ecuacion de Schrodinger efectiva (3.27)) se reduce al conjunto de g, ecuaciones (una
para cada valor de [):

Hibi(s) = Epu(s). (3.50)

3.3. Fases geométricas de la particula en la curva

Como se ha discutido en la secciéon anterior, la dinamica de la particula contrefiida puede
ser descrita por el Hamiltoniano transformado que depende de las propiedades de
la curva sobre la cual se mueve, de manera que una particula moviéndose en una curva
cuya forma cambia de manera adiabética — tal que su encajamiento cambia con el tiempo
r(s,t) — es un sistema cuyo Hamiltoniano depende de un conjunto de parametros externos
y, naturalmente, uno puede preguntarse si la funcién de onda de la particula adquiere fase
geométrica cuando estos cambios son ciclicos.

Para responder (afirmativamente) a la pregunta anterior es suficiente considerar curvas que
corresponden a deformaciones inﬁnitesimalesﬂ alrededor de un circulo de radio uno R(s),
dadas por:

r(s,t) = R(s) + ep(s, t). (3.51)

Para poder identificar puntos con el mismo valor de s sobre distintas curvas, consideraremos
deformaciones del circulo que preserven localmente la longitud de arco, es decir, deforma-
ciones que cumplan con:
t n __

o —rp" =0,
las cuales seran denominadas deformaciones LAP (Local Arclength Preserving), donde (o, ™, ©°)
son las coordenadas del vector ¢ en el marco de referencia adaptado a la curva deformada
(t,n,b), que puede escribirse en términos del marco adaptado al circulo (7', N, B) a orden
€ como:

f=T+ ((90 + QYN + ¢ B) (3.52)
A=N+ ( (" + T + B> (3.53)
b=B— ( T+ N) , (3.54)

2Consideraremos deformaciones bajo las cuales el sistema de coordenadas adaptado se mantenga bien
definido, para lo que tomaremos € < 7.
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Similarmente, la curvatura y la torsion toman la siguiente forma:

k=1+e(p" ; e, (3.55)
T = e(gpbm +p ) (3.56)

Asi, el Hamiltoniano efectivo (3.49) para una particula restringida a moverse sobre la curva
deformada, puede escribirse como:

_ (g2t : L 2
H; = 5 <8$ + 4) +e <zl7685 + 2l7’e 4/46> + O(€), (3.57)

donde
Ke = 86/<c|6:0

Te =0 TL:O,

A nosotros nos interesan solamente términos de orden e.

Notese que en este sistema el nimero de pardmetros que aparecen en el Hamiltoniano es
infinito y no numerable, pues la curva esta definida por las funciones ¢*(s). Sin embargo, ya
que consideramos curvas suaves, podemos especificar alternativamente su forma en términos
de modos de Fourier que, aunque infinitos, son numerables. Es decir, podemos sustituir:

' (s,1) = \ﬁ Z e* g (1) (3.58)

con ¢ = t,n, b, en los términos de la curvatura y la torsion:

— K)ehgp, (3.59)

Ke =

o
Te = WZ — ket gp, (3.60)

que aparecen en la expresion del Hamiltoniano efectivo y considerar ¢!, o alternati-
vamente &, = Re(¢}) v ¢! = Im(¢}), como los pardmetros.

Pero antes notemos que para que el campo ¢’ tome valores en R, sus componentes de
Fourier deben cumplir ¢* = l , v que la condicion LAP en términos de éstos queda a
orden € como: ¢} = ik¢l, de modo que ¢j = 0 necesariamente. Mas atn, las deformaciones
que contienen solamente componentes ¢'},, ¢k, (ﬁl:’tl 0 ¢8, corresponden a traslaciones en el
plano z-y, rotaciones en el plano x-y, rotaciones alrededor de un vector en el plano x-y o
traslaciones en la direccion del eje z, respectivamente. Estos son movimientos rigidos de la
curva y, evidentemente, no cambian su geometria como puede verse en las expresiones
y (3.60). Por lo anterior, consideraremos deformaciones con |k| > 1. En virtud de que toda
la informacién que el Hamiltoniano tiene de la curva es su curvatura y su torsién, entonces
podemos concluir que el Hamiltoniano efectivo no sabe nada de movimientos rigidosﬂ

3Sin embargo, desde un marco de referencia cartesiano las coordenadas adaptadas cambian bajo estos
movimientos rigidos de la curva y en principio podria esperarse que a través de dichos cambios se presentaran
efectos dinamicos. Como se mostrara mas adelante (ver en particular la expresion ) esta esto no pasa
en la aproximacién que estamos considerando.



36 FASES GEOMETRICAS

Asi, el Hamiltoniano efectivo puede escribirse de la siguiente forma:

€

> (L= EH(9), (3.61)

Hi = Ho -
\EZgwrs
con
_ 11
Ho = 5 <(98 + 4> , (3.62)
k iks Lk b . 1 n

Por otro lado, las coordenadas adaptadas (s, «, ) que aparecen en el Hamiltoniano Hp
dependen implicitamente de los parametros que definen la curva, de manera que bajo un
cambio adiabatico en su forma, un punto con coordenadas adaptadas constantes, visto
desde el marco de referencia euclideano, cambia con el tiempo. Consecuentemente, las ei-
genfunciones cuya forma se muestra en dependen de los parametros externos tanto
de forma explicita (a través de £ y 7) como implicita. Lo anterior debe tenerse en cuenta
al calcular la fase geométrica, y para ello hay dos acercamientos equivalentes que pueden
seguirse. El punto de vista tridimensional reconoce la dependencia implicita de las coorde-
nadas adaptadas en los pardmetros, ¢.e., la derivada parcial con respecto a los parametros
que aparece en implica que las coordenadas cartesianas, y no las adaptadas, estan
fijas. El acercamiento intrinseco, por otro lado, consiste en transformar ambos lados de
la ecuacién de Schrodinger, en cuyo caso aparece un término en el lado izquierdo de la
ecuacion, proveniente de la derivada temporal, que corresponde precisamente al cambio im-
plicito. Entonces, es posible definir un nuevo Hamiltoniano (modificado por este término),
olvidarse de la dependencia implicita y trabajar inicamente con la parte de la nueva funcién
de onda que depende explicitamente de los parametros. A continuaciéon discutimos los dos
acercamientos.

3.3.1. Perspectiva tridimensional

La derivada con respecto al tiempo que aparece en la expresion es una derivada
total que se reduce a una derivada parcial, cuando los estados estacionarios instanténeos
dependen del tiempo solamente a través de los pardmetros externos, lo cual asume que las
coordenadas mismas no cambian con el tiempo. Sin embargo, las coordenadas adaptadas
st =g (x; qb(t)) dependen del tiempo y por lo tanto, debemos considerarlo, esto es,

a_ ;0
dt — "kogt

+ U, (3.64)

donde el operador

_ Os Jda op
U - Eﬁs + Eaa + aaﬁ,

toma en cuenta, precisamente, dicha dependencia. Para encontrar su forma explicita, no-
temos que un punto con coordenadas cartesianas fijas puede escribirse en el marco de
referencia adaptado como z' = z’(s; ¢). Derivando la expresion anterior con respecto a t,
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obtenemos:
0— ozt B 83:1'875]' Oz’
oot dsi ot |, ot |,
= NU + V',
y por tanto, ‘ o
V=AU, (3.65)

Notese que el indice i etiqueta coordenadas referidas a la base cartesiana, y por lo tanto que
el término (AU)? representa las coordenadas de U en esta misma base. Es decir, la matriz
A que aparece en la expresion anterior efectiia el cambio de base. Entonces, vemos que
la velocidad de un punto con coordenadas cartesianas fijas visto desde el marco adaptado
es igual a menos la velocidad de un punto con coordenadas adaptadas fijas visto desde el
marco cartesiano, i.e., V = —U.

Asi, podemos encontrar la forma explicita de U calculando V, lo cual es técnicamente més
sencillo. La posicién de un punto con coordenadas s en una vecindad de la curva esta dada
por:

X(s;t') = r(s,t') + no (s, t') +nB b(s, t'), (3.66)

y entonces
VvV = 0,5/1‘ + na 8t/ﬁ + 7’]6 8t/(;,

]. /!
. (nw% b0 + (80, + i L)) Lo e, (3.67)

donde se ha hecho uso de (3.52)-(3.54) y de las relaciones:

. . 1 ~ 1
T = 85, N = aa == Eﬁa, B = 81; == 58[3
Por lo tanto, encontramos (a O(n, €?)):
1 11
U = —¢ (n(cp”aa +¢P0) + (105 + i L)) :
€ ks (Lo b it 1.2 b
= - e —(¢ 0a+¢8)+(¢8s—zkgbL)>. 3.68)

\/ﬂkz;éo (77 k kY8 k k (

Por otra parte, hemos encontrado que las eigenfunciones del Hamiltoniano de la particula
restringida a moverse sobre la curva (3.51)) tienen la forma:

Up(s) =D thi(s)xmla, B). (3.69)
I

Para determinar la parte tangencial 1; tenemos que resolver la ecuacion:

Hipy = &y,
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con ‘H; definido por las expresiones —. El problema de eigenvalores anterior puede
tratarse en el marco de teoria de perturbaciones. Por simplicidad consideraremos el estado
base, que es el tnico que es no-degenerado. El término dominante de la curvatura de Berry
es de orden €2, y en principio serfa necesario calcular los eigenestados efectivos al mismo
orden, pero como se muestra en el apéndice [D] el término de segundo orden de la curvatura
estad completamente determinado por el eigenestado a orden e. Entonces, la eigenfuncion
del Hamiltoniano efectivo toma la forma:

1

wl(s) = \/ﬂ

Z o (qs;; + 2uk2¢2) ks |+ 0(e2), (3.70)
k;éo
y los eigenvalores de Hrp:

~ n+1 1
E, = - —. 3.71
nl 772 S ( )

Por lo tanto, los n + 1 estados:

V(s o, B) = xml(a, B)(s), (3.72)

son degenerados. Sin embrago desde el punto de vista tridimensional, las funciones de
onda son las funciones ®,,; = |G|~/*¥,,;, donde |G| depende de las coordenadas adaptadas.
Algo similar ocurre con la medida tridimensional. Es decir, la conexion de Wilzcek-Zee
tridimensional para el n-ésimo estado, es una matriz cuadrada de dimensiéon n + 1, con
entradas:

Ay = Z< nl‘ |(I)nl’> )d
d
— 3 1/4q \ % —1/4 ,
i [ d s(rG| w;,) & (167w )
, L, AU,y , . d|G|~1/*
= z/d3s U z/dgs U0, <|G|1/4dt dt,

donde el superindice (3) que aparece en la primera linea significa que el producto interno
es el tridimensional. Se puede mostrar que:

d|G|~1 €
G 1/4 ~oen
y entonces podemos escribir:
Ay = (¥ nl\ |‘I’nz'>dt (3.73)
. . € .
= Z(‘I/nl‘ai |\Ilnl/>d¢k + (¥, |U — igo | W, )dt, (3.74)

donde 8;“ = 0/0¢}, y se ha utilizado la relacién (3.64). Debido a que las eigenfunciones
normales x estan normalizadas y no dependen explicitamente de los pardmetros, las com-
ponentes del primer término en la expresién anterior se reducen a:

(W1 |08 W) = Sypr (01| OF |3 (3.75)
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De manera similar, el segundo término puede escribirse como:
€ ., 1 € .n
Upr = (VY |U — 3% W) = 5<\Pnl|U—1|\Ilnl’> + (Upy|Up — 59 W),

pero en virtud de las relaciones (B.20)), el primer término se anula. Ademés, Uy es diagonal
en la base formada por los estados x,,; y, mas atin, puede escribirse como la derivada exterior
de una funcion, esto es,

Oy : )
(WU = 59" Wkt = =22 3 ((ile™*0,lvi)dol = (ile™fun) (4o} + k1)),
k=0

2
o € 2 bx 7.m n* 7 4b
= 21511/5 k%ﬁo(l —k )(¢k doy + oy, d¢k>,

2 OO

= ilowi Y (1— k) d(61 0% + 6 op), (3.76)
k=2

donde se ha usado la condicion LAP ikd¢l, = d¢} para pasar de la primera a la segunda
linea. Por lo cual, el segundo término de la conexion (3.74) no contribuye a la curvatura y,
consecuentemente, no produce una fase geométrica.

Ahora, ya que la conexion ([3.74]) es una matriz diagonal, el operador unitario de Wilzcek-
Zee definido por la expresion (3.9) se reduce en nuestro caso a una matriz diagonal, cuyas
entradas son las exponenciales de la fase geométrica asociada con cada estado degenerado.
La fase geométrica adquirida por el [-ésimo estado degenerado puede escribirse como la
integral de la 2-forma de curvatura:

l62 — (1 - k2)2 n* b n b*
Kt = —5- > (dgbk Adgl + dgl A deb ) (3.77)

o equivalentemente,

12 X (1 — k2)?

o k2
k=2

K = (dg,:: A dEb 4+ d¢ A dg};). (3.78)

Notese que las entradas de la curvatura dependen linealmente de [, por lo que la fase
geométrica que adquiere cada estado degenerado es diferente.

Consideremos, por ejemplo, el nivel de energia correspondiente a n = 1, para el cual hay
dos estados degenerados, i.e., | = £1. Asumiendo que inicialmente el estado del sistema es

Wy(s,0) = \}5 (X+ + x=) = x1,0, (3.79)

que corresponde al estado mostrado en la expresion (3.44]) con ny = 1y ny = 0, es decir, es
una excitaciéon en la direcciéon del eje n. La densidad de probabilidad asociada con el estado

(3.79) se muestra en la Fig. (3.3).

Supongamos que la curva es deformada adiabaticamente a lo largo del circulo I" en el plano
53—{;’: 5 =1—cost, ES = sen At, lo cual corresponde a la secuencia en la forma de la
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Figura 3.3: Grdfica de la superficie de densidad de probabilidad constante para el estado 1o,
correspondiente a una sola excitacion en la direccion de n del oscilador armonico en el plano
normal a la curva.

curva mostrada en la Fig. (3.5)), con A < 1. De acuerdo con el anélisis anterior, el estado
del sistema a tiempo t =T = 27/ es:

1 . ,
Uy (s, T) = —=e 10T (6_9“2/4X+ + 69“2/4X_> . (3.80)

V2

Entonces, la deformacién con & = 2 produce una fase relativa entre estados con distinto
valor de [, que es detectable fisicamente. Atin mas, después de un tiempo MT la fase relativa
sera Ay = 9Me2/2, de modo que para M = 27/9¢? el estado del sistema sera:

i o~ 1E10T (

V2

el cual corresponde (modulo una fase global) al estado definido en (3.44) con n; =0y
ng = 1, i.e., una excitacion a lo largo del eje b, (ver Fig. )

Wi(s, MT) = — X+ — X-) = X0, (3.81)

Asi, concluimos que las deformaciones ciclicas en la forma de la curva, en general, producen
cambios fisicos en la funcién de onda de la particula.

Similarmente, cuando la deformacién ocurre en el plano CS—CS, a lo largo del circulo (3 =
1 —cos i, C;’ = sen At en el espacio de parametros, el mismo efecto se presenta. La secuencia
de la deformacion periodica anterior se muestra en la Fig. (3.6]).

3.3.2. Perspectiva intrinseca

Consideremos la ecuaciéon de Schrédinger dependiente del tiempo — transformada — escrita
en las coordenadas adaptadas s definidas como:

s' = s'(z;6(1)), (3.82)
t'=t. (3.83)
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Figura 3.4: Grdfica de la superficie de densidad de probabilidad constante para el estado Xo1,
correspondiente a una sola excitacion en la direccion de b del oscilador armdnico en el plano normal
a la curva.

C O DT T CSC S S
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Figura 3.5: Secuencia de la forma de la curva correspondiente a la deformacion del circulo en el
plano z-y producida por £} =1 — cos (t7/4), &5 = sen (tw/4), cont = 0,1,...,8. En la primer linea
se muestra la forma de la curva para cada valor de los pardmetros vista desde un punto genérico,
mientras que en la sequnda se muestra la misma configuracion de la curva vista desde un punto en
el eje z.

OO O DHDITDID

CO00000O0C

Figura 3.6: Secuencia de la forma de la curva correspondiente a la deformacion del circulo en el
plano z-y producida por ¢} =1 — cos (t7/4), (5 = sen (tn/4), cont =0,1,...,8. En la primer linea
se muestra la forma de la curva para cada valor de los pardmetros vista desde un punto genérico,
mientras que en la seqgunda se muestra la misma configuracion de la curva vista desde un punto en
el eje z.
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El lado derecho de dicha ecuaciéon, como se ha mostrado, toma la forma (3.22]) mientras que
el lado izquierdo transforma de la siguiente manera:

iU = i (5t/ + 6) v, (3.84)
donde O = |G|Y/*0|G|~'/* representa el operador O transformado. Se puede mostrar que
Oy = dy + O(n),

y asi, la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo transformada en coordenadas
adaptadas puede escribirse como:

0y = (HT . zﬁ) . (3.85)

Con81derando las expresiones para el determlnante de la métrica y para V mostrada
en , el operador U toma la siguiente form

. . . 1.
e’k [n ( Oh Do + ¢zag) + <¢;gas —ik*QyL + 2¢z>] : (3.86)

k;é()
Asi, la ecuacion (3.85) puede escribirse como:
i0p W = HY (¢, $) 0. (3.87)

Entonces, la dinaAmica de la particula restringida a moverse sobre la curva, descrita en el
marco de referencia adaptado, esté4 gobernada por un Hamiltoniano que depende tanto de
¢ como de ¢. Por lo tanto, el espacio de parametros My, en este caso, es el haz tangente
TM.

Debido a que el término dominante del Hamiltoniano modificado es, al igual que en el caso
tridimensional, el de un oscilador armoénico bidimensional, es posible escribir sus eigenfun-
ciones modificadas como:

Ul (s;0,0) = §jml 5:6,).

Asimismo, la escala de energia asociada con los grados de libertad normales es de orden 172,

y tanto la correccién tangencial a la energia como la parte tangencial de la eigenfuncion
estan determinadas por la ecuacion:

Hiby = XYY, (3.88)

4A lo largo de la subseccion, al igual que en la anterior, se despreciaran términos de orden €2 en la
expansion del Hamiltoniano y sus eigenestados. Esto, sin embargo, determina la fase geométrica a O(¢?),
(vease apéndice [D).



FASES GEOMETRICAS DE LA PARTICULA EN LA CURVA 43

donde
My = (XulHo — iUxur), (3.89)
€ o= 1 . .
ow | Hy+ ks ( (20, + ik) + 1k? b) , 3.90
1l l 5271';) Qk(bk( ) ¢k ( )

con H; definido por la expresion 1} Las eigenfunciones y eigenvalores de HZU correspon-
dientes al estado tangencial base, estdn dados por:

e}

€ iks i n |
W= gy e <k;2¢k + 2l¢z> : (3.91)
k£0
1
Ento = Ento = — 3, (3.92)

donde la forma explicita de ¢ se muestra en (3.70). Por lo cual, hay n + 1 eigenestados
asociados con el eigenvalor Eg , al igual que con E,;.

Entonces, la 1-forma de conexién asociada con el eigenestado instantdneo modificado WY
es una matriz diagonal (debido a que los estados x son ortonormales y no dependen expli-
citamente de los parametros) con entradas:

or 2k4
k=2

U e? - 1—k? nx 3in n jin inx 3 n in g mnx
A= 2% [ - (6 ddy + opddp — ddof — ddap)

v 2 (Gad)+ dpadyy — rasy - Hady)
+ (- k) (dde} + dhdol — ofdd), - ohddy)

I(1— k%)?

+ 4k?

(ahdor + efdof; — oo}y — or“do}) ] . (393)
donde se han omitido los términos que pueden ser agrupados en una 1-forma exacta, ya que
no contribuyen a la fase geométrica. El dltimo término dentro de la sumatoria corresponde
a la conexion en el caso tridimensional que produce la curvatura mostrada en la relaciéon
. Equivalentemente, podemos escribir la parte relevante de la expresién anterior en
términos de las partes real e imaginaria de los parametros como:

? o 1_k2 n jén ‘n gen . :

AL = D [M (epaéy — épagy) +22(1 - #) (&dep - ehacy)
20 (in b b 11— k?)?

b (Gt - o) + i (cagt - qat) |+ €~ 0 o

La expresion ({ — () que aparece arriba representa una sumatoria, similar a la primera,
con los &s reemplazados por (s.

La 2-forma de curvatura asociada con la conexion ([3.93)) tiene las siguientes componentes
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distintas de cero:

2 1— k2
Kngin = Koy = 57— (3.95)
_l2 2 5
Kogh = Kngiy = 21— ), (3.96)
le? 2
16 (1 — k)2
Kz, = Kby = P YER (3.98)

Es decir, el espacio de parametros extendido tiene curvatura con componentes no nulas en
los planos ¢;*-¢7, qﬁz*—qbz y ¢p -9}, ademés de la componente gbz*—gbz. No obstante, no todas
las trayectorias en el espacio de parametros generan deformaciones fisicas del circulo, pues
¢ v ¢ no son independientes. Desde el punto de vista fisico, las deformaciones relevantes
son aquellas descritas por curvas en TM tales que — en cada punto — se cumple ¢ = d¢/dt’.

En particular consideremos la misma deformaciéon de la curva que analizamos en la subsec-
cién 1} la cual es producida — en este caso — por la trayectorla Ly: & = dk2(1 — cos At'),
& = 5k2 sen At/ fk = dro A sen At/ fk = dgeAcos A, (L =0y Ck =0, con ¢ = n, b, donde se
ha usado ¢’ para parametrizar FU intencionalmente por razones que serédn explicadas mas
adelante.

Después de un periodo T, la fase “geométrica”’ acumulada por el estado ¥V, esta dada por:

nl’

W) = [ Al = -2 4 op.e. (3.99)
Iy

Los términos de orden A que aparecen en la expresion mostrada arriba dependen de la
rapidez con la que la deformacién ocurre, y por definicién no pueden ser parte de la fase
geométrica. La razén por la que esto pasa es que el operador que produce la evolucién en t
no es el Hamiltoniano y, consecuentemente, sus eigenvalores tampoco son los valores propios
de la energia. Esto es, en el limite adiabéatico, la ecuacion con condiciones iniciales
WY (s,0) = WY, = x1pY, tiene solucion:

WY(s,t) = exp [—i(fsgz - ’Ygl)]‘l’nz»
con
t/ _ B
U — 6y = / (Ef{l — Enl) dt' = O(e?),
0

de manera tal que la contribucion de orden \ a la fase ¥ compensa esta diferencia. En el
apéndice [C|y en [2I] se discute detalladamente lo anterior.



Capitulo 4

Fases geométricas y teoria de campos
efectiva no-conmutativa

Un escenario genérico en el que pueden encontrarse “operadores de posiciéon no-conmutativos”
de forma natural es la descripcion efectiva de (una clase de) sistemas compuestos que exhi-
ben dos escalas de energia, cuya separacion es considerablemente grande. Esto es, sistemas
compuestos por una parte “lenta” que estd asociada con la escala de energia inferior, y una
“rapida” que esté asociada con la superior. Asi, los grados de libertad (g.d.l.) lentos (6 pesa-
dos) cambian con el tiempo mucho méas lentamente de manera relativa que aquellos (ligeros)
de la parte rapida. De esta manera, se presentan dos escalas temporales caracteristicas del
sistema:

= Para periodos “cortos”, los grados de libertad lentos practicamente no cambian - y
por tanto, pueden ser considerados como parametros externos sin dindmica. Notese
que dentro de estas escalas temporales, este tipo de sistemas encaja perfectamente en
los que presentan fases de Berry, discutidos en la seccion [3.1]

s Para periodos “largos”, los grados rapidos siguen a los lentos adiabaticamente, pues
han tenido suficiente tiempo para alcanzar el equilibrio.

Para estados del sistema correspondientes a excitaciones bajas de energia, los cambios re-
levantes ocurren en tiempos del orden de la escala temporal larga, por lo cual, los grados
rapidos pueden ser integrados para dar lugar a un Hamiltoniano efectivo que determina
la dindmica de los grados de libertad lentos, el cual es definido, mediante la aproxima-
cion adiabética, en términos de variables efectivas que satisfacen relaciones de conmutaciéon
modificadas (ver por ejemplo [9]). El objeto relevante que determina la estructura del Ha-
miltoniano efectivo, es el tensor cuantico geométrico:

T,; = (@inl(1 — In) (n])|9;m), (4.1)

donde |n) es el n-ésimo eigenestado del subsistema rapido y 0; es la derivada parcial con
respecto a la coordenada X; del subsistema lento.

El sistema arquetipico que puede ser tratado bajo este esquema es una molécula en la
aproximaciéon de Born-Oppenheimer, donde los grados de libertad lentos corresponden a
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los del niicleo, mientras que los rapidos a los de los electrones. En este caso el parametro
adiabatico que determina la separacion entre la parte rapida y lenta es (me/my)"* [42).
Debido a que la diferencia entre niveles de energia electrénicos es usualmente mucho mayor
que la separacién entre los niveles asociados con los modos vibracionales y rotacionales de
los ntcleos, es posible describir estados de baja energia por un Hamiltoniano efectivo que
depende de manera explicita solamente de los grados de libertad nucleares.

Para mostrar lo anterior, consideremos un Hamiltoniano general para un sistema no relati-
vista acoplado:

1
Htot: §ZQUPZPJ+H(€’X)7 (42)
ij

en donde Q;; es el tensor de masa inverso, X; y P; son la posicién y el momento del
sistema pesado, respectivamente, y £ son las variables dinamicas del sistema ligero. En
el Hamiltoniano instantineo H (&, X), con eigenestados |n(X)) y eigenvalores instantaneos
E,(X), X; pueden pensarse como parametros externos. En la aproximacion adiabatica, el
estado del sistema completo, en la representacion de las posiciones, puede escribirse de la
siguiente manera:

(X]W) ~ Wlento (X) [n(X), (4.3)

y se puede considerar que la funcién de onda del sistema pesado Wignto evoluciona de acuerdo
con la dindmica impuesta por el Hamiltoniano efectivo:

Her = (n(X)|Hior|[n(X)).

Aunque las variables del sistema rapido & no aparecen explicitamente en el Hamiltoniano
efectivo, el sistema pesado se ve afectado por el ligero a través de la accion de P; en los X's
que aparecen en los |n) como parametros externos. La forma explicita del Hamiltoniano
efectivo es:

Hep = % > QiPiPj + ®(X) + En(X), (4.4)
ij

donde P; = P; — A;(X) son los momentos covariantes, con

0
Ai =1 () 9 A E—) 4
i(n|on) 9) X, (4.5)
y ® es el potencial geométrico (o escalar) dado por:
1
(X) = B Z QijYij gij = Re Tj;. (4.6)

]

Es interesante notar que los efectos fisicos del potencial vectorial A;, dependen del campo
“magnético™:

Ki]’ == 81A] - 8]A1 =Im T’ija (47)

en particular, los conmutadores entre las componentes de los momentos covariantes estan
dados por
[Pi,Pj] = ZKZ‘J'.
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Como es bien sabido, el potencial de norma A; y las componentes K;;, en la aproximacion
de Born-Oppenheimer, pueden ser interpretados como la conexién y la 2-forma de curvatura
asociadas con la fase geométrica que adquiere la funcién de onda de los electrones bajo un
cambio adiabatico en la posicion del nicleo, respectivamente (ver [41], [37]).

Ahora, supongamos que no solamente la posicion del sistema pesado entra en el Hamilto-
niano instantdneo como un pardmetro externo, sino también sus momentos conjugados. De
estd manera, podria esperarse que los eigenestados instantaneos del sistema ligero depen-
dieran de los momentos, y consecuentemente que X; fuera reemplazada en el Hamiltoniano
efectivo por una “posiciéon covariante”, cuyos conmutadores podrian ser distintos de cero. En
este caso el espacio de parametros es no-conmutativo y por lo tanto sus coordenadas (X;, ;)
no pueden tratarse como pardmetros clésicos, lo cual impide definir “curvas” e introduce
problemas de ordenamiento de las expresiones para los eigenestados instantaneos del sis-
tema ligero. Sin embargo, podemos considerar la aproximacion semiclasica, i.e., conservar
solamente términos de orden A. Debido a que los conmutadores entre las variables covarian-
tes ya son de O(h), entonces es posible tratar a X y P como parametros clasicos en nuestra
descripcion efectiva. Notese que el Hamiltoniano de la discusion de la subseccion [3.3:2] de-
pende tanto de las coordenadas de un campo externo como de sus derivadas temporales
(que, como se mostrara mas adelante, son proporcionales a sus momentos conjugados).

4.1. Un oscilador armoénico acoplado a un espin: un ejemplo

Con el objetivo de justificar la esperanza de encontrar esta no-conmutatividad entre ope-
radores de posicién covariantes, y formalizar las ideas discutidas en los parrafos anteriores,
consideraremos primeramente un sistema sencillo (introducido por Berry [9]). Su relevan-
cia desde el punto de vista fisico no es claro, de modo que la discusién que se presenta a
continuacién tiene fines ilustrativos, inicamente.

4.1.1. Momentos covariantes
El sistema que queremos considerar es el espin o de una particula (“ligera”) acoplado a la
posicion de un oscilador armonico tridimensional (“pesado”) a través de un potencial del

tipo h = Ao - X, de modo que el Hamiltoniano del sistema, es:

Hx = - (P?+ X?) + h(0,X), (4.8)

N |

donde A es una constante, ¢ son las matrices de Pauli, y hemos tomado la masa y la
frecuencia del oscilador igual a uno. Consideramos el caso particular en el que la particula
tiene espin 1/2. La parte del Hamiltoniano correspondiente al espin puede pensarse como
un espin acoplado a un “campo magnético”, en donde la posicién del oscilador juega el papel
del campo magnético.

FEn el limite adiabético, podemos asumir que el estado del sistema puede ser escrito de la
siguiente manera:

(X[0) & Wose(X)[n(X)), (4.9)
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donde
h(o, X)|n(X)) = Ep(X)[n(X)) = nARn(X)), (4.10)

con n = +1y R = |X]. Los eigenestados instantaneos de h pueden ser escritos explicita-
mente como:

0 _,; 0,
|n(X)) = cos §e*m¢/2]+> + sen iemd’/2|—), (4.11)

donde |£) son los eigenestados de o, mientras que € y ¢ son los angulos polar y azimutal
que definen la direccion de X, respectivamente. Asi, suponiendo que el estado del espin
corresponde a n = 1, el Hamiltoniano efectivo queda:

1
He(X,P) = 5(732 + X% + AR + ®(X), (4.12)
donde P =P — A, con
A-—2 ___(yvx0 B(X) = —- (4.13)
COR(XZ4y2)r D 4R '

Y entonces, los conmutadores entre los nuevos momentos estdn dados por:

A

[Px, Pyl = —5p5 (4.14)
1 X

[PY7PZ} = _2R37 (415)
1Y

Considerando nuevamente la analogia que hicimos entre nuestro sistema y un espin en un
campo magnético, podemos asociar el potencial vectorial que se muestra en (4.13]) con un
campo magnético B =V x A cuya forma es:

1

B=_—(X,Y,Z
2R3( ’ ? )7

el cual corresponde al campo magnético producido por un monopolo magnético en el origen.

Es decir, en la aproximacion adiabatica el estado del espin se mantiene en el eigenestado
instantanteo correspondiente al eigenestado en el que comenzo, en tanto que el estado del
oscilador obedece la dindmica impuesta por un Hamiltoniano efectivo, que tiene la forma
del Hamiltoniano de una particula cargada eléctricamente en el campo electromagnético
producido por un monopolo magnético mas los potenciales AR + ¢(X). En este caso, los
conmutadores entre las componentes de sus momentos covariantes estdn dados por las
componentes de la 2-forma de curvatura de Berry, o bien, siguiendo con la analogia, por las
componentes espaciales del “tensor electromagnético” asociado con el monopolo.
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4.1.2. Posicién covariante
Consideremos ahora el caso en el que el Hamiltoniano total es:

Hp = = (P? + X?) + h(0,P), (4.17)

N | —

con h(o,P) = Mo -P. De manera similar a la subseccién anterior, podemos calcular el
Hamiltoniano efectivo del oscilador cuando el estado del espin es:

0 _; 0,
In(P)) = cos §e_z¢/2|—|—> + sen Ee’¢/2|—>.

Los angulos que aparecen en la expresion mostrada arriba, en este caso definen la direccion
del vector P. El Hamiltoniano efectivo toma la siguiente forma:

Hep(X,P) == (P2 + &%) + AP + ®(P), (4.18)

N =

donde P = |P|, X = X 4 A es el operador de posicion covariante y

A; = i(n(P)|gin(P)), (4.19)
es la conexion de Berry (donde d; = 8/8P;). En particular,

Pz 1

A=———2 _ (—Py. Px.0 d(P) = —. 4.20

Similarmente, los conmutadores entre las coordenadas de la posicién covariante quedan:

(X, X)) = iKij = i(8;A; — 0;4;). (4.21)
O bien,
(X, )] = —;%7 (4.22)
V. 2] = ;%, (4.23)
(Z,X] = —;%. (4.24)

La simetria exhibida entre las expresiones (4.12)) y (4.18]), obtenidas en esta subseccion y
la anterior, puede entenderse considerando que podemos mapear formalmente Hx en el
Hamiltoniano Hp, mediante la sustitucion X — P, P — —X.

No obstante, notemos que mientras que en el caso discutido en la subseccién anterior, el
potencial de norma y el valor de la eigenenergia del espin pueden interpretarse en el Hamil-
toniano efectivo como un potencial (efectivo), pues dependen de la posicion del oscilador,
en este caso no es claro como interpretar los términos ® y E,(P) desde el punto de vista
fisico. Atn maés, en general la interaccion entre el sistema ligero y el pesado podria darse a
través de h(X, P), de modo que sus eigenestados instantaneos dependerian de ambos, X y
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P, y el Hamiltoniano efectivo tendria la siguiente forma:

Hep = 5 (P?+ &%) + E\(X, P) + ®x (X, P) + ®p(X, P), (4.25)

N

donde ) )
@X(X,P):iTI'gij, @p(X,P):ng“gij,

con g;j = gi;(0; — (‘2) y gi; definido por . A partir de la expresion , no es claro
que un sistema genérico pueda describirse efectivamente, de forma natural, en términos de
las variables covariantes Gnicamente. En la siguiente seccién, sin embargo, exploraremos un
sistema que puede ser descrito usando solamente variables covariantes, a pesar de que lo
anterior ocurre.

4.2. Una particula cuantica en un alambre cuantico

Consideremos la particula que se mueve a lo largo del alambre de la seccién [3.3] pero ahora,
tomaremos en cuenta que los grados de libertad que describen la configuraciéon del alambre
son dindmicos. El Hamiltoniano total de nuestro sistema en coordenadas euclideanas tiene
la siguiente forma:

Hf = HY(X,P)+ HY (z, p; X), (4.26)

donde X y P son las variables dinamicas del alambre mientras que z y p las de la particula.
El primer y segundo término del lado derecho de la expresién anterior es el Hamiltoniano
del alambre y el de la particula, respectivamente. Nos gustaria describir al sistema en el
marco de referencia adaptado al alambre, y dado que las coordenadas adaptadas dependen
del tiempo, es necesario transformar la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo,

10,® = Hr®.

Como se ha discutido en el capitulo 3| es conveniente trabajar con los operadores transfor-
mados O = |G|'/40|G|~/*, donde G es el determinante de la métrica euclideana escrita
en coordenadas adaptadas, definido por la expresion . El Hamiltoniano del alambre
es de orden €?/p, como se mostrara mas adelante, y por lo tanto la transformacién no lo
afecta al orden que nos interesa (i.e., a O(e?)). Por lo cual, la ecuacion anterior en el marco
adaptado queda:

10y W = (Hw(gp, ) + Hg(s,p; o, 7'[')) v, (4.27)

donde ¥ = |G|"/*®, Hg es el Hamiltoniano que aparece en el lado derecho de la ecuacién
, y hemos sustituido ¢ — (€2p) ' donde 7 son los momentos conjugados a los
campos (con p constante), lo cual se mostrara en la subseccion Debido a que queremos
considerar la aproximaciéon adiabatica en la que los grados de libertad del alambre cambian
muy lentamente, tanto (> como ¢ son de orden O(e?). Entonces, los momentos conjugados

7 son de orden €2.

Antes de continuar, es necesario aclarar el significado de W en la Ec. (4.27)). Las variables
dindmicas del alambre son los campos vectoriales cudnticos ¢ y 7 y, por lo tanto, el estado
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del sistema completo es un producto de la formal] ¥ =¥, ® VY, donde ¥, es una funcion
de onda que describe el estado de la particula, y ¥,, es un funcional de onda que describe el
estado del alambre, i.e., es un objeto que asigna un ntmero complejo a cada configuraciéon
del alambre. En [32] se discute la representacion de Schrédinger de la teoria de campos.

En el limite en que la masa de la particula es mucho menor que la del alambre, el sistema
puede ser descrito en el esquema de la seccién anterior. La parte lenta corresponde al alam-
bre, mientras que la rapida a la particula restringida a moverse sobre éste. A continuaciéon
se discuten separadamente ambas partes.

4.2.1. La particula sobre el alambre

Como se ha discutido en la subseccion [3.3.2] la dindmica de la particula, descrita en el
marco de referencia adaptado al alambre, esta gobernada por el Hamiltoniano:

1
Hy = gH-2+ Hg (¢,7) 4+ O(n, €), (4.28)
con
1 9 2 1 5 2
Hop = =500 +03) +5(a”+ 59, (4.29)
1 1
o
Ho == 9 <8 4) +€(5H0,
6Hy = -— ths( L(20, + ik) + )
0 \/ﬂkzﬂ)e < o L( ik) ¢k

=>5

1
< (78D + D) + T Dy — ikPTEL + 2%2*) . (4.30)
k;éo

De manera similar, se ha mostrado que el estado:

\I/p(svt)‘?ﬁ) = Z wl(S)an(avﬁ)v (4.31)

donde x,,; esta dado por (3.47), en tanto que,

(8 () L (ot o). am

eiks
k?

1 €
w=tocy
21 2T T 2

es un eigenestado instantdneo de H), con eigenvalor:

~ n-+1 1
EY = 773 + O(n, €%), (4.33)

'En general es una suma de productos tensoriales, sin embargo, en la aproximacién adiabatica se reduce
a un solo término.
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para el cual, hemos encontrado que la conexién de Berry tiene componentes:

2 1.2 2 1.2 1.2\ Abx k
(AT) € <1 K2, 2 W)j (Agz)nfil k <z<1 k)b 7rn>7

nl omp \ 2k TR 2p2 P 2 2k2 2  e2pk?
n 21— k? 21 E1-k [1(1-k>)gb  zk
AU — & nE k AVY = & k_ Tn
(Aw) < 2kt TR e2pk? m ) ”l)”k 2 2k? 2 e2pk? )’

2

U\be _ € 2 kx 12 2\ b U _ e? 2
(A"l) T 9rp (Gzka T, — (1 =k )¢k> ) (Anl)bk - %l(l — k%) (62/) TS

27 €“p

4.2.2. El alambre cuantico

Como en el capitulo anterior, consideremos un alambre cuya forma corresponde a una
pequena deformaciéon de un circulo unitario en el plano z—y, de modo que su encajamiento
esta dado por:

r(s,t) =R (s)+ep(st). (4.35)

donde R representa el circulo unitario, s es la longitud de arco del circulo y € < 1.

Figura 4.1: El campo vectorial —p de forma esquemdtica.

Se puede pensar a ¢ como un campo vectorial dependiente del tiempo sobre S'. Nos gustaria
considerar el limite en el que el alambre se comporta como una elastica, i.e., el limite
en el que la energia potencial del alambre es proporcional al cuadrado del cambio de la
curvatura con respecto a la del circulo. Es decir, tenemos un alambre que le “gusta”’ tener
forma circular. Ademés imponemos la constriccién de preservacion local de longitud de arco
LAP dindmicamente, lo cual, fisicamente, puede interpretarse como que se requiere una
cantidad de energia (que suponemos que es grande) para estirar o comprimir el alambre en
su direccién tangencial. Introduciendo un parametro A que esta relacionado con el médulo
de Young en la direcciéon tangencial del material, y tomando el limite A — 0 la constriccién
LAP se implementa. Asi, la densidad lagrangiana (normalizada) tiene la forma:

. 1 . 1
L(p, o, ¢, ¢") = 5P Ep?— g (6&2 + )\X2> , (4.36)

™1 k2 Z*)

921 . 6 ﬂ.k* 1— kQ "
5 19 Wﬁ - l2(1 - ]‘32)¢z ) ) (Ar({l)bz = 7l(1 - kQ) < 5 O 4k2 ¢k> .

(4.34)
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donde p es la densidad de masa (constante) del alambre, p es un coeficiente constante que
depende de las propiedades del alambre, dx es la diferencia entre la curvatura de la curva
deformada y la del circulo y x = €2(¢! — ") es la constriccion LAP. Ahora, para encontrar
explicitamente dx, es necesario construir el marco adaptado a la curva , esto es,

A~ X/ A~ 1 A, VAN

= 54 =T+ ¢ ((@N + TN + P B) +0(é?), (4.37)
. f ~ , ~ 1" ~ "o~

i = g = N e (~ + DT+ (Y + ™)V + 07" B) +0(e?), (4.39)

lo cual implica que

k=14l + oY)+ 0(e?), (4.39)
A=N+4e (*(QDN/ + T + @B”B) +0(), (4.40)

y por lo tanto
lszfxﬁ:é—e(goB/T+<pB//N> +O(e?), (4.41)

donde ’ significa derivada con respecto a s, (’f, N , B) es el marco adaptado al circulo y

(o7, N, ©P) son las componentes de ¢ en este marco de referencia.

A partir de la expresion (4.39), es posible obtener dx directamente. Notese que

o = Q4"+ b= T+ "N+ PB,
O'T 4 ¢"N + "B + O(e), (4.42)

y consecuentemente las componentes de cualquier vector en ambos marcos de referencia
difieren solamente a orden €. Entonces, podemos escribir la lagrangiana en las coordenadas
asociadas con el marco de referencia (¢,n,b) como:

. 1 . M62 7" 1 ’
Ll o) = 30@ - o (7 4@+ 6 - @) 40, ()
coni=1,2,3y (o', 0% ¢%) = (¢, 0", ¢*). Notese que el vector —¢p(s) representa la posicion
del circulo en el punto s sobre X. Ahora, podemos escribir el campo ¢° en términos de su
transformada de Fourier, es decir:

(e 9]

Fla)= o= 3 o) (4.44)
k=—00

donde k € Z. Debido a que ¢* es real, la componente de Fourier ¢}€ satisface: gb};" = gblk La
lagrangiana L = [ dsL puede reescribirse entonces de la siguiente manera:

)
L=>, 5 [p O bl — n(1 — k") ook — 5 <k2¢>z Ok — ik(DhOk" — Ok ok) + ok m)] :
k=—00
(4.45)
con suma sobre ¢ = 1,2, 3. De la expresion (|4.45)) se pueden encontrar los momentos conju-
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gados a qb};,:
oL - %
= =€pgy (4.46)
o0y,
y por lo tanto,
oL 9
mi(s) = ——— =€ pp'(s). (4.47)
dp'(s)

Asi, el Hamiltoniano del alambre a orden €2 queda:

1 > > Wk*ﬂ—k * K * . * * *
Hy = kz Z: —a, TR e+ T <k:2¢',; Ok — ik(SkIE™ — O OR) + Ok ¢;;> :
=—00 =
(4.48)
Por otra parte, también es posible escribir las siguientes ecuaciones de movimento a partir
de la lagrangiana (4.45)),
d2¢i ) )
di2 = ng(k) Cb], (449)
donde
‘ k? ik 0
o = —% —ik 1+ M1—k2)2 0 |. (4.50)
P 0 0 0

Diagonalizando €, encontramos sus eigenvalores —w? y eigenvectores normalizados &, a

O(A), dados por:

2 _ M2 Ay
= k2 (11— A 4.51
G- (- (m51)) 4
o (k2 +1 k2A2
=C A 4.52
W p< M) (4.52)
wi =0, (4.53)
y
— (14 AgA) ik(1 — Ag)) 0
§r = Ny 1 : £ =Ny 1 , =10 ] (454)
0 0 1

respectivamente, donde a = (f, g, h), Ay = (k> —1)2/(k* + 1) y N, son factores de norma-
lizacion. En términos de (4.54)), podemos definir la matriz de transformacion de similitud
ul, = &, tal que:

o —wi 0 0
0 = (u 4wl = 0 —w? 0 : (4.55)
0 0 —w?

Y entonces, las ecuaciones de movimiento en términos de modos normales, f; = (u‘l)cg >

pueden ser escritas como:

fe=0%f = fetuifi =0, (4.56)
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donde f? = (fk, gk, hx), las cuales describen tres osciladores armoénicos independientes con
frecuencias w,. Més ain, la lagrangiana puede ser escrita en forma candnica en términos de
sus modos normales (f;, fi*) como:

L= 3 e (frit - oRsst). (457)
k=—0c0 a

Para que la lagrangiana tome la forma dada por (4.57)), los coeficientes de normalizacion
que aparecen en ([4.54]) deben ser fijados como sigue:

Ny = I N, =
=Vire VT ViR

Definiendo los momentos conjugados de f;' y fi* de manera usual, encontramos:

ko oL

oL . .
k 2 * — _ 2
Ty = o = pfox, T = ofF =epff, (4.58)
y por tanto, el Hamiltoniano queda como:
1 & 1 [ mhenk
Ho(fm =y ¥ 35 (T i 1) (4.59)
k=—0c0o a

Que corresponde a un conjunto (infinito) de osciladores armoénicos. Ahora, en la aproxima-
cion adiabatica los momentos conjugados, definidos por la expresion (4.58]), son de orden
€2 y, por lo tanto, el Hamiltoniano también. Para cuantizar el sistema, imponemos
las relaciones de conmutacién canénicas:

[901:(5’ t)v 90j(8/7 t)] = 07'
[ (s,t),m;(s',t)] = i5;-(5(s -4, (4.60)
[ﬂ-i(s’ t)v Wj(slv t)] =0,

las cuales se traducen en relaciones de conmutacién candnicas para sus componentes de
Fourier, esto es:

[(ZS}C (t)v i/ (t)] =0, [Qb%c(t)? ﬂ?l (t)] = 2(5;55/ ) [ﬂ-zk(t% ﬂ-;'c/ (t)] =0, (4'61)

y lo mismo para las coordenadas normales,

LFE@) @] =0,  [fi@),n (0)] = i6oky,  [mh(t), ) (5)] = 0. (4.62)
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4.2.3. Hamiltoniano efectivo

Considerando los resultados de las dos subsecciones anteriores, podemos encontrar la forma
explicita del Hamiltoniano efectivo a O(n, €*):

Hef = < p‘HT“I’>

2p (p“fwe?(pwa) i) + EG, (4.63)

donde (la parte de O(e) y menor de) EY, es un término constante cuya forma se muestra
en la expresion - y se ha usado que los potenciales escalares ®, y ®; estan dados a
O(e*) por:

1
o, = 22};(<awgqu!8ﬂ5\pp>+<aﬂ5*qu\aﬂg*qu>)~Z<—kyk>—o, (4.64)

k>0

1
by = 52 (<8f,g\11plaf5\11p> + <afg*\1/p|afg*\1:p>> ~ > (—k|k) = 0. (4.65)

k>0

Por otro lado, p* y f% son las variables covariantes definidas como:

plé = 7'['5 - Aa}w pa - Trk* Aak*a (466)
fi = fit =A™, fi = fir — A%, (4.67)

donde Aq, = i(Wp|0faWp), A" = i(¥p|0x¥,) v equivalentemente para A% y A7 . A
orden O(\?), sabemos que,

Ok = 51 (Nyge — Ngfr), (4.68)
¢k = Nggi + Ny fk, (4.69)

donde s = sign(k), y consecuentemente

T = —isk(Nfﬂ]; — Ngﬂ]ff), (4.71)
my = Nyl + Nyrf, (4.72)
= xk. (4.73)

Asi, las componentes de la conexién en coordenadas normales toman la formas:

A, = NyAy,, Ag, = NgAn,, Apy = A, (4.74)
Afe = NpA™x, A%k = N A, Al = Abx (4.75)

con A; y A' dadas por las expresiones (4.34)), y similarmente para el resto de las componentes
de la conexion.

Es facil ver que las relaciones de conmutacion entre los operadores de momento y posiciéon
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covariantes (4.66) y (4.67) se modifican de acuerdo con:

[p];’pllf/] = [Wg,ﬂfl] - [W§7Abk/] - [Aakvﬂ—b ] [Aak7 Abk/]
= iKE 4 [Ag,, Ay, ]

Cuando A, es una funcién s6lo de 7 o de ¢, el segundo término desaparece. En la situa-
cion mas general, donde A, depende de ambos, normalmente esto no sucede. Sin embargo,
[Aq, Ap] ~ O(e*). Lo mismo pasa en el sector de la posicién covariante. Por lo tanto, las
componentes (que se modifican de manera no trivial) entre los campos covariantes quedan:

0%, p5] = [, 1] = iN Kb = —z‘j <l(_k2)2> : (4.76)
™ \ 2|k|V1+ k2
[0k, 03] = [p5*, pk] = iNgKpor = —z‘; (;};\;%) , (4.77)
i 7] = [, i) = IN b = i;; <|k| ﬁ?) | (4.78)
ok, ] = [97, be] = iNgK™O% = 1'2:;2 (k2 f: k2>’ (4.79)
[ 05] = [Ff, p57] = i +iNFK™S = <1 + zip <k2tl_+kli2)>> : (4.80)
ok, ] = [o5, pb*] =i + INZK™ =i (1 + ;jp (k41(1_+k22)>> . (4.81)
bk, b7 = [hi.pi*] =i+ ile’;)k =1 (1 — 26;25(1 - k2)> . (4.82)

Asi pues, hemos mostrado que la dindmica del alambre puede ser descrita de manera efectiva
en términos de (las componentes de Fourier de) campos covariantes no-conmutativos. Es
interesante notar que este tipo de no-conmutatividad tiene la misma estructura y un origen
fisico similar que la no-conmutatividad entre la posicion efectiva propuesta en [30], la cual
esta asociada con una escala minima: la longitud de Compton en el contexto de teoria
cuantica de campos, y el radio de Schwarzschild para una particula en relatividad general.

Para concluir el capitulo, cabe sefialar que el anélisis presentado forma parte de un trabajo
en progreso y, por lo tanto, hay algunos puntos inconclusos que requieren comentarios. En
particular:

a. En el capitulo [3] mostramos que las expresiones para la fase geométrica calculadas en el
sistema de referencia cartesiano y en el adaptado a la curva coinciden si se desprecian
los términos que dependen de la rapidez de la deformacion. Debido a que dichos
célculos se hicieron en términos de la curvatura de Berry, no es claro si lo anterior
repercute (ni de qué manera) en la no-conmutatividad encontrada en este capitulo.

b. La construcciéon anterior pudo haberse hecho, alternativamente, en términos de las com-
ponentes de los campos ¢*(s) y m;(s), en cuyo caso, el Hamiltoniano efectivo contendria
como potencial un término no diagonal del tipo Qw ¢'¢’ y presumiblemente también
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potenciales escalares distintos de cero. A partir de las expresiones (3.97)), puede ver-

se que los conmutadores entre las componentes covariantes de Fourier (;;Z y ¢Z no se
anulan. Esto implica relaciones de conmutacién modificadas para los campos también.
Para entender la relacion entre las expresiones del Hamiltoniano efectivo en ambos
sistemas de coordenadas y su interpretacion se requiere de un analisis méas detallado.

c. El Hamiltoniano (4.63) es correcto a orden €2, salvo por la correccién del mismo orden
a la energia Efl]l, dada por la expresion 1) Esta contribucién contiene términos
cuadraticos en los campos, sin embargo, su céilculo explicito es técnicamente muy

complicado.

d. Aunque la aparicién de los campos no-conmutativos es natural y motivada fisicamente,
su interpretacién no es completamente clara.



Capitulo 5

Conclusiones

En esta tesis se ha explorado la idea de “no-conmutatividad emergente” en sistemas fisicos.
Esto es, se mostré que la descripciéon efectiva de ciertos sistemas fisicos introduce, natural-
mente, operadores de posicién con componentes no-conmutativas.

Primeramente, se consider6 la descripcion efectiva de la posicidén de objetos extendidos,
en el contexto de Relatividad Especial, por un operador de posiciéon puntual. A partir
de requerimientos béasicos y elementos bien establecidos de la teoria, se encontré que los
conmutadores entre las componentes del operador mencionado son distintos de cero y, mas
aun, que dependen de las propiedades de la distribucién, en particular de su espin. También
se propuso un programa para generalizar el analisis a espaciotiempos con curvatura no nula.

A continuacién se discutié una clase de sistemas que consisten en particulas cuanticas
restringidas a moverse en curvas, que genéricamente presentan fases geométricas. Aunque
éstos se hacen relevantes — desde el punto de vista de la no-conmutatividad — en la discusion
del capitulo [4] son interesantes por si mismos. Se mostré que la presencia de estas fases
puede tener efectos fisicos, lo cual sugiere que estos sistemas pudieran ser utilizados como
detectores de movimiento, en particular como detectores de ondas gravitacionales.

Finalmente, retomando el analisis del capitulo [3 se consider6 el caso en el que la curva,
sobre la que esté constrenida a moverse una particula, tiene dindmica cuantica. Se describi6
como afecta sus propiedades dindmicas y cinematicas la presencia de la particula, en el
régimen adiabatico. Especificamente, se mostré que su dindmica puede ser descrita por un
Hamiltoniano efectivo que esta escrito en términos de campos cuénticos covariantes, cuyas
componentes no conmutan.

Para concluir, se presentan las conclusiones particulares de cada capitulo de forma mas
detallada, y se senalan posibles direcciones futuras.

Capitulo 2: No-conmutatividad fisica

Asumiendo que “conocemos”’ el espaciotiempo a través de particulas que se mueven en
éste, se consideraron operadores de posiciéon no-conmutativos, que describen la localizacion
de particulas sobre variedades clasicas, en lugar del acercamiento estandar de la variedad
intrinsecamente no-conmutativa.
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Con esta suposiciéon en mente, se propuso una descripcion efectiva de la posicion de distribu-
ciones de materia clésicas por un operador de posiciéon puntual, en relatividad especial. Se
mostré que la definicién del operador de posiciéon més satisfactoria — estudiada anteriormen-
te — no es asociativa, y se propuso una definicién que si lo es. Asimismo, se encontr6é que sus
componentes no conmutan por un término propocional al espin. Se discutié la relevancia
de esta no-conmutatividad en la versién cuéntica.

FEl resultado anterior es confirmado y apoyado por diversos trabajos, todos ellos en el
marco de relatividad especial y mecanica cuantica, en los que este mismo tipo de no-
conmutatividad aparece. No obstante, se concluyé que la no-conmutatividad encontrada
es irrelevante desde el punto de vista fisico en virtud de que la existencia de antiparticulas
restaura la conmutatividad entre las componentes del operador de posicién discutido.

Enseguida exploramos una posible generalizacién de este analisis a un espaciotiempo con
curvatura, con la esperanza de encontrar los efectos de la gravedad en la no-conmutatividad
del operador de posicién, pero los resultados no fueron concluyentes.

Como continuaciéon de este trabajo, serfa interesante:

a) Entender el papel de las antiparticulas en la desaparicion de la no-conmutatividad.

b) Analizar la relacion entre la localizabilidad de las particulas cuando estados con ener-
gia negativa se permiten, y la necesidad de antiparticulas para que la teorfa de campos
cuénticos sea local.

¢) Explorar la generalizacion de operadores de posicion a espaciotiempos con curvatura,
de acuerdo con el programa propuesto en la seccién

Capitulo 3: Fases geométricas en sistemas constrenidos

El resultado principal de este capitulo es que existe una clase de sistemas que presentan,
de manera genérica, fases geométricas. Esto es relevante debido a que la presencia de fases
geométricas no es comun.

Para mostrar lo anterior, se describi6 la dinamica de una particula cuantica, restringida
a moverse sobre una curva, a través del formalismo del potencial de confinamiento. Se
encontré que dicha dinamica estd gobernada por un Hamiltoniano efectivo que depende
de las propiedades de la curva, en particular de su curvatura y torsiéon. De esta manera,
se senald que, en el limite adiabatico, este tipo de sistemas presenta las caracteristicas de
sistemas en los que aparecen fases de Berry.

Posteriormente, se mostré que la funcién de onda de la particula adquiere, en general, una
fase geométrica cuando la foma de la curva cambia de manera ciclica. Se encontré el mismo
resultado para la fase cuéntica usando dos acercamientos equivalentes. Y finalmente se
mostro que la presencia de la fase puede detectarse por medio de cambios en el patrén de
la distribucién de probabilidad, cuando se considera una superposicién de estados.

A lo largo de esta linea de investigacion, los siguientes aspectos merecen un analisis subse-
cuente:
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a) La aplicacion de esta clase de sistemas como detectores de movimiento. En particular,
como detectores de ondas gravitacionales. Debido a que las ondas producen deforma-
ciones periddicas, la fase geométrica puede acumularse, y asi proveer a estos sistemas
de “memoria” para determinar si una onda gravitacional ha pasado a través de la
region del espacio en la que éstos se encuentran.

b) Debido a que hay una componente de la fase geométrica asociada con cada modo de
Fourier (con cada k en la expresion (3.78))), en principio, es posible extraer informa-
cion sobre cada componente del campo de deformacion a partir de la fase. jPodria
reconstruirse el proceso de deformacién de la curva conociendo la fase geométrica?

c¢) La dependencia de la fase geométrica en el método de confinamiento. Es decir, jcambia
considerablemente el valor de la fase geométrica si asumimos que el potencial no es
simétrico en el plano normal a la curva, o si consideramos un potencial dependiente
de la longitud de arco de la curva?

Capitulo 4: No-conmutatividad efectiva y fases geométricas

En este capitulo se considero6 el efecto de reaccién de una particula en el alambre sobre el
cual esté constrenida a moverse. Se discutié que, en la aproximacion adiabatica, la evolucion
temporal de los grados de libertad de la particula y la de los del alambre pueden ser descritas
independientemente.

Para estados de baja energia del sistema, la particula tiene practicamente sélo un estado
accesible (o un conjunto si hay degeneracion) y entonces, su dinamica se reduce a deter-
minar la fase (o la matriz de Wilczek-Zee) que adquiere el estado inicial, la cual puede
descomponerse en una parte dindmica que tiene la forma habitual “energiaxtiempo”; y otra
geométrica que resulta de la integral de linea (superficie) de la conexién (curvatura) de
Berry.

Integrando los grados de libertad de la particula, se defini6 un Hamiltoniano efectivo que
gobierna la dindmica del alambre, que puede ser escrito en su “forma canénica” en términos
de momentos y posiciones covariantes no-conmutativas. También se mostré que las variables
covariantes consisten en la suma de las variables ordinarias y una conexién, la cual puede
interpretarse como la conexiéon de Berry asociada con el estado de la particula. Como
consecuencia, se encontré que las relaciones de conmutacién entre las variables covariantes
son proporcionales a la 2-forma de curvatura de Berry correspondiente que, en general, es
distinta de cero.

Sin embargo, los siguientes puntos, que quedaron inconclusos, requieren comentarios:

a) Es necesario trabajar en la interpretacion de la no-conmutatividad encontrada.

b) En el capitulo [3| mostramos que las expresiones para la fase geométrica calculadas
en el sistema de referencia cartesiano y en el adaptado a la curva coinciden si se
desprecian los términos que dependen de la rapidez de la deformacién. Debido a que
dichos célculos se hicieron en términos de la curvatura de Berry, no es claro si lo
anterior repercute (ni de qué manera) en la no-conmutatividad encontrada en este
capitulo.
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)

CONCLUSIONES

El Hamiltoniano (4.63)) es correcto a orden €2, salvo por la correcciéon del mismo orden
a la energia Egl, dada por la expresion 1) Esta contribucién contiene términos
cuadraticos en los campos, sin embargo, su céilculo explicito es técnicamente muy

complicado.

La construccion del Hamiltoniano efectivo pudo haberse hecho, alternativamente, en
términos de las componentes de los campos ¢'(s) y m;(s), en cuyo caso, el Hamilto-
niano efectivo contendria como potencial un término no diagonal del tipo Q”gbquj y
presumiblemente también potenciales escalares distintos de cero. Con base en el anéli-
sis hecho, puede esperarse que los conmutadores entre las componentes covariantes de
Fourier ég y ¢2 tampoco se anulan. A partir de estas componentes pueden definirse

variables covariantes ¢” y ¢ no-conmutativas. La forma del Hamiltoniano efectivo
(como una integral con respecto a s) en términos de éstas es simple, lo que no ocurre
en el caso de los campos covariantes normales {* y p,, puesto que las frecuencias w,
dependen de k. La interpretacién de la no-conmutatividad encontrada puede hacerse
mas directamente en términos de los campos ¢ y ¢b.



Apéndice A

El conmutador del operador posicion
par de Dirac

En este apéndice mostramos el calculo explicito del conmutador entre las coordenadas de la
parte par del operador de posicién en la teoria de Dirac para particulas cuénticas relativistas
de espin 1/2.

La parte par del operador de posicién esté dada por,
~ 1
X; = i(XZ + AX;A),

con i = 1,2,3. A = H/VH? es el operador de signo y satisface A = AT = A=1. H es el
hamiltoniano libre de Dirac,
H = ca-p + Bmc?, (A.1)

donde c es la velocidad de la luz, m la masa de la particula (del electron por ejemplo), p es
la parte espacial de su momento y las a’s y 8 son matrices de dimensiéon 4 x 4 que satisfacen
el algebra de Clifford, i.e.,

Qo + ooy = 25@',
82 =1.
Asi,

|:I‘i + AXGA Xj + AXJA ,

g R N

<[Xi,Xj] + [ X, AXGA] + [AXGA, X, + [AX,-A,AXJ-A]) (A.2)
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Definiendo,
(I1)i; = [Xi, AXGA], (A.3)
(I2)ij = [AXGA, X;] = —(I1) i, (A.4)
(Is)ij = [AXiA, AX;A] = A[X,, X;]A =0, (A.5)

el conmutador dado por (A.2]) puede escribirse como:
~ = 1
[Xa, X5] = 7\ )iy — ()i )

Debido a que X; conmuta con «; y 3 para cualesquiera i y j, el conmutador [X;, A] puede
escribirse como:

L OA(p) . a; pil
Xi, A(p)] = . - : A.
[ (p)] Zh’ 8}% Zh( /p2 n m262 p2 + m202 ( 6)

Utilizando (A.6|), es posible escribir I; de la forma:

()i = Xi (XjA - [Xj,A]>A - (XjA - [Xj,A]>AXz~,

_ Xi[XjA—ih< e E— 2ij22>]A
VPP +miE PP mie

pil ﬂAXi

o
X;A —ih J -
[ ’ ' <\/p2+m262 p? + m?2c?

_ oxox i x| |y, h
= [ ] - [ s )
el primer término es cero y los dos tltimos pueden calcularse de la misma manera en que

se calculo (A.6)), i.e.,

X Pj a2 Pj . oij  2pip;
© p2 + m202 apz p2 + m262 p2 + m202 (p2 + m202)2 ’

y similarmente la siguiente expresion:

X, oA _ihes 2 A _pl Q% 205pi
"R rme2) Topi \pErm2z) \pE+mi2 (p2+m2c2)3/2 )

Asi se obtiene

ajoy — 0jj 2pipj 2a;5piA
L) = R =2 J J — J ) A7
( 1) J <p2 4+ m2c2 + (pz —|—m202)2 (p2 +m202)3/2 ( )
Y entonces,
. R2 /6 — quias (a-p'—a'p-)A
X, Xi|=—| 2 B = It . A8
X, X 2 (pQ i (p? + m2c?)3/2 (4.8)
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Ahora, escribiendo la expresion anterior de la siguiente manera:

piA pilA )

VR rmEE R mid

y considerando que la parte par de «;, tiene la forma

S h2
[Xi,Xj] = —2(p2 n m262) <5U — o0 + oy

- pill
& = ———,
/p2 + m2c2
(A.8]) se puede escribir como
h2

[Xi, XJ] = —2(p2 n m2c2) <5Z] — oo + OZZ'ONLj — ozjdi> . (Ag)

Para reescribir la expresion anterior en una manera mas sencilla, es necesario calcular el
siguiente anticonmutador:

_ Di
D;
= m{ak, a;tpr +me{B, o}
201 DiDk
22 + m2c2

O 2pipiAT 9.
— p72 + m262 = O[ZO[],

donde se utiliz6 el hecho de que A2 = 1 y que p; conmuta con A en el tltimo paso.

Por otra parte, la parte par de operador de espin, (donde el espin se define como S; =
i/4 €jjpojoy), tiene la forma,

SZ‘ = éqjk <ajozk—|—AozjakA>,

éeijk <0sz41f + AO&jAAOzkA>

pero &; = 1/2(a; + Aa;A), de modo que
AakA = 2@1' — Oy,

y entonces

i - -
i = geik| oo + (26 — o) (20, — o)

U

i . - .
Zeijk <ajak + 2a0 — ooy, — ajak> .
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Finalmente, considerando la relacién de anticonmutacién entre los operadores a’s y también
la que se obtuvo para a’s y @’s, el conmutador mostrado en (A.9)) queda:

B 5 2
K62 = g aay [ovd = 6] = [l + 20, ).

o bien, en términos de §’s,

V. Y hz Ilm ml ~ ~ ~ o~
(X, X;] = m <6Z~j — 5ij QA — QupQ — Qg + 20,0y
h2
mﬁjkﬁklm <am04l — Qi — Qi + 204mdl>,
multiplicando por —i?> = 1 y usando la antisimetria del segundo tensor de Levi-Civita,
puede verse que

- - ih? -
R e A



Apéndice B

Teoria de perturbaciones en dinamica
cuantica constrenida

En este apéndice consideraremos el problema de eigenvalores para un oscilador arménico
bidimensional perturbado. Primeramente, discutiremos la relacién entre la descripciéon del
sistema no perturbado en términos de las bases generadas por los eigenestados de dos
conjuntos completos de operadores. Posteriormente, aplicaremos el formalismo ordinario de
teoria de perturbaciones para estados degenerados al problema completo.

B.1. Dos dimensiones, dos bases

El sistema no perturbado es un oscilador bidimensional cuyo hamiltoniano tiene la forma:

H_a(0,8) = 5 (0 + o) + 5 (0 + 6°), (B.1)

el cual puede describirse en términos de los eigenestados y eigenvalores de los operadores:
Ni=ala;,  ij=1.2,
tales que, [40],
Nini,n2) = nilni, na), n;=0,1,...,

ya que (N7, N2) es un conjunto completo de operadores que conmutan entre si. Los opera-
dores a; y a;f son los operadores de creacién y aniquiliaciéon definidos como:

1

a; = (i +ipi), OLZT = \ﬁ(l’i — ip;),

N S‘H
[\]

con z; = (o, B) vy pi = (Pa, pp), y satisfacen las relaciones de conmutacion:

la, a;] = 0 = [a], al], lal, a;] = di;.
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El hamiltoniano (B.1) puede escribirse como H_5 = Nj + Ny 4+ 1 y por tanto satisface la
siguiente ecuaciéon de eigenvalores:

H_, ‘n17n2> = (711 + ng + 1) ]nl,m) = (n + 1) ]nl,n2>, niy,ng € 7. (B.Q)

Asi, vemos que el n-ésimo eigenestado tiene degeneracion g, = n + 1, es decir, para un valor
de n dado, se cumple:

n n

H_, (Z Cny 1, m — n1>> =(n+1) (Z Cny 1, m — n1>> , (B.3)
n1=0 n1=0

donde ¢, son coeficientes constantes.

Sin embargo, para este sistema es posible construir otro conjunto completo de operadores
que conmutan entre si (el lector puede consultar [40], por ejemplo), formado por:

N=Ni+No vy  L=apg—fpa=i(mal—adlay),
los cuales pueden ser escritos como

N=N,+N_,
L=N,—-N._,

w W
SN

con Ny = AlAi, y los operadores A’s, definidos como:

1 1
AL = —(aq1 Fiag), AT:—aT:tiaT,
+ ﬂ(lq: 2) + \/5(1 2)

satisfacen el algebra de los operadores de creaciéon y destruccion, i.e.,
(A, As] = 0 = [A], Al], (AL As] = 65, 75 =+,
Por lo tanto, los operadores N4 son operadores de niimero y cumplen:
Nilng,n_) =nglny,n_), con ny €Z.

Asimismo, podemos ver directamente a partir de la expresion anterior y de (B.4)) y (B.5))
que

—
o
~—

N|n+7n*> = n|n+7n*>a

W@
-3

Ling,n_) =lny,n_),

con
n=ny+n_, l=n4y —n_.

De las relaciones anteriores, podemos notar que para un valor fijo de n,
l=2n4 —n,

pero dado que n_ > 0, entonces 0 < ny, < n para que n se mantenga constante. Asi, la
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relacion anterior implica que,
l=-n,2—n,...,n—2,n,

que corresponden a los g, estados degenerados. Notese que dados ny y n_, los eigenvalores
de N y L estan definidos — y viceversa — de manera que podemos etiquetar los eigenvectores
|n4,n_) con nyl, esto es, el eigenvector de N y L asociado con los eigenvalores n y [ es:

n—+1 n—1

In,l) = n+:2,n:2>. (B.8)

B.2. Correccion a la energia a primer orden

Consideremos el hamiltoniano perturbado:
1
H(S;O[,ﬁ) = ?H—Q(OQQ)+H0(S;aa/6)+0(n)a (Bg)

con H_g definido por la expresion (B.1). Como se ha mostrado en la seccién anterior, el
espectro del hamiltoniano no perturbado es degenerado en general y, por tanto, es necesario
usar la teoria de perturbaciones para estados degenerados para resolver el problema de
eigenvalores para el hamiltoniano perturbado,

H(s;, B)¥(s; 0, f) = EV (501, 3). (B.10)
Entonces debemos considerar expansiones de ¥ y E en potencias de n (sin embargo, es-

tamos interesados solamente en la correccién a la energia a primer orden, de manera que
conservaremos tnicamente la funcién de onda no perturbada), esto es,

U(s;, 8) = p U(s;a, B) +O(n°). (B.11)

- 1
E= ?E+5+O(n). (B.12)
Maés atn, podemos pensar al operador definido por la expresién como un operador

que actda en el producto tensorial entre el espacio de Hilbert tangencial y el normal, tal
que podemos escribirlo como:

H(si0.0) = o (ot 1) + > (000 Hi9) +0m. (B3

De manera similar, la funcién de onda puede escribirse como ¥ (s, «, 3) = x(a, 8) @ 1(s),
en particular la n-ésima eigenfunciéon no perturbada mas general toma la forma:

(s,a,3) = Z Xnin—ni (@ B) @ n, (s Z Xn,i(c, B) @ Py(s), (B.14)

n1=0 l=—n
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con an,’rLQ (aa/@) = (a,ﬁ|n1,n2> y X’n,l(auﬂ) = (a,ﬁ|n,l>

Sustituyendo las expansiones de la funcion de onda y de la energia, (B.11) y (B.12)), en la
ecuacion de eigenvalores (B.10)), y tomando en cuenta la forma tensorial de la perturbacion
y la funcién mostradas arriba, obtenemos la siguiente expresiéon para el n-ésimo estado:

HO(S;a,ﬁ)\Ijn(S;avﬁ) :gn\l’n(5§aa/6)' (B'15)

Proyectando la ecuacion anterior en el ni-ésimo estado (n},n — n| dentro del subespacio
degenerado, obtenemos la ecuacion efectiva que aparece en (3.27)), y que ha sido considerada
por diversos autores [47]:

D Hut g (5) = Enthrs (5). (B.16)
ni
con
Moy ny = (01,1 — 14| Holna, n — ny). (B.17)

Equivalentemente, la ecuacion efectiva puede interpretarse como la condicién que fija
la correccion a la energia del eigenestado degenerado V,,, ya que la teoria de perturbaciones
para estados degenerados establece que dichas correcciones, a primer orden, resultan de
diagonalizar la perturbacién en el subespacio generado por los estados degenerados.

Asi, nuestro problema se ha reducido a encontrar combinaciones lineales de la forma
que diagonalicen la matriz mostrada en la expresién anterior. Debido a que la perturbacién
depende de s, los coeficientes de la combinacién seran en general funciones de s, los cuales
juegan el papel de las funciones de onda tangenciales en la ecuacién efectiva.

Notemos, sin embargo, que eligiendo como base en el espacio normal las funciones y,;(c, (3),
el sector normal es diagonal directamente, lo cual puede observarse a partir de la forma

explicita de la perturbacion (3.43):
1/. . .
Ho=—3 (1 ® (82 +K?/4) + L@i(+ +2105) — L* ® 72) : (B.18)

Esto es,

Huy = Hidy, H =

—% <a§ + k2 /4 + il (7 4 270;) — 1272>.

Y entonces, la Ec. (B.16)) se reduce a g, ecuaciones de eigenvalores, una para cada valor
que [ puede tomar, i.e.,

Hi(8)Yim(s) = EmWim (s), (B.19)

donde m esta asociado con una posible discretizacion de los eigenvalores del /-ésimo operador
H;. Notese que los valores que puede tomar ! en la ecuaciéon anterior, depende del valor de
n, pero no escribiremos tal dependencia explicitamente para mantener la notacién ligera.

Similarmente, el potencial que aparece debido al cambio de coordenadas, cuya forma se

muestra en (3.86)), es decir,

— 1. . ' ' - |
\/% ; [77 (¢Z8a + ¢28ﬁ> + <¢>Z&s — k2L + 2¢Z>} eiks.

U=
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depende de los grados de libertad normales tinicamente a través de p, y pg, en el primer
término, y a través de L, en el segundo. Asi, los elementos de matriz Uy contienen una
parte diagonal que se debe a los factores de U que dependen de L, y otra parte proporcional
a:

(nl'|pa|nl) y (nl'|pg|nl). (B.20)

Usando las expresiones de la seccién anterior, se puede mostrar que los p’s pueden escribirse
como:

]
po= HAL Al -4, ),

1
po=gAl —al v 4 -,
Ademas, considerando que los operadores de creacion y aniquilacion Ay y Airt cambian
el valor del indice n+ por una unidad pero no modifican el valor de n+ cuando actian
sobre los estados |n4,n_), podemos notar que el eigenvalor de N asociado con el estado

Ay |ng,n_), también cambia por una unidad, pues como hemos visto n = n4 +n_. Entonces,
encontramos que los elementos de matriz:

(nl| A |nl) y (nl'| AL |nl),
son nulos y, dada la dependencia lineal de p, y pg en A4 y AL podemos concluir que los
elementos mostrados en (B.20]) también son todos igual a cero.

Y asi, hemos demostrado que la matriz (7”/, al igual que H;y, es diagonal en la base de
eigenestados de H_o y L.

Ahora, en virtud de que queremos considerar pequenias deformaciones del circulo, la pertur-
bacion tangencial H;(s) puede escribirse de la siguiente forma:

Hi(s) = ho(s) + ehi(s,1) + O(€?),

notese que hg es independiente de [, pues corresponde al hamiltoniano asociado con el circulo,
cuya torsion es igual a cero y todos los términos que dependen de [ son proporcionales a la
torsion. Es decir, k y 7 tienen la siguiente estructura:

k(s) = 1+ ere(s) + O(?),
7(s) = ere(s) + O(€?).

Anélogamente, las eigenfunciones y energias pueden expandirse como:

Eim) = egg) + 66(1) + 0(62)

mA

Vim(s) = YD (s) + eV (s) + O(€Y).

De acuerdo con las expansiones anteriores y considerando el orden O(€?) de la perturbacién
(B.18]), encontramos que la expresion (B.19)) toma la forma:

5 @2+ 1/2)90(5) = e (s).
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Cuyas soluciones son:

1
(0) s) = Sm(O) _ elms
9106) = (o) = e,
2 _
B S IO

Como podemos notar en las expresiones anteriores, el espectro de hg es doblemente dege-
nerado para cualquier valor de m distinto de cero. Por lo que debemos usar nuevamente
la teoria de perturbaciones para estados degenerados, para encontrar las correcciones a los
eigenvalores y eigenfunciones para el m-ésimo nivel, esto es,

1) _

em)\ - uT)\’
1),y Um'x [ (0) Uxm'wig)x(s)
Upa(s) = Y A USIOESY —an. )|
m’'#m N#X AN

donde los estados .
P () = (slmA®),

representan las combinaciones lineales dentro del m-ésimo subespacio degenerado que dia-
gonalizan la perturbaciéon ill, y el subindice compuesto Am representa el producto de A
por m, con A = £1. Los indices latinos distinguen estados con diferente energia tangencial
a través de m, mientras que los griegos senalan la degeneraciéon asociada con el signo de
m, A = sign(m). Asimismo, las relaciones anteriores han sido escritas en términos de las
siguinetes definiciones:

7 1 Ke .

In(s,0) = =5 (2 il (e + 2Teas)>,
upr = (KO by (s,1)[mA ),

uf, = (A ki (s, 1)[mp'),

Ak = 67(7(2) — e,io) = %(m2 - k2),

m J— ].
A/\p = efnl — ewllz,.

Ahora, asumamos que la curva deformada es una curva suave, de tal manera que podemos

escribir:
(o]
Ke(s) = Z Kare™s,
M=—0c0
—+o00
Te(s) = Z TaretMs
M=—00

Comparando las expresiones para la curvatura y la torsiéon en términos del campo de de-
formacion del circulo, (3.59) y (3.60]), con las mostradas arriba, podemos encontrar las
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siguientes relaciones:

(1-Mm?) iM(1—-M?) ,
¢Ma TM = ¢M>

ous ous

a partir de las cuales se puede notar que, independientemente de la deformacion que haga-
mos al circulo, las componentes K11, 711 y 7 son iguales a cero. Las deformaciones que
contienen solamente componentes ¢ ;, ¢ftl 0 ¢8, corresponden a traslaciones en el plano
x-y, rotaciones alrededor de un vector en el plano z-y o traslaciones en el eje z, respecti-
vamente. Los cuales son movimientos rigidos de la curva y, evidentemente, no cambian su

Ky =

geometria.

De manera similar, imponiendo la condicién LAP, encontramos que ¢, = iM ¢}, entonces
¢ = 0y, por lo tanto, la componente Ky = 0. En términos geométricos el resultado anterior
puede pensarse de la siguiente manera: la deformacién producida por la componente ¢
corresponde a cambiar el radio del circulo, lo cual provoca un cambio en la curvatura por

un término constante, lo cual, sin embargo, necesariamente cambia la longitud de arco.

Asi, para un valor de m dado, la matriz dentro del subespacio degenerado correspondiente

toma la siguiente forma:
1 0 Ks
m - m

Diagonalizando la matriz anterior, encontramos las correcciones a la energia,

(1)
ulry = €, 0xx,

con )\
) = 7 /Kaml. (B.22)
Y 1
(0) _ ims _ y ,—i(ms+02m)
AS) = 5= (e e ) (.23)

donde 65, es la fase de KCop,.

Ahora, supongamos que nos interesa que la deformaciéon del circulo no rompa la degenera-
(1) (1)

cion, entonces tenemos que imponer la condicion e ) L =€, Le.

K:Q\m\ =0, 7o =0,

: . . 0
en tal situacién, es claro de la expresion (B.21)) que <pm>\ = w( )Y como resultado, obtene-
mos que para una curva producida al deformar el circulo arbltrarlamente, pero que satisfaga
los requerimientos mencionados arriba, la energia para el nm-ésimo nivel es:

1 1 Ko /1
= —(n+1)+-m2- 20 ( Ko),
Enm 772(n+ )+ 2m 4 2'%0"'6 0

y tiene un grado de degeneracién 2g,, de tal modo que cualquier combinaciéon lineal del
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tipo:
gn
Crm) =D Y [xot) @ [Pma)
I=1 A=t1

es un eigenestado de la energia.



Apéndice C

Ec. de Schrodinger en sistemas no
inerciales

En este apéndice describimos cémo transforma la ecuacion de Schrodinger bajo cambios de
coordenadas generales. También se explora la interpretacion fisica de los distintos elementos
que aparecen en la ecuaciéon. En particular, exploramos como transforma la fase geométrica
bajo este tipo de cambio de coordenadas.

C.1. Campos vectoriales sin divergencia

Para comenzar, consideremos la Ec. de Schrodinger en el espacio Euclideano tridimensional

i0p(x,t) = ( - %VQ + V(x))zp(x,t), (C.1)

Queremos saber como se transforma bajo un difeomorfismo general producido por un campo
vectorial sin divergencia. De esta manera esperamos obtener la ecuacion de Schrodinger que
gobierna el comportamiento de sistemas cuénticos descritos por un observador que se mueve
a lo largo de las lineas integrales de ese campo vectorial. Estamos interesados solamente en
este tipo de campos porque ellos producen transformaciones de coordenadas que preservan
volimenes. Bajo tal difeomorfismo,

 — yi = yi({I,',t), (CQ)
t — t'=t, (C.3

y entonces el lado izquierdo de la Ec. (C.1)) se transforma como:
i0p(x,t) = i(@tr + vi/ay) P(z,t), (C4)

donde los indices con prima significan derivadas con respecto a las coordenadas y, mientras
que las que no tienen, son derivadas con respcto a las z’s. De manera anéloga, el lado
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derecho queda

b

(=57 + v )otet) = (= goztua™ ViR +V(a(ont) )olatt). 1), (€5

i/ 5l . . . . . . .
donde ¢*7 es la inversa de la métrica Euclideana 3-dimensional escrita en las coordenadas
primadas y g = det(gyj) = 1 debido a que el volumen se preserva. Asi, la ecuacion de
Schrédinger en el nuevo sistema de coordenadas toma la forma:

i(@/+1ﬂay>¢¢mt)= (-;@4ﬂfa,4-v(x@hw)>¢(x@hﬂ%tq. (C.6)

Ahora, hagamos el siguiente ansatz para la funcién de onda,
D(@(y,t),t) = ey, 1), (C.7)
e introduzcamoslo en la Ec. . Es claro que
Oy (e*m(y’t)qﬁ(y, t)) = e~tewt) (8Zv — i(‘)i/a)qﬁ(y, t),

y consecuentemente, la Ec. (C.6|) puede ser traida a la forma:

(i@t/ —iA—V) qb—i—i(v—grada)i,@i/d)—i-% (Aoz) o+ <8t/a+vi/8i/a—;(grada)2> ¢»=0. (C.)

El campo vectorial sin divergencia méas general puede escribirse como
v = grad 3 + rotH, (C.9)

donde 3 es una funcién armoénica y H es un campo vectorial suave. Escogiendo 0 = a y
después de manipulacion algebraica, la Ec. (C.8) se simplifica para dar lugar a:

(i@t/ — %A - V> ¢+ i(rot H)" 0y + <8t/a + (rotH) dya + é(grad a)2>q§ =0, (C.10)

Consideremos el caso particular en el que el campo vectorial v tampoco tiene rotacional.
En tal situacion,

a:/vd% (C.11)

Opa = /Ot/v-dy (C.12)
= /@v'dy—/(vi/ai/)v-dy (C.13)

N /@%@—;/@w@%d% (C.14)
(C.15)
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y entonces, la ecuacion (C.10) se reduce a
1
<z’8t/2AV+/a-dy>¢:0, (C.16)

donde a = 9%y.

C.2. Campos vectoriales generales

Consideremos ahora difeomorfismos generados por campos vectoriales tales que contienen
ambas componentes, la rotacional y la solenoidal. Por un lado, el mapeo generado por
tales campos no mantiene volimenes. Por otra parte, bajo una transformacién no unitaria,
la densidad de probabilidad asociada a con estado cuéntico no se conserva. De modo que
podriamos esperar que el cambio en el volumen producido por el difeormorfismo en cuestion,
fuera compensado si permitimos que «, en , tenga parte real. en este caso, la Ec. de
Schrédinger en el sistema coordenado primado es , con Aa # 0, y a — a + b, donde
a, b son funciones reales de (y,t).

Definamos ahora A = rotH, E = grad a de tal manera que
v=FE+ A, (C.17)

y la Ec. (C.8]) toma la forma:

4

1 _ (2
10y = <2A + V> ¢ — i(A —igrad b> 0y b, (C.18)
con V = Vg +iV;, donde

1
Va=V —dpa+ 5(Ab— (gradb)Q) _-E,

1
Vi=—-0pb— A-grad b+ idiv .

Definienddl
C=A—igradb,
1 »
Ap = —7Dl K D'7 C.20
D \/§ g \/§ J ( )

podemos reescribir de forma mas compacta la ecuacion (C.18]) como:

iOpp = (;AD + f/’) b, (C.21)

!Subimos y bajamos indices con la métrica g;;.
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con V' = Vi + iV, donde

1
VI'{ =V —0pa — 51)2,

1
V[ == —at/b + §d1V V.

Si fijamos b, tal que
1
b= 5 /(div v) dt' + F(y), (C.22)

con una funciéon arbitraria F'(y), podemos eliminar la parte imaginaria del potencial, V7. Y
asi, la ecuaciéon de Schrédinger en el sistema de coordenadas primadas queda como:

iOpp = GAD + V,§> . (C.23)

Atin cuando hemos tenido éxito en escribir la ecuacion de Schrédinger en una forma familiar
en el sistema de refeerencia que se mueve, hay atn algunas cosas que aclarar. Por un lado,
el vector C' que aparece en la derivada covariante parece no ser hermiteano. Por el otro, la
manera en la que el factor conforme b ha sido elegido, no parece tener fundamentos fisicos.

Examinemos primeramente la interpretacion fisica de nuestra eleccion (C.22)). La densi-
dad de probabilidad asociada con la funcién de onda ¢ (x,t) en el sistema de coordenadas

primado es
3z |z, t))?. (C.24)

Como es usual, en el sistema primado transforma como:

Valy,t) [y, ) PdPy = Vo(y, ') @) |o(y, )2 dy, (C.25)

donde g = det(gj;), con g;; siendo la métrica inducida en éste tltimo sistema. Ahora, para
que el observador que se mueve interprete la funcién de onda ¢ de la manera estandar,
\/ge% debe permanecer constante en el tiempo (primado). Las coordenadas de un punto
“fl’sico’ﬂ en el marco primado para tiempos (primados) infinitesimalmente cercanos estan
relacionadas a través de:

24 (z) = yi(z) + v (z)ot, (C.26)

de tal manera que

V@) = Vo) (1 — 8t (div v)) +O(6t2). (C.27)

Similarmente, podemos relacional el factor conforme a distintos tiempos por:
) = 2) (1 + 25t'8t/b(y)> + 0(5t?). (C.28)

Entonces, la independencia de \/ﬁezb en el tiempo,

o

0=
ot

<\/§e2b) = 20pb(y) — div v, (C.29)

2Es decir, un punto con coordenadas sin prima constantes.
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implica que la parte imaginaria del potencial, V7, debe anularse. Esto es, la forma en la que
se ha fijado b permite pensar a ¢(y,t') como la funcién de onda en el sistema primado.

Ahora, consideremos el producto interno
(iDig) =i [ V3 % X Dig. (©30)
para funciones arbitrarias x y . La expresion puede escribirse como
(xliDip) = /f d*y (x* (0 +1iCy) )
= /\/gd y [(i(iC’;‘)X)*g0+ixﬁgp}, (C.31)
integrando por partes, el dltimo término de la expresiéon anterior da
i [ Vadyxane = [ iy [ (i +orman) ) (€.32)
y asi, la expresion toma la forma:
(x|iDip) = /\fd?’ Oy + 0y In\/g + iA — Dyb) ) }

= (iDix|y) + <(3 /Iny/g — 200b) x| ). (C.33)

A partir de ((C.33)), podemos ver que para que D sea hermitico, 9;b debe ser fijado como:

81»/6 = %81/ In \/§ (034)

La tnica cuestion pendiente es si (C.22)) y (C.34) son consistentes.

C.3. Fases geometricas en marcos de referencias no inerciales.

C.3.1. Caso General
Nos gustaria ahora buscar soluciones a la ecuacion (C.23) cuando E = 0 - y entonces

div v = 0 y podemos elegir a,b = 0. Asumiremos que el sistema esta en el régimen adiabético.
La ecuacion (C.23]) en este caso se reduce a

. 1 i
iy = (§A n v)¢ — (iAidy)g.
La expresion anterior puede escribirse como:
iy = (Ho n Ah(t’)) &, (C.35)

donde Hy = %A +V y h=—iA'0;. La Ec. 1) puede ser entonces tratada con la teoria
de perturbaciones dependiente del tiempo estédndar, i.e., la evolucion temporal del estado
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del sistema para t' > t{, esta dada en el cuadro de interaccioén por:

|68y 1 = U(t', t0) 19, o)1, (C.36)
con
tl

Ur(t' 1) = Texp ( - z/ dr by (7). (C.37)

to
donde T es el simbolo de ordenamiento temporal, y hy(7) = e~ 07 h(7)etHoT,

El estado 1} puede expandirse en la base de los eigenestados de Hy, {\n)} - los cuales,
asumimos, no son degenerados - como sigue:

16,41 = en(t)|n), (C.38)

donde
en(t') = (n|Ur(t',10)10, t0) 1 (C.39)

Supongamos que a tiempo t el estado del sistema es el i-ésimo eigenvector de Hy, i.e.,
|6,t0)1 = |i). Debido a que el sistema evoluciona en el tiempo adiabaticamente, Ur no
mezcla estados con distinta energia (no perturbada), y entonces el estado del sistema a
tiempos posteriores esta dado por |¢,t'); = ¢;(t')]i). Es decir, solamente nos ineteresa el
1-ésimo coeficiente,

a(t) = (UL tp)li),

_ 1—i)\/t dr (h(7))is + (—i)2\2 /t,t df/tf dr' (hy (T (7'))ii + ... (C.40)

t

donde (O)nm = (n]O|m). El coeficiente anterior, en el régimen adiabatico es una fase. El
tercer término en la expresién mostrada arriba puede escribirse de la siguiente manera:

t/ T
() = Y (=i)°N / d/ a7 () i (AT i, (CAT)

donde wy,,, es la diferencia entre el n-ésimo y el m-ésimo valores de energias no perturbadas.

Ahora, consideremos la integral sobre dr’ en la Ec. (C.41)):

T T . / ! / ]
—i/ dr' e~ WimT M7 (C.42)

/ ws
tg m

/ dr' e~ m™ (7)) mi = €= m (h(r") )

!
to

dado que el sistema esté en el régimen adiabatico, el segundo término del lado derecho de
2

.~ (t') contiene informacion de la
fase geométrica, y ademaés correcciones de segundo orden a la energia.

la expresion anterior puede despreciarse. El coeficiente ¢

Por el momento, consideremos el caso en el que el hamiltoniano de interaccion h(t’) depende
de dos parametros externos £ y (, y sus primeras derivadas temporales 5 y C , de manera
que h(t") = &he + Che + Ehé + C hC" Ahora, consideramos que el sistema recorre el circulo
en el espacio de parametros &-C: &€ = A(coswt — 1), ( = Asenwt con w < Ej;, para todo k,
como adiabaticidad demanda (noétese que es una deformacion ciclica para ¢t = 277 /w). Con
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esta forma de h, el coeficiente ¢; puede ser calculado explicitamente a orden no trivial més
bajo, y resulta que la parte independiente de w puede ser identificada con (i veces) la fase
geométrica, la cual toma la forma:

, 1
%i(T) = =2miA*y 7 <Im(h§ikhcki) + Re(he, e, — hgkihgik»- (C.43)
kti

Si dividimos entre el area del circulo trazado por el sistema en el plano £-(, obtenemos la
curvatura:

1
Kee=—2% o) (tm(he i) + Relhg, e, = e, ) ) (C.44)
keti i

C.3.2. Caso unidimensional.

Consideremos ahora la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo unidimensional:

10V (z,t;6) = H(w,§)¥(z,t;§), (C.45)
con 1 62
H(z,§) = 592 V(z,§),

donde & = £(t) representa un conjunto de parametros externos que cambian de manera
adiabatica. Imponiendo la condicion inicial U(z,0;&y) = ¥n(x,§), la solucion de la Ec.

es:
U(z,t;€) = ey (2,6), (C.46)

donde ¥, (z,£) es un eigenestado instantdneo de H con eigenvalor instantaneo E, (&), y
On(t) y yn(t) son las fases dindmica y geométrica, respectivamente, y estan dadas por:

5a(t) = / dLE, (£(1)), (C.AT7)
(t) = i / 0 (W (1, €)| Ot (2, €)). (C.48)

Ahora, hagamos el siguiente cambio de coordenadas:

r— 2 =x+ f(9), (C.49)
t—t =t (C.50)

Definiendo v(&) = 2/, la Ec.(C.45) en el sistema transformado queda:

(00 +0(&)0w ) (@' #:6) = A&, U, 1:). (C.51)

En analogia al caso de las coordenadas no primadas, W(2/,t';¢) esta dado por:

U(a! ;€)= e Oy, (2 €), (C.52)
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bu(t) = / 4, (€(1)), (C.53)
%,'L(t,) = i/dt/ <<7ﬁn(xlv £)|at’ﬂ~)n(xlv 5)) + <7Ln(x,a §)|Uax’7;n(xlv f)))v (0'54)

y 1[1” es el eigenestado instantaneo de H (2',€) con eigenvalores FE,,(£). Notese que debido a
que H(2',&) = H(a' — f,£), entonces

12)71(1',75) = wn(x, - f7 g)?

y por lo tanto, comparando las expresiones y (C.54), obtenemos ~,(t) = 7, (). Vale
la pena mencionar que, descrito en el sistema de referencia no primado, el segundo término
en el lado derecho de la expresion (C.54) resulta del hecho de que las coordenadas primadas
cambian con el tiempo, mientras que desde el punto de vista primado, éste aparece como
una fuerza inercial. Notese también que, en virtud de que el cambio con respecto al tiempo
no primado difiere del cambio con respecto al tiempo primado, el régimen adiabatico en los
dos sistemas de coordenadas es distinto.



Apéndice D

Teoria de perturbaciones y fases
geomeétricas

En este apéndice se deriva la forma que toma la curvatura de Berry perturbativamente, en
particular se discuten los términos relevantes en la expansion del estado perturbado para
calcular la fase geométrica que éste acumula. Similarmente, se presenta un analisis de la
fase de Berry para sistemas con dos padmetros pequenos.

D.1. Fase geométrica perturbativa

Consideremos el siguiente problema de eigenvalores:
Hn) = Eqln), (D.1)

donde el hamiltoniano depende de un conjunto de parametros externos X y puede escribirse
€omo:
H(X) = Hy + eH(X) + € Hy(X). (D.2)

Asumiendo que las eigenfunciones |n(0)> y eigenenergias ET(LO) del hamiltoniano no perturba-
do, tales que,
Holn®) = EQ|n®), (D.3)

son conocidas, podemos tratar el problema con el formalismo de teoria de perturbaciones.

Consideremos por simplicidad el caso en el que el n-ésimo estado de Hy es no-degenerado.
Entonces, de acuerdo con la teoria de perturbaciones para estados no-degenerdos estandar
[46], sabemos que |n) a orden € esta dado por:

[n) = 10) + elntV) + n), (D.4)
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donde
Wy _ Ukn. 11.(0)
n®) = 30 Yo, (0.5)
k#n nk
U U, V, U, U,
(2) o klVin nn. knUnn (0)
n = + kY, D.6
DY DV i e ol L (D)
U, U,
B _ E(O) 2 knYnk '
n n + eUpp + € Vnn+z Ak s (D 7)
k#n
con

Unk: = <n(0)|H1|k(0)>7
Vnk = <TL(0)|H2|/€(O)>,
Anp =B - B9

El estado perturbado mostrado en no estd normalizado a la unidad, i.e.,

(n|n) =1+ € Z <UTZ2U’€") =1+ €A,
k#n nk

Entonces definimos el estado,

= (1-54)

de modo tal que (N|N) = 1. Nétese que la correccién al estado a orden € que depende
de Hs es ortogonal al estado original. Asi, la componente p-ésima de la conexién de Berry
puede escribirse como:

i€? €
Ay = V0N = (1= ) (1) - (0, ol

%

i <1 _ 6;A) (n|9,n) — %(@A).

Debido a que el hamiltoniano no-perturbado no depende de los pardmetros externos y, por
tanto, tampoco sus eigenestados, el término 0,|n) que aparece en la relacién mostrada
arriba es de orden e. Como consecuencia, la expresion anterior queda de la siguiente forma:

AT = i{n|,fn) — %E(GMA) +O(eb). (D.8)

Por otro lado, la 2-forma de curvatura del n-ésimo estado, K" = d A", tiene componentes
dadas por:
ICZV =0,A, — 8,,AZ.

Considerando la expresion , encontramos que la curvatura de Berry, a orden €2, se
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reduce a:

K = i<aﬂ<n|8,,|n> - 6,,(n|8u|n>>dX“ AdXY + O(e3). (D.9)

Es decir, para calcular la fase geométrica para el n-ésimo estado en la aproximacion que
estamos haciendo, podemos considerar el estado perturbado no normalizado cuya forma
explicita se muestra en . Mas ain, la segunda correccion [n(?)) que se muestra en
no contribuye a la curvatura a orden €2 porque es ortogonal al estado no perturbado.
De manera que para encontrar la fase geométrica para el estado |n) a O(e?) basta con
considerar el estado normalizado y su primera correccion.

La conclusién anterior, aunque ha sido obtenida mediante un analisis valido para estados
no-degenerados, es cierta también para estados degenerados e incluso para estados cuya
degeneracion no se rompe por la perturbacion, la diferencia estriba en la forma explicita de
la correccion al estado, |nl(-1)>.

D.2. Teoria de perturbaciones con dos parametros

Consideremos el problema de Berry con el hamiltoniano H que depende de dos pardmetros
pequenos £ v ¢, de tal manera que puede escribirse como una expansion de la siguiente
forma:

H=H +¢H +CH +&H" +2H" +¢cH +... (D.10)

Nos gustaria encontrar una expresion para |n), tal que

Hn) = E,|n), (D.11)
y cuya estructura sea del tipo:
[n) = [n%) +&[n1°) + (|n) + £2|n) + ¢*[n?) + &CIn") + ... (D.12)
con
H'|n°) = E,|n°). (D.13)

Si lo anterior es posible, entonces la expresiéon para la curvatura de Berry dada en la
expresion () se reduce, a orden dominante, a la siguiente relacion:

K" =i[(n'°n®) — (n®|n'®)] d¢ A d( = —2Im [(n'|n°)] d¢ A dC . (D.14)

No obstante, hay dos situaciones en las que la expresion deja de ser valida. Esto
es cuando pequenas perturbaciones del sistema resultan en cambios finitos en los estados.
Por ejemplo, pensemos en la siguiente situacion clésica: consideremos un péndulo rigido
restringido a oscilar en un plano en la presencia de un campo gravitacional uniforme en la
direccion vertical. Si la posicion del plano es horizontal, entonces el sistema es degenerado
puesto que cualquier configuraciéon del péndulo estd asociada con la misma energia. Sin
embargo, si perturbamos el sistema rotando el plano alrededor de cualquier vector horizontal
por un angulo pequeno, la degeneraciéon se remueve y el péndulo elegird una direcciéon
particular, definida por dicha rotacién. Si ahora rotamos el plano por un angulo infinitesimal
alrededor de, digamos el eje =, entonces el péndulo “saltard” a la direcciéon z. Asi, vemos
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que una pequena perturbaciéon al sistema se traduce en un cambio finito en el estado del
sistema.

Usualmente en la teoria de perturbaciones en los libros de textos se consideran pertubacio-
nes alrededor de un sélo parametro [46], de modo que el escenario anterior no se presenta.
Regresando al caso cuantico, nos gustaria saber en qué casos es posible aproximar el es-
tado del sistema a atrvés de la expansion . Para ello, expandamos la Ec. (D.11)) y
analicemos cada orden. Pero antes, definamos las cantidades siguientes:

Ug = (kJH"|I°) (D.15)

Ay, = E —E’ (D.16)

ngd) = > al k%) + > bisng), (D.17)
k#n BF#a

Donde los indices griegos en la ultima linea senalan la posible degeneracién en los eigenes-
tados de H' con energia EO, y toman valores, como en el segundo término, en el subespacio
generado por los estados degenerados. Abusando de la notamon para mantenerla simple,
escribiremos U, . = =U, 1o~ Abhora, expandamos la Ec. y proyectemos el resultado a
cada orden. Las ecuaciones relevantes son:

Ul/
aly = Alik (D.18)
U
P S kv D.19
10
Ul = 0 (1 #v) (D.20)
01
vt = 0 (14 v) (D.21)

Notemos que mientras las dos primera expresiones arriba tienen informacién sobre la ex-
pansion, las otras dos imponen condiciones sobre la expansiéon, ya que requieren que ambas
perturbaciones sean diagonalizadas simultaneamente en el espacio degenerado. Esta con-
dicién no puede satisfacerse siempre, pero es necesaria para construir . También
podemos notar que si el estado que queremos aproximar no es degenerado, las condiciones
anteriores se cumplen trivialmente. Podemos ver, por otro lado, que los coeficientes b,
aun no estan determinados, para fijarlos es necesario considerar el siguiente orden en la
expansion, i.e.,

20 10
Ay, b, = Uy +alU,, (D.22)
Ay, b, = U02—|—a°1 " (D.23)
A,,ub‘;LJrAwbyL — U L+ a9 Uy + a% Uy, (D.24)

con p # v. Consideremos ahora los distintos casos separadamente,

1. |n°) es no degenerado. Las ecuaciones (D.22) se satisfacen trivialmente y la expan-
sién puede hacerse.

. 10 01
2. |n°) es degenerado pero ambas perturbaciones, H y H , remueven la
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degeneracion. En este caso, las primeras dos ecuaciones de (D.22]) definen los coe-
. . .. 11 .,
ficientes by, y las otras dos imponen condiciones sobre U, para que la expansion

pueda hacerse.

. |n°) es degenerado y solamente H 0 rompe la degeneracion. En este caso ([D.22))
se reduce a:

20 10
10
U/U/ + al/k! vk

v
0 = U, +a%Upy (D.26)
Uy + aig Uy, + asi Uy,
O e (D-27)
Vi

y asi obtenemos los b,,, y encontramos otra restriccién para que la aproximacion
perturbativa sea vélida.

. 0 . 01 ..
. |n°) es degenerado y ninguno, H ni H , rompen la degeneracion. En esta
situacion no tenemos informacion acerca de los b,,, y inicamente tenemos condiciones
sobre la expansion.
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