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Introduccion

El objetivo principal de la tesis es dar la demostracién de la equivalencia
entre el axioma de eleccién y la existencia de bases en espacios vectoriales. Para
la demostracién, que estd contenida en el dltimo capitulo, se requieren algunos
conocimientos de Algebra y de Teorfa de Conjuntos.

La tesis estd dividida en cuatro capitulos. El primero corresponde a la con-
truccion y a algunas propiedades del anillo de polinomios. Para la realizacién
de esta parte, se utilizé el libro Basic Algebra I de Nathan Jacobson.

Para el segundo capitulo, se usé principalmente Numbers, sets and axioms:
the Apparatus of Mathematics de Hamilton. El contenido va desde el concepto
de relacién y conjunto ordenado, hasta el desrarrollo de los nimeros ordinales
y cardinales.

En el tercer capitulo se dan algunas equivalencias del axioma de eleccién.

Terminamos con la demostracién de la equivalencia entre el axioma de elec-
cién y la existencia de bases para los espacios vectoriales. Esto se basa en Aziom
of Choice de Herrlich.



Capitulo 1

Polinomios.

1.1. Construccion y definiciones.

Definicién 1 Si X es un conjunto no vacio y %, x : X x X — X, es una
operacion definida en X.

1. (X, *) es un semigrupo si* es asociativa.

2. Un monoide es una terna ordenada (X, x*,e) tal que (X,*) es un semi-
grupo y e € X es un neutro para la operacion .

3. Un grupo (X, *,e) es un monoide en el que cada elemento tiene inverso.

4.- Un monoide o grupo es conmutativo si su operacion es conmutativa.

Definicién 2 Un anillo es una quinteta ordenada (R,+,-,0,1) tal que:
1.- (R,+,0) es un grupo abeliano,
2.- (R,-,1) es un monoide,
3.- se satisfacen las leyes distributivas:

a-(b+c¢) = a-bt+a-c
(b+c)-a = b-atc-a

Va,b,c € R.
FEl elemento 1 es llamado unidad.

Definicién 3 Un anillo R es llamado conmutativo si (R,-,1) es conmutati-
vo.

Definicién 4 Si R es un anillo conmutativo y N el conjunto de los nimeros
naturales,

RY={f|f:N—R}.
Definicién 5 Si f € RN, el soporte de f es sop (f) ={i € N| f (i) #0}.

Definicién 6 R[z] =RM =: {f € RN | sop (f) es finito}.
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Definicién 7 La suma de dos elementos de R|z], +: R[z] x R[z] — R[x],

estd dada por (f + g) (i) = f (i) + g (4).
Observacién 1 La suma estd bien definida.

Demostracion. Sii € sop (f +g), entonces f (i) + ¢ (i) = (f +g) (¢
Ademss, f (i) + g (i) # 0, implica que f(i) #0 o g(i) # 0. Pero f (i
0g(i) #0,siy sélosi, i€ sop (f) oi € sop (g). Entonces sop (f + g)
(f)Usop (g). Como sop (f) v sop (g) son finitos, entonces sop (f) U sop
finito. Por lo tanto sop (f + g) es finito. m

) #

) # 0
C sop
(9) es

Definicién 8 Llamamos cero al elemento 0 € R [z] tal que 0 (i) =0 Vi € N.

Notemos que sop (0) = ) que es finito.

Proposicién 1 (R[x],+,0) es un grupo abeliano.

Demostracién. Sea i € N, entonces
Elg (f+9)@)=f@)+g@)=9g@)+fE)=(+])@.
2

+(g+R) (D) = £ () +(g+h) () = f () + (g (1) + h (1) =
= (f)+9) +h(D) = (F+9) () +h() = ((f +9)+ 1) (0).
(3) (F+0) ()= F@)+0() = f () +0=f(0).

Si f € R[z] entonces 3 —f € R[a] : que (—f) (i) = — f (i) Vi € N. Asf,
(f+(=D)(@0) = £ () + (=) () = F (D) + (~f () = 0.

Por lo tanto, f + (—f) = 0. Adem4s, note que sop (—f) = sop (f).
Esto, implica que —f € R[z].

" (R [z],+, ()) es un grupo abeliano. m

Definicién 9 FEl producto (o multiplicacion) en R[z], o : R[z] X R[x] —
Rlz], (f,9) — feg:N— R se da por

(feg)(i = > 1)

j+k=i

Si f(i) =0 parai>ny g(j) =0 para j > m, entonces p (k) = 0 para
k>m+n.

Observacién 2 El producto estd bien definido.
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Demostracion. Sii € sop (f e g), entonces0 # (feg) (i) = > f(5)g(k).
=i

Ahora, 0 # Z ‘f (4) g (k), implica que j € sop (f) y k € sop (g) para
alguna 7 y algunjz;r I]z::tlales que j + k = i. Ademas,
{i+k[jesop(f), kesop(g)}
es finito pues sop (f) y sop (g) son finitos. Entonces
sop(feg) C{i+k|jesop(f), ke sop(g)}

c.sop(f eg) es finito. m

Notal Sif,geRY, f-g:N — R dada por

@)= > f@G)gk)

k=i
estd bien definida porque, dado i € N, el conjunto
{(k,]) e NxN|k+1=1}

es finito ast que es una suma finita de elementos de R.

Definicién 10 El elemento uno es el 1 € R[z] tal que 1(0) =1, 1(i) =0
Vi # 0.

Proposicién 2 (R [x] , e, 1) es un monoide conmutativo.

Demostraciéon. Sea i € N, entonces

(1) (feg)(@)= > FGgk)= > gk)f()=(9ef)().

Jt+k=i k+j=i
(2)
(feg)eh) (i) = D (fegh(k)= D (> F)gm)h(k)=
J+k=i j+k=i l+m=j
= Y fOgmhk)y= > fO( > gm)h(k) =
I+m—+k=1 l+p=1i m+k=p
= D fW)(geh)(p)=(fe(geh) ().
l+p=1i
3) (Tef) D= £ 1WSG =106 =)0 =10).
k+j=1

" (R [x], e, i) es un monoide conmutativo. ®

Proposicién 3 (R [x],+,0,e, 1) es un anillo conmutativo.
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Demostracién. (R [x],+, 6) es un grupo abeliano por la Proposicién 1.

Por la Proposicién 2, (R [z] e, T) es un monoide conmutativo.

Ademss, se valen las propiedades distributivas, porque
(felg+m)(@) = D FG@+hHE) =D FG) gk +h(k)=
k+j=i ktj=i

= D (FWDa®)+ (G h(k) =

k+j=i

Do FWak)+ D FERK) = (feg) @)+ (feh) (D).

k+j=i ket j=i
Y, (g+h)ef=fe(g+h)=feg+feh=gef+hef

" (R [z],+,0,, i) es un anillo conmutativo. =m

Nota 2 Cuando no exista posibilidad de confusion en el producto podemos pre-
scindir de e, es decir, basta escribir fg en vez de f e g.

Notacién 1 Por definicion de R[z], cada f € R[z] estd determinada por
una sucesion de casi puros ceros. Ast, podemos expresar o f € Rlx] como
(F(0), F(1), s F(n), .-

Ademds, si denotamos f(i) = a;, para it = 0,1,2,....n, la expresion de cada
funcion f € Rx] puede ser (ag, a1, ..., n,...). Es decir f(n) =0 para casi toda
n.

Nota 3 Las sucesiones (ag, a1, ..., a;, ...) y (bo, b1, ..., bs, ...) son vistos como iguales
st y solamente si a; = b; para todo i.

Observacién 3 RY con las operaciones definidas como en el anillo R [x]. Tam-
bién resulta ser un anillo conmutativo con uno, ya que para todoi € N, (f + g) (i) =
f@)+g(@) € R, y por lo tanto f + g estd bien definida; ademds por la nota

1 sabemos que el producto también estd bien definido. Asi que realizando las
operaciones de forma puntual para cada i € N, RN es un anillo.

Definicién 11 Una aplicacién ¢ de un anillo R en un anillo R' es un mor-
fismo de anillos si:

1. ¢(a+b) = ¢(a) + ¢(b) Va,b € R, (se dice que ¢ respeta la suma).

2. ¢(ab) = ¢(a)p(b) Ya,b € R, (se dice que ¢ respeta el producto).

3. 9(1) = ¢(1'), donde 1 e 1’ son las unidades de R y de R', respectivamente.

Definicién 12 1.- Si ¢ es inyectiva decimos que ¢ es un monomorfismo.
2.- Si ¢ es suprayectiva decimos que ¢ es un epimorfismo.
3.- Si ¢ es biyectiva entonces ¢ se llama itsomorfismo. Ademds, decimos
que los anillos R y R’ son isomorfos.
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Notacioén 2 Si R y R’ son isomorfos, lo denotamos por R = R'.

Definicién 13 Si ¢ : R — R’ es un morfismo de anillos, entonces el kernel
es

ker f={reR]| f(r)=0}.

Proposicién 4 Si ¢ : R — R|[x] se define por a — f,, donde f, (0) = a ,
fo (1) =0V i 0, entonces ¢ es un monomorfismo.

Demostracién. ¢ respeta la suma, porque
Jarp (0) =a+b=fa(0)+ /5 (0),

favo (3) :O:0+0:fa(i)+fb(i) Vi # 0.
Ast, ¢ (a+b) = forp = fa+ fo = (a) +¢(b).
También, ¢ respeta el producto, pues

Jav (0) = ab = fa (0) f (0),

Fav () = 0= 0(0) = £, (i) fi (i) Vi #0.
ASl’v d)(ab) = fab = fafb = ¢(a) d)(b) .
Ademsds, ¢ respeta el 1, ya que f1 (0) =1, f1 (i) =1 Vi # 0, f1 coincide
con 1. Asf, ¢ (1) = f1 = 1.
Entonces ¢ es un morfismo de anillos.
Por dltimo, veremos que ¢ es inyectiva.
¢(a) =0 () < fo=fp. Pero, fo = fo <= (a,0,0,..) = (b,0,0,..).
Ademss, (a,0,0,..) = (b,0,0,..) <= a = b. Asi, ¢ es inyectiva.
.. ¢ es un monomorfismo. ®

Nota 4 Por la Proposicion 4, identificamos R con su imagen
R= ¢(R) = {(T,0,0,...) | re R} - R[l’],

entonces R < RJz].

anillo
Definicién 14 Llamamos x al elemento de R[x] tal que x (1) =1,
(1) =0V i#1, es decir, x = (0,1,0,...).

Proposicién 5 z" = (0,...,0,1,0,....) Yn > 2, es decir, z" (n) =1, 2™ (i) =0
——

n+1
Vi # n.
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Demostracién. Por induccién sobre n.
Base. Para n = 2.
(%) (2) = (x o) (2) = %);%ﬂw(m==xﬂ)wﬂ)=1'1=1
Jik=
(@) @) =(zen)()= 3 s()zk)=0¥i#2
k=i
J#1
Entonces, z2 = (0,0,1,0,....).
——
241=3
Hipétesis de induccién. Supongamos valido para n, ™ (n) = 1,
x™ (i) = 0 Vi # n, demostraremos que la afirmacién es vélida para n + 1.
(z" ) (n+1)=(@"2)(n+1)= > a"(Gazk)=z"(n)z(l)=1-1

Jjt+k=n+1
=1.
(@) (i) = (@"2) (i) = 3 2" (j)w (k) =0Vi#n+1.
J+k=i
j#n
sz =(0,..,0,1,0,...) Yn > 2. =
——

n+1

Definicién 15 2° = (1,0,....).

Proposicién 6 Si a € R, entonces az™ = (0,...,0,a,0,...) Vn > 0, es decir,
————

n+1
(az™) (n) = a, (azx™) (i) = 0 Vi # n.

Demostracién. Por induccién sobre n.
Base. Para n = 0.
(az®) (0)= Y a(j)2’(k) =a(0)2°(0)=a-1=a.
j+k=0
(az®) (i) = Y a(j)a (k) =0Vi#0.
jk=i
#0
Por lo que la afirmacién se cumple para n = 0.
Hipdtesis de induccién. Supongamos vélido para n.
(az™) (n) = a, (az™) (i) =0 Vi # n.
Para n + 1, se vale al firmacién porque

(az™™) (n+1) = (az") (z) (n+1) = Z (az™) (j) = (k) =
jHk=n+1
=(az")(n)z(l)=0a-1=a.
(az™t1) (i) = (az™) () (i) = Y az™ (j)az (k) =0 Vi#n+1.

j+k=i
i#n
soaz™ =(0,...,0,a,0,...). ®
———
n+1

Proposicién 7 (f(0),f (1), ..., f(n),0,0,..) = f£(0) + f (1) & + ... + f (n) z".
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Demostracién. Como f (i) € R, entonces f(i)z* = (0,...,0, f (i),0,...)
—_———

Vi € N, por la Proposicién 6. Entonces ( (0) f@),..f(n),0 H)_1
= (f (0) 0’0’07"') (O’f( )’ ) ) +(07 b ( )7 "")
:f(O)(l,0,0,...)+f(1)(0,1,0, D+ ( )( 0,..,1,0,...)

a0 (A4 F (a2t f (At = F (4 F (Ut ot f ()2

Definicién 16 R[z] es el anillo de polinomios sobre R en una variable x
y cada elemento de R[x] se llama polinomio con coeficientes en R en una
variable x. Decimos que R[] es el anillo obtenido de adjuntar el elemento x a
R.

Notacién 3 La Proposicion 7, permite escribir a un polinomio en la forma

f=a+ax+..+ax™ = Zaixi

donde a; € R, a,, # 0y a; = 0 para i > n + 1. Por costumbre, se escribe

flx).
Definicién 17 Si f es un polinomio distinto de cero, el grado de f, es
grad (f) =méx {n] f(n)#0}.

Definicién 18 Si f (z) = ap + a1z + ... + a,z™ € Rz].
(1) Llamamos a los a; los coeficientes de f (x).
(2) ap es el término constante.

(3) a, es el coeficiente principal sin = grad (f).
(4) Sia, =1, entonces f (z) es llamado monico.
(5) Un elemento de R es un polinomio constante.

Nota 5 Si f (z) € R[z] y grad (f) = n, podemos escribir f (z) = Zaixi
i=0
Observaciéon 4 Sean f, g € R[z] con grad (f) =n y grad (g) =m. f =g si
y sélamente sim =m y a; = b; Vi.
Demostracién. f = g < (ag,a1, ..., a,,0,0,...) = (bg, b1, ..., b, 0,0,...) .
Ademss, (ao,al, veny Gy, 0,0, ) = (bo,bl, ooy b, 0,0, ) <~ a;=b; VieN

.'.f=g<:>ai:biVi. u

Observacién 5 Si R es un anillo conmutativo y si f,g € R[z], entonces

f+9=006 grad (f+g) <mdx {grad (f), grad (9)}.
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Demostracion. Si f, g € R[z]| con grad (f) =n y grad (g) = m. Suponga-
mos sin pérdida de generalidad que n < m y que f + g # 0.

(f+9)@)=fG@)+g(i))=0+0=0sii>m

cograd (f 4+ ¢) <méx {grad (f),grad (¢)}. =

Observacién 6 Si R es un anillo conmutativo y si f,g € R[z], f #0, g # 0,
entonces

fg=0 0 grad (fg) <grad (f)+grad (g).

Demostracién. Si f, g € R|z] con grad (f) =n y grad (g) = m. Suponga-
mos que fg # 0. Como f # 0, g # 0, entonces f (i) = 0 parai >ny g(j) =0
para j > m, entonces por la Definicién 9, p (k) = 0 para k > m + n. Esto
significa que grad (fg) < n+m = grad (f) + grad (g) .

. fg=0o0grad (fg) < grad (f) +grad (9). m

1.2. Propiedad Universal del Anillo de Polinomios.

Teorema 1 (Propiedad universal). Sean R, S anillos conmutativos, u € S
yn: R — S un morfismo de anillos. Entonces 3! n, : R[z] — S morfismo de
anillos tal que n,, (x) = u, y n, extiende an.

Decimos que 7 tiene una y sélo una extensién a un morfismo 7,,.
Demostracién. Supongamos que 3 7, : R[z] — S morfismo tal que
Mo (@) =1y n,(a) =7(a) =a €8, Vae kR

Como 7, (cd) =n, (¢)n, (d), por ser n,, un morfismo, tenemos

S

n

My (27) =@ ) = ny () - n, (2) = (0, (2))" = ()"
—_————

n
Esto quiere decir, que n,, () = u™ Vn € N.
n .
Sif=>ax"eRx],
i=0

n () = mQait) =Y on (') = Y n (a)n, (2°) =
i = i=0

> nlai)n, (&) = au' € S.

1=0 i=0

n .
Notemos que si se define n,, (f) = > alu’ € S, entonces se
i=0
satisfacen n,, (z) =uymn, (@) =n(a) =ad €S,V a€R.
Con esto obtenemos el morfismo de anillos.

Tomemos f = > a;x%, g = > bz’ € R[z]. Veremos que 7, es un
i=0 i=0
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morfismo de anillos.

n+m X
Demostraremos que 7,, respeta el producto. Sabemos que fg = > p;a’
i=0
donde p; = > a;b,. Entonces
jk=i
n+m . n+m . n+m )
n, (f9) = n.(D_pir') =D n, (pix') = Y n, (pi)n, (¢%) =
i=0 i=0 i=0
n-+m n+m
= > n@)n, (') = pju’, donde pf = Y ajby.
1=0 i=0 Jj+k=t
Por otro lado,
n m n m n+m
My (£) 0 (9) =1, O _aia')n, O bia®) = O aju’) (Y _bju') = Y phu’
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0

Asit, n, (fg) =1, (f) 1., (9).

También 7, respeta la suma. Como f +¢g= Y (a; + b;) x%, tenemos que
i=0

WD) =00 (0 +b)x Znu a; +b;)n, (z') =
=0

n n

=" (n, (ai) +n, (0:))n, (&) = n, (@) n, (') +n, b:)n, (z') =

i=0 =0

= Zn“ ai) ny (2°) 4+ 1y (b)) 0y Za'ul +bju' = Za’u’ + Zb' :
= nu(zaiwi) + nu(zbiwi) =0, (f) +n,(9)-
i=0 i=0

Ast, ny (f +9) =14 (f) + 14 (9)-
Ademds, n,, respeta el 1, pues para 1 € R, tenemos 7, (1) =n (1) =1'.

Por lo anterior, 7, : R[z] — S es un morfismo de anillos tal que 7, (z) = u,
vy que extiende a 7.

Unicidad. Supongamos que 3 v : R[z] — S un morfismo con v # 7,

tal que v () = u. Den, () =uy v (z) = u, tenemos que

v (z) = n, (z). Entonces v = n,,, contradiccién. Por lo tanto, 7,, es tnico.

. 3'n, : R[z] — S morfismo tal que n, (r) =u. ®

Definicién 19 Llamamos sustitucion de uw € R en lugar de x en [ ( o del
valor de f para x =) a la aplicacion del morfismo de R [x] en R que extiende
la funcion identidad sobre R y envia x en u. Ast, la imagen de un polinomio
f(z), bajo este homomorfismo se puede denotar por f (u).
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Definicién 20 R [u] es el subanillo de R generado por R y u.

Proposicién 8 Si R, S son anillos conmutativos y se cumple la propiedad uni-
versal, entonces R [u] =Im 1,,.

Demostracién. Imn, = {s€ S |s=n,(f), f € Rz]}.
(C) Si f € R[u], entonces f = a;u’, donde a; € R. Entonces

f= Zaiui = nu(z a;z’) € Tmm,,.

(D) Si s € S, entonces s =1, (f), para f € R[z]|. Entonces

s = nu(z a;x’) = Zaiui € Ru].

“R[u]=Imn,. =

Definicién 21 Un ideal en un anillo conmutativo R es un subconjunto I tal
que

a)0el,

b) sia,bel, entoncesa+bel,

¢)siael yr e R, entonces ra € I.

Notacién 4 [ ideal de R se denota por I < R.

ideal

Corolario 1 Ru] 2 R[z] /I donde I es un ideal en R [z] tal que IN R = (0).

Demostracién. Si I = Ker n,, entonces I < R[z]. Ademéds, comon,, =
ideal

1 es la inclusién, tenemos que es mono, entonces RN Ker n,, = (0), es decir,
RN 1T = (0). Asi, por el Teorema fundamental sobre morfismos de anillos',
tenemos R [u] & R [x] /1.

“Ru2R[z] /1. u

Observacién 7 El homomorfismo f(x) — f(u) es un monomorfismo si y
sdlo si f (u) = 0 implica que f (x) =0, esto es, ag+aru+ ... +a,u™ = 0 implica
que cada a; =0, para i € {1,...,n}.

Definicién 22 Si R < S. Un elemento u € S se llama algebraico sobre
anillo

R si f(u) =0 para algin f € Rlx]. Y si cumple con la observacion 7 decimos
que u es trascendente sobre R. Si R = Q y S = C, simplemente se habla de
numeros algebraicos y trascendentes.

ITeorema fundamental sobre morfismos de anillos: Si 77 es un morfismo de un anillo R en
un anilllo R’ y K el kernel. Entonces K es un ideal en R y existe un tnico morfismo 7 de
R/K en R’ tal que n =7 v donde v es el morfismo natural de R en R/K. Mds ain, v es un
epimorfismo y 7 es un monomorfismo. Ademds, cualquier imagen de un morfismo de un anillo
R es isomorfa al anillo R/K.
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Ejemplo 1 El nimero complejo w = —%—l—%\/ﬁi (z = \/—1) es algebraico (sobre
Q).

Demostracién. Si p(z) =22 + 2 + 1 € Q[x], entonces

1 1 2 1 1
plw) = w2+w+1:(—+2\/§z‘> +<—2+2¢§i>+1=

2
1 V3. 3 3 2 1
j it l=-"—Z-41=0.
7 2z+ 1 2+ 0

.. w es algebraico sobre Q. m

Definicion 23 Si R es un anillo conmutativo y x e y son indetermindadas,
tomando A = R [x], podemos formar el anillo de polinomios A [y . Este anillo se
llama el anillo de polinomios sobre R en dos indeterminadas x ey, y se
denota por R[x,y]. Asi, R[x,y] es el anillo de polinomios en y con coeficientes
que son polinomios en x.

Ejemplo 2 az?+bzy+cy? +dx+ey+ f = cy? + (br + €) y + (az? + dz + f) ,
es un polinomio en y con coeficientes en R [z].

Definicién 24 Por induccion definimos el anillo conmutativo R [x1, T2, ..., Ty,
de polinomios sobre R en n indeterminadas x;:

Rlx1,29, ..., Tn] = (R[x1,22, ooy Tn—1]) [2n] -

Observacién 8 Por la construccion de R[zy,Za,...,Ty], podemos decir que
A ‘ , A
f e (Rlx1, 22, ....T5, ..., xp]) [x;], es un polinomio sobre R[x1,x2,..., T}, ..., Ty]

en la indeterminada x;, para alguna j € {1,...,n}, donde xAj significa que a la
indeterminada x; se ha omitido en la anillo R [x1, 9, ..., x| . Esto significa que

A . . .
R[zy, %2, ..., Zj, ..., xy] tiene n — 1 indeterminadas.

Teorema 2 Si R es un anillo conmutativo y n € N, entonces existe un anillo
Rlz1,x2,...,x,] con la siguiente propiedad universal. Si S es un anillo y n :
R — S homomorfismo y f : {1,2,...,n} — S tal que f (i) = u;, entonces existe
una tnica extension n,, ., Rlri,..,z,] — S que envia x; — u; Vi €
{1,2,...,n}.

Demostracién. Por induccién sobre n.

Base. Para n = 1. R[z4] es el anillo de polinomios en una indeterminada
xy sobre R. Por el Teorema 1, 3! n,, : R[z:] — S morfismo que extiende 7, tal
que 7, (z1) = uy. Por lo que la afirmacién se cumple para n = 1.

Hipétesis de Induccién. Supongamos que 3! n,, . : Rlzi,...,0, 1] —
S morfismo que extiende 7, y envia z; — wu; Vi € {1,2,...,n — 1} , demostraremos
que la afirmacién se cumple para n. Por hipétesis de induccién y sustituyendo
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en el Teorema 1, el anillo R por R [z1,...,Z,—1] ,y €l morfismo 7 por Ny ...
y como

GUp—1)
Rlx1,...,Tn] = R[T1, ooy Tn—1] [Tn],

encontramos el morfismo n,,, ., = <77u1,...,u",1) Uy, que envia T, —— Uy,.

Por lo tanto, n,, ., : R[z1,...,2,] — S es una extensién de 7, tal que
xi— u; Vi € {1,2,...,n}.

UNICIDAD. La unicidad de 7,, , dueda totalmente determinada por
su imagen sobre los elementos x;, Vi € {1,2,...,n}, que generan a R [x1, ..., Z,] .
[ ]

Teorema 3 Si R[z1,....,o,]) YT € S, es una permutacion que actia en {1,...,n},
entonces existe un unico automorfismo 7w, que es la identidad sobre R y tal que

T (T5) = Ty
Vie{l,..,n}.

Demostracién. Sutituyamos en el Teorema 2, S = R[z1,...,2,], u; =
T Vi € {1,..,n}, ysean = lg |gr, la restriccién de la aplicacién de la
identidad 1g en R.

Ast, 7w =n,, o, Rl21,., 0] — R[21,..., 7] que es un endomorfismo
que cumple con las hipdtesis. ®

Notacién 5 Si (i) = (i1, ...,i,) € N esto es, una n-ada de enteros no nega-
tivos, entonces cualquier f € R[ry,...,x,], tiene la forma

f= Za(i)x(i), aiy € R,
(@)

donde 2V = 2! ... gln.

Definicién 25 () = 2% ... 2in es un monomio. Asi un polinomio f es una

combinacidn lineal de monomios con coeficientes a¢;y en R.

Observacién 9 A veces conviene consider al monomio como x'¥ = \xl* - - xin
donde A = a(;y € R. Si llamamos p; = x| entonces podemos escribir a f de la

siguiente forma
n
f= sz
i=1
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Observacién 10 Todos los coficientes a;y, a excepcion de un nimero finito de

; i1 i J1 in) — o011 in+J; ;
ellos, son iguales a cero. Tenemos (z7" - mn)(ml = xﬁl) =zl T G
(11, ey i) F (G150 Jn) 5 €ntonces Ty -+ - xin # x3' - xin . Ahora, dos polinomios
f.g € Rlx1,...,x,] son iguales si coinciden todos sus coeficientes para todos los
Monomsios.

Observacién 11 f = Za(i)m(i) =0<+<=a@ =0.
(@)

Definiciéon 26 El grado del polinomio f con relacién a xy, es
grad,, (f) =grad (f),

donde f € (R[z1,z2, ...,x/\j, e p]) [x;], visto en la observacion 8.
Ejemplo 3 Si f = 1+ 2+ 2y +2%y?, entonces grad, (f) =2y grad, (f) = 3.

Definicién 27 El grado total z'' - - - zir es

n

grad (zi---ain) = sz

Jj=1

Definicién 28 Si f € R[x1,...,x,], el grado de f, se define como

grad (f) = max {m | m = grad (Z‘le x#)}

Observacién 12 Para cualquier R [u1, ..., u,] el morfismo n,,, de

Rlx1,...,zpn] en Rlug,...,uy], €s un isomorfismo si: Za(i)u(i) =0 si y sdlo
(2)
S1 a(i) =0.

Definicién 29 Si u;, para i = 1,...n, satisfacen la Observacion (12), decimos
que uq, ..., u, son algebraicamente independientes sobre R.

Observacién 13 Hasta ahora, hemos visto el caso en que R es un anillo con-
mutativo. Sin embargo, las construcciones de Rx] y Rxy,..., 2] son vdlidas
también para R no mecesariamente conmutativo. Al hacer la construccion de
dichos conjuntos se satisfacen todas las condiciones de anillo, excepto la con-
mutatividad del producto. Por tanto, R|x] y R|x1,...,2,] son anillos no nece-
sariamente conmutativos.

Proposicién 9 Si R es un anillo, entonces x; € C (R w1, ..., z,)),Vi =1,2,...,n.2

2C(R) = {r € R | rz = zr Vx € R} se llama el centro del anillo R.
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Demostracion. Por induccién sobre n.

Base. Para n = 1, veremos que « € C (R [z]) . Por definicién de z, tenemos
que z (1) =1y x (i) =0 Vi # 1. Ahora, si f € R[z],entonces

(=) (7)

Do fR) =z fi-)=0)fG-1)=Ff3GE-1)

jtk=i

fl-1)@1)= Y fkz)=(fz)(0).

k-+j=i

Por lo tanto, z € C' (R [x]), es decir, la afirmacién es vélida para n = 1.
Hipétesis de Induccién. Supongamos vélido para n — 1,

{mla "'a'rn—l} eC (R ['Tla tey xn—l]) )

demostraremos la afirmacién para n. Sustituyendo en el caso para n = 1,
R[x1,...,2n_1] en vez de R y x por x,, obtenemos que

Ty € C(R[x1, .0y Tn—1] [Tn])-
Como R|z1,...,2pn—1] C R[z1,...,x,], entonces
C(R[z1,...;tn-1]) CC(R[z1, ... Tp]) -
Por esto y por hipétesis de induccién,
{z1,..yn_1} CC(R[z1,..., Tn]).
Entonces
{21,z ={x1, ., 2n1 U {zn} € C(R[21, ...y 20]) -

Sz € C(R[x1, .y Tp]), parai=1,2,..n. |

Nota 6 En la proposicion no se supone que R sea conmutativo.

Los siguientes dos ejemplos son los anédlogos a los Teoremas 1 y 2, pero para
anillos no conmutativos.

Observacién 14 Para que se cumpla la propiedad universal, es necesario en-
viar a T a algin elemento u € S. Sabemos que al multiplicar x conmuta con todo
f = (ag,a1,0a2,...) € R[z], en particular conmuta con todo a; € R. Entonces
n (a;) debe conmutar con u, por tanto es necesario que u € C (n(R)) .

Ejemplo 4 Si R y S son anillos, n : R — S morfismo, u € C (n(R)) C S.
Entonces 3! n,, : R[x] — S tal que n, () = u.
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n . .
Demostracién. Si A = Y a;z* € R|[z], entonces 71, (4) = > n(a;)u’ =
i=0 i=0

n .
Sajul.
i=0

n n

Ahora, si B = Y b;x' € R[z], se satisfacen los siguientes incisos:
D)1y (A+ B) =0, (3 (ait+bi)a’) = 3on(a; + b;) u’

=0
) = 2 (nfs) + (b)) wl =
=0 1=0 i=0

5 [ntanut +n00)ut] = (35 ata) + (3 tu) =, (4) 4, ().
n+m

ii) n, (AB) =n,( > piz'), donde p; = > a;by, entonces
i=0 k=i

n+m n+m

N, (AB) = n(p)u' =Y pu'.
i=0 i=0
Por otro lado,
n ) m )
M (A)m, (B) = (Y _aju') (Y _biud).
i=0 i=0
) ntm )
Como u' € C'(n(R)), entonces n,, (A)n, (B) = > plu’.
i=0
Por lo tanto, n, (AB) =1, (A)n, (B).
iii) 7,, (T) =1 (ls) = 1s.
Por (i), (ii) y (iii), n,, es un morfismo de anillos.
Por dltimo, supongamos que 3 v : R[x] — S tal que v(z) = u y v # 7n,.

Entonces v (z) = u = n, (x), contradiccién. Asi que 7, es tnico.

o3y, Rlz] — S tal que n, () =u. m

Ejemplo 5 Para cualquier anillo R y cualquier entero positivo n, 3 un anillo
R[x1,...,Tn], con la siguiente propiedad: Si S es cualquier morfismo de anillos

n:

77u1~~

R — S, tal que i — u; para u; € C (n(R)), parai = 1,...,n, entonces 3!

w, P Rlz1, . xn] — S tal que x; — u;, 1 <i <n.

Demostracién. Por induccién sobre n.

Base. Para n = 1. Por el ejemplo anterior, sabemos que 3! n,, : R[z] — S
tal que n,, (z) = u. Asf que es vdlido para n = 1.

Hipétesis de Induccién. Supongamos védlido para n, entonces

3 Ny, R[T1, 0w ] — S tal que oy — uy, 1 < i <n— 1.
Sustituyendo en la base, R [z1, ..., z,—1] en vez de R y x por x,, obtenemos
ANy, R[22, 0] = Rz, 2] [2,] — S
talque z; — u;, 1 <i<n. m

Ejemplo 6 Si R es un anillo conmutativo, I < Ry si I[z1,...,x,] denota

ideal

el subconjunto de R[z1,...,x,] de polinomios con coeficientes contenidos en I.
Entonces:
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1) Iz, .y 2n] < Rlz1,..., T
ideal
2) Rlxy, .y zpn] /T [z, s 2n] =2 (R/T) Y1, ..., Yn], donde y; son indetermi-
nadas en R 1.
Demostracién. Para ambos incisos usaremos induccién sobre n.
1)
Base. Para n =1, veremos que I [z] < R][z].
ideal

i) Si I < R, entonces 0 € I. Asf, a; = 0 Vi, implica que Y. a;2° = 0.

ideal
Entonces 0 € I [z].
i) Si f =Y a;z*, g= > bx* € I[x], entonces

h=f+g= Zcixi,

donde ¢; = a; + b; € I, porque a;,b; € I. Asi, h € I [x].
iii) Si f = Y a;z’ € I'[z], g = > b2’ € R[x], entonces

h=fg= chﬂ?k,
donde ¢ = , Z a;b;. Como a; € I Vi y b; € R Vj, entonces a;b; € I. Asi,
ek € Ix], es delc—g,zz ellz].
s Ix) < Rzl.
ideal

Hipétesis de Induccién. Supongamos vélido para n — 1,

I[mla"';xnfl] < R[xla"'axnfl]'
ideal

Por hipétesis de induccién, sustituyendo en la base, a I por I [x1,...,Zp—1],
la indeterminada z por x,, y R[z1,...,Z,—1] en vez de R, obtenemos

Izy, e zn]) =T (21, 0y Tn_1] [2n)] .dg l R[z1, ..o, Tn_1] [Tn] = Rz1, ...y 0] -

Iz xn] < R[T1, e, h].

ideal

2)
Base. Para n = 1, mostraremos que R [z] /T [z] = (R/I)[y]. Sea

¢ (R/D) [yl — Rlz] /T [x]
Z(rﬁ—[)yi »—>Zrixi+1[w].
Veremos que ¢ (A+B) =¢p(A)+¢(B) YA Be(R/I)[y.

(O (ai+Dy") + O (i + Dy') = (O (ai + T+ b+ Iy')) =
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=) ((ai+b)+ Dy') =D (a;+bi)z’ +I[z].
Por otro lado,
e (Y@ Dy)+o (Y tirny) =
(Zazx +1x )—i—( bzxi—l—l[a:]) = Z(ai—l—bi)xi—i—l[x].

VA Be (R [y
)V A Be (R Y]

Por lo tanto, p (A4 B) = ¢ (A) + ¢ (B
Demostraremos que ¢ (AB) = ¢ (A) ¢ (

(O (i + Dy YO (b + D)) = o> diy') =
=) (ci+Dy') =D e’ +Ia]

donded; = > (a;+I)(bpg+I)= > ajbp+I=c+1I
jt+k=i jAk=i
Por otro lado,

(> (ai + Dy e (b + Dy') = O asa’ + Ta))(Y_ bia' +1[]) =
= ax) O bia') +1a] = ca' + 1z

Por lo tanto, ¢ (AB) = ¢ (A)p (B)Y A,B € (R/I)y].

Ademsds, p(1+1)=1+1[z].

Como consecuencia de lo anterior, ¢ es un morfismo de anillos.

Ahora, veremos que ¢ es inyectiva. Si Y a;a’ +1 [z] = 3" bz’ +1 [2], entonces
S azt =Y bzt +p(x), para p(x) € I [x]. Entonces Y (a; — b;) 2t =Y a;x® —
S bzt = p(z) € I[z]. Como p(z) € I[z], debe de cumplirse que a; — b; € 1.
Esto significa que a; — b; = u;, donde u; € I. Asi, a; = b; +u, para u € I, lo que
implica que a; + I = b; + I. Por lo que, Y (a; + I)x* = (b; + I) 2. Entonces
© es inyectiva.

Por 1iltimo checaremos que ¢ es suprayectiva. Si A = Y ral + I[z] €
R[z] /I[z], entonces 3 B € (R/I)[y]: que

e (B)=¢ (Y i+ Dy') =Y ria’ + Ila] = A,

Entonces ¢ es suprayectiva.
Por lo tanto, ¢ es un isomorfismo, es decir, R[z] /I [z] = (R/I) [y].
Hipétesis de Induccién. Asumamos vélido para n — 1,

UJ\—/

R[xla"'axn—l]/-[ [xlan Tp— 1] (R/I) [yla' ayn—l} .

Sustituyendo en la base, R [z] por R [x1,...,2xn—1], I[z] por I[zy1,...,Tp_1]
y & por I, obtenemos que

Riz1, .o, Zn-1][zn] /T[T, oy Xp1] [T0]
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es isomorfo a
(Rlz1, .y @n-1] /T [x1, s Tn—1]) [Un] -
Entonces
Rixy, e, xp] /T x1,yzn] 2 ( Rlx1, ooy Tno] ST [21, ooy Tn—1]) [yn] -

Aplicando la hipétesis de induccién, tenemos que

(Rlz1, ey mna] A2, zna]) [yn] = (BT [Y15 s Yn—1] [yn] =
(R/I) [y17 ---7yn] .

Rlzy,.nxn] /T [z, xn] 2 (RAD) Y1, ooy Yn - B
Ejemplo 7 M, (R[z1,...,2:]) & My, (R) [21, ..., T¢] .

Demostracion. Por induccién sobre 7.
Base. Para r = 1. Sea

¢ My (R) [z] — M, (R[z])

k
ZAS$S—>B
s=0
donde A, EM (R) para s =1, ..., k, y ademés
(Bl = 3 (s, para lom € {1 con}.

i) ¢ ((EA%“) (EBx))ZW((Z(AMLBi)xi)):C’
donde (C), ,, :Z(( n—i—BilM)xl).

Por otro lado
%) (Z Am’) + ¢ (Z Bm’) =D+ FE,

donde (D —+ E)l,nL = ZAZ‘LmIi —+ ZB,‘,LmIi = Z ((Ail,m —+ B’il.m) 1‘1) .
Por lo que,

p(P+Q)=¢(P)+¢(Q) VP,Q € M, (R)[z].

i) ¢ (X Ai w') (X Bix')) = ¢ (X Cia')) = C,
donde C; >

1,m UL,m " Vi,m"*

1,m TV, m=1%m
Entonces

(C)a,b = (Aul m B m)a7b = ZAua,szz,b'

Por otro lado,
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donde (D)l,m = ZAil,mxi’ (E)l,m = ZBil,,mxi‘
Entonces F =3 C;, , x* donde C;, ,, = > Auy By -

UL, m V1 m =11, m

I,m

Entonces
k

(Auz,vaz,m)a,b = ZAU(L,ZBUZZ,I) = (C)mb .

z=1
Asf, ¢ (PQ) = ¢ (P) (@) V P,Q € My, (R) [].
iii) ¢ (Iar, (R))) = B
Si | = m, entonces (B),,, = (I);,, = 1.
Si l # m, entonces (B),,, = (0),,, =0.
Entonces, B = lM,,L(R[z])~
Asi, por (i), (ii) y (iii), ¢ es un morfismo de anillos.
iv) Veremos que ¢ es inyectiva.

A=y (Z Lixi) = (Z Mim’) =B << (A)l,m = (B)l,m'

Pero, (A),,,, = (B);,, <= > Li, &' = > M, x'. Ademds, 3 L
> M;, 2" < L;,, =M, . Porlotanto L = (L),, = (L),, =M.

Asi, ¢ es inyectiva.

v) Ahora, si B € M, (R[z]), se cumple (B),, = > A; =" entonces 3
P =3 Az’ € M,, (R) [x] tal que ¢ (P) = B. Por lo tanto, ¢ es suprayectiva.

Entonces por (iv) y (v), ¢ es biyectiva.

M, (R[z]) = M, (R) [z].

Tt =

,m

l,m 1,m

Hipétesis de Induccién. Supongamos vélido para r — 1,
M, (Rlz1,...,xr-1]) & M, (R) [21, .., Tp—1] -
Sustituyendo en la base, R[21,...,z,_1] en vez de R y x por z,, obtenemos
M, (R[z1,...,xr)) = My (R[z1, ooy Tr—1] [2r]) = My (R[21, ooy r1]) [24] -
Aplicando la hipdétesis de induccién, tenemos
M, (R[z1, ..., Tr-1]) [xr] & M, (R) [21, ..., Tpe1] [20] = My (R) [21, .., ] -
S My (Rlz, e xe]) 2 My, (R) (21,00, 2] . W

Ejemplo 8 Si R es un anillo conmutativo y R[[x]] es el conjunto de las suce-
siones en R, es decir, (ap,a1,a2,...), para a; € R. R][z]] se llama el anillo
de las series de potencias ( enteras) formales. Un elemento de R [[x]]

se denota por f(x) = > a;x*. Las operaciones con las series de potencias for-
i>0
males de R [[z]] se efectian con las mismas reglas que para las operaciones con

polinomios:
(Z a;x’) + (Z biz') = Z (a; +b;) 2,
(Z aixi)(z bjal) = Z cpx®
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donde ¢, = ) a;b;.
itj=k

Teorema 4 (R [[z]],+,0,, i) es un anillo conmutativo.

Demostraciéon. Nota: Por la observacién 3 podemos concluir que (R [[]],+,0,, i)
es un anillo conmutativo. Sin embargo, se realiza explicitamente, a continuacién.

Primero veremos que (R [[z]], +, 6,) es un grupo abeliano.

D) (QCair’) + (X biz')) + Qo ciz’) = (o(as + bi)x") + 5 b’ ,

= ((ai +b;) + ci)a’ =3 (a; + (bi + ¢;))a" = Y aix’ + (3o(bi + ci)a’)

=2 air' + (T bir') + ('), _ _

i(i%:(z Q;wl) + (X bir') = 3 (a; + b’ =3 0(bi + ag)z’ = Qo biz')+

i) (3 aiz') + 0 =3 (a; +0)z" =3 az’. _

iv) Si > a;a* € R[[z]], entonces I— " a;z* := > (—a;)z* € R[[z]], tal que
(X aix’) + (= X air’) = (C ai’) + (Qo(—ai)z’) = Xo(ai + (—ai)z)

=>(0)z" = 0.

Entonces (R [[=], +, 6,) es un grupo abeliano.

Ahora, veremos que (R [[=],, i) es un monoide conmutativo.

i) (C ) (X bja?)) (X az') = (X dia®) (T az') = Y ema™

dondedy = > aibjyen= > deco = >, (> abj)a= > abjq.
i+ji=k k+l=m k+l=m i+j=k i+j+l=m
Por otro lado,

(D ai) (D ba) (Y cah)) = (D ai)(Q_ faz™) =Y hya?

donde fr = > bjay

=i
hp= 3 aifa.= X ai 3 bja)= 3 abja.
i+a=p ita=p j+i=n i+j+l=p
Por lo anterior, concluimos que m =p y e, = hy,.

Entonces

(S e (b)Y ) = (3 asa ) (3 by ) (3 ).
ii) (Zami) (Z bjxj) = (chxk’) donde ¢, = > aib; = E bja;. En-

i+j=k i+j=k

Z crat = (Z bja:j)(z a;z").

i) (Y aiz?)(1) =Y cxa® donde ¢, = Y a;1;.
i+j=k

tonces

Si k =1, entonces ¢; = . ain =a;lg=a; (1) = a;.
i+j=k
j=0
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Si k # 4, entonces ¢; = Y. a;1; =0.

i+j=k
J7#0
Entonces
Z ckxk = Z aixi.
Por lo tanto, (R [[=],, i) es un monoide conmutativo.

Por dltimo, comprobaremos las leyes distributivas.
S aiw' (T ba!) + (X ejal)) = X aa (3(by + ¢5)2?) = 3 dya®,
donde dy = > ai(bj+c¢j)= > abj+ > aic.
itj=k itj=k i+j=k
Por otro lado,

(Z aixi)(z bjz?) + (Z aixi)(z cjz?) = Zekxk + Z hiz®,

donde ey, = > abjy hy = > aicy, entonces ey, + hy, = di.
i+j=k i+i=k

Ast, Y aie (3 bjal) + (X ¢ja?)) = (X aix”) (X bja?) + (30 ar’) (3 ¢ja?).

Por lo anterior y por la conmutatividad del producto, tenemos

(Q_ba?) + Qe NQaia') = Qi) (D ba?) + (D eja?)) =
= (D) bie!) + (Q_ai')(Y_eal) =
- (Z bjxj)(z a;z’) + (Z cjmj)(z a;z’).

Por lo que se satisfacen las leyes distributivas.

" (R [[z]],+,0,-, i) es un anillo conmutativo. =

Definicién 30 R[[z]] se llama el anillo de polinomios de las series de
potencias en una indeterminada.

Observacién 15 Rz] < R][z]].

anillo

Demostracién. Por las definiciones de R [z] y R[[z]], tenemos que R [z] C
R[[z]]. Como R [x] es un anillo bajo las mismas operaciones que R[[z]], y el

neutro aditivo y multiplicativo son los mismos, entonces R[z] < R][[z]]. m
anillo

Ejemplo 9 Si M es un monoide, R un anillo conmutativo y
RIM|={f:M — R| f(m) =0 para casi toda m} .

Definamos adicion, multiplicacion, 0 y 1 en R[M] por
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(f+g)(m) = f(m)+g(m)

(f-9)(m)= > fp g

pg=m

0(m)=0

1(1)=1, 1(m)=0sim#1.

Entonces se cumplen los siguientes afirmaciones:

1. R[M] es un anillo.
2.SiA={d' € RIM]|a (1) =a, a’ (m)=0sim#1}, entonces

A < R[M]y A=R.

anillo

3.S5i B={m’ € RIM]|m/'(m)=1,m'(n) =0sin#m}, entonces

monoide

B < R[M]yB=x~M.

4. RC C(R[M)).
5. Si f € R[M] entonces f = Zrim,’i7 r; € R, m; € M.

6. > rm,=0+=r;=0.

7.Sio: R — S morfismo de anilllos tal que o (R) C C'(5),
y7:M — S esun morfismo de monoides, entonces 3!y : R[M] — S
morfismo de anillos que cumple v, =0oy v, =T

Demostracién. 1. Primero veremos que (R[M],+,0) es un grupo aditivo.

a) ((f +9) +h)(m) = (f +g) (m) + I (m) = (f (m) + g (m)) h (m) =

b) f(m) + (g (m) +h(m)) = f(m)+ (g +h) (m) = (f + (g +h)) (m).

c) (f +g) (m) = f(m) +g(m) =g (m)+ f(m)=(g+[)(m).

(04 f(m) =0(m)+ f(m) =0+ f(m)=f(m).

d) Si f € R[M] entonces 3 —f € R[M]: que (—f) (m)=—f(m), ((—=f)+ f) (m) =

(=f)(m) + f (m) = —f (m) + f (m) = 0.

Asi, (R[M], =+, 6) es un grupo aditivo.

Ahora, checaremos que (R[M 1, 1) es un monoide.

)
((fom)m) = > (fo@h@= Y (D F1)(9)m)h(a) =
pg=m pg=m lr=p
= Y fOemh@= > FO(D gr)h(a) =
lrg=m lw=m rq=w

Y F W) (gh) (w) = (f (gh) (m).

lw=m
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b) (f1)(m)= X f(p)1(g)=Ff(m)1(1)=f(m)(1)=f(m).

pg=m

(1) m) = X 1) £@) =1(1) £ (m) = f (m) (1) = f (m).

pg=m
Por esto,(R[M}, . T) es un monoide.
Por tdltimo, mostraremos que se satisfacen las leyes distributivas.

a)
(f(g+n)(m) = Zmﬂp) (9+h)(q) = me(m (9(a) +h(g) =
= pqz_:mf () g(a)+ £ (p) hpzc;)= me (p)g(q) +
pq}_jmf (p)h(g) = (f;) (m) + (fh) (m) = <fg+;fql;<m>.
b)
((g+m)f)m) = Zm<9+h>(p>f<q> = Zm(g<p)+h(p>>f<q)
= Z_j (g(p)f(q)+h(p)fp(iz_)) =Y 9wf(@+ Y hp)f(a)
= (oH)m) + (1)) = (05 + ). o
(R[M],+,6, .,I> es un anillo.
2

Sea a: R — R[M] tal que r — 7.
Antes de continuar, hay que destacar dos observaciones:
Primera: 75 = (r179)".

Porque

(rire) () = 30 i (p)r2 (@) =1 (72 (1) = (r1) (r2) = mar2 = (rir2)' (1),

(rirg) (m) = 3. 11(p)ra(9) = 11 (rz (m) = (1) (0) = 0 = (r172)" (m)
vm # 1. "

Segunda Observacion: (ry +rq) = 7} +75.

Porque

(r1+72) (1) =71+ 712 = (1) (1) + (r5) (1) = (rp +75) (1),
(r1+72)" (m) = 0= (r}) (m) + (r5) (m) = (r} +7%) (m) Vm # 1.
Entonces « satisface los siguientes incisos.

(a) a(ry +12) = (r1 +12) =7 +rh =a(r) +a(r),

(b) a(r172) = (rire)’ = rirh = a (1) a(ra),

() a(1) =1,

Por (a), (b) y (c), @ es un morfismo de anillos.

También, « es inyectiva, ya que, si r; # 79, implica que

ry#ry (rp (1) =ri #r2 =r3(1)).
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anillo

Ademds, como a(R) < R[M]y «a(R)= A, entonces « es biyectiva.

R®2AyA < R[M].

anillo

3.
Sea 8 : M — R[M] que envia m — m/’.
Notemos que m/m} = (myms)’.

Ya que

(mym5) (mamo) S omimb(@)= D mh(ma)mh(mg)=1-1

pg=mima2 pg=mima2

= 1= (mlmg)/ (mlmg) .

Sim # mumy entonces (mymy) (n) = 32 my (p)my (q) = X2 my (ma) my (q)
pg=n pg=n

=1-0=0= (mims) (n)

Asi, tenemos que 3 es un morfismo de monoides, porque:

i) B (mima) = (mima)" = mymb = B (r1) 5 (r2) ,

i) B (1) = 1".

Ademds, f es inyectiva, pues si mj = m), entonces

my =mgy (1 =m) (m1) =mb (m1) & my =ma).

Y, como (M) < R[M]y B(M)= B entonces § es biyectiva.

monoide

~B~MyB < R[M].

monoide

4.
Por 2, R = A entonces basta mostrar que A C C (R[M]).
Sia€ A, f € R[M], entonces

(af)m) = Y ap)fle) =a(l)f(m)=af(m) =

|
=
2
S
[
~
—
3
S~—
S
—~
—
S~—
Il
=
S
N~—
2
[l
~—
|
—~
-
S
S~—
—~
3
~—

..RC C(R[M]).
5.
Si f € R[M] tal que sop f = {my,ma,....,my}, entonces f = Zrimi =

orimi =3 f (m;)" m}. Ahora,

n

(Zf (ma)' m}) (mg) = 3 f (mq) (m] (my)) = f (my) (1) = f (my) .

i=1
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Ademis,

n n

(S F (ma) ml () = S F (me) (m} (w) = 0 Vu ¢ sopf.

i=1 =1

= Zrimg, r; € R, m; € M.
i

(=) Sir; = 0Vi,entonces f(m) = (3 rim}) (m) = rymj (m) = (0) (m} (m)) =
0 Vm. Asi, Zr:m’. =0.
(=) S1 Zr,m = 0, entonces (ZW 1) (m) = 0 ¥m. Asi, Zﬁ( P (my)) =

0. Entonces r; = r; (1) = 0 Vj. Por lo tanto, r; = 0 Vi.
an; =0<r;=0.
7.
Sea v : R[M] — S tal que f=>rm;+— > o(r;)7(m;).

Veremos que 7y cumple con las condiciones de morfismo.
Si f=>rimi, g=>a;m; € R[M].
i J

(i)
v (fg)

7((Zrimi)(zajmj))=v(z O riayme) =

k mimj=my

= > Q0 olma)rm) =3 (3 olrolay)r(mm))

k mimji=my k mimj=my

Y. O alralayr(mir(my)).

k mimji=my

Por otro lado,

v (f)v(9)

(o )T (ma)) (3 () 7 (my) =
> (X ol m) o (a) T (m) =

k mimji=myg

Y Q0 alrialag)r(m)r(my)).

k mimj=my

Entonces, v (fg) = (f)7(9) .-
(i) v (f +g) = V(mez + Zajma) (Zlkmk) E};U (Ix) T (mg)

para k =i+ j, I, E {ri,a;}, mk € {ml,m7}
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Por otro lado,

Y +y(g) = V(mei) + ’Y(Z@jmj) =

(ZU (ri) 7 (ma)) + (ZU (a;) 7 (m;)) =Y o (k) T (mx)

k

para k =1+ 7, Iy € {ry,a;},mi € {m;,m;}.

Ast, 7 (f +9) =7 (f) +7(g)-

(i) 7 (1) =7 (1) =7 () (1)) =0 (1) 7 (1) = (1s) (1s) = Ls.
Por tanto, 7 es un morfismo de anillos.

Por dltimo, mostraremos que v es tinico.
Supongamos que 3 6 : R[M] — S, v # 6, con 0(f) => 0 (r;) 7 (m;). Pero

y(f)=> 0 (r;) 7 (m;), entonces 8 (f) =~ (f), asi, 6 = ~, cgntradiccién. ]

(3

Definicién 31 Si M es un grupo, R[M] es llamado el dlgebra de grupo de
M sobre R.

Ejemplo 10 Sea R un anillo y sea N un monoide conmutativo con r genera-
dores x;. Entonces R[N")] es isomorfo a R|xy,...,x,|, para z; indeterminadas,
1<i<r.

Demostracion. Si {M;}ier, M; monoide Vi y el producto como TI{M;} =
{f:1—U{M;}| f(z) € M;}. Definamos la operacién binaria, -, en II{M;} por
(f-9)) = f(#)g(i), y la unidad 1, como (1)(z) = 1;. Veremos que (H{MZ}, 1)
es un monoide.

(i)

((f-9)-m)@) = (f-g(i)h(i) = (f(i)g(i))h(i)
= f(@)(g(i)h(i)) = f(i)(g-h)(@) = (f - (g-h)(3).

(i) (f - D)@) = f()10G) = f@)L = f(2), (1- F)(@) = 16 f (i) = 1af (i) = f(9)
vV fe lg{Mi}.

- (II{M;},-,1) es un monoide.

Notemos las siguientes observaciones:
1) Si M; es conmutativo Vi entonces (IT{M;},-,1) es un monoide conmuta-
K3

tivo. Porque (f - g)(2) = f(i)g(7) = g(2)f(9) = (g - [)(9).
2) Si M; = M entonces II {M;} = M.

3) En particular N” es un monoide conmutativo pues N es un monoide con-
mutativo.
Definimos el coproducto de la siguiente forma II{M;} = {f € II{M,;} |
K2 K2

f(@) = 1; para casi toda i}.
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4) Si M; = M entonces II{M;} = M.

5) N(") es un monoide conmutativo con 7 generadores. Ademas de las obser-
vaciones anteriores, sabemos que:

(i) R[M] = {f € RM | f(m) = 0 para casi toda m} .

(i) Rlz1, xo] = (Rl[z1])[w2].

(iii) R[z] = RM.

(iv) Rlz1,22] = (Rlz1))® = (RM)M) = pEXN) — RN

Para demostrar el ejemplo aplicaremos induccién sobre r:

Base. Sir = 1. EntoncesR[N] = {f € R"| f (m) = 0 para casi toda m} y
Rlz] = {f € RV | sop f es finito} . Asf, R[z] = R[N].

Por lo tanto, R[z] & R[N].

Antes de proseguir, mostraremos que para r = 2 tenemos que R [NQ} =
Rz, x2].

Sea ¢ : R[N?| — (R(N))(N) que envia g — g por medio de (g (i) (j) =
9(i,7)-

Veremos que ¢ es un morfismo de anillos.

(i)

((f+9) @) ()= (f+9)(,5) = f(i.4) +g(i,j) =

~(FO) D+ @) H=Fo+360)0)=(F+9®)G).
. (f+g) (i) = f (i) + g (i) pues es vélido Vj
+g = f+ g pues es valido Vi
(i)
(FHENG) = U= Y flDg(st)=

(k1) +(s,t)=(%,5)
S (W) o) @)=

k+s=i l+t=j

Y. (FR)G ) G) = ((f9) () ()-

k+s=1

- (fg) (i) = <}'§) (1) pues es valido Vj
E = f@ pues es valido Vi.

(iii) También se cumple que ¢ (1) = 1, ya que
#(0,0)
=(0,0)

.. ¢ es un homomorfismo de anillos.

(i (i)) () =1@,7) = { (1)2 8?3

)

Mostraremos que ¢ tiene inversa.
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Sea ! : (RM)Y® — RIN?] tal que f' — f donde f(i,5) := ( f'(i))(4).
Por otro lado (¢'(2))(j) = ¢'(4,7) = (9(¢))(4)-

.. tiene inversa.

.. ¢ es biyectiva.
R[NQ} = R[J?l,l‘g].

Hipétesis de induccién. Supongamos vilido para r — 1.
R [‘Tla "'aIT‘—l] =R |:N(T71):| )

veremos que la afirmacion es valida para 7.
Si en la base sustituimos R por R[z1,...,2,—1] ¥ & por z,, obtenemos

Rlxy, ..., zr] = (R[z1, ooy Tr—1]) [2r] 2 (R[21, .oy 2r—1]) [N] .
Ademsds por hipétesis de induccién, tenemos que
(R[z1, . zr—1]) [N] = R {N(“l)} N].
Sin embargo, por las observaciones anteriores, sabemos que

(R {N(T*U}) [N] = {f €(R {N(Pl)} Y®| £ (m) = 0 para casi toda m} .

Por la observacién 5 inciso (iv), (R [NO=D])®) = RN,
Entonces
(R [N(’”_l)]) NJ={fe(R [N(T_l)])(N) | f (m) = 0 para casi toda m}
= {f e RN | f(m) =0 para casi toda m} =R[NM].
Entonces,
(R [mla "'7557‘71]) [N] =R [N(T)] :
Por lo tanto,

Rz, .] 2 (Rz1, .y z,q]) [NJ 2 R[N m

1.3. Algunas Propiedades de los Anillos de Poli-
nomios.

Definicién 32 Un anillo R es llamado un dominio si el conjunto R de ele-
mentos no cero de R es un submonoide de (R,-,1).

Proposicién 10 Si D es un dominio, f,g € D[z]\ {0}, entonces

grad (fg) =grad (f)+grad (g).
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Demostracién. Si f = Y a;2',g = Y bjal € D[z], con grad (f) =ny
grad (g) = m, entonces a,, # 0y by, # 0. Como ay, by, € D, no son divisores de
cero, anb,, # 0. Por lo tanto, grad (fg) =n+ m = grad (f) +grad (g). =

Teorema 5 Si D es un dominio, entonces D[z, ..., Z,| es un dominio. Ademds,
las unidades de D[z, ...,x,] son las unidades de D.

Demostracién. Por induccién sobre n.
Base. Para n = 1, se considera D[z]. Si f (z) = > a;a%, g(z) = Y bjai €
Dlz], tal que f (z)g (x) = 0. Por la Proposicién 10,

0=grad (0) = grad (fg) =grad (f)+grad ().

Como grad (f),grad (g) € N, entonces grad (f) = 0 = grad (g). Esto
implica que f (z), g(x) € D, es decir, f(x) =ag y g (x) = by, para ag,bg € D.
Asi, tenemos que ag - bg = 0, lo que implica que ayg = 0 0 by = 0 ya que D es un
dominio. Entonces f (z) = 0 o g (z) = 0. Por lo tanto, D[z] es un dominio.

Ahora, si f(z) es una unidad en D[], entonces existe g(x) € D[z] tal que
f(z) g (x) = 1. Esto implica que grad (f) - grad (g) =0,

asi que el grad (f) =0 o el grad (g) = 0. Entonces f(z) = d; y g(z) = da,
donde dy,dy € D, tales que dids = 1.Asi, si f(x) es una unidad en DIz],
entonces f (z) € D es una unidad en D, al igual que su inversa.

Por otro lado, si d; es una unidad en D, entonces existe do € D tal que

dydy = 1. Como D — D[z], entonces existen f (z),g (z) € D[z] tales que

f(z) =d1 y g(x) = da, que satisfacen que 1 = dids = f () g (z) . Entonces

dy = f(z) es una unidad en D|z].

Por tanto, las unidades en D[z] son la unidades en D.

Hipdétesis de Induccién. Supongamos que D[z, ..., 2,—1] es un dominio
y que sus unidades son las unidades de D.

Si en la base sustituimos D por D[z, ..., Zn—1], ¥, T POT &, obtenemos que
[Dz1,...;xp—1][Tn] es un dominio y como D[z1,...,Zn—1][Tn] = Dlx1,..., Zs],
hemos terminado.

Por lo tanto Dl[z1,...,z,] es un dominio y las unidades de D[z, ..., z,] son
las unidades de D. =

Teorema 6 (Algoritmo de la division).Si R es un anillo conmutativo. Si
f(x),g(x) € Rlz], g(x) # 0, el grad (g) = m y by, es el coeficiente principal
de g (x). Entonces 3k € N, gq(z),r (x) € R[z] con 0 < grad (r) < grad (g) o
r(z) = 0, tal que

b, () =q(x)g(2) +r(z).

Demostracién. Por casos:
(a) Sigrad (f) < grad (g) , entonces f (z) = 0-g (z)+ f (z), es decir, ¢ (z) =
0,7(2)=f(2).
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(b) Sim = grad (g) < grad (f) =ny a, es el coeficiente principal de f (z).
Sea

bn f () —anz™ g (x) = f1(2) .. (%)

Los coeficientes principales correspondientes a ™ en by, f (z) y apx
son iguales: a,b,,. Por esto,

n—m

g(z)

grad(fi (2)) = grad(b f (x) — ana™ g (z)) < n.

Usaremos induccién sobre el grado de f.
Base. Sin =0, como 0 =n > m, implica que m = 0, es decir,
g (x) = by para algtin by € R. Entonces r () = 0 = f; (z),k = 1y q(z) = ao,
ast
bo f(z)=q(x)g(z)+7(z)=aog(x)+0.
Hipétesis de induccién. Suponemos que 3 k1 € N, ¢ (z), r (z) € R[z] con
grad (r) < grad (g),

bt fi () = q1 (2) g (x) + 7 (2)
Como
ittt f () = byt (b [ ().

Aplicando la ecuacién (*), obtenemos

b:ﬁ;“ fi (:c) — bf,; (f1 (:c) + apz™ Mg a:)) _
byt fi(x) + b ana™ Mg (x).

Asi, por la ecuacién (*) y por la hipétesis de induccién, tenemos que

b fi(e) = b ana g (@) + a1 (2) g (2) + 7 (2) =
9 (@) (b} anz™ ™™ +qu () + 7 ().

donde q (z) = bkt a,z" "™ + ¢ ().
S f@)=q@)g(x)+r(s). =

Corolario 2 (Teorema del Residuo). Si f () € R[z] y a € R, entonces 3!
q(x) € Rlz] tal que
fla) = (x—a)q(x)+ f(a).

Demostracién. Si f (z) € R[z

] v g(z) =2 —a € Rlz], por el Teorema 6
JkeN, q(z), r(z) € R[z] con grad (

r) < grad (g) tal que

fa)=" f(@2)=q(@)(@—a)+7(2).

1 =grad (g) > grad (r). Entonces grad (r) = 0. Por lo tanto r (z) =r € R.
Esto implica que
fx)=(x—a)q(x)+r
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Entonces f (a) = (a — a) q(a) +r = r. Asi,
f(@)=(z—a)q(x)+ f(a).

Por ultimo, supongamos que ¢ (x) no es unico, entonces 3 ¢q1 (z) € R[z],
4(2) # a1 (2), tal que f () = (z — a) g1 () + f (a) . Enonces

(z—a)q(x) + f(a) = (x —a) g1 (x) + [ (a).

Asf, (z —a)(q(2) —qu (2)) = (z —a)¢(z) — (z —a) @ (z) = 0.

Como (x —a) # 0, entonces q(z) — q1 (z) = 0, es decir, ¢(z) = q1 (z),
absurdo.

Por lo tanto, ¢ (x) es tnico.

S g(z) € Rlz] tal que f(z) = (z—a)qg(z)+ f(a). =

Corolario 3 (Teorema del Factor). (x —a) | f (a) ((x — a) es un factor de

f(z) < f(a)=0).

Demostracién. (=) Si (x —a) | f(x), entonces f(z) = q(z)(z —a),
para alguna ¢ (z) € R[z]. Por otro lado, por el Corolario 2, 3! ¢ (x) € R[] tal
que f (z) = (& — 0) ¢ (z) + f (a) . Entonces q (z) (z — a) = (& — ) (z) + / (a).

Por lo tanto, f (a) = 0.

(«<=) Supongamos que f (a) = 0.

Por el Corolario 2, 3! q(z) € R[] tal que f(z) = (x—a)q(z) + f(a).
Entonces

@)= (@ a)q(@) +0=f(z) = (z — a) g (2).

Asi, (x —a) | q(z).

s(@—a)[f(a). =

Definiciéon 33 Si R es una anillo conmutativo y a € R, entonces el ideal
I ={ra|r € R}, sellama ideal principal generado por a y se denota por
(a). Un ideal I de R es un ideal principal si I = (a) para alguna a € R.

Definicién 34 Un dominio D es un Dominio de Ideales Principales (DIP)
si cada ideal I de D es principal.

Teorema 7 Si F' es un campo entonces F [x] es un DIP.

Demostracién. Si F' es un campo entonces F' [z] es un dominio, por el

Teorema 5. Ahora, si I < F'[z], tenemos los siguientes casos:
ideal

(i) I =0 implica que I = <0>
(ii) Si I # 0, entonces 3 g(x) € I, g(x) # 0, asi, si defino el conjunto

A:{h(x)eﬂh(x)#()},

entonces A # (0.
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Sea g (z) € I tal que grad (g) = men {grad (h)|h e A}. Si f(x) € I,
entonces f (z) € F [z], aplicando el algoritmo de la divisién obtenemos f (z) =
q(z)g(x)+ r (z) donde grad (r) < grad (g) o r(z) = 0. Como I es un ideal y
f(x), g(x) €I, entonces r (z) = f (x) —q(x)g(z) € I.

Ahora, si 7 (z) # 0, entonces 7 (z) € A tal que grad (r) < grad (g) , absurdo.

Entonces 7 (z) = 0, asf f (z) = q(z) g ().

Por lo tanto cada elemento de I es un multiplo de g (), es decir, I = (g (z)) .

. Fz] esun DIP. m

Definicién 35 Si F' es un campo. El campo de fracciones de F [x], denotado
por F (x), es llamado el campo de funciones racionales sobre F.

Si F'es un campo, entonces los elementos de F' (z) tienen la forma f (x) /g (z),
donde [ (z), g(x) € Flz] y g (x) £ 0.

Observacién 16 Si F' es un campo, tenemos el epimorfismo f(x) — f(u) de
Flz] a F[u], cuyo kernel es un ideal I tal que INF = {(0). Asi, I = (g (x)) pero
g (z) no es una unidad pues INF = (0). Entonces g (x) =0 o grad (g) > 0. En
el primer caso I = (0), ast el epimorfismo es un isomorfismo y u es trascendente
sobre F. Si grad (g) > 0, asumimos que es el generador mdnico de I.

Definicién 36 Un polinomio g (z) es el polinomio minimo sobre F de el
elemento (algebraico) u, si satisface el sequndo caso de la Observacion 16.

Definicién 37 Si F' es un campo. Un polinomio no constante f (x) € F [z] es
irreducible sobre F si f (x) no puede expresarse como el producto g (z) h (z)
de dos polinomios g (x) y h (z) en F [x], ambos de grado menor que el grado de

f ().

Observacién 17 Por el Teorema 5, las unidades en F [x] son precisamente los
elementos diferentes de cero de F. Ast, podemos definir un polinomio irreducible
f(z), como un polinomio no constante, tal que si f (z) = g(x)h(x) en F[z],
entonces g(x) es unidad o f(z) es unidad.

Definicién 38 Una raiz de f (x) en F [z] en F es un elemento u € F' tal que

f (w) =0.

Lema 1 Son equivalentes para cada anillo conmutativo R # 0 :
i) R es un campo.
i1) Los tnicos ideales de R son {0} y R.

Demostracion. (i)=(ii)
Si R es un campo, sabemos que {0} < R.
ideal
Supongamos que {0} #I < R.
ideal
Sia€l,a#0,entonces 1 =aa"! € I. Pero, si 1 € I, entonces
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xl =2 €IV z e R, es decir, que el tnico ideal que contiene al 1 es R.
Por lo tanto, I = R

-.{0} y R son los dnicos ideales de R.

(i) =>(i)

Si R es un anillo conmutativo # 0, cuyos dnicos ideales son {0} y R.

Si 0 # a € R, entonces (a) # {0}, entonces (a) = R. Asi, 1 € (a),

entonces hay un = € R tal que ax = 1. Esto significa que cada elemento de
R diferente de cero es invertible.

.. R es un campo. m

Teorema 8 Siu es algebraico sobre F, F' campo, con polinomio minimo g (x) .
Entonces F [u] es un campo si g (x) es irreducible en F [z] , es decir, no puede
escribirse como g (x) = f (x) h () donde grad (f) > 0 y grad (h) > 0. En otras
palabras, si g (x) es reducible entonces F [u] no es un dominio.

Demostracién. Por la Propiedad Universal 3! n,, : F [z] — F [u], si I = ker
(n,) , entonces FNI = 0. Cualquier ideal de F' [z] /T tiene la forma J /T donde
J < Flx] quecontienea I = (g (z)). Entonces J = (f (x)) y g () = f (z) h (x)

ideal

donde f (z), h(z) € Flz]. Como g (z) es irreducible entonces f (x) o h(z) es
una unidad.

Si f (z) es una unidad, entonces demostraremos que J = F [z].

() Sabemos que (f (z)) C F'[z].

(D) Si ¢ (x) € F[z], entonces

q(2)1=q(z) f (@) f (@) = (a() T @)f (&) = L(2) f (),

esto significa que ¢ (z) € (f (z)) = J.

Entonces, J = F [z].

Si h (z) es una unidad, entonces veremos que J = I.

(C) Por hipdtesis, I C J.

(D) Como h (x) es una unidad y g (z) = f (z) h (x), entonces g (x) h~! (z) =
f () . Entonces

Ast, p(x) € (g (@) = .
Por lo que J = 1.
Ahora, si J = f[z], entonces F [x] /T =J,/I < Flz] /I

Cuando J = I, entonces J /I =1/1=0. weel

Por esto, los unicos ideales de F' [z] /T son el 0 y el mismo.

Por otro lado, por el Corolario 1, tenemos que F [u] = F [z] /1.

Como los unicos ideales de F'[z] /I son 0y F [z] /I, tenemos que F [z] /T
€s un campo.

Ademds, si g (z) = f (x) h(z) donde grad (f) > 0 y grad (h) > 0, entonces
grad (f) < grad (g) y grad (h) < grad (g). Como g (z) es el polinomio minimo
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sobre F' del elemento algebraico u, entonces f (u) # 0y h(u) # 0. Como g (u) =
0, entonces 0 = g(u) = f(u) - h(u). Asi, F'(u) # 0 tiene divisores de cero
diferentes de cero.

. F'[u] no es un dominio. m

Teorema 9 Si f (x) € F[z], grad (f) =n >0, F' campo. Entonces f (z) tiene
a lo mds n raices distintas en F.

Demostracién. Demostraremos por induccién sobre r, la siguiente afirma-
cién: Si aq, ..., a, son raices distintas de f (), entonces IIf (z — a;) | f ().

Base. Para r = 1. Si a; es una raiz de f (z), entonces (x —aq) | f (z) <
f(a1) =0, por el Teorema del Factor.

Hipdtesis de Induccién. Asumimos valido para r — 1,

demostraremos que la afirmacion es valida para r. Por hipotesis de induccion,

f(z) =T (x —a;) h(z), para alguna h(z) € F [z].
Para la raiz a, se cumple que
0=f(a,) =T7"" (a — a;) h(ar).

Como a, # a;, paraj € {1,...,7 — 1}, a, —a; # 0, entonces h (a,) = 0. Asi,
por la base, h(z) = (z — a,) k (z) .
Entonces

@) =17 @ —ay) h(x) =17 (2 — aj) (& — ap) k (2)) = 1T (x — a;) k ().
Asi, se cumple la afirmacion.

Como f (z) =10 (z — a;) k (z) , entonces grad (II] (z — a;)) < grad (f).
Sor<n. m



Capitulo 2

Numeros Ordinales y
Numeros Cardinales.

2.1. Relaciones y Conjuntos Ordenados.

Definicién 39 Si X,Y son conjuntos, una relacion de X a'Y es un subcon-
junto R del producto cartesiano X x Y. Una relacion en X es un subconjunto
de X x X. Si R es una relacion y (x,y) € R, decimos que x estd relacionado
con y.

Notacién 6 Empleamos xRy para indicar que x estd relacionado con y por
medio de la relacion R Para decir que (x,y) ¢ R, escribimos xRy.

Observacién 18 Decir que aRb significa que (a,b) € R.

Definicién 40 Una relacion n-aria es un subconjunto de X1 X Xo X -+ X X,,.
Definicién 41 Una relacion R es reflexiva si xRx Vx € X.

Definicién 42 Una relacion R es stmétrica si xRy implica yRx Vx,y € X.

Definicién 43 Una relacion R es transitiva si tRy y yRz implica xRz
vz, y? z 6 X'

Definicién 44 Una relacion es de equivalencia en un conjunto X si es
una relacion binaria de X a X (es decir un subconjunto de X x X) que es

reflexiva, simétrica y transitiva.

Proposicién 11 Sea {R;},;.; una familia de relaciones en X, entonces n {R;}
1€

es una relacion en X.

35



36 CAPITULO 2. NUMEROS ORDINALES Y NUMEROS CARDINALES.

Demostracién. Como R; C X x X V i € I, entonces n {Ri} C X xX.
1€

e {R;} es una relacién en X. ®
€

7

Proposicién 12 Sea {R;};.; una familia de relaciones reflevivas en X, en-
tonces N {R;} es una relacion reflexiva en X.
il

Demostracién. Como (a,a) € R; Vi € I, entonces (a,a) € ﬂI {R;}.
[4S]

Rl {R;} es reflexiva en X. ®
€

Proposicién 13 Sea {R;},.; una familia de relaciones simétricas en X, en-
tonces N {R;} es una relacion simétrica en X.
i€l

Demostracién. Si (a,b) € o {R;}, entonces (a,b) € R; Vi € I. Como R;
1€
es simétrica Vi € I, entonces (b,a) € R; Vi € I, es decir, (b,a) € _QI {R;}.

. N {R;} es simétrica en X. m
iel

Proposicién 14 Sea {R;},.; una familia de relaciones transitivas en X, en-
tonces 0 {R;} es una relacion transitiva en X.
i€

Demostracién. Si (a,b) € _QI {Ri}y (be) € _QI {R;}, entonces (a,b) € R;
y (b,¢) € R; Vi € I. Como R; es transitiva Vi € I, entonces (a,c) € .ﬂl {R;}.
1€

Rl {R;} es transitiva en X. =
€

Proposicién 15 Sea {R;};,.; una familia de relaciones de equivalencia en X,
entonces N {R;} es una relacion de equivalencia en X.
i€l

Demostracién. Por las Proposiciones: 11, 12, 13, y, 14, .ﬂj {R;} es una
1€

relacién de equivalencia en X. m

Proposicién 16 Si R es una relacion en X, entonces existe una menor relacion
de equivalencia R’ en X que contiene a R.

Demostracién. Sea
F ={R" | R es una relacién de equivalencia en X y R C R*},

como R C X x X, entonces F # (). Por la Proposicién 15, NF es una relacién
de equivalencia en X. Ademds, como R C R* tenemos que R C N{R*} = NF.

Ahora, si R** es una relacién de equivalencia de X que contiene a R, entonces
R** € F, esto implica que NF C R**.

Por lo tanto, existe R’ = NF una menor relacién de equivalencia en X que
contiene a R. m
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Definicién 45 Una relacion R es antisimétrica st xRy y yRx implica © =y
Vz,y € X.

Definicién 46 Una relacion binaria R de un conjunto X es un orden (par-
cial) si R es reflexiva, antisimétrica y transitiva. Decimos que X es un conjun-
to ordenado por R, o bien, que X es un conjunto parcialmente ordenado

(COPO,).

Notacion 7 Usamos (X, R) para expresar que X es un conjunto parcialmente
ordenado por R.

Definicién 47 Si R es una relacién binaria en un conjunto X y si Y C X.
La restriccion de R a'Y es el conjunto

Rly={(a,b) e R|a€Y ybeY}.

Teorema 10 Si (X, R) es un COPO yY C X, entonces R |y es una relacion
de orden en'Y.

Demostracién. Sia € Y, como Y C X y R es reflexiva, entonces (a,a) € R.
Entonces (a,b) € R |y .

Si (a,b) € R|y y (b,a) € R |y entonces por definicién de R |y, tenemos que
(a,b) € Ry (b,a) € R. Asi, por la antisimetria de R,

se cumple que a = b Va,b € Y. Entonces R |y es antisimétrica.

Si (a,b) € Ry y (b,¢) € R |y entonces por definicién de R |y, tenemos que
(a,b) € Ry (b,c) € R. Por la transitividad de R,

(a,c) € R Va,b,c €Y, entonces (a,c) € R |y, es decir, R |y

es transitiva.

2. (X,Ry) esun COPO. n

Definicién 48 Si R es una relacion binaria en un conjunto X, llamamos al
conjunto

R™' ={(y,2) | (z,y) € R}

la inversa de la relacion R.

Teorema 11 La inversa de una relacion de orden es una relacion de orden.

Demostracién. Si R es una relacién de orden en el conjunto X, por ser
reflexiva tenemos

que (z,7) € R, asf que (z,x) € R~! Vx € X, entonces R™! es reflexiva.

Ahora, si (x,y) € R~'y (y,x) € R™!, entonces (y,z2) € Ry (v,y) € R

como R es antisimétrica tenemos que x = y. Entonces R™! es antisimétrica.

Por tiltimo, si (x,9) € R~y (y,2) € R~!. Entonces (y,x) € Ry (z,y) € Ry
como R es transitiva, se tiene que (z,z) € R, y entonces (r,z) € R~!. Entonces
R~! es una relacién de orden. m
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Definicién 49 (X, R) es un conjunto totalmente ordenado (COTO), si
R es un orden y cualesquiera dos elementos de X son comparables.'

Definicién 50 Si (X, R) es un conjunto parcialmente ordenado y A C X.
Decimos que m € A es el elemento menor de A si mRa Ya € A. Es el
elemento mayor de A si aRm Ya € A.

Notacién 8 m = men A, denota al elemento menor m de A.

Definicién 51 Si (X, R) es un conjunto parcialmente ordenado y A C X.
Una cota superior para A es un elemento x € X tal que aRx Ya € A. Si xRa
Ya € A decimos que x € X es una cota inferior para A.

Definicién 52 Si (X, R) es un conjunto parcialmente ordenado y A C X. El
supremo de A es el elemento menor del conjunto de todas las cotas superiores

de A (si existe). El elemento mayor del conjunto de todas las cotas inferiores
de A, es el infimo de A (si existe).

Notacion 9 a = sup (A) denota el supremo de A y b = inf (A) denota el
infimo de A.

2.2. Conjuntos Bien Ordenados y Niimeros Or-
dinales.

Definicién 53 Si (X, R) es COTO, (X, R) se llama un conjunto bien orde-
nado (COBO) si cada B C X, B # 0, tiene elemento menor, en este caso a
R se le llama buen orden.

Definicién 54 Un nidmero ordinal u ordinal es un COBO, en el que cada
elemento es igual al conjunto de todos sus predecesores, es decir cada x € X,
cumple que

r={ye X |yRz, y#x}.

Notacién 10 Usamos las letras del alfabeto griego o, 3,7,..., para denotar nimeros
ordinales.

Ejemplo 11 Si n € N, entonces n = {0,1,2,...,n —1}. Como (N,<) es un
COBO y cada n € N es igual al conjunto de todos sus predecesores, se satisface
la definicion de nimero ordinal. Ast, todo nimero natural es un nimero ordinal.

Definicién 55 Si (X, R) es un COBO. El segmento inicial de X determi-
nado por un elemento a € X es
Xo={y€ X |yRa, y#a}.

!'Dos elementos x,y de un conjunto ordenado parcialmente por R son comparables si:
xRy o yRx.
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Ejemplo 12 N, ={0,1,...,n — 1} = n es el segmento inicial de N determinado
porn € N.

Definicién 56 Si (A, R) y (B,S) son COBOS, decimos que (A, R) y (B,S)
son isomorfos (o del mismo tipo de orden), si existe f : A — B biyectiva
que preserva el orden, es decir, que

a1 Rag siy sdlo si f(a1)Sf (az)

para todo ay, as € A. Llamamos a una f con la propiedad anterior isomor-
fismo de orden entre (A,R) y (B, S).

Nota 7 A lo largo del capitulo, usaremos las palabra isomorfismo en vez de
isomorfismo de orden.

Notacién 11 1. (A, R) = (B,S), significa que (A, R) y (B, S) son isomorfos.
Cuando R = S, escribimos A = B.
2. (A, R) 2 (B, S) denota que (A, R) y (B, S) no son isomorfos.

Observacién 19 Si (X, R) es un COBO, entonces (X4, R |x,) es un COBO.

Demostracién. Supongamos lo contrario, entonces existe Y C X,, Y # (),
que no tiene elemento menor. Sin embargo, Y C X, C X, contradiciendo que
(X, R) es un COBO.

. (X4, R) es un COBO. =

Observacién 20 Sia € X, b € X,, entonces (X,), = Xj.

Demostracién. Demostraremos que (X,), € X3 y que (Xg), 2 Xp.

(€) Sip e (Xa),, entonces p € X, es tal que pRb, p # b. Asi, p € X, por la
definicién de X,. Por lo tanto, p € Xj.

(2) Sip € Xy, entonces p € X es tal que pRb, p # b. Como también b € X,
tenemos que b € X, bRa y b # a. Consecuentemente pRa, por la transitividad
de R. Ademds p # a (p = a = aRp. aRp y pRb = aRb. De aRb y bRa
tendriamos que a = b.). Asi, p € (X,),

(Xa)b =X, n

Observacién 21 Si (X, R) es un COBO entonces a = men (X\X,) Va € X.

Demostracién. Por definicién de segmento inicial, a ¢ X,, lo que implica
que a € (X\X,). Si p € X\ X,, entonces plRa o p = a. Por ser R un orden
total, pRa implica que aRp

a=men(X\X,). n

Observacién 22 Sia,b € X, aRb si y sélo si X, C X,.
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Demostracién. (=) Supongamos aRb. Si p € X, entonces p € X, pRa,
p # a. Asi, pRb, por transitividad. Ademds, p # b (p = b = bRp. Pero, bRp
y aRb = aRp. Como pRa,entonces p = a). Por lo tanto p € X;. Es decir,
X, C Xy

(<) Si X, C X,, supongamos que bRa y b # a, entonces b € X, C X,.
Asi, bRb y b # b, absurdo. Entonces aRb. m

Teorema 12 Si (X, R) es un COBO yY C X es tal que X CY Vb €Y,
entonces Y =X oY = X, para algin c €Y.

Demostraciéon. Supongamos que Y # X, entonces X\ Y # (). Sea ¢ = men
(X\Y). Veremos que Y = X.. Para esto mostraremos Y C X,y Y D X_.

(C) Sip € Y. Supongamos que p ¢ X, entonces cRpoc=p. SicRpy ¢ # p,
entonces ¢ € X, C Y, contradiciendo que ¢ € (X\\Y'). Ahora, si ¢ = p, entonces
c € Y, absurdo. Por lo anterior, p € X..

(2) Si p € X, entonces pRec, p # c. Supongamos que p ¢ Y, entonces
p € (X\Y), asf que cRp. De pRc 'y cRp tenemos que ¢ = p, contradiccién. Por
lo tanto, p € Y.

Consecuentemente Y = X,.

SY=XoY=X_.paraalginc€Y. m

Nota 8 Observe que ¢ = men (X\Y).

Teorema 13 Sean (X, R), (Y,S) COBOS.
(i) Si f : X — X es inyectiva y preserva el orden, entonces pR(f (p)) V
peX.

f
(i) X 2 X = f=1x.

/
(i) X2V y X 2Y — f =g
(iv) X 2 X,V aeX.

Demostracién. (i) Supongamos que para algiin p € X, no se satisface la
condicién. Tenemos que (f (p))Rpy p # f (p), ya que R es un orden total. Como

f es inyectiva f (p) # f (f (p)). Y, como preserva el orden (f (f (p)))R(f (p))-
Llamamos f" (p) = (f(f(--- f(p)))) Vn € N. Recursivamente generamos una
———

sucesion ..., f (p), ..., f2 (p), 2 (p), f (p) . Asf obtenemos
B={f"(p)IneN} CX,
con B # () y sin primer elemento, lo que es una contradiccion.

~.pR(f (p)),Vp € X.

f o
(i) Si X = X, entonces X = X. Por (i), pR(f (p)) v (f (2))R(f ™' (f (p)) =
p). Consecuentemente, p = f (p) por la antisimetria de R.
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f 1

! g 9_
(iii) I X 2Y y X 2Y,entonces X Y yY = X. Esto implica que

—1

f
X = X. Por el inciso (ii), 7' f = 1x.
Sg=1f.

f
(iv) Supongamos que X = X, para algin a € X, entonces f es inyectiva y
preserva el orden. Por (i) aR(f (a)). Ademds, f (a) € X,, entonces f (a) Ra y
f(a) # a. De aR(f (a)) vy (f (a))Ra, tenemos que f (a) = a, contradiccion.

f
SPftalque X2 X, VaceX. m

Teorema 14 Si (X, R), (Y,S) son COBOS, entonces X 2Y o X 2Y, para
algin be Y, oY =2 X, para algin a € X.

Demostracién. Supongamos que X 2 Y. Por casos:

a) X=0,Y#0= X 2Y,, donde a = men Y.

b)Y =0, X #0 =Y = X,, donde b = men X.

c) X #0,Y # 0. Sean zg = men X , yo = men Y. As{ X,
entonces X, =Y.

Por lo anterior podemos determinar A # (),

Il
=
I
>.<:

Yo

A={aeX|HeYyX, 2V} CX.

Notemos que b es uinico para cada a € A. De lo contrario, existirfa b* € Y, b* #£ b,
tal que X, = Y+, entonces Y, = Y. Como S es un orden total, sucederia que
bSb* 0 b*Sb. Por esto y por Y}, = Yj«, habria un conjunto isomorfo a un segmento
inicial de sf mismo, contradiciendo el Teorema 13 (iv).

Definimos

p : A->Y
pla) = bsi X, 2Y,.

Ahora, p(a1) = p(ag) < by = be. Asi, Xo, 2 Y, & X,, = a1 = as.
Entonces ¢ es inyectiva.
Veamos que ¢ preserva el orden. Si a,c € A con aRc, tenemos dos casos:
(i) a = c. En este caso ¢ (a) = ¢ (c).

g
(ii) a # c. En este caso a € X.. Como c € A, existe g tal que X. = Y, ().

El
Ademas, X, C X, por la Observacién 22. Asi, X, ~ Yy(a) con g (a) € Yo (o).
Entonces (g (a))S(p (¢)). Por unicidad, g (a) = ¢ (a), por lo que X, =
Por lo tanto (¢ (a))S(¢ (¢)).
En cada caso ¢ preserva el orden.
Mostraremos que A = X y ¢ (A) = Y, para algiin b € Y, o bien que,
p(A)=Y y A= X, para algin a € A.

w(a)
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Antes de continuar, observemos que X, C A Va € A. Porque, sia € Ay

f
x € X,, como 3 f tal que X, &Y, para algin b € Y, entonces f (z) € V3. Asi,
Tix,
Xz = Yj,). Entonces x € A.

Como se satisfacen las hipdtesis del Teorema 12, tenemos que: (a) A = X,
o bien (b) A= X, para algin z¢ € X.

Si (a), entonces p(A) # Y, asi, Y\ (A) # 0. Sea p = men (Y\¢ (4)).
Comprobaremos que ¢ (4) =Y.

() Sil € ¢(A), entonces, no pSl. Como ¢ (A) C Y, (p(A),S) es un
COBO, por Observacién 19. Como S es un orden total, [Sp y | # p, es decir,
l€Y,. Asi, p(A) CY,.

(D) Sim €Y, entonces m € Y es tal que mSp, m # p. Asi, m ¢ (Y\p (4)),
es decir, m € ¢ (A). Entonces ¢ (4) D Y.

Consecuentemente ¢ (4) =Y.

Por tltimo, comprobemos que (b) implica ¢ (A) =Y. Pues si ¢ (A) # Y,
entonces ¢ (A) =Y, para yo = men (Y'\¢ (A4)) . Por otro lado, como (X\ A4) #

(), sabemos que =g = men (X\ A), por la nota 8. Asi, X, £ Y,,. Entonces
xo € A, contradiccién. Por lo tanto, ¢ (4) =Y.

Como ¢ es inyectiva, preserva el orden. Ademds se cumple que o bien X = A
y ¢ (A) es un segmento inicial de Y, o bien que A es un segmento inicial de X
ye(4) =Y.

Obtenemos:

» ©
X =2Y,paraalginbe Y, oY = X, para algin a € X.

s X=2Y, X=2Y, paraalginbe Y, 0,Y = X, paraalgina € X. m

Teorema 15 (a) Si a es un ordinal, entonces aq es un ordinal Va € o . Equiv-
alentemente, a es un ordinal Va € a.

(b) La relacion de orden en un ordinal es siempre C .

(c) Sia y B son ordinales y a = 3, entonces a = 3.

(d) Si a y B son ordinales, entonces:

a=p, a€f ofEa.

Demostracién. (a) Si « es un ordinal y € «, entonces por definicién,
x={y€a:yRx, y#x} = a,. Ahora, si y € «a,, entonces y € «, asf, y =
oy,. También, o, = (aw)y por la Observacién 20. Como consecuencia, y = oy =
(o), =zy C .

. x es un nimero ordinal.

(b) Si @ es un ordinal y R su relacién de orden, por la Observacién 22: aRb <
aq C ayp, Ya,b € a. También a = o, y b = o, por ser o un ordinal. Por lo que,
aRb<—=aCbVa,be X.

SLR= C.
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f
(¢) Si @y 8 son ordinales y o & 5. Supongamos que f # 1,, entonces B =

{x e a| f(x)#a} #0. Sea xg = men B. Ahora, f (v) =z Vo & xo. Ademss,

f f
Qg = Byy)-De f(x) =22 & 0y Azy = By, Obtenemos que azy = By,
esto significa que xg = f (x¢) , contradiccién. Entonces f = 1,.

Sa= 0.

(d) Si @ y B son ordinales. Por el Teorema 14, tenemos tres casos:

(i) a2 p.

(ii) a = B, para algin y € 3.

(iii) o, & B para algin z € a.

Si (i), entonces a = 3, por el inciso (c).

Si (ii), entonces o = 3, = y para algiin y € 3, por el inciso (a). Y, nueva-
mente por (c), obtenemos o = y.Asi, « € 3.

Ansglogamente, si (iii), x = a, = 8, para © € o,por (a). Y, por (¢), 8=z €
a.

sLa=p,aefofEa n

Corolario 4 Si o y B son ordinales tal que a g B, entonces a € 5.

Demostracién. Si a # 3, entonces « € 5 0 8 € «, por el Teorema 15(d).

Supongamos que 8 € «, esto implica que 5 = ag, por el Teorema 15 (a).
Como, ag C o, también 8 C a. De o ; By B C a, tenemos que o = 3, lo que
contradice nuestra hipétesis.

SLaEf m

Por el ejemplo 11, sabemos que los nimeros naturales son nimeros ordinales.
Asi, cualquier conjunto finito que sea un nimero ordinal es un nimero natural,
por el Teorema 15 (c).

Definicién 57 Si « es un ordinal, entonces ot = aU {a} es el sucesor de a.

Teorema 16 Si o es un ordinal entonces at es un ordinal.

Demostracién. (1) Comprobaremos que (o, C) es un COTO.

Si z, y € a™, tenemos los siguientes casos:

()r=y=2CyyyCu

(i) z,yca=zCyoyCua.

(i) zecayy=a=2z=a, Ca=y.

ivyyeayr=a=y=a,Ca==zx.

Como consecuencia de los incisos, (o™, C) es un COTO. Note que las impli-
caciones de (ii) a (iv) se deben al Teorema 15 (b).

(2) Veremos que (a™, C) es un COBO.

Si X Caty X #0, entonces X = {a} o XNa#0d. SiX =/{a}, tenemos
que o = men X. Ahora, si § # X Na C a, llamemos o = men (X N«). Como
zo C z Vo € XNa, entonces zg C xz Vax € X y Vr € «. Por lo anterior, xg = men
(X) . En ambos casos, X tiene primer elemento, es decir, (™, C) es un COBO.
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(3) Solo falta ver que cada elemento de a™ es un ordinal. Si z € a™, en-
tonces = o 0  # a. Cuando x = ¢, sucede que (aU {a}), = (aU{a}), =
{peau{a}|pRa, p#a}l=a=uz.

Por tltimo, x # «, implica & = ay. Asi, (o« U {a}), = o, = z. Por lo tanto,
todo elemento de o™ es un ordinal.

~Por (1), (2) y (3), ™ es un ordinal. m

Teorema 17 Si X es un conjunto en que cada elemento x es un ordinal, en-
tonces

(a) (X,C) es un COBO.

(b) UX es un ordinal.

Demostracién. (a) Primero veremos que (X, C) es un COTO. Si o, 8 € X,
entonces por el Teorema 15 (d) se tiene que « = 8, a € S0 B € a. Si a € S,
entonces tenemos que a = B, € 5. Y si 5 € «, entonces 3 = ag C a. Entonces
aCBofCa,es decir, (X,C) es un COTO.

Ahora,siY C X, Y # (), seay € Y y supongamos que v Z men Y. Sid € Y,
y 6 G 7, entonces & € 7, por el Corolario 4. Asi, yNY # (), pero yNY C v, por
lo que 3 @ = men (yNY). Por definicién de elemento menor, « C 3, V3 € yNY.
Consecuentemente o = men (V).

. (X,Q) es un COBO.

(b) Por definicién de la unién, si © € UX, entonces x € « para algin a € X.
Esto significa que = es un ordinal. Asf, (UX, C) es un COBO, por el inciso (a).
Afirmamos que + € UX , Vo € UX. Porque si y € x, entonces y = z,,
por ser x un ordinal. Ademds, como x € UX , tenemos que x € « para algin
o € X. Asf, z = o,. Entonces y = z, € £ = o, C «. Por lo tanto, y € UX,
cumpliéndose la afirmacién.
Ahora, si x € UX,

(UX),={peuUX:pCux, p#at={pcUX:pea}.
Como UX es un conjunto de ordinales, entonces (UX), = (UX) Nz = z, pues

r CUX. Asf (UX), =z, Vo € UX.
. UX es un ordinal. m

Ejemplo 13 Si denotamos
w=40,1,2,...,n,n+1,..},
podemos suponer que w es el primer nimero mas grande que cualquier nimero

natural. Como cada n € N es un ordinal, entonces (w, C) es un COBO, por el
Teorema 15 (a). Entonces w es también un nimero ordinal.

Corolario 5 57 X es un conjunto de ordinales, entonces UX = sup X.
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Demostracién. Por Teorema 17 (b), UX es un ordinal.

Por otro lado, si a € X, entonces o C UX por definicién de unién. Asi, UX
es una cota superior de X.

Ahora, si 8 es una cota superior de X, demostraremos que UX C . Si
v € UX, entonces 7 € « para algin o € X. Ademds « C 3, por ser [ cota
superior. Asi v € 3, con lo que queda terminada la demostracién.

SUX =supX. =

Ejemplos 14 1. Si X = {n1,na,...,n}, entonces UX = ny.
2. Si X =w, entonces UX = w.

+
3. wh, (w+)+, ((w+)+> s ... SOM ordinales, porque w es un ordinal y por

el Teorema 16. Se denotan por w+ 1, w+ 2, w+ 3, ..., respectivamente.
4. El ejemplo anterior, implica que {w +n:n € w} es un conjunto de ordi-
nales, entonces U{w +n:n € w} = w2 es un ordinal, por el Teorema 17 (b).

+
5. w2t (w2+)+, ((w2+)+> ,.... son ordinales, porque w2 es un ordinal y

por el Teorema 16. Se denotan por w2 + 1, w2 + 2, w2 + 3, ..., respectivamente.
6. U{w2+n:n € w}=w3 es un ordinal, por el Teorema 17 (b).
7. Continuando asi, obtenemos {wn :n € w} es un conjunto de ordinales,
entonces U {wn : n € w} = w? es nuevamente un ordinal por el Teorema 17 (b).
8. Por lo anterior, si tenemos una sucesion creciente de ordinales oy, i € ZT,
podemos construir un ordinal mds grande U{c; :i € ZT}, y encontrar una
nueva sucesion de ordinales.

Definicién 58 Un ordinal a # 0 es un ordinal sucesor si o = B, para
algin ordinal B. En caso contrario, a es un ordinal limite. Un ordinal limite
no tiene predecesor inmediato.

Ejemplos 15 1. w, w2, w3, w? son ordinales limite.
2. w+1l, w+2, w+3,.., al igual que, w27, (w2+)+, ((w2+)+)
ordinales sucesores.

3. 0 es un ordinal limaite.
4. Los numeros naturales diferentes de cero son ordinales sucesores.

+

yerees SO

Teorema 18 No eziste el conjunto de todos los ordinales.

Demostracién. Realizaremos la demostracién por contradiccién. Suponga-
mos que X es el conjunto de todos los ordinales, entonces UX es un ordinal,
por el Teorema 17 (b). También (UX)" es un ordinal por el Teorema 16. Si
llamamos o = (UX)+ , debe cumplirse que UX € X y a € X.

Si v € X, entonces v C UX C UX U{UX} = (UX)". Esto implica que
7 € UX oy =UX. Sivy € UX, entonces v = (UX)_ C UX para algin v € UX,
pues UX es un ordinal. Como también UX C (UX)" | obtenemos v = (UX), €
(UX)™ para algtin v € (UX)". Por ser (UX)" ordinal, entonces vy = (UX)::_ -
(UX)" para algin v € (UX)" . Ahora, si v = UX, tenemos ~ S (UX)*. Por
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el Corolario 4, v € (UX)". Nuevamente, v = (UX), < (UX)" para algin

vy E (UX)Jr . Entonces, en ambos casos, v es un segmento inicial de o y v # a.
Por tanto, a ¢ X, contradiccién. m

Teorema 19 Si (X, R) es un COBO, entonces 3! a ordinal tal que o = X.
Este es llamado el nimero ordinal de (X, R) y es denotado por ord (X, R) = a.

Demostracién. Primero demostraremos la unicidad. Si a y 8 son ordinales
tal que a 2 X y = X, entonces « & 3, asi que por el Teorema 15 (¢), a = 8.

En lo siguiente, demostraremos la existencia.

Si X es un conjunto y si « es un ordinal, por el Teorema 14, tenemos tres
casos:

(1) X Za.

(2) X & a, para algin a € a.

(3) a > X, para algin z € X.

Si (1) no hay nada que demostrar.

Si (2), por el Teorema 15 (a) «, = f ordinal. Entonces X 2 .

Ahora, supongamos que (X, R) 2 «. Entonces se cumple (3), para cada
ordinal a.

Sea

B={Y e€p(X)|Y =X, paraalgiin z € X y Y =~ para algtn + ordinal} .

Si P(x,y) es la siguiente afirmacién: € By y = z, y ordinal,
por el Axioma de Reemplazo,

A={y| (=) Pxy)}

es un conjunto. Entonces A contiene a todos los ordinales, esto contradice el
Teorema 18.
.3 « ordinal tal que a £ X. =

Notacién 12 Usamos la relacion <, para los ordinales de la siguiente forma:
Si a, 8 son ordinales,
(iJa < B, siaC B,
(ii)o < 3, si v & .

2.3. Recursion Transfinita.

Definicién 59 Dos conjuntos A y B son equipotentes si hay una biyeccion
de A a B.

Observacién 23 Si X es un conjunto y « un ordinal, una biyeccion f :a — X
induce un buen orden R en X : para x,y € X, definimos (x,y) € R si y solamente

si f7 () < f(y).



2.3. RECURSION TRANSFINITA. 47

Definicién 60 Una sucesion transfinita es una funcion f cuyo dominio es
un numero ordinal. Si « es el dominio de f, decimos que f es una sucesion
transfinita de longitud o.

Nota 9 f no necesariamente es inyectiva.

Ejemplos 16 Las siguientes funciones son sucesiones transfinitas
1. La biyeccion f:w — w tal que f(n) =n.
2. La biyeccion f:w™ — w tal que f(n) =n+1, paran € w, y f (w) = 0.
3. La biyeccion [ : w2 — w tal que f(n) = 2n, paran € w, y h(w+n) =
2n+ 1, para n € w.

Teorema 20 (Principio de Induccion Transfinita). Sea (X, R) un COBO,
X #0. S ACX, A#0, satisface:

X, CA=a€ A, para cada a € X,
entonces A = X.

Demostraciéon. Como A C X, basta demostrar que X C A. Supongamos
que X Q A, entonces 3 x € X tal que x € (X\A4). Asi, X, C A. Entonces, por
hipétesis, x € A, contradiccién. Por lo que, X C A.

X =A =

Corolario 6 ( Principio de Induccién Transfinita para Ordinales)® Sea
a un ordinal # 0. Si 0 # A C « satisface.

yC A= ~v€ AVy<a,
entonces A = «.

Demostracién. Si v < o entonces v € oy v = ay C o, por ser 7y «
ordinales. Por el Teorema 20, A=«. ®

Teorema 21 (Recursion Transfinita). Si o es un ordinal, X es un conjunto
y LY es el conjunto de todas las sucesiones transfinitas de longitud menor que
a de elementos de X, (es decir, L* = {f | f : B — X, para algin 8 < a}),
entonces dada cualquier h : L — X, 3 g : a — X, tal que g(y) = h (gH),
para cada v < a, donde g| es la restriccion de g a vy, (y como tal es miembro

de L*).

Demostracién. Primero demostraremos la unicidad, suponiendo que existe
dicha funcién g. Sig:a — X y ¢’ : @ — X satisfacen

g =h(g,) v =nh (gfv) Vo <a,

demostraremos que g = ¢’ por medio de induccién transfinita.

2También se conoce como el Segundo Principio de Induccién.
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Sea
T={yly<ayg) =g}
Notemos que T' C «, debido a que (T,C) es un COBO. Ademas, T # ()
porque g (0) = g’ (0) = h (0).
Siy <ayyCT, entonces g(§) = g’ (0) VI €, es decir, g = gl’w. Asi,
g(v)=nh (gh) =h (g‘/,y) = ¢’ (7). Esto quiere decir que v € T. Por el Segundo

Principio de Induccién, T' = «. Consecuentemente, g (v) = ¢’ (v) V v < «. Por
lo tanto, g = ¢’ .

Ahora, demostraremos la existencia de g. Supongamos que dados a y h,
dicha funcién no existe. Sea

B:{5§O¢\ﬂgiﬂaXcong(fy):h(gh) V’y<ﬂ},

Llamemos 8, = men B. Para cada § < 8, 3 g5 : 6 — X tal que g5 (y) =
h (g(gh) V v < 4. La funcién g5 es unica, por lo visto anteriormente. Si 3, = 0,

entonces () o x cumple con la condicién por vacuidad. Ahora, si 3, # 0,
tenemos que 3, = 61 para algtin d ordinal, o bien, 3, es un ordinal limite. Para
By = 6", hay una funcién gs : § — X tal que

95 (7) =h(gs,) Yy <.

Como dom h = §, extendemos g5 a la funcién g : § — X con
9(1) =95(7) =N (95,) =h(gp) V7 <9
v 9(8) = h(gs) =h(g,)-

Por ambas afirmaciones:

g(v) =h(g,) Vv<pBo

Entonces 5, ¢ B, contradiccién.

Como S, no es un ordinal sucesor, entonces es un ordinal limite. Considere-
mos las funciones g5 : 6 — X V § < f3;. Supongamos que § < § < f3, entonces
para

ge 1 & — X ¥ geys 00— X

se satisface que si v < § entonces

9els (1) = 9¢ (1) = (ger,) = ((9g1.),. ) -

Por unicidad, g¢ = ge|, para ¢ < & < 3. Ahora, definamos
g: By — X por

9(6) = gs+ (6) V6 < fBy.
Observe que 67 < f3,, por ser 3, un ordinal limite. Por lo tanto g extiende
cada funcién gs. Pues si A < §, entonces g (A) = gy+ (A) = gs (\). Y si vy < B,
obtenemos que g () = g,+ (7) = h (gy+),) Vy <. =
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2.4. Numeros Cardinales.

Definicién 61 Un nudmero ordinal infinito o es un aleph (u ordinal inicial)
st a no es equipotente con cualquier ordinal menor.

Ejemplos 17 1) w es el aleph mds pequerio, ya que no es equipotente a cualquier
ndmero natural. Se denota por Ng.

2) w+1 no es un ordinal inicial porque es equipontente a w, como vimos en
el ejemplo 16 (2). Similarmente, w2 no lo es.

Definicién 62 Si X es un conjunto, el nimero cardinal de X, es el nimero
ordinal menor que es equipotente con X.

Notacién 13 Si el cardinal de X es «, escribimos | X| = a.

Nota 10 Para la existencia de el nimero cardinal de un conjunto X, es nece-
sario el Teorema 23 del capitulo 3.

Observacion 24 Todos los nimeros ordinales finitos y todos los alephs son
numeros cardinales, y no hay otros cardinales.

Teorema 22 Si X y Y son conjuntos se tiene que:

(i) | X| =1Y| <= X y Y son equipotentes.

(ii) | X| < |YV] < f: X ™Gy,

Demostracion. (i)

(=) Si |X| = a = |Y], significa que 3 f : X — a, g: Y — « biyectivas.
Entonces g~ o f : X — Y es biyectiva. Por lo tanto, X y Y son equipotentes.

(<) Si X y Y son equipotentes, entonces para cualquier ordinal « tal que
f:a— X es biyectiva debe cumplirse también que g : @« — Y es biyectiva. Asi,
para el menor « tal que f: a — X es biyectiva también « es el menor ordinal
tal que g : a — Y es biyectiva. Por lo tanto, | X| = a =|Y].

| X|=1Y| <= X y Y son equipotentes.

(i)

(=) Supongamos que o = |X| < |Y| = . Entonces o C . Asf podemos
definir f : X — Y inyectiva por medio de g : X — « biyectiva, la inclusién
t:a— B,y h:3 —Y biyectiva, donde f = hoiog. Por lo tanto, f: X — Y
inyectiva.

(<) Si f: X — Y inyectiva, | X|=ay |Y|=p5,sead =|f(X)|. Tenemos
que « = §, pues hay una biyeccién entre X y f (X). Sabemos también, que hay
un buen orden R tal que ord (Y,R) = 8. Como f(X) CY, ord(f(X),R) <
ord (Y, R) . Entonces

a =X = |f (X)| < ord(f (X),R) < ord (Y, R) = 6.

inyectiva

X S| <=3 f:X 5T Y. .
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2.4.1. El Nimero de Hartogs.

Definicién 63 Si X es un conjunto, el nimero ordinal menor que no es equipo-
tente con mingun subconjunto de X es llamado el nimero de Hartogs de X
y se denota por X. En otras palabras, el nimero de Hartogs es el ordinal menor

N tal que X £ |X].

Lema 2 Si X es un conjunto, entonces el nimero de Hartogs de X es un aleph.

Demostracién. Sea X un conjunto y X el nimero de Hartogs de X. Supong-
amos que N no es un ordinal inicial, entonces para algin 8 < N tenemos que
B8] = |X|]. Como 8 < R, entonces  es equipotente a un subconjunto de X.
Ademsds, como |3] = |X|, S es equipotente a . Por lo anterior, X es equipotente
a un subconjunto de X, esto contradice la definicién del mimero de Hartogs.
Por lo tanto, N es un ordinal inicial. =

Lema 3 El nimero de Hartogs existe para todo conjunto X.

Demostracién. Sea X un conjunto. Si Y C X es tal que (Y,R) es un
COBO, entonces 3! « ordinal tal que a = Y, por el Teorema 19. Asi, para
cada R € p (X x X) que sea un buen orden 3! « tal que o = (Y, R). Entonces
considero el conjunto A = {R | a = (Y,R), « ordinal}.

Si P(x,y) es la afirmacién: € by y & x para un ordinal y, entonces por el

Axioma de Reemplazo,?
B={y| (3z) P(x,y)} es un conjunto.

Entonces B contiene a todos los ordinales equipotentes a un subconjunto de
X. Ahora, si f es una funcién inyectiva de o en X y si denotamos F = im f,
entonces R={(f(8),f(7) | B<y<a}CFXxFCXxX.Asi,; RCX xX
es un conjunto bien ordenado isomorfo a «.

Por ultimo, si P (z) es la propiedad de que x es un ordinal equipotente a
un subconjunto de X, aplicamos el Axioma de Especificacién,* obtenemos el
conjunto

R = {z € B | z es un ordinal equipotente a un subconjunto de X} .

.~El nimero de Hartogs existe. m

3 Axioma (Esquema de Remplazo). Sea P(z,y) una férmula tal que para todo z existe un
dnico y para el cual P(x,y) se satisface.

Para cada conjunto A, existe un conjunto B tal que, para todo x € A, existe y € B para el
cual P(z,y) se satisface.

4 Axioma (de especificacién). Si X es un conjunto y p es una propiedad, los elementos de
X que tienen la propiedad p forman un conjunto.



Capitulo 3

Axioma de Eleccion.

3.1. Formulacién del Axioma de Eleccién.

Definicién 64 Si {X;},.; es una familia de conjuntos con X; # 0,V i € I,
una funcion de eleccion (o, de seleccion) para esta familia es una funcion

f:I— ‘UI{Xi} tal que f (i) e X; Viel
1€

Definicién 65 Si {X;},.; es una familia de conjuntos con X; 0V i€ I, su
producto cartesiano es el conjunto ‘HI X, formado por todas las funciones
1€

de eleccion f para esta familia. En otras palabras,

LXi={f:1— UA{Xi}|f(i) € X;¥ie I}

El Axioma de Eleccién (AE), establece que para cada familia {X;},.;,
I+#0,X;#0,Vi¢€l, el producto vgj X; #0.

Observacién 25 El Azioma de Eleccion también puede enunciarse como sigue:

1. FExiste una funcion de eleccion para cada familia no vacia de conjuntos
no vacios.

2. 51 X # 0 es un conjunto, entonces existe f : o(X)\ {0} — X tal
que f(A) € AVA € p(X)\AD}. (En este caso, vemos a I = p(X)\ {0} y
la famila correspondiente seria {Ap}pe; = {Ap | Ap = B C p(X)\{0}},as7
por el azioma de eleccion 3 f : I — X = U{Ap}p; con f(Ap) € ApVB € l.).

3.2. Algunas equivalencias del Axioma de Elec-
cion.
Teorema 23 Son equivalentes:

o1
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(1) El Axioma de Eleccién.

(2) El Teorema del Buen Orden (TBO): Todo conjunto puede bien
ordenarse.

Demostracién. (1) = (2)

Si X es un conjunto entonces, por el AE, existe f : p (X)\ {0} — X tal
que f(A) € A,V A € p(X)N\ {0} . Por el Teorema de Recursién Transfinita,
construimos mediante la aplicacién sucesiva de f la funcién g : @ — X con
g(v)=f(X\A{g(0)]d<v}) Vv < a. Ahora, elegiremos « de manera adecua-
da. Para obtenerlo, consideremos B = {R | (C, R) es un COBO para C C X}.
Por el Teorema 19 (Capitulo 2), si R € B, 3! ord (C, R) tal que ord (C,R) = C.
Asi, podemos definir h : B — ord' con h(R) = ord (C, R) VR € B. Asf a cada
relacién R le asigno un dnico ordinal o € Im (h) .

Ahora, si P(x,y) es la afirmacién: x € By y = h(x), por el Teorema de
Remplazamiento, existe un conjunto D = {y | (3z) P(x,y)}. También se tiene
que D = {e¢ ordinal | ¢ = h (R) VR € B}. Por el Teorema 18, sabemos que no
existe un conjunto de todos los ordinales, entonces existe un ordinal v ¢ D.

Definimos

E ={6 ordinal | § <+, § ¢ D},

entonces E # (), ademds por el Teorema 17 E es un COBO, por lo tanto
existe el ordinal menor o que no estd en D.

Sin embargo, con esta eleccion de «, surge un problema en la construccion.
Ya que puede suceder que (X\ {g(d) | <~}) = () para algin v < a, esto
implicarfa que no existirfa f (X\ {g () | § < ~}). Para evitar dicha situacién,
damos un valor arbitario b a f en el valor ), es decir, f ((}) = b para algin b ¢ A.
Antes de proseguir, haremos dos observaciones:

(a) Siy < ayg(y) # b, entonces para £ < v, g(§) # g(v), ya que
g(v) E{9(&) &<}

(b) Sig(v) = f (@) =b para algin v < «, entonces g (V') =bVy <+ < a.

Entonces hay dos casos a considerar:

) g(y)#bVy<a

(ii) g (v) = b para algin v < «.

Si sucediera (i), tenemos que {g(y) | v < a} C X. Por (a), sabemos que
{g (%) | v < a} es inyectiva. Entonces g es una biyeccién entre a 'y {g(y) | 7 <
a}. Asi, por la Observacién 23 del Capitulo 2, {g(v) | ¥ < a} es un conjunto
bien ordenado. Entonces {g (7) | v < a} = a. Por lo que a € D, contradiccién.

En el caso (ii), sea 8 = min {y € ord | g (v) = b} . Se cumple que {g () | 6 <
B} = X. (Porque g (8) = b = (X {g (0) |8 < B}) = 0. Ast, {g(6) | 6 < B} =
X). Como f es el menor de los ordinales tal que g (8) = b, todo § < 8 cumple
que g (&) # 0. Por esto, también g es inyectiva de 8 a {g (d) | § < B}. Esto se ve
si sustituimos en (a), v por d y a por 5. Entonces, X estd bien ordenado con el
orden inducido por la biyeccién g entre X y 8. Asi, X & 3.

Por lo tanto, X se puede bien ordenar.

(2) = (1)

Lord denota la clase de los ordinales.
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Si{Xi},er Xi #0,V i€ I. Como cada X; puede bien ordenarse y X; # 0, V
i € I, puedo elegir men (X;) =x;,Viel. Sif:I—U{X;},i— x;, entonces
fe l;[ {X;} Por lo tanto se cumple AE.

.. AE y TBO son equivalentes. m

Teorema 24 Son equivalentes:

(1) El Axioma de Eleccién.

(2) Si{Xi},cr, Xi #0,Viel, con X;NX; =0, entonces Y conjunto con
YNX|=1Viel.

Demostracion. (1) = (2)

Si {Xitier, Xi #0,Vie I, con X;NX; =0. Sea X = z'LeJI {X,}, entonces
{Xi}ticr € 9(X). Por AE, 3 : p(X)\ {0} — X tal que f(A) = a € A
VA € p(X)N\A{0}. Ahora, si Y = f({Xi},c;) = {f (Xi) =2; | i € I}, tenemos
que Y N X; = f({Xi}ic,) N X = {z;}. Como [Y N X;| = {a;}| y {z;} =1,

concluimos la demostracion.
Y talque|Y N X, =1Viel.

(2) = (1)
Si{Xi},cr, Xi #0, Vi € 1. Definimos la familia

{Aitier =i} x Xi|iel}.

Como X; # 0, Vi € I, entonces A; # 0. Ademds, si i # j, tenemos que
A,NA; = {i} x Xi) N ({5} x X;) = 0. Asi, por (2), Y tal que Y N ({¢} X
X;) =A{(i,z;)} Vi € I. Entonces, f = {(i,z;) | i € I'} es una funcién, es decir, 3
f:I— Z_EJI {X;} tal que f(i) =x; € X;. m

Definicién 66 Si A es un conjunto y B C A. Decimos que B es una cadena,
st cualesquiera dos elementos de B son comparables.

Si cualesquiera dos elementos de B son incomparables, B se llama antica-
dena.

Ejemplos 18 Si tomamos la divisibilidad en N, entonces:
1. A={3"|n € N} es una cadena.
2. B ={p|p primo} es una anticadena.

Observacién 26 El conjunto (), por vacuidad, es una cadena y una anticadena.

Proposicién 17 Si K es una cadena y si A C K, entonces A es una cadena.

Demostraciéon. Es claro. m
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Proposicién 18 5i B C A y A es una anticadena, entonces B es una antica-
dena.

Demostracién. Si b by € B C A, como A es una anticadena, entonces by bo
no son comparables. Asi, B es una anticadena. m

Definicién 67 Una familia de conjuntos Fse llama de cardcter finito, si

A€ F siysdlo si BeF para cada B C A, B finito.

Lema 4 Si F es una familia de cardcter finito y si K es una cadena en F con
respecto a C, entonces UK € F.

Demostracién. Por la Definicién 67, basta mostrar que A € F, V A C
UK, A finito. Si A = {a1,...,a,} C UK, entonces 3 A; € K tal que z; € A;
Vi € {1,..,n}. Ahora, como K es una cadena hay un j € {1,...,n} tal que
A, C A Vie{l,..,n}. Asi,a;, € A; Vi € {1,..,n}. Entonces A C Aj.
Ademss, A; € F.

Ae Fsiysolosi Be FVB C A, B finito. Como A es un subconjunto
finito de A; y A; € F, entonces A€ F. m

Teorema 25 Son equivalentes:

(1) AE.

(2) Condicion de la Cadena Mdxima de Hausdorff: Cada conjunto
parcialmente ordenado contiene una cadena mdrima.

(3) Lema de Zorn: Si en un conjunto parcialmente ordenado X cada ca-
dena tiene una cota superior, entonces X tiene un elemento mdximo.

(4) Lema de Teichmiiller-Tukey: Si una subcoleccion no vacia L de
p (X) es de caracter finito, entonces L contiene un elemento mdximo, con res-
pecto a C .

(5) Cada conjunto preordenado® contiene una anticadena mdzima.

Demostracion. (1)= (2)

Si X es finito la afirmacién es inmediata.

Supongamos que X es un conjunto infinito parcialmente ordenado que no
contiene una cadena méxima. Si K es una cadena en X llamamos C (K) =
{z € (X\K) | KU{z} es una cadena}. Observemos que C (K) # 0, porque K
no es una cadema maxima en X. Por AE, 3 f : p (X)\ {0} — X con f (A4) € A,
VA€ p(X)\{0}.SiNes el nimero de Hartogs de X entonces, por recursién
transfinita, definimos g : N — X tal que g (a) = f (C ({g(B) | B < a})).

Mostraremos que g es inyectiva y por lo tanto X < |X]|, contradiciendo la
eleccién de N.

Mostraremos que {g (8) | 8 < a} es una cadena también por Induccién Trans-
finita:

(i) Si @ = 0, entonces g (0) = () que es una cadena por la Observacién 20.

2X es un conjunto preordenado si tiene definida una relacion R que es reflexiva y
transitiva. A R se le llama preorden.
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(ii) Si @ = 6T. Supongamos que si B < a, se cumple que {g(€) | £ < B} es
una cadena. Como § < o = dU{d}, tenemos que {g (5) | B < } es una cadena.
Ahora, supongamos que para algin S < ¢, g(8) es incomparable con g (¢),
entonces § > «, contradiciendo la eleccién de a. Entonces g () es comparable
con g(8) ¥ § < 6. Por lo tanto, {9(8) | 6 < a} = {g(8) | 6 < 6} U {g(6)} es
una cadena.

(iii) Si « es un ordinal limite. Supongamos que {g (§) | § < S} es una cadena,
VB < a. Si § < o, entonces también 67 < «, por ser o un ordinal limite.

Si B < By < a entonces B < By < B3 < ay {g(B)|B< B3} es una
cadena por hipétesis.

. 9(B1) v g(B5) son comparables.

De (i), (ii) y (iii), concluimos que {g(8) | 8 < a} es una cadena ( y por lo
tanto g estd bien definida).

Por tltimo, veremos que g es inyectiva. Si g(a1) = ¢ (a2). Supongamos
que a1 # ag. Sin pérdida de generalidad consideremos a3 < ao. Llamemos
Ko, ={9(8) | B < a;} parai = 1,2. Como oy < g, entonces g (a1) € K,,.
Por otro lado, g (a2) = f(C (Ka,)) € C(Ka,), es decir, g (az2) € (X\ Ka,) -
De g(a1) = g(az) y g(az) € (X\Kay), tenemos que g(ar) € (X\Ka,),
contradiccién. Entonces a; = as. Por lo tanto, g es inyectiva.

NIEN ¢ inyectiva implica que X < |X|, contradiciendo que X es el nimero
de Hartogs de X.

(2) = (3)

Si (X, R) es un COPO en el que cada cadena K tiene una cota superior.
Por (2), existe una cadena méxima K'en X. Sea k’ € X, la cota superior de K.
Demostraremos que k' es un elemento maximo de X. De lo contrario, existirfa
algin y € X tal que k < y, entonces K U {y} serfa una cadena. Ademds, como
K' C K'U{y}, tendriamos que K’ no es maxima, contradiccién. Por lo tanto,
k' es maximo en X.

(3)= (4)

Si £ es una subcoleccién de o (X) con £ # 0 y L de carécter finito. Como C
es un orden parcial en p (X), entonces (£, C) es un COPO. Ahora, denotemos
A={K C L] K es una cadena en L} . Por la Observacién 26, §) es una cadena,
entonces A # (). Tenemos que cada elemento K de £ estd acotado superiormente
por UK, por el Lema 4, UK € L. Todo lo anterior muestra que se satisfacen las
hipétesis del Lema de Zorn, asi que £ tiene un elemento méaximo.

(4) = (5)

Si X es un conjunto preordenado. Definamos

L ={AC X | A es una anticadena} .

Como 0 es una anticadena (Observacién 26), entonces £ # §). A continua-
cién, mostraremos que L es de cardcter finito. Si A € L, y B C A, B finito,
entonces B es una anticadena, por la Proposicién 18. Por esto B € L. Ahora,
si B C A, B finito y B € L, tenemos que A € L. Pues si a;,as € A, entonces
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B ={a1,a2} C A con ay,ay incomparables. Por lo tanto £ es de cardcter finito.
Por (4), £ contiene un elemento méximo.

. X contiene una anticadena médxima.

(5) — (1)

Seal # 0y {Xi},cr,Xi #0,Vi € I. Consideremos X = {(z,4) |i € I, v € X;}.
Definimos una relacion R en X de la siguiente forma: (z,7) R (y,j) <= i = j.
Notemos que R cumple:

(i) (x,i) R (x,1).

Por (i) y(ii), R es reflexiva y transitiva, entonces R es un preorden. Asi,
(X, R) es un conjunto preordenado. Por (5), X contiene una anticadena maxima
que es de la forma K = {(x;,i) |i € I}. Asi, paracadai € I, z; € X; Vi € I,
entonces definimos f : [ — iLeJI {X;}talque f(i)=a;Viel =m

Teorema 26 Son equivalentes:

(1) AE.

(2) El Azioma de Eleccion Multiple (AEM): Dado I # ) para cada
{Xi}iEI’ X; 7& @, Viel, 3 {Fi}i€I7 F; # (Z), F; ﬁmto con F; CX; Viel.

(3) Condicion de la Anticadena Mdarima de Kurepa: Cada conjunto
parcialmente ordenado contiene una anticadena mdazrima.

Demostracién. (1) = (2)
Si{Xi}ier, Xi #0,Viel. Porel AE, 3 f: 1 — Y {X;} tal que f (i) = =;
1€

€ X;Viel Tomando F; = {x;}, i € I. Entonces F; # Q0 Vi € I y F; finito
con F; C X, Viel.
*. se cumple el AEM.

(2) = (3)

Si X es un conjunto parcialmente ordenado. Por AEM, 3 f : p (X)\ {0} —
{B € p(X) | B finito} tal que f(A) C AV A € p(X)\ {0}. Tomamos g (A) =
{z |  es minimo de f (A)}. Cada g (A) # 0, ya que f (A) es un conjunto finito.
Como los elementos de g (A) son minimos, estos son incomparables entre ellos,
y asi g (A) es una anticadena finita no vacia.

Por otro lado, para una anticadena K de X, llamamos C(K) = {z €
(XN\K) | KU {z}} es una anticadena}. Supongamos que X no contiene un
anticadena méxima, entonces C' (K) # (. Si X es el nimero de Hartogs de
p (X), definimos h : X — o (X) por recursion transfinita:

hie)= U h(B)Ug(C(Y h(B)).

Para ver que h estd bien definida, notemos que
i) h(0) =0Ug(C(0) =0Ug(X)=g(X), que es independiente finito y # 0.
ii) g(C(BU h(5)) es finito no vacio y no esta contenido en ﬁU h(B).
<o <«

iii) Por definicién, 8 < o = h(8) S h ().
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Usando ii) y iii) por induccién cada h (a) es independiente.
iv)a< 8= h(a) #h(B).

S h X — p(X) es inyectiva. Lo que contradice.

(3) = (1)
Si {Xi}ers Xi # 0 Vi € I, I # 0. Llamamos X = {X;},.;, y Y =
{(Xi,z) | X; € X y z; € X;}. Definimos una relacién R por la siguiente regla:

(Xi,l’i)R(Xj,l’j) — X, = Xj vz < Z; en X.

Ahora, se satisface:

(1) (Xis @) R(Xi, z5).

(i) (Xi, @) R(X;, 25) y (Xj,25) R(Xe,20) =(Xi = Xj y 2 < x5 en X) y
(Xj = X,y x; <, en X). Esto sucede, sélo si X; = Xy o; < apen X, lo
que significa que (X;, ;) R(Xg, xr). Asi, R es transitiva.

(iil) (X, @) R(Xj, 25) y (Xj,25)R(Xi,2) =(Xs = Xj y 3y <xjen X) y
(X; =X, y2z; <z en X). Entonces, X; = X; y z; = x; en X, por lo que
(Xi,zi) = (Xj, ;). Lo que significa, que R es antisimétrica.

Por lo tanto, R es un orden parcial. Entonces, por (3), Y contiene una antica-
dena méxima. Una anticadena K de Y tiene la forma K = {(X;,z(X;)) | X; C X}
donde cada z(X;) es un distinguido elemento de X; para cada i € I. Es decir,
Jao: ] —»U{Xi}c talque z(X;) € X; Viel m

3.3. Espacios Vectoriales y el Axioma de Elec-
cién.
3.3.1. Espacios Vectoriales.

Definicién 68 Si K es un campo. Un espacio vectorial es una quinteta
(V,5,0,K, : K xV — V), tal que:

1. (V, —Nl—f)) es un grupo abeliano.

2. - : K xV =V satisface:

a)l-v=v,Yoe.

b) (cd)-v=c-(d-v), Ve,d € K, Vv e V.

c) (c+d)-v=c-v+dec Ve, de K,YveV.

d) c-(vjrw) =c-v+c-wVee K, Vo,weV.

Los elementos de V' se llaman vectores, los clementos de K se llaman
escalares, y cuando sea claro como se definieron las operaciones, escribiremos
'V en lugar de toda la quinteta ordenada. 'V se lee: V' es un espacio vectorial
sobre el campo K.

Definicién 69 Si gV es un espacio vectorial y ) # U C V. Un vector v €
kV esllamado una combinacion lineal de vectores de U si existe {uy, ..., u,} C
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U yi{ki,....k,} C K tales que
i=1

Definicién 70 Si gV es un espacio vectorial y ) # G C V. Entonces el con-
junto generado por G, es el conjunto que consiste en todas las combinaciones
lineales de los vectores en G. Se denota como (G). Si A= (G), decimos que G
genera a A.

Definicién 71 Si gV es un espacio vectorial y U C gV, entonces U es lla-
mado linealmente dependiente si existen {u1,...,un} C U, con u; # uj,
Vi, j € {1,...,n}, y{ki,...kn} C K, conk; # 0 para al menos unai € {1,...,n},

tales que
n
i=1

Definicién 72 Si gV es un espacio vectorial y U C gV y no es linealmente
dependiente entonces decimos que U es linealmente independiente.

Observacion 27 Si A es un subconjunto linealmente independiente en un espa-
cio vectorial gV y siv € gV, v ¢ A. Entonces AU{v} es linealmente dependiente
si y sdlo siv e (A).

Demostracion. Se omite. ®

Definicién 73 Si xV es un espacio vectorial y A C g V. Un subconjunto
linealmente independiente maximo B de A, es un B C A que satisface:
(a) B es un conjunto linealmente independiente.
(b) El dnico conjunto linealmente independiente de A que contiene a B es
el mismo B.

Definicién 74 Si V' es un espacio vectorial, § C kV es una base para gV
si B es linealmente independiente y (8) = k'V.

Teorema 27 Si xV es un espacio vectorial y = {u,...,un} C V. Entonces
B es una base para gV siy sdlo si cada v € gV puede expresarse de forma
inica como combinacion lineal de vectores de (3,

n
v = Zk‘z’u“ u; € 6

i=1

para escalares unicos k; parai=1,....,n.
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Demostracién. (=) Si  es una base para V. Si v € gV, entonces
v € (B), es decir que v es una combinacién lineal de vectores de (. Ahora,

supongamos que
n m
V= E kiu; vy v= E Liu;
i=1 i=1

para k;, l; € K. Agregando unos cudntos ceros podemos suponer que n = m
y que las u; son las mismas de cada lado, entonces

n n
E kiu; = E liug,
=1 i=1

esto implica
n

Z(kl - lz)ul =0.

i=1

Como S es linealmente independiente por ser una base, tenemos que k; —[; =
0Vie{l,..,n}. Entonces k; =1I; Vi € {1,...,n}. Por lo tanto la expresién de v
como combinacién lineal de vectores de 3 es unica.

(<) Que gV = (8), se sigue directamente de la hipétesis.

Si 8 fuera linealmente dependiente

30 # kiui + ... + kpuy, con u; € By k; # 0 Vi.
Sin > 1, entonces
knun = 7]47111,1 e T kn—lun—la

contradiciendo la unicidad.
Sin =1, entonces kiu; =0, con k1 #0y uy € 5.

ulz(]eﬂ.

Hay dos casos:

(i) 5 = {0}.

(i) B £ {0}

Si (i). Entonces 0 =1-0 =20, contradiciendo la unicidad.

Si (ii), sea 0 # u € 5. Entonces u = u + 1 - 0, nuevamente contradiciendo la
unicidad. =

Observacién 28 Notemos que una base 3 es un subconjunto linealmente inde-
pendiente mdximo, porque:

1. B es un conjunto linealmente independiente.

2. Sive gV yov¢p, entonces 85U {v} es linealmente dependiente pues
(B) = k'V, por la Observacion 27.
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3.3.2. El AE es equivalente a que cada espacio vectorial
tiene una base.

Teorema 28 Son equivalentes:
1. Cada espacio vectorial tiene una base.
2. AE

Demostracién. (1) = (2)

Por el Teorema 26, sabemos que el AE es equivalente al AEM, asi que basta
mostrar que (1) implica el AEM.

Si {XL} XI#Q), X,’ﬁXj:@, V’LEI#@ SeaX:ZLéJI{XL}SlK

es un campo, denotemos por K (X) es el campo de funciones racionales en las
variables x € X sobre K.

Consideremos los monomios p € K [X], como en la Observacién 9 del Capi-
tulo 1 (pag. 12). Definimos el i-grado de un monomio p = Azj'z5?---zpm
como el grado total del monomio (Definicién 27, pag. 13) para cada ¢ € I, es

decir, el i-grado de p como d; (p) = . ng.

S

TRE€X;
Si h € K (X) entonces h = 5 donde f,g € K[X]y g(z) # 0. Tenemos que
h = % donde pg, g son monomios de K [X]. Cuando cada g tiene el

mismo ¢-grado, dy, y cada pg es del mismo i-grado dz, decimos que el elemento
h € K (X) es i-homogéneo de grado d = dy — d;.
Tomemos

A={a e K(X)]|a es i-homogéneo de grado 0 para cada i € I} U {0}.

Notemos que si a = % € A es i-homogéneo de grado 0 entonces
ot m

dy = da, esto significa que todos los monomios py vy g son del mismo i-grado.
Ahora, demostraremos que A < K (X).

campo

Si = Pitedpa p_ Pitetpy o op
q1+-Fqm’ qi+-+q ,
(i)

(X), vemos que:

m

P+ P +p’1+...+p’n, _

G+t am G+ o+,

Pt tp) @+t g) @t tam) P+ pn)
(Q1+-~-+Q'm)(q/1+"'+Q;n/)

a+b =

Pero d; (pr) = d; (qx) = d1 y d; (p},) = di (q},) = d2, entonces

d; (pray) = dv + do = d; (qp}) , ¥, di (qeqy,) = di + do.

Como d; (prqy,) = di (qxp),) = di + do, implica que d; (¢) = dy + do. De
d; (¢) = d; (e) , tenemos que a + b es i-homogénea de grado 0.
Entonces a +b € A.
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(ii) Entonces 0 € A, por definicién de A.

(i) 0 = fipegie = —a= S = S

donde —py, = —Az]'xy? - - xlm para A € K. Asi, d; (px) = d; (—pg). Ademés,
como d; (px) = d; (qx) , entoncesd( k) = d; (qx) = d; (—pg) -

Entonces —a € A Va € A.

Por (i), (ii) y (iii), (4,+,0) es un subgrupo abeliano de (K (X),+,0).

. i4.tpl 1++np++p/
(1v) ab = (Bbetp)(Hetthe) (i tiafiittt),
Como d; (pr) = d; (qx) = d1 y d; (p},) = di (q},) = da, entonces

d; (pspy) = di + do = d; (gsq;) -

Asi, ab € A.

(v) 1= :ii fb entonces 1 es i-homogéneo de grado 0.

(vi) a = H = qa ! = %, por lo que a~! es i-homogénea de
grado 0.

Por los incisos (iv)-(vi), tenemos que (A4, -, 1) es un subgrupo de (K (X),-, 1).
Por lo tanto, (A4, +,0,e,1) es un subcampo de K (X), y tenemos la cadena
de campos K < A < K(X).

campo campo

Como (K (X),+,0) es un grupo abeliano y es un subcampo de K(X)
tenemos que K (X) es un espacio vectorial sobre A.

Por (1), K (X) tiene una base 8. Entonces cada elemento de K (X) puede
expresarse de forma tnica de acuerdo al Teorema 27. Asi, cada monomio x €
X C K (x), se puede expresar como combinacién lineal de vectores de 3,

> X (2)
bep(x)

donde 8 (x) C B, B (x) es finito, y Ay (x) € AN\ {0}.
Siielysizye X;, tenemos que

Do N@byy= > M)

be(x) beB(y)

Ademds, y = ¥ -z, y asf obtenemos que

:g( Z )\b($> Z >\b

x beB(x) bep T)
entonces
Yy
Yo b=y= > e (@)
beB(y) beB(x)
Ahora,

(i) £ € A.
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(ii) B (z) = B (y) . Yaque, 8 (z), 5 (y) C By alser § una base, la combinacién
lineal es tnica.
) A (y) _ s

(iii " TT) Pues por la unicidad de los escalares se cumple que

M (v) = 2 ().

Ahora Ay (y) = LN, (z) = 2l = 2ol2),

Por lo anterior, notamos que todos los conjuntos S (z) y los elementos
dependen s6lamente de ¢, y no dependen =x.

Ahora, como A (x) € AN\ {0}, entonces Ay (x) es i-homogéneo de grado 0.

Denotamos 3; = 8 (z) y a (b, 1) = ’\bT(w)

a(b,4) es i-homogéneo de grado d = —1. (Pues d = d;(\y (z)) — di(z) =

Ap(z)

x

0—1 = —1). Por eso, si a(b,i) € K (X) se expresa en su forma reducida,
forzosamente alguna x € X; se encuentra en el denominador.
Definimos

F; = {z € X, | = aparece en el denominador de la expresién reducida de
a(b,4)}. F; C X; es finito y no vacio, por lo tanto, se satisface el AEM.

(2) = (1)

Por el Teorema 25, el AE es equivalente al Lema de Zorn. Asi, que basta
demostrar que el Lema de Zorn implica que cada espacio vectorial tiene una
base.

Si V' es un espacio vectorial, consideremos

F ={A CV | A es linealmente independiente} .

F estd parcialmente ordenado por C .
Si K es una cadena en F, demostraremos que UK € F. Si {v;};_, CUK y
a; son escalares, para ¢ = 1,...,n, tales que

aivy + ... + apv, =0

entonces 3 C; € K con v; € C; Vi € {1,...,n}. Como K es una cadena para
{Ci|i=1,..,n}, tomamos C; = méx {C; | i = 1,...,n}, entonces v; € C;, para
¢ = 1,...,n. Por ser C; un conjunto linealmente independiente, tenemos que
a; =0Vie{l,...,n}. Entonces UK es un conjunto linealmente independiente,
es decir, UK € F. Esto significa que cada cadena K de F tiene una cota superior
UK. Por el Lema de Zorn, F tiene un elemento méximo B. Entonces B C V
es un conjunto linealmente independiente maximo. Por la Observacién 28, B es
una base de V. m

Nota 11 Para (2) = (1), se puede simplemente usar el Teorema 25, que
muestra la equivalencia de AE con el Lema de Teichmiiller-Tukey y notar que
la familia de subconjuntos linealmente independientes de pV' es una subcoleccion
no vacta de cardcter finito. ( Un conjunto es linealmente independiente, si y sélo
st, cada uno de sus subconjuntos finitos es linealmente independiente ).
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