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Resunen

Estudi anos | os efectos cuando particulas esféricas y cilindricas
son innersas en nezclas ternarias de agua, aceite y anfifilo. Usanbs un
funcional de |a densidad de G nzburg-Landau con un nodel o parabdlico por
partes y un nmodelo <continuo para la energia libre en bulto
respecti vanente. Para el caso de esferas estudianpbs el fenénmeno de
noj ado donde encontranbs que existen diversas estructuras estabilizadas
debido al mjado de la esfera por el fluido. Calculanos estas
transi ci ones de casi-nojado para dos conjuntos de paranetros para |os
cuales el sistema presenta una fase de mcroenulsién. Para estos dos
casos |las transiciones son de priner orden entre una capa delgada y una
gruesa y no encontranpbs transiciones continuas. Cuando existen
sol uci ones de mcroemul si6n netaestable en el bulto, |la capa de nojado
correspondiente a la fase de aceite tiene un conportam ento no-nonétono
conforme el radio de l|a esfera crece. En el <caso de sustratos
cilindricos estudianos |os efectos cuando estas particulas son innersas
en fases |anelares estables. Aqui resolvenbs |os casos de uno y dos
cilindros innersos en una fase lanelar y un cilindro inmerso en una fase
| anel ar confinada por dos paredes planas. Encontranbs una configuraci on
estacionaria de |amelas curvadas cuando un cilindro es inmerso en la
fase lanelar. Calculanps |a energia de interaccién entre dos cilindros
cuando | a distancia de separaci 6n entre ellos canbia. Esta energia tiene
un periodo de una 6 nedia longitud de onda correspondiente a aquélla de
la fase lanelar en bulto. Ademas cal culanmps |la energia de interaccion
entre una pared plana y el cilindro conforne la distancia entre |as
superficies canbia. Esta energia nuestra una periodicidad asociada a
nmedi a | ongitud de onda correspondiente a |la de |l a fase | anelar en bulto.
Ademas resol venps sistemas sinmlares con paredes planas donde obtenenos
t anmbi én energi as de i nteracci on oscilatorias con peri odos
correspondientes a los de la fase |anelar en bulto.



Abst r act

W study the effects when spherical and cylindrical particles are
imersed in ternary mxtures of oil, water and anphiphile. W use a
G nzburg-Landau functional wth a piece-wise parabolic nodel and a
continuous nodel for the bulk free energy respectively. In the case of
spheres we treat the wetting phenonena where we find that there are
different structures stabilized when the sphere is wetted by the Iiquid.
We cal culate these quasi-wetting transitions for two set of paraneters
whi ch are known to show m croenul sion behavior. For these two sets, the
surface transitions are thin-thick first order transitions and the
continuous transitions are absent. Wen there are mcroemnulsion
netastable solutions in bulk, the behavior of the thickness of the
wetting layer of the oil phase as the radius of the spherical particle
gets larger is non-nonotonic. In the case of cylinders, these substrates
are imersed in stable lanellar phases. W solve several systens
corresponding to one and two cylinders imersed in the lanellar fluid
and one cylinder imrersed in a lanellar phase confined by two planar
walls. W find that if we start with a cylindrical structure imrersed in
a lanellar phase with a wave length associated to this phase in bulk,
the final configuration shows curved lanmellas. W calculate the
interaction energy between two cylinders when the di stance between them
changes. The energy is a function with a periodicity associated to one
or half wave length that corresponds to that of the lanellar structure
in bulk. In the last case we calculate the interaction energy when a
cyli nder approaches a planar surface. This function has a periodicity
associated to a half wave length that corresponds to that of the
| anel l ar phase in bulk. In conparison with the cylindrical system we
solve simlar planar surfaces where we obtain oscillatory interaction
energies associated with wave lengths that correspond to that of the
| amel | ar structures in bul k.
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Capitulo 1

Introduccion

Los sistemas ternarios anfifilicos formados por agua-aceite y anfifilo han
sido estudiados durante mucho tiempo, por lo que existe una gran produccién
de trabajo experimental y tedrico [1]-[5]. Estos materiales forman estructuras
diversas caracterizadas por regiones separadas por monocapas de anfifilo. De
esta forma sus propiedades se deben en gran parte a la actividad de los
anfifilos en las intercaras lo que implica cambios en la tensién interfacial.
Dentro de estas estructuras se encuentran las microemulsiones [1, 6] las cuales
estdn formadas por dominios desordenados de agua y aceite o por micelas
esféricas o cilindricas.

Las microemulsiones tienen un amplio intervalo de aplicacién ya sea en la
recuperacion de petroleo [7], en sintesis de nanoparticulas, como membranas
liquidas, etc, [8]. Otro tipo de estructura corresponde a fases lamelares las
cuales se constituyen como arreglos ordenados de planos alternados con aceite
y agua y se identifican con un ordenamiento a largo alcance.

Estos sistemas han sido abordados con teorfas de Ginzburg-Landau [1],
las cuales han permitido encontrar soluciones correspondientes a los perfiles
de la densidad asociados a microemulsiones y fases lamelares ademés de las
fases agua-aceite entre otras, cuya estabilidad se representa en los diagramas
de fase en bulto. Ademds, con estos modelos se han calculado fluctuaciones
en las intercaras anfifilicas con geometria plana, esférica y cilindrica [9, 10],
donde se han identificado regiones de estabilidad para estructuras lamelares
y micelares entendiendo los mecanismos de inestabilidad como la nucleacién
en micelas, el desdoblamiento de lamelas y la ondulacién de estructuras cilin-
dricas.



En otro contexto y debido al comportamiento particular de los fluidos
anfifilicos en las intercaras, éstos estdn relacionados con fenémenos super-
ficiales como el mojado [11], donde es importante entender los mecanismos
implicados en estos procesos para lograr aplicaciones tecnolégicas. Este fené-
meno es comin en la naturaleza y se manifiesta cuando una capa liquida
macroscépica se forma en una intercara sélido-vapor (mojado superficial) y
en las intercaras liquido-liquido 6 liquido-vapor (mojado interfacial) [12].

Existen diversas teorfas con las cuales podemos estudiar esta transicion
de superficie [12]-[15]. Estas teorias implican el uso de funcionales de la den-
sidad del pardmetro de orden, como la de Cahn [16] y Landau [17] con las
cuales se ha tratado el mojado de una superficie plana por un fluido simple
donde la capa de mojado crece a infinito en la transicién. Estos modelos
han generado diagramas de fase superficiales donde se definen las regiones
de mojado de primer orden, transiciones continuas y transiciones entre capas
de mojado delgadas y gruesas, asociadas a transiciones de premojado (otro
tipo de transicién superficial) [12].

En el caso de sustratos curvados como las intercaras esféricas o cilindricas,
el mojado es importante en la estabilidad de coloides y emulsiones y en
aplicaciones tecnolégicas como en los lubricantes, en discos de grabaciones
magnéticas y en la industria textil [12]. Para estas geometrias, el mojado ha
sido estudiado también con funcionales de la densidad [18]-[24]. En el caso
de las esferas las transiciones son de naturaleza distinta a las ocurridas en un
plano, debido a la contribucién positiva de la energfa interfacial ya que ésta
aumenta con el radio de la superficie [12]. Por lo tanto la capa de mojado
no crece a un valor infinito sino a uno finito determinado por el crecimiento
logaritmico en funcién del radio de la esfera. Entonces, las transiciones de
mojado son suprimidas cambiando a transiciones del tipo delgada-gruesa
en similitud al premojado. Estas transiciones tambien son conocidas como
transiciones de casi-mojado [24] y han sido observadas en varios experimentos
[12, 25].

La interaccién de los sistemas anfifilicos con superficies se ha estudiado
para paredes planas y se han realizado varios experimentos con mezclas an-
fifflicas donde se observé un ordenamiento lamelar en la cercania con la pared
de una solucién micelar [26] y se encontro la estructura en una microemulsién
en la intercara sélido-liquido [27]. Ademds se han realizado estudios tedricos
[28] en un sistema de agua, aceite y anfifilo confinado entre paredes hidrofili-
cas en la cercanfa de la coexistencia de las fases lamelares y fases de agua y
aceite, lo que refleja fenémenos de compresién y descompresién de las lame-
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las relacionado al cambio en la separacién entre paredes. En este sentido
se han encontrado dominios con distintas orientaciones en fases lamelares
confinadas en capilares [29]. Por otro lado se estudiaron los efectos del confi-
namiento de una microemulsiéon donde las transiciones son observadas en las
discontinuidades de las fuerzas entre las paredes [30] .

En cuanto al fenémeno de mojado, dicha transicién en sistemas anfifilicos
se ha estudiado con teorfas de Ginzburg-Landau con un modelo por partes
para la energia libre en bulto. Con este modelo, Gompper y Zschocke [31]
estudiaron el mojado de una pared plana por una mezcla agua-aceite-anfifilo
introduciendo un potencial de superficie. Las transiciones de mojado resul-
tan ser de la misma naturaleza que en fluidos simples, donde se estudia el
mojado en la intercara sélido-fase rica en aceite por la fase lamelar y por la
fase rica en agua. Este mismo problema pero ahora en la intercara sélido-fase
rica en anfifilo, lo resolvieron Clarysse y Boulter [32]-[34] encontrando tran-
siciones continuas y de primer orden, ademads de transiciones delgada-gruesa
determinadas por los pardametros de superficie. La contribucién interesante de
este segundo trabajo es el cdlculo de un hamiltoniano efectivo con constantes
elésticas dependientes de la capa de mojado.

Debido al hallazgo de estructuras esféricas estables en el trabajo de C.
Varea y A. Robledo [9] en los sistemas ternarios con anfifilos usando las
mismas teorfas de Ginzburg-Landau, es importante estudiar el sistema de
una esfera sélida inmersa en un fluido anfifflico ya que podemos entender
los mecanismos de estabilidad de estructuras micelares esféricas a través del
efecto del mojado. Este problema tiene gran relevancia en experimentos que
implican estructuras globulares como micelas y coloides.

Entonces en esta tesis, estudiamos el mojado de un sustrato esférico por
un fluido anfifilico para dos casos, uno donde la fase de microemulsién es
estable y otro donde es metaestable. La metodologia que usamos es la misma
que introdujeron Gompper y Zschocke [31] y Clarysse y Boulter [32], con
modificaciones basadas en los trabajos de C. Varea y A. Robledo [9, 10]. Es
decir, usamos un funcional de la densidad con un pardmetro de orden. Este
funcional contiene dos funciones por partes asociadas a la energfa libre en
bulto [modelo parabdlico por partes (TPM)] y a una funcién que determi-
na la estructura del fluido, lo cual nos permite encontrar los perfiles de la
densidad. Con estos perfiles encontramos la energfa libre y calculamos los
diagramas de fase superficiales donde se definen transiciones de primer orden
de casi-mojado entre capas delgadas y gruesas. Ademads calculamos el poten-
cial efectivo mediante la introduccién de un valor de corte en la densidad [10]
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lo cual es una técnica distinta a la propuesta por Clarysse y Boulter [32].

Otro aspecto interesante en los sistemas anfifilicos es la formacion de es-
tructuras estables cuando esferas o cilindros son inmersos en una fase lamelar
y cuando dos superficies de este tipo interaccionan entre ellas, lo que pro-
mueve el estudio de varias caracterfsticas de estos sistemas incluyendo el
confinamiento. Por ejemplo, se ha medido experimentalmente la fuerza de
interaccion en funcién de la separacién entre dos superficies cilindricas de
mica inmersas en una fase lamelar liotrépica de un sistema ternario anfifilico
[35]. La periodicidad de esta fuerza tiene que ver con la longitud de onda
de la fase lamelar en bulto a distancias grandes, disminuyendo a distancias
cortas.

Por otro lado, la interaccién entre este tipo de superficies tiene que ver
con el entendimiento de varios procesos implicados en la formacién de es-
tructuras en fluidos complejos como coloides, cristales liquidos y en sistemas
biolégicos. Especificamente se han calculado las interacciones entre particu-
las esféricas inmersas en cristales liquidos nemdticos, en donde interviene el
mojado ademds de las interacciones elésticas y en donde se observan defec-
tos en las estructuras [36]. Ademds se ha calculado la energia asociada a la
inclusiéon de particulas coloidales en una fase lamelar de un cristal liquido
esméctico [37]. En este sentido, se ha medido experimentalmente la fuerza en
funcién de la separacién entre particulas cilindricas inmersas en dos sistemas
de soluciones micelares. En el primer sistema se observa que a separaciones
grandes entre las particulas, la fuerza es oscilatoria y cuando la separacién es
pequena las fuerzas corresponden al tipo de doble capa [38]. Para el segundo
caso la fuerza tiene una periodicidad asociada al radio de las micelas [39].
Ademas se ha medido experimentalmente la fuerza entre una esfera coloidal
y una superficie plana [40] en funcién de su separacién en soluciones acuosas,
lo cual coincide con teorfas de coloides correspondientes a fuerzas de doble
capa, pero a distancias pequenas existen desviaciones posiblemente debidas
a fuerzas de hidratacién o a las caracteristicas de la pared.

Teniendo en cuenta lo anterior ademé&s del mojado por sistemas anfifilicos
en una esfera (donde la fase micelar es estable o metaestable), estudiamos
el efecto en las estructuras lamelares cuando superficies cilindricas son intro-
ducidas y cuando dos superficies de este tipo interaccionan entre ellas. De
esta forma trabajamos con un sistema de cilindros inmersos en fases lame-
lares estables usando el mismo funcional de la densidad de Ginzburg-Landau,
donde ahora la funcién de energia libre de bulto y la funcién que describe
la estructura del fluido son funciones continuas del pardmetro de orden y
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corresponden al modelo ¢° [1].

Para comprender mejor dichos efectos tratamos como punto de partida
la inmersion de paredes planas, para lo cual introducimos el caso de una y
dos paredes de un determinado espesor inmersas en fases lamelares ademas
del caso de una pared inmersa en una fase lamelar confinada. Entonces abor-
damos los sistemas andlogos para el caso de la simetria cilindrica. Es decir,
resolvemos el sistema de particulas cilindricas inmersas en el fluido anfifflico
incluyendo los efectos en las fases lamelares de uno y dos cilindros y el caso
de un cilindro inmerso en una fase lamelar confinada por paredes planas. La
soluciéon de estos problemas se lleva a cabo encontrando los perfiles de la
densidad estacionarios asociados a la ecuacién cinética de Landau [41, 42],
usando el método del elemento finito [43, 44]. Los sistemas se resuelven con
una malla en una y dos dimensiones para paredes planas y cilindricas respec-
tivamente. Para el caso de dos paredes planas calculamos las interacciones
entre éstas a través de la energia y la fuerza como funcién de la distancia de
separacion. Cuando tratamos el caso de los cilindros encontramos de igual
manera la energia de interaccién entre las dos superficies. Para el caso de
un cilindro inmerso en una fase lamelar confinada, calculamos la energia de
interaccién entre un cilindro y una pared conforme cambia su distancia de
separacién.

Proporcionamos ademds una solucién alternativa del caso de cilindros
inmersos en fases lamelares mediante la discretizaciéon del funcional de la
densidad y la energfa libre de bulto correspondiente al modelo ¢°. Esto im-
plica introducir las versiones discretas del laplaciano y gradiente cuadrado
con interacciones a primeros vecinos. La ecuacion de Euler-Lagrange con las
condiciones en la superficie, se resuelve con una cinética de Landau mediante
el método de Euler. Los resultados de éste cdlculo permiten comparar con
las propiedades generadas mediante el método del elemento finito y definir
las ventajas de cada uno de ellos.

En este trabajo encontramos diversas estructuras cuya estabilidad es pro-
movida por el mojado de una particula esférica. Calculamos los diagramas
de superficie con caracteristicas similares a las ya identificadas en el mo-
jado en paredes planas, donde se manifiestan transiciones de primer orden
entre una capa delgada y gruesa (transicién de casi-mojado) con ocurrencia
de puntos criticos de superficie y puntos triples, con la ausencia de transi-
ciones de mojado continuas. Encontramos el limite del comportamiento de
las transiciones para el plano cuando el radio de la esfera tiende a infinito y
calculamos los potenciales efectivos de las interfases lo cual detalla las carac-
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teristicas de los fenémenos superficiales en estos liquidos. Ademé&s obtenemos
los comportamientos de la capa de mojado en funcién del radio de la esfera.

Por otro lado encontramos perfiles estacionarios asociados a estructuras
lamelares en interaccién con una particula cilindrica. Aqui obtenemos las
energias de interaccién entre estructuras de este tipo a través de funciones
caracterizadas por determinada periodicidad asociada a la longitud de onda
de la fase lamelar en bulto.

Estos cédlculos aportan detalles en el entendimiento de los mecanismos
de estabilidad de estructuras de microemulsién micelares y fases lamelares
a través del mojado y las energfas de interaccién, cuando estas estructuras
interaccionan con sustratos curvados como esferas y cilindros debido a la
riqueza de comportamientos generados en los diagramas de fase.

Esta tesis se organiza de la siguiente forma, en el capitulo 2 se describen los
sistemas ternarios anfifilicos y sus propiedades en bulto. Se definen también
los modelos tedricos que reproducen gran parte de estas propiedades y se
introduce la caracterizaciéon mediante experimentos. Por 1ltimo se describen
las constantes eldsticas de las interfases anfifflicas lo cual estd contenido en
la teorfa fenomenolégica del hamiltoniano de Helfrich.

En la primera parte del capitulo 3, se introduce el fenémeno de mojado
para fluidos simples en planos y superficies curvadas y las teorias de los
potenciales efectivos interfaciales. En las secciones posteriores se describe el
comportamiento de los sistemas anfifilicos ternarios con superficies planas
y se introducen las teorfas de Ginzburg-Landau que generan diagramas de
fases superficiales.

En el capitulo 4 se introduce el modelo usado para estudiar el mojado en
una esfera por las mezclas anfifilicas y contiene los resultados de los célculos
de las transiciones de mojado en una esfera por un fluido anfifilico para dos
casos de estudio, una intercara pared-microemulsién y una intercara pared-
fase rica en agua. En cada caso se calculan diagramas de fase de superficie y
los potenciales efectivos. Ademads en la intercara pared-microemulsion, se cal-
culan las transiciones de mojado para distintos radios de la esfera obteniendo
el limite de la transicién para un plano. Para el segundo caso se estudia el
comportamiento del grosor de la capa de mojado en funcién del radio de la
esfera.



En el capitulo 5 se presentan los resultados del efecto de superficies planas
y cilindricas inmersas en fases lamelares de las mezclas agua-aceite-anfifilo.
Cuando consideramos paredes planas se obtienen las energias y fuerzas de
interaccion en funcién de la distancia entre las paredes. En el caso de paredes
cilindricas, se obtienen las energias en funcién de la distancia de separacién
entre las superficies. Ademds se introduce un método alternativo de solucién
partiendo del funcional de la densidad discretizado usando el método de Euler
y se obtienen los perfiles de la densidad estacionarios.

Por 1ltimo se mencionan las conclusiones del trabajo y algunos apéndices
correspondientes a la derivacion de la ecuacion de Euler-Lagrange y las condi-
ciones en las superficies para el modelo de Ginzburg-Landu y a la descripcién
del método del elemento finito.

Cabe mencionar que parte de los resultados de esta tesis han sido pu-
blicados en el articulo: Quasiwetting on spherical solid surfaces by oil-water-
amphiphile miztures [C. Garcia-Alcdntara, C. Varea, Phys. Rev. E 74, 031603,
(2006)].



Capitulo 2

Mezclas Aceite-Agua-Anfifilo

2.1. Moléculas anfifilicas y sus propiedades

Las moléculas anfifilicas estdn formadas de dos partes distintas, una
cabeza polar hidrofilica que tiene afinidad por el agua y una cola hidrocar-
bonada (grupo hidrofébico) que prefiere el aceite (Fig. 2.1). Existen varias
clases de anfifilos como los iénicos, por ejemplo, el dodecil sulfato de sodio
(SDS) y el estereato de sodio, y los no-iénicos, como la series C; E; (ver Tab.
2.1), entre otros. El tamano de la parte hidrocarbonada -del orden de 6 a
20 dtomos de carbono- y la componente polar determinan sus propiedades.
Una de estas propiedades es la capacidad de reducir la tensién superficial y
crear peliculas en las intercaras agua-aceite, de ahi que podamos llamarles
surfactantes. Es decir, agregando una cantidad apropiada de anfifilo a una
mezcla de aceite y agua, estos dos liquidos que, en principio, son inmiscibles
se mezclan debido a la actividad superficial de la molécula.

Grupos hidrofilicos Grupos hidrofébicos
R-SO; M+ (sulfonato) CH;3(CHy), n=12-18
R-OSO; M™* (sulfato) CH;(CH;),CH; n=8—20
R-COO~MT*(carboxilato) CH;3(CHs;),,CH=CH,
R-OPO; M (fosfato)

R-OCH,CH,(OCH;CH,),,OH

Cuadro 2.1: Grupos moleculares (hidrofilicos e hidrofébicos) los cuales pueden
formar anfifilos.
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parte hidrofilica

y

~A~D

grupo hidrofébico

Figura 2.1: Representacién esquemédtica de la estructura molecular de un
anfifilo: cabeza polar (parte hidrofilica) y cola hidrocarbonada.

Esta propiedad genera una gran variedad de estructuras diversas y com-
plejas [1, 4]. Por ejemplo, los anfifilos disueltos en agua o en aceite, forman
micelas esféricas o cilindricas, las cuales son agregados de anfifilos. Cuando
se mezclan cantidades comparables de aceite y agua con el anfifilo se forma
una microemulsién, la cual en general constituye una estructura de canales
de agua y aceite interconectados y separados por monocapas. A altas con-
centraciones de anfifilo se forman estructuras ordenadas con correlaciones de
largo alcance [4]. Estas estructuras son las fases cibicas, hexagonales y fases
lamelares. Las fases ciibicas son arreglos de micelas esféricas dispuestos en
una red cubica. Las fases hexagonales son estructuras compuestas de cilin-
dros de agua o aceite rodeados por capas de surfactante ordenados en una
red hexagonal. Las fases lamelares se componen de planos de aceite y agua
alternados y separados por peliculas de anfifilo. En suma, se forman otras
estructuras altamente complejas, como son las fases cibicas bicontinuas, de
esponja, de diamante y giroide [1], entre otras.

2.2. Fases de microemulsion y lamelares

Las microemulsiones son definidas como fluidos termodindmicamente es-
tables las cuales son diferenciadas de las soluciones comunes de tres compo-
nentes, por la separaciéon de aceite y agua mediante dominios coherentes con
un tamano aproximado de 10-100 nm. Estas, son 6pticamente transparentes
pero tienen una estructura definida a nivel microscépico por lo que poseen
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Figura 2.2: Fase de microemulsién bicontinua, donde existen canales desor-
denados de agua (W) y aceite (O) separados por monocapas de anfifilo.

un orden de alcance intermedio [1]. La escala de longitud medida a través
de la longitud de correlacién £ tiene que ver con la reduccién de la tensién
interfacial a valores muy pequenos (del orden de 1072 mN/m), ya que la
tensién varfa con la temperatura y con ¢ en la forma o ~ T/£2.

Las microemulsiones pueden identificarse por arreglos de aceite o agua,
formando canales desordenados [1]. A esta fase se le llama bicontinua o fase
intermedia y es ilustrada en la Fig. 2.2. Por otro lado, las microemulsiones
pueden ser formadas por estructuras globulares donde el agua o el aceite es-
tan dispersos y donde las monocapas de anfifilos separan los dos solventes.
Dentro de éstas, las microemulsiones esféricas (Fig. 2.3 ) se forman de agrega-
dos micelares ("micelas hinchadas"), donde la pelicula de anfifilo forma una
coraza, que en el caso de las microemulsiones aceite en agua (O-W), separa
el aceite del agua y en el caso contrario (W-0), el agua se dispersa en aceite.

La formacién espontdnea de agregados se debe a la competencia entre la
entropfa de formacién y la energfa interfacial. Uno de los pardmetros de esta
energfa es la curvatura espontdnea cy!, la cual, es la tendencia intrinseca de
la pelicula de anfifilo de curvarse hacia la regiones de agua o de aceite de
la intercara. El cambio en esta propiedad, estd relacionada con el grado de
salinidad lo cual afecta el apantallamiento de la cabeza polar [4].

Cuando las regiones de aceite y agua son ordenadas y separadas por
monocapas de anfifilo se forman planos que definen una fase lamelar (ver

I Esta propiedad se define mas adelante cuando se introducen los modelos teéricos para
sistemas anfifilicos.
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Figura 2.3: Fases de microemulsion globulares (micelas hinchadas O-W y

W-0).

Fig. 2.4). Esta fase se caracteriza por una longitud de onda determinada por
la distancia interplanar.

2.3. Diagramas de fases

Las fases que presentan los sistemas ternarios anfifilicos varian desde fases
globulares a baja concentracién hasta fases ordenadas a alta concentracién
de surfactante (fases hexagonales, fases cibicas, lamelares, étc.). Las fases
de microemulsiéon son determinadas mediante un balance en concentracién
entre el aceite y el agua. La generacién de las fases estd determinado por la
temperatura en el caso de anfifilos no iénicos y por la curvatura espontédnea
a través del cambio en salinidad, para surfactantes i6nicos.

En el caso de sistemas ternarios con anfifilos no iénicos, se estudian los
diagramas de fase representados con la temperatura 7'y la composicién ¢; de
cada componente. A temperatura constante obtenemos una representacién
de las fases con los campos de concentracién (o las fracciones de volumen)
en el plano (c,, ¢y, ¢,) cON ¢4, ¢y v €, la concentraciones del anfifilo, agua y
aceite (Fig. 2.5 ) respectivamente.

Un diagrama de fases representativo de dichos sistemas se ilustra en la Fig.
2.5, donde las fases aparecen con el cambio en la temperatura. Cominmente
el anfifilo es soluble en agua a bajas temperaturas. A temperaturas més altas
la solubilidad decrece hasta que se produce una separacién de fases en una
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Figura 2.4: Fase lamelar definida por planos alternados de aceite (O) y agua
(W). En esta estructura se identifica una distancia entre planos.

fase rica en aceite y una fase de microemulsién de gota (O-W) [Fig. 2.5 (a),
(b)]. Con el cambio en temperatura, aparece una tercera fase, en la cual la
densidad es intermedia entre la fase rica en agua y la fase rica en aceite [Fig.
2.5 (b), (c) y (d)]. Esta es la fase intermedia o microemulsién bicontinua.
De esta forma, el anfifilo ha incrementado su solubilidad en aceite. Conforme
se sigue incrementando la temperatura, la composicién de la fase intermedia
llega a ser similar a la de la fase rica en aceite, y a una cierta temperatura,
existe equilibrio de dos fases entre una fase micelar (W-0O) y una fase rica en
agua [Fig. 2.5 (e) y (f)].

En el plano (7, ¢,) (Fig. 2.6) encontramos la coexistencia de una, dos y
tres fases donde existen regiones de estabilidad de las fases de microemul-
sién, fases ricas en aceite y agua y fases lamelares. La presencia de fases
lamelares en el sistema se debe al aumento en el tamano de las cadenas
hidrocarbonadas. Con las estructuras lamelares se genera una diversidad en
el comportamiento de fases contribuyendo a la coexistencia de cuatro fases
en suma a la de dos y tres fases.

En estos diagramas podemos estudiar la naturaleza de las transiciones de
fase. De acuerdo con la clasificaciéon de las transiciones, éstas pueden ser de
primer orden o continuas [45], en funcién del pardmetro de orden. Entonces
las transiciones entre fases lamelares, bicontinuas y fases ricas en agua y
aceite pueden clasificarse de esta forma estudiando el comportamiento de las
concentraciones en funcién de la temperatura o de otros pardmetros.

En cuanto al comportamiento critico, ademds de los puntos criticos donde
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Figura 2.5: Evolucién de los diagramas de fase con la temperatura en el plano
de las concentraciones (A=anfifilo, W=agua, O=aceite). Cuando las concen-
traciones de agua y aceite son equivalentes surge la fase de microemulsion
[Fig. (b)]. Los diagramas contienen ademds puntos criticos (-). 1, 2 y 3 indica
el nimero de fases que coexisten.
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concentracion

Figura 2.6: Diagrama de fases en el plano (7', concentracion) donde aparecen
1, 2 y tres fases en coexistencia. Existen regiones donde coexisten las fases
W-0O/0O-W y la fase rica en agua o aceite (W/O). También existen regiones
de estabilidad para las fases de microemulsién (M) y lamelar (L).

dos fases se convierten en una sola fase, aparecen puntos tricriticos [46, 47],
donde tres fases se convierten en una sola y estados tricriticos de Lifshitz [48]
donde cuatro fases se convierten en una sola fase.

2.4. Determinacion experimental de las fases

La estructura de los agregados esféricos en las microemulsiones W-O y O-
W se ha determinado mediante la técnica de dispersién de neutrones (SANS).
Conociendo la composicion, el radio de las gotas pueden ser calculado usando
la relacién

¢
= _ T 2.1
a 3c, A, (2.1)

donde ¢ es la fracciéon de volumen de la fase dispersada, A, es el drea inter-
facial por molécula de anfififilo y ¢, es el niimero de moléculas de surfactante
por unidad de volumen. El radio de estas estructuras se encuentra en el in-
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tervalo de 5 a 20 nm. [4]. Un pardmetro caracteristico de las estructuras es
A,, que para el caso del SDS tiene un valor de 0.06 nm?.

Ademis de la dispersién de neutrones, se usan rayos X para estudiar la
fase de microemulsiéon bicontinua. Debido a la intensidad de luz dispersada
se obtienen factores de estructura agua-agua y surfactante-surfactante. Los
factores de estructura muestran un pico en un vector de onda ¢ distinto de
cero, lo que indica la existencia de una estructura con longitud de onda 27/q,
lo cual se encuentra en la escala de 40 nm para el sistema de la Fig. 2.7. Si se
aumenta la concentracién de anfifilo el vector de onda en el pico se incrementa
y la magnitud del pico decrece. Para vectores de onda grandes la funcién de
estructura agua-agua decae como ¢ *.

La expresion del factor de estructura que se ajusta a los datos experimen-
tales se debe al modelo propuesto por Teubner y Strey [49],

S(a) = (a+ gog” + c¢") ", (2.2)

con go < 0, el cual es un pardmetro que tiene que ver con la estructura del
anfifilo y las cantidades a y ¢ son coeficientes del ajuste. Cuando el valor de gq
es pequeno se obtiene la funcién de correlaciéon mediante una transformada
de Fourier,

2

G(r) = %e‘r/g sin %r (2.3)
Con esta funcién podemos definir las caracteristicas de las fases de mi-
croemulsion, el arreglo alternante de los dominios de aceite y de agua y
la ausencia de orden a largo alcance. La longitud de onda A\ proporciona
el tamano del dominio de las regiones de aceite y de agua. En una secciéon
anterior se introdujo £ como la longitud de correlacién que caracteriza el
decaimiento del orden local.

Por otro lado, la fase bicontinua se estudia midiendo la conductividad de
la muestra. Con este método se pueden identificar las regiones ricas en agua
debido al cambio en esta propiedad. Las estructuras se caracterizan también
midiendo la difusividad del aceite, del agua y del anfifilo. Ademads, mediante
un microscopio de barrido con la técnica de fractura en frio [5] se obtienen
estructuras de la fase de microemulsion [ver Fig. 2.8] [50].

Otras técnicas experimentales que permiten estudiar las estructuras de
microemulsién son el microscopio electrénico, la resonancia magnética nu-
clear (NMR), la resonancia paramagnética electrénica, (EPR), etc. [5].
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Figura 2.7: Intensidad obtenida en funcién de ¢ para el sistema anfifilico
que contiene SDS, agua y tolueno. Las curvas corresponden a distintas con-
centraciones del surfactante en el intervalo [0.07, 0.1]. Esta intensidad es
proporcional al factor de estructura agua-agua S(q) [1].

Figura 2.8: Imagen obtenida con la técnica de fractura en frio, donde se
identifica la estructura de microemulsién bicontinua correspondiente a una
muestra que contiene Cj2F5 y cantidades iguales de agua y octano. Esta fue
obtenida de la ref. [50].
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La fase lamelar se describe mediante la distancia interplanar d. Por ejem-
plo, el sistema ternario agua-pentanol-SDS presenta una fase lamelar estable
a baja concentracién de anfifilo y la distancia maxima entre los planos tiene
un valor aproximado de 10 nm [51]. Estas fases lamelares se caracterizan
mediante experimentos de dispersién con rayos X, dispersién de neutrones
y con técnicas de dispersiéon de luz dindmica. La informacién de la estruc-
tura se determina con la intensidad I(q) y la distancia d se obtiene de la
relacién qo = 27 /d (pico de maxima intensidad). Con estas técnicas también
pueden obtenerse las constantes eldsticas de la fase lamelar y coeficientes de
relajacion.

2.5. Modelos tedricos de sistemas anfifilicos

2.5.1. Modelo de Ginzburg-Landau

El modelo de Ginzburg-Landau con un pardmetro de orden ha generado
varias de las propiedades de las mezclas ternarias anfifilicas. Este modelo se
origina en el desarrollo en gradientes de la energia libre [52, 53],

Q@) = [0+ a0(r) + as?(x) + as'(6) + . 2:4)
+er Vo)) + e [V20(r)|" + .0 () [Vo(r) | + ... ] dr.

Si consideramos este funcional usando los términos que contienen el gradiente
cuadrado y laplaciano cuadrado, podemos estudiar el sistema anfifilico. De
esta forma se propuso el funcional €2 [¢ (r)] del gran potencial como [31],

Qg (r)] = / {f (6(r)) + 9(¢) (Vo(r))* + ¢ (V*6(x))* — po(r) } d’r. (2.5)

Donde ¢(r) es el pardmetro de orden el cual representa la diferencia local
en la concentracién entre los dos solventes (agua y aceite en este caso). La
funcién f(¢) es la densidad de energia libre del sistema uniforme, g(¢) define
la estructura del fluido de acuerdo con los resultados experimentales [49] y u
es el potencial quimico. Para garantizar la estabilidad del sistema ¢ > 0. La
funcién g y el pardmetro ¢ fueron definidos cuando introducimos el factor de
estructura en la Ec. (2.2).
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Existe una variante del modelo de Ginzburg-Landau donde se usa un fun-
cional con dos pardmetros de orden. La concentracién de anfifilo es descrito
con un pardmetro de orden escalar y los grados de libertad del anfifilo con
un pardmetro de orden vectorial [54].

El funcional de la densidad de la Ec. (2.5), se puede escribir en términos
de las cantidades A(¢) v B(¢) [9, 10] las cuales estan relacionadas con las
funciones de correlacién directa. La forma del funcional es idéntica a la Ec.
(2.5) con los coeficientes ¢ y ¢ definidos como B = —4cy A = 2g.

La coexistencia de las fases homogéneas, la fase rica en aceite, la fase
rica en agua y la fase de microemulsion (fase rica en anfifilo) implica que la
densidad de energia libre f (¢) tiene tres minimos. Para tal caso se usan dos
modelos para la energia en bulto, uno es el modelo parabdlico por partes y
otro el modelo ¢°.

Modelo parabdlico por partes

El modelo parabdlico por partes (TPM), es descrito en términos de
pardbolas que se cruzan en los valores ¢; y ¢,. Es conveniente usarlo ya
que nos permite encontrar las soluciones con métodos analiticos. La energia
libre es definida por la expresién

)\o (¢_¢0)27 ¢> ¢17
f(¢) = >\a ¢2 + f07 ¢2 < Qb < ¢17 (26)
)\w (¢ - ¢w)2’ ¢ < ¢2'

Los valores ¢, v ¢, son las densidades de bulto de las fases en equilibrio
cuando ;4 = 0 y A\, para a = o, a, w, son constantes. La profundidad del
minimo central es determinado por el pardmetro fy. Se ha interpretado que
una disminucién en fy equivale a un aumento en la concentracién de anfifilo.
Si fo = 0, el minimo en ¢ = 0, corresponde a una solucién en equilibrio rica
en anfifilo.

La funcién g(¢) estd dada por,
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Jo > 0; ¢ > ¢1>
9(¢) = 9o <0, ¢y <0< ¢y, (2.7)

gw>0> ¢<¢2'

La forma de g(¢) es determinada mediante los experimentos en estos sistemas
donde se muestra que existe un pico pronunciado en la intensidad de disper-
sién, para un vector de onda g # 0 en la microemulsién. Para las fases ricas
en agua y aceite existe un pico para ¢ = 0. Esto implica que g(¢) es negativo
en la fase de microemulsién y positivo en las otras dos fases homogéneas.

El perfil del pardmetro de orden ¢, el cual minimiza el funcional de la
energia libre [Ec. (2.5)] es determinado con la ecuacién de Euler-Lagrange
(ver apéndice A):

2cV4 — 29(¢) V20 — ¢'(¢)(V9)* + f'(¢) — = 0. (2.8)

Esta ecuacién puede resolverse para interfases planas, esféricas y cilindricas.

Intercaras planas Para el caso de una intercara plana los perfiles del
pardmetro de orden para las interfases aceite-agua, aceite-microemulsién y
microemulsién-agua, pueden ser calculados con el modelo parabdlico por
partes. La solucién para el perfil entre el aceite y la microemulsién, estd
dada como,

Ajekorz 4 Agemhez® ¢ 2> 0,
¢(2) = (2.9)

Byekarz 4 Byeka2z, 2 <0,

donde k,; y kq; con i = 1,2 son las raices de las ecuaciones

ck? — gok? 4+ Xy = 0, (2.10)

ckd — gak2 + Xy = 0. (2.11)

Para g; > (4c\;)/?, las soluciones ko; (o = 0,a; i = 1,2) son reales, mientras
que para g; < gao,; las soluciones son complejas diferencidndose tinicamente
por el signo de sus partes reales e imaginarias. En la fase homogénea de mi-
croemulsién la condicién, g, = g4, determina la curva de desorden (DOL).
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Figura 2.9: Modelo TPM con f(¢) y g(¢) determinados con los pardmetros
c=10, A, =X\, =40, \y, =10, fo =0, 9, = g, = 45y g, = —1.0,
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Esto significa que la funcién de correlacion en el bulto cambia de un compor-
tamiento monétono a una oscilacién amortiguada lo cual distingue un fluido
ordinario de uno estructurado. Cuando g, decrece a cero el pico en el factor
de estructura se mueve del valor en ¢ = 0. El valor de g, = 0 corresponde
a la linea de Lifshitz (LL), donde la fase desordenada tiene mds estructura
que en la curva de desorden.

Los coeficientes del perfil de la Ec. (2.9) son determinados por la con-
tinuidad de ¢(z) y sus primeras dos derivadas en z = 0, y con la condicién
$(0) = ¢y.

Para la intercara aceite-agua el perfil es de la forma

Ayl 4 Agekor® + ¢, z < 2,
#(2) = { BieFar?  Byekar? 4 Bye~harz B ehazz, 2 < 2 < 29,
Che F1® 4 Cye 2% 4 ¢, z > 7.

(2.12)
Siendo k,,; solucién de la ecuacion ckl — g,k2 + A\, = 0 y las cantidades k,;
(o = o,a; i = 1,2) soluciones de las Ecs. (2.10) y (2.11). Los coeficientes
A;, B; y C; son obtenidos en términos de z; y 2z con ¢(z1) = ¢ y ¢(22) =
¢,. Para estos valores del pardmetro de orden, el perfil y sus dos primeras
derivadas cumplen con las condiciones de continuidad. La tercera derivada
cumple las ecuaciones,

3¢ 3¢ 1 do¢
vl — e = — L= — 2.1
dz o dz o 4c d, 22 (92 = gu), (2.13)
d3¢ d3¢ 1 do
a) — ol = — L~ 0o — Ga)- 2.14
dz ° dz ° 4c d, ° (90 = 90) ( )

Las Ecs. (2.9) y (2.12) son resueltas numéricamente usando las condi-
ciones (2.13) y (2.14) y su solucién corresponde a ¢(z) calculado en la Fig.
2.10 para las intercaras microemulsién-agua [Ec. (2.9)] y aceite-agua [Ec.
(2.12)]. Una vez que se encuentran estos perfiles, podemos definir el compor-
tamiento de las fases al encontrar su energfa con la Ec. (2.5). De esta forma
se calcula el diagrama de fases con los pardmetros fy y g, (Fig. 2.11), donde
ademds de las fases homogéneas de aceite, agua y microemulsién el modelo
de Ginzburg-Landau genera varias fases moduladas como las fases lamelares,
que son estables a valores negativos de g,.
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Figura 2.10: Perfiles de la densidad correspondientes a la solucién de las
ecuaciones de Euler-Lagrange para el modelo parabdlico por partes. El perfil
de la izquierda es la solucién de la intercara microemulsién-agua y el de la
derecha corresponde a la interfase aceite-agua. Para el caso de la intercara
microemulsién-agua se pueden observar las oscilaciones en ¢(z) alrededor del
cero. Los valores de los pardmetros de las Ecs. (2.6) y (2.7) son ¢, = —¢,, =
1.0, 9o = g = 4.5, g, = —1.0, A\, = A\, = 4.0, fo =0.
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Figura 2.11: Diagrama de fases generado por el modelo TPM en términos
de los pardmetros fy v ¢g,. DOL es la linea de desorden donde la funcién de
correlacién cambia de un comportamiento oscilatorio a un comportamiento
asintético y LL es la linea de Lifshitz donde g, = 0.

El modelo explica la transicién de las fases de aceite-agua a las fases lame-
lares mediante dos mecanismos fisicos, la reduccién de la tensién interfacial
de la intercara aceite-agua y la interaccién entre estas intercaras [1].

Intercaras esféricas FEl modelo de Ginzburg-Landau muestra que existen
gotas estables de aceite en agua y viceversa cuando la tensién superficial es
pequena debido al efecto de los anfifilos [31]. La estabilidad de estas estruc-
turas se puede estudiar al resolver la Ec. (2.8) en coordenadas esféricas, y
encontrar la energia de éstas. Esta ecuacién tiene una solucién para ¢(r)
dada como,
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LAy sinh(ko7) + Agsinh(keor)] + @, 0<r<r,

o(r) =1 L [Bief" 4 Byeha" + Byekerr 4 Byemherr] r <1 < Ty,
r[CreTbam 4 Cremher] £ 9, o < T < 00.
(2.15)

Los coeficientes se obtienen de la misma manera que para la intercara
plana, con las condiciones de continuidad del perfil en 7; y 75 y con la con-
tinuidad en la primera y segunda derivadas. Estos quedan determinados en
términos de los radios 1 y 7, por lo que se usa la condicién de discontinuidad
en la tercera derivada [Ec. (2.13) y (2.14)].

La Fig 2.11 muestra el diagrama de fases para el caso de simetria aceite-
agua ¢, = —¢,, = 1. Aqui en suma a la fase de microemulsion y las fases agua-
aceite, aparece la fase lamelar. Cuando se rompe la simetria (¢, # —¢,,),
aparecen otras fases moduladas como una fase hexagonal de cilindros de
aceite en agua 6 agua en aceite y cristales ctibicos de micelas hinchadas [31].

Es interesante estudiar la estabilidad de las fases usando este mismo mo-
delo de energfa libre. La estabilidad se define determinando las fluctuaciones
de la densidad a través de la segunda variacién de la Ec. (2.5),

§Q = % / 5¢ (r) Wdrdr' (2.16)

donde ¢ (r) = ¢ (r) — ¢, (r) es una pequena fluctuacién del perfil, siendo
¢, (r) el perfil estacionario. Esta variacién define la ecuacion,

flTjQ =207, () - 23—1[%5 () (1) + 26V, (1)
dg dzg 9
2906, (1) o, (1) = AV, ()0, 0 (2.17)
= 2e,9, (r)

donde ¢, y ¢, (r) son los eigenvalores y eigenfunciones respectivamente. Re-
solviendo esta ecuacién con las condiciones de frontera establecidas por el
modelo, se determina el espectro de energias asociadas a cada ¢, (r), donde
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Figura 2.12: Perfil esférico correspondiente a la Ec. (2.15). ¢, = —1.0 y
. = 2.0

se encuentran intervalos de estabilidad para estructuras lamelares y esféri-
cas en equilibrio. Estos cdlculos también permiten encontrar propiedades de
inestabilidad en estos sistemas como dobleces en la lamelas, la ondulacién de
los cilindros y la nucleacién de las micelas [9)].

Modelo ¢°

El modelo ¢° tiene que ver con la expansién de f y g en potencias del
pardmetro de orden ¢, donde

flo) = > and", (2.18)
g(¢) = > gnd" (2.19)
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Una vez definidos los coeficientes a,, y ¢, las funciones quedan expresadas
como,

F(@) =X —0,)° (8* + fo) (0 — )%, (2.20)

9(¢) = go + 920" (2.21)

El pardametro fy tiene el mismo significado que en el modelo parabdlico por
partes y go tiene que ver con la magnitud de la cadena del anfifilo. La cantidad
go €s escrita como

go =41+ fo)* = go + 0.01, (2.22)

lo cual asegura que la funcién de correlacién en las fases ricas en aceite y
agua decaiga de manera mondétona.

0.4 T T T T T

of 4

-0.2F 1

Y—

-0.4 . : :

Figura 2.13: Funcién de la energia libre f(¢) y funcién g(¢) correspondiente
al modelo ¢° [Ecs. (2.20) y (2.21)]. Los pardmetros del modelo son ¢, =

_¢w = 10, fo =0 Y go = —4.0.

28



El perfil de equilibrio ¢(r) es solucién de la Ec. de Euler-Lagrange [Ec.
(2.8)]. En este caso no existe solucién analitica y ésta puede ser aproximada
mediante un desarrollo en series de los perfiles ¢(z) (para el caso de una di-
mension) en un conjunto completo ortogonal de polinomios p con una funcién
de peso w(z) [55],

Gt bu | G0, ”mzaxw

o(2) = 5 5 tanh(z/&) + w(x

(2.23)
Las cantidades ¢, ,, son las densidades en bulto de la fase rica en aceite y
agua respectivamente, y los coeficientes a; son constantes. De otra forma, la
ecuacién se resuelve numéricamente.

Una vez que obtenemos los perfiles de la densidad encontramos la ten-
sién superficial y podemos calcular el diagrama de la Fig. 2.14. La linea de
desorden (DOL), para este modelo depende de fy. La transicién de la fase
lamelar a la fase de microemulsién es de segundo orden y estd localizada en
go=—2(1—2f)"/2.

Para este modelo ademds de las fases homogéneas de aceite, agua y mi-
croemulsién se encuentran fases ciibicas bicontinuas metaestables. Conforme
la transicién de la fase lamelar a la de microemulsion es aproximada, las fases
ordenadas bicontinuas, llegan a tener la misma energia que la fase lamelar y
al parecer la fase de microemulsién es la fase bicontinua.

2.5.2. Hamiltoniano de Helfrich y propiedades elasti-
cas de las monocapas

Las interfases o intercaras curvadas pueden estudiarse con otro tipo de
teorfas fenomenoldgicas que consideran a las intercaras anfifilicas como mem-
branas caracterizadas por radios de curvatura [56]. Estas membranas se dis-
tinguen por el médulo de curvatura , la tensién interfacial o y la curvatura
espontdnea cq. El valor del médulo x se encuentra en el intervalo 1 — 20 kT
(con T'= 300K) y un valor aproximado para ¢y se ha estimado en 0.5 nm™".

Un modelo de este tipo consiste en un hamiltoniano de Helfrich [1] donde
se supone que el aceite y el agua son virtualmente inmiscibles y los anfifi-
los forman una monocapa en las intercaras aceite-agua. Suponiendo que las
monocapas son incompresibles entonces su drea es constante y por lo tan-
to las fluctuaciones son determinadas por la energia eldstica de curvatura
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Figura 2.14: Diagrama de fases generado por el modelo ¢°. La curva (—. — .—)

que separa las fases de microemulsién y lamelar define transiciones continuas.
Las curvas continuas corresponden a transiciones de primer orden. Las curvas
DOL y LL corresponden a la lineas de desorden y de Lifshitz respectivamente.

calculada mediante la energfa libre de Helfrich,
Fy = /dS [0 — 2kco] + KJ? + RK], (2.24)

donde dS es el elemento de édrea, J = (¢1+¢2)/2, es la curvatura mediay K =
c1¢q, €s la curvatura Gaussiana de la superficie o intercara, donde ¢; = 1/R;
con R; el radio de curvatura. Las cantidades o y ¢y, son respectivamente, la
tensién interfacial y la curvatura espontdnea. Ademds x y % son los médulos
eldsticos que determinan la curvatura de rigidez de la monocapa. Para valores
fijos de estos coeficientes la forma de equilibrio de la pelicula interfacial es
obtenida minimizando Fy sobre todas la formas de superficies disponibles.
Existen las siguientes posibilidades, si kK + 0.5k > 0 y & < 0 la fase lamelar
es estable y si k + 0.5k < 0 y & < 0 la fase estable es la globular.

La energia libre de una micela esférica obtenida del funcional de la densi-
dad, es descrita en términos del hamiltoniano de Helfrich de las monocapas
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de surfactante y las constantes eldsticas pueden ser calculadas a partir del
perfil del pardmetro de orden de la intercara plana aceite-agua [1]. Esto es,
partiendo del funcional de la densidad en coordenadas esféricas el perfil ®4(r),
es aproximado por el perfil plano a nivel local ®(r — R). Una vez que se susti-
tuye esta solucién en el funcional de la densidad, se realiza una aproximacion
en potencias de R~! y se compara con la energfa de Helfrich para una esfera,

F,=0R* — 4kcoR + 2Kk + R, (2.25)

De esta forma se obtienen las propiedades eldsticas en términos del perfil
solucién para el modelo pardabolico por partes [Ecs. (2.6) y (2.7)].

Se ha demostrado que para esferas y cilindros estables, las expresiones
para k y K proporcionan resultados confiables para la energia libre, en el
caso de la coexistencia de fases. Fuera de la coexistencia se debe tomar en
cuenta la distorsién del perfil debido a la curvatura finita de la intercara.
Este andlisis se ha llevado a cabo para discutir en términos de las constantes
eldsticas la generacién de las fases, ya que no solamente se contempla la
elasticidad de curvatura sino la interaccién entre monocapas que, en el caso
del modelo de Ginzburg-Landau, es atractiva [31].

Por otro lado se puede obtener la energia libre de Helfrich a partir de
una teoria del funcional de la densidad mediante la optimizacién parcial del
funcional del gran potencial en el subespacio de perfiles del pardmetro de
orden con un valor fijo de la posicién R, de la intercara [10]. Este proce-
dimiento produce un potencial efectivo interfacial que para valores grandes
de R, (curvatura pequena) se aproxima al hamiltoniano de Helfrich. Esto ha
permitido estudiar intercaras anfifilicas con el modelo TPM y se han obtenido
propiedades de equilibrio como el tensor de presiones, la tensién interfacial,
la posicién de la superficie divisoria de Gibbs, los modos de fluctuaciones y
la matriz de estabilidad del pardmetro de orden [9].
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Capitulo 3

Transiciones de Fase en
Superficies

3.1. Transicién de mojado

Es comtin el hecho de que un liquido sea esparcido sobre una superficie
solida, formando gotas o peliculas [11]. Este fenémeno es conocido como
mojado y depende de las propiedades fisico-quimicas de las intercaras sélido-
liquido. En situaciones pricticas es importante entender las propiedades de
los liquidos y sélidos para lograr procesos eficientes de mojado o secado en la
manufactura de pinturas y lubricantes, en el manejo de superficies libres de
polvo o en la mejor adherencia de tintas. De esta forma conocemos distintos
liquidos que no mojan un sélido, por ejemplo el caso del mercurio en vidrio
(ver Tab. 3.1). Esto depende de las interacciones moleculares que existen en
los liquidos en bulto y las interacciones de éstos con la superficie.

Liquido Sélido 0
Agua parafina 110
polietileno 103
grafito 86
platino 40
Mercurio vidrio 128 — 148
Benceno | parafina 0

Cuadro 3.1: Angulos de contacto para distintos sistemas sélido-liquido.
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Para entender este fenémeno podemos usar el punto de vista fisico in-
troduciendo las tensiones interfaciales [57]. Supongamos que una gota de
liquido con un cierto dngulo de contacto #, se forma en la intercara entre
dos fases liquido-vapor que coexisten y un sélido (Fig. 3.1). En el equili-
brio mecénico identificamos las tensiones interfaciales (energia por unidad
de drea) de las intercaras sélido-vapor, sélido-liquido y liquido-vapor respec-
tivamente como ogy, 0gs;, y ory. Si las tensiones interfaciales satisfacen la
relacion, ogy < ogr, + oy cosf, cuando 6 < 180°, se relaciona con un mo-
jado parcial. En otro caso, cuando el liquido se esparce por completo en el
sélido ogy = 051, + oLy, 8§ = 0° y se forma una capa macroscopica lo cual
se identifica como un mojado completo. Si = 180° el liquido no moja el
material sélido y se denomina secado.

(@) (b)

@ v
v L

S S

e )

5 IN\Y ®

S Osv O'sL

Figura 3.1: Mojado en una superficie plana por un fluido simple. (a) Seca-
do (# = 180°), (b) mojado (6§ = 0°), (c) mojado parcial (f < 180°) y (d)
diagrama de las tensiones interfaciales.

La transicién de mojado se manifiesta con el cambio en temperatura.
Si tenemos dos fases fluidas que coexisten, como el vapor y el liquido y
aumentamos la temperatura manteniendo la diferencia en potencial quimico
Ay constante, antes de alcanzar la temperatura critica T, , se formard una
capa de liquido en la temperatura de transicién de mojado Ty, . Para T' < Ty,
la superficie no es mojada y para 7' > Ty es mojada. En la Fig. 3.2 (a) se
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observa una transiciéon de mojado de primer orden donde la capa de liquido
cambia de manera discontinua. Si el grosor [ de la capa crece de manera
continua la transicién es de segundo orden [Fig. 3.2 (b)].

0 T T. 0 . T
iy PM e .
1 2 {
Ap| J // Ap
L 2
'i'w Al_,l,

(@) (b)

Figura 3.2: Transicién de mojado en 7" = Ty en la cercanfa del punto critico
(T =T,) de la coexistencia de fases fluidas. (a) Transicién de primer orden
donde la capa de mojado [ crece de manera discontinua en la trayectoria
(1) con Ay constante. Aqui PM es la curva de premojado donde una capa
gruesa y una delgada coexisten. La transicién entre estas dos capas aparece
en la trayectoria (2). (b) Transiciéon de mojado de segundo orden donde la
capa de mojado crece de manera continua hasta infinito en 7' = Ty .

Cuando la transicién de mojado es de primer orden existe una transicién
de premojado la cual es una extensiéon de la curva de mojado, en la regién
de una fase en bulto y fuera de la coexistencia [Fig. 3.2 (a)]. El premojado es
un fenémeno que se presenta cuando un sustrato tiene preferencia por la fase
liquida, la cual se encuentra en la fase de vapor debido a la presencia de un
campo de bulto. De esta forma la capa de mojado no puede ser macroscépica
ya que el liquido no es estable en bulto, y el campo impone la formacién de
una capa de grosor finito. Este fenémeno se ha observado en experimentos
con “He en cesio donde la curva de premojado intersecta a la de mojado en
Tw = 1.95K y termina en un punto critico 7. = 2.5 [58].

En la préctica es conveniente trabajar con el sistema de tres fases: sélido-
liquido A-liquido B ¢ superficie libre-liquido A-liquido B, donde A y B son
dos fases que coexisten en una mezcla binaria (Fig. 3.3). Moldover y Schmidt
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Figura 3.3: Mojado en mezclas binarias. (a) Una gota de la fase B se encuen-
tra en equilibrio con la intercara liquido-vapor (mojado parcial). (b) Cuando
la fase B moja la intercara se forma una capa de mojado.

[59] han reportado medidas experimentales con mezclas de alcohol y fluoro-
carbono en una superficie libre, donde existe una transicién de mojado para
Tw = 311 K, siendo T, = 363 K la temperatura critica de la mezcla. De este
modo se forma una capa de mojado de la fase rica en fluorocarbono.

3.2. Modelos y diagramas de fase

El fenémeno de mojado ha sido estudiado con teorias de campo involu-
crando funcionales de la densidad en sistemas fluidos y magnéticos [12, 13],
[14]-[17]. En esta seccién describimos los modelos de Cahn y Landau para
una superficie plana.

3.2.1. Teoria de Cahn

La transicién de mojado fué predicha por Cahn [16] para un sistema
sélido-liquido-vapor. En este modelo se describe la intercara liquido-sélido
mediante una teoria continua donde la densidad ¢(z) varfa como funcién de
la distancia z medida desde la superficie sélida. Las fuerzas entre el sélido y
el liquido son de corto alcance (del orden de la distancia intermolecular). De
esta forma las interacciones pueden ser descritas mediante un potencial de
contacto en la pared Q,(¢,), donde ¢, es la densidad del liquido en la super-

35



ficie y Qq(¢,) ~ Qo — Q10, + %Qggbg. El término €2; describe la atraccién del
liquido por el sélido y €25 implica una reduccién de las interacciones atracti-
vas liquido-liquido cerca de la superficie. Esta reduccién es una consecuencia
del hecho de que una molécula del liquido que permanece en la superficie,
no interactia de la misma forma con otras moléculas como lo hiciera en el
bulto.

El fluido es tratado mediante campo medio y el funcional de la densidad
es Qo) = (@) + Qs(0,), siendo €2 la contribucién del bulto a la energia
libre y €05 la contribucién de la superficie. €2, es

o) = [ {%0 [?] +w<¢>} i, (3.1)

donde

w(¢) = f(¢) — po — P. (3.2)
La funcién f es la densidad de energia libre del fluido en bulto y w (¢) tiene
dos minimos para ¢; v ¢y. Aqui i es el potencial quimico y P es la presién
cuyos valores corresponden a la coexistencia del liquido y el vapor. C' es un
coeficiente que determina la estabilidad del sistema.
Para encontrar el perfil de la densidad minimizamos el funcional de la
densidad de energfa libre de bulto €2, y obtenemos
d*¢  dw

Integrando la Ec (3.3) resulta

%O (%)2 =w (o). (3.4)

La Ec. (3.4) nos permite escribir la energia en términos de la densidad en la
forma,

@ (o
d
(6, 0) = [C52do = [ 12w (@) do, (3.5)
®p o

Al minimizar el funcional de la densidad total £2(¢) se obtiene la ecuacién
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- S0, (3.6)

an
cuya solucién determina las densidades en la superficie. En la Fig (3.4) se
muestra la construccion que genera dichas soluciones.

Cuando ocurren transiciones de primer orden, €2 es pequena y la Ec. (3.6)
genera cuatro raices (Fig. 3.4). Las raices ¢, y ¢ son estables, mientras que
o Y ¢, son maximos de la energfa libre. Entonces existe una competencia
entre un estado que describe una pared seca en contacto con el vapor siendo
¢, = ¢4 y un estado que representa una pared mojada por el liquido, ¢, =
¢p > ¢;. Las energias de estos perfiles se obtienen sustituyendo en 2(¢) los
valores de ¢ 4 y ¢ resultando que Q(dy, d4) = Py, d4) +Qs(d4) = sy y
Qop, 05) = UL, dp) +Qs(d5) = Qsr. Por otro lado calculamos la energia
de la intercara liquido-vapor como Q(¢;, ¢y) = Qry. Con estas cantidades
podemos definir el coeficiente S = Qgy — Qg — Qry = 51 — S3. De tal
manera que S es la diferencia de dreas en la construcciéon de Cahn (Fig.
3.4). Para T < Ty, So > S1y S <0.S1T = Ty, entonces S = 0 y el
mojado es completo. Si T' > Ty, S > 0, lo que corresponde a una situaciéon
de no-equilibrio.

Si escogemos una forma apropiada para w (¢) obtenemos las transiciones
de primer orden cuando se cumplen las condiciones anteriores (Fig. 3.5).

Para el caso de transiciones continuas, €2, es grande en todo el intervalo
de temperaturas y se encuentra solamente una raiz en la construccién de la
Fig. 3.6. A bajas temperaturas, ¢, < ¢; y existe un perfil que se incrementa
desde ¢, a ¢;, el cual describe la intercara sélido-liquido. La intercara solido-
vapor tiene que ver con un perfil que decrece desde ¢, a un valor ¢y,. A altas
temperaturas 7" > Ty existe solamente un perfil identificado con el valor
¢, > ¢; v en la intercara sélido-vapor se ha formado una capa de grosor
[ macroscépica. La transicién continua corresponde al valor T' = Ty en ¢,

= ¢p-

2Cw (¢,))"* =

3.2.2. Teoria de Landau

Si generalizamos la teorfa de Cahn e introducimos un lenguaje magnético
en el funcional de la densidad podemos estudiar el comportamiento de fases
de un fluido y una superficie [14]-[17]. Entonces consideremos el funcional de
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Figura 3.4: Construccién de Cahn correspondiente a la solucién gréfica de la

dQs
d¢ ®

de la cuales tienen sentido fisico (¢4 y gz? ) y corresponden a una capa de
secado y mojado respectivamente. ¢; y ¢, son las densidades del liquido y
vapor respectivamente.

Ec. 3.6. La recta corresponde a — . Se encuentran cuatro raices, dos
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Figura 3.5: Transicién de mojado de primer orden. Si 7" < Ty, el sistema
se encuentra en un mojado parcial. Para T = Ty, ocurre la transicién de
mojado de primer orden.

T<T

Figura 3.6: Si T' = Ty ocurre la transicién de mojado continua. Aqui solo
existe un valor para la densidad donde ¢ = ¢,.
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la densidad de Landau,

w 2
Fim(2)] = / [1 (d_m) +am?® +bm* — hm| — hym; — 1gm?, (3.7)
2 \ dz 2
0

donde los coeficientes a y b dependen de la temperatura reducida t = (7 —
T.)/T. Los estados que minimizan este funcional son de la forma m(z) o
tanh(z/¢), donde my; = m (0). h es el campo de bulto, hy es el campo de
pared y g es el pardmetro de exhacerbamiento el cual mide la diferencia entre
las interacciones de la superficie y del bulto.

Con la teoria de Landau, se han calculado diagramas de superficie en el
espacio (hi,t,h) para un sistema ferromagnético [17]. En estos diagramas
globales se representa el comportamiento de fases de un fluido y una su-
perficie en particular para tres casos, de acuerdo al valor del pardmetro de
exhacerbamiento superficial g (¢ > 0, g <0y g = 0). En la Fig. 3.7 observa-
mos los diagramas para g < 0y g > 0. En los dos casos existen transiciones
de mojado de primer orden (FW) y curvas de transiciones de premojado
(PW). Cada uno de los puntos criticos de premojado forman las curvas criti-
cas Cpe. Cuando g < 0, las transiciones de primer orden (F'W) y continuas
(CW) son conectadas mediante puntos tricriticos (T'C'P). Si g > 0, exis-
ten transiciones de mojado de primer orden con un punto critico superficial
(Csurg) [17]. Ademds de estas caracteristicas existen otros puntos multicriti-
cos de naturaleza distinta (estos puntos no se muestran en las figuras). Con
la diversidad del comportamiento en estos diagramas, Nakanishi y Fisher [17]
han analizado también el fenémeno critico de superficie.

3.3. Transiciones de superficie en una esfera
inmersa en un fluido

Cuando tratamos el caso de una esfera inmersa en un fluido simple existen
variantes en las caracteristicas de las transiciones de superficie. Supongamos
que una esfera sélida de radio R es inmersa en un sistema de dos fases liquido-
vapor y es mojada por una capa de liquido de grosor [ (Fig. 3.8). La energia
libre del sistema estd dada por

Q=o0g51As+ovAy — PV — PyVy, (3.8)
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Figura 3.7: Secciones de los diagramas de fases globales para valores posi-
tivos y negativos del pardmetro de exhacerbamiento g. Las figuras muestran
las transiciones de mojado de primer orden F'W y continuas C'W, puntos
tricriticos (T’'C'P) y curvas de premojado critico (Cpye).

donde Pr - y Vi v son las presiones y volimenes del liquido y vapor respecti-
vamente. Las cantidades og;, y oy son las tensiones interfaciales asociadas
a cada intercara. Ag es el drea de la esfera y Ay es el drea de la intercara
liquido-vapor.

Cuando la superficie sélida estd seca el potencial es

= UgvAS - P\/Vvs. (39)

La diferencia en energia entre los estados de mojado [Ec. (3.9)] y no-mojado
[Ec. (3.8)] es

1
AQ = 4r {g (P, — Py) (R —7*) +opyr® + o5, R — osy R*|,  (3.10)
conr=1[+R.

Si las presiones dentro y fuera son iguales y A2 = 0, obtenemos la relacién
entre las tensiones interfaciales para cada intercara,

l 2+2l+1 + = (311)
oLv R R s = 0gsv- .
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Figura 3.8: Esfera sélida inmersa en vapor.(a) Intercara sélido-vapor con R,
el radio de corte y R el radio de la esfera. (b) Mojado en una esfera. Una
capa de grosor [ de la fase liquida se forma en la intercara sélido-vapor.

El anélisis de la Ec. (3.11) muestra que la curvatura previene el aumento
de capas de mojado gruesas fuera de la esfera. Por lo tanto el mojado com-
pleto, donde la capa de mojado crece a infinito, es suprimido. El incremento
en el drea conduce a una contribucion positiva en la energifa libre del sistema,
de tal forma que cualquier transicién de fases deberd ser entre una capa del-
gada y una gruesa. Esta transicién es andloga a la transicién de premojado
en superficies planas [12], aunque es comun identificarla como casi-mojado.

3.3.1. Resultados tedricos

Las transiciones de mojado en una esfera se han estudiado mediante las
teorfas de Cahn y Landau [18]-[24]. Holyst y Poniewierski [18] muestran que
la capa de mojado que se forma en una esfera siempre tiene un grosor finito
y varfa en funcién del radio de la esfera R como [ ~ In(R). Aqui se considera
el funcional de la densidad como

Qo] = 47r/ [f (¢) + O (fﬁ) ] ridr + AT R2®,(o,), (3.12)

R

siendo f (¢) la densidad de energfa libre escrita en la forma de una doble
pardbola (DPM),
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3O (0 — dv)*, ¢ < oy,
f(¢) = (3.13)
%C)\%(Cb —#)?, ¢ > ¢
La cantidad ¢, es el valor del pardmetro de orden donde se cruzan las dos
pardbolas y ¢, son las densidades en bulto del liquido y vapor, respectiva-
mente. Las cantidades )\%/7 1, son proporcionales al inverso de la compresibili-
dad del vapor y el liquido respectivamente y C' es una constante. El potencial
®, es la contribucién a la energia debido a la interaccién del fluido y la pared
esférica y tiene la forma, ®, = —pu b, + (1/2)g¢?, con ¢, = ¢(R). Las can-
tidades p, y g son pardmetros de superficie, los cuales determinan el orden
de la transicién y tienen que ver con la afinidad de la pared hacia una fase y
con el pardmetro de exhacerbamiento respectivamente. Estos pardmetros ya
fueron introducidos en la teorias del mojado en una pared plana.
Con la primera variacién de la Ec. (3.12) encontramos la ecuacién de
Fuler-Lagrange:

Pp  2dp  10f

— = === 14

dr? * rdr C0¢ 0 (3.14)
y la condicién en la frontera,

do 1

i S — . 15

ar|_, =T (905 — 1) (3.15)

Las soluciones de la Ec. (3.14) son de la forma ¢(r) = ¢y, + Ai exp(£Av;L
r).

Para encontrar las transiciones de mojado se escogen dos soluciones de la
ecuacién; una de ellas, ¢; donde ¢ < ¢, y otra, ¢;; que cruza el punto r =
ro. Aqui 79 se interpreta como la posicién de la intercara liquido-vapor (el
grosor de la capa de mojado es igual a [ = ry — R).

Estas soluciones se sustituyen en la Ec. (3.12) y se obtienen las ten-
siones interfaciales para ¢; y ¢;; respectivamente. Para un cierto valor de
los pardmetros de superficie donde las tensiones son iguales se obtiene la
transicién de mojado.

Los mismos autores [19] han estudiado el mojado en una esfera de ra-
dio R con un funcional de la densidad que involucra una energfa libre para
un sistema de esferas duras y un potencial fluido-pared de la forma ®(r) ~
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—(R/r)exp(R — r). Para radios finitos no se encuentra ningin tipo de tran-
sicién de mojado, ni de primer orden ni de segundo; tinicamente en el limite
R — oo existe una transiciéon continua.

Con un funcional de la densidad similar y un potencial pared-fluido, tipo
Yukawa se han analizado las transiciones de mojado en un sustrato esférico
inmerso en una fase de vapor en bulto [60]. Aqui las transiciones son de
primer orden y se reducen a transiciones entre una capa delgada y una gruesa
determinadas por el pardametro ey, del potencial externo. En este caso, el
grosor de la capa de mojado tiene un comportamiento logaritmico en funcién
del radio R.

Por otro lado, Gelfand y Lipowsky [22] estudian el mojado de una esfera
por un fluido con la teorfa de Landau, donde el funcional de la densidad en
términos del pardmetro de orden m es

17 (1 ¢ [dm]? 1
Q[m(r)] = o3 <Ef(m) + 5 {W] ) r2dr — hym — §gmf, (3.16)
R
con . .
f(m) = —§tm2 + Zm4 + hm — fo. (3.17)

Usando las cantidades escaladas: r, = (2t)"*r/c, R = (2)"*R/c, M =
m/t2 My =m0 H = WtY2 G = g/t Hi = Inft, Q = Q/t2,
F = f/t?, la energia libre se escribe como,

Q, [M(r,)] = # / (F(M) + [sz_r]\ﬂ 2) [;—;]ert—HlMl - %GME, (3.18)

R
con F(M) = —3M? + {M*+ HM + F.

Para obtener soluciones analiticas se usa ademds un modelo de doble
pardbola por partes escrito en la forma,

(M +1)% M < HJ/2,
F= (3.19)
(M —1)*+ 2H, M > H/2.
Con el fin de obtener el comportamiento de fases, se minimiza el funcional
de la densidad [Ec. (3.18)] y se encuentra la ecuacién de Euler-Lagrange con
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las condiciones en la frontera. A partir de esto, se obtiene un diagrama de
fases global en el espacio (H;, G, 1/Ry) donde se observan transiciones de
mojado de primer orden, transiciones de premojado y situaciones no fisicas.
El efecto de la curvatura (1/Ry) se compara al efecto del campo de bulto en
el premojado.

Upton, et al. [24], han usado también la teorfa de Landau con f(m) =
m* — 2m*m?2 + mj, donde m? = T, — T. Con esta teorfa se obtienen los
diagramas de fase globales de las transiciones de mojado para T" < T, y
T > T., de forma numérica y analitica respectivamente. Se distinguen los
casos de curvatura pequena y grande, con la denominaciéon de transiciones
superficiales para el primer caso y de transiciones puntuales para el segundo.
Los diagramas de fase se determinan en el plano (G, R/€), donde G = Rg/c.
Aquif la curva critica separa regiones de una sola fase de regiones de dos
fases. Para valores del pardmetro GG, donde 1 < G < Gy, las transiciones
de superficie determinadas por R 2 £ y las transiciones puntuales definidas
para R < &, son separadas por la regién de una sola fase, encontréandose en
un punto critico doble para G' > Gy. Cuando T > T, se obtienen resultados
analfticos exactos y ademads se estudia el fenémeno de premojado. La capa
de mojado crece conforme aumenta R en la forma [ = £ In(R/¢), para el caso
de radios grandes, sin embargo para valores de R pequenos [ o &.

3.4. Dos esferas inmersas en un fluido

Es posible generalizar el estudio de una esfera inmersa en un fluido y la
transiciéon de mojado a un sistema de dos esferas inmersas en fluidos simples o
complejos. Ejemplos importantes donde puede ocurrir esta situacién son dos
coloides inmersos en cristales liquidos, en soluciones poliméricas 6 en mezclas
anfifilicas y binarias. En estos sistemas ademds del mojado se involucran las
interacciones entre las dos esferas y se puede determinar la fuerza entre las
particulas. Estudios experimentales donde se mide esta interaccién son un
sistema de dos superficies de mica inmersas en soluciones micelares anfifilicas,
donde se calcula la fuerza como funcién de la separacién entre éstas [38]. En
otro caso, particulas coloidales de silica se encuentran inmersas en un fluido
homogéneo de dos componentes [61] y se observa un fenémeno de agregacion
reversible con la influencia del mojado

Estos sistemas se han estudiado con modelos tedricos donde se calculan
las atracciones entre las dos esferas. Por ejemplo las interacciones de corto
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alcance entre dos coloides en una monocapa de lipidos [62] y la fuerza de
interaccion entre dos particulas nanométricas en una solucién polimérica [63].
Ademas se ha calculado la interaccién entre particulas coloidales inmersas
en una fase isotrépica de un cristal liquido nemdtico [36] y en un cristal
liquido esméctico en una fase lamelar [37]. En el primer caso, la superficie
de las particulas induce capas de mojado que intervienen en una interaccién
eléstica.

Por otro lado se ha calculado el potencial efectivo entre particulas esféricas
inmersas en una mezcla liquida binaria compuesta de particulas A 6 B [21].
Si la mezcla se encuentra cerca de la transicién fluido-fluido, las esferas son
cubiertas con peliculas de mojado ya sea de la fase rica en A 6 B. Para
una determinada distancia critica entre las esferas, las peliculas de mojado
forman un puente. De esta forma se pueden construir los diagramas de fase
de las transiciones puente-no puente [64] como las ilustradas en la Fig. 3.9.
La discusién de los potenciales efectivos se hard en la siguiente seccion.

) |

—
D

Figura 3.9: Capas de mojado formadas alrededor de un sistema de dos esferas
de radio R inmersas en un fluido y separadas una distancia D. Para una
configuracion existen capas aisladas, en otra situacién se forma un puente
entre las dos particulas.

3.5. Hamiltoniano efectivo interfacial

Una forma clara de identificar las transiciones de mojado se relaciona
con un hamiltoniano efectivo interfacial y con el potencial efectivo, cuyos
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minimos nos proporcionan el valor de la capa de mojado en equilibrio ([12],
[65]).

El hamiltoniano efectivo o energia libre interfacial €2(l) es obtenido en
términos de la capa [ de mojado (distancia de la intercara medida desde la
pared). El célculo de expresiones explicitas del hamiltoniano no ha sido fécil,
sin embargo se han determinado formas para €((), por ejemplo [12],

Q(l;T, ,U,) = ZAM + ULv+UL5+w(l), (320)

con w(l) = a(T)e Dl 4 p(T)e W=Dl 4 Qe 2w o=2w:(T) ' para el caso
de interacciones de corto alcance y donde los coeficientes wy (1) estan rela-
cionados con los detalles del potencial intermolecular. Estrictamente podemos
identificar a Q(I; T, ;1) como el hamiltoniano efectivo y a w(l) como el poten-
cial efectivo interfacial.

Analizando el comportamiento de (1) podemos identificar las transi-
ciones de mojado. Si [ — oo corresponde al minimo global de Q(1), la pared
es mojada y esto ocurre en la coexistencia cuando Ap = 0. En la Fig. 3.10
se observan las transiciones de mojado que ocurren para el valor minimo de
Q( = ) = oy +0rs = oyg. En (b) se observa la transicién de primer
orden donde existen dos minimos globales 1Y y 1Y) = 0. En el caso de la
transicién continua [(d)] el minimo global crece hasta que la curvatura se
desvanece para [ — o0.

Otras formas para €2(l) se han obtenido en términos de la adsorcién I'
[65] en el lenguaje magnético, donde se minimiza la energia libre (3.7) con I'
constante en el espacio de perfiles continuos y diferenciables.

Cuando el sistema corresponde a una intercara curvada el célculo de los
potenciales efectivos implica otras consideraciones. Por ejemplo un cambio
en el grosor de la capa de mojado es acompanado por un incremento o
decremento del drea de la intercara y esto conduce a términos adicionales
en el potencial efectivo. Asi, en el caso de un disco de radio R, la mini-
mizacién del funcional de la densidad de Ginzburg-Landau con la constric-
ciéon mlr = 1(¢),¢] = 0, donde r especifica la posicién de la intercara,
conduce a un hamiltoniano efectivo de la forma [66], Q[mg] = 27[Ros.(R) +
lopy(R,1) + Rw(R,1)]. Con este hamiltoniano se estudian las fluctuaciones
de una intercara entre dos fases, donde una de éstas moja la superficie.

Bieker y Dietrich [20] estudiaron el mojado de una esfera de radio R por
la fase liquida, calculando el grosor de las peliculas de mojado como fun-
cién de la temperatura y el potencial quimico y obteniendo los diagramas
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\ / OV + O3l OV + Osl
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ls 1 ls I

Figura 3.10: Potencial efectivo interfacial como funcién del grosor [ de la capa
de mojado correspondiente a un sistema plano. (a) y (b) se asocia al sistema
bajo una transiciéon de primer orden. (¢) y (d) se refieren a la transicién de
mojado continua. Las curvas gruesas en (b) y (d) corresponden a T > Ty .
ly es la capa de mojado en equilibrio donde ogy = oy + ogr, = 2 (ly) para
mojado completo.
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de fase superficiales. Estos cdlculos son realizados minimizando un hamil-
toniano efectivo interfacial obtenido mediante la aproximacién a funciones
constantes por partes de los perfiles de la densidad, con un funcional de la
densidad involucrando detalles microscépicos del sistema. El hamiltoniano
efectivo normalizado con el drea del sustrato resulta ser de la forma

l 3
1+—) —1

+ (1 + é) O'Lv<R + l) + O'SL(R) + W(l),

QAR = 2

3 VL (¢, — ¢V) Ap

donde Vi, = 47 /3[(R + 1)® — R3] es el volumen ocupado por el liquido.

Usando esta misma aproximacion se ha calculado la interaccion efectiva
[21], entre dos esferas inmersas en una fase de vapor de un fluido de un solo
componente. Esto ha permitido definir las transiciones de superficie en este
sistema. Si el solvente se encuentra en la cercanfa de la transicién de primer
orden, las esferas son cubiertas con peliculas de mojado de la fase liquida.
Ademss se calculan los diagramas de fase en términos de la temperatura y
el potencial quimico. Célculos similares [64, 67] basados en hipotésis feno-
menolégicas han producido hamiltonianos efectivos con lo cual se pueden
calcular transiciones de fase del tipo gruesa-delgada en una esfera, transi-
ciones de puente-no puente y la condensacién capilar (otro tipo de transicién
de superficie [57]) entre dos esferas.

Hemos visto que el célculo de un hamiltoniano efectivo es 1til para es-
tudiar las transiciones de mojado en las intercaras con simetrias plana y
curvada para fluidos simples. El estudio de los fluidos complejos y las tran-
siciones de mojado en esferas, involucrando un hamiltoniano efectivo puede
parecer inmediato al generalizar las aproximaciones en [20]. Esto es posible,
con algunas diferencias. Por ejemplo, para el caso de una intercara plana y
un sistema agua-aceite-anfifilo se ha obtenido un hamiltoniano efectivo que
reproduce las transiciones de mojado [32]. Este cédlculo se realiza siguiendo
el formalismo de Fisher y Jin [68, 69], resultando en un hamiltoniano efec-
tivo estdndar pero con los coeficientes de rigidez y curvatura dependientes
de la capa de mojado. Los resultados de estos cdlculos serdan discutidos en la
siguiente seccién.

Por otro lado se ha obtenido un hamiltoniano efectivo [70] para intercaras
curvadas en sistemas agua-aceite-anfifilo donde se usa un funcional de la
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densidad con términos de gradiente y laplaciano cuadrados y el modelo para
f v g por partes (ver Cap. 1). Este hamiltoniano se obtiene al optimizar
parcialmente el funcional de la densidad en el subespacio de los perfiles de la
densidad con posicién interfacial fija y adquiere en el limite de radios grandes,
la forma del hamiltoniano de Helfrich. El potencial se calcula introduciendo
un multiplicador de Lagrange v para la constriccién ¢, = ¢(r = R) en la
forma

Qo(r; B) = Q[6(r)] — v / 50 — R)¢] rdr,

donde Q2 [¢(r)] corresponde al funcional del Gran Potencial de la Ec. (2.5).
La funcién Q(R) puede ser minimizada para recuperar el Gran Potencial
en equilibrio €2.,. Una aplicacién de este hamiltoniano tiene que ver con la
nucleacién de micelas esféricas [70].

3.6. Interfases y superficies en sistemas an-
fifilicos

Para estudiar las interfases en fluidos anfifilicos y la interacciéon de di-
chos fluidos con paredes o superficies debemos tomar en consideracién la
complejidad de las fases que se forman y la situacién no muy comiin de las
tensiones interfaciales muy bajas. Estos factores influyen en el mojado y en
otros fenoménos superficiales (o interfaciales). Por ejemplo, a pesar de que las
tensiones interfaciales de las intercaras agua-microemulsiéon y microemulsion-
aceite son muy bajas, el mojado de la intercara aceite-agua por la fase de
microemulsién no ocurre para el caso de microemulsiones formadas por anfi-
filos de cadena larga.

En cambio, la fase de microemulsién siempre moja la intercara agua-
aceite para microemulsiones compuestas por anfifilos de cadena corta. Esta
transicion fue predicha por Gompper y Schick [71] y ocurre cuando decrece la
estructura de la microemulsion, lo cual ha sido reportado experimentalmente
[72].

Por otro lado, las microemulsiones de cadena larga pueden mojar la in-
tercara agua-aceite cuando la mezcla se acerca a un punto critico [73]. Una
caracteristica de dicha transicion es el comportamiento no monétono del &n-
gulo de contacto, ya que primero se incrementa y luego tiende a cero [74].
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Este comportamiento es una consecuencia directa de la estructura de la mi-
croemulsion [71], de tal forma que en la linea de desorden (Fig 2.11), donde
el fluido pierde dicha estructura, ocurre una transicién de mojado critica.
Gompper y Hennes [55] han estudiado el mismo sistema en la cercania del
punto critico de Lifshitz, encontrando una gran variedad de fenémenos in-
terfaciales como las transiciones por capas y las ya comunes transiciones de
mojado de primer orden.

Mediante un modelo discreto [modelo CHS (Ciach-Hgye-Stell) | y un fun-
cional de Ginzburg-Landau con un pardmetro de orden lamelar, Tasinkevych
y Ciach [75] estudian las mezclas aceite-agua y anfifilo y su interaccién con
una pared. Ellos han encontrado transiciones de orden-desorden, inducidas
por la superficie en la cercanfa de la coexistencia de la microemulsién con la
fase lamelar. Este tipo de fenémenos superficiales se han observado en expe-
rimentos de reflectometria de neutrones [26, 27] donde se manifiestan efectos
de ordenamiento con una superficie hidrofébica o hidrofilica y las lamelas se
orientan paralelas a la superficie en el caso de una mezcla anfifilica confinada.
En uno de los experimentos, se determina la estructura de la microemulsién
[27] cercana a la intercara sélido (silica)-liquido, donde la variacién de la
curvatura espontdnea de las monocapas influye fuertemente.

Cuando las mezclas anfifilicas son confinadas mediante dos paredes ocu-
rren otra clase de fenémenos de superficie como la condensacion capilar [57].
La cantidad relevante para estudiar el confinamiento de estos fluidos es la
fuerza aplicada para mantener las paredes separadas una cierta distancia.
Para fluidos simples, esta fuerza es oscilatoria hasta un cierto valor de la
distancia y este comportamiento se debe a los efectos de empaquetamiento.

En fluidos confinados, los efectos de tamano finito se hacen evidentes
en sistemas pequenos (~ 10 didmetros moleculares). Sin embargo para el
caso de fluidos complejos los efectos son importantes cuando la distancia
entre paredes es del orden de 100 a 1000 nm. Estos efectos ocurren cuando
la distancia entre paredes es comparable a las longitudes caracteristicas del
fluido que en el caso de las microemulsiones, corresponde a la longitud de onda
A, la cual se relaciona con el tamano de los dominios de agua y aceite y con
la longitud de correlacién £ de estos dominios. Existen varios experimentos
de fases lamelares confinadas donde se ha observado una alineacién de las
lamelas con la superficie (ver referencias en [75]). Aqui se ha obtenido la
fuerza en funcioén de la distancia la cual oscila con un periodo relacionado al
periodo de las lamelas en bulto. Ademads, el confinamiento induce la transicién
de la fase de esponga o microemulsién a la fase lamelar.
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Por otro lado, el fenémeno de confinamiento se ha estudiado para una
mezcla de agua-aceite y anfifilo confinada entre paredes hidrofilicas [28]. La
mezcla se encuentra en la cercanfa a la coexistencia entre las fases lamelares y
las fases de agua y aceite. La energia y la fuerza como funcién de la distancia,
se relacionan con la estructura del fluido siendo relevante la respuesta elastica
del fluido a la compresién o descompresion de las capas en las fases lamelares.

En similitud con los estudios anteriores, se han calculado propiedades
de las mezclas agua-aceite-anfifilo confinadas entre dos paredes paralelas,
usando funcionales de la densidad tipo Ginzburg-Landu. Al respecto, Schmid
y Schick [30] han encontrado transiciones de primer orden en bulto, entre una
fase intermedia y una fase lamelar para una microemulsién confinada. Una
caracterfstica de dichas transiciones es la discontinuidad en la fuerza entre
paredes. Para el caso de anfifilos de cadena corta, existe un niimero menor de
transiciones y éstas ocurren a distancias pequenas entre las paredes. Ademds
existe una transicién de fase superficial donde las fases de aceite o agua tienen
preferencia por la pared. Esta transicién es debida a la estructura del anfifilo
y no a las fuerzas de atracciéon que ejercen las paredes.

En otro contexto, Holyst y Oswald [76] han estudiado el sistema de una
fase lamelar confinada con simulaciones de Monte Carlo. Ellos encuentran
cambios en la estructura de las fases comparada con el sistema en bulto.
Conforme cambia la distancia entre paredes observan la formacién de ca-
pas de anfifilo para el caso de paredes altamente hidrofilicas donde existen
grandes fluctuaciones topoldgicas. Estas fluctuaciones aparecen también para
paredes débilmente hidrofilicas donde se forma una fase lamelar perpendicu-
lar a las paredes. Para el caso de una pared hidrofébica y una pared hidrofilica
observan una deformacién de las capas en la parte media del sistema.

Las fluctuaciones en el sistema anterior fueron estudiadas por Gompper
y Kraus [77, 78]. En el caso de fluctuaciones pequenas resulta que debido
a la variaciéon de la tensién interfacial con la distancia entre las paredes,
también ésta cambia en funcién de la distancia entre las interfases. Cuando
las interfases son separadas, la tension interfacial llega a ser negativa siendo
una senal de que el sistema quiere incrementar su drea interfacial, de otro
modo la tensién llega a ser positiva cuando la distancia entre las paredes es
pequena.
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3.6.1. Teorias de Ginzburg-Landau y transiciones de
mojado

Consideremos el mojado interfacial de la intercara plana aceite-agua por
la fase de microemulsién. Usaremos el funcional de la densidad de la teorfa
de Ginzburg-Landau [Ec. 2.5)] y la ecuacién de Euler-Lagrange [Ec (2.8)] con
simetria planar, la cual es el resultado de la primera variacién del funcional.
La forma de f (¢) corresponde al modelo de triple pardbola por partes y
g (¢) a una forma constante por partes [Ecs. (2.6) y (2.7)]. Los perfiles de
la densidad en equilibrio son aquellos que satisfacen la Ec. (2.8) y son de la
forma dada en la Ec. (2.12).

Para calcular la transicién de mojado construimos el potencial efectivo
(1), sustituyendo en la Ec. (2.5) el perfil de la densidad correspondiente a
la Ec. (2.12), con los coeficientes A; (1), B;(l) y Ci(l) en términos de [ (con
21 = —z9 = —1/2). De esta forma obtenemos la energfa libre por unidad
de drea de la intercara aceite-agua o,,(l). Para obtener el cdlculo completo
de Q(l) restamos el valor de la tensién interfacial de las intercaras aceite-
microemulsién o,,, y microemulsiéon-agua o,

Q) = 0ouw(l) = Oom — Tmus- (3.21)

Los valores de 0,, Yy 0m, se obtienen sustituyendo los perfiles de las
intercaras aceite-microemulsién y microemulsién-agua en la Ec. (2.5). Estos
perfiles son de la forma dada en la Ec. (2.9).

El potencial ©(I) de la Ec. (3.21) representa la interaccién efectiva entre
una intercara aceite-microemulsién y microemulsién-agua a una distancia [.
El minimo €(!.,) por unidad de drea corresponde a la tension interfacial o,,.
Si el minimo global ocurre para [ — oo, una capa de grosor macroscépico
de la fase intermedia, se forma entre las fases ricas en agua y aceite. Si
el minimo ocurre para un valor finito de [ la intercara no es mojada por
la fase intermedia. Esta interaccién efectiva se muestra en la Fig. 3.11 y
nos permite identificar las transiciones de mojado de primer orden para el
sistema anfifflico. En dichas transiciones coexisten dos capas, una de grosor
finito microscépica y una de grosor infinito macroscépica.

Cuando tratamos el caso de una transiciéon de mojado superficial, esta-
mos considerando la mezclas agua-aceite-anfifilo en presencia de una pared.
Para esta situacion, una de las fases moja la intercara pared-fase rica en
aceite 6 agua. Este tipo de transiciones han sido estudiadas por Gompper
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Figura 3.11: Potencial efectivo interfacial entre una intercara aceite-
microemulsién y una intercara microemulsion-agua separadas por una dis-

tancia [. La fase microscépica es la estable. Los pardametros del modelo son
los mismos de la Fig. 2.10.

y Zschocke [31] con un modelo de Ginzburg-Landau donde la fase lamelar
moja la intercara pared-fase rica en aceite. Para estudiar el comportamiento
de las mezclas se considera el funcional de la energia libre en la forma

Qo] = Y[g] + Q0] (3.22)
donde €,[¢] estd dada por la Ec. (2.5) y Q,[¢] es

Q,[] = / Pt [, + weB? + 9 (6) (V)] (3.23)

La preferencia de la pared por alguna de las fases es determinada por
el potencial u,. Los pardmetros w, y g, tienen que ver con la diferencia de
las interacciones de las particulas en el bulto y la pared, y con el potencial
quimico del anfifilo, respectivamente.

La ecuaciéon de Euler-Lagrange es obtenida con la primera variacion de

Qo]
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d d
% —p—29V3¢ — ﬁ (V)’ +2cVi6 =0 (3.24)

y en la superficie se deben satisfacer las ecuaciones,

o+ 20s0, + 20 (V) 4 2(6) Vo - 20V(V26) n=0,  (3.25)

de

g Von+ cV3ip = 0. (3.26)

Donde n es un vector normal unitario a la superficie.

Una transicién de mojado de primer orden, ocurre cuando la fase lamelar
moja la intercara pared-fase rica en aceite. Esta transicion se obtiene calcu-
lando la energfa libre como funcién del niimero de capas de la fase rica en
aceite, para distintos valores de g; con wy fijo. Aqui se considera el sistema
con simetria aceite-agua (¢, = —¢,,) y se usa el modelo parabdlico por partes
para f (¢) y la funcién g (¢) constante por partes [Ecs. (2.6) y (2.7)]. El perfil
del pardmetro de orden tiene la forma ¢(z) = ¢,(z —[;) donde z se determina
con el grosor [; de las capas de las lamelas, es decir en el intervalo [l;, [;11],
siendo lp = 0 < 3 < ... <lpy1, coni = 0,1,...,p. Para p = 1, el perfil
corresponde a la intercara pared-fase rica en agua.

Por otro lado, Clarysse y Boulter [32] han usado el mismo funcional de la
Ec. (3.22), para estudiar el mojado en superficies planas por mezclas agua-
aceite-anfifilo, usando las mismas formas para f (¢) y g (¢) de las Ecs. (2.6)
y (2.7) y con simetria aceite-agua. La fase intermedia (o de microemulsion)
es impuesta como condicién de frontera en el bulto y la fase positiva (fase
rica en aceite) es favorecida por la pared.

Para obtener las transiciones de mojado se construye un hamiltoniano
efectivo con las constricciones ¢ (z =1) =0y ¢ (2 =1— L) = ¢;. Aqui, L es
una nueva longitud, la cual depende de [ (el grosor de la capa de mojado)
y ¢, es el valor donde se cortan las pardbolas. Para z =l y 2 =1 — L, se
satisface la continuidad del perfil y de sus dos primeras derivadas. La longitud
L es encontrada mediante un valor 6ptimo L = L* determinado a través del
andlisis del comportamiento del potencial efectivo €2 (I, L), el cual presenta
discontinuidades en las primeras derivadas. Determinando los minimos del
potencial se obtienen transiciones de mojado de primer orden, donde una
fase positiva moja la intercara pared-fase negativa (fase rica en agua).
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Para ciertos valores de los pardmetros de pared, las transiciones son pre-
cedidas por transiciones del tipo delgada-gruesa [79]. Ademés existen transi-
ciones de segundo orden donde la capa de mojado crece a infinito de manera
continua. Los diagramas de fases de superficie se construyen en el plano
(ws, pg)- Estos diagramas contienes puntos triples (7'P) donde coexisten una
capa delgada, una gruesa y una capa de mojado macroscépica, ademés de
puntos criticos superficiales (SCP) y tricriticos (T'CP).

En esta parte analizaremos los célculos anteriores y reproduciremos las
transiciones de mojado de primer orden y continuas en el plano. Para esto
calculamos las transiciones de mojado con dos perfiles de la densidad, los
cuales son soluciones de la ecuacién de Euler-Lagrange cuando la capa de
mojado [ es igual al valor de equilibrio /., .

Un perfil satisface las condiciones ¢ (z1) = ¢, y ¢ (1) = 0y es de la forma

r Ay ()ekorG=D 4 Ay (])eFor(=-D
+As(1)ek2CG=0 + Ay (1)eko2z=D 4 ¢, 0<z< 2,
o(x1) = Bi()ekn D 4 By(1)e k-
+ Bs(l)eka2=D 4 B, (1)e ka2 (=D, 7 <z <,
\ Bs(l)e k=0 4 By(l)ekaz(z=0) z> 1.

(3.27)
Donde ¢,, es el valor de la densidad en bulto de la fase rica en aceite. En
la Fig. 3.12 se muestra el perfil de equilibrio correspondiente a la Ec. (3.27).
Este perfil satisface dos condiciones de cruce en las densidades ¢,(z1) = 2/3
y ¢o(l) = 0 y las condiciones en la superficie,

do d3¢
+ 2w, — 29 () — 4+ 2¢ — =0, 3.28
Mg s g(o) dz |, c FEI ( )
d2gb do
. — gy — =0, 2
¢ dz? 0 g dz|,_, (3.29)

ademds de la Ec. de discontinuidad en la tercera derivada [Ec. (2.14)].
El otro perfil se encuentra en la pardbola intermedia y se escribe como
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Figura 3.12: Perfil de equilibrio [Ec. (3.27)] con los valores ws = 0.70, p, =
—2.0, 21 =1.1524 y [ = .

By (1)ek1 =0 4 By(l)e kar (=),
(z;1) = {  +Bs(l)eF2==0) 4 B, (1) kaz(==D 0<z<l, (3.30)

Bs(1)e Fa1(z=) 4 Bg(1)e kaz(z=D [ <z

Donde k,, son las amplitudes de las fases rica en aceite y microemulsién
respectivamente y satisfacen las Ecs. (2.10) y (2.11). La fase positiva o fase
rica en aceite es preferida por la pared ya que p, < 0. Los coeficientes A; y
B; son determinados con la condicién de continuidad del perfil y de sus dos
primeras derivadas en z = 21 y 2z = L.

Con los perfiles de las Ecs. (3.27) y (3.30) construimos un potencial efec-
tivo Q(1) mediante la expresion,

o0

[l :/{ f(¢)+%A(¢) (%)2—}13(@ (%)2}dz—aom—aso, (3.31)

0
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Figura 3.13: Potencial efectivo interfacial asociado a una transicién de primer
orden de mojado p, = —2.0. La transicién ocurre cuando los dos minimos se
encuentran a la misma altura. Aqui la capa microscépica es la estable.

donde o, y 0, son los valores de las tensiones interfaciales en equilibrio de
las intercaras aceite-microemulsién y pared-fase rica en aceite. La energia de

la intercara pared-fase rica en aceite, o, se calcula sustituyendo en la Ec.
(3.22) el perfil de la densidad,

¢(z) = Aje 1) 4 Aye " 4 g, (3.32)

el cual satisface las condiciones en la superficie (3.28) y (3.29). La energia de
la intercara aceite-microemulsién o,,, se calcula sustituyendo el perfil

AjeFaz 4 AyeFa2z 2> 0,
o(z) = (3.33)

Byefor + Byelor* + ¢ 2 <0,
en la energfa de bulto € [¢] [Ec. (2.5)]. El perfil de la Ec. (3.33) satisface las
condiciones de continuidad en sus dos primeras derivadas de forma andloga

a las condiciones del perfil de la Ec. (2.9).

El potencial efectivo Q[l] queda determinado mediante tres contribu-
ciones. Una de éstas se define al sustituir en la Ec. (3.31), el perfil completo
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Figura 3.14: Potencial efectivo interfacial calculado con los valores ws = 5.1y
iy = —10.0. Conforme wy; — 5.0, la capa de mojado crece a infinito y ocurre
una transicién de mojado de segundo orden.

(3.27) determinando el valor de corte en z; y dejando como pardmetro libre
el valor de [ donde se satisface la constriccién ¢(I) = 0. La otra contribucién
se debe al mismo perfil de la Ec. (3.27), donde el valor de corte es z = 2z; ~ 0.
Esto corresponde a un minimo local ya que no satisface la condicién de corte
[Ec. (2.14)]. Esta situacién derivada de las caracteristicas del modelo por
partes para f (¢) y g(¢), serd discutida en detalle mas adelante. La tercera
contribucién proviene de sustituir el perfil de la Ec. (3.30) y corresponde a
los valores de Ql] para | < [; donde [; es el valor de la capa microscépica, es
decir el primer minimo del potencial.

El potencial efectivo tiene la forma de la Fig. 3.13, el cual reproduce los
minimos que determinan la transicién de mojado, entre una capa microscopi-
ca (I1) y una capa macroscépica (lo, = [ — 00). Los perfiles de equilibrio, que
corresponden a los minimos de Q[l] cumplen la condicién de discontinuidad
en la tercera derivada [Ec. (2.14)].

El célculo de la transicién de mojado presenta ciertas caracteristicas par-
ticulares, ya que podemos escoger el grosor de la capa de mojado en z; = [, re-
quiriendo una sola constriccién en ¢ (z; = 1) = ¢;. Sin embargo, no podemos
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Figura 3.15: Diagrama de fases de superficie calculado con el modelo T'PM
[Ecs. (2.6) y (2.7)]. Existen transiciones de mojado de primer orden (F'W)
representadas con una curva discontinua. Las transiciones de mojado de se-
gundo orden corresponden a la curva continua (CW). El punto tricritico
(TCP) es aquel donde se unen las transiciones de segundo y de primer or-
den.
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Figura 3.16: Detalle del diagrama de fases de mojado de la Fig. 3.15 donde
se muestra la transicién delgada-gruesa (I; — l3) que termina en un punto

critico (SCP). En el punto triple T'P coexiste una fase delgada, una gruesa
y una capa de mojado.
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Figura 3.17: Potencial efectivo interfacial en el caso de una transicién delgada-
gruesa (I; —lg). py = —7.5, wy = 3.7516.
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obtener perfiles para valores ¢ (21 = 0;1) < ¢,. Es decir, el potencial efectivo
tiene un minimo para [ = 0, donde 2[/] todavia disminuye su valor. A pesar
de esto con la condicién de corte ¢ (21 = [) = ¢, podemos realizar los calculos
y encontrar las mismas transiciones de mojado.

Las transiciones de mojado continuas las obtuvimos cuando sustituimos
el perfil completo de la Ec. (3.27) en el funcional de la densidad obteniendo
la tension superficial. Si variamos ws a p, constante la capa crece a infinito
| — o0. Es decir el minimo va creciendo a infinito conforme w, decrece (Fig.
3.14).

Otra de las transiciones de fase superficial que reproducimos es la transi-
cién delgada-gruesa (l1- l3) que podemos identificar en el potencial efectivo
de la Fig. 3.17. Esta es una transicién de primer orden donde un perfil de
capa gruesa (ly) coexiste con un perfil de capa delgada (I;) con el mismo va-
lor de la energia libre. Esta transicién termina en un punto critico superficial
donde las fases se convierten en una sola fase.

El diagrama de fases que reproduce las transiciones de mojado en un
plano en sistemas agua-aceite-anfifilo es calculado en la Fig. 3.15. El diagrama
superficial se representa en el plano (ws, y1,) donde se observan las curvas de
las transiciones de mojado de primer orden (F'W) y continuas (C'W). En el
punto tricritico (T'C'P) cambia el orden de la transicién. Las transiciones de
mojado de segundo orden son favorecidas a valores de |u,| grandes.

En las transiciones de primer orden las fases de mojado y no mojado
definen regiones de metaestabilidad que limitan las regiones de estabilidad e
inestabilidad, las cuales dependen de los pardmetros de pared. En la Fig. 3.16
se observa en detalle una seccién del diagrama de fases de la Fig. 3.15. Para
una region pequena de valores de los pardmetros w y p,, cercana al punto
tricritico se localiza la curva de la transicién delgada-gruesa (I y l3) con un
punto critico de superficie (SC'P), donde las fases se convierten en una sola
fase. Esta transicién es producto de las fluctuaciones del potencial interfacial
Q(1) cuyo valor es del orden de 1210~ (Fig. 3.17). Las transiciones de primer
orden de mojado y la transicién delgada-gruesa se intersectan en un punto
triple (T'P) donde coexisten con el mismo valor de la energia libre una fase
de mojado con dos fases de capas delgada y gruesa.
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Capitulo 4

Superficies Esféricas y Mojado

4.1. Modelo

En esta seccién describiremos el modelo de Ginzburg-Landau el cual in-
troduce el funcional de la densidad del Gran Potencial con laplaciano y gra-
diente cuadrados, mediante una forma para f(¢) y A(¢) definida con tres
pardbolas y constantes por partes respectivamente. Como hemos visto el uso
de este modelo nos permitird encontrar soluciones analiticas de la Ec. de
Euler-Lagrange.

Consideremos entonces una esfera sélida de radio R inmersa en un sis-
tema agua-aceite-anfifilo. Para estudiar este fluido usaremos el funcional de
la densidad dada en la Ec. (2.5) con el pardmetro de orden ¢ = ¢(r).

El funcional de la densidad por unidad de drea es escrito como,

Q] = Qo] + Qs[0,] (4.1)
donde,
0,f6] = o [r2dr { 1)+ 340 (52) - 380 (G + 2% - w}
' (4.2)
y
O[] = 1,05 + wsd + gs (i;}) : (4.3)
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La energia (), es el potencial de superficie y estd definido por el pardmetro
de orden evaluado en el radio de la esfera. Este potencial depende de varios
pardmetros como g, el cual corresponde al potencial de pared y mide la
afinidad que tiene la superficie por uno de los dos solventes (agua 6 aceite).
El pardmetro w, mide la diferencia entre las interacciones en la superficie y
las interacciones en el bulto y g, estd relacionado con un potencial quimico
local del anfifilo en la pared.

La funcién ¢(r) es el pardmetro de orden y representa la diferencia local
en concentracion de los dos solventes y u es la diferencia en potencial quimico
entre estos solventes. Las cantidades A(¢), B(¢) y p han sido descritas en la
Sec. 2.5.1.

La funcién f(¢) es la densidad de energia libre del sistema uniforme. Para
estudiar el sistema, usamos el modelo parabdlico por partes (TPM) para la
densidad de energia libre f(¢) [Ec. (2.6)] escrita como:

>\w(¢ - gbbw)z’ ¢ < ¢27
f = /\a¢2 + f0> ¢2 < ¢ < ¢1a (44)
)\o(¢ - ¢bo)27 ¢1 < (b

Las cantidades ¢,,, y ¢;, son los valores en bulto de las fases de agua y aceite
en equilibrio para 1 = 0. La altura del minimo central en ¢ = 0, es controlada
por el pardmetro fy. Si decrece el valor de este pardmetro involucra agregar
anfifilo a la mezcla. Es decir, cuando fy = 0, el minimo en ¢ = 0, corresponde
a una solucién en equilibrio de dos solventes y una fase rica en anfifilo.

La cantidad A(¢) tiene la forma constante por partes:

Ay >0, &<y,
A= Au <0, ¢y <9<y, (4.5)

Ao>07 ¢1<¢'

Consideraremos a B como una constante independiente de ¢ y ademéds B < 0,
con el fin de garantizar la estabilidad del sistema.

En la Fig. 4.1 calculamos las funciones f y A del modelo por partes. En
f(#) el minimo para ¢ = 0, corresponde a una fase rica en anfifilo la cual
es metaestable de acuerdo al diagrama de la Fig. 2.11, donde g, = A,/2
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y fo = 1.48 y corresponde a micelas metaestables, uno de los casos que
estudiaremos en este capitulo.

4

3-

2F

N=)

-10 L 1 1 L
-2 -1 0 f 1 2 3

Figura 4.1: Las funciones f(¢) y A(¢) con los valores ¢, = —1.0, fy = 1.48,
B = 2.0, Xy = A = 4.0, Ay = 1.0, A, = A, = 9.2, 4, = 9.0, B = —4.0. La
fase rica en anfifilo es metaestable.

La ecuacién de Euler-Lagrange asociada al funcional de la Ec. (4.2) es

_df 1dA (dp\®> 1 d ,d¢
o= e (@) “wa ()

B & [ ,[(d¢ 2d¢ B d d*¢  2do
A P (T O | iy P e D G
212 (r? [T (dr2 + Tdr)} + r2dr [r (dr2 + Td?"):| (4.6)

con
2)\w(¢ - d)bw)? ¢ < ¢27
d,
é = 2)‘a¢7 ¢2 < ¢ < gbla
2)\o(¢ - ¢b0>7 ¢1 < ¢
y
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% = (Aa — Aw)d (¢ — ¢3) + (Ao — Aa)d (¢ — ¢1) -

Ya que f es un modelo parabdlico por partes constante, la ecuacion dife-
rencial es lineal por partes y la soluciéon de la parte homogénea es de la
forma

6() = 37 Cury explharr), (4.7)

donde o = w, a, 0, indica, la fase rica en agua, la fase rica en anfifilo (mi-
croemulsién) y la fase rica en aceite, respectivamente. Las constantes de
decaimiento k,;, son las raices de la ecuacién caracteristica

BE:, + 24,k%, —4 My = 0. (4.8)

Las constantes ko; son reales cuando A, > (—4\,B)Y? y cuando A, <
Ao, son complejas. Las funciones ¢(r) que son solucién de la Ec. (4.6), son
continuas con primera y segunda derivada continuas. Los coeficientes Cl,;
de la solucién [Ec. (4.7)] son obtenidos con las condiciones en la frontera
apropiadas en los radios de corte Ry y Ry, donde ¢(R1) = ¢y v ¢(R2) = ¢,
ademds la primera y segunda derivada son continuas en R; y R,. La tercera
derivada es discontinua con las condiciones,

d? d? d
B ﬁ — ﬁ "‘ (Aa - Ao) _gb - 0, (49)
drd |p,  dr? g dr | g,
d? a3 d
B %0 %l )4 — ) Z 00 10
drd g, drd g, dr | g,
En la superficie se satisfacen las condiciones,
do B B d3¢ B d*¢
2wg — ——A —— — —=—| =0, 411
pe + 2050(R) + R{R2 WR»} 2 dr3|, R dr?|, 0, (4.11)
do B B d?¢
— 29s + = — —| =0. 4.12
drR{g+R}+2dr2R (1.12)
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Las soluciones de la Ec. (4.6) con las condiciones en la superficie (4.11),
(4.12) y con las condiciones en los radios de corte Ry y Ry (4.9), (4.10) y de
continuidad, corresponden a los estados estacionarios del funcional (4.6). Si
sustituimos estos perfiles ¢ en Q[¢], el valor minimo corresponde al perfil de

la densidad en equilibrio ¢,, y esta cantidad es el gran potencial de equilibrio
Qeq.

Los perfiles de la densidad que obtenemos como soluciones del modelo
pueden ser de distintas clases, uno corresponde al perfil de la intercara pared-
fase rica en agua, donde la fase rica en aceite se encuentra en contacto con
la pared y ¢(r — R.) = ¢y, es el valor de bulto correspondiente a la fase
rica en agua. El segundo se asocia a esta misma intercara pero con la fase
rica en anfifilo en contacto con la superficie y otro corresponde a la fase rica
en agua cercana a la pared.

Ademads, podemos encontrar soluciones donde se impone como condicién
en el bulto a la fase rica en anfifilo, esto significa que ¢(r — R.) = 0, con lo
cual describimos una intercara pared-microemulsion.

La competencia en energia entre los distintos perfiles nos conduce a obte-
ner las transiciones de casi-mojado cuando dos de estos perfiles tienen la
misma energfa libre. La coexistencia de fases entre estos perfiles implica que
una capa de mojado de grosor [ = R; 2 — R coexista con otra de un grosor
distinto.

Entonces como primer problema vamos a estudiar la intercara pared-
microemulsién cuando la fase rica en anfifilo es estable. Como segundo caso,
describiremos la intercara pared-fase rica en agua cuando existen objetos
micelares metaestables.

4.2. Intercara pared-microemulsion

4.2.1. Perfiles de la densidad

Estudiaremos la intercara pared-microemulsién con una simetria aceite-
agua donde ¢, = —¢p, = 1, Ay = A\ v Ay, = A, v donde se impone
como condicién en la frontera la fase rica en anfifilo. Los otros pardmetros
son escogidos del diagrama de fases del modelo en bulto (Fig. 2.11). Este
diagrama tiene tres regiones de estabilidad, la fase rica en agua y aceite,
la fase de microemulsién y la fase lamelar. Asi escogemos fy = 0, B =
—4.0, A, = —=2.0, \, = 4.0, \, = 1.0y A, = 9.0, de tal manera que el
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sistema se encuentra en una regiéon donde la funcién de correlacién en la fase
de microemulsién uniforme, tiene un comportamiento oscilatorio y ésta se
encuentra en equilibrio con la fase rica en agua o aceite. Para estudiar las
propiedades de mojado, consideramos el caso p, < 0, con lo cual la pared
prefiere la fase de aceite.

<

",
et

microemulsién

Figura 4.2: Esquema de la intercara pared(esfera)-microemulsién donde estu-
diamos el casi-mojado de la superficie por la fase rica en aceite. El esquema
ilustra las oscilaciones en la densidad en la fase de microemulsion.

Al resolver la ecuacién de Euler-Lagrange, encontramos dos clases de
perfiles de la densidad. La primera solucién es encontrada en la pardbola
intermedia de f(¢) [Ec. (4.4)] en el intervalo ¢, < ¢ < ¢,. Este es el perfil
de la intercara pared-microemulsién y tiene la forma,

B B
or) = —etary =

~ha2t R<r<oo.  (4.13)
r T

e

Donde los coeficientes By y By son calculados usando las condiciones en la
superficie esférica [Ecs. (4.11) y (4.12)]. A este perfil lo identificaremos como
el perfil delgado — 1 (d — 1).

El otro perfil corresponde a una intercara pared-microemulsion donde la
fase rica en aceite se encuentra en contacto con la superficie. A este perfil
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Figura 4.3: Perfiles esféricos de la intercara pared-microemulsién, calculados
con el modelo TPM. R = 5.0y g5 = 1.0. (a) Perfil delgado—1 con p, = —2.85

y ws = 0.25. (b) Perfil grueso con pu, = —1.0 y wy = 0.4. Los pardmetros en
bulto se mencionan en el texto.

de la densidad lo llamaremos perfil grueso. Esta solucién cruza el punto R,

donde ¢(Ry) = ¢, = 2/3 y es de la forma

Z?:l %ekOi(r_R) + ¢bo7 R <r< Rl;

o(r) = (4.14)

%e*k“(r*Rl) + %e*k“(’”*Rl), Ry <r <o

Donde los intervalos R < r < R; y Ry < r < 0o, corresponden respectiva-
mente, a las regiones rica en aceite (¢ > ¢,) y rica en anfifilo (¢, < ¢ < ¢).
Los coeficientes A; y B;, son determinados con las condiciones en la pared
[Ec. (4.11) y (4.12) ] y con las condiciones de continuidad del perfil en R; y
de sus derivadas ¢'(Ry) y ¢"(R;). La tercera derivada ¢ (r) satisface la Ec.
(4.9).

Con las Ecs. (4.13) y (4.14) encontramos una gran diversidad de perfiles
oscilatorios fijando los pardmetros de bulto y el pardmetro de superficie g, y
variando alguno de los pardmetros wy y p,. Las soluciones correspondientes
a los perfiles de equilibrio son sustituidas en la funcién de energia libre [Ec.
(4.1)], Qo] = Q@] + Qs]0,] con O y 2 asociadas a las Ecs. (4.2) y (4.3)
respectivamente. De esta forma encontramos dos valores de la energia libre
en equilibrio. Un valor €, corresponde al perfil de la Ec. (4.13) y el valor de
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(1, corresponde al perfil de la Ec. (4.14). Cuando estas dos energfas llegan a
ser iguales, los perfiles coexisten en equilibrio y de esta forma identificamos
una transicién de casi-mojado entre una capa delgada y una gruesa.

Esta es la técnica comin para encontrar las transiciones de mojado. Sin
embargo, encontramos que, conforme seguimos una trayectoria para j, cons-
tante, disminuyendo el valor de w; en el espacio de pardmetros (ws — (i),
el valor del pardmetro de orden en la superficie esférica, ¢(R), para el perfil
delgado — 1 [Ec. (4.13)], alcanza el valor de corte ¢, y la solucién no tiene
sentido fisico. Ademds en dicha regién no existen soluciones de la Ec. (4.14)
correspondientes al perfil grueso, ya que nos encontramos fuera de la regiéon
de metaestabilidad asociada a esta solucién (ver Fig. 4.4).

Entonces encontramos una regién espinodal donde ¢(R) = ¢,, la cual de-
fine la existencia de la solucién d — 1. Esto involucra que en la ecuacién (4.11)
la funcién A(¢) sea discontinua y esté indeterminada. Es decir, podemos no-
tar que, en el limite ¢ — 0, el valor de A(¢) en la frontera, adquiere el valor A,
en la Ec. (4.11), mientras que A(¢) adquiere el valor A, en la misma ecuacién
para el perfil delgado — 1. Ademds como el limite de metaestabilidad tanto
para el perfil delgado — 1 como para el perfil grueso, satisface la condicién de
corte ¢(R) = ¢,, es natural encontrar perfiles con un valor de ¢(R) = ¢, + ¢
en el limite ¢ — 0 que no satisfacen la Ec. (4.9) y que proporcionan un valor
de la energia mas baja. Estos perfiles d —1 son minimos locales de la energia y
podrian ser mds estables que el perfil grueso de la Ec. (4.14), el cual satisface
la condicién de la Ec. (4.9). De esta forma encontramos un tercer estado aso-
ciado a este minimo el cual compite con la Ec. (4.13) y la Ec. (4.14). Dicho
estado adicional es un caso particular del perfil grueso donde se ha fijado la
condicién ¢(R) = ¢, y le llamaremos perfil delgado — 2 (d — 2).

Podemos convencernos de usar esta tercera solucién, usando el argumento
dado en [32] donde se define la existencia de una restriccién en la cual R =
Ry — ¢, siendo ¢ una cierta longitud de escala microscépica sobre la cual el
perfil puede variar lo suficiente para satisfacer las condiciones en la pared.
De esta forma podemos encontrar soluciones que satisfacen las condiciones
en la pared, pero que no satisfacen la discontinuidad de la tercera derivada en
R = R,;. Esta situacién puede ser una consecuencia de las discontinuidades
del modelo que permiten minimos locales determinados por la fase delgado—2
en regiones donde los minimos absolutos no existen.
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4.2.2. Diagramas de fase

Con la competencia en energia libre entre el perfil delgado — 2 y el perfil
grueso encontramos las transiciones de casi-mojado en el plano de pardmetros
de superficie (ws; — ). Estos cdlculos se realizan de forma iterativa fijando
uno de los pardmetros de pared. Asi construimos el diagrama de fases de la
Fig. 4.4 donde se observan puntos criticos de superficie (SCP) y regiones de
metaestabilidad que limitan la existencia de las soluciones.

Las curvas de coexistencia separan las regiones de estabilidad de las fa-
ses delgada — 2 y grueso (ver detalle en el recuadro de la Fig. 4.4). En la
figura también se muestra la curva espinodal donde terminan las soluciones
correspondientes al perfil delgado — 1.

Una propiedad observada en las transiciones de casi-mojado en una esfera
[18] es el comportamiento logaritmico de la capa de mojado conforme R crece.
Esto también sucede en la intercara pared-microemulsién donde el grosor de
la capa se incrementa logarftmicamente en una trayectoria para valores de p,
constantes conforme el radio R crece, en el diagrama de fases de superficie
de la Fig. 4.4. Este comportamiento es mostrado en la Fig. 4.5.

Por otro lado, es interesante notar cémo las curvas de casi-mojado tienden
a la curva de las transiciones de mojado en el plano (Fig. 4.4) conforme
R — oo. Como sabemos ésta curva fue reproducida de la referencia [32] y
corresponde a las Figs. 3.15 y 3.16. Aqui, existe un punto triple (7'P) en
el cual coexisten tres estados (mojado-delgada-gruesa) y un punto tricritico
(T'C'P) donde las transiciones de mojado de primer orden (F'W) se convierten
en transiciones continuas (CW). Sin embargo, encontramos que en la esfera
no existen transiciones continuas para los pardmetros usados. Es decir sélo
existen transiciones de casi-mojado de primer orden correspondientes a la
coexistencia de una capa delgada y una capa gruesa con el mismo valor de
la energfa libre en equilibrio. Las curvas asociadas a estas transiciones tienen
un punto critico de superficie (SCP) donde las fases se convierten en una
sola fase.

Por otro lado no se encuentra otra clase de transiciones de primer orden,
como es el caso de las transiciones delgada-gruesa (I; — l5) de la Fig. 3.16,
observadas en el plano. La biisqueda de dicha transicién implicé la realizacion
de cédlculos para radios grandes alcanzando el valor de R; = 100, ya que para
valores de R > R, las matrices llegan a ser singulares. Aqui analizamos
las curvas de coexistencia donde no existe algiin indicio de dicha transicién
delgada— gruesa. Es decir, no existe una tercera fase que podria corresponder
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Figura 4.4: Diagramas de fase superficiales en el plano (ws, p1,) para distintos
valores de R que muestran cémo convergen a una sola curva cuando R —
oo. La curva limite corresponde al diagrama de mojado en el plano [32]
(ver Fig. 3.15) y en ésta se definen las transiciones de primer orden (F'W)
[curva continua] cambiando a transiciones de segundo orden (CW) [curva
discontinual, en un punto tricritico (TC'P). En el recuadro se muestra la
curva de coexistencia para R = 5.0 (—). La curva termina en un punto
critico de superficie (SCP). Las curvas punteadas (...) son los limites de
metaestabilidad de las dos fases que coexisten [delgada—1 (d—1) y delgada—2
(d — 2)] y la curva discontinua (.-.) limita la existencia de las intercaras
delgada — 1 (d — 1).
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Figura 4.5: Comportamiento de la capa de mojado [ como funcién de R para
una trayectoria u, = constante [ ~ In(R).

a un segundo tipo de fase gruesa identificada en la transicién de mojado en
el plano. Ademds notamos que la dificultad en encontrar este estado estd
relacionada con el hecho de que el minimo del potencial efectivo muy cerca
del punto critico superficial es muy poco profundo para R — oo.

Hemos discutido que, conforme el radio de la esfera aumenta, las tran-
siciones de mojado de primer orden en el plano son recuperadas. Podemos
preguntarnos qué sucede en el limite para un radio infinito con los puntos
criticos de superficie, ya sea que estos tiendan a los puntos tricriticos o a
los puntos criticos de superficie asociados a una transicién de primer orden.
Al respecto, encontramos que la linea de puntos criticos (SCP) tiende al
punto critico del plano (SCP) con los valores fi.,, = —7.55 y Wy = 3.7875
asociado a las transiciones delgada-gruesa l; — 5 de la Fig. 3.16.

Este comportamiento es observado en la Fig. 4.6, donde encontramos que
el log(R) vs log(wsep — wse) es lineal y de la forma log(R) = ¢+ dlog(wsep —
wsc), donde el valor fijado de d es d = —1.1£0.1. Aqui, ws., es el valor de w,
en el punto critico en el plano. De la misma forma en la Fig. 4.7, log(R) =
a+blog(jt,. — fts.,), donde p. , es el valor del potencial quimico de la pared
i, en el punto critico en el plano. El valor fijado de b es b = —1.16 £ 0.2.
Por lo que podemos concluir que, el comportamiento de R contra p,. — fig,,
y R contra ws., — ws. es logaritmico y eso nos conduce a identificar el limite
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Figura 4.6: Ajuste de los datos correspondientes al comportamiento del punto
critico en el espacio (R, ws.). El recuadro corresponde a la gréfica log — log,
de donde se obtienen los pardmetros del ajuste.

de la linea de puntos criticos superficiales SCP a la linea de puntos criticos
SCP asociada a las transiciones delgada-gruesa en la Fig. 3.16.

4.2.3. Potencial efectivo interfacial

Con el fin de entender las transiciones de mojado, calculamos un potencial
efectivo interfacial Q[Ry] donde [ = Ry — R es el grosor de la capa de mojado.
El potencial efectivo nos permite identificar las soluciones que corresponden
a los extremos de las ecuaciones de Euler-Lagrange, es decir, los médximos
y minimos. Los estados en equilibrio que coexisten en las transiciones de
mojado corresponden a los minimos de este potencial.

Para calcularlo, seguimos la sugerencia de la referencia [10] y obtenemos
los perfiles que minimizan un potencial efectivo escrito en la forma:
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Figura 4.7: Ajuste de los datos correspondientes al comportamiento del punto
critico en (R, ). En el recuadro se realiza el andlisis equivalente a la curva
en la Fig. 4.6.

2(F) = Z[f<¢<r>>+§A (%_}13 (idg {dgz;wb
(4.15)
+ Vo(r — Ro)o(r)] rdr + Q.

Esto significa introducir un potencial externo que localiza el perfil a una
cierta distancia Ry desde el origen y donde la contribucién superficial estd
dada como

d
QS = lus¢s + WSQS? + Gs <_¢)
dr

La cantidad V' es una constante que determina el valor del perfil en el radio
Ry y 6(r — Rp) es la funcién delta de Dirac. En la practica se fija el valor de

B (4.16)

s
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¢(Ryp) del perfil en r = Ry, por lo que la magnitud del potencial externo V'
puede ser obtenido.

Las soluciones de la ecuacion de Euler-Lagrange para este potencial efec-
tivo son los perfiles de la densidad de la intercara pared-microemulsién en la
forma,

Z?:l %ekmr + Opos R <r <Ry,
O(r, Ro) = 4 S Beehulr=Fo), Ry <r <Ry (417)
G p—har(r—Ho) 4 @e_k“Q(T_RO), Ry < r < o0.

Este perfil tiene dos puntos de cruce en ¢(R;) = ¢, y ¢(Rpy) = 0.
Otro perfil es calculado en la pardbola intermedia,

2?21 %ek”(T*RO), R < r < Ry,
o(r, Ro) = (4.18)
G g=kar(r—Ro) 4 @e_k“(T_RO), Ry <r < o0,

con la constriccién de cruce en r = Ry, donde ¢(Ry) = 0.

Los coeficientes A;, B; y C;, asi como el radio R; son determinados con
las mismas condiciones de continuidad en R; del perfil y sus dos primeras
derivadas. En Ry los perfiles son continuos con la primera y segunda derivada
continuas y deben cumplir la constriccién ¢(Ry) = 0.

El potencial interfacial se calcula con tres contribuciones, una de ellas es
construida con el perfil de la Ec. (4.17). Esta curva finaliza cuando R; = Ry
se muestra en la Fig. 4.9 como una curva continua. La segunda contribucién
al potencial se calcula con el perfil que resulta de la Ec. (4.17) fijando el valor
de ¢(R, Ry) = ¢, donde la condicién de la tercera derivada del perfil no se
cumple [Ec. (4.9)]. Esta seccién del potencial interfacial se observa en la Fig.
4.9 como una curva discontinua. La tercera contribucién se deriva de la Ec.
(4.18) y en la Fig. 4.9 se encuentra fuera de escala. En esta regién la funcién
Q[Ry] es decreciente y se une a la segunda contribucién de manera suave.
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En el potencial Q[Ry] se identifican los dos minimos a la misma altura
correspondientes a las dos fases que coexisten (gruesa-delgada — 2). Para los
valores del radio y los pardametros de pared escogidos, el potencial efectivo
resulta ser muy poco profundo. Los dos perfiles en coexistencia se observan en
la Fig. 4.8 y esto corresponde a una transicién delgada-gruesa de casi-mojado.

-0.2
6 8 10 12 14

Figura 4.8: Perfiles que coexisten con los valores g; = 1.0, u, = —4.9781,
ws = 1.6 y R = 5.0. Perfil delgado — 2 (curva discontinua). Perfil grueso
(curva continua). ¢; y ¢, son los valores de la densidad en los radios Ry y
Ry.
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Figura 4.9: Potencial efectivo con los pardmetros de la Fig. 4.8. La curva para
ws = 1.6, con los minimos a la misma altura, corresponden a los perfiles que
coexisten en la transicién de primer orden de casi-mojado.
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4.3. Intercara pared-fase rica en agua

4.3.1. Perfiles de la densidad

El sistema de la intercara pared-fase rica en agua corresponde a dos solu-
ciones uniformes estables en coexistencia, las fases rica en agua y aceite res-
pectivamente y la fase de microemulsiéon metaestable. El potencial quimico
1, < 0 favorece la fase de aceite.

Calculamos los perfiles con el modelo parabélico por partes (TPM) fijando
los pardmetros en bulto, ¢,, = 2.0, ¢, = —1.0, Ay, = Ao y A, = A,. Estos
pardmetros son escogidos conociendo la existencia de estructuras micelares
metaestables [10], por lo que los valores quedan determinados como, fy =
148, B=—-4.0, A, =92, A, = —-9.0, \, =4.0 y \, = 1.0.

agua

£

aceite

Figura 4.10: Esquema de la transicién de casi-mojado en una esfera sélida de
radio R, donde una capa de la fase de aceite moja la intercara pared-fase rica
en agua. El grosor de la capa de mojado estd determinada por [ = R; — R.

Para este problema podemos encontrar tres soluciones de la ecuacién
de Euler-Lagrange. Una solucién corresponde al perfil completo asociada a
la intercara pared-fase rica en agua, donde la fase de aceite se encuentra
en contacto con la esfera. A esta solucién la llamaremos perfil grueso y es
definido como,
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4 A; oi
Dicr ST+ By R <r < Ry,

o(r)=q b Bigkair, Ry <r <Ry (419

=17
Grehur 4 Qe—hur 4 g, Ry <1 < o0.

Este perfil tiene dos condiciones de cruce en ¢(R;) = ¢, y ¢(Rz) = ¢, cuyos
valores son determinados mediante los pardmetros de bulto. Los coeficientes
son obtenidos con las condiciones de continuidad del perfil y de sus dos
primeras derivadas y con la condicién de discontinuidad en la tercera derivada
[Ec. (4.9)].

Una segunda solucién es el perfil correspondiente a la intercara pared-fase
rica en agua cuando la fase intermedia estd en contacto con la esfera, la cual
corresponde a un perfil delgado — 2 (d — 2). Este perfil tiene solamente una
condicién de cruce en ¢(R;) = ¢,. La expresion para dicho estado es:

Z;l:l %ekaﬂ’ R<r< RQ,
5(r) = (1.20)

%e—k‘wl’!‘ + %e—kwf" + ¢bw7 R2 < T < 0.

Por tltimo podemos obtener perfiles donde la fase rica en agua se en-
cuentra en contacto con la pared. Esta solucién la identificaremos como perfil
delgado — 1 (d — 1) con la forma,

C C
or) = —teThor g Z2eThear g Ry<r<oo.  (421)
r T

Los coeficientes C; son obtenidos con las condiciones de frontera en la super-
ficie esférica [Ecs. (4.11) y (4.12)].

Las funciones correspondientes a las Ecs (4.19)-(4.21) son los perfiles de
la densidad ¢(r), los cuales son mostrados en la Fig. 4.11, para ciertos valores
de los pardametros de bulto y superficie. La variacién de los pardmetros de
superficie genera una gran variedad de soluciones, definiendo regiones de
estabilidad en el plano (ws, i1,). De acuerdo a los valores de estos pardmetros
se determinan regiones donde se encuentran las soluciones para el perfil de
la densidad y zonas donde la solucién no existe.
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Figura 4.11: Soluciones de la ecuacién de Euler Lagrange para la intercara
sélido-fase rica en agua. (a) Perfil grueso donde la fase rica en aceite se
encuentra en contacto con la pared. Los valores de corte para la densidad
son ¢; = 1.1596 y ¢ = —0.3649. (b) Perfil delgado — 2 donde la fase rica en
anfifilo estd en contacto con la pared y (c) perfil delgado — 1. Los pardmetros
de superficie son pu, = —10.0, ws = 6.0 y gs = 6.0; R = 0.5.

Con estos perfiles se calcula la energfa libre y se encuentra el valor minimo
el cual corresponde a la energfa de equilibrio. De esta forma existe una com-
petencia en energia entre varios estados y cuando dos o méds perfiles tienen
el mismo valor de ésta, existird una transiciéon de casi-mojado entre dichos
perfiles.

El célculo de la transicion de casi-mojado entre capas delgadas y gruesas
se realiza fijando los valores de dos pardmetros de pared, w, y g;. Una vez he-
cho esto se calcula la energia Q (¢) [Ec. (4.1) | de los estados en competencia.
Por ejemplo el perfil grueso con cada una de los estados de capa delgada d—1
o el perfil d — 2. Cuando la energia de un par de estados es igual encontramos
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la transicién de superficie para el potencial de pared .

4.3.2. Comportamiento de las fases

Cuando analizamos las condiciones de existencia de las soluciones del
perfil completo de la Ec. (4.19) y su correspondiente energia libre, existe la
posibilidad de encontrar un minimo local de esta energfa. Es decir, existe una
solucién con el valor fijo en la pared ¢(R) = ¢;, en r = R = Ry, la cual no
satisface la condicién de discontinuidad de la tercera derivada [Ec. (4.9)]. Esta
solucién la identificamos como el perfil delgado—3 (d—3). Con esta situacién
ahora tenemos cuatro estados en competencia, grueso y delgado-1,2, 3.

Ahora bien, este perfil completo [Ec. (4.19)], tiene una energia asociada,
determinada al sustituir la solucién en equilibrio en la Ec. (4.1). Lo mismo
sucede con el perfil asociado a la Ec.(4.21). Comparando la energia entre
estos dos perfiles de equilibrio, obtenemos la frontera de fases que separa la
estabilidad de los estados delgado — 1 y grueso en el plano de pardametros de
superficie ws y p,. Por otro lado podemos hacer competir en estabilidad al
perfil grueso con el perfil delgado — 3 y encontrar una curva de coexistencia
entre estas dos fases. Lo que resulta interesante en esta frontera de fases, es
que a valores grandes del valor absoluto del potencial i, de pared, encon-
tramos una segunda solucién del perfil grueso de la Ec. (4.19) que compite en
energia con el perfil delgado— 3. Para evitar confusiones la seguiremos identi-
ficando con el nombre de perfil delgado — 3, aunque su naturaleza es distinta
ya que esta solucién satisface la ecuacién de discontinuidad [Ec. (4.9)]. Esta
curva tiene un punto critico (C'P) donde las dos fases se convierten en una
sola fase. En la Fig. 4.13 se muestra la coexistencia de fases de dos soluciones
de la Ec. (4.19) donde una de ellas puede ser identificada como una de capa
gruesa y la otra de capa delgada (grueso-delgado — 3).

Con las cuvas de coexistencia anteriores, se definen regiones de estabilidad
y se construye el diagrama de fases superficial. El diagrama se enriquece con
otras curvas de coexistencia, ya que al seguir analizando las soluciones y su
energia, queda construida otra rama de estabilidad que separa los estados
delgado — 1 de los estados delgado — 2. Recordemos que en el primer estado,
la fase rica en agua estd en contacto con la pared y en el segundo caso, es
la fase rica en anfifilo la que estd en contacto con la esfera. En esta rama es
complicado definir un punto critico ya que la convergencia entre estos estados
es muy lenta y se establece a valores grandes de w;.

Las curvas de coexistencia que definen el diagrama de fases de superfi-
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Figura 4.12: Diagrama de fases donde se muestran las cuatro regiones de es-
tabilidad: perfil grueso y delgado-1,2,3 (d-1,2,3) en el espacio de pardmetros
py v ws. R=0.6y g, = 6.0. Existen dos puntos triples (TP), tres lineas de
coexistencia y dos puntos criticos (CP).

cie se pueden observar en la Fig. 4.12, en el plano (ws, p1,). Una curva de
coexistencia adicional involucra la transicién entre los estados delgado — 2
y delgado — 3 la cual converge a un punto critico, definiéndose otra rama
pequena entre las fases delgado — 1 y delgado — 3. En la convergencia de las
ramas grueso-delgado — 3, gruesa-delgado — 1 y delgado — 1-delgado — 3 se
localiza un punto triple (7'P1) donde coexisten las fases gruesa-delgada — 1
y delgada — 3. Ademds, cuando convergen las fronteras de fase de las tran-
siciones delgado — 3 -delgado — 2, delgado — 2-delgado — 1 y delgado — 1-
delgado—3, se encuentra otro punto triple (7'P2) donde coexisten tres estados
con la misma energia.

En la Fig. 4.14 se observa el comportamiento de fases para distintos radios
de la esfera. Este comportamiento sugiere que para un cierto radio pequeno
los dos puntos triples se colapsan y aparece un estado donde cuatro perfiles
de la densidad coexisten con la misma energfa. Para radios grandes existe
una sola curva de coexistencia que separa los estados grueso y delgado — 1.
Para un radio menor se observa dicha curva de coexistencia (Fig. 4.14) la cual
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Figura 4.13: Perfiles en equilibrio que coexisten en la curva gruesa-d — 3,
del diagrama de fases de la Fig. 4.12. Para el perfil delgado-3, R; = 1.256,
Ry = 2.4 y para el grueso Ry = 2.002, Ry = 3.114. p, = —49.14 y w, = 18.

contiene un punto triple 7P donde ya se identifica una rama de extensién
pequena asociada a la coexistencia d — 2-d — 3. Entonces existe un cierto valor
del radio donde un punto critico de esta rama se encuentra en equilibrio con
el perfil d — 1. Si el radio disminuye esta rama de coexistencia d — 2-d — 3
crece.

De forma similar, para un cierto valor del radio R, existe un un punto
critico asociado a la coexistencia del perfil grueso y d — 3 en equilibrio con el
estado d — 1. En la curva de coexistencia de la Fig. 4.14 (curva continua) se
observa la existencia de dos puntos triples y la curva de las transiciones entre
los perfiles grueso-d — 3. Conforme el radio R sigue decreciendo la rama de
la coexistencia grueso-d — 3 crece al igual que la rama d — 3-d — 2. Esto se
observa en la Fig. 4.14 en las curvas discontinuas [(- - -), (- - -)].

4.3.3. Potencial efectivo

Con el fin de verificar las transiciones de fase de casi-mojado, calculamos
el potencial efectivo usando la constriccién ¢ (Rg) = —0.8, donde [ = Ry — R
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Figura 4.14: Comportamiento del diagrama de fases para distintos valores
de radio de la esfera. En el recuadro se muestra como evoluciona el punto
critico de la transicién grueso-delgado — 3 [curvas (—),(- - -) y (- - -)]. La
acotacion para R indica que el radio de la esfera crece en esa direccion. Los
dos pares de flechas indican la posicién de los puntos triples en esas curvas.

Las regiones de estabilidad de las estructuras corresponden a la notacién de
la Fig. 4.12.

85



se identifica con los valores que adquiere el grosor de la capa de mojado en

la expresién de la Ec. (4.15). Los perfiles que satisfacen las ecuaciones de
Euler-Lagrange asociado a este potencial son de la forma

( Z?:l %ek‘”r + Ppos R <r < Ry,
Z?:l %ekaiTa Rl <r< RQ,

¢(r) = (4.22)
Z?:l %ekwir + ¢bw7 R2 <r< R07

| Bremhur 4 Dagmhuor 4 g Ry <r < o0.

17p

16|

Figura 4.15: Potencial efectivo interfacial calculado en el punto triple TP1
de la Fig. 4.12. La curva continua es construida con el perfil d — 1. Las

curvas discontinuas son calculadas con los perfiles especificados, (- - -):d — 2,
(———=)d—3 y (—-—): grueso.

El perfil de la Ec. (4.22) es el perfil completo y corresponde a la fase rica
en aceite en contacto con la pared. Los perfiles con la fase de microemulsion

y fase rica en agua en contacto con la pared son determinados mediante las
expresiones:
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Figura 4.16: Perfiles en equilibrio que coexisten en el punto triple (TP1)
asociados a los minimos del potencial efectivo de la Fig. 4.15 con las mismas
acotaciones.
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Figura 4.17: Potencial efectivo interfacial calculado en el punto triple TP2 de
la Fig. 4.12. La curva continua es construida con el perfil d — 1. Las curvas
discontinuas tienen las mismas especificaciones que la Fig. 4.15.
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15

Figura 4.18: Perfiles en equilibrio que coexisten en el punto triple T'P2 aso-
ciados a los minimos del potencial efectivo de la Fig. 4.17 con la misma
notacion.

S By hair R <r < Ry,
_ 4 Ci ki
¢ - Zi:l Tek "+ ¢bw7 R2 <r< RO’ (423)
Dy — Dy —
716 kw1t + 726 kwar _|_ ¢bw7 RO <r < o0.
4 Ci kwi
Doy e Ry <1 < Ry,
o (4.24)
%efkwlr + %efkwm" + ¢bw7 RO <r < oo.

De esta manera se puede observar en las Figs. 4.15 y 4.17 los minimos del
potencial efectivo Q[Ry| los cuales corresponden a los estados de equilibrio
que coexisten en los puntos triples de la Fig. 4.12. Cada minimo corresponde
a las capas de mojado en equilibrio de los perfiles d — 1, d — 3 y grueso para
el punto triple TP1 [Fig. 4.16] y los perfiles d — 1, d — 2 y d — 3 para el punto
triple T'P2 [Fig. 4.18] respectivamente.
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4.3.4. Comportamiento de la capa de mojado

En fluidos simples con interacciones descritas a través de potenciales de
corto alcance en campo medio, el grosor de la capa de mojado [ se incrementa
con el radio en la forma | ~ {In[CR/(20¢)], donde ¢ es la longitud de co-
rrelacion, o es la tension superficial y C' es una constante [22]. Sin embargo,
ha sido mostrado [10] que el modelo parabdlico por partes incluye, ademds
de la tensién superficial, los términos de la curvatura espontdnea y la rigidez.
Entonces no podemos esperar un comportamiento de fluido simple para el
grosor de la capa de mojado conforme el radio de la esfera crece. En lugar
de esto, encontramos que para valores pequenos del radio el grosor de la
capa de mojado decrece hasta un cierto valor donde existe un minimo para
[. Para valores més grandes de R la capa de mojado crece y el radio tiene un
comportamiento logaritmico en funcién de [ para R — oco. Esto es explicado
en base a la existencia de una estructura micelar intrinseca con radio R,,
en el sistema anfifflico [10] (ver Fig. 4.19). Si en este sistema se introduce
una esfera soélida, ésta llena el espacio ocupado por el aceite. Cuando el radio
de la esfera es mas grande que el radio R, se recupera un comportamiento
cercano al del fluido simple donde la capa de mojado crece con el radio de la
esfera.

aceite

Figura 4.19: Representacion esquemadtica del comportamiento del grosor de
la capa de mojado [ cuando una esfera de radio R es inmersa en un fluido de
agua, aceite y anfifilo. Se observa como el radio aumenta y [ decrece hasta
tener un valor [ = R,, — R, donde R,, es el radio de la micela formada en el
fluido en bulto.
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El comportamiento del grosor de la capa de mojado [ en funcién del radio
R de la esfera se muestra en las curvas de la Fig. 4.20, para distintos valores
del potencial de pared p,. Observamos que conforme el valor de || aumenta,
el valor de R,, disminuye. Esto tiene que ver con la preferencia de la pared
esférica por la fase rica en aceite lo cual sugiere la existencia de un valor
critico de R,,, donde el comportamiento corresponde a un fluido simple.

— . mS:-16
34r mS:-14 _
N K S

._. .'. o .‘.. - m — 10

o ._- o o* S

28Ft |
261 T
2.4 ' ' ' ' '

0 0.5 1 15 2 R 25

Figura 4.20: Comportamiento del grosor [ = R; — R de la capa de mojado
en funcién del radio de la esfera R para varios valores del potencial quimico
de pared.
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Capitulo 5

Superficies Planas y Cilindricas
en Fases Lamelares

En este capitulo estudiaremos las interacciones de superficies planas y
cilindricas con una fase lamelar de la mezcla aceite-agua-anfifilo. Usamos el
mismo funcional de la densidad del tipo Ginzburg-Landau ya introducida en
este trabajo. La Ec. de Euler -Lagrange correspondiente, con condiciones en
las superficies ahora se resuelve mediante el método del elemento finito con
el modelo ¢° para la energia libre en bulto. En el caso de paredes planas
en una dimensién estudiamos tres sistemas, dos de ellos corresponden res-
pectivamente a una y dos paredes inmersas en la fase lamelar y el tercero
corresponde a una pared inmersa en una fase lamelar confinada por dos su-
perficies. Por otro lado los cdlculos de superficies cilindricas inmersas en fases
lamelares se realizan en una malla en dos dimensiones, donde se resuelven
tres casos correspondientes a uno y dos cilindros inmersos en el fluido ademés
de un cilindro inmerso en una fase lamelar confinada por dos paredes. Por
comparacion resolvemos mediante un método alternativo el sistema de uno
y dos cilindros inmersos en fases lamelares. Esto se logra obteniendo la Ec.
de Euler-Lagrange a partir del funcional de la densidad discretizado intro-
duciendo interacciones a primeros vecinos y resolviéndola con el método de
Euler.
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5.1. Funcional de la densidad

Para estudiar el sistema de superficies inmersas en una fase lamelar par-
tiremos del funcional del tipo Ginzburg-Landau [Ec. (3.22)], Q[¢ (r)] =
Qp [@ (r)] + Qs [@, (r)], con la energia libre de bulto definida mediante

/ e DIV + ([V2(r)2 — po(x)} dPr. (5.1)

Usaremos los pardmetros de bulto con los valores =0y ¢ = 1 como en el
caso del mojado en una esfera y la forma de las funciones f(¢) y g(¢) del
modelo ¢° de las Ecs. (2.20) y (2.21).

La contribucién de la superficie es expresada por

0,[¢] = / dr [j136, + e + 95 (8) (V)] | (5.2)

donde los pardmetros de la superficie i, ws v gs tienen el mismo significado
que ya hemos discutido en el Cap. 3.

Calculando la primera variacién de la Ec. (3.22) obtenemos la Ec. de
Euler-Lagrange,

240 —29(¢)V?¢ — ¢'(¢) (V) + f'(¢) — =0 (5.3)
con las condiciones en la superficie
dgs
po 20,0, + 2 (VO + 20 () VO - 209 (P9 ln =0 (5.4
y
g Von+ cV3ip =0, (5.5)

siendo n el vector normal a dicha superficie.

5.2. Solucién mediante el método del elemen-
to finito

La ecuacion diferencial [Ec. (5.3)] con las condiciones en la frontera (5.4)
y (5.5) se puede resolver mediante el método del elemento finito (apéndice
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B). Este método permite encontrar soluciones aproximadas del perfil de la
densidad ¢(r).

El problema se implementa con el paquete COMSOL MULTIPHYSICS
el cual permite a través de varios mdédulos, resolver ecuaciones diferenciales.
La ecuacién diferencial general que podemos resolver con este programa es

0%u ou
eaw—l—daajLV.(—cqu—au—l—v) + B.Vu+ au = f, (5.6)
donde u y f;, pueden ser vectores de dimensién m y el resto de las ‘constantes’
son matrices de dimensién m x m. Las condiciones en las fronteras que nos
interesan son del tipo tipo Neumann, con

n. (o Vu+a— )+ qu=gy, (5.7)

donde gy tiene las mismas dimensiones que f;, y ¢ las mismas que las cons-
tantes. En nuestro caso u es un vector de dos dimensiones (u1, us) y debido a
que las subrutinas del programa no aceptan términos del tipo V*¢ entonces
necesitamos ¢ = u; y us = V>u;. Asf u; es la solucién de la Ec. (5.6). Los
coeficientes son determinados mediante las matrices e,, d,, ¢, a, 7, 3, q, [p
Y 9f -

De esta manera para que la Ec. (5.3) se represente en la forma de la Ec.
(5.6), las matrices tienen los siguientes valores a = v = = a = ¢ = 0,
fo = (f1v, fop) ¥ la matriz ¢, estd definida como

(10
Cp = 0 —2 .

Entonces la ecuacién diferencial de cuarto orden ahora se escribe como un
sistema de dos ecuaciones diferenciales con soluciones u = (u; = ¢, uy =

V2U1)3

V. (—cqu) == fb, (58)
donde

2cViu—2¢gViu—g (Vu)’ + f/ — 1= 0, (5.9)
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y los elementos del vector f;, son

fiv = —Viu = —u, (5.10)
= 49 =92 — (V - A1
fop oy + 2V*us gVouy + dur (Vuy) dun +p,  (5.11)

siendo df /duy = 2uy(uf —1)(3u? —1+2fo) y dg/du; = 2gouy, usando la Ecs.
(2.20) y (2.21) del modelo ¢° para g (¢) v f(¢), respectivamente y los valores
para el caso simétrico ¢, = —¢,, = 1.0.

Las Ecs. en la superficie (5.4) y (5.5) se representan en la forma de Neu-
mann (5.7) mediante dos ecuaciones diferenciales escritas como

n.c,;Vu =gy, (5.12)
resultando ser
Vul.n = 0gif, (513)
—2Vusm = —2VV%u;.n =gy, (5.14)
donde
C o c
g1y = ——Vu = ——uy, 5.15
Y g g (5.15)
g2 = —29gVur.n —2wsuy — p,. (5.16)

La solucién estacionaria de las Ecs. (5.8) y (5.12) produce el perfil solu-
cién ¢(r). Desafortunadamente la solucién de estas ecuaciones ‘estacionarias’
es dificil de obtener y los programas no convergen a menos que estemos
muy cerca de la solucién. Entonces escogemos un modo de iteracién que es
equivalente a encontrar la evolucién en el tiempo de la ecuacién de Landau
% = —% [41]. Esta ecuacién es equivalente a la solucién dependiente del

tiempo de la Ec. (5.6), con

(00 (00
«={opo)Y%=\10)
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Las ecuaciones se resuelven escogiendo un pardmetro de malla ¢ que divide el
espacio en un cierto niimero de elementos. Entonces se itera un determinado
nimero de pasos en el tiempo hasta que se produce la solucién estacionaria.
Para garantizar la existencia de un perfil estacionario calculamos la energia
como funcién del tiempo €Q(t) sustituyendo la solucién para cada tiempo en
el funcional de la densidad [Ec. (5.1)] e identificamos un cierto valor de la
energia que no cambia con el tiempo.

Para realizar los cdlculos se usa una condicién inicial obtenida mediante
el andlisis lineal de la Ec. cinética

0¢/0t = —6Q/6¢ = — [2cV*o—29V?p—g' (V)" + f'] . (5.17)

En esta ecuacion se sustituye la solucién en una dimensién ¢(x) ~ exp(ikz +
wt) despreciando términos no lineales lo cual da como resultado una relacién
de dispersién, w(k) = —2ck* —2gok*+2(2fo—1), donde k = 27 /. El méximo
de w(k) es positivo y por lo tanto es el estado més inestable. Ademds las
condiciones en la frontera imponen valores de k de la forma k = 27n/N donde
n es un entero y N es el tamano de la malla. Es decir, para N = 120, f, = 0,
c=1y go = —3.2, el maximo de w(k) corresponde a un valor de A\ = 120,/24.
Entonces una fase lamelar caracterizada mediante este valor de la longitud
de onda es una eleccién conveniente del estado inicial.

5.3. Paredes planas

El problema en una dimensién corresponde a encontrar el perfil de la
densidad ¢(x) definido en una malla finita. Este perfil es solucién de la Ec.
Euler-Lagrange (5.3) y las condiciones en las superficies dadas mediante las
Ecs. (5.4) y (5.5). Resolvemos tres casos del sistema de superficies planas
inmersas en fases lamelares (Fig. 5.1). El primero corresponde a un sistema
de dos paredes de ancho L separadas una distancia D y el segundo tiene que
ver con una pared cuyo ancho D varfa. En los dos casos anteriores el perfil
se define en el intervalo a < x < b. El dltimo caso se identifica con una
pared de ancho L inmersa en una fase lamelar confinada mediante paredes
localizadas en z = 0, b. La pared inmersa estd separada por una distancia D
de la pared derecha y por b— D de la izquierda. En el primero y segundo caso
se imponen condiciones en la frontera periédicas donde g 2(a) = uq 2(b+ 1)
y u12(a — 1) = uy2(b). En el tercer caso las paredes son rigidas con ciertos
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valores de los pardmetros de pared y se deben satisfacer las condiciones de
superficie [Ecs. (5.4) y (5.5)].

Escogemos los pardmetros de bulto con los valores go = —3.2, fo =0y la
condicién inicial ¢y(z) = 0.07 cos(2mx/5), debido al andlisis lineal de la Ec.
(5.17). Los célculos se realizan con un espacio entre los nodos de 6 = 1.0 y
en el tercer caso la malla se refina dos veces.

Una vez que obtenemos los perfiles estacionarios calculamos la energia
en funcién de la separacién D entre paredes. Esta se obtiene al sustituir
los perfiles estacionarios en la Ecs. (5.1) y (5.2) con lo cual se definen las
contribuciones en el bulto y la superficie: Q(D) = Q,(D) + Q4(D). La fuerza
se calcula derivando la energia en la forma F(D) = —(Qg11 — Qx)/A, con
A =1.0.

En el sistema de dos paredes inmersas en una fase lamelar los pardametros
de superficie son w, = 4.0, gs = —4.0 y p, = 0. Los perfiles estacionarios
para cuatro configuraciones se muestran en la Fig. 5.2 donde se observa la
introduccién de capas lamelares conforme se separan las paredes. En parti-
cular estos perfiles estacionarios corresponden a los primeros cuatro méaximos
de la energfa libre de la Fig. 5.3.

El célculo de la energfa libre en funcién de la distancia D = 2 |z.| entre las
paredes se muestra en la Fig. 5.3, donde la energia se calcula como Q(D) =
(D) + Q41 (D) 4+ Qs2(D). La energia (D) y la fuerza F(D) son funciones
periédicas con A ~ 6.0, un valor distinto del valor inicial A = 5.0, debido a
las condiciones periédicas en este sistema finito, al refinamiento de la malla
y a la presencia de las paredes. Observamos ademds que existe una fuerza
entre las paredes que oscila entre interacciones repulsivas y atractivas. Es de
notar que las bajadas abruptas hacia interacciones atractivas y las subidas
abruptas hacia las interacciones repulsivas, en la Fig. 5.3 (a), son (hasta
donde pudimos establecer) escalones sin ningun valor intermedio entre la
parte repulsiva y la parte atractiva. Esta fuerzas se deben a frustraciones
en la formaciéon de lamelas en las tres regiones de liquido, por lo que el
comportamiento oscilatorio de la energia y la fuerza tiene que ver con la
introduccién y desapariciéon de una capa lamelar entre las paredes como se
puede observar en la Fig. 5.2 (a) y (b). En (a), ¢(z) es caracterizado por 2A
y 3.5\ en las regiones donde —10.5 < z < 10.5 y —60 < x < —30.5.5,30.5
< z < 60, respectivamente. Cuando la separacién aumenta, ¢(x) ahora se
identifica por 3\ en cada una de las regiones donde —13.5 < z < 135 y
—60 < z < —33.5, 33.5 < x < 60, respectivamente. Es decir en —13.5
< z < 13.5 se introdujo una longitud de onda y en las otras dos regiones del
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Figura 5.1: Representaciones esquemadticas del sistema en una dimensién
donde paredes planas son inmersas en fases lamelares. En (a) se representa
un sistema de dos paredes (s y $2) de ancho L separadas por una distan-
cia D = 2|x.| con condiciones en las fronteras periddicas. (b) Corresponde
a una pared sy cuyo ancho D cambia y en (c¢) se muestra un sistema de
una pared sg de ancho L inmersa en una fase lamelar confinada por paredes
s, v sgr localizadas en los limites de la malla x = 0,b. La distancia z. se
mide desde el origen hasta una de las fronteras de las paredes. En (a) y (b)
a<z<b.
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Figura 5.2: Perfiles estacionarios para diferentes distancias D entre dos su-
perficies de ancho L = 20. ¢(x) se define en tres regiones donde —60 < z <
—2.— L, —z. <z < x, z.+ L <z <60. En (a), (b), (c), (d) D = 21,
D =27, D =33 y D = 39 respectivamente. Las ecuaciones se resuelven
para 1000 iteraciones en el tiempo.
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Figura 5.3: (a) Energia  y (b) fuerza F' escaladas con la longitud de la
malla (|b — a| = 120) en funcién de la separacién D entre paredes. Los cuatro
primeros maximos corresponden a los perfiles de la Fig. 5.2. La fuerza oscila

entre interacciones repulsivas y atractivas.
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perfil desaparecieron dos medias longitudes de onda.

Por otro lado conforme la separacién entre las paredes aumenta la energia
crece y para D > 60, se observa el efecto de las condiciones en la frontera
peridédicas. Ademds podemos notar que en este sistema, en suma a las in-
teracciones entre las paredes sélidas, se involucra el efecto del confinamiento
del fluido de forma evidente en la regién donde —z. < =z < z. y en —60
<z < —(x.+ L), z.+ L <z <60 ya que la distancia entre las paredes
aumenta en el centro de la regién, pero disminuye en los bordes al mismo
tiempo.

El segundo caso implica un sistema de una pared inmersa en la fase lame-
lar cuyo ancho D = 2|z.| cambia. Los pardmetros de bulto son los mismos
que en el caso anterior y los de la superficie tienen los valores wy = 4.0,
gs = 4.0 y u, = 4.0. El problema es andlogo a un fluido confinado por dos
paredes debido a las condiciones en la frontera periédicas. En la Fig. 5.4
se muestran los cdlculos de tres perfiles estacionarios conforme la distancia
entre las paredes aumenta. Se observa como en (b) y (a) se ha introducido
una capa en la vecindad de cada pared. Conforme la distancia entre paredes
aumenta, el fluido es confinado a una regién cada vez menor. En la Fig. 5.5
se puede observar el cdlculo de la energia (D) = (D) + Qg vy la fuerza
F(D) en este sistema donde cada funcién es periédica con A ~ 10. Este
periodo corresponde a dos longitudes de onda asociadas a la configuracién
inicial debido a que en cada méaximo se introducen dos lamelas (una en la
vecindad de cada pared). Este efecto se observa en la Fig. 5.4 (a), donde el
perfil se caracteriza por tener 21 longitudes de onda respecto a (b), donde
se describe por 19 longitudes de onda. La periodicidad de la fuerza implica
la variacién de interacciones atractivas y repulsivas entre las paredes cuando
cambia la separacién entre éstas. El crecimiento monétono de la curva de
Q(D) es debido al confinamiento, mientras que los saltos abruptos se deben
a la frustracién de introduccién de las lamelas. La fuerza entre las paredes es
atractiva excepto en un nimero discreto de puntos donde D ~ nA (n entero)
resulta repulsiva.

El tercer caso es un sistema de una pared inmersa en un fluido confina-
do por dos paredes. Aqui los pardmetros asociados a la pared inmersa son
definidos como wy = 1.0, gs = 1.0, u, = 0, y los usados para cada una de las
paredes que confinan la fase lamelar tienen los valores wg, = —1.0, g5, = 1.0
Y sy = 0, con lo cual tenemos efectos de superficie tales que nos permiten
estudiar las interacciones de esta pared inmersa con las dos paredes loca-
lizadas en las fronteras. Usamos la misma condicién inicial ya referida y en
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Figura 5.4: Perfiles estacionarios ¢(x) donde la distancia entre las paredes
es D = 9.0, 19.0, 29.0, en (a), (b) y (c) respectivamente. ¢(z) se calcula en
los intervalos —60 < z < —z., z. < x < 60. Se observa también el efecto
andlogo de una pared cuyo ancho aumenta.
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funciones son periédicas con A\ ~ 10.
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los bordes de la malla, se imponen condiciones en la superficie de Neumann.
En la Fig. 5.6 se observan dos configuraciones conforme varfa la distancia D
entre la pared inmersa y la pared derecha.

08
=
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-08 C 1 1 1 1 1
10 30 50 70 90 ‘I‘IOx
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-0.4

-08 C. 1 1 1 1 1
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Figura 5.6: Perfiles estacionarios para una pared de ancho L = 5 inmersa
en un fluido confinado. ¢(x) se define en las regiones donde 0 < z < z.y
ze+ L <2 <120. En (a) D =55y en (b) D = 57.5. D corresponde a la
distancia entre la pared inmersa y la pared derecha.

La energia total se obtiene al sustituir los perfiles estacionarios en la Ec.
(5.1) y en la Ec. (5.2). La Ec. (5.2) produce las contribuciones superficiales
en las paredes. Es decir, la energfa es de la forma Q(D) = Qy + Qg + Qsz.r
donde el segundo término representa la contribucién superficial de la pared
inmersa y el tercero se asocia a la contribucién de superficie de cada una
de las paredes que confinan el fluido. El célculo de la energia y la fuerza
entre la superficie inmersa y las paredes se muestra en la Fig. 5.7. Aquf
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D =0b— (z.+ L) es referida a la distancia entre la pared inmersa y la pared
de la derecha localizada en z = 120. Las funciones son periédicas con una
longitud de onda determinada como A ~ 2.5 asociada a media longitud de
onda de la configuracién inicial. Este valor tiene que ver con la introduccién
de media lamela en el lado izquierdo del sistema y la desaparicién de media
capa lamelar en el otro lado. Esto se observa en la Fig. 5.6, donde ¢(x) es
caracterizado por 13 longitudes de onda en 0 < z < 65 y 10 longitudes
de onda en 70 < x < 120, para D = 55 y por 12 longitudes de onda en
0 <z <62.5y 10 longitudes de onda en 67.5 < x < 120, para D = 57.5.

Asimismo la periodicidad de la fuerza implica que las interacciones repul-
sivas y atractivas estdn asociadas a la inclusién de una media lamela en uno
y otro lado de la configuracién. Esto se debe en parte a que las interacciones
de pared son simétricas (no contienen un término en el potencial quimico de
superficie p,).

Hay que hacer notar que a diferencia del caso anterior existe una zona
bien determinada de potenciales repulsivos que son més faciles de detectar.
La fuerza es cercana a cero en la mayor parte del intervalo de D’s calculados y
sélo es diferente de cero cuando el potencial tiene caidas y subidas abruptas.
Hasta donde hemos podido determinar las caidas y subidas del potencial
coinciden con la introducciéon de media longitud de onda de una lamela en
un lado de la configuracion.
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Figura 5.7: Calculo de la energia ) y la fuerza I’ para una pared plana
inmersa en una fase lamelar confinada como funcién de la distancia D que
separa la superficie sy de la superficie sg. Dos de los minimos (D = 55 y
57.5) son asociados a las configuraciones de la Fig. 5.6. Las funciones son

periddicas con A = 2.5.
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5.4. Solucién en dos dimensiones: Cilindros

El problema que vamos a tratar es el efecto que tiene la presencia de
una superficie cilindrica en una fase lamelar estable. El propésito es observar
cémo los resultados de la seccién anterior se modifican cuando la extension de
intrusion es finita en dos direcciones. Ahora el sistema de ecuaciones (5.8) con
las condiciones en la superficie (5.12) se implementa en mallas rectangulares
donde a < x < b, ¢ < y < d, con cilindros de radio R. Una solucién del
sistema corresponde al perfil de la densidad ¢(x,y) = ui(x,y) y se resuelve
con condiciones en la frontera periédicas sobre u; y uy donde ujs(a,y) =
u12(b,y) y ur2(x, ¢) = uy 2(x, d). Otra solucién se obtiene cuando se imponen
condiciones en la frontera periédicas sélo en la direccién y y corresponde a
un cilindro inmerso en una fase lamelar confinada. El dominio de la solucién
se divide en elementos a través de diversos pardmetros que caracterizan la
malla y se escoge la maxima distancia entre nodos como 4.

Con este método podemos implementar un sistema de uno y dos cilindros
en una malla rectangular y podemos resolver varios casos cuya representacion
se observa en la Fig. 5.8.

5.4.1. Caracterizacion de los parametros de bulto

Para estudiar los efectos de la superficie cilindrica sobre el sistema, ana-
lizamos el comportamiento en bulto de la mezcla a través del diagrama de
fases de la Fig. 2.14. Esto nos permite identificar el intervalo de pardmetros g
y fo donde la fase lamelar es estable. Para determinar los valores adecuados
de estas cantidades se obtienen las soluciones del perfil ¢(x,y) introduciendo
dos cilindros para valores distintos de gy con fy = 0, con el dominio definido
en los intervalos —60 < z < 60, —35 < y < 35. De esta forma escogimos
go = —3.2, lo cual garantiza que los efectos de tamafo finito son aceptables,
ya que conforme gy es mas grande, A\ aumenta y estos efectos son evidentes
como se puede apreciar en la Fig. 5.9.

5.4.2. Caracterizacion de los parametros de superficie

Una vez que definimos los pardmetros de bulto obtenemos los perfiles
de la densidad estacionarios ¢(x,y) donde —60 < =z < 60, —35 < y <
35, lo cual nos permite estudiar diversas caracteristicas del sistema a través
de los pardmetros de superficie del modelo. Encontramos varios regimenes
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Figura 5.8: Cilindros de radio R inmersos en una fase lamelar representada en
una malla rectangular definida por a < x < b, ¢ <y < d. (a) Un cilindro (sg)
cuyo centro se encuentra en el origen. (b) Dos cilindros (s; y sq) separados
una distancia D = 2|z.| donde z. es la distancia medida desde el origen
hasta el centro de cada cilindro. (c) Un cilindro inmerso en una fase lamelar
confinada por paredes s; y sg donde D =b—z.. En (a)y (b) se imponen
condiciones en la frontera periédicas. En (c) las condiciones periédicas se
imponen en la direccién y.
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Figura 5.9: Efectos del tamano finito de la malla en una arreglo lamelar en
presencia de superficies cilindricas. Se muestran las proyecciones en el plano
x — y del perfil de la densidad ¢ y su comportamiento con el pardmetro go.
Los pardmetros de pared son ws = g; = u, = —4.0 y el de bulto fy = 0. En
(a)—0.962 < ¢ < 1.451, go = —2.2. En (b) —0.944 < ¢ < 1.444, g9 = —2.7
y en (¢) —0.959 < ¢ < 1.442, go = —3.2. Las regiones claras corresponden a
densidades positivas (fase rica en aceite) y las obscuras a densidades negativas
(fase rica en agua). En (a) el efecto de la curvatura se extendié sobre todo
el sistema ya que para este valor de gq el sistema estd muy cerca del punto
tricritico del diagrama de fases.
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correspondientes a distintos comportamientos de la superficie de un cilindro
de radio R inmerso en el liquido. El cédlculo de los perfiles se observa en la
Fig. 5.11. Notamos que partiendo de un arreglo inicial de lamelas ordenadas
(Fig. 5.10), donde A ~ 5.0, la superficie curvada influye en la configuracién
de tal modo que las lamelas son distorsionadas como consecuencia de la
interaccion con la superficie. Observamos ademés que debido a los efectos de
la malla se localizan defectos puntuales y los arreglos presentan caracteristicas
particulares de acuerdo a los valores de los pardmetros de superficie.
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Figura 5.10: Arreglo lamelar inicial donde ¢(z,y) = 0.07 cos(2mx/A).

Cuando p, = 0, encontramos cuatro tipos de efectos de la superficie
cilindrica sobre las lamelas. El primero de éstos corresponde a los valores
ws = gs = 4.0 de la Fig. 5.11(a). Los restantes corresponden a w; = g5 = —4.0
[Fig. 5.11(b)], ws = —gs = 4.0 [Fig. 5.11(c)] y ws = —gs = —4.0 [Fig. 5.11(d)].
Para (a) las lamelas son distorsionadas por el efecto de la superficie y se
observa como éstas convergen hacia el cilindro. Aqui se formé un defecto
puntual asociado a una lamela localizada en la mitad de la malla. En (b) se
obtiene una configuracién distinta donde la fase rica en aceite estd “mojando”
la superficie en su mayorfa. De igual forma las lamelas son distorsionadas
curvandose de forma notoria en la cercanfa de la superficie. También surgié
un defecto puntual pronunciado en la mitad de la malla donde la fase rica en
agua estd mojando a la superficie. El caso en (¢) muestra una configuracién
similar al de (a), pero ésta no presenta defectos. Se nota que el efecto de
la curvatura de la superficie en las lamelas es mds simétrico y existen en
promedio un nimero menor de lamelas que se pegan a la superficie comparado
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con el caso en (a). Es interesante notar que en las dos configuraciones (a)
y (c) el valor de ws es negativo y el potencial de pared es repulsivo a las
dos fases (agua) y (aceite) por tanto cerca de la superficie la densidad ¢ es
muy cercana a cero. En la tltima configuracién [(d)] se formé un defecto
puntual en el lado izquierdo de la malla en la cercania de la superficie. Esto
es consecuencia de los efectos de la malla y de la condicién inicial, ademaés
se observa como la fase de aceite quiere “mojar” a la esfera en la mayoria de
su superficie [Fig. 5.12].

Si el campo de pared p, > 0, la configuracién también presenta lamelas
deformadas debido a la superficie cilindrica. En la Fig. 5.13 se muestra un
arreglo lamelar donde la superficie prefiere la fase rica en agua. Las lamelas
son deformadas de una forma simétrica con respecto a la superficie. El efecto
de “curvado” o distorsién de las lamelas se extiende sobre todo el sistema.

Los resultados anteriores nos permiten entender los efectos de la superficie
caracterizada por los pardmetros wg, gs v 1,. Para p, = 0, el efecto superficial
se determina a través de wg, ya que si ws; > 0 el fluido tiende a secar la
superficie y cuando w, < 0, la superficie es mojada por una de las fases.
Esto puede entenderse mediante la contribucién superficial a la energfa libre
[Ec.(5.2)] ya que si ws < 0y gs > 0 la energia baja. Para p, # 0, podemos
definir la afinidad de la pared por una de las fases, es decir, si u, > 0 la
superficie prefiere la fase rica en agua y si p, < 0 el cilindro prefiere la fase
rica en aceite. En todos estos casos se escogié d = 1, es decir si A = 5, existen
al menos 5 puntos de la malla por cada lamela.

5.4.3. Interaccién entre dos cilindros

Podemos calcular los perfiles de la densidad ¢(x,y) para un arreglo de
dos cilindros inmersos en una fase lamelar estable. Los resultados se mues-
tran y discuten en esta seccién para distintos conjuntos de pardmetros de la

superficie donde los pardmetros de bulto son g9 = —3.2y fo = 0.
El primer conjunto de pardmetros corresponde a los valores p, = 4.0,
ws = gs = —4.0 y se refiere a las configuraciones de la Fig. 5.14. En (a) los

cilindros se encuentran a una cierta distancia D = 2|x.|, donde el arreglo
lamelar se ha curvado y forma un puente de la fase rica en agua entre éstos.
También se observan defectos puntuales como en el caso de un cilindro. En
(b) aproximadamente dos lamelas se han introducido entre los cilindros y
para la configuracién (d) ya se han introducido tres lamelas.

Con cada perfil estacionario obtenemos la energia libre sustituyendo ¢(x, y)
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Figura 5.11: Perfiles de la densidad en el sistema de una cilindro inmerso en
una fase lamelar. Los pardmetros de bulto se indican en el texto, el radio
del cilindro es R = 10. Para cada caso pu, = 0; en (a) ws, = gs = 4.0,
—0.931 < ¢ < 0.869, en (b) wy = g5 = —4.0, —1.313 < ¢ < 1.333, en
(c) ws = —gs = 4.0, —0.892 < ¢ < 0919 y en (d) ws = —gs = —4.0
—1.25 < ¢ < 1.374.
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Figura 5.12: Detalle del efecto de la superficie curvada en el arreglo lamelar
correspondiente a la Fig. 5.11 (d).
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Figura 5.13: Efecto de la superficie en la configuracién lamelar cuando los
pardmetros de pared son ws; = g; = —4 = —pu,. Se puede observar que la
superficie prefiere la fase rica en agua.
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Figura 5.14: Energia Q(D) y perfiles de la densidad ¢(z,y) donde —60 <
r < 60, —35 < y < 35. Las configuraciones (a), (b) y (c) corresponden a
estados estacionarios para un sistema de dos cilindros inmersos en una arreglo
lamelar conforme la separacién entre éstos crece. La distancia es D = 2|z.|,
siendo z. la coordenada correspondiente al centro de cada cilindro. En (a)
r. = +12.5 ,—1.44 < ¢ < 0.95, (b) . = £16.5, —1.442 < ¢ < 0.94 y (c)
r. = £22.0,—1.452 < ¢ < 0.939. La energia €2 en funcién de la separaciéon
D entre los cilindros estd normalizada con el drea de la malla. La curva
discontinua es una gufa.
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en la Ec. (5.1) obteniendo la energia libre en el bulto §2;. La contribucién de
la superficie a la energfa se obtiene sustituyendo los valores del perfil de la
densidad determinados en las superficies en la Ec. (5.2). La energia queda
determinada como Q(D) = Q, + Q4 + Q4 en funcién de la distancia D entre
los cilindros. Esta energia se observa en la Fig. 5.14 donde Q(D) esta nor-
malizada con el drea de la malla A = |(b — a)| X |(d — ¢)|. Aqui notamos un
comportamiento aleatorio, donde la energfa es una funcién con ruido asoci-
ado a la formacién de defectos puntuales en las configuraciones de la Fig.
5.14 (a), (b) y (c) y a las caracteristicas de la malla usada por el método del
elemento finito. Es decir el cdlculo depende de la malla lo cual indica que se
necesita un valor de ¢ mas pequeno.

En el cdlculo anterior el valor de la maxima distancia entre los nodos es
de 6 = 1; es decir, existen cinco puntos de la malla en una longitud de onda.
Aunque los perfiles convergen bien dentro de un pardmetro de error de 1079,
la energfa libre siendo una suma sobre toda la malla puede no estar bien
determinada. Asf en el préoximo problema redujimos el pardmetro a § = 0.55,
teniendo entonces 9 puntos por cada lamela. Claro que esto se paga porque
aumenta el nimero de nodos y tenemos que reducir el tamano del dominio
para tener un nimero manejable de éstos.

Entonces ahora resolvemos un sistema con los valores de los pardametros
de superficie 1, = 4.0, wy = —gs = 4.0. Como hemos mencionado, este caso es
distinto al anterior ya que la malla es escalada respecto a la anterior donde
el dominio se define en —30 < z < 30 y —17.5 < x < 17.5 y ademés el
radio del cilindro es R = 4.0. Los perfiles de la densidad y la energia como
funcién de la distancia D se observan en la Fig 5.15, donde los minimos
y méaximos corresponden a los perfiles estacionarios. Podemos decir que la
funcién (D) oscila caracterizada por valores méximos y minimos donde se
observa que en el sistema se introducen capas lamelares, y las lamelas son
distorsionadas en varias formas debido a la presencia de las superficies. Estos
efectos se observan en (a), (b), (¢), (d), (e), (f), (g) y (h) donde los perfiles
se caracterizan por contener 9 lamelas en todo el dominio. En (a) se forma
un puente de la fase rica en agua y en (b) ya se introdujo una lamela que
se deforma debido a la interaccién con las superficies. En las configuraciones
(d) y (e) esta lamela es curvada de distintas formas, hasta que en (f) y en
(g) se introducen dos y tres lamelas respectivamente.

En las curvas de energia contra distancia, encontramos tres minimos en
(c), (f) y (h), los cuales corresponden a la introduccién de media lamela
entre las dos superficies cilindricas. La distancia entre estos minimos es del
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Figura 5.15: Energia Q(D) y perfiles de la densidad ¢(z,y) para un sistema
de dos cilindros separados una distancia D. (a) —0.820 < ¢ < 0.862, D = 10,
(b) —0.82 < ¢ < 0.924, D = 16.0, (c) —0.853 < ¢ < 0.982, D = 16.5, (d)
—0.853 < ¢ < 0.982, D = 17.0, (e) —0.864 < ¢ < 0.93, D = 18.5, (f)
—0.866 < ¢ < 0.878, D = 20.5, (g) —0.817 < ¢ < 0.865, D = 22, (h)
—0.807 < ¢ < 0.865, D = 24.
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orden de 3.7 que corresponde aproximadamente a media lamela. En el tltimo
minimo en D = 29 los cilindros ya estdn muy cercanos por las condiciones a
la frontera periédicas.

Otro conjunto de pardmetros corresponde a los valores w, = —¢g, = 4.0,
i, = 0. Los resultados de la solucién de este caso se aprecian en la Fig. 5.16
donde se obtiene el comportamiento del perfil de la densidad ¢(z,y) para
distintas posiciones de los cilindros y la energfa €2 en funcién de la distancia
D entre los cilindros. En esta figura observamos, en analogia con los sistemas
anteriores, que la configuracién inicial de lamelas ha sido deformada. Aquf los
arreglos lamelares no forman puentes alrededor de los cilindros y no aparecen
defectos puntuales.

Para este caso las lamelas convergen hacia las superficies cilindricas porque
ws > 0. Cada una de estas configuraciones, (a), (b) y (c) corresponden a los
méximos de la energia (D) donde se observa que la energia ) presenta un
comportamiento oscilatorio en funcién de la distancia con A\ ~ 4.0, asociado
a la introduccién de medias lamelas.

El célculo anterior fué refinado de tal forma que se realizé en una malla
donde —60 < z <60y —17.5 <y < 17.5, con R = 5.0y 6 = 0.6, con el
mismo valor de los pardmetros de superficie. Los resultados se muestran en
la Fig. 5.17 donde se observan caracteristicas similares a las encontradas en
el caso anterior. En (a) se identifica media lamela introducida entre las dos
superficies, en (b) existe 1% lamelas y para la configuracién (c) ya se localizan
2% lamelas, lo que quiere decir que entre cada configuracién se ha introducido
una lamela.

Se observa una cierta periodicidad en la energia (D) para el intervalo de
distancias 16.0 < D < 30.0, identificando una longitud de onda A ~ 4.0 entre
los méximos (b) y (c). Observamos que para distancias pequenas la energia
Q) presenta maximos pronunciados debido a la introduccién de una lamela en
todo el dominio. Para 30.0 < D < 60.0, se espera que el comportamiento sea
simétrico debido a las condiciones en la frontera peridédicas. Adem&ds como
en casos anteriores existen algunos méximos que no hemos podido identificar
con la estructura de las lamelas.
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Figura 5.16: Energia Q(D) y pardmetro de orden ¢(z,y) obtenidos para el
sistema de dos cilindros inmersos en una fase lamelar. En (a), (b) y (c)
x. = 15.5,-0.925 < ¢ < 0.899,z. = 17.5, —0.886 < ¢ < 0914, 2. =
19.25, —0.865 < ¢ < 0.872 respectivamente. La energia es oscilatoria con un
periodo aproximado de media lamela.
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Figura 5.17: Perfiles de la densidad [(a), (b) y (c)] y energia Q(D) calculada
en el intervalo 10.5 < D < 30 para el sistema a escala de la Fig. 5.16. En
(a) —0.876 < ¢ < 0.924, D = 17.5, (b) —0.925 < ¢ < 0.933, D = 24.5, (c)
—0.890 < ¢ < 0.911, D = 28.5. Las configuraciones anteriores corresponden
a los méaximos senalados en la energia.
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5.4.4. Cilindro inmerso en una fase lamelar confinada

Para estudiar el sistema de un cilindro inmerso en una fase lamelar y su
interaccién con una pared plana resolvemos la ecuacion cinética en una malla
rectangular donde 0 < z < 90, —35 < y < 35, introduciendo condiciones en
la frontera periédicas en la direccién y. Dos paredes se localizan en z = 0 y
en r = 90 e interaccionan con el fluido.

En este sistema podemos estudiar las configuraciones conforme el cilindro
se aleja o se acerca a una de las paredes. En este caso estudiamos la interac-
cién del cilindro con la superficie de la derecha. Los pardmetros de superficie
del cilindro se escogen como wy = —gs = 4.0, u, = 0 y para las paredes
planas wgy, = g, = —4.0, uy, = 0. Esto permite alinear las lamelas a lo largo
de las paredes activas. Los pardmetros de bulto corresponden a los usados en
la seccién anterior para el sistema de dos cilindros.

Partimos de la misma condicién inicial ¢(z,y) = 0.07 cos([2mz/5]) intro-
ducida en los caso anteriores, encontrando soluciones estacionarias para un
tiempo t = 2000 en cada caso. En la Fig. 5.18 calculamos cuatro configura-
ciones donde el cilindro se acerca a la pared. Observamos que el efecto del
cilindro es similar al obtenido en los resultados previos. Es decir las lame-
las se deforman y convergen hacia el cilindro como en la Fig. (a) donde las
paredes tienen preferencia por la fase de aceite 6 agua. En la configuracion
(b) una de las lamelas se deforma de tal manera que se estd rompiendo como
ya lo ha hecho en la Fig. (c¢). En la configuracién de la Fig. (d) una media
lamela de la fase rica en aceite estd en contacto con el cilindro en su extremo
derecho.

Otra secuencia de configuraciones se calcula en la Fig. 5.19 donde de igual
forma se sigue observando el efecto de las superficies, es decir las lamelas
siguen deformédndose y rompiéndose conforme el cilindro se acerca a una de
las paredes. En (g) la capa de la fase de aceite cercana a la pared derecha
presenta una deformacién notoria en el lado cercano al cilindro. En la Fig.
(h) se observan dos defectos puntuales producto de la naturaleza de la malla
en el método numérico.

Con estos perfiles calculamos la energfa (D) = Q,(D)+Q;, (D)4, (D)
que resulté tener un comportamiento aleatorio. Esta funcién presenta ruido
debido a las caracteristicas de la malla, a los defectos puntuales y a que
el término Q. + ;g es muy grande. Entonces, con el fin de mejorar el
célculo resolvimos el sistema en una malla escalada definida en el dominio
0<x<60y—17.5 <y <17.5 con R = 4.0. Asi la malla se puede dividir en
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Figura 5.18: Primera secuencia de perfiles de la densidad [¢(z,y)] obtenidos
para el sistema de un cilindro y dos paredes donde la posicién del cilindro
cambia. En (a), (b), (¢) y (d), z. = 60, —0.932 < ¢ < 1.348,z. = 61
,—0.938 < ¢ < 1.349, x. = 64,—-0.917 < ¢ < 1.352,2, = 70,—-0.875 <
¢ < 1.352 respectivamente. El radio es R = 10. La configuracién inicial
corresponde a lamelas orientadas en la direccion de las paredes planas.

120



it

(9) (h)

: (l ”
[

0 .
10
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80

-20
-30

Figura 5.19: Segunda secuencia de perfiles [¢(z,y)] donde xz. = 73, 74.5,
77,775y —0.915 < ¢ < 1.348, —0.868 < ¢ < 1.353, —0.859 < ¢ < 1.339 y
—0.925 < ¢ < 1.355 en (e), (f), (g) y (h) respectivamente. En (h) se observan
defectos puntuales.
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un nimero grande de elementos y se puede definir con una mejor precisiéon
el perfil ¢(z,y). El término de la energia superficial se redujo escogiendo los
siguientes valores para los pardmetros de las paredes (sp y sg), ws, = —0.05,
gsp = —4.0y pg, = 0y para el cilindro w, = 4.0, gs = —4.0 y p, = 0.

El cédlculo de los perfiles estacionarios se muestra en la Fig. 5.20. La
energia como funcién de la distancia D y las configuraciones cercana a la
inicial y final se muestran en la Fig. 5.21 lo que corresponde a una funcién
oscilatoria la cual presenta minimos localizados y méximos. Estos extremos
son asociados a la introduccion de capas lamelares entre el cilindro y la pared
sr v a la deformacién de estas lamelas debido a la presencia del cilindro y
de las dos superficies. Dicho efecto se aprecia en la Fig. 5.20 donde en (a)
se observa una capa de la fase rica en agua y una capa de la fase rica en
aceite deformada. Esta configuracién corresponde a un minimo. Conforme se
separa el cilindro de la pared en (b) se observa como la capa de la fase rica
en aceite se ha separado de la superficie cilindrica y aparece otra capa de la
fase rica en agua deformada por el cilindro. En (¢) de manera similar existen
dos capas de la fase rica en agua entre la pared y el cilindro y ademds una
capa de la fase rica en aceite curvada hacia la superficie cilindrica la cual en
la configuracién (c), se ha desprendido. Ademds de que una capa de la fase
rica en agua se mantiene en contacto con el cilindro.

En este caso encontramos dos efectos. El primero ya descrito es la sucesiva
inclusion de media lamela entre la pared de la derecha y el cilindro. El segundo
corresponde a una inclusién de una lamela completa en todo el dominio, como
sucede en algunos de los casos anteriores. Todos los minimos de la energfa €2
corresponden a sistemas en los que hay 10 lamelas mientras que en el resto
de los otros puntos de la curva, caben 11 lamelas completas. No encontramos
una clara periodicidad en este comportamiento y ademas hay que notar que
es fécil perder un minimo en el cdlculo ya que estan muy localizados.

Este cdlculo se modifica cuando la malla se desplaza una posicién en la
direccion x y queda determinada en el dominio 1 < z < 61 y —17.5 <
y < 17.5. De esta manera la condicién inicial cambia y podemos obtener
resultados que presentan otras caracteristicas. Estos célculos se detallan en
las Figs. 5.22 y 5.23, los cuales corresponden a las proyecciones de los perfiles
de la densidad ¢(x,y) conforme la distancia D = 61 — z. entre el cilindro y
la pared de la derecha aumenta, y a la energia (D) respectivamente.

Analizando las configuraciones (a)-(c) se puede determinar que de un la-
do se introduce una media lamela y del otro lado desaparece. Esto se puede
identificar cuando en cada una de las configuraciones escogemos y = 0 y
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Figura 5.20: Perfiles de la densidad para un cilindro inmerso en una fase
lamelar confinada conforme el cilindro se aleja de la pared de la derecha.
(a) —0.885 < ¢ < 0.918, D = 16.0, (b) —0.817 < ¢ < 0.836, D = 16.5,
(c)—0.86 < ¢ < 0.848, D = 21.0, (d)—0.817 < ¢ < 0.823, D = 21.5.
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Figura 5.21: (i) Energia Q(D) donde 15 < D < 30 se refiere a la distancia
con respecto a la pared de la derecha (sg). El comportamiento es simétrico
para D > 30. Las configuraciones (a) y (b) senaladas en (D) se asocian
a los perfiles de la Fig. 5.20. Las configuraciones (e) y (f) corresponden a
—0.783 < ¢ < 0.811, D = 5.25, —0.815 < ¢ < 0.798, D = 30 respectiva-
mente. (ii) Detalle de la energia 2 para 5.0 < D < 15.5 donde se observa el
comportamiento aleatorio de ésta.
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caracterizamos los perfiles en una dimensién, identificando las zonas obscuras
como minimos y las zonas claras como méximos, ademds de que en la su-
perficie ¢ ~ 0. De esta manera en el caso (a) el perfil en una dimensién se
caracteriza por (74 3/4) lamelas del lado izquierdo y en el derecho por (1/4)
de una lamela. Para la configuracién (b) el perfil cuenta con (7+1/4) lamelas
en el lado izquierdo y (3/4) de lamela en el derecho lo que quiere decir que
en (b) desaparece y se introduce (1/2) lamela del lado izquierdo y derecho
respectivamente. El mismo efecto se produce en (c) y (d) cada uno caracte-
rizados por (6 +3/4), (6 +1/4) en el lado izquierdo y (1+3/4),(1+1/4) en
el lado derecho, respectivamente. Debemos mencionar que existen maximos
que son producto del ruido en el célculo.

En la energia (D) se pueden identificar estos efectos, donde los méxi-
mos de la funcién son obtenidos con las configuraciones (a), (b), (c) y (d).
Aqui describimos los cuatros méximos asociados a las distancias D = 9.5,
12.0,15.5 y 18.0. Las distancias entre éstos corresponden a d = 2.5,3.5 y 2.5,
respectivamente, por lo que en promedio podemos identificar una periodi-
cidad en Q(D) correspondiente a media lamela respecto a la fase en bulto.
Esta periodicidad se define con més precisién cuando comparamos la energia
total 2 = €, + €, con la energia en bulto ), donde se definen mejor los
méximos. Calculando la transformada de Fourier Q(k) y (k) de Q y Qy,
[Fig. 5.23 (iii)], se obtiene la periodicidad de la energia que corresponde a
media lamela.

En resumen encontramos que la inclusiéon de paredes planas y cilindros
en la fase lamelar de una solucién anfifilica siempre induce una fuerza so-
bre las inclusiones. Esta fuerza es periédica con una longitud de onda que
corresponde a una lamela completa o a media lamela segiin las condiciones
externas sobre el fluido. Como el cédlculo de 2 involucra la suma sobre to-
dos los puntos de la malla, podemos apreciar que el cdlculo numérico de
estas propiedades, en el caso de inclusiones cilindricas, es muy demandante
en cuanto a la capacidad de maquina ya que sélo con mallas muy finas se
pueden obtener estas periodicidades.
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Figura 5.22: Perfiles de la densidad conforme la distancia D entre el cilindro y
la pared derecha aumenta. En (a), (b), (¢) y (d) —0.843 < ¢ < 0.975, D = 9.5,
—0.916 < ¢ <0919, D =12.0,-0.87 < ¢ < 0.905, D = 15.5,-0.896 < ¢ <
0.871, D = 18.0, respectivamente
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Figura 5.23: (i) Energfa 2 como funcién de la distancia D entre la pared
derecha y el cilindro. Los valores maximos de la energia se identifican con
(a), (b), (c) y (d) y corresponden a las configuraciones de la Fig. 5.22. (ii)
Q(D) [--e-- | comparada con el valor la energfa de bulto Qy(D) = Q, — Q,,
[—0—] donde €2,,, = 0.025 es una constante. (iii) Transformada de Fourier de
Q(D) y Qo, en términos del vector de onda k.
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5.4.5. Solucion alternativa: discretizacion del funcional

Para resolver el problema mediante otro método partimos del funcional
de la densidad [Ec. (3.22)] escrito en forma discreta introduciendo términos
asociados a interacciones por pares en el laplaciano y gradiente. Aqui la
ecuacién de Euler-Lagrange se resuelve con el método de Euler mediante el
modelo ¢° asociado a la energfa libre de bulto [Ecs. (2.20) y (2.21)].

Como primer paso discretizamos el funcional de la Ec. (5.1) para lo cual
definimos una malla en dos dimensiones de tamano N x N con un cilindro
de radio R. Queremos encontrar el perfil de equilibrio ¢, ; que minimiza este
funcional el cual se forma de dos contribuciones,

Q [qﬁm} =} [@j] + €, |:¢7,jj| : (5.18)

La contribucién del bulto €2 lo escribimos como

Wloi5] = DIF (9u) = 16i] - M (5.19)
1
5 [9000) T 9 (Gun)] - [y = 0] May M
1
+ 202 19 (0i5) + 9 (bij11)] - [Dijr — ¢i,j]2 - M ;- M

c 2
+ s [¢z‘+1,j + i1t Qi1 T Gij1 — 4@,3’} Ay

donde hemos introducido la definicién del gradiente cuadrado y laplaciano
en una malla determinados con las expresiones,

1
- ([Cbiﬂ,j - ¢i,j}2 + [¢i,j+1 - ¢”]2> ) (5-20)

2
(Vo) = -
1
Vi ~ 2 [¢i+1,j T i1yt Pij t Py — 4¢i,j} ’ (5.21)
siendo a la constante de la red.

La densidad de energia libre en bulto es definida mediante el modelo ¢°
como
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2

J (@) = (60— 00)° (625 + o) (915 — u)
y la cantidad g (¢i7j) es,

(5.22)

g (wa) = go+ 92¢?,j7 (5.23)

con go = 4v/(1+ fo) — go + 0.01. Para estos célculos usaremos los valores
¢, = —0¢, = 1.0.

El primer término de la Ec. (5.19) es la suma en todos los sitios en el
bulto. Los dos términos siguientes toman en cuenta sélo interaccciones por
pares. Esto se puede hacer introduciendo las matrices M, M? y M’ ya
que la suma se realiza en los sitios de bulto, sin tomar en cuenta los que se
encuentran dentro del cilindro. Esto se ilustra en el esquema de la Fig. 5.24.
M es una matriz con entradas M; ; = 1 en el bulto y M; ; = 0 fuera de éste.
MP y M¥* se construyen a partir de la matriz M con un sitio recorrido hacia
abajo (i =i — 1) y hacia la izquierda (j = j — 1) respectivamente.

La matriz A = M- MP? . MY . MY . M®, que multiplica al término de
laplaciano discretizado, define la suma de ‘cruces’ o de cinco sitios. Las ma-
trices MY y M¥ son calculadas a partir de la matriz M con un sitio recorrido
hacia arriba (i =i + 1) y hacia la derecha (j = j + 1) respectivamente.

La contribucién superficial a la energia es

€2y [¢w] - Zﬂs¢i,j S5 + ws¢§,j - Sij (5.24)
i’j
+9s Z{ [¢i+1,j - ¢i,j}2 : Si,j-MZ%
i’j

+ [¢z‘,j+1 - ¢z‘,j]2 : Sz',j‘ij}-

En esta expresion, se ha introducido la matriz de superficie S que define la
suma Unicamente en los sitios de la pared cilindrica, donde S;; = 1 en la
superficie y S; ; = 0 fuera de ésta. También usamos la definicién de gradiente
cuadrado discretizado de forma andloga a la Ec. (5.20). Los pardmetros de
superficie tienen el mismo significado fisico ya discutido, donde el pardmetro
i, es el valor del potencial de pared. El pardmetro w, mide la diferencia
entre las interacciones en la superficie y las interacciones en el bulto y g, estd
relacionado con un potencial quimico local del anfifilo en la pared.
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Una vez determinado el funcional de la energfa libre, calculamos la primera
variacion para encontrar la ecuacién de Euler-Lagrange y encontrar los per-
files de la densidad en equilibrio. La ecuacién de Euler-Lagrange del bulto,
correspondiente a la Ec. (5.18) es

5Qb 9 1 5 1 26
5¢i,j - [f (¢i,j) - ,U} . Mi7j—|—2—a29 (Qbi,j)Tl + ?TQ + ETg =0, (525)

donde

T = [¢i+1,j - gbi,j}z Mi,j-Mﬁ + [¢i,j+1 - ¢i,j}2 MZJMzLj (5-26)

+ [(b” - ¢i71,j]2 MUMZUJ + [¢zg - ¢i,j71]2 Mi,j‘Mz‘JE‘»

I, = g (@fl,j) [@57;,3- - @fl,j} Mivj'Mz‘% (5.27)
=9 (bir15) [Gi415 — big] Mig- M
+9 (615-1) (615 = Giya] Mij- M
=9 (i511) [0i41 — &3] Mi M

—9g (d)zg) [¢z’+1,j + i1 T bt Py — 4¢¢,j] - Aij
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Ty = [fij+ bioy+ bimrjr T Gimrjr —4bi1y] - AL, (5.28)
+ [¢z‘+2,j + @it iv1 i1 T Pig1j-1 — 4¢z’+1,j} : Afj
+ [Pic1jo1 + Pirjor + Gij + bijoo — 4y j1] - Aﬁj
- [¢i+1,j+1 + ¢i71,j+1 + ¢i,j+2 + ¢” - 4¢i,j+1} ’ Az‘L,j

+ 4 [¢i+1,j + i1t Pijir T Gij1 — 4¢z,j] - Ay

Las matrices AV, AP AT y AL en la expresién (5.28) toman en cuenta
las ‘cruces’ (conjunto de cinco sitios) desplazadas hacia arriba, abajo, derecha
e izquierda, respectivamente. En analogfa con el esquema de la Fig. 5.24, que
ilustra los sitios descontados en la suma, estas matrices permiten contar el
conjunto de cinco sitios que se encuentran en el bulto, no contando los que se
localizan dentro o en la misma superficie. Las matrices se definen a partir de
la matriz A con con los sitios recorridos en las cuatro direcciones (i =i+ 1,
j=j+1).

i j

i 1,]

i1

Figura 5.24: Esquema de los sitios discriminados en la suma debido a su
localizacion dentro del contorno cilindrico.

La condicién en la superficie es
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082 0
6¢ (5¢ \ + Mg SZ,] + w5¢2,] SZ,] (5 9)

—20.{ [¢z‘+1,j - (bi,j} Si,j'Mil;' - [(bi,j - (bi—l,j} SZJMzUJ

+ [¢i,j+1 - ¢i,j] Siaj'Mi]?j - [¢i,j - ¢i7j—1] Si,j'Mi}E}-

Donde el primer término corresponde a la variacién (5.25) definida en la
superficie.

Para resolver las ecuaciones de Euler-Lagrange (5.25) y (5.29) usamos el
método numérico de Euler iterando con un perfil de entrada. Esto significa
resolver la ecuacién cinética 0§2/0¢ = —0¢/0t.

El célculo se lleva a cabo introduciendo un perfil ¢, ; inicial y bajo un pro-
ceso iterativo encontramos las soluciones ¢; ; en cada paso At de la cinética,
donde usamos un método de Euler convencional. Para saber si el sistema se
relaja al equilibrio calculamos la energfa, sustituyendo el perfil para cada t en
la Ec. (5.18). De esta forma encontramos la energia como funcién del tiempo
Q(t). Si después de un cierto nimero de iteraciones esta energia no cambia
hemos encontrado el valor de equilibrio de la energfa correspondiente al perfil
estable.

Para estudiar el caso de dos cilindros, calculamos una matriz compuesta S
la cual define dos contornos circulares mediante S; y So. Esta matriz permite
definir las matrices de bulto M y A. El modelo de la Ec. (5.18) se modifica y
es usado para resolver un sistema compuesto de dos cilindros inmersos en una
mezcla ternaria. La variacién del funcional de la densidad define la misma
Ec. de Euler-Lagrange (5.25) con la condicién en la frontera (5.29).

En la Fig. 5.26 se muestra una configuracién correspondiente a una malla
de 248 x 248 puntos y un cilindro de radio R = 14. La configuracién inicial
corresponde a una fase lamelar donde ¢ = cos(kx), donde = = ia, para toda
i (Fig. 5.25). Observamos que el sistema evolucioné hacia una configuracion
donde las lamelas son deformadas alrededor de la superficie y los dominios
forman defectos.

En la Fig. 5.27 se muestra una configuracién final con dos cilindros inmer-
sos en una fase lamelar donde N = 260. Aqui se ha comenzado con un perfil,
semejante al usado para un cilindro, de lamelas orientadas en una direccion.
Se observa que las lamelas se deforman de forma similar a como ocurre para
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el caso de un cilindro y se forman también defectos. Estas caracteristicas se
han propagado sobre toda la red.

Figura 5.25: Configuracién inicial correspondiente a una fase lamelar orien-
tada en una direccion.

En estos céalculos se puede ver que hay muy pocos puntos de la malla
por lamela y sin embargo se observa cémo se extiende el efecto del cilindro
sobre toda la malla. Por otro lado es muy dificil expresar las contribuciones
de bulto y superficie a la energfa libre. Sin embargo vemos que no existen
muchas diferencias cualitativas en los perfiles respecto a los célculos llevados
a cabo con el método del elemento finito. Aunque de entrada la geometria
de la malla es distinta ya que aquf la red es cuadrada.

En el caso de dos cilindros se observa con claridad el efecto de la malla
porque las lamelas deformadas forman dangulos muy precisos debido a que
éstas se definen con muy pocos puntos de la malla. Este cdlculo se podria
mejorar incluyendo un incremento en la malla dx y definiendo

1
(Vor = o (ons =o'+ Bun —6,]). (630)
V2¢ = m [¢i+1,j + ¢5i71,j + ¢i,j+1 + ¢i,j71 - 4¢i,j] ) (5-31)

ya que esto aumenta el nimero de puntos en cada lamela pero también reduce
el tamano del dominio.
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Figura 5.26: Evolucién del sistema de un cilindro inmerso en una fase lamelar.
Se observa un arreglo de lamelas deformadas y defectos. Los pardmetros de
bulto son fy =0, go = —4.0 y los pardmetros de superficie son p, =0, gs = 0,
ws = 0. La malla se define con N =248, a = 0.55 y R = 14.0.

134



Figura 5.27: Configuracién generada después de 1x10° iteraciones para el
sistema de dos cilindros. N = 260, a = 0.55,R = 18, u, = 1.0, g, = 0,
ws = 0.
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Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo estudiamos diversos efectos en el comportamiento de fa-
ses de superficies sélidas esféricas, planas y cilindricas inmersas en fluidos
ternarios anfifilicos. Resolvimos dos problemas los cuales correspondieron al
estudio del mojado de una esfera y al estudio de los efectos de paredes planas
y cilindricas inmersas en fases lamelares.

En el mojado de una esfera por el fluido anfifilico encontramos transi-
ciones de primer orden de casi-mojado entre capas gruesas y delgadas. Estas
transiciones se representan en diagramas de fase donde distintas estructuras
promovidas por el mojado son estables. Este problema se resolvié usando
la teoria de Ginzburg-Landau con un modelo parabdlico por partes para la
energia libre en bulto f y un modelo de constantes por partes para la funcién
A. Este modelo nos permitié encontrar soluciones analiticas para los perfiles
de la densidad y realizar el cdlculo de los diagramas de fase. Las transiciones
de casi-mojado son verificadas usando minimos locales del gran potencial o
potencial efectivo.

Escogimos dos conjuntos de pardmetros en uno de los cuales la microemul-
sién es estable y esta fase se impone como condicién en la frontera. Este es
el caso de una intercara pared-fase rica en anfifilo donde existen dos tipos
de soluciones de la ecuacién de Euler-Lagrange. Una solucién corresponde al
perfil grueso cuando la fase rica en aceite se encuentra en contacto con la
superficie y otra solucién a un perfil delgado d — 1 cuando la densidad co-
rresponde a una fase rica en anfifilo inicamente. Sin embargo, debido a que
las soluciones d — 1 son estables hasta un cierto limite de metaestabilidad y
después de éste sélo existe el perfil grueso, encontramos una solucién d — 2
la cual corresponde a un perfil delgado el cual no satisface la condicién de
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discontinuidad de la tercera derivada. Este perfil constituye un minimo local
que, en principio puede tener una energia menor que el perfil grueso y su
existencia puede ser una consecuencia de la primera derivada discontinua de
f v A en el modelo. Entonces las transiciones de casi-mojado ocurren entre
los estados grueso y d— 2. Estas transiciones son de primer orden y terminan
en un punto critico superficial (SCP).

Obtenemos el comportamiento de los diagramas de fase superficiales para
radios distintos encontrando que el limite para R — oo, corresponde a la
curva de coexistencia entre perfiles de mojado y no mojado en el plano. La
linea de puntos criticos de superficie tiende a la linea de puntos criticos aso-
ciados a la transicién delgada-gruesa encontrada en el plano. Una transiciéon
de este tipo no se encuentra en la intercara pared-microemulsién ni tampoco
transiciones de segundo orden, donde la capa de mojado crece de manera
continua.

Otro conjunto de pardmetros se asocia al caso de la intercara pared-fase
rica en agua donde la fase rica en anfifilo es metaestable y donde existen dis-
tintos tipos de soluciones de la ecuacién de Euler-Lagrange. Estas soluciones
se asocian a un perfil grueso y tres perfiles de capas delgadas: delgado 1,2, 3.
La competencia entre estas fases genera un diagrama superficial de transi-
ciones de fase de primer orden entre capas delgadas y gruesas enriquecido
con diferentes regiones de estabilidad de estas estructuras. En este diagrama
se puede observar la ocurrencia de puntos criticos de superficie (C'P) y pun-
tos triples (T'P). El comportamiento de este diagrama conforme variamos
el radio sugiere la existencia de un estado donde dos puntos triples se con-
vierten en uno solo y donde coexisten cuatro soluciones con la misma energia
libre. Al igual que en el primer conjunto de pardmetros, no existen transi-
ciones continuas de mojado y no encontramos algin otro tipo de transicién
superficial.

La coexistencia del perfil grueso- delgado — 3, implica la existencia de un
minimo local para la solucién del perfil d — 3, como en el caso de la intercara
pared-microemulsién. Esto es consecuencia del modelo por partes ya que en
el potencial efectivo no existen minimos mas alld de R. Atin asf el cdlculo del
potencial con dos constricciones nos permitié identificar las transiciones de
casi-mojado entre capas delgadas y gruesas.

En el comportamiento del grosor de la capa de mojado en funcién del
radio de la esfera, cuando la microemulsiéon es metaestable, se observa un
minimo asociado a una estructura tipo micela. Esto sugiere la existencia de
una estructura micelar intrinseca asociada al modelo ya que las estructuras
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micelares son estables atin sin la presencia de una esfera sélida. Es decir,
cuando una esfera es inmersa en el fluido, la capa de mojado decrece hasta
un valor minimo asociado al valor del radio de la micela. Conforme el radio de
la esfera aumenta, la capa de mojado crece de forma logaritmica en funcién
de éste lo cual corresponde al comportamiento de mojado para un fluido
simple.

Otro aspecto que estudiamos es la formacién de estructuras cuando pare-
des planas y cilindricas son inmersas en fases lamelares. Aqui usamos el
modelo ¢° para la energia libre en bulto con el mismo funcional de Ginzburg-
Landau. Esto nos permitié generar estructuras lamelares imponiendo condi-
ciones en la frontera periédicas en una malla discreta a diferencia del modelo
por partes para f y A donde la condicién de frontera en el bulto resulta am-
bigua. La ecuacién diferencial de FEuler-Lagrange se resuelve con el método
del elemento finito para una y dos dimensiones. Los pardmetros de bulto fy y
go del modelo fueron seleccionados mediante el andlisis lineal de la ecuacién
cinética de Landau con lo cual partimos de una condicién inicial caracterizada
por una longitud de onda A ~ 5.0.

En el caso de paredes planas inmersas en fases lamelares se encontraron
los perfiles de la densidad estacionarios con lo cual se calculé la energia y
fuerza de interaccion entre las dos superficies en funcién de la separacién entre
éstas. Cuando dos paredes de ancho L son inmersas en el fluido, la energia
y la fuerza son funciones periédicas donde A ~ 6.0. La fuerza oscila entre
valores negativos y positivos lo cual quiere decir que las paredes se atraen
y repelen de manera oscilatoria. Cuando una pared de ancho D es inmersa
en la fase lamelar calculamos la energia y fuerza conforme la distancia D
cambia. En este caso la energfa aumenta cuando la distancia crece y es una
funcién oscilatoria al igual que la fuerza con A ~ 10.0. Es decir en cada
méaximo de la energfa, se introducen dos lamelas correspondientes al lado
derecho e izquierdo de la pared. Con la introduccién de las lamelas la energia
es maxima y la fuerza es repulsiva para puntos bien localizados. En la mayor
parte del intervalo de distancias la fuerza es atractiva entre las paredes.

Cuando una pared es inmersa en una fase lamelar confinada por paredes
planas, se obtiene la energia y la fuerza como funcién de la distancia entre
la superficie inmersa y la pared derecha que confina el fluido. Las funciones
son periédicas con A\ ~ 2.5, correspondiente a media lamela la cual se intro-
duce y desaparece en cada lado de la superficie ya sea que D disminuya o
aumente respectivamente. De igual forma cuando media lamela se introduce
la fuerza es repulsiva. Esta fuerza en promedio es cero entre las dos super-
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ficies, existiendo maximos y minimos localizados que implican repulsiones y
atracciones respectivamente.

En el caso de cilindros inmersos en fases lamelares obtuvimos diversas
caracteristicas en las estructuras formadas, ademéds del comportamiento de
las interacciones conforme la distancia entre éstos cambia. Aqui resolvimos
la ecuaciéon de Euler-Lagrange con las condiciones en las superficies en una
malla en dos dimensiones.

Partimos del caso de un cilindro inmerso en el liquido con el fin de estu-
diar el efecto de los pardmetros de superficie del modelo. Aqui observamos
distintos comportamientos, de tal forma que el campo de pared p, tiene el
efecto de formar lamelas curvadas alredor de la superficie y de acuerdo al va-
lor negativo 6 positivo, la superficie tiene afinidad por una fase rica en aceite
o agua respectivamente. El pardmetro de exhacerbamiento wy, tiene que ver
con la manera en la cual el liquido moja o seca la superficie, de acuerdo al
valor de la energfa de superficie. De esta forma cuando p, =0y ws = g5 > 0,
las lamelas convergen hacia el cilindro y no forman capas alrededor de éste,
a diferencia de cuando p, = 0y ws = gs < 0, en donde una de las fases forma
capas curvadas en la cercania de éste.

Con la caracterizacién de los pardmetros de superficie comenzamos por
resolver el caso de dos cilindros, donde p, > 0y ws = g5 < 0, lo cual pro-
mueve la formacién de capas de la fase rica en agua alrededor de la superficie.
Encontramos soluciones estacionarias donde se forman estructuras lamelares
con defectos puntuales. Aqui se observa que cuando los cilindros estan sepa-
rados muy poco, se forma un puente de la fase rica en agua entre ellos y
cuando la distancia entre éstos crece se introducen lamelas entre sus super-
ficies. En el cédlculo de la energia no se distingue la periodicidad relacionada
con la introduccién de las lamelas y ésta funcién se comporta de manera
aleatoria. Este comportamiento es producto del tamano finito de la malla,
de los defectos que se forman y del método numérico.

Con el fin de mejorar el cdlculo anterior escalamos el sistema y redujimos
el radio de los cilindros, usando los parametros de superficie definidos como
e >0, ws >0y gs < 0. De esta manera no aparecen defectos puntuales y
la pared sigue prefiriendo la fase rica en agua. La energfa estd mejor definida
y se puede identificar una cierta periodicidad donde A ~ 3.7, asociada a la
introduccién de media lamela entre las superficies. Debido al tamano finito
y a la reduccién de la malla no se pueden determinar un gran mimero de
maximos asociados a la introduccién de las lamelas pero se puede identificar
el efecto de las condiciones en la frontera periédicas y las lamelas quedan
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definidas con un nimero mayor de puntos en la red.

Otro conjunto de pardmetros de superficie donde p, = 0, ws > 0y gs < 0,
produce configuraciones con caracteristicas particulares para el sistema de
dos cilindros. En este caso la energia como funcién de la distancia de sepa-
racion entre los cilindros, presenta una periodicidad con maximos localizados
donde A ~ 4.0, lo que quiere decir que media longitud de onda se introduce
entre las paredes cuando la distancia entre éstas aumenta. Ademds se obser-
va otro efecto que tiene que ver con la introduccién de una lamela completa
en todo el dominio de la red. Este cédlculo fué mejorado escalando la malla
donde se definen los mismos efectos en la periodicidad de la energia y la in-
troduccién de lamelas en todo el dominio asociado a valores maximos de la
energia.

El tdltimo caso en el cual un cilindro es inmerso en una fase lamelar confi-
nada, resulté de gran interés debido a los miiltiples efectos de las superficies
en la fase lamelar y en el cilindro inmerso. Aquf wy = —gs > 0 para la su-
perficie cilindrica y ws, = g5, < 0, para las paredes planas. Este sistema se
resolvié en una malla con condiciones en la frontera periédicas en la direc-
cién y y con condiciones en las superficies para cada una de las paredes. Las
configuraciones muestran las mismas caracteristicas que en las estructuras
anteriores, donde las lamelas son curvadas debido a la presencia del cilindro.
La energfa presenta un comportamiento aleatorio debido al efecto del tamano
finito y de la gran contribucién de la energia superficial de las paredes.

Como en los casos anteriores mejoramos este cdlculo escalando la malla,
disminuyendo el radio del cilindro y resolviendo el sistema con un valor del
pardmetro ws, tal que redujera el efecto de las paredes que confinan el fluido.
El resultado obtenido fue una energia en funcién de la distancia entre el
cilindro y la pared de la derecha, en la cual no se define una periodicidad
y aparece de nuevo el efecto de la introduccién de una lamela en todo el
dominio. Es decir, en los minimos localizados esta lamela no aparece y el
sistema en todo el intervalo de distancias estd definido con un determinado
nimero de éstas.

El 1ltimo célculo consistié en resolver este mismo sistema pero con un
cambio en la condicién inicial donde se recorre la malla un sitio a la derecha
y de esta manera las configuraciones presentan una caracteristica particular,
la cual tiene que ver con la afinidad por una fase rica en agua y aceite de
las paredes izquierda y derecha respectivamente. En la energia se define una
periodicidad la cual tiene que ver con la introduccién o desaparicién de media
lamela y estd asociada a los valores méximos de la energfa.
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La solucién del problema de un cilindro inmerso en fases lamelares por
dos métodos nos condujo a obtener informacién adicional y complementaria
del sistema. La dificultad del método alternativo donde se discretiza el fun-
cional implica definir una forma especifica de escribir el laplaciano y gradiente
cuadrado y la implementacion de las condiciones en la superficie. Ademés de
la introduccién de una manera correcta de contar los sitios de bulto y de su-
perficie donde no se toman en cuenta las interacciones que involucran sitios
localizados dentro del cilindro. Esto se realizé6 mediante la construccién de
matrices que recorren los sitios en las cuatro direcciones en la malla.

Por otro lado, en el método del elemento finito la ecuacién diferencial
con condiciones en la frontera se resuelve dividiendo el dominio en elementos
adecuados donde se aproxima la solucién mediante la suma de funciones base.
La solucién numérica se obtiene después de un niimero de pasos en el tiempo
y la cantidad de éstos varfa con el mimero de grados de libertad resueltos en
la malla lo cual estd relacionado con el refinamiento de la misma. Una ventaja
de este método es el uso de una forma mds sencilla de implementar la solucién
de la ecuacién diferencial con condiciones en las superficies y la obtencién de
estructuras mejor definidas, lo que no sucede en el método alternativo donde
las configuraciones presentan defectos pronunciados y son caracterizadas por
los efectos de la malla cuadrada y por la superficie curvada, que en este caso
no puede ser definida con tal precisién como en el caso del elemento finito.

Para obtener un mejor calculo se puede optimizar la cantidad de elemen-
tos que dividen la malla y obtener un promedio de varias configuraciones
producto del uso de mallas con geometrias distintas. Esto sin embargo, de-
manda un gran tiempo de computo. Por otro lado se puede discretizar la
ecuacién de Euler-Lagrange y las condiciones en la superficie e implementar
su solucién con algin otro método numérico distinto al de Euler y al del
elemento finito. Esto representa una alternativa adicional en la cual hemos
trabajado y se encuentra en proceso de realizacion.

Los problemas aqui resueltos implicaron el estudio del fenémeno del mo-
jado de una esfera y las interacciones entre cilindros cuando estos sustratos
son inmersos en liquidos anfifilicos. Los resultados que obtuvimos tienen gran
importancia en el entendimiento de las intercaras anfifilicas curvadas donde
podemos hacer notar las conclusiones mas importantes de nuestro trabajo:
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En el caso del mojado de esferas por estos liquidos:

= El mojado de una particula esférica resulté ser un mecanismo que pro-
mueve la estabilidad de microemulsiones y micelas esféricas. Este re-
sultado se ve reflejado en la riqueza del comportamiento de fases en los
diagramas superficiales con distintas zonas de estabilidad y con la exis-
tencia de punto criticos de superficie y puntos triples. Por ejemplo, ob-
tuvimos las propiedades de una mezcla cuando la fase de microemulsién
tiene un factor de estructura con oscilaciones lo cual forma un arreglo
alrededor de la esfera. Este tipo de fenémenos se estudian también en
coloides donde se ha encontrado que existen otra clase de fuerzas que
podrian reemplazar las interacciones coulombianas [36].

= Hemos mostrado que para cubrir una particula con una capa microscépi-
ca, ésta tiene que ser mds pequena que el tamano de las micelas que
se forman naturalmente en la microemulsién. Este resultado tiene gran
relevancia y se identifica cuando la capa de mojado tiene un compor-
tamiento no-monétono en funcién del radio de la esfera.

Por lo tanto pensamos que estos resultados motivaran la produccién de
trabajo experimental en el comportamiento de mojado de los fluidos com-
plejos, en la estabilidad de coloides y emulsiones y en nanoparticulas. En
principio las transiciones de mojado en esferas por fluidos ternarios anfifili-
cos podrian ser reproducibles en experimentos.

En el caso de las interacciones de planos y cilindros con la fase lamelar:

= Cuando estudiamos el sistema de dos paredes planas ademds de las
caracterfsticas oscilatorias de las estructuras fluidas analizamos el con-
finamiento de estos fluidos donde la energia y la fuerza oscila con un
periodo relacionado al de la fase lamelar en bulto. Este comportamiento
coincide con estudios realizados de sistemas anfifilicos confinados por
paredes [28], donde la introduccién de cada lamela tiene que ver con
un salto en la energfa como funcién de la distancia entre paredes.

= Lo mismo sucede para el caso de dos cilindros donde pudimos encontrar
las energias de interaccién conforme la distancia entre éstos cambia y
cuya periodicidad estd relacionada con el periodo de la fase en bulto
y tiene que ver con la insercién o desapariciéon de lamelas entre las
particulas.
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= En el caso de una pared y un cilindro se obtiene una gran riqueza de
comportamiento debido a la inclusién de los efectos del confinamiento
donde participan varios sustratos y donde la energifa también tiene que
ver con una periodicidad asociada a la de la fase lamelar en bulto. En
estas estructuras observamos el ordenamiento de las lamelas cercanas
a las paredes planas y la curvatura de éstas en la cercanfa al cilindro.

= El efecto méds notorio en las configuraciones de cilindros inmersos en
fases lamelares es la distorsiéon o curvado del arreglo lamelar inicial.
Esta caracteristica es definida para un cierto punto en el diagrama
de fases en el bulto y para un conjunto de pardametros de superficie
seleccionados de entre una gran variedad de éstos. En cada caso se
observa la convergencia hacia la superficie de las lamelas y sélo en
alguno de ellos se define la formacién de puentes de una fase alrededor
del cilindro lo que resulta un caso muy interesante debido a la formacién
de lamelas esféricas o tipo “cebollas” [80].

Esta diversidad en el comportamiento ocurre para valores de fy y go donde
la fase lamelar es estable con una longitud de onda escogida de acuerdo a las
caracterfsticas de la malla. Situaciones de diferente naturaleza se presentan
cuando se calculan las estructuras en otro punto del diagrama de fases en
bulto [Fig. 2.14]. Por ejemplo en la cercania de la curva de transicién de
primer orden donde coexisten la fase lamelar y la fases agua-aceite. En este
caso se podrian identificar efectos de mojado en la superficie y se obtendrian
estructuras diversas que podrian resultar en estructuras de gota cuando las
fases agua-aceite son estables. Este cdlculo se encuentra en proceso en suma
a otros que tienen que ver con la exploracién de caracteristicas adicionales
de la mezcla y las superficies.

Ademas, el entendimiento de los mecanismos de formacién de estructuras
alrededor de un cilindro inmerso en fases lamelares tiene repercusiones di-
rectas en el estudio de membranas biolégicas y en la identificacién del tipo
de interacciones involucradas entre las particulas y las estructuras lamelares
[37], [81, 82].

De esta manera podemos decir que el mojado y las interacciones en sus-
tratos curvados inmersos en fluidos anfifilicos representan fenémenos impor-
tantes y relevantes en el estudio de la ciencia de los materiales complejos
debido a la riqueza de comportamientos superficiales que podrian tener apli-
caciones tecnoldgicas.
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Apéndice A

Ecuacién de Euler-Lagrange y
las Condiciones en la Superficie

Consideremos el funcional de la densidad de gradiente y laplaciano cuadra-
dos

o) = [ {70)-no+g(0) (Vo + ¢ [v26]" }
(A1)
+/ {10 +wsd® + g5 (V9)*} d’r.

La primera variacién de  es 6Q = Q (¢ + 0¢) — Q(¢p) = 00y + Q¢ + 0, +

0€),, donde cada término tiene las siguientes expresiones:

50 = / (F(6+30) — F(&) — ulé + 68 + no}d*r  (A2)

[
= [{ - ufaor

50 — / [9(6+ 60) [V (6 + 60)]2 — g(6) [Ve]?} dPr

- [ {2stervo.vs0+ 2 (96250} v (4.3
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El primer término dentro del funcional de la Ec. (A.3) se puede escribir
como

20(6)V$.Vsp = V.[29(6)V 5] (A4)

2 (767 55— 29(0) 72050

y la variacién (A.3) queda expresada por

09 = [ {9.2a(0)va00] - 22 (VeI 50 - 2000000 v, (A9

0€)y, esta dado por,
00, = / {c [V2(¢ + 00)]* — ¢ [v2¢]2} dr
— / 2eV2 ¢V 5pd’r. (A.6)

Usando la expresiones?

V2eV26p = V. [V29Vip] — V [V?¢] . Vg, (A7)
V [V?¢] . Vg = V. [V(V?$)d¢] — V. (A.8)
El término (A.6) es:
6Q, = [2c{V.[V?¢Vig] — V.[V(V*¢)d¢] + V'¢d¢p} d’r.  (A.9)
El tdltimo término de la variacion €2, resulta ser:

00, = / {1,00 + 2w,pdd + 29,V .V o} n.d>r. (A.10)

'Para obtener las expresiones (A.4), (A.7) y (A.8) hemos usado la identidad vectorial
V.[UV] = VUV+UV.V

146



De esta forma la primera variaciéon del funcional es

00 = / {% — - [%—? (Vo] + 2g(¢)v2¢] + v%} Spd°r

+ / (29(0)V $6¢ + 2¢ [V26V 6 — V(V3$)d¢] } nd’r
+ / {1106 + 2wdd¢ + 29,V $.Vp} n.d’r.

donde las expresiones de la forma / V.Fd?r son iguales a / Fn d?r, de

acuerdo con el teorema de la divergencia.
Igualando la primera variacién de la funcional a cero 62 = 0, obtenemos
la ecuacion de Euler-Lagrange:

dg(¢) df

2V — =2 29 24 4 — = A1l
Vo~ VAP~ 2@V + G -n=0.  (ALD
con las condiciones en la superficie,
o+ 2w, +29(6,) Vo — 26V (V36,)n = 0. (A.12)
9:Von +cV3p, = 0. (A.13)

Estas ecuaciones nos permiten estudiar las intercaras anfifilicas en pre-
sencia de superficies para cualquier geometria.

147



Apéndice B

Método del Elemento Finito

B.1. 1 dimensiéon

El método del elemento finito consiste en resolver una ecuacién diferencial
aproximando la solucién v mediante un mimero finito de pardmetros,

u= ZZ Ui ;. (B.1)

El conjunto de funciones u(x) genera el espacio del elemento finito y en
general son polinomios por trozos de grado k en cada elemento de la malla.
©; son las funciones base y tienen la siguiente restriccién

(B.2)

- 1 en el i-ésimo nodo,
Vi 0 en el resto de los nodos.

Para cada uno de los nodos p; existe un grado de libertad w; = u(p;) y una
funcién base ;. Insertando la solucién (B.1) en la forma débil de la ecuacién
(forma variacional) se genera un sistema de ecuaciones para cada uno de los
grados de libertad.

Como ejemplo consideremos el problema de valor en la frontera

V' +f(x) = 0, 0<uz<a, (B.3)
y(0) = yla)=0.

Como primer paso dividimos el dominio en n subintervalos iguales de
longitud I, = a/n donde z;_1 < z < z; y queremos encontrar una solucién
aproximada para u(z) la cual es continua en 0 < z < a y es lineal por partes.
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Entonces se propone un conjunto de funciones ¢, continuas y lineales con
1=20,1,...,n las cuales pueden ser de la forma

(1/ly) (x — x4-1) Tig S x <Xy
(,OZ(.IJ) = 1- (1/lx) (33 - l‘,) ) a7 S x S Tit+1
0, en otros puntos.

De acuerdo con las condiciones en la frontera y(0) = y(a) = 0.
Las funciones ¢, (), ..,¢,_1(x) generan el subespacio de funciones que
forma la aproximacion de Galerkin del elemento finito

(@) = Y uiw)e(r). (B.4)

Multiplicando la Ec. (B.3) por una funcién 7 (z) suave por partes la cual
cumple las condiciones en la frontera 7 (0) = 1 (a) = 0, obtenemos

y'n(x) + f (z)n(x) =0,
Al integrar esta ecuacién por partes resulta

<ym»:/yvu»=—/fmwﬂm=wﬁm. (B.5)

Esta es la forma variacional o débil lo cual quiere decir que una solu-
cién del problema es cualquier funcién 7 (z) que satisfaga la Ec. (B.5) y las
condiciones en la frontera.

Entonces la solucién aproximada u(x) satisface la ecuacion

/u’(m)gpi(w) = /f () p,; (x), i=1,2,....,n—1 (B.6)

Sustituyendo la solucién (B.4) obtenemos un sistema de n — 1 ecuaciones
lineales cuya solucién son los coeficientes w; (uq, ..., u,—1),

n—1

Zui/au;(x)go;(x) = /af () ; (X)) ooy j = 1,2,;m — 1.

=1
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la cual podemos escribir como

n—1
> i (u ) = (f.5)
i=1

y en forma matricial por

Bu—-¢=0.

donde B es una matriz cuyos elementos son B;; = <ui, goj>, o= <f, g0j> y
u = [uy, ug, ..., un_1]7 es el vector solucién.

B.2. 2 Dimensiones

Para un dominio (D) en dos dimensiones es comtin que se divida el espacio
en tridngulos. En este trabajo resolvimos un problema de Neumann en dos
dimensiones. La forma débil de la ecuacion es

/ / ndS = / / 2cv%—29(¢)v —¢(¢)(Vu)? + f (u)| ndS, (B.7)

con v = V2u. n es una funcién que cumple las condiciones en la frontera.
Integrando la Ec. (B.7) y sustituyendo la aproximacién de Galerkin (B.4 ) se
obtiene un sistema de ecuaciones para cada u;;.

La forma en la cual el paquete COMSOL MULTIPHYSICS divide la malla
en un cierto nimero de elementos para el sistema de un cilindro inmerso en
un fluido se ilustra en la Fig. B.1.

Con este paquete a través de varios médulos se implementa la ecuacion
diferencial por resolver y las constantes del sistema fisico.
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Figura B.1: Sistema de un cilindro en una malla en dos dimensiones con un
valor § = 1.5.
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