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Abstract

Se proponen alternativas al diseno de observadores con no linealidades fuertes, las cuales
pueden provenir del sistema a observar o ser introducidas directamente en la inyecciéon de
salida del observador. El enfoque general que se le da aqui al problema consiste en repre-
sentar el error del observador como un sistema dindmico compuesto por dos subsistemas
disipativos interconectados en realimentacion, de forma que se aseguren las condiciones para
la estabilidad en el sentido de Lyapunov de los sistemas interconectados.

La estructura general de la tesis puede separarse en tres instancias principales. Primero
se propone un Observador Disipativo que puede aplicarse a sistemas con no linealidades
fuertes; luego, se estudia la forma en que este observador puede robustecerse por medio
de una inyeccion fuerte de la salida, tipo Signo. Por dltimo se propone la inclusién del
algoritmo en modos deslizantes de orden superior Super Twisting dentro de la metodologia
de diseno de Observadores Disipativos, utilizando el enfoque de Lyapunov para el asegu-
ramiento de su estabilidad ante ciertas clases de perturbaciones, en lo que se constituye un

aporte innovador en esta campo.

Dr. Jaime Alberto Moreno Pérez
Director de Tesis



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

El estudio de los observadores tiene interés por el hecho de que, en muchos casos, es
deseable conocer informacién interna que no se puede o no se desea medir, de sistemas en
campos de la automatizacién como el modelado (identificacién), monitoreo (deteccién de
fallas) o control. La utilizacién de observadores adecuadamente disenados e implementados
permite obtener esa informacién a partir de mediciones externas. Las senales a obtener
varian desde aquellas variables en el tiempo, que se relacionan con la dindmica del sistema
(estados) hasta constantes (pardmetros con incertidumbre) y sefiales externas que no pueden
ser medidas (perturbaciones) [10].

Es muy comun encontrar trabajos enfocados al desarrollo de observadores para sis-
temas lineales, o no lineales suaves [49, 24, 31, 5]. El caso en que aparecen no linealidades
fuertes ha sido poco explorado, comparativamente. Se consideran no linealidades fuertes
aquellas que presentan discontinuidades o que, en caso de ser continuas, no son localmente
Lipschitz. Este tipo de comportamiento aparece, en ocasiones, directamente en el sistema
a observar; como por ejemplo en sistemas mecanicos que presentan friccion estatica, juego
o histéresis; por mencionar algunos. También puede suceder que se anada a propdsito en la
inyeccién de salida del observador, normalmente con el propédsito de robustecerlo. La escasez
de trabajos en torno al desarrollo de observadores que puedan aplicarse especificamente a
sistemas con no linealidades fuertes se debe fundamentalmente a que cuando f(¢, z) incluye

no linealidades fuertes, las ecuaciones diferenciales de la forma

i (t) = f(t x) (1.1)



no cumplen con las condiciones cldsicas de existencia y unicidad de soluciones [8], lo que
complica su tratamiento y obliga en muchos casos al uso de la teoria de inclusiones diferen-
ciales [6, 22, 8, 58].

Un procedimiento comin cuando se pretende disenar un sistema en el cual aparece
una no linealidad fuerte es aproximarla mediante una funciéon suave de manera que pueda
utilizarse un método de disenio de observadores para sistemas no lineales suaves. Es intere-
sante observar lo que ocurre cuando se aplica un método de diseno de observadores para
sistemas suaves a un sistema que incluye una no linealidad fuerte. Considérese el sistema

mecdanico con friccién mostrado en la Fig. 1.1.

Friccion
Fm Uy
-Fm
r5 i x=x,
+\&/ ms v=x: | ®

Figura 1.1: Sistema mecénico con friccién viscosa y de Coulomb

Para este sistema se disenié un observador de alta ganancia, que en principio esta plantea-
do para sistemas suaves, utilizando una aproximacién suave para la funcién que describe la
friccion. Una simulacién del desempeno del observador, con sus parametros adecuadamente
elegidos, arroja el resultado que puede observarse en la Fig. 1.2.

Al incrementar la ganancia del observador se puede disminuir el error de estado esta-
cionario, pero suele incrementarse el sobrepaso que siempre se presenta en el transitorio
[32, 46]. La razén para que el error de estado estacionario no pueda ser eliminado com-
pletamente es que en el disenio del observador se utiliza una aproximaciéon suave, y no el
mapa multivaluado que representa mas adecuadamente la friccién estatica real. Esto pone
de manifiesto el interés que existe en el desarrollo de observadores que consideren el com-

portamiento de las no linealidades multivaluadas.
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Figura 1.2: Estados reales y estimados por observador de alta ganancia para sistema
mecanico con friccién estética

1.2. Antecedentes

Un caso en el que se consideran no linealidades fuertes para el disefio de observadores
es el de los sistemas hibridos. En estos sistemas se produce conmutacién entre modos, que
suelen estar restringidos a ser lineales o afines. La conmutacion estd condicionada por algin
mapa discreto de estados, que es conocido o debe ser estimado [3, 9, 1, 2]. Existen pocas
publicaciones sobre obtencién de observadores para plantas que incluyan de manera explici-
ta no linealidades discontinuas o multivaluadas, que no estén restringidas a la conmutacién
entre modos lineales o afines [30, 25, 29]. Estos trabajos se inspiran en los observadores
por criterio del circulo propuestos en [5]. La clase de sistemas que pueden ser tratados por
métodos como los que se exponen en las referencias mencionadas estd restringida funda-

mentalmente por tres condiciones:
i) Las no linealidades involucradas deben ser maximamente mondtonas.

ii) Las no linealidades involucradas tienen que ser cuadradas (con el mismo nimero de

entradas y salidas).

iii) Se exige unicidad a las soluciones del observador disenado, esto a pesar del hecho de
que el sistema sea no lineal discontinuo o multivaluado y por ende, pueda llegar a

tener multiples soluciones.

Ocurre también que las no linealidades fuertes se encuentran en la estructura propia

del observador, como es el caso de los observadores en modos deslizantes. En trabajos como



[53, 54, 21, 57] se obtienen observadores en modos deslizantes de primer orden por medio de
la adicién de una funcién discontinua tipo signo en la inyeccién de salida. Estos observadores
admiten la existencia de incertidumbre o perturbaciones acotadas y existen herramientas
para el analisis de su convergencia utilizando funciones de Lyapunov, pero es muy comun
que presenten el fenémeno conocido como “chattering’ y estan restringidos a ser aplicados
a sistemas lineales o no lineales suaves. En caso de existir no linealidades fuertes éstas
usualmente son consideradas como incertidumbres del modelo para efectos del disefnio, y
deben ser acotadas.

En [33, 34, 36, 37, 38, 18] se integran no linealidades fuertes continuas en la estructura
del observador por medio de la utilizacién del algoritmo Super Twisting, para obtener ob-
servadores en modos deslizantes de orden superior destinados especificamente a una clase

de sistemas mecdanicos de segundo orden dada por

1 = X9
1‘2 :F(t,l‘,U)—Ff(t,ﬂj‘,U)

y =

donde F'(t,x,u) representa la parte nominal del sistema y las incertidumbres y perturba-
ciones estan agrupadas en &(¢, x, u).

Lo que se busca al incluir no linealidades fuertes continuas en la estructura de los obser-
vadores es preservar las caracteristicas de robustez de los observadores en modos deslizantes
de primer orden, minimizando el “chattering’. En este caso, el tratamiento a no linealidades
fuertes provenientes del sistema es similar al del caso de primer orden: Solamente se ad-
miten no linealidades acotadas, y se agrupan junto con las perturbaciones existentes para
su tratamiento. El resultado debe ser acotado y solamente se admite su ingreso a través de
la ecuacion de estados para xo. No existe hasta el momento en la literatura un tratamiento
en el sentido de Lyapunov para el estudio de la estabilidad, el tiempo de convergencia y
la robustez del algoritmo Super Twisting. En la actualidad, este tratamiento se adelanta
unicamente por medio de métodos que utilizan homogeneidad o curvas mayorantes [38], por

lo que las ventajas del andlisis de Lyapunov no pueden ser aprovechadas.

1.3. Formulacién del problema

El problema especifico que se trata en esta tesis es, entonces, el de la bisqueda de

métodos de diseno de observadores en las situaciones en que existen no linealidades fuertes



involucradas, tanto cuando estas no linealidades provienen del sistema a observar, como
cuando las no linealidades fuertes se utilizan como inyecciones de la salida destinadas al
robustecimiento del observador. La propuesta para la solucion de este problema utiliza dos
soportes fundamentales. Por un lado la la teorfa de inclusiones diferenciales [6, 22, 8, 58],
y por el otro, la teoria de sistemas disipativos. La disipatividad [51, 55, 56, 26, 13] es un
enfoque energético al estudio de sistemas, que puede ser aplicado al diseno de observadores;
tal como puede verse en [40, 41], en donde se aplica una técnica de Diseno Disipativo
de observadores para sistemas con no linealidades suaves. El enfoque energético permite
desvincularse, para efectos del disefio del observador, de las funciones matematicas especifi-
cas que describen las no linealidades involucradas, reemplazandolas por una caracterizacion
sectorial de las mismas que facilita su tratamiento y comprensién. La idea es utilizar los cri-
terios de estabilidad de sistemas disipativos interconectados sobre el sistema dinamico que
representa el comportamiento del error del observador, que en general, para las estructuras

aqui consideradas, toma la siguiente forma:

ée=Are+Gr, e(0)=ep
z = Hye, ; (1.2)
v=—¢(z0) ,

en donde e es el error en los estados estimados del observador y ¢ es una no linealidad

[1]

fuerte.

Se ha enfocado el trabajo a sistemas en los que existan no linealidades fuertes que
puedan ser confinadas a un sector asi como al disefio de observadores cuando se introducen
no linealidades fuertes desde la estructura misma del observador, tales como la inyeccion
tipo Signo [53, 54, 21, 57] y la inyeccién tipo Super Twisting [33, 34, 36, 37, 38, 18].

1.4. Contribuciones

La contribucién de esta tesis al estado del arte se hace evidente en tres frentes:

= Se ha encontrado un método de disenno de observadores que generaliza la técnica de
Diseno Disipativo, para sistemas que presentan no linealidades fuertes en su estructura

que puedan confinarse a ciertas clases de sectores.

= Se ha planteado un método de robustecimiento de observadores que utiliza herramien-

tas disipativas por medio de la utilizacién de inyecciones fuertes tipo Signo de la salida.



= Se ha incluido una técnica de diseno de observadores con inyeccion fuerte continua de

la salida en el Diseno Disipativo

Un sumario de las publicaciones que se han desprendido del trabajo doctoral es el

siguiente:

(1) Articulos para Revista

(1.1)

(1.3)

OSORIO, MARISOL Y MORENO, JAIME A. Diseno Disipativo de Observadores
para Sistemas No Lineales Discontinuos o Multivaluados. Revista Iberoamericana de
Automidtica e Informatica Industrial. Vol. 5, No. 1. 2008. (Anexo 1)

OSORIO, MARISOL Y MORENO, JAIME A. Dissipative Design of Observers for
Multivalued Nonlinear Systems. Sometida a IEEE Transactions on Automatic Control.
Se encuentra en proceso de correccién después de la primera evaluacién por parte de

revisores. (Anexo 2)

OSORIO, MARISOL Y MORENOQ, JAIME A. Funciones de Lyapunov para algoritmos
de modos deslizantes de segundo orden: Un enfoque disipativo. Research in Computer
Science, Special Issue: Advances un Automatic Control and Engineering. Part I. Vol. 36,
octubre 2008. Fue presentado en el Congreso de la AMCA, 2008. (Anexo 3)

OSORIO, MARISOL Y MORENO, JAIME A. Aplicacién del disefio disipativo de
observadores a sistemas con inclusiones diferenciales. Investigaciones Aplicadas. Revista
virtual de la Escuela de Ingenierias Universidad Pontificia Bolivariana.

http://convena.upb.edu.co/ revistaaplicada. Vol. 1, No. 1.

(2) Articulos en Congresos y Eventos

(2.1)

MORENO, JAIME A. Y OSORIO, MARISOL. A Lyapunov Approach to Second-
Order Sliding Modes Controllers and Observers. En 47th Conference on Decision and
Control, Dic. 9-11, 2008. Se prepara una versién para ser sometida a revista internacional

indexada. (Anexo 4)

OSORIO, MARISOL Y MORENO, JAIME A. Aplicacién de Observadores Disipativos
a Sistemas con No Linealidades Multivaluadas y /o Discontinuas. Presentada en Congreso

Latinoamericano de Control Automatico, Salvador de Bahia, Brasil, Octubre de 2006.

OSORIO, MARISOL Y MORENO, JAIME A. Diseno Disipativo para Observadores
No Lineales. Presentada en Congreso Nacional de la Asociaciéon de México de Control
Automatico, México, Octubre de 2006.

OSORIO, MARISOL Y MORENO, JAIME A. Técnica de Diseno Disipativo de Obser-
vadores en Sistemas con No Linealidades Multivaluadas. Presentada en Ingeniar Inter-

nacional. Evento Investigativo de la Universidad Pontificia Bolivariana. Septiembre de
2006.



(2.5) OSORIO, MARISOL Y MORENO, JAIME A. Técnica de Diseno Disipativo de Obser-
vadores Aplicado al Disenio de Observadores Discontinuos. Presentada en XI Jornadas
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El presente texto estd organizado asi:

En el capitulo 2 se establecen los elementos preliminares necesarios para la contextuali-
zacion del trabajo. Primero se dan algunos ejemplos de sistemas que incluyen no linealidades
fuertes, con las cuales se ilustraran las diferentes técnicas a lo largo del trabajo. Después
se dan las bases matematicas de sistemas con no linealidades multivaluadas y sistemas
disipativos, que son los soportes conceptuales de las propuestas de esta tesis. En el capitulo
3 se establecen los fundamentos y el desarrollo del Diseno Disipativo de Observadores para
sistemas con no linealidades fuertes. En el capitulo 4 se robustece la metodologia original
por medio de una inyeccién de la salida tipo Signo, y en el capitulo 5 se integra al Disenio
Disipativo un observador tipo Super Twisting. Por ultimo, el capitulo 6 se dedica a plantear

las conclusiones de la tesis.



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Ejemplos de sistemas con no linealidades fuertes

Muchos sistemas fisicos comunes se modelan por medio de no linealidades fuertes. Para
citar algunos ejemplos se puede mencionar a los sistemas mecanicos con friccién estatica
0 juego, o a los sistemas electromecdnicos con histéresis. Otro caso es el de los sistemas
hibridos, que estan siendo estudiados con mucho interés en los ultimos afios [48].

Es muy comin que se utilicen aproximaciones Lipschitz continuas a la hora de analizar
sistemas con caracteristicas multivaluadas, discontinuas o continuas no Lipschitz, en parte,
porque las herramientas matematicas tradicionales no garantizan la existencia y unicidad
de soluciones de ecuaciones que incluyen no linealidades de ese tipo. Sin embargo, ahora es
posible utilizar para su tratamiento la teoria de inclusiones diferenciales, que ha sido desa-
rrollada en las dltimas décadas y que permite darles un tratamiento matematico adecuado a
ese tipo de no linealidades, considerandolas como funciones que pueden tomar valores dentro
de un conjunto [6, 22, 8, 58]. En este trabajo se usaran intensivamente estas herramientas.
En esta seccion, se ilustraran algunos ejemplos de sistemas que tienen caracteristicas mul-
tivaluadas, discontinuidas o no Lipschitz, y que serdn como ilustracion utilizados a lo largo

del trabajo.

2.1.1. Sistema con miiltiples soluciones

Se ha dicho que los sistemas con no linealidades fuertes pueden presentar multiples

soluciones. Un ejemplo sencillo que permite apreciar esta situacién es el sistema dado por



. _ .2/3
T =z
¥y (2.1)
y =z
2%/3 es no Lipschitz. Cuando las condiciones iniciales de (2.1) son nulas (2o = 0) se obtienen

dos juegos de soluciones que satisfacen (2.1).

D

z(t) =0 (2.2)
(II)
0; —a<t<b
x(t)=q 5=(E—b)3%  t>b (23)
%(t —a)?; t< —a

En (2.3), a y b son parametros arbitrarios. Como puede verse, este sistema tiene un ntimero
infinito de soluciones.
2.1.2. Sistema mecanico con friccion

Para una ilustracién fisica muy simple, considérese el sistema de masa en movimiento,
con friccién estatica y viscosa, que se describié en la Introduccién, esquematizado en la

Figura 2.1. Sus ecuaciones en espacio de estado son:

Friccion

B LTk

Figura 2.1: Sistema mecénico con friccién estatica y viscosa

.%"1:$2
p:q do=L1(F+¢), £€y(o),

Yy=1x1, 0 =2,
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donde m es la masa del cuerpo, z; es su posicién y xo es su velocidad. F' es entrada de
fuerza aplicada al sistema y 1 es el negativo de la no linealidad, multivaluada en zo = 0,
mostrada en la Figura 2.1, que representa la fuerza de oposicién al movimiento ejercida por
el cuerpo, debida a la friccion viscosa y estatica. El coeficiente de friccion viscosa es pi,, y

corresponde a la pendiente en la gréafica de la Figura 2.1 para zo # 0.

F€[-Fp Fy] if 25=0,
P(xg) = —Fp — poxe  if x2 >0,
Fo — s if xo <O.

donde F,, es la fuerza limite de la friccion de Coulomb y pu, es la constante de friccién

viscosa. En forma matricial:

i = Az + BF + G¢ ,

Y14 £€y(o),
y=Cx ,0=Hzx,
donde:
0 1 0
A= B= ,C:[loy
0 0 1

?],H:[Ol}

2.1.3. Sistema de carros acoplados

Considérese ahora el sistema de carros acoplados mostrado en la Figura 2.2. Los Carros
1y 2 estan conectados mediante un resorte lineal con constante k1 y un amortiguador lineal
con coeficiente de amortiguamiento d;. El Carro 1 estd fijo a una superficie inmévil a través
de un resorte y un amortiguador no lineales con friccién viscosa y de Coulomb.

En la figura 2.2

0(x1) = kotanh (x1) + ks

siendo ko y k3 constantes positivas, y
£(x2) € Fy, Signo (z2) + poz2

donde F,, es la fuerza limite de la friccion de Coulomb y pu, es la constante de friccién
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Carro 2 Carrol

-
O Q 400 ¢

|—' |/—P
€T3 1

Figura 2.2: Sistema de dos carros acoplados con no linealidades

viscosa. Una fuerza u es aplicada al Carro 2. Sean x1 y w9 la posicion y velocidad del
Carro 1, respectivamente. Similarmente, sean xs y x4 la posicion y velocidad del Carro 2.
El vector de estados estd dado por z = [r1 x3 23 z4]7. Obsérvese que Signo (z2) es una
funcién multivaluada, ya que para el argumento zo = 0 puede tomar cualesquiera valores en
el intervalo [—1, 1], i.e. Signo (0) € [—1, 1], representando la friccién estética que actia
cuando la velocidad es cero.

Entonces, la representacion en espacio de estado del sistema es:

z = Az + Bu+ Gy(0), (o) =6(o1)+£&(02),
y=Cx, 0o =Hzx,

0 1 0o o0 | [0 ]
ko —dy ke d 0
= 1 1k 1 B
o 0 0 1 0
ke dy -k —dy 1
0
1 1000
C:[1000} G = H=
0 0100

La no linealidad en este sistema es ¥ (o) = §(01) + {(02). Nétese que se trata de una

no linealidad no cuadrada, dado que presenta dos entradas y una sola salida.
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2.2. Propiedades de sistemas con no linealidades fuertes

En esta seccién se estudian las bases conceptuales necesarias para entender lo que

ocurre cuando en el modelo matematico de un sistema descrito por

&= f(tx,u) (2.4)

aparecen funciones no lineales fuertes en f(t,x,u). La clase de funciones no lineales fuertes
es aquella que comprende las funciones no localmente Lipschitz, los mapas multivaluados y

las funciones discontinuas.

Definicién 1 [8] Se dice que f(t,x) es Lipschitz Continua en un punto (t,z) € [0, +o00)xR™
si existe un 6 > 0 y una funcion positiva l(t) : [0, +00) xR tal que I(t) es localmente integrable

Y
| f(t,2") = f(t,2")| < Ue) ||« — 2" (2.5)

Va' o' e B={xecR"/|x—z| <06} y para cada t tal que [t —t| < 0.

En la exposicion que sigue, se utilizaran fundamentalmente los lineamientos dados para este
tema por Bacciotti y Rosier [8].

2.2.1. Existencia y Unicidad de Soluciones

Por facilidad, en el tratamiento a continuacién se considerard fija la entrada u(t) en

(2.4), con lo que es posible simplificar la notacién haciendo

T = f(t,x,u(t)) = f(t,z) (2.6)

Es muy conocido el Teorema de Peano, que establece que si f(t, z) es continua en [0, +-00) x
R™, entonces para cada par inicial (tp,xo) € [0,4+00) x R" existe al menos una solucién
clésica (de Peano) z(t) : I — R"™ tal que z(tg) = xo. I es un intervalo de ntimeros reales tal

que tg € I C [0, +00). Una solucién z(t) “clasica” es aquella que es C' y cumple que

@(t) = f(t,a(t)) Vtel (2.7)

La continuidad, sin embargo, es una exigencia demasiado restrictiva en la mayoria de los

casos. Obsérvese que podria ocurrir que las entradas u(t) al sistema no fueran continuas en
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el tiempo, lo que harfa que se presentaran posibles discontinuidades en f(t, z,u(t)) = f(t,x).
Si se exige solamente continuidad en subintervalos compactos de I, se obtienen las llamadas

soluciones de Carathéodory que satisfacen
z(t) = f(t,z(t)) tel. (2.8)
Se plantean entonces las siguientes condiciones:

(A1) La funcién f(t,z) es local y esencialmente acotada en [0, +00) x R™.
(A2) Para cada z € R" la funcién t — f(t,z) es medible.

(A3) Parat > 0 la funcién © — f(¢,x) es continua.

El teorema de Caratheddory establece que si las condiciones (A1) - (A3) se satisfacen,
entonces para cada par inicial (¢g, zg) € [0, +00) x R™ existe un intervalo I con ¢y € I y una
solucién de Caratheddory definida en I.

Tanto el teorema de Caratheédory como el de Peano garantizan solamente la existencia de
soluciones locales, mas no su unicidad, y este es el caso cuando f(¢,z(x)) es no localmente
Lipschitz. Si se anade ademads la condiciéon de Lipschitz establecida en la Definicién 1,
se puede garantizar la unicidad local y la continuidad de soluciones con respecto a las

condiciones iniciales (tg, zg).

2.2.2. Inclusiones Diferenciales

Obsérvese que si el lado derecho de (2.4) no es continuo con respecto a z, las concep-
ciones de solucion de Peano y Caratheédory no aplican. En este caso, no se garantizaria la

existencia de la solucién de (2.4). Es posible entonces plantear una Inclusion Diferencial:

#(t) € F(t,z) (2.9)

Una solucién de (2.9) serd entonces toda funcién z(t) definida en algin intervalo I C [0, 4+00)
tal que sea absolutamente continua en cada subintervalo compacto de I y que cumpla (2.9).
F(t,z) es un mapa que puede tomar valores dentro de un conjunto, y se llamara de ahora
en adelante Funcion Multivaluada. En ese sentido, puede pensarse que x(t) es una Solucidn

Generalizada de (2.4) si y s6lo si es una solucién de la inclusién diferencial (2.9).
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La existencia (aunque no la unicidad) de soluciones para sistemas como (2.9) puede ser
asegurada cuando F' (z,t) satisface simultdneamente las condiciones, no muy restrictivas,

que se estipulan a continuacién [8, 58]:

Suposicién 1 F (z,t) es tal que:

(I) F (x,t) es un subconjunto de R™, no vacio, compacto y convexo para cada t € R y cada
z e R™

(II) F (x,t), como funcién multivaluada de x, es semicontinua por arriba para todo t. Una
funcion F(z,t) es semicontinua por arriba en un punto (xo,ty) i para cualquier € > 0
existe 0(€,xo, tg) tal que el conjunto F(x1,t1) estd contenido en la e-vecindad del conjunto
F(zo,t0), dado que un punto (x1,t1) pertenece a la d-vecindad del punto (xg,tp).

(IIT) F (x,t) es medible en x en el sentido de Lebesgue.

(IV) F (z,t) es localmente acotada.

Conceptualmente hablando, una funcién multivaluada F' (z,t) es semicontinua por arriba
en un punto (zg, to) si, a medida que (z,t) tiende a (zg, %), el limite del conjunto F (x,t)
estd contenido en la cerradura del conjunto F'(zg,tp) [58]. En la Figura 2.3 se ilustran las
propiedades de convexidad y semicontinuidad por arriba de algunas funciones multivaluadas.
Todas las funciones mostradas son semicontinuas por arriba con excepcion de la senalada
b). Esta es, ademds, no convexa. De entre las funciones semicontinuas por arriba, la c) es
no convexa, y a) y d) cumplen las condiciones de semicontinuidad por arriba y convexidad

requeridas para la existencia de soluciones de una inclusién diferencial.

Figura 2.3: Ilustracién de propiedades de convexidad y semicontinuidad por arriba
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Es interesante establecer la relacién entre la funcién multivaluada F'(¢, x) y la funcién
discontinua f(t,z). No hay una forma unificada de hacerlo y diferentes autores adoptan
diferentes definiciones. Aqui se utilizard la aproximacién debida a A.F. Filippov [22], que
consiste en modificar f mediante un procedimiento que no afecta sus propiedades globales
y que permite que en los puntos de discontinuidad la funcién sea determinada por medio de
un conjunto que se define usando los valores de la funcién en el punto de la discontinuidad.

Se define un operador K, dado por:

Ft) =Ko f(t2) 2 () () @{f (¢ Baw) \ N)} (2.10)

§>0 u(N)=0
donde ¢o denota el cerramiento convexo de un conjunto y u es la medida de Lebesgue de
R™. Las soluciones generalizadas de (2.4) de acuerdo con (2.9) y (2.10) son Soluciones de
Filippov. Para ilustrar el procedimiento, puede considerarse la conocida funcién Signo. Su

version univaluada tradicional se define

f(:ff)Z{0 vy (2.11)

1 >0

Convexificandola, se obtiene una funcién Signo multivaluada

0 z <0
F(z) =K.f(z)={ [0,1] z=0 (2.12)
1 x>0

En la Figura 2.4 se puede observar la diferencia entre las funciones.

Figura 2.4: Funcién Signo en versiones univaluada y multivaluada

El proceso de convexificacion asegura la semicontinuidad por arriba de la funcién con-

vexificada, y por ende, la existencia de soluciones. No sobra anotar que la unicidad de
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soluciones de una inclusién diferencial estd sujeta a condiciones bastante mas restrictivas
que la existencia, como por ejemplo la méxima monotonicidad de F (x,t).
En el presente trabajo, a diferencia de en [29], no se exige la unicidad de las soluciones, lo

que elimina la necesidad de la monotonicidad.

2.2.3. Estabilidad de sistemas con no linealidades fuertes

Es posible estudiar la estabilidad de los puntos de equilibrio de un sistema no lineal
desde dos puntos de vista: Estabilidad interna y estabilidad externa. El primer caso coincide
con la nocidn clédsica de estabilidad del sistema no forzado asociado, esto es, considerando
nula la entrada en (2.4). El segundo caso considera lo que ocurre cuando se le aplica al
sistema una entrada diferente de cero. En este caso, el comportamiento del sistema depende,
obviamente, de las caracteristicas del sistema.

Por facilidad, aqui se usard la nocién interna de estabilidad en el sentido de Lyapunov,
considerando fija la entrada como en (2.6), y teniendo en cuenta en algunos casos el efecto
de perturbaciones (estabilidad robusta).

Se considerard inicialmente una inclusién diferencial, invariante en el tiempo, que puede
tener en general varias soluciones:

i€ F() (2.13)

Dado que las soluciones de (2.13) pueden ser multiples, las definiciones de estabilidad
discriminan entre aquellas que requieren el cumplimiento de ciertas condiciones para todas
las soluciones, en cuyo caso se habla de estabilidad fuerte y aquellas que no requieren
que todas las soluciones cumplan las condiciones de estabilidad, en cuyo caso se habla de

estabilidad débil. En este trabajo se considera la estabilidad en sentido fuerte.

Definicién 2 Se dice que el origen de (2.13) es Estable en el Sentido de Lyapunov si para

cada € > 0 existe un 6 > 0 tal que para cada xo con ||xg|| < & y todo t > 0 se cumple que
lz(®)|| < e (2.14)
para todas las soluciones x(-) de (2.13).

Definicién 3 Se dice que el origen de (2.13) es Local y Asintéticamente estable si es
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estable en el sentido de Lyapunov y ademds existe un dy > 0 tal que

lim ||z(t)] = 0 (2.15)

t—-+o00

para cada xq tal que ||zo|| < 0o y todas las soluciones x(-) de (2.13).
Se dice que el origen es Global y Asintéticamente Estable si 0y puede ser definido tan

grande como se quiera.

Es necesario ser cuidadoso cuando se extienden las nociones de estabilidad fuerte en

el sentido de Lyapunov a sistemas variantes en el tiempo como (2.9).

Definicién 4 Se dice que el origen de (2.9) es Uniformemente Estable si para cada € > 0

existe un 0 > 0 tal que para cada to > 0, cada ||xo]] < 9 y cada solucion z(-) de (2.9)
|z ()| < e (2.16)

Definicién 5 Se dice que el origen de (2.9) es Localmente Atractivo si para cada tyg > 0
existe 6o > 0 tal que para cada xo con ||xgl| < do y cada solucion x(-) de (2.9)

lim ||z ()] = 0 (2.17)

t—+o00

Definicién 6 Se dice que el origen de (2.9) es Uniforme y Localmente Atractivo si existe
do > 0 tal que para cada o > 0 existe T = T (o) > 0 tal que para cada ||xo|| < do, cada
to > 0, y cada solucion z(-) de (2.9)

|z (t)|| <o para cada t > to+T (2.18)

El origen es Uniforme y Globalmente Atractivo si para cada o > 0 existe T =T (o) > 0
tal que (2.18) se cumple para cada xo € R™, cada ty > 0, cada t > to+ T, y cada solucion
x(-) de (2.9).

Definicién 7 Se dice que el origen de (2.9) es Uniforme, Global y Asintéticamente Estable

(UGAE) si es uniformemente estable y uniforme y globalmente atractivo.

Un caso especial de estabilidad uniforme asintética aparece cuando las trayectorias del
sistema pueden confinarse en una funcién exponencial al decaer al origen. Aqui se dard la

definicién de estabilidad exponencial dada en [32], extendida a sistemas como (2.9).
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Definicién 8 FEl punto de equilibrio x = 0 de (2.9) es Exponencialmente Estable si existen

constantes positivas c, k y X\ tales que
= ()] < & [l (to)l| e X1), para todo |« (to)]| < ¢ (2.19)

y es Globalmente Exponencialmente Estable si (2.19) se cumple para cualquier estado

inicial x (to)

Una forma usual de verificar estabilidad es por medio de la utilizaciéon del Segundo
Teorema de Lyapunov, que se muestra aqui en la forma generalizada expuesta en [8], vélida

para sistemas que incluyen funciones multivaluadas.

Teorema 1 SEGUNDO TEOREMA DE LYAPUNOV [8]: Sea F : [0,400) x R" — R™ un
mapa multivaluado, tal que ezisten soluciones locales de (2.9). Supdngase que eziste una
funcion de Lyapunov V (t,x) estricta (V negativa definida) tal que, para unas funciones a
yb € K, yc €K, ypara todo t € [0,400), toda x € R", y toda v € f (t,x), se satisface
que

a(llzl) <Vt z) <b(lzl) | (2.20)

to

t1 <ty =V (ta,z(t2)) =V (t1,2 (1)) < / c(||lz(n)])dr, (2.21)

t1
Para cada par (t1,t2) y cada solucion x (+) : [t1,t2] — R™ de (2.9). Bajo estas condiciones
el origen de (2.9) es Uniforme, Global y Asintdticamente Estable (UGAE).
Cuando V es O, para que (2.21) se cumpla es suficiente (aunque no necesario)' que se

satisfaga
oV

S5 (62) + (VaV(t,2),0) < —e(o]]) | (2.22)

0x1’ """ Oxn

T
donde (-,-) denota el producto escalar en R", y V,V = (BV ov ) .

2.3. Sistemas Disipativos

Se introducen aqui algunos conceptos y definiciones de la teoria de la disipatividad,

que seran utilizados a lo largo de este trabajo.

1Si F no es Lipschitz continua, puede existir al menos un vector v € F (t,z) que no pueda ser escrito
como una derivada cldsica & (t) para alguna solucién = de (2.9)
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2.3.1. Definiciones Fundamentales

La metodologia de diseno propuesta en el presente trabajo se basa en la teoria de
disipatividad [51, 55, 56, 26, 13] y en el hecho de que su enfoque energético permite aplicarla
a sistemas multivaluados. El marco tedrico que se expone a continuacion sigue en lo esencial
los lineamientos propuestos por Willems en su trabajo de 1972 [55, 56].

Considérese un sistema dindmico

z=f(z,u)
N = 2.23
{y—g(x,U) (229)

con entradas u € R™, salidas y € R? y estados x € R™.
Para el estudio de sus caracteristicas disipativas, 3 se define conjuntamente con una funcién
w(u(t),y(t)), lamada Tasa de Suministro, tal que fttlo |w (t)|dt < oo para cualquier (tg,t1) €

Ri, i.e. w es localmente integrable.

Definicién 9 Un sistema dindmico ¥, con tasa de suministro w(u(t),y(t)), es Disipativo
si existe una funcion escalar no negativa V(x), llamada Funcién de Almacenamiento, tal

que para todo (to,t1) € R;, xo yxr1 € R, yueR™,

V(z0) + / Y o) dt > Via), (2.24)

to
xo son las condiciones iniciales del estado de Y dadas ent =ty y x1 es el estado alcanzado
en el tiempo t1, con condiciones iniciales xo, ante una entrada w. La inecuacion (2.24) se

conoce como Desigualdad de Disipacion. Un caso especial de esta situacion es cuando

V(o) + /:1 w(t)dt =V (xy). (2.25)

0

En este caso se dice que el sistema es Sin Pérdidas.

La disipatividad puede entenderse como una descripciéon sistematica del tipo entrada-salida,
que se basa en consideraciones de tipo energético, generalizdndolas matematicamente. Tras
esta descripcion esta el hecho de que muchos sistemas fisicos presentan propiedades de
entrada-salida relacionadas con la conservacion, la disipacién y el transporte de energia
[13], que permiten entender su comportamiento. Para muchos sistemas fisicos, la forma en
que la energia se comporta en relacién con ellos es clave para establecer sus caracteristicas

de estabilidad. La disipatividad, entonces, puede servir para aproximarse al estudio de la es-
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tabilidad de sistemas en una forma indirecta, a través de consideraciones de tipo energético.

Definicién 10 La desigualdad de disipacion definida en (2.24) puede escribirse también
como una ecuacion usando una funcion real d(z(t),u(t)) llamada Tasa de Disipacién. El
sistema dindmico ¥ es disipativo si ezisten una tasa de disipacion d(x(t),u(t)) no negativa,
una tasa de suministro w(u(t),y(t)) vy una funcion de almacenamiento V(x) no negativa,

tales que para todo (to,t1) € RS, mg = x(tg) y 1 = x(t1) € R, y u € R™, se cumple que

V(o) + /t N ) +d (1) dt = V(). (2.26)

0
Es interesante anotar que si V(x) es diferenciable para todo x € R" y u € R™, la

desigualdad de disipacion es equivalente a

V(z,u) < w(y,u). (2.27)
Si ademds se define una funcion o (-) tipo K tal que

Viz,u) <w(y,u) —a(|z]), (2.28)
entonces se dice que ¥ (2.23) es Estrictamente Disipativo en los Estados (EDE) con respecto
aw(y,u).

En el transcurso del presente trabajo es de especial importancia el caso en que el

sistema dinamico es lineal y la funcién de almacenamiento puede definirse cuadratica:

Definicion 11 Un sistema lineal dindmico

ZL:{$:A$+BU’ x(0) = xo (2.29)

y=_Cz,

con entradas u € R™, salidas y € RP y estados x € R™, es Estrictamente Disipativo en los

Estados (EDE) con respecto a una tasa de alimentacion w (y,u) cuadrdtica
T
Q S
ST R

Y

u

w(wt):[

Y ] , (2.30)

u

si existen una funcion de almacenamiento positiva definida V (x) = x* Px, y una constante
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€ > 0, de tal manera que a lo largo de cualquier trayectoria del sistema se satisface que

dV (z (1))

o <w(y(t),u(t) —ex’ Pa. (2.31)

(2.31) puede expresarse matricialmente

PA+ ATP+¢P PB
BTP 0

crQc cts
sTo R

<0, (2.32)

y se dice que X, es (Q, S, R)-EDE.

Si se trata de un operador multivaluado sin memoria, es evidente que no existe una funcién

de almacenamiento y por ende, la condicién de disipatividad se modifica:

Definicion 12 Una no linealidad sin memoria, que puede ser en general multivaluada y

variante en el tiempo 1) : [0,00) x R? — R™,

y €Y (tiu) , (2.33)

es Disipativa, si para toda t > 0, y u € R? se cumple que:

w(y,u) > 0. (2.34)

Considerando una funcion de suministro cuadrdtica (2.30), ¢ es (Q,S, R)-D si para toda

t>0, yuecR? se cumple:
w(y,u) = y' Qy + 2y* Su + u! Ru > 0. (2.35)

Nota 1 Obsérvese que siw (y,u) fuera una forma cuadrdtica positiva semidefinida, cualquier
no linealidad seria disipativa en el sentido definido por (2.35). Por ello, hay que tener en
cuenta que w (y,u) aporta informacion relevante sobre la no linealidad solamente si no es

positiva semidefinida.

Nota 2 Ndtese que las condiciones clasicas de sector para no linealidades cuadradas [32],
i.e. que tienen el mismo numero m de entradas que el numero q de salidas, m = q, pueden

ser representadas de esta forma. Si 1 estd en el sector [K1, K3, i.e.

(y — Kru)" (Kou —y) >0, (2.36)
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entonces ¥ es (Q, S, R)-D, con

(Q.8,R) = (1,5 (K1 + K»), —5 (K{ Ka + K] K1)).

Si 1) estd en el sector [K1,00], i.e. (y — Klu)T u >0, o sea que ) es (0, %I, —% (K1 + KlT))—
D.

Nota 3 La pasividad, tal como se define en [32], es un caso especial de disipatividad para

no linealidades cuadradas (m = q), con un sector definido por [0, 00].

Es de interés, para lo que sigue, considerar la relaciéon entre la disipatividad y la
estabilidad en sistemas interconectados que incluyen no linealidades multivaluadas, para
lo que se recoge aqui lo expuesto por Willems [55] en cuanto a este particular, y luego se
formaliza por medio de un lema, para el caso en que la funcién de almacenamiento y la tasa

de alimentacién son cuadraticas.

2.3.2. Estabilidad de sistemas disipativos interconectados

Definicién 13 Se dice que un conjunto {¥,} de sistemas dindmicos estd interconectado,
cuando los diferentes sistemas X, interactian entre si, de manera que los valores instantd-
neos de sus entradas y sus salidas estan relacionados. a es un valor dentro de un conjunto A
de indices que, por simplicidad, se asume finito. La interconerion puede definirse mediante

una relacion (restriccion) entre los valores instantdneos de entradas y salidas.

En la Figura 2.5 se ilustra la situacion. Cada sistema presenta entradas u® y salidas y°
externas y entradas u’ y salidas ¢’ que se interconectan .

Se asume que cada sistema X, estd asociado con una tasa de suministro externa wg,
que se define en términos de las entradas u® y salidas y¢ externas del sistema y con una tasa
de suministro de interconexion w’,, definida en términos de las entradas u’ y las salidas 3

que interconectan entre si los sistemas X,.

Definicion 14 Considérese a los sistemas dindmicos X, con tasas de suministro de in-
terconezion w',. El sistema de interconezrion (relacion o restriccion) entre ellos se define

Neutral si las entradas u® y las salidas y* que la satisfacen cumplen que Y w?, (uza, y&) =0.
acA

La definicién anterior implica que el sistema de interconexién (tal como se establece

en la Figura 2.5) es sin pérdidas con respecto a una tasa de suministro Y w, (uf, 7).
acA
La definicién 14 implica que una interconexién neutral, por si misma, no introduce nueva
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Figura 2.5: Sistemas interconectados

disipacién ni suministro energético (o su equivalente desde el punto de vista formal) al
sistema interconectado, por lo que es de esperar que las caracteristicas de disipatividad de
este ultimo estén definidas por la disipatividad de cada uno de los sistemas individuales.
Para el presente trabajo es de especial interés el caso de sistemas realimentados. Para
estudiar este caso se considera un sistema realimentado con los sistemas dinamicos X7 en
el lazo directo y X9 en el lazo de realimentacién. Estos dos sistemas se relacionan mediante

una interconexién que puede ser definida usando las entradas u’ y salidas y*: ub = ¢! y

i
Uy = —Yo-

Figura 2.6: Sistema realimentado

Teorema 2 [55, 26]. El origen de un sistema interconectado, como el mostrado en la Figu-
ra 2.6, es asintdtica, global y uniformemente estable si X1 y Yo son EDE con respecto a

w1 (z1,u1) y wa (22,u2), respectivamente, con alguna funcion de almacenamiento positiva
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definida y radialmente no acotada, y ademds se cumple que
wi (u1,21) + aws (21, —u1) <0 (2.37)

con a > 0. En el caso en que las funciones de alimentacion para %1 y Yo sean cuadrdticas:

w (ui, ;) = ziTQizi + ZziTSiui + uiTRiui, (2.37) equivale a decir que

Ry Sy —aST
@itally Si—aby ) (2.38)
ST —aSy Ry +aQs

Gran parte de este trabajo se dedica a sistemas no lineales que pueden representarse en la
Forma de Lur’e, que es aquella en la cual ¥; es un sistema dinamico lineal y Yo es una

no linealidad sin memoria que en el caso de este trabajo puede ser, en general, multivaluada.

Se consideraran en muchos casos funciones de almacenamiento y tasas de suministro
cuadraticas. Bajo esos términos, para que un punto de equilibrio (usualmente el origen) de
un sistema no lineal interconectado, en general multivaluado, expresado en la forma de Lur’e,
pueda considerarse estable, debe cumplirse que si el sistema en el lazo de realimentacién
es (Q, S, R)-Disipativo, entonces el sistema en el lazo directo es (—R, ST, —Q)-Disipativo.

Este concepto se formaliza a través del siguiente lema:

Lema 1 Considérese el sistema X representado como la interconexion de un subsistema
lineal, dado por la tripleta (A, B,C), en el lazo directo, y una no linealidad sin memoria,

en general multivaluada, v, en el lazo de realimentacion

t=Arx+Bu, z(0)=ux
Y:¢ y=Cur, (2.39)
u € —¢ (ta y) ’

Y sea ¢ tal que cumple con las condiciones establecidas en la Suposicion 1. Si el sistema
lineal (A, B,C) es (—RN,S%, —QN)-EDE, y ¥ satisface w (y,u) = w (Y (t,u) ,u) >0 con
(Q,5, R) = (Qn,SNn, Rn), entonces el punto de equilibrio x = 0 de (2.39) es globalmente

exponencialmente estable.

Prueba. Por hipétesis, segun la Suposicién 1, la existencia de soluciones locales de
(2.39) estd asegurada. (2.32) se satisface para el sistema lineal en lazo directo (A4, B, C) con

(Q,S,R) = (—Rn, SN, —Qn) y V(z) = 27 Pz una funcién candidata de Lyapunov para
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el sistema en lazo cerrado. La derivada de V(z) con respecto al tiempo a lo largo de las
soluciones de (2.39) es V = (Az + Bu)T Pz + z7 P(Az + Bu), o, debido a (2.32) y la tltima

ecuacion en(2.39):

_ T - _
o x PA+ ATP PB x
~ |u| | BTP 0 || w
21T [ —0TRyC TSy ]
< o B N N o —ex! Px
L uw | | SnC —QnN IR

como u = —:
V < —2TCTRNCz — 27CT S5 — T SyCx — T Qn1p

Dado que y = C'z, esto puede ser reescrito:

SR
B y ST Ry

(&
Y

—eV(z) < —eV(x)

porque ¥ es (Qn, Sy, Ry)-D. La aplicacién del Teorema 1 permite concluir que el origen
del sistema (2.39) es UGAS. Ademads, debido a la forma de la funcién de Lyapunov V, es

facil ver que la estabilidad del origen es exponencial en t. m

Nota 4 El Lema 1 es la generalizacion del teorema del circulo propuesta en este trabajo
para sistemas multivaluados. De hecho, el Lema 1 amplia la clase de sistemas a la que
puede ser aplicado el lema similar propuesto en el Disenio Disipativo basico [39, 43], el
cual solamente se destina a sistemas no lineales suaves. Ademds, el Lema 1 establece las
condiciones que permiten determinar la estabilidad de sistemas multivaluados, con base en
condiciones de disipatividad, cuando esos sistemas pueden expresarse en la forma de Lur’e.
Debido a la admision de no linealidades multivaluadas en los sistemas tratados, es posible
que las inclusiones diferenciales que los representan tengan maultiples soluciones, en cuyo

caso el Lema 1 implica que todas tienden al origen.

Nota 5 FEllema homdlogo propuesto en [43] para sistemas con no linealidades suaves puede

considerarse un caso especial del Lema 1.



26

Capitulo 3

Diseno Disipativo de Observadores
para Sistemas con No Linealidades
Fuertes

En este trabajo se proponen observadores para una clase de plantas que pueden re-
presentarse por medio de un subsistema LTI con una no linealidad conectada en la reali-

mentacion, en lo que se conoce como forma de Lur’e:

t=Ax+ G (o) +e(tyu) , x(0)=1x0
ey y=Cuzx, . (3.1)
oc=Hzx

Un esquema de la estructura puede verse en la Figura 3.1.

Figura 3.1: Esquema de planta a ser observada.
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Comunmente [39], el diseno de observadores se lleva cabo siguiendo los siguientes pasos:

1. La planta es transformada en un sistema mas simple o con una estructura tal que
el observador puede ser disenado directamente. Normalmente, esto se lleva a cabo a
través de transformaciones difeomérficas de los estados o de la salida, o por inmersion
de estados. Usualmente, se obtienen sistemas LTI, bilineales o afines. También es muy
comun obtener sistemas lineales o afines en conexién con sistemas no lineales (que
pueden ser considerados perturbaciones) estructurados de forma definida . Dentro de
esta clase, por ejemplo, se considera la estructura LTI con no linealidad triangular
que se requiere para el diseno de observadores de alta ganancia. La forma de Lur’e es

otro caso, que resulta ser mas general que la triangular.

2. Se disena el observador para el sistema transformado. Cuando el sistema es LTI en
conexién con un sistema no lineal estructurado, suele aprovecharse la estructura del
sistema para disenar un observador que replique la estructura del sistema, méas alguna

una inyeccion de la salida que permita compensar el efecto de la no linealidad.

El método aqui presentado considera solamente el segundo paso. La forma de Lur’e es
maés general que la mayoria de las formas que se obtienen usualmente a partir del primer
paso, entonces en principio puede aprovecharse para el disefio cualquiera de las transfor-
maciones propuestas por otros métodos. Ademas, en muchos casos existe la posibilidad de
obtener una forma de Lur’e adecuada para el diseno directamente a partir de la planta, sin

necesidad de transformaciones adicionales.

3.1. Meétodo Disipativo Basico para el Diseno de Observadores

La propuesta del Disenio Disipativo de Observadores consiste en procurar que el sistema
dinamico que representa el comportamiento del error en los estados observados con respecto
a los estados reales cumpla con la condicion de disipatividad para sistemas interconectados
en la forma de Lur’e. E1 Método Disipativo original esta definido para el caso en que las no
linealidades (que se representan en el lazo de realimentacién) son suaves [39, 43].

Un observador para (3.1) es un sistema dindmico que tiene como entradas la salida y

y la entrada u, y como salida a &, que es una estimacion de los estados x de 5. Se propone
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entonces un observador de orden completo para ¥, de la forma

T=A2+L({H-y)+GY(+N@G—-y)+eltyuw , 2(0)=i
6=Hi

donde L € R"*P,y N € R"*P son matrices a ser disenadas. Definiendo el error en los estados
estimados mediante e £ & — , el error en la estimacién de la salida mediante § £ § — vy, y

. ~ A A . ’ . 7
un funcional de los estados 6 = 6 — o, la dinamica del error en los estados estd dada por

A+ LC)e—G (o) =9 (6 +Ng)] ,
Ce . (3.3)
He ,

[1]
Il
< O
i1

Qe
I

con e(0) = eg = Ty — zp. Nétese que 6 + Ny = Hi + NCe = Hx + He + NCe

o + (H 4+ NO)e. Definiendo una funcién del error en la estimacién de los estados z =
(H+ NC)e =6+ Ny, y una nueva no linealidad
¢(2,0) = (0) =¥ (o+2) , (3-4)
la dindamica del error puede ser escrita como
ée=Are+Gr, e(0)=eg
= z = HNe , (3'5)

I/:—qb(Z,O') 5

donde Ay, 2 A+ LC, and Hy 2 H + NC. Note que ¢ (0,0) = 0 para toda o. Esquemética-
mente, el sistema del error puede ser representado como se observa en la Figura 3.2, donde
I es una inyeccién lineal de la salida, = es el subsistema lineal en el lazo directo y ¢ es
una no linealidad suave.

Obsérvese que para el sistema realimentado en la forma de Lur’e que representa el
error es posible aplicar los conceptos de estabilidad de sistemas disipativos interconectados.
Para el caso de un sistema que puede representarse como una forma de Lur’e con una no
linealidad suave en el lazo de realimentacion, la estabilidad del origen puede asegurarse

mediante el siguiente Lema, cuya demostracién puede encontrarse en [39, 43]:
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Figura 3.2: Error del observador (3.2)

Lema 2 Considérese la interconexion realimentada

& = Ax + Bu
y=Cxzx (3.6)

que es tal que la no linealidad ¢ es (Qn, SN, Rn)-D. Si el sistema lineal (A, B,C) es
(—RN,SZT\}, —QN) -EDE, entonces el punto de equilibrio x = 0 de (5.6) es globalmente ex-

ponencialmente estable.
Nota 6 Este Lema es un caso particular del Lema 1 cuando la no linealidad 1) es suave.

El disefio del observador 2 (3.2) consiste entonces en encontrar matrices L y N, si
existen, tales que = (3.5) satisfaga las condiciones del Lema 2.

El diseno queda entonces:

Teorema 3 Sea ¢ (Q,S,R)-D. Si existen matrices L y N tales que el subsistema lineal
(Ar,G,Hy) de Z es (fR, ST, fQ) -EDE, entonces Q) es un observador exponencial global

para X, i.e., existen constantes k,7y > 0 tales que para todo e (0)

lle @I < &lle (0)] exp (=~t) - (3.7)

Prueba. Por definicién de (—R, ST, —Q)—EDE existe una matriz P = PT > 0, matrices
K, W,y un escalar ¢ > 0 tales que

PApL+ALP+eP+HLRHy , PG— HLST

0. 3.8
GTP — SHy Q (3.8
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La aplicacién del Lema 2 conduce inmediatamente a afirmar que V < —€V (e), con V (&) =
el Pe, lo que con el Teorema 1, que es valido también para sistemas con no linealidades
suaves, permite concluir que = es UGAS y por ende, §2 es un observador global y asintética-
mente convergente para X. Ademds, la forma de V, con el principio de comparacién [32],
permite concluir que (3.7) se cumple con kK = )““5‘7"((5)), yy = Wi(lg), y por ello, la

min

estabilidad del origen de = es exponencial. m

Nota 7 Dado que el observador (3.2) converge para toda trayectoria del sistema (3.1), es
claro que ¥ tiene que ser observable para toda entrada [23]. La convergencia exponencial

implica que las linealizaciones deben ser detectables.

Nota 8 Ndtese que cuando la planta s es LTI (con excepcion tal vez de un término de
inyeccion de la salida), entonces ¢ = 0, y la dindmica del error E es LTI y auténoma, i.e. no
depende del estado de la planta. Lo mismo es cierto si o es dependiente de la salida y, dado
que en este caso existe una matriz F tal que o = Fy, y existe N tal que Hy = H+NC = 0.
En ambos casos la detectabilidad del par (A,C) es una condicion necesaria y suficiente
para construir el observador. Sin embargo, en general, la dindmica del error (3.5) no es
auténoma, sino que estd manejada por el sistema (3.1) a través del funcional de los estados
o= Hzx. ¢ es, por ende, una no linealidad variante en el tiempo, y sus variaciones dependen

de la trayectoria de los estados de la planta.

Nota 9 Todos los resultados son vdlidos si ¢ depende del tiempo y/o de una senal medible

v, por ejemplo la entrada o la salida de la planta.

Esa técnica generaliza el método propuesto en [5] y elimina la restriccién de monotonia
que éste impone. Ademas, con las debidas consideraciones, otras estrategias de disenio de
observadores, tales como el diseno de Alta Ganancia [24, 31] y el observador clésico Lipschitz

de Thau [49] pueden unificarse bajo el Diseno Disipativo [39, 43].
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3.2. Propuesta de diseno de observadores para sistemas con

no linealidades fuertes

La estructura general de la planta para la cual se propone generalizar el Disefio Disi-

pativo de observadores es la siguiente:

i = Az + GE+ o(t,y,u) , z(0) = zo
§ € (o),
y=Cux,
oc=Hz,

(3.9)

donde =z € R™ es el estado, u € R™ es una entrada conocida, y € RP es la salida medida,
y 0 € R" es una funcién lineal de los estados, que no tiene que ser medible fisicamente.
¢ (t,y,u) es una funcién no lineal univaluada de (¢, y,u), que se asume localmente Lipschitz
en y, continua en u, y continua a tramos en t. ¢ (o) es una funcién vectorial multivaluada
de dimensién ¢ que se asume dependiente de o, y que es disipativa con respecto a alguna
funcién de suministro cuadratica en el sentido dado por (2.35), esto es, puede ser circunscrita
a un sector, en general multidimensional. Es semicontinua por arriba, medible en el sentido
de Lebesgue y localmente acotada, y el conjunto al que pertenece la salida de 1 es no vacio,
compacto y convexo. Es bueno anotar que 1 (o) puede ser la versién convexificada de una
funcién discontinua en z. 1 (o) es la caracteristica fundamental que diferencia la planta en
estudio de (3.1), a la cual se destina el método bésico.

Interesa entonces disenar un observador para el sistema (3.9). Se propone un obser-

vador completo con la misma estructura del propuesto en [39]:

F=Ai+L(j—y)+GC+ o(t,y,u)
2(0) = &
Q:q CevE+N(-y) (3:.10)
j=Ci
5= Hz,

donde L € R™*P, y N € R"*P son matrices que deben disefiarse. Se define el error en la

. ., . A~ . ., . ~ A A
estimacién del estado por medio de e = & —x, el error en la estimacién de salidas § = §—y, y

~ A A ., . . . ,
6 = 6 —o. La dindmica del sistema que representa el comportamiento del error e estd dada
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por:
(é=(A+LC)e—G(£-0),
£€yY(o)
=0 CeV(E+N(@-y) (3.11)
y=~Ce
0 = He,

con e(0) = ey = &9 — xg. Nbtese que 6 + Ny = Hi + NCe = Hx + He + NCe =
o+ (H + NC)e. Definiendo z = (H + NC) e = 5+ N, una funcién del error de estimacion,

y una nueva no linealidad, en general multivaluada:

¢ (z,0) =Y (o) —(o+2), (3.12)
la dindmica del error puede ser escrita como:

é=Are+ Gn
e(0) =eg
z = Hpe
ne—¢(z0),

(1]

(3.13)

donde A;, 2 A+ LC,y Hy £ H+ NC. Es claro que este sistema tiene la misma estructura
ya analizada en el caso del observador disipativo para sistemas con no linealidades suaves.

La tnica diferencia es la naturaleza de la no linealidad, enfatizada en la Figura 3.2.

Obsérvese que debido a (3.12), 0 € ¢(0,0) para todo o, y por ende, e = 0 es un
punto de equilibrio de (3.13). En general (3.13) es no auténomo, dado que la planta (3.9)
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lo controla a través de la funcién lineal de los estados o. ¢ es entonces una no linealidad
variable en el tiempo, cuya variacién depende del estado de la planta.

Si el origen de = es UGEE, las trayectorias del observador convergen exponencialmente a
las trayectorias de ¥. Esto se cumple a pesar de que en ningin momento se exige la unicidad
de soluciones ni para el observador ni para la planta. Cuando en vez de soluciones uinicas se
consideran soluciones determinadas por los conjuntos que satisfacen la inclusién diferencial
(3.13), la convergencia puede verificarse a través de criterios de convergencia de conjuntos
[20].

Entonces para disenar el observador se requiere obtener las matrices L y N de manera
que el sistema que representa la dindmica del error = (3.13) satisfaga las condiciones del
Lema 1 (Capitulo 2), el cual es una versién generalizada para sistemas multivaluados del
teorema del circulo. La no linealidad multivaluada ¢ debe ser (@, S, R)-D (2.35).

El disefio del observador disipativo aplicable a sistemas con no linealidades fuertes se

puede enunciar asi:

Teorema 4 Asimase que la Suposicion 1 se cumple para la no linealidad ¢ en (3.13). ¢

—_

es, ademdas, (Q,S,R)-D . Si hay matrices L y N tales que el subsistema lineal de = es
(—R, ST, —Q) -EDE, es decir, existen una matriz P = PT >0, y un € > 0 tales que

PA,+ATP+eP+HLRHy PG-—HLST <0
GTP - SHy Q

f— )

(3.14)

entonces Q) es un observador UGEE de X3, esto es, existen constantes k,y > 0 tales que para
todo e (0) y todo t > 0

le @I < & lle (0)]] exp (=) - (3.15)

Prueba. Con (3.14), la aplicacién del Lema 1 lleva inmediatamente a V' < —eV () y

ya que V (e) = el Pe, (3.15) se obtiene con x = ’)\\‘:‘1’1‘((5)), yy=5. ®

El disenio del observador consiste entonces en la obtenciéon de L y N, tales que se
satisfaga la desigualdad matricial (3.14). Para ello, es necesario primero hallar matrices @, S
y R que satisfagan la desigualdad de disipatividad (2.35), teniendo cuidado de que la matriz
en (2.30) no sea positiva semidefinida. Para ayudar a solucionar la desigualdad matricial no
lineal que aparece es posible tratar de manipular los términos de esta desigualdad, de manera
que el problema se convierta en una LMI (Linear Matriz Inequality) lo que se consigue por
ejemplo reemplazando € P por €l, lo que no altera el problema y permite obtener un término

lineal en e. Otro factor a considerar es que la desigualdad es cuadratica en N. Si se fija IV,
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se obtiene una desigualdad lineal en los términos P, PL y € al costo de reducir los grados de
libertad, y con ello el espacio de soluciones para el disefio. Obsérvese ademas que si R = 0,
es posible dejar libre IV, obteniéndose (3.14) lineal en P, PL, ¢ y N. El problema global de
la solubilidad de la desigualdad resultante es un problema abierto en el cual se trabaja en

la actualidad.

3.3. Ejemplo: Sistema de masa con friccion

Para una ilustracion muy simple, que permite apreciar algunos aspectos interesantes
del método, considérese el sistema de masa en movimiento, con friccién estatica y viscosa,

esquematizado en la Figura 2.1, reproducida en la Figura 3.3. Como se enuncié en el Capitulo

Friccion
Fm J2
-Fm
Fs i x=x,
+\&/ ms v=x: | *

Figura 3.3: Sistema de movimiento con friccién estatica y viscosa. Ejemplo 3.3

2, sus ecuaciones en espacio de estado son:

3‘2’1:1‘2
I x2:%(F+§),f€¢(U)a

Yy=x1, 0 =12T2.

donde m es la masa del cuerpo, x; es su posiciéon y xo es su velocidad. F' es la fuerza
aplicada al sistema y 1 es el negativo de la no linealidad, multivaluada en o = 0, mostrada
en la Figura 3.3, que representa la fuerza de oposicién al movimiento ejercida por el cuerpo,

debida a la friccién viscosa y estatica. El coeficiente de friccién viscosa es p,,, y corresponde
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a la pendiente en la gréfica de la Figura 3.3 para x2 # 0. En forma matricial:

i = Az + BF + G¢ ,

Xy £€(o),
y=Cx ,0 = Hzx,

donde:

0 1
00

A= . B=

?],C:[l o},G:“],H:[o 1]

Para los valores numéricos se ha considerado que la masa m= 1.
El observador se define con la estructura propuesta en (3.10). El sistema que describe la

dindmica del error es, a la manera de (3.13),

ée=(A+LC)e+ Gn

e(0) =ep
3.16
ne _(b (270) ( )
z=(H+NC)e,
¢ (z,0) 2P (o) = (c+2) . (3.17)

La condicién previa para el disenio del observador cuando el sistema incluye funciones mul-
tivaluadas es que = cumpla con las condiciones del Teorema 4, lo que implica que la no
linealidad ¢ debe cumplir con la Suposicion 1.

Cuando o es diferente de cero, la no linealidad es univaluada y continua en todas partes
excepto en z = —o. En este punto, la no linealidad tiene valores en un conjunto no vacio,
compacto y convexo. La funcién cumple con la semicontinuidad por arriba pues el conjunto
incluye los valores limite de la funcién cuando z tiende a —o. Cuando o = 0, ¢ es multivalua-
da para todo z. El conjunto que define a ¢ para cada valor de z cumple con las condiciones
dadas en la Suposicién 1, y por tanto, es posible afirmar que la solucién generalizada del
sistema dado por (3.13) existe.

Una vez se asegura la existencia de soluciones, es necesario disenar L y N de manera que
el origen de = sea estable segtin el Lema 1. Para usarlo es necesario identificar las matrices
Q@,S y R que determinan la disipatividad de ¢. En la Figura 3.4 se grafica ¢ (z,0) para

varios valores de o.
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#(z) #(z)

_J|-c o>0
o<0 z

)

Figura 3.4: ¢(z,0) para diferentes valores de o. Ejemplo 3.3

oz + 2F,,Signo(z) |z| > |o|,0 #0

fioz |2 <lof,0 #0
v 2kSi s =0, 0
b(z.0) = Uz + 2KSigno(z) z=0,0%# (3.18)
k € [0, F) v
c=0,2#0
[2F,, 2F] 5=0,2=0

\
En este caso, hallar ), Sy R equivale a encontrar los valores (k1, k2) que definen el sec-

tor determinado por la desigualdad (2.36) cuando la no linealidad es escalar: (¢ — k12) (k2z — ¢) >

0. La Figura 3.4 sugiere que ¢ € [kj, 00|, con ky = p,. La desigualdad anterior quedaria

entonces (¢ — uyz) z > 0. Verificando esto para cada intervalo de la funcién:

2| > |of,0 #0
(¢ — pwz) 2 = 22F,Signo (z) > 0

el < o]0 #0
(¢ —mwz)z2=0

z=0,0#0Vo=0,2#0
(¢ — pwz) z = 2zKSigno (z) > 0,
yva que K > 0.

[ ] O'ZO,ZZO

(¢ — pvz)z =0
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De la desigualdad ¢z — p,22 > 0 se puede identificar Q = 0, S = 1/2 y R = —pu,.
Para hallar L y N se resuelve la desigualdad matricial en (3.14). Dado que @Q = 0, PG =
(H 4+ NC)TST. Fijando N = 0,5:

PG = (H+ NC)TST
piz| _ 1105
P22 2|1

se obtienen p12 = 0,25 y pao = 0,5. Con esta condicién, la desigualdad (3.14) se cumple

asegurando que

P(A+LO)+ (A+ LC)' P+ (H +NC)" R(H + NC) <0, (3.19)
. T 5 0,25

lo que se satisface con L = [—2 —1} , N=05by P = , cuando R = —p,, =
0,25 0,5

—1.

El observador se simulé utilizando Matlabe, para lo cual, la planta se estimulé con una
fuerza que va desde un valor que vence la friccién estdtica hasta valor que se encuentra
dentro del rango de velocidad cero. En la Figura 3.5 se puede ver el comportamiento de los
estados del sistema y del observador en el tiempo, considerando diferentes valores iniciales,

cuando el estado inicial del observador es nulo.

[ Linea sdlida: Estados del sistema
Linea punteada: Estados observados,
observador disipativo

Posicion

/- \ U
of. ol

A Linea sélida: Estados del sistema

Linea punteada: Estados observados,
-2r observador disipativo B

Velocidad

Figura 3.5: Comparacion de estados reales y observados para varios valores iniciales de la
velocidad y la posicién. Ejemplo 3.3
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Por via de comparacion, se disené un observador de alta ganancia [12]. Dado que,
como la mayoria de los observadores, el de alta ganancia no estd definido cuando en el
sistema existen no linealidades multivaluadas, se utilizé una estrategia similar a la de [52],
en donde se usan funciones Lipschitz para aproximar no linealidades continuas no Lipschitz,
existentes en el sistema a observar, de manera que se obtienen observadores aproximados
desde el punto de vista de las trayectorias. Alli, las aproximaciones no se aplican a funciones
multivaluadas, como se hace aqui, pero el procedimiento que se utiliza es aplicable. La no
linealidad asociada a la friccién en el presente ejemplo se aproximé entonces mediante una
funcién Lipschitz ¥ (6) = F,,, tanh (Ad) + p,,d, definiéndose F;, como en la no linealidad 1,
y siendo A un pardametro que determina la precision de la aproximacién, mayor a medida

que A crece. La estructura del observador de alta ganancia es:

&
=

Z es el estado estimado por el observador. Ag es la matriz de alta ganancia diag (@, @2)

A% + BF + AgK (C3 — y) + 9 (6)

3.20

Q>
I

que permite manipular la velocidad de convergencia, y K se define de tal forma que la
matriz A + KC sea Hurwitz. Se utilizé6 K = [—1 —1]T. Se simulé el comportamiento
del observador con ® = 20, ante una entrada que pasa de -5.1 a 4.9, cuando el méaximo
del valor absoluto de la fuerza de friccién estética es |Fy,,| = 5 y el coeficiente de friccién
viscosa es i, = 1. Se definié A = 10. Se observa en la Figura 3.6 el resultado obtenido. Para
la prueba mostrada en la Figura 3.6, las condiciones iniciales del sistema son z1(0) = 0 y
x2(0) = —0,1, y las condiciones iniciales de ambos observadores son nulas.

El observador de alta ganancia tiende a converger en la zona lineal, y esta convergen-
cia puede hacerse mas rapida incrementando ©, a costa de incrementar la magnitud del
transitorio, tal como es usual en este tipo de observadores [46, 32]. Se presentan también
transitorios cada que la senial de entrada al sistema cambia abruptamente. Este resultado se
puede comparar con el que se muestra en la Figura 3.7 obtenido con el observador disipativo
disenado y simulado bajo las mismas condiciones de la planta.

Es interesante considerar la situacién que se presenta en la zona correspondiente a la
multivaluacién (x2 = 0). Con la masa en reposo, como se puede ver en la Figura 3.6, los
estados del observador de alta ganancia no convergen a los del sistema original, en tanto
los del observador disipativo si lo hacen. Esto es debido a que la no linealidad multivaluada
puede tomar diferentes valores, segin sea la senial de entrada, cuando ésta se encuentra en

el rango de la friccién estatica. Por ello, se realizaron ensayos més detallados de esa zona y
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—Posicion real 4

- - -Posici6n estimada

Posicion

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Tiempo

0.1 T
— Velocidad real
0.05, - - -Velocidad estimada | |

Velocidad
o

1
4
o
a

|
o
[

1.4 16 1.8 2

1
Tiempo

Figura 3.6: Estados reales y observados con observador de alta ganancia. Ejemplo 3.3

pueden observarse en la Figura 3.8 las respuestas de ambos observadores cuando la fuerza
de entrada se encuentra en el rango estatico F' = —4.9. Las condiciones iniciales del sistema
son z1(0) = 0 y x2(0) = 0,5, y las condiciones iniciales de ambos observadores son nulas.
El observador de alta ganancia presenta error de estado estable, a diferencia del observador
disipativo, cuya estados convergen exactamente a los del sistema observado. Es cierto que el
error de estado estable del observador de alta ganancia puede llegar a reducirse incremen-
tando O, pero nunca desaparece realmente, presentdndose siempre el consabido incremento

en la magnitud del transitorio, que puede llegar a ser muy apreciable.

Para este sistema en especial, bajo ciertas condiciones, podria haberse usado un obser-
vador para sistemas hibridos, tal como los propuestos en [4], [1] o [27], pero el método pre-
sentado tiene la ventaja de no requerir informacién sobre el modo vigente de funcionamiento,
tal como se exige en [4], ni linealidad en las zonas de operacién fuera de la regién multiva-
luada o de conmutacion. Por ejemplo, si en vez de un modelo lineal para la friccion viscosa,
se hubiera usado un modelo cuadrético, como ¥ (o) = F,,Signo (o) 4+ p,0 + ko |o|, habria

podido utilizarse exactamente el mismo disefio presentado.
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0.04

0.031- b

0.021- o B
— posicién real
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0.011 - - —posicién estimada B
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Figura 3.7: Estados reales y observados con observador disipativo. Ejemplo 3.3

3.4. Ejemplo: Sistema de Carros Acoplados

Un ejemplo que permite ver otros aspectos del procedimiento de diseno y del de-
sempeno del método propuesto, consiste en proponer un observador para un sistema de
carros acoplados, anteriormente descrito en la seccién 2.1.3 y que puede verse en la Figura
2.2, que se reproduce aqui. En la figura, z1 (x3) y 22 (z4) son la posicién y la velocidad del
Carro 1 y el 2, respectivamente. Los carros estan conectados entre si por medio de un resorte
lineal con constante k1 y un amortiguador lineal con coeficiente de amortiguamiento dy. El
Carro 1 estd adosado a una superficie fija a través de un resorte no lineal, cuya funcion se
define

§ (1) = ko tanh (z1) + ksxy ,

con constantes positivas ko y k3, y un amortiguador no lineal, con friccién dada por
€ (z2) € Iy Sign (72) + po2

donde F,,, > 0 es la fricciéon de Coulomb y pu, > 0 es la constante de friccién viscosa. Sobre
el Carro 2 actia una fuerza externa u. Recuérdese, como se remarcé en la seccion 2.1.3, que
Sign (x2) se considera aqui una funcién multivaluada.

Una representacion de espacio de estados del sistema estd dada por (3.9), donde ¢ (o) =
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Figura 3.8: Comparacion de estados reales y observados con observador de alta ganancia y
disipativo. Ejemplo 3.3

6(a1) +&(02) y

0 1 0 0 0

k1 —di ki dy 0 G = -1
0 0 0 1 0

ki di -k —di 1

c:{oom},H:[lOOO]
0100

La no linealidad ¢ : R?> — R, ¥ (o) = 6 (01) + £ (02) representa la fuerza total actuando
sobre el Carro 1, que consiste en la suma de fuerzas debidas al resorte no lineal, dependiendo
de la elongacién o1, y la friccién no lineal, que es funcion de la velocidad 2. Dado que esta
no linealidad tiene dos entradas y una salida, i.e. es no cuadrada, el método propuesto en
[25], que requiere especificamente que la no linealidad sea cuadrada, no puede ser usado en
este caso.

El error asociado al observador propuesto (3.10) para el sistema (3.9) se caracteriza

por la dindmica descrita en (3.13), donde ¢ (z,0) = ¢1 (21, 01) + ¢2 (22, 02) puede ser escrita

como la suma de funciones incrementales individuales

o1 (21,01) =0 (01) — 0 (01 + 21) = ko (tanh (01) — tanh (o1 + 21)) — k321
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Carro 2 Carrol

-
O Q 400 ¢

|—’ |/—P
€T3 1

Figura 3.9: Un sistema de dos carros acoplados.

®2 (22,02) = € (02) — € (02 + 22) = Fy, [Sign (02) — Sign (22 + 02)] — pe22 - (3.21)

Para poder establecer una funcién cuadrética de alimentacién como (2.35), definida en la
seccion 2.3.1, para ¢, primero se determinaran funciones de alimentacién para cada una de
las funciones individuales ¢1, ¢o para luego combinarlas. Este método ha resultado ser més
simple que obtener directamente la funcién de alimentacién para ¢.

El teorema del valor medio permite afirmar que ¢ puede ser expresado asi:

¢1(z1,01) =—=0(n) 21, n€lor, z21+01] ,

donde ¢’ es la derivada de 6. No es dificil concluir que la no linealidad pertenece al sector

¢1 € [a, f], donde a = mingeg (=6 (7)) y f = mdxyer (=0 (n)). Dado que 6’ (n) =
ko/ cosh? (1)) + k3 se halla que ¢1 € [— (ko + k3) , —ks]. Esto implica que (segiin se verifica
en (2.36)) para todo o1, 21 € R:

w1 = —(b% — (kQ + 2k3) (;512:1 — k3 (kg + ]{73) Z% Z 0 s (3.22)

Ademas, como se desprende de la condicién de sector,

¢1 > — (ko + k3) 21

(3.23)
p121 + (ko + k3) 22 >0 .
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A pesar de que para ¢9 (22,02) no se puede usar el teorema del valor medio, no es dificil

probar que ¢2 pertenece al sector [—oo , —p,|. Esto implica que

2
Wo = —qbQZQ — UpZo >0 s \V/UQ,ZQ eR R

(3.24)
lo cual es consistente con la grafica mostrada en la Figura 3.10.
¢2(12) ¢2(12)
—\TV\? Oy [
0, <0 \TL\_Z
o, >0 “ 02—
o~ ¢2(Zz)
\ 2FN1
O, = 0 ™N 2y
NS 4
_2Fm
Figura 3.10: ¢2 (22, 02) para varios valores de oy
De los sectores individuales es facil ver que
W=witwy = —¢% — (k)g + 2]€3) ¢121 — k3 (/{72 + /{?3) Z% — (oz9 — ,uvzg >0. (3.25)

Sin embargo, @ no puede ser expresada como una funcién cuadratica (2.35) para ¢. Con el
fin de obtener dicha forma, obsérvese que

1 2 2 L,
¢1—§Z2 =¢1—¢122+122 >0
y, por ende
1
—¢7 + d122 < 125 :

Ademas, de (3.23) se concluye que

— (ko + 2k3) p121 < (ko + 2k3) (ko + k3) 23 .
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Reescribiendo @ (3.25) y usando las dos ultimas desigualdades se obtiene ques

0 <®=—¢i + ¢r2a — (ko + 2k3z) p121 — (d1 + P2) 22 — ks (k2 + k3) 21 — w23

w
1
< Zzg + (k‘z + 2k‘3) (kg + k‘g) Z% — ((;51 + ¢2) 29 — k3 (k:z + k‘g) Z% — uvzg
1
= — (qbl + ¢2) 2o + (k?z + k)3)2 Z% + <4 — Nv) Z%

lo que corresponde a una funcién de alimentacién cuadrética (2.35) con

Q=0,5=]0 -}| R-

(kg + k3)? 0 ]
0 (3-m)

Esta funcién de alimentacién no es trivial debido a que la forma cuadratica (@, S, R) no
tiene signo definido.

Para calculos numéricos y simulaciones se han tomado los siguientes valores numéricos:
kir=1,dy=1,ky =5, k3 =1, uy =1, F,, = 2. Usando la LMI Toolbox de Matlab para
resolver la desigualdad matricial dada por (2.32), es posible obtener los siguientes valores
para P, e, N and L:

19375 0  —4475 —18.875 | [ 39451
0 05 —75 0 7975 5
P — s L g s N = 5 € = 1,75
44750 —75 300 25 532 15
18875 0 95 25.875 1946

El resultado de la simulacion puede ser visto en la Figura 3.11, donde se observan los estados
estimados y los de la planta. La fuerza de entrada es una sefial que va desde un valor no nulo
dentro del rango de friccién estatica a un valor positivo que sale de ese rango. Obsérvese
que la convergencia del observador multivaluado se alcanza después de aproximadamente
1,5 s, a pesar del hecho de que la friccién estatica estd activa por un lapso bastante mayor.

Para obtener alguna referencia de comparacién para estos resultados, se puede reem-
plazar la funcién multivaluada £ (x2) en el observador, por una aproximacién continua.
Este es un método estdndar usado en las técnicas control de modos deslizantes para evitar
el efecto de chattering [32]. Esta idea se ha usado también para disenar observadores para
sistemas definidos mediante ecuaciones diferenciales que incluyen funciones continuas mas
no localmente Lipschitz [52]. En el caso presente, esta técnica permite el uso de observadores

estandar, dado que la planta y el observador aproximados son continuos y adin suaves. Sin
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embargo, contrariamente a lo que ocurre en el caso de control por modos deslizantes, en este
caso esta idea no conduce en la préactica a la estabilidad, sino que produce una estimacion
del error relativamente grande para toda aproximacién continua. Esto se ilustra en la Figura
3.11, donde los estados estimados de un observador idéntico al multivaluado, con excepcion
de que £ (x2) se ha reemplazado por una funcién continua igual a £ (x2) para |zre| > u, pero
lineal en el intervalo |za| < p, con p = 1/200. En la Figura 3.11 se observa claramente
que hay un error sustancial en la estimacién, ya que el observador no puede reproducir la

friccion estética presente en la planta.

o
=
o

-10 _' 4

X, real vs X, estimado
o N

X, real vs Xe, estimado
_°

-6 . . . . . . . .
8 10 0 2

— x: estados de la planta
' xe: estados estimados con observador multivaluado

xe: estimated state with approximate observer
15 T T T T 8

|
AN
o

4 6 4 6
Tiempo (s) Tiempo (s)

ol i
10t / 4

4t 4

-5

Xy real vs xe, estimado
N
real vs xe, estimado

X

4 6
Tiempo (s)

10

4

4 6
Tiempo (s)

10

Figura 3.11: Estados de la planta y sus valores estimados, obtenidos a partir de un obser-
vador disipativo multivaluado en comparaciéon con uno aproximado continuo.

3.5. Sumario

El método aqui propuesto generaliza y mejora algunos otros métodos expuestos pre-
viamente en la literatura: Incluye el caso en que las no linealidades son suaves, tal como fue
propuesto originalmente en [39]. En ese articulo se puede ver que el método incluye como

casos especiales el observador por criterio del circulo propuesto en [5], el observador Lipschitz
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clasico de Thau [49], y el observador de Alta Ganancia [24, 31]. El enfoque disipativo de las
no linealidades multivaluadas que se utiliza en este trabajo permite ademas incluir como un
caso especial el método de diseno de observadores propuesto en [25] y [29, 28], para sistemas
discontinuos y multivaluados. Alli se exige la monotonia de las no linealidades involucradas y
las soluciones de los sistemas deben ser tinicas, restricciones que son eliminadas en el presente
trabajo. La inyeccién no lineal de la salida a través de la matriz N y la introduccién en
el diseno de la caracteristica de disipatividad de la no linealidad a través de las matrices
Q, S y R, generan grados adicionales de libertad en el diseno, que pueden ser utilizados
para mejorarlo, obteniendo resultados menos conservativos, u optimizando alguna funcién

de costo.
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Capitulo 4

Método Disipativo para el

Robustecimiento de Observadores

En esta seccién se obtiene un observador robusto ante incertidumbres acotadas median-
te la adicién de un término discontinuo convergente, aprovechando la misma metodologia
disipativa ya expuesta. Esta estrategia estd inspirada en los observadores en modos deslizantes
de primer orden [21, 53, 47, 14] y utiliza criterios de estabilidad de sistemas disipativos in-
terconectados para obtener las ecuaciones de diseno. Esto simplifica el disenio, al no requerir
transformaciones de estado, y ademds permite incluir en el disefio no linealidades conocidas.
Ademéds, se utiliza la teorfa matemética de las inclusiones diferenciales [19, 6, 22, 58] que
permite incorporar al formalismo la existencia de discontinuidades en el observador y admite
la existencia de no linealidades discontinuas en la planta, opciones que no son exploradas

en ninguno de los trabajos mencionados.

4.1. Observadores Discontinuos

Los observadores discontinuos de primer orden tienen una estructura similar a la de
los observadores de Luenberger, con la adicién de una no linealidad discontinua que le
da al observador la posibilidad de rechazar perturbaciones y responder de forma robusta
ante algunos tipos de incertidumbre en el modelo. Es posible disenar las discontinuidades
adicionadas de manera que las trayectorias del observador sean forzadas a alcanzar una
superficie determinada del espacio definido por el vector del error del observador en los
estados. En este caso, se habla de Observadores en Modos Deslizantes [21]. Trabajos enfo-

cados al diseno de observadores en modos deslizantes para sistemas con incertidumbres en
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su modelo se encuentran en [53|, [47] y [14].

La motivacion inicial para incluir discontinuidades en los observadores proviene del
hecho de que en principio es posible diseniar esas discontinuidades para provocar que el vector
de estados del error permanezca en una trayectoria dada por el error cero. Un observador
en modos deslizantes bdsico, para sistemas lineales puede encontrarse en [21], y estd dado

por:

= A&+ Bu+ LSigno (j —y),

&>

j = Cai.

Z y y son los estados y la salida observados, respectivamente. En el observador se pueden
identificar dos elementos: Uno consiste en la reproduccion del sistema lineal, y el otro es
una inyeccién del error en la salida a través de la funcién discontinua Signo. El diseno del
observador consiste en obtener valores adecuados de L, de manera que el sistema del error
alcance el modo deslizante §j —y =y = 0.

La inclusién de discontinuidades en los observadores permite también hacerlos mas
robustos con respecto a perturbaciones o incertidumbres de cierta clase en el modelo del
sistema. Este enfoque es estudiado en [21] y [53] y utilizado en [47]. En estos articulos se

utilizan sistemas lineales representados de esta forma o de alguna equivalente:

x = Ax+ Bu+ DE(t,x,u),

y = Cx

donde A € R™*" B € R™*™ (C € RP*" y D € R™"*7 donde p > q. £ es una funcién vectorial
no conocida que representa perturbaciones o incertidumbres no conocidas pero con cota
conocida. Para este sistema, en los trabajos mencionados se propone un observador como
éste: .

I =Ar+ Bu+ Gy + Guv

y=C1,
donde G, € R™P y Gjy € R™™P y v es una funcién discontinua que depende del error en
la salida y de la cota conocida de la incertidumbre incluida en el modelo de la planta.

Los observadores anteriores requieren para su diseno de transformaciones de estado,

y estan limitados a sistemas lineales con incertidumbres, o a sistemas en los que las no

linealidades se tratan como incertidumbres. En su trabajo sobre diseno disipativo [42], J.
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Moreno propone una alternativa para el diseno, utilizando las propiedades de disipatividad
del sistema a observar, y robusteciendo luego el observador por medio de una inyeccién

discontinua. Alli se propone, para una planta que se pueda transformar a:

&= Ar+ Gy(o) + o(t,y,u) |
oc=Hz,

con ¥ y ¢ localmente Lipschitz en ¢ o y, continuas en u y continua a tramos en ¢, y o un

funcional lineal de la salida, no necesariamente medible, un observador de la forma

E=A24+L(G—y)+GP(G+N(@G—y)+elt,y,u) — P CTMIx (M (§—1y),t) ,
y=0C2,
6=Hi

FEn este observador se reconocen dos elementos: El primero consiste en una réplica del
sistema (4.1), con la adicién de términos de ajuste dependientes de la diferencia entre la
salida estimada y la salida observada (§ —y) £ ¥, como en un observador de Luenberger.
El segundo es una inyeccién no lineal de la diferencia entre la salida estimada y la salida
observada (P_ICTMTX (My, t)), en donde x (My,t) es una funcién discontinua, que se
usa especificamente para compensar las incertidumbres. El objetivo de este observador es
anadir un término disipativo adicional al error para robustecerlo. Si en este observador se
hace M = Iy x (y) = Signo (y) se obtiene un observador en modos deslizantes.

En el desarrollo presentado a continuacién se profundizaré sobre esta propuesta, definien-
do por criterios de disipatividad una inyeccién discontinua que robustezca un observador
bésico, y se extenderan las posibilidades de los observadores discontinuos de manera que
puedan ser disenados cuando en el sistema existen no linealidades conocidas, continuas o

discontinuas, ademas de términos de incertidumbre asociados al modelo o a perturbaciones.
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4.2. Disipatividad y Observadores Discontinuos: Estrategia

de diseno

Supoéngase que se tiene un sistema que se puede escribir de la siguiente forma:

&= Ax + G(a) + o(t, y,u) + DE(E, 2, u)

0) =

5. 20 =0 (4.2)
y=Cz,
c=Hzx

donde z € R" es el estado, u € R™ es una entrada acotada conocida, y € RP es la salida
medida, y o es un funcional lineal de la salida, no necesariamente medible. ¢ (¢, y, u) es una
funcién arbitraria no lineal y univaluada. ¢ (o) es una funcién vectorial multivaluada de
dimension ¢ que depende de o. £ es una funcién vectorial no conocida, de dimensién r < p,

y acotada de manera que siendo p una funcién escalar positiva conocida
€ (8, 2, w)l] < p(t,y,u) VE€RT, (4.3)

& representa posibles incertidumbres en el sistema. D es de rango completo y dimension
n X r. 1 es multivaluada, y ¢ se asume localmente Lipschitz en ¢ o y, continua en u y
continua a tramos en t, de manera que se garantiza la existencia de la solucién cuando
¢ = 0. Obsérvese que se trata de la misma estructura (3.1) ya utilizada anteriormente, sélo
que con el término adicional D(t, x, u) que representa las incertidumbres en el sistema.

Se propone un observador de orden completo para el sistema (4.2):

;

T=Ai+L@{—y)+GY (G +N(@G—y)+eltyu) —PTCTM x (w,t) ,
#(0) = 2o
Q:9 §=0C%,
6 =Hi
w=M(g—y)=MCe

LeR"™P, N ecR™ y M e R"™P son matrices que deben hallarse y

p(t,y,u)w e # 0
X (w) = [l . (4.5)
0, e=0
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Es de anotar que se la estructura propuesta es la misma que se usa en [42], pero aqui estd apli-

cada sobre un sistema diferente, que incluye no linealidades que pueden en general ser

discontinuas, y ademads, contiene incertidumbre.

4.3. Diseno Nominal

En este caso, para el diseno del observador basico puede utilizarse la técnica disipativa

ya conocida. Para ello, se se considera despreciable inicialmente el término de incertidumbre

y se disefia un observador que no incluye el término P~*C”'y (w, t). Segtin lo estudiado hasta

el momento [45], la convergencia del observador para un sistema como 4.2 se asegura cuando

en el sistema no existen incertidumbres. Despojado de ellas, el modelo del sistema queda:

Ty = Az + GP(04) + @(t, Yy, u),
* 0) = *
5, . { 0 =20 (4.6)
y* - CZE* 9

o« = Hux,

El observador para tal sistema quedaria:

B = A2 + L (Jx — ys) + GY (64 + N (G — ys)) + (¢, s, 1)

T4 (0) = 40 (4.7)
U = Oy,

6, = Hi,

Se buscaria pues obtener las matrices L y N de manera que el sistema la dinamica del

error del observador satisfaga las condiciones del Lema 1. El disefio podria llevarse a cabo

de la misma forma descrita en el capitulo anterior.
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4.4. Diseno Robustificado

Considerando ahora el sistema completo (4.2), con el observador (4.4), se encuentra

que la dindmica del error, con e = 7 — x estard dada por

é¢=Are+Gn— P 1CTMTyx (w,t) — DE (t,x,u) |
e(0) =ep

z=Hye,w=M(§—vy),

ne—¢(z0),

(1]

(4.8)

Entonces, el diseno del observador completo que robustece el diseno nominal se puede ex-

presar por medio del siguiente teorema:

Teorema 5 Si para el sistema (4.4) se define

p(t,y,u)w 75 0
— ||°JH » € 4
X (w) = , .9

( ) { 0, e=0 ( )

se cumplen las condiciones del Teorema 4 y es posible hallar M y P tal que
D=-ptcT™M” (4.10)

entonces (4.8) es global y asintdticamente estable.

Prueba. Con una funcién de Lyapunov definida como en la prueba del Lema 1, V(e) =

e’ Pe, se puede hallar V en las trayectorias del error y se comprueba que:
V < —eVie) = 2" PP CT M (MCe) — 2¢" PDE (t, z, u)

Simplificando y reemplazando en lo anterior (4.9) y (4.10), se obtiene:

2eTCTMT MCep
[MCell

V < —€eV(e) — + 2" PPICT ME (¢, 2, 1)
Simplificando de nuevo y aplicando la norma al dltimo término, con (4.3) queda:

V < —eV(e) —2p||MCe|| + 2p||MCe|| < —€V (e)

con lo que se puede asegurar, desde la teoria de Lyapunov, que el sistema del error es UGAE.
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4.5. Ejemplo: Sistema con no linealidad suave

Para ilustracién considérese el sistema propuesto en [39], con adicién de un término

de incertidumbre:
&1 = —x1 + g (22) +0,13§
Y:q 29 =—1519+ 0,03
y=a
donde g (z2) = w9 (ac% — 1) y & es un término escalar que representa incertidumbre en el
modelo asociada a entradas no conocidas, y del cual se puede garantizar que [¢| < k,
siendo k£ una cota conocida. La matriz que relaciona los estados con las incertidumbres es
0,13
D= .
0,03
Para el diseno nominal, se elimina el término asociado a incertidumbres y el sistema

puede ser escrito en la forma (4.6) con
-1 1
0 —15 |

é],H:[o 1}.

A =

G = T =

La no linearidad del sistema dindmico del error pertenece al sector [—oo, 2], lo que sig-
nifica que es disipativa con (Q, S, R) = (O, —%, 2) . La desigualdad de disenio (3.14) requiere
en este caso que IV < 0. Se resuelve numéricamente la desigualdad matricial de diseno, con
la restriccién dada por el diseno robustificado (4.10). Se obtienen los siguientes valores para

las matrices requeridas en el disefio del observador (4.4):

—29.2
L = , N =—15,
1,88
752  —0,56
P = M =1.
~0,56 7,52

Con estas matrices se obtuvo un observador con la estructura dada por (4.4), que se
simulé en Matlab, obteniéndose las gréificas que se pueden ver en la Figura 4.1 para los
estados y el error en los mismos respectivamente, ante una entrada desconocida &, con

|€] < 1000, que se simuld con una senal diente de sierra, desconocida para el observador.
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04 0.05
0.3 oF
-0.05r
= F : , o~ )
< 0.2 —x1 sistema = o1} —— X2 sistema
0.1+ - - -x1 observado - - -X2 observado
' -0.15}
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0.5 T T T T 0.05
0.25r ot
E g
S < —0.05¢
) )
E 5 o
& &
-0.25¢ o5l
-05 ‘ : : : -02

Figura 4.1: Estados y error del observador y planta

4.6. Ejemplo: Sistema con no linealidad fuerte

Se introduce una perturbacién con forma de diente de sierra en el sistema dado en la
Figura 3.3. Si la perturbacién permanece desconocida para el observador disipativo basico
disenado en el ejemplo 3.3, se obtiene una estimacién de estados como la que puede verse
en la Figura 4.2, en donde los estados del sistema estdn dados por la linea continua, y los
estados estimados se grafican con la linea discontinua.

Si se anade al obervador béasico una inyeccién discontinua como la dada en (4.10),
aplicando el disefio robustecido, se consigue un seguimiento adecuado de la senal, a pesar
del desconocimiento de la perturbacion por parte del observador, tal como se observa en la

Figura 4.3 para diferentes condiciones iniciales de la planta.

4.7. Sumario

En esta seccién se ha propuesto un método, basado en disipatividad, que permite ro-
bustecer otras técnicas de disefio de observadores ante incertidumbres acotadas, admitiendo

sistemas con no linealidades fuertes, por medio de inyecciones de la salida a través de no li-
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Figura 4.2: Observacion no robustecida

nealidades tipo Signo. La técnica presentada incluye como casos especiales los observadores
presentados en [53], [47], [14] y [21], y desarrolla la idea propuesta en [42] en el sentido
de admitir no linealidades fuertes en el sistema a observar. Ademds, anade rigurosidad
matematica al utilizar las propiedades de las inclusiones diferenciales para el tratamiento

de las no linealidades fuertes involucradas.
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Capitulo 5

Algoritmo Super Twisting:

Perspectiva Disipativa

5.1. Algoritmo Super Twisting

El objeto de estudio de este capitulo es el reconocido algoritmo Super Twisting [38,
17, 18], que ha sido usado tanto para control como para observacién y que usa Modos

Deslizantes de Segundo Orden (MDSO):

=. { 1= —k ’«’131|1/2 Signo (z1) + x2 + 01 (x, 1) (5.1)

9 = —ksSigno (z1) + 02 (x, 1)

donde x; son variables de estado escalares, k; son ganancias a ser disenadas y o¢; entradas,
que también pueden representar términos de perturbacion.

Lo que se busca es encontrar un método de diseno para observadores basados este algorit-
mo que utilice el enfoque disipativo con el que se ha trabajado hasta el momento. Si bien
hasta el momento no se ha planteado un método generalizado, pues el propuesto considera
Unicamente funciones de suministro cuadraticas, el estudio del algoritmo Super Twisting es
una incursién hacia el planteamiento de una teoria mas general de disenio, que requiere el
uso de funciones de suministro no Lipschitz.

Hasta el momento, dentro de este trabajo solamente se habia tratado con el modo deslizante
estandar, que es el de primer orden. Esta establecido que este modo es robusto y muy preciso
con respecto a varias clases de perturbaciones internas y externas [38], pero esta restringido

al caso en que el grado relativo de la salida es 1. Ademads, la conmutacion de alta frecuen-
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cia que produce el modo deslizante puede ocasionar el conocido efecto chattering [11, 38].
En este capitulo se introducen al esquema disipativo los modos deslizantes de orden supe-
rior (MDOS), que aparecen algunas veces en sistemas tradicionales de control en modos
deslizantes, o que son deliberadamente introducidos, debido a que se ha encontrado que los
MDOS convergentes en tiempo finito preservan las caracteristicas de los modos deslizantes
de primer orden y pueden mejorarlas, si se disenan adecuadamente, eliminando el chattering
(36, 37].

Para los modos deslizantes de primer orden es comun estudiar la estabilidad, la ro-
bustez y la tasa de convergencia al equilibrio utilizando las herramientas dadas por la teoria
de Lyapunov [50, 53, 47]. Es relevante puntualizar que para MDOS no se habia desarrollado
un tratamiento similar, sino que se han usado métodos basados en homogeneidad o las lla-
madas ”‘curvas mayorantes”’[17, 18, 33, 35]. En el transcurso de esta tesis se utilizard una
aproximacion alternativa e innovadora, por medio de conceptos de disipatividad y funciones
de Lyapunov, para el estudio de una version del algoritmo Super Twisting, similar a (5.1),
que se propone en [17, 18]. En ese trabajo, el tiempo finito de convergencia del algoritmo
se asegura por medio de una curva mayorante y se analiza la robustez del observador ante
perturbaciones acotadas. En lo que sigue, se utilizan aproximaciones que usan la disipativi-
dad y los métodos de Lyapunov para estudiar el algoritmo Super Twisting, en lo que se
constituye en una innovacién en este campo. Como se verd, las herramientas de Lyapunov
permiten extender la clase de perturbaciones e incertidumbres originalmente admitidas por
MDSO para incluir funciones crecientes de forma proporcional a la raiz cuadrada de x in-
yectadas en #1. Ademds, por medio de la adicién de términos lineales, se puede obtener un
algoritmo que admite también perturbaciones lineales. Otra ventaja del uso de funciones de
Lyapunov es que hacen posible obtener relaciones explicitas para los pardmetros de diseno.
Los algoritmos aqui estudiados podrian ser utilizados tanto para control como para obser-
vacion, aunque aqui se enfatiza en su aplicacion al diseno de observadores.

Desde el punto de vista de esta tesis, el objetivo fundamental es la integracion del algoritmo
Super Twisting al Diseno Disipativo de observadores. Esto se hara utilizando los conceptos
de disipatividad de sistemas realimentados, que se han usado a lo largo de este trabajo,
sobre un sistema dindamico que represente el error de un observador y que pueda ser iden-

tificado con el algoritmo Super Twisting.
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5.2. Observador Disipativo Basado en Algoritmo Super Twist-
ing
Considérese un sistema dado por
21 =22+ 1 (t,Z,U)—Ql (t,Z,U)
Y:q 2o = (t,z,u) — 09 (t,2z,u) (5.2)
Yy =z
T
donde z = [zl 22:| es el estado del sistema, u € R™ es una entrada conocida, y € R
T
es la salida medida, ¢ = [@1 @2} es una funcién suave de (¢,y,u), continua en (y,u) y

T
p= [Ql 92] representa incertidumbres o perturbaciones sobre el sistema. Se propone un

observador, basado en el algoritmo Super Twisting, y que esta dado por

21 =k |Zl —21|1/2 SignO(Zl—ﬁl)—l-ég—l—ng (t,z,u)
Q:4 2 =ksSigno(z1 — 1) + @2 (¢, 2, u) (5.3)
g =2

El sistema que representa la dindmica del error de 2 con respecto a ¥ estd dado por:

- ) éa —k1\61|1/2 Signo (e1) + e2 + 01
é2 = —k3Signo (e1) + 02

(5.4)

donde e; = Z; — z;. Obsérvese que (5.4) tiene la misma forma que (5.1).
La idea subyacente consiste en considerar a (5.4) como un sistema realimentado, con

el sistema nominal f(x) en el lazo directo, y en el lazo de realimentacion las perturbaciones

0i:
= i = f@) +p = [(@) + g@)v) (5.5)
o —ky ]acl\l/Q Signo(z1) + x2 [ o1(x,t) ]
z) = = . 5.6
f@) —ksSigno(x;) P o1(x,t) (5.6)

g(z) es un término que podria ser ajustado segin se quiera definir la forma en que las
entradas acceden al algoritmo.
El procedimiento consiste en asegurar la disipatividad de cada uno de los subsistemas que

componen el sistema realimentado, con respecto a funciones de suministro complementarias
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Figura 5.1: Algoritmo Super Twisting como sistema realimentado

entre si en el sentido establecido por (2.37). Esto asegura la estabilidad del origen del sistema
dindmico que representa el error, lo que equivale a decir que €2 es un observador convergente
para X, y robusto ante perturbaciones e incertidumbre de la forma establecida por g(x).

Por dltimo, y aprovechando el hecho de que al estudiar el algoritmo Super Twisting desde
el punto de vista disipativo, se hallan funciones de Lyapunov fuertes para el sistema del
error, se le han incorporado al observador términos lineales en x; que mejoran su robustez

en el sentido de admitir perturbaciones e incertidumbre lineales con respecto a x7.

Teorema 6 Supdngase que los términos de perturbacion del sistema (5.2) estin global-
mente acotados por

lo1] < &1 lex]'? ool < 62 (5.7)
para algunas constantes 01,09 > 0. Entonces, £ es un observador convergente globalmente

y en tiempo finito para valores adecuadamente elegidos de k1 y ks.

Prueba. = puede ser representado como una interconexion en realimentacién, tal como
se muestra en la Fig. 5.1, de manera que los conceptos de estabilidad de sistemas disipativos
interconectados puedan ser utilizados.

T
Se define un vector { = [|€1 \1/2 Signo(ey) 62} y una matriz de entrada al sistema en lazo

~|2lal o
g(e)—lo 1]

Para el sistema en el lazo directo en (5.5), con entradas v y salidas e, se define una funcién

directo

de suministro

Wi (e,v) = le1|"? (q10? — 1) + |ex]"/? (qov3 — 1) .
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con q1, g2 > 0. Definiendo v = |el\1/ 2 v se puede escribir

1
Wi (e, v) = EE (=2le1| + @107 + q203) -
€1
En términos de ¢
T
1 —-R 0
R ¢ (5.8)
Gl | o 0 —-Q || o
con
—q1 0 2 0
Q= y R= -
—q2 0 0

Se busca que el sistema en lazo directo sea disipativo con respecto a W1, i.e., que Wy

cumpla que
av (e (t
Eft()) Wi (e(t),u () <O0. (5.9)
con respecto a alguna funcién de almacenamiento V'(e). Sea
V(e) = (T P¢ = py |er] + 2pzes |el\1/2 Signo (e1) + p2e’
una candidata a funciéon de almacenamiento, entonces
(5.10)

V=¢TP¢+¢TP¢

(Ver Nota 10), con

lo que en (5.10) implica que

V= (Ac+ ) PC 4+ (TP—— (AC +0)
|1 |C1]
T
1 |¢] [PA+ATP P
Gl o P 0| o

Con Wi (5.8) y V, (5.9) queda
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T
PA+ ATpP P

P 0

¢

[

¢

U

T
R I
|C1] [’U]

PA+ATP+R+¢e¢P P
P Q

. 1
VW =—
11@4

lo que puede asegurarse si

<0 (5.11)

2 0 —q1 0

y Q= con qi,
0 0 0 —q
g2 > 0. Obsérvese que (5.11) es una forma de describir mediante una LMI la desigualdad
de disipatividad (5.9).

El paso que sigue es plantear una funcién de suministro para p, tal que cumpla con la

para algin € > 0, P una matriz simétrica positiva, R =

relacién de disipatividad de sistemas realimentados (2.37):

Wa(pe) =—Wi(—v.e) = lex|”” (1 - qo}) + e[ (1 - quv3)
2
= lea"” (1= $4) +ler]'* (1 - g203)

Para que p sea disipativa con respecto a W5, dado que p es una linealidad sin memoria,

debe ocurrir que Ws > 0, lo que es el caso si

2‘€1|1/2
ol <" (5.12)
loo| < \/%
Lo anterior corresponde a la hipétesis (5.7) cuando 6; = \/% y 0y = \/%.

Con valores de P, €, k1 y k3 adecuadamente elegidos, el sistema en lazo directo es ED con
respecto a Wi. Ademas, el lazo de retroalimentacién definido con (5.12) es D con respecto
a Wy. Wi y Wy cumplen con (2.37), con lo que se asegura la estabilidad del origen del
sistema dindmico que representa el error Z. Esto equivale a decir que €2 es un observador
convergente para Y.

Con base en las caracteristicas de estabilidad obtenidas a partir de la disipatividad de
los sistemas interconectados que componen =, se puede concluir que V(z) es ademds una

funcién de Lyapunov para =, cuando se considera un sistema realimentado en lazo cerrado.
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En efecto, V (e) = ¢TP( > 0si P > 0. Y es posible asegurar que

T

T
N rpy 1 |C| |PA+ATP PlIC| 1 (¢ 4¢C
Vi) =R PC_|C1| [z‘) P ol |o] Il H QHSO
sngo.
Con (5.12)
1
o< g v
N
Entonces
1
V(OgKl ¢T(PA+ATP)C+20GI TP [V | | < Zemo.
1 7= G
con
o | pla-de) =) & (u-d)em (i) -8

%3(14:1—\/%)4-192(/@3—\/%)_% b3

V es negativo definido si Q > 0, lo que se consigue si se cumple
a. p3 <0

b. py <k1—\/%>+2p3<k3—\/%) >0

C. —p3 [p1 (k‘l - V%) + 2ps3 <k3 - \/%)] - [‘% (kfl - L) + p2 <k3 -

Ademas, para que P > 0 se requiere que

d. p1 >0
e. p2>0

f. pipa —p3 >0

a. - f. pueden cumplirse (Ver tratamiento detallado en el Apéndice) si se eligen valores para
Di

—P172
) <p3 < 0
Y3+81 m >

2 -2
p1 >0, pr <py < 2’Y2p1 y mé ( P172
M Y3+ 8
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con

1 2
71:k3_ﬁ y ’72=k1—ﬁ
dado que
2 1 k k —4 4
ki1>1+— y k3> méx , IQI(I\/(TI )+\/(]T
Vau V@' 8qi/aq1 (k1 — 1) — 16¢1
Nétese adicionalmente, de (5.11) y el Lema 1, que V(¢ u) < —d‘gf). Como (; =

lex] 1/2 Signo(e;),V < — - |1/2 Como V' = ¢T P¢, se puede afirmar que es acotada: Ami { P} ||C]15 <

V< )\max {P} I¢]l5, con [|C]l5 = |#1] + €3 la norma Euclideana de ¢. Dado que 1|2 <

<]l < 1/2 {( ©) ge concluye que V < —~ V12 donde v = A2 {P} . Ya que la solucién de

min
la ecuacién diferencial & = —yv'/? con condiciones iniciales v (0) = v > 0 esta dada por
172 7,\?
v (t) = (vo - §t) (5.13)

resulta, del principio de comparacién [32], que V (t) < v (t) cuando V ({p) < vg. De (5.13)
se obtiene que V (¢ (t)), ¢(t), y por ende e (t), convergen a cero en tiempo finito y alcanzan

2V1/2(eq)
v

ese valor a lo sumo después de T' = unidades de tiempo. m

Nota 10 Ndtese que V(e) es continua pero no diferenciable, con lo que se requeriria para
verificar la condicion de disipatividad alguna version no suave de la teoria de Lyapunov
(Véase [15] o el articulo tutorial reciente [16]). La version usual para funciones de Lyapunov
lipschitzianas [22, 7, 44] no es de utilidad aqui porque V (e) no es localmente Lipschitz. Por
ende, no seria suficiente usar el Gradiente Generalizado de V(e) sino que se requeriria
hallar el Subdiferencial Prozimal [15].

Afortunadamente, en este caso es posible usar un método mds simple debido a que las
trayectorias de estado ¢ (t,eq) de la inclusion diferencial (5.4) son funciones absolutamente
continuas y por ende V (¢ (t,ep)) es una funcion continua del tiempo. Es cierto que no es
posible asegurar la continuidad absoluta de V (¢ (t,e0)), ni su diferenciabilidad. Sin embargo,
V (e) es continuamente diferenciable, excepto en el conjunto S = {(e1,e2) € R* | e; = 0}.
Las trayectorias del sistema del error cruzan la superficie de S y no pueden permanecer en

ese conjunto, excepto cuando alcanzan el origen e = 0. En efecto, es facil ver que si en

_ €1 =—k ]el|1/2 Signo (e1) + e2 + 2 |el\1/2 v
Ep
€2 = —k3 Signo (61) + U9

e1 = 0, y por consiguiente é1 = 0, entonces necesariamente e = 0, o sea que las
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trayectorias solamente pueden permanecen en la superficie definida por S cuando ea = 0.
Esto significa que V (¢ (t,e0)) es diferenciable para casi todo t, y en los valores en que es
diferenciable, la derivada puede ser calculada en la forma usual, aplicando la regla de la ca-
dena. O sea que es posible asegurar la disipatividad del sistema en lazo directo considerando

solamente los puntos en que V (e) es diferenciable.

Se concluye entonces que el algoritmo Super Twisting es robusto ante incertidumbre
o perturbaciones definidas por el vector p = [Ql gz} T, con 91 definida dentro de un sector
que admite funciones proporcionales a la raiz cuadrada del valor absoluto de z1 y g2 acotada.
Esto amplia la clase de perturbaciones ante las que se ha reconocido robusto el algoritmo

hasta el momento [17, 18].

5.3. Propuesta de un algoritmo Super Twisting (MDSO)

mejorado

5.3.1. Analisis de caracteristicas de un algoritmo lineal

Con el fin de incorporar caracteristicas adicionales a la robustez del algoritmo Super

Twisting, considérese el siguiente algoritmo lineal:

1= —kox1 + 22+ 01 (2, 1) (5.14)

&g = —kqz1 + 02 (2,1) .

Por medio de la funcién suave candidata de Lyapunov

1 1
Vv (Jj) = k4l‘% + 51:3 + 5 (k’QSL'l — {L‘Q)Q

se estudiaran algunas de sus propiedades. Es facil ver que V (x) es positiva definida y

radialmente no acotada si k4 > 0. Su derivada es

V=—2"Pz+oqz+ ol



donde

Para el caso nominal, cuando los términos de perturbacion desaparecen, i.e. o1 = g2 = 0,

el estado = converge exponencialmente a cero si Py > 0, esto es, si ko > 0y kg > 0. Si se

supone que los términos de perturbacién estan globalmente acotados por

lo1| < d3z1]
lo2| < 04 |z1]

para algunas d3,d4 > 0, entonces
V< —zT (PO—Q):C

donde

(k:% + 2k4) 03 + kody % (koos + 204)
% (k03 + 204) 0

Hay convergencia exponencial si (Po — Q) >0, i.e. si
ko > 203

263k3 + (503 + 364) k3 + 6304k + 63
ko (ko — 203) '

4

Puede verse el tratamiento en detalle en el Apéndice.

5.3.2. Modos Deslizantes de Segundo Orden (MDSO) modificados: MD-

SOL

Puede ser interesante y ttil combinar las caracteristicas del algoritmo MDSO Super

Twisting (5.1) y del algoritmo lineal (5.14): La convergencia en tiempo finito y la tolerancia

a perturbaciones fuertes en las inmediaciones del origen del MDSO y la robustez ante

términos de perturbacion lineales, fuertes lejos del origen, del algoritmo lineal. En lo que

sigue, se propone un nuevo algoritmo que combina los términos de correccién lineales y no
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lineales, de manera que el algoritmo resultante herede las mejores propiedades de ambos.
Considérese un MDSO modificado (MDSOL) descrito por medio de la siguiente ecuacién

diferencial:

1= —k |$1|1/2 Signo (z1) — koz1 + @2 (5.15)
9 = —ksSigno (x1) — ka1 .

donde x; son variables de estado escalares y k; son ganancias a ser disenadas. El siguiente
teorema muestra que MDSOL tiene tiempo de convergencia finito tal como MDSO y propone

una funcién de Lyapunov fuerte que asegura las afirmaciones hechas.

Teorema 7 FEl origen x = 0 es un punto de equilibrio fuerte, global y asintdticamente
estable de (5.15) sik; >0, i=1,--- .4, y dksky > (8k:3 + 9k%) k3. Bajo estas condicines,

1 1 2
V(x) = 2ks |z1| + k4:c% + 5:1;3 + 3 <k1 \x1]1/2 Signo (x1) + kax1 — arg)

es una funcion continua de Lyapunov para (5.15). Mas ain, todas sus trayectorias convergen
2V1/2($0)
)

en tiempo finito al origen siendo el tiempo de convergencia acotado por T* = =

donde xq es el estado inicial y 1 es una constante que depende de las ganancias k;.

Prueba. La funcion de Lyapunov propuesta puede ser escrita en forma cuadratica
V (x) = ¢TTIE donde

|$1 |1/2 Signo (.’El) 1 (4]{?3 + k%) kﬁlk‘g —k‘l
f - T 5 II= 5 k‘lkg (2/€4 + k%) —k‘Q
T2 —kq —ko 2

Noétese que V (x) es continua pero no diferenciable en x; = 0. Més atn, satisface

Amin {11} [[€]5 < V (@) < Amax {II} I€]15 (5.16)

donde ||€]|3 = 2% + 23 es la norma euclideana de €.

La derivada temporal a lo largo de las trayectorias del sistema (Ver Nota 10) es

: 1
V= i |1/25T915 —TOy¢
x1
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donde -~
(2k3 + k‘%) 0 —k1
0 =h 0 (2ks +K3) -2 |,
|k b 1
[ (ks + 2k) 0 0
0y = ky 0 (ki +%) -3k
I 0 —2k; 1

Las condiciones para que V(z) < 0 son:
m kb, >0,i=1,---,4
k3 > %1
kg > L k3

(Ver detalles en el Apéndice). Dado que

: 1
V< _W)\min {Q}IEN5 = Amin {Q2} 11€15 (5.17)
1

usando (5.16) y el hecho de que

V2 (g
Y2 < e, < L5

Ay

se puede concluir, con un procedimiento similar al llevado a cabo en que

V< -V (2) =V (2) |

donde s
v = )\min {H} Amin {Ql} Yy = Amin {QQ}
! Améx {H} 2 /\méx {H} ’
Del lema de comparacién [32] puede concluirse facilmente que V (x (¢)), y por ende x (),
convergen a cero en tiempo finito y alcanzan ese valor a lo sumo después de T = %

unidades de tiempo. m
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5.3.3. MDSOL: Comportamiento ante perturbacioness

En esta seccion se mostrard que cuando términos de perturbacion estdn presentes, i.e.

1= —k1 ’$1|1/2 Signo (1'1) — ko1 + 72 + 01 (J?,t) (5 18)
&g = —kgSigno (x1) — kax1 + 02 (2,1)
el algoritmo modificado MDSOL hereda las propiedades de robustez de ambos algoritmos, el

lineal y el no lineal, rechazando las perturbaciones fuertes cerca al origen y las perturbaciones

linealmente crecientes lejos de él.

Teorema 8 Suponga que los términos de perturbacion del sistema (5.18) estdan globalmente
acotados por
lo1] < 61 faa]"/ + 85 |

(5.19)
loa| < 09 + 4 |21 -

para algunos 61,0, 03,04 > 0. Entonces las ganancias pueden ser definidas suficientemente
grandes de manera que el origen x = 0 sea un punto de equilibrio fuerte, global y asintoti-

mente estable y todas las trayectorias convergen en tiempo finito al origen.

Prueba. Usando la funcién de Lyapunov propuesta se puede hallar su derivada en las

trayectorias del sistema

Ve W#ms ot rufer —m |1/2 wie

donde
= [kl (3k2 01— Qz) [(K3 + 2k4) 01 — k202] ,—k291]

wgzgl[ (2/4:3—!—%) 0 —]“2—1} .

Usando las cotas (5.19) de los términos de perturbacién:

1
|1 |z |
donde 2
k
(2ks+5) o &
Ay = 0 0 0 | »
ky 0 0
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y ademas
w0l € < € Mg + €T AgE
|z1]
donde
d2k1 0 0
Ay = 0 [k:l (%53 + (54) + (k% + 2k4) 51] ol ,
0 0 0
ko ((52 + %klél) 0 %kg(sl
Az = 0 (k‘% + 2k4) 03 + kody %k‘253
Tkady ka0 0

La derivada de la funcién de Lyapunov es

’ 1 T T

V= —Wf (U — Ao — 1A E—& (N2 — Az —3A1)¢
T

(Ql — A9y — ’)/1A1) > 0 if

k1 > 2maéx ((51, \/(572)

ko > %53 + %\/ %532) + 894

S1k1+2103+32 5.20
k3 > klm ( )
kl[%lﬂ(k1+%51)2(216%*%53162*54)+(gk§+%53k2+54)p1] 1.9
ka > 1 152\ /1 B §k2
2(p1*§k1(k1+§51) )(5141*51)

donde

1 1 1
1=k <4k% - 52) + (2k‘1 - 51) (2k‘3 + 2k%>

El segundo término de la desigualdad puede ser escrito como ¢7 (Qy — Az — y3A1) & =
¢TT1¢ + 2TTyz, donde

r ko ((ks +2k3) — 62 — 5k101) — <2k3 + ?) 03 —3 (k261 + 3k103)
1 =
—3 (k261 + 3k103) ko

r ko (kg + k3) — (k3 + 2ky) 63 — kods  —ko (k2 + 163) ]
) =

—ko (kg + %(53) %]Q
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Este término es positivo definido si

ko > 203
(k‘251+%k‘1(53)2 (52+%51k1)k2—2(k)2—%53)k‘%
ks 2/[62(162—253) Tz ] (k2—203) (5.21)
ko (k2+303)+505+04
ka > ko o
Se puede ver que siempre es posible seleccionar k; > 0, i = 1,---,4, de tal forma que

ambos grupos de desigualdades (5.20,5.21) se satisfagan para todo 6; >0, i=1,--- ,4.

Bajo las condiciones previamente senaladas:
. 1 7
V< —71/25 (Q — Ay —61A) &
|21]

La estabilidad global y el tiempo finito de convergencia pueden asegurarse usando los mismos

argumentos utilizados en pruebas anteriores. m

5.4. Ejemplo

Considérese un péndulo cuyo modelo en espacio de estados esta dado por

27.1: T2

: 1 MgL 1%

Ty = Ju— 55 sin(x1) — Fas+p
Yy = I1.

donde x1 = 6 es el dngulo de oscilacion, xo = 0 es la velocidad angular, M es la masa del
péndulo, g es la fuerza gravitacional, L es la longitud del péndulo, J = M L? es la inercia del
brazo, V; es el coeficiente de friccién viscosa del péndulo, y p es una perturbacion acotada,

que para propositos de simulacién se modela como
p(t) = 0,5sin (2t) + 0,5 cos (5t) .

Este sistema ha sido usado en [17, 18] para el diseno de un observador Super Twuisting.

Aqui, se propone un observador MDSOL

1= To9+k |€1‘1/2 Sign (61) + koeq

2 1 MgL

o " ‘ (5.22)
l‘2 = ju — T S1n (I]_) - 75.T2 + k3 Slgn (61) + k461’
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donde e; = x1 — #1. La dindmica del error de observacién esta dado por

é1 = €9 — kl |€1‘1/2 Sign (61) — kgel
MgL

Vs .
€y = 57 (sin (&1) —sin (21)) — e - k3 Sign (e1) — kqe1 + p

= —k3 Sign (e1) — kse1 + 02 (e, 1)

donde g (e,t) = p — % cos (z(t)) el — %62, es el término de perturbacién. Nétese que
la perturbacién contiene un término lineal en e; (obtenido usando el teorema del valor
medio), una perturbacién acotada p y un término lineal en ep. Obsérvese que este dindmica
es similar a lo propuesto en (5.18), y por ende, usaremos aqui las relaciones mostradas en la
seccién (5.3.3) para obtener k;. Estos valores fueron usados en la estructura del observador
(5.22), y se obtuvo una simulacién del comportamiento del observador. Para esta simulacién,
las condiciones iniciales del observador se definieron nulas, y 1 = —1, o = 3 para el
péndulo. Se usaron los valores numéricos M = 1,1(kg), g = 9,815(m/s?), L = 1(m), y
Vi = 0,18(kg.m/s?). Si ko y k4 se hacen cero, el observador MDSOL se reduce al observador
MDSO. Con propositos de comparacion, se disefiaron ademéas un observador lineal comun
y otro, en modos deslizantes de orden superior [53], y se compard el comportamiento de

todos los observadores, como puede verse en las Figuras 5.2 y 5.3.

Error en posicion con el observador lineal
Error en posicion con SM de primer orden
1.5- ‘== Error en posicién con SOSM

= Error en posicion con SOSML

0.5r

el: Error en la posicion angular

. . . . . . . . . )
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo

Figura 5.2: Error en la posicién estimada con MDSOL, MDSO, MD de primer orden y
observador lineal

El observador lineal muestra convergencia exponencial, y no logra rechazar la pertur-
bacién acotada. El observador en modos deslizantes de primer orden rechaza la perturbacién,
pero tiene su chattering caracteristico, el cual es eliminado por los dos observadores de se-
gundo orden. Ademds, MDSO y MDSOL presentan convergencia en tiempo finito, la cual

se mejora como resultado del término lineal en el caso del MDSOL.
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Error en la velocidad con observador lineal

Error en la velocidad con observador SM de primer orden
== Error en la velocidad con SOSM
=—Error en la velocidad con SOSML

e2: Error en la velocidad angular

i I I I I I I I . . )
ZO 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo

Figura 5.3: Error en la velocidad estimada con MDSOL, MDSO, MD de primer orden y
observador lineal

5.5. Sumario

Se ha incluido dentro del Diseno Disipativo de observadores, como caso particular, el
algoritmo de modos deslizantes de segundo orden (MDSO) Super Twisting. Se utilizé en este
caso el mismo enfoque disipativo utilizado anteriormente, con la diferencia de que en este
caso las funciones de suministro y alimentaciéon no son cuadraticas, debido a la naturaleza
misma del algoritmo estudiado. Un logro verdaderamente importante que se ha obtenido es
el hallazgo de funciones de Lyapunov para el algoritmo Super Twisting, tanto nominal como

ante la presencia de perturbaciones acotadas globalmente por |o1| < §; \m1|1/ 2

y 02| < 62,10
cual no se ha reportado hasta el momento en la literatura, y que abre muchas posibilidades
al estudio de propiedades y desarrollo posterior de aplicaciones del algoritmo. Para los ob-
servadores estudiados en los capitulos anteriores, ha sido suficiente considerar funciones de
Lyapunov cuadréticas. Los observadores con inyeccién fuerte de salida tipo Super Twisting
(modos deslizantes de orden dos) han requerido la utilizacién de funciones de Lyapunov
continuas mas no diferenciables. Este obstaculo habria requerido usar gradientes generali-
zados y el subdiferencial proximal, pero se ha solucionado de forma més sencilla asegurando
que las trayectorias del sistema no permanecen en los conjuntos problematicos, sino que los

atraviesan de manera momentanea.

Adicionalmente, y aprovechando las funciones de Lyapunov obtenidas se anadieron
términos lineales al algoritmo original, de manera que ademads de las perturbaciones ya
especificadas, se logra que el algoritmo modificado admita perturbaciones lineales. El estudio
generalizado que se hizo del algoritmo permite que éste pudiera ser aplicado tanto al disefio

de observadores como de controladores.
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En resumen, las contribuciones obtenidas en este capitulo son las siguientes:

Se amplid el Diseno Disipativo, en el sentido de incluir en él inyecciones de la salida

no lineales fuertes tipo algoritmo Super Twisting.

Se hallaron funciones de Lyapunov para el algoritmo Super Twisting, tanto nominal
como ante perturbaciones, mejorando sustancialmente el estado del arte en cuanto al

estudio de estabilidad, tiempo de convergencia y robustez del algoritmo

Se robustecié el observador disipativo bésico, al admitir perturbaciones acotadas y

linealmente crecientes.

Se extendié la aplicabilidad de los observadores con inyecciones no lineales fuertes
continuas (Tipo algoritmo Super Twisting) a sistemas que se modelan por medio de

no linealidades fuertes.

Se propuso un algoritmo mejorado, que combina las propiedades de uno lineal y del
Super Twisting, de manera que rechaza una clase mas amplia de perturbaciones, y que

podria ser adaptado a la construccion tanto de observadores como de controladores.
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Capitulo 6

Conclusiones

Se propuso una técnica de Diseno Disipativo de observadores para sistemas no lineales
discontinuos y multivaluados. El método se basa en la teoria disipativa de sistemas y genera-
liza y mejora algunos métodos de diseno de observadores para sistemas con no linealidades
suaves. En particular, elimina algunas limitaciones bastante fuertes del método propuesto
en [25], pues puede ser aplicado a no linealidades no cuadradas y no monétonas, y no exige
unicidad de las soluciones del observador.

Se obtuvo un método de robustecimiento de observadores mediante la aplicacion de la
técnica de Diseno Disipativo, en el sentido de admitir perturbaciones acotadas, y acopladas
como se observa en (4.10), por medio de una inyeccién de salida tipo Signo, extendiendo
ademas la aplicabilidad de esta clase de observadores a sistemas que se modelan por medio
de no linealidades fuertes. Se consideré dentro del formalismo matemético el hecho de que
las funciones anadidas al observador para robustecerlo son discontinuas, a través de la uti-
lizacién de las inclusiones diferenciales. La técnica presentada incluye como casos especiales
los observadores propuestos en [53], [47], [14] ¥ [21].

Se incluy6 una version bésica del algoritmo Super Twisting dentro del Diseno Disipa-
tivo, por medio de la extensién del mismo hacia la utilizaciéon de funciones de suministro
y alimentacién no Lipschitz. Este enfoque permitié proponer por primera vez una forma
estructurada de hallar funciones de Lyapunov fuertes para el algoritmo Super Tuwisting,
que es ampliamente usado para el diseno de controladores, observadores y diferenciadores
exactos, y presenta importantes propiedades de convergencia en tiempo finito y robustez
ante perturbaciones fuertes. Comparado con los modos deslizantes de primer orden, que
también poseen esas propiedades, las trayectorias obtenidas mediante Super Twisting son

mas suaves, y evitan el fuerte efecto de chattering que se presenta en los modos deslizantes



76

clasicos. La utilizacion de las funciones de Lyapunov halladas permitié ampliar la clase
de perturbaciones que acepta la literatura para el algoritmo Super Twisting y la adicién
de términos lineales al algoritmo original, para admitir la introduccién de perturbaciones
acotadas linealmente.

Se espera que disponer de funciones de Lyapunov permita profundizar mucho méas en
el estudio del Super Twisting y otros algoritmos de modos deslizantes de orden superior, de
manera que sea posible entender més completamente su naturaleza y propiedades y disponer
de mejores herramientas de diseno.

Esta tesis abre interesantes vias al trabajo futuro, entre las cuales se pueden enumerar

las siguientes:

= Planteamiento de ejemplos tedricos adicionales, que amplien la ilustracién sobre las

diferentes caracteristicas y posibilidades del Disenio Disipativo.

= Aplicacién del Disefio Disipativo al diseno de observadores para sistemas préacticos de
interés, como por ejemplo, algunas plantas ubicadas en los laboratorios de la Univer-

sidad Pontificia Bolivariana en Medellin.

» Perfeccionamiento de algunos aspectos tedricos relacionados con el Diseno Disipativo
aplicado a observadores con inyeccién fuerte de la salida, tales como la verificacion
de la existencia de modos deslizantes en el observador cuando la inyeccion de salida
es del tipo Signo y la ampliacién del algoritmo Super Twisting a sistemas de orden

mayor de dos.

= Aplicacién del Disefio Disipativo al diseno de observadores para sistemas positivos.
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Apéndice

Calculos de parametros para algoritmo Super Twisting con

perturbaciones (Seccidon 5.2)
Se requiere que
[l ) ) e &) ol )]
7(161—\/?)—1—192(]{3—@ -2 —p3
Para ello,

a. p3 <0

b. py <k1—\/%> + 2p3 <k3—\/%) >0
2 1 - 2 1 2
« P [p1 (kl_\/T> 23 <k3_\/ﬁ)] B [% (k'l—ﬁ> + p2 (kz—ﬁ) —pﬂ >0
Ademds, para que P > 0 se requiere que
d. P1 >0
€. p2 > 0

f. pips —p3 >0

De b. se establece que es necesario que ki > \/%, ks > \/%, p1>0yp2>0
c. puede reescribirse, teniendo en cuenta a.
—p1p372 ) AN i
5 — P2P37172 + P1P271 — D3 (271 + 4> M2 0 (6.1)

>0 20
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donde v = k3 — \/% v ye = k1 — T Agrupando convenientemente los términos en (6.1) se

pueden plantear las siguientes condiciones:
A _ppzve _ 2 (9 +L§ -0
: 2 P3\#71 T 74
B. —pspayiye — p3ni > 0
p2
C. pipom1— 5 >0
de A., y teniendo en cuenta a. se despeja ps:

2p 172

p3 > ——5———
73 + 81

de B., y como po,~1 > 0 se obtiene po:

P32
pani (—p3y2 —p271) >0 — pa < .
Ademais, de C., como p; > 0, py > %.

Es posible resumir las condiciones més restrictivas obtenidas hasta el momento asi:

" i.p3 <0

w ii.p; >0

p1

m iii. pg > Im

2p172

= V. —
p3 > ’y§+8'y1

__Db372

m V. p2 < ~

= vi. pip2 > pj
Es posible cumplir simultaneamente iii., iv. y v. si

V3
8(12—1)

1 272

2
< g M+ >0—m>
dyi " Y+ 8m 2

Reemplazando los valores de v; y va:

2
(klfx/%) n 1 kg (v —4) + 4@

8<k1 ~ J%) _8 V& 8aya(k—1)—16q

ks >
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, . _ , _9 _
Para asegurar ademds vi. debe procurarse que p3 > 21172 , entonces max (ﬁ, %) <
2

p3 <0

Calculo de parametros para algoritmo lineal con perturba-

ciones (Seccién 5.3.1)

La convergencia exponencial del algoritmo lineal se da si (PO - Q) > 0, esto es, si

ko (]{2% + k‘4) — 03 (k‘% + 2k4) — kody —k% — % (k‘253 + 254)

>0 (6.2)
—k% — % (]C2(53 + 254) ko

Esto se cumple si
1. k9 >0
2. ko (k:% + k4) — 03 (k‘% + 2ky) — kads > 0
3. ko (ko (k3 + ka) — 63 (K2 + 2ka) — kads) — (—k3 — 1 (kad3 +204)) > 0
1. se cumple desde el planteamiento. No es dificil observar que 2. se cumple si

a2. ko > 03

kody
b2. k4 > k27263

Con 3. debe cumplirse que

1 2
k3 (k3 + ka) — kads (k3 + 2ks) — k304 — <k§ + 5 (kads + 254)> >0
1
kg + ka (k3 — 2ko03) — kios — k304 — ky — kidy — 2304 — i (k303 + 4k20304 + 403) >0
con lo que la condicién para cumplir 3. seria

N 263k3 + (%03 + 364) k3 + 0364ks + 63
kQ (k‘g — 2(53)

ky
En resumen, es posible cumplir con 1., 2. y 3. si

ko > 203

263k3 + (03 + 364) k3 + 0364k + 63
kg (k‘g — 2(53) '

4
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Calculos para Algoritmo Modificado MDSOL (Seccién 5.3.2)

Considérese la funcién continua no Lipschitz candidata de Lyapunov

1 1 . 2
V (x) = 2ks |x1| + k‘41:% + 51:% + 5 <k:1 |x1]1/2 Signo (x1) + kox1 — :1:2)

k2 k2 .
V(z) = <2k3 + 21> |x1|+k4x%+x%+?2x%+k‘1k2x1 \$1|1/2 Signo (z1)—kix2 |:c1\1/2 Signo (z1)—kex122

De aqui no es dificil ver que la funcién propuesta puede ser escrita en forma cuadratica
V (z) = ¢TTI¢ donde

|21|*/? Signo (21) : (4ks + &) Ky ks k1
5 == I s II = 5 klkz (2/€4 + k%) —kg
X2 —k —ko 2

La derivada (Valen los mismos argumentos de la Nota 10) de V (z) es

B q k3zi | 3 1/2 q; _ _kxo
V() { ‘ } 2k3 + 5 ) Signo (z1) + 2ksz1 + 24— + Skiks [21] /" Signo (z1) s 72 koxo
€Tr) = :1;1 x2
2x9 — k1 |x1\1/2 Signo (x1) — ko1

o 2

. k? . . 3
V(z)=—k <2k3 + 21> ]a:1|1/2 — 2k1kyqeq |61]1/2 Signo (x1) — el \61]1/2 Signo (x1) — 5k%k‘2 ler| +

k? k? k3
+ ?11‘2 Signo (1,‘1) + k1koxo ]a:1|1/2 Signo (ml) — ko <2k3 + 21> x1 Signo (Il) — 2]62/64%% - ?2.%%—}

3 k k2 _
— §k§k1x1 |x1|1/2 Signo (1) + 2’1|i/2$1$2 + k3x119 + <2k‘3 + 21> x9 Signo (1) + 2ksz122+
1
k3 3 1/2 o ki o 2 - 1/2
+ ?zvla:z + §k1k2a:2 |x1|"/ = Signo (z1) — WxQ — kox5 — 2ksxo Signo (x1) + kiks |x1|/ = +
1

+ kskoxq Signo (x1) — 2kqx129 + k1kaxy |21 |1/2 Signo (x1) + k:gkw%
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lo que se puede escribir

. T k3 22 Ky k2
V(e) = | ’11|/2 <—21 - k1k3> +—l7 (—k1k4 - 122> — |a1| (kaks + 2k3ks)
X1

|21
1/2 q
xo |z1|™” Signo (x1) , 5 1/2 o 5 z122 [ kiks 35
|m1|1/2 k7 + x2|z1| "/~ Signo (x1) 2k‘1k‘2 +7|61|1/2 =S + 2122 2k2 +
2 (koks + 2K3k (k) ey
_$1(23+212)—W 5 — T3K2
o0 sea que
. 1
V=—— T - ¢Tn¢
|IE1|1/2
donde -~
(2ks3 + k) 0 —ky
O =% 0 (2ks +£2) —E2 |,
(ks + 2k3) 0 0
2
Qy = ky 0 (ki +%) -3k
I 0 —3ky 1

Esta derivada es negativa definida si (condicién suficiente) Qp > 0, y Q2 > 0.

Para €7 se debe cumplir que

1. 2ks + kI >0

2. 2ky+ k3 >0

3. 2y + k2 — 52 >0

4. (2ks + k?) (2ks + 3k3) — k3 (2ky + kg2) > 0
1.,2. y3.secumplensik; >0, ¢ =1,--- ,4. De 4., debe cumplirse que %k‘:gk’% — %k%k‘% > 0,
esto es, que k3 > %.

Para €y > 0 debe cumplirse que
1. kg +2k? >0
2. ky+ >0

3. (ks + 2k2) [(m + %) - %kﬂ >0
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2
1.y 2. se cumplensi k; >0, ¢t =1,---,4.3. se cumple si ky + %2 — %k% > 0, lo que

se consigue si kg > %k%

En resumen, las condiciones para que V(IE) < 0 son:
.k1>0,7/:]_,74
k3 > ]%1

kg > 15k3
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