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El extrano mundo de las teselaciones,
Un paseo por la geometria para estudiantes de bachillerato

La vida es una oportunidad

La vida es una oportunidad, aprovéchala.
La vida es belleza, admirala.

La vida es beatitud, saboréala.
La vida es suetio, hazlo realidad.
La vida es un reto, afrontalo.

La vida es un deber, cumplelo.

La vida es un juego, juégalo.

La vida es preciosa, cuidala.

La vida es riqueza, consérvala.
La vida es amor, gozala.

La vida es un misterio, devélalo.
La vida es promesa, cumplela.

La vida es tristeza, supérala.

La vida es un himno, cantalo.

La vida es un combate, acéptalo.
La vida es una tragedia, dominala.
La vida es una aventura, arrostrala.
La vida es felicidad, mevrécela.

La vida es la VIDA, defiéendela.

Anonimo

"Yo creo que la verdad es pevfecta para las matemadticas, la
quimica, la filosofia, pero no para la vida. En la vida, la ilusion, la
imaginacion, el deseo, la esperanza cuentan mds."

Anonimo

"El maestro que intenta ensefiar sin inspirar en el alumno el deseo

de aprender, estd tratando de forjar un hierro frio."
Anonimo

Mat. Sara Alejandra Pando Figueroa. 3



El extrano mundo de las teselaciones,
Un paseo por la geometria para estudiantes de bachillerato

Dedicatoria

"Preciso es encontrar lo infinitamente grande en lo infinitamente pequerio,
para sentir la presencia de Dios."

Pitagoras.

Dedico este proyecto de tesis de maestria con gran emocion y amor a quienes
han hecho posible que este suerio sea ahora una realidad.

Antes que nadie, a Dios por estar siempre a mi lado, por permitirme compartir
momentos inolvidables y darme todo lo necesario para lograr cada una de mis
metas. A mi mamd Sara Figueroa del Olmo, me has dado el mejor regalo, la
vida, aunque fisicamente no estds conmigo desde hace 27 arios, siempre seguirds
estando cerca de mi, en mi mente y en mi corazon siendo mi principal fuente
de inspiracion, dandome fuerza vy valor suficiente para seguir adelante. A mi
segunda madre, Socorro Figuervoa del Olmo, por tu apoyo incondicional, por
estar siempre cerca de mi, por tus sabios consejos en el momento oportuno, por
impulsarme a disfrutar la vida.

A la memoria de mis seres queridos, mis abuelitos Sara y Felipe, mi tio Felipe,
mi mamad Sarva y mi papd Fernando, a todos los extravio vy los recuerdo siempre
con mucho carino.

A mi familia porque siempre he tenido su carifio, su confianza, su apoyo y su
presencia en las buenas y en las malas de manera incondicional. Con ustedes he
compartido alegrias, tristezas, sentimientos, emociones y momentos que nunca
olvidare.

A mis profesores de la Facultad de Ciencias y del Instituto de Matemdticas de
la UNAM, Concha Ruiz, Paz Alvarez, Paco Struck, Dr. Alberto Barajas Celis,
Dr. Michael Barot Schlatter, por compartir conmigo su sabiduria, su
experiencia y su tiempo en cada curso impartido, recuerdo tantas veces, que
incluso entre pasillos resolvian mis dudas o hacian que surgieran muchas mads.

A mis alumnos de CCH Sur, de la Facultad de Ciencias y del Instituto Técnico y
Cultural porque ustedes le dan sentido a mi vocacion docente.

A mis doctores de Servicios Médicos de la UNAM vy del Hospital Dario
Ferndndez porque en su momento y hasta la fecha me han brindado todo su
apoyo y profesionalismo para cuidar y mejorar mi salud.

4 Mat. Sara Alejandra Pando Figueroa.



El extrano mundo de las teselaciones,
Un paseo por la geometria para estudiantes de bachillerato

Agradecimientos

Agradezco a Dios por la oportunidad de vivir, de ser, de sentir, de amar, de
crecer, de sofiar, de aprender, de pensar, de creer, de actuar, de equivocarme,
en fin, de tantos momentos y experiencias que la lista seria infinita, en especial
mil gracias por la salud vy el conocimiento que me permitieron concluir este
proyecto.

Gracias mamd, Sara Figueroa del Olmo, papd, Fernando Pando Leon su
recuerdo me acompariard siempre. Gracias a mi tia Socorro y a mi tio Jesus por
dejarme aprender de ustedes y apoyarme en todas las decisiones que he tomado
en la vida. A mis primos casi hermanos Isabel, Javier, Andrea y Lupita con
quienes he compartido momentos importantes, travesuras, alegrias y tristezas.
A mi tia Carmen, mi tio Carlos y mi tio Lalo que siempre han estado conmigo
en las buenas vy en las malas, todos ustedes son muy importantes para mi, los
quiero mucho.

Gracias a mis profesorves de la Facultad de Ciencias ya que afortunadamente
tuve y tengo la oportunidad de aprender de muchos de ustedes, en especial
recuerdo al Dr. Alberto Barajas Celis quien nos contagiaba siempre de su gran
pasion por la teoria de numeros y la geometria moderna. Agradezco
sinceramente a una gran maestra y amiga Concha Ruiz quien desperto mi
interés por la labor docente, enseviar matemdticas no es fdcil pero si tienes
vocacion, has dado un gran paso. A Paz Alvarez y a Paco Struck porque ellos
me enseriaron que la geometria contiene temas fascinantes, interesantes vy
entretenidos como las teselaciones y los fractales.

Agradezco a Paco Struck Chavez quien dirigio la presente tesis MADEMS, todo
su apoyo, paciencia, motivacion, consejos y tiempo al compartir sus amplios
conocimientos vy experiencias. A Michael Barot Schlatter quien también aporto
muchas ideas, inquietudes y comentarios que me hicievon trabajar mds para
mejorar esta tesis. Agradezco a los demds sinodales, Mtra. Martha Rosa del
Moral Nieto, Mtra. Martha Diana Bosco Herndndez y Mtro. Juan Recio
Zubieta por su tiempo y disposicion para revisar este trabajo.

Gracias a mi estimado Dr. Manuel Gonzdlez Vivian, mi médico cirujano y
amigo a quien admiro mucho por su inigualable calidad humana y por ser un
gran ejemplo a seguir. Gracias a su gran profesionalismo y sus consejos he
podido mejorar muchisimo. De igual forma quiero agradecer enormemente a
mi estimado Dr. Isaias Veldzquez Espinosa, mi médico cirujano quien con su
atencion, experiencia y consejo, ha dejado una huella imborrable en mi vida y
me ha hecho crecer como ser humano.

Gracias a aquellas personas que de una u otra forma han pasado por mi vida y
que no menciono acd, sepan que ustedes también han sido parte importante, me
han ayudado a crecer y eso no tiene valor...

Mat. Sara Alejandra Pando Figueroa. 5



El extrano mundo de las teselaciones,
Un paseo por la geometria para estudiantes de bachillerato

INDICE

Pag.
Dedicatoria 4
Agradecimientos 5
Prélogo b
Intfroduccidn 7

Capitulo 1
Un paseo por la Geomeiria
para estudiantes de bachillerato

Pag.

1. | Aprender y ensenar geometria plana en los bachilleratos de la UNAM. 10

2. | Teselaciones en el bachillerato. 14
La importancia de hacer geometria y suimpacto en el estudiante.

3. | Posturas psicopedagdgicas que sustentan el desarrollo de habilidades y 18
destrezas para aprender geometria.

4. | Estrategias diddcticas que facilitan el aprendizaje de las teselaciones en 26
el aula del bachillerato.

5. | El profesor, el estudiante, el contenido y las estrategias de aprendizaje 28
durante las clases de geometria en el aula del bachillerato.

6. | Impacto de la tecnologia computacional como medio de 31
comunicacion en el aula de bachillerato para visualizar conceptos
geométricos.

Capitulo 2
Geometriq, arte, ciencia y teselaciones
PAg.

1. | Geometria estética en el mundo actual. 32

2. | Un poco de historia sobre el mundo de las teselaciones. 37

3. | Galeria de patrones y teselaciones antiguas y modernas. 40

4. | Escher, un gran artista con dotes de matemdtico. 47

5. | Lo necesario para teselar el plano. 51

6. | 6COmo son las teselaciones en el plano? 53

7. | Figuras que teselan el plano. 55

8. | Figuras que no teselan el plano. 58

9. | sDe cudntas formas se pueden armar teselaciones que cubran el plano? 59

10. | Disefio y construccién de teselas. 66
11. | Transformando poligonos al estilo Escher. 71

Mat. Sara Alejandra Pando Figueroa.




El extrano mundo de las teselaciones,
Un paseo por la geometria para estudiantes de bachillerato

Capitulo 3
Isometrias, simetrias y teselaciones

PAg.

1. | Movimientos rigidos en el plano, isometrias. 75
2. | Simetrias en algunas figuras planas. 78
3. | Grupo de simetrias del cuadrado. 81

4. | Encontrando simetrias en los frisos. 87
5. | Descubriendo simetrias en algunas teselaciones. 91

6. | Teselando con reptiles. 95
7. | Teselaciones de Penrose, un ejemplo interesante. 98
8. | Actividades y ejercicios con teselaciones, isometrias vy frisos... 107

Capitulo 4

Experiencia docente, las teselaciones en los

bachilleratos de la UNAM

PAg.

1. | Presentacion en el bachillerato de “El extrano mundo de las teselaciones, 119
un paseo por la geometria para estudiantes de bachillerato”

2. | La Practica Docente en la Escuela Nacional Preparatoria, plantel 6. 122
Descripcion del centro de prdcticas. 122
Descripcion de la poblacién escolar. 123

3. | Descripcion de la Practica Docente en la ENP, plantel 6. 124

4. | Reflexiones y conclusiones de la Practica Docente |l 126

5. | La Practica Docente en el CCH, plantel Sur. 127
Descripcion del centro de prdcticas. 127
Descripcion de la poblacién escolar. 128
Descripcién de la Practica Docente en el CCH Sur. 129
Reflexiones y conclusiones de la Practica Docente lIl. 136

Conclusiones finales 138
Bibliografia 141
Web grafia 142

2 Mat. Sara Alejandra Pando Figueroa.




El extrano mundo de las teselaciones,
Un paseo por la geometria para estudiantes de bachillerato

Prologo.

Antes de entrar en el extrano mundo de las teselaciones, me gustaria comentar
como surge la idea de trabajar ese tema matemdatico como una propuesta
para ensenar geometria a estudiantes de bachillerato.

Como estudiante de la Facultad de Ciencias, me encontré con las teselaciones
en dos seminarios de geometria poco antes de terminar la carrera, nunca antes
habia oido esa palabra, ni sabia qué tipo de matemdticas estaban detrds de
ella. Cursé ambos seminarios en el mismo semestre, uno con Paz Alvarez sobre
las teselaciones de la Alhambra y el otro con Paco Struck sobre las teselaciones
de Penrose. Desde ese momento me llamod la atencion el tema, era divertido
aprender geometria armando rompecabezas, encontrando patrones para
cubrir el plano con muchas piezas iguales, cuidando de no encimarlas ni dejar
huecos. Ademds, fue muy interesante conocer resultados sobre la teoria de
grupos, movimientos rigidos en el plano y ofros mds que explican y demuestran
matemdticamente el comportamiento de las teselaciones, cudndo tienen o no
simetrias y por qué. Ello, generd en mi la inquietud de acercarme mads al temay
descubrir que hay cosas realmente sorprendentes que se pueden crear y
explicar con geometria. Cuando fui becaria de UNIVERSUM, el Museo de las
Ciencias de la UNAM, hace aproximadamente siete anos, realicé un proyecto
sobre el mosaico de Penrose donde explicaba cémo construir la flecha vy el
papalote y su relacién con la proporcion dureaq, las siete formas de rodear un
vértice en esa teselacion con flechas y papalotes, la existencia de piezas
obligadas, los imperios, los monos y las corbatas, entre otras cosas...

El conocer cosas tan sorprendentes, intferesantes y bonitas sobre esos extranos
rompecabezas matemdaticos me motivo a compartirlo durante mi experiencia
docente con estudiantes adolescentes, una de tantas caras de la matemdatica,
desconocida por muchos de ellos.

No podia dejar de mencionar en este prologo al Dr. Alberto Barajas Celis, un
excelente profesor emérito de la Facultad de Ciencias de nuestra mdaxima casa
de estudios, quien me hizo vivir experiencias inigualables en cada una de sus
clases. Ademds de ser un gran matemdtico, lograba contagiarnos la pasién por
la matematica, sin duda, el hacedor de suenos es y serd un gran ejemplo a
seguir del buen docente...

6 Mat. Sara Alejandra Pando Figueroa.
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Intfroduccion.

El tema de coémo mejorar la calidad de la ensenanza y el aprendizaje de la
matemdtica en bachillerato no es algo nuevo, desde hace varias décadas, los
profesores que imparten su catedra en el bachillerato se han enfrentado a
multiples problemdticas tanto culturales, sociales, académicas y diddcticas
para mantener y mejorar su desempeno docente en el aula, sin embargo, aun
no se han logrado encontrar soluciones. La labor docente es una actividad
humana en la que tanto profesores como estudiantes se ven influenciados por
afirmaciones, ideas y creencias sobre lo difici que resulta entender
matemadticas a ese nivel escolar y estos comentarios se transmiten de
generacion en generacion. Escuchar frases como “las matemdaticas que veo
en la escuela no sirven para nada”, “para qué aprender cosas fan complejas si
nunca lo voy a usar’, “las matematicas solo sirven para atormentarte el
cerebro”, "no pude estudiar medicina porque no pase dlgebra y geometria en
el CCH", "mi maestra de matematicas me confunde, no sabe ensenar”, “silas
clases de mate no fueran tan dificiles, entenderia mejor” entre muchas otras,
confirman que aun nos falta trabajar mucho mds para obtener mejores
resultados con nuestros grupos de estudiantes de bachillerato.

Es comun escuchar que quien logra entender matemdticas es considerado un
genio, como en el bachillerato se requiere de mayor madurez intelectual para
manejar ideas, imdagenes, conceptos y representaciones abstractas para asi
entender el tema, socialmente se piensa que sélo un ser superdotado al que le
tocd el gen matemdtico que activé su cerebro, podrd lograrlo.

Actualmente hay gran variedad de recursos tanto en materiales diddcticos
como en estrategias pedagdgicas para generar cambios que produzcan
mejores resultados en los procesos de ensenanza-aprendizaje de las
matemdticas.

Se dice que la ensenanza de ésta rama del saber humano, juega un papel muy
importante en el desarrollo intelectual, cultural y social de cualquier persona
capaz de pensar. El docente es quien dia a dia adquiere experiencia, puede
corregir estrategias y formas de trabajo en el aula para lograr que los
estudiantes participen y se involucren con los demds companeros para
comprender el tema de matematicas en turno.

En nuestro quehacer cotidiano como docentes nos enfrentamos a todo tipo de
estudiantes, tanto a quienes rechazan la matemdtica por sentirse
incompetentes o vencidos por ella, como a quienes ven en esa ciencia un
espacio para trabajar aun mads las habilidades que han logrado desarrollar
desde pequenos.

Mat. Sara Alejandra Pando Figueroa. 7
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Es enfonces cuando surge la pregunta, qué matemdticas debemos ensenar, las
que llevan al estudiante a memorizar conceptos, algoritmos y férmulas para
pasar un curso o aquellas que lo motivan a conocer, a entender, a preguntar,
a equivocarse, a dudar, a razonar, a sorprenderse, a madurar mentalmente y
aprender para la vida. Es posible reconocer la importancia de aprender
matemadtica desde el preescolar hasta niveles mdas avanzados si consideramos
a esta ciencia como un pretexto para aprender a pensar, pues nos dota de
varias herramientas para observar, examinar, intuir, razonar, conjeturar, tomar
decisiones en situaciones concretas y abstractas.

El frabajo de tesis estd pensado para dar a conocer el extrano mundo de las
teselaciones a estudiantes de bachillerato, dando un paseo por la geometria
plana. La palabra tesela viene del lafin tessellae, que a su vez viene del griego
TeEOOEPEG, que significa, cuatro. Los romanos construian los mosaicos con estas
pequenas piezas llamadas teselas. Las teselas son cada una de las piezas de
arcilla, marmol, piedra, barro cocido, roca calcdrea, cerdmica o vidrio con
que los antiguos formaban los pavimentos o mosaicos sobre la superficie,
armando fipo rompecabezas distribuyendo el color y la forma de cada pieza,
fijidndolas con una masa de cemento. Todas las piezas eran elaboradas
cuidadosamente y de distinfos tamanos. Una teselacion es el resultado de
colocar muchas piezas “teselas” en el plano de tal forma que se forme un
mosaico donde todas las piezas embonan perfectamente, no se enciman ni
dejan huecos.

Dentro de los objetivos a alcanzar con el presente proyecto, se pretende que
los estudiantes conozcan un poquito sobre esos rompecabezas infinitos
lamados teselaciones, que observen y analicen propiedades geométricas
como los movimientos rigidos en el plano, simetrias, que inventen y disefen sus
propias piezas para armar teselaciones y que descubran la frontera entre la
ciencia y el arte al ver las teselaciones desde el punto de vista matemdtico y
artistico.

El contenido de este proyecto de TESIS MADEMS se concentra en cuatro
capitulos. En el primero, “Un paseo por la geometria para estudiantes de
bachillerato”, se abordan aspectos psicopedagdgicos y diddcticos sobre la
ensenanza de la geometria en ese nivel escolar. En particular se mencionan
aspectos relevantes de lo que plantean los dos bachilleratos de la UNAM en
cuanto al proceso de ensenanza-aprendizaje de la matemdtica, con el fin de
ubicar el contexto en el cual se desarrollard el tema de teselaciones. Se frata
de resaltar la importancia de aprender y hacer geometria en el bachillerato y
su impacto en el estudiante. Posteriormente se presentan algunas posturas
psicopedagdgicas que sustentan el desarrollo de habilidades y destrezas para
aprender geometria. En consecuencia, las estrategias diddcticas que facilitan
el aprendizaje de las teselaciones en el aula del bachillerato marcan un vinculo
entre lo que exponen algunas teorias psicopedagdgicas y o que se aprende
de manera significativa cuando se trabaja con ellas en el aula.

8 Mat. Sara Alejandra Pando Figueroa.
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Otro punto no menos relevante en este capitulo, es el papel que juega el
profesor, el estudiante, el contenido y las estrategias de aprendizaje durante las
clases de geometria en el aula del bachillerato, asi como el impacto de la
tecnologia computacional como medio de comunicacion en el aula para
visualizar conceptos geométricos.

En el segundo capitulo "Geometria, ciencia, arte y teselaciones” se presenta un
texto que refleja la base de lo que se ensend en la prdctica docente tanto en
el plantel seis de la ENP como en el plantel sur del CCH. Incluye una breve
semblanza histérica sobre las teselaciones, una galeria de patrones vy
teselaciones tanto antiguas como modernas, destacando el trabajo de un gran
artista con dotes de matemdatico, las obras de MC Escher. El texto expone las
nociones bdsicas para frabajar el tema de teselaciones en el plano euclidiano,
asi como el diseno y construccion de teselas, fransformando poligonos al estilo
Escher.

En el capitulo tres “Isometrias, simetrias y teselaciones”, se presenta la segunda
parte del texto y material utilizado en las sesiones de prdctica docente como
actividades, ejercicios y exdmenes. La informacion y explicacion de temas
como movimientos rigidos para teselar el plano, grupo de simetrias del
cuadrado, frisos, repftiles entre ofros permite que el estudiante de bachillerato
logre estudiar mds detalladamente el tema de las teselaciones.

En el Ultimo capitulo se presenta la experiencia docente de haber trabajado en
ambos bachilleratos de la UNAM, durante el curso de prdctica docente Il en la
Escuela Nacional Preparatoria, plantel 6 y durante el curso de prdctica
docente lll en el Colegio de Ciencias y Humanidades plantel sur. Se presenta
una breve descripcidon de ambos centros de prdcticas, descripcion de la
poblacién escolar en los dos planteles, los objetivos y aprendizajes del tema de
tesis MADEMS vy por Ultimo las observaciones, reflexiones y conclusiones.

Mat. Sara Alejandra Pando Figueroa. 9
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Capitulo 1

Un paseo por la geometria para
estudiantes de bachillerato

“Ensefiar no es una funcion vital, porque no tiene fin en si misma;
La funcion vital es aprender”
(Aristoteles)

1. Aprender y ensenar geometria plana en los bachilleratos
de la UNAM.

En la labor del verdadero quehacer docente es indispensable meditar sobre
estas dos palabras “aprender” y “ensenar” que sin duda forman parte
fundamental en el proceso que realizamos a diario en nuestras aulas del
bachillerato. La primera implica adquirir conocimientos, habilidades, actitudes y
valores por medio del estudio y la experiencia tanto fuera como dentro del
aula. La segunda involucra ofrecer alternativas, métodos y estrategias que
logran motivar, vincular, guiar y dirigir el aprendizaje significativo.

De esta forma, el profesor es el encargado de “ensenar” y el papel del
estudiante es el de “aprender”, sin embargo, hablar de un proceso que
involucra ensenanza-aprendizaje de la geometria pero que va mds alld de la
ensenanza fradicional basada en aprendizajes memoristicos y mondtonos,
implica buscar alternativas para lograr aprendizajes que representen
experiencias significativas que alcanzan trascender el dmbito escolar. Ello
requiere que exista una buena comunicacidon en el aula entre los mismos
estudiantes y el profesor, asi, el intercambio de ideas que surgen de ambas
partes cuando expresan puntos de vista, dudas, preguntas, conjeturas,
deducciones y comentarios sobre el tema, fomentan la participacion activa
para que se aprenda de manera significativa.

Me parece importante, hacer notar que hay temas que aportan aprendizajes
significativos tanto para el estudiante como para el profesor y no aparecen en
el programa de estudios de los bachilleratos de la UNAM, y quizd en ningun ofro
plan de estudios avalado por la SEP, tal es el caso del tema de teselaciones, es
un tema extracurricular que tiene alto contenido geométrico y artistico que
puede ser conocido, comprendido y frabagjado por los estudiantes de
bachillerato.

10 Mat. Sara Alejandra Pando Figueroa.
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Para presentar el tema de las teselaciones, qué son y como se construyen ante
un publico de adolescentes que cursan el bachillerato se requiere conocer y
dominar el tema pero también es necesario conocer el perfil del alumno, su
contexto académico vy los objetivos del plan de estudios del plantel donde se
trabaja la experiencia docente. En los tres anos de la educacion media
superior es posible conocer, descubrir y aprender el tema de teselaciones dado
que el conocimiento que requiere el estudiante para entender ese tema de
geometria es el que se aprende en el nivel bdsico. Los temas de geometria
plana actualmente vigentes en los programas de los dos bachilleratos de la
UNAM, la Escuela Nacional Preparatoria y el Colegio de Ciencias y
Humanidades, no son los mismos ni se abordan de la misma forma pero en
ambas instituciones educativas se puede incluir el tema de teselaciones desde
el primer ano o desde los primeros dos semestres como una aplicacién de la
geometria euclidiana y su relacién con el arte. En los dos primeros semestres de
CCH los estudiantes ven temas de digebra y geometria euclidiana, es este el
momento justo de incluir el tema de teselaciones ya que podrdn apreciar una
de las aplicaciones de la geometria plana y relacionarla con su entorno.
Mientras tanto, en el primer ano de la ENP los estudiantes ven temas de dlgebra
elemental y problemas con ecuaciones de primer grado, pero dado que el
programa no da espacio y cabida para que aprendan teselaciones podrdn
apreciarlo como tema extracurricular, pero de igual forma se logra acercar al
estudiante hacia temas novedosos e interesantes de la geometria plana.

Aunqgue el enfoque, la secuencia y estructura del plan de estudios es muy
diferente en ambos bachilleratos de la UNAM, la propuesta para ensenar
teselaciones serd la misma por estar dirigido para el mismo nivel educativo. La
diferencia se dard precisamente en la forma de trabagjo en el aula, en la
manera de interactuar con el estudiante al abordar y plantear el tema en
cada sesion, en el intercambio de ideas, dudas, preguntas, comentarios y
conclusiones que vayan proporcionando retroalimentacion al alumno, de este
modo el profesor puede evaluar constantemente los alcances de los
estudiantes al enfrentarse a este tema de geometria euclidiana.

Se pretende abordar el tema de teselaciones desde un modelo basado en la
construccion del conocimiento, donde el estudiante ya posee ciertos
conocimientos previos que le serdn Utiles para adquirir con mayor soltura y
madurez el conocimiento nuevo. Dentro de los propdsitos a alcanzar con los
estudiantes de bachillerato, uno es mostrar los alcances de la geometria en el
mundo de la ciencia y el arte para que comprendan que las Matematicas son
un lenguaje que crea vinculos con su entorno social, cultural, cienfifico y
artistico.
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El tema de teselaciones contribuye al desarrollo del aprendizaje, de tal manera
que el estudiante requiere generar estrategias para aplicar lo aprendido
durante cursos anteriores, reconocer aspectos geométricos que se relacionan
entre si, logrando aprendizajes significativos, relacionar la geometria con los
avances cientificos y tecnoldégicos, desarrollar habilidad para reconocer,
buscar, organizar y aplicar la informacion que va adquiriendo sobre las
teselaciones. Asi mismo, el alumno logrard aplicar los conocimientos
matemadticos para crear disenos propios pero también la capacidad de
trabajar en equipo en actividades dentro del aula, en el intercambio de ideas,
puntos de vista, opiniones y conclusiones durante la discusion del tema.
Incrementar la participacion de los alumnos en concursos de temas de
geometria que fomenten su superacién académica y aprendizaje significativo.

La finalidad de la ensenanza de la geometria en la Ensenanza Media Superior
desde mi punto de vista debe brindarle al adolescente un panorama general
sobre los principales aspectos del conocimiento geométrico y del quehacer
matemadtico que le permitirdn acceder en un futuro a conocimientos mdads
especializados, de tal modo que de un semestre o un ano al siguiente, se
recuerden vy utilicen conocimientos adquiridos previomente, ya sea
trabajdndolos desde ofro nivel de profundidad y extension, o remitiéndose a su
aplicacién en otro contexto o temdatica, o incluso aborddndolos desde una
nueva perspectiva. Tal es el caso de las teselaciones, el fema muestra ofra
faceta de la geometria en el arte, sin dejar de lado otfros objetivos como
desarrollar el pensamiento geométrico, andlisis ldgico de argumentos,
construccion de razonamientos, planteamiento de conjeturas a partir de
descubrir patrones de comportamiento en las teselaciones, manejo de
transformaciones geométricas en el plano.

De esta manera, para el buen desempeno docente es fundamental conocer y
dominar el tema a impartir sea un tema que pertenezca a los planes vy
programas de estudio de alguna institucidén educativa o no, la forma de
enfocarlo, presentarlo y trabajarlo con el estudiante, es lo que hace la
diferencia y atiende a los principios educativos que pretende cada institucion.
La concepciéon de la geometria conlleva una intencion del para qué queremos
ensenarla y como contribuye a la formacion del estudiante capaz de buscar y
adquirir por si mismo nuevos conocimientos, ademds de analizar e interpretar el
mundo que lo rodea de manera reflexiva, analitica y constructiva.

Algunos aspectos fundamentales de ensenar geometria en el bachillerato son:

Buscar el desarrollo de habilidades de pensamiento que le permitan al
estudiante adquirir por su cuenta nuevos conocimientos. Comprender el
significado de conceptos, simbolos, patrones y procedimientos. Realizar andilisis
y establecer relaciones identificando semejanzas y analogias. Formular
conjeturas, construir argumentos vdalidos y aceptar o refutar los de otros.
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Lograr en los estudiantes desarrollar la capacidad de aprender tanto de los
aciertos como de los errores. Efectuar generalizaciones a partir del andlisis de
similitudes y el uso de razonamientos inductivos o deductivos. Se busca una
formacion integral que prepare al estudiante para su desarrollo personal vy
académico para la vida pero la diferencia se encuentra en la forma de tfrabajo
en el aula y en las estrategias diddcticas de ensenanza-aprendizaje que utiliza
el docente de matemdticas en dichas instituciones educativas para lograr un
mejor resultado con sus alumnos.

En la siguiente cita se reflejan los principios que marca el plan de estudios del
Colegio de Ciencias y Humanidades, mismos que se desean alcanzar con los
estudiantes al frabajar el tema de “El extraio mundo de las teselaciones, un paseo
por la geometria para estudiantes de bachillerato”.

1"Mdas que privilegiar la memorizacion de una gran cantidad de contenidos matemdaticos vy la
repeticion de definiciones o la prdctica irreflexiva de algoritmos, interesa poner énfasis en el
significado de conceptos y procedimientos, en el manejo de estrategias, en la integraciéon de
conocimientos, en el tfrdnsito de un registro a ofro y en el desarrollo de habilidades
matemdticas; entre estas Ultimas estdn: generalizacion (percibir relaciones, formas y estructuras;
distinguir lo relevante de lo irelevante y lo comun de lo diferente); formalizar material
matemdtico (operar con estructuras mds que con el contexto de una situacion, operar con
numerales y simbolos, combinando reglas y estrategias); reversibilidad de pensamiento (invertir
una secuencia de operaciones o un proceso de pensamiento); flexibilidad de pensamiento
(disponibilidad para abandonar estereotipos o procedimientos en los que se ha tenido éxito
para uftilizar ofros nuevos); visualizacién espacial (percibir esquemas geométricos contenidos en
otros mds complejos, o bien adelantar mentalmente el tipo de figura resultante al aplicar algin
movimiento o transformacién a una figura dada). En consecuencia, resulta importante que los
alumnos interactien de forma activa (organizando, sistematizando, comparando, clasificando,
analizando, explorando, argumentando, aplicando, etcétera) con la temdtica que van a
conocer, de modo que ademds de favorecer una mejor comprension de la misma, se les dote

de herramientas intelectuales.”

I Programa vigente en el 2009, del plan de estudios de matemdticas del CCH.
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2. Teselaciones en el bachillerato.
La importancia de hacer geometria
y su impacto en el estudiante.

La ensenanza de la matemdatica a nivel medio superior es un tema sumamente
delicado, hay muchos problemas que repercuten en dicho proceso, aqui
abordaré sélo un par de situaciones que frascienden directamente en el
aprendizaje de la geometria: los altos indices de desercion en las aulas de
matematicas en el bachillerato y la poca relevancia que se le da a ensenar
aplicaciones sobre temas de geometria en ese nivel escolar.

Sabemos que al inicio del curso en el CCH hay alrededor de veinticinco
estudiantes por cada grupo y en las preparatorias de la UNAM son entre
cincuenta y sesenta alumnos, sin embargo, en ambas instituciones a medida
qgue avanza el semestre o el ano escolar, los estudiantes pierden el interés por
las clases de matemdticas y dejan de asistir a la escuela, asi, al final del curso
ya casi ho hay alumnos en el aula que hayan seguido el proceso de
ensenanza-aprendizaje de las matemdticas desde un principio y hayan
adquirido aprendizaje significativo del mismo. Esto no sélo sucede en éstas
escuelas, es caracteristico en ofras instituciones y colegios de nivel medio
superior tanto publicos como privados. Por ello considero que es un problema
grave que requiere del tfrabajo docente para que su impacto no sea tan fuerte
en futuras generaciones.

El problema no es la cantidad de alumnos en cada grupo que queda a cargo
del docente. Si el problema fuera ese, estaria resuelfo con armar grupos de
estudiantes no muy numerosos donde la atencidén a cada uno de ellos puede
ser mas personalizada. Sabemos que no es asi, el problema es la falta asistencia
a los cursos porgue no hay suficiente motivacion e interés de los estudiantes por
los temas de matematicas.

Esto puede deberse a varias causas, a la forma en que el profesor desarrolla su
plan de clase, a las creencias e ideas que se forma el alumno sobre la
matemdtica que lo predisponen desde cursos anteriores.

En muchas ocasiones la ven sélo como una materia donde el objetivo es saber
formulas para resolver muchos problemas, usar las que les sirven para obtener
el resultado esperado y asi poder pasar el examen correspondiente de cada
unidad, sin enconfrarle sentido Util y practico a todo aquello que aprenden. La
motivacion en el aula juega un papel fundamental para que el alumno
canalice toda su atencion interés y energia en la participacion activa en las
clases de matematicas, pero desafortunadamente, la parte que mds se trabaja
en el aula y fuera de ella, es la mecdnica y memoristica en cuanto a
algoritmos, dlgebra y aritmética se refiere.
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Es posible que el alumno sepa resolver problemas usando las formulas
correspondientes, esto enmarcado en la ensenanza tradicional, pero es mucho
mds importante que sepa plantear problemas en lenguaje algebraico vy
geomeétrico, esto implica mayor abstraccién y compromiso de los adolescentes
por comprender el tema y participar en clase, o decidir no entrar al aula para
evadirlo. El profesor de matemdticas se pregunta cémo va a aprender un
estudiante que no asiste a clases o falta con mucha frecuencia, de manera
que su aprendizaje sea significativo. La preocupacion es como lograr que el
estudiante asista a clases, cobmo motivarlo para que se interese, aprenda y no
abandone el curso.

Ademds, otro factor poco motivante para el estudiante de bachillerato es no
enconftrar la utilidad de aquello que le ensenan en las clases de matemdaticas,
cudndo éste se pregunta, "y todo eso a mi para qué me va a servir’, y no
encuentra respuesta que lo motive a seguir adelante. La clave estd en
preparar bien una clase, planear estrategias de ensenanza y promover en los
estudiantes diversas estrategias de aprendizaje para entender y recordar el
tema.

Aunado a eso, la ensenanza de la geometria en este nivel educativo no es tan
relevante como la del digebra, se le brindan pocos espacios en los programas
de estudio del bachillerato, siendo que hay gran variedad de temas con
aplicaciones geométricas que pueden resultar de gran interés para el alumno
adolescente porque puede reconocer, investigar y ampliar su concepcion
geomeétrica, reestructurando y comprendiendo ideas nuevas sobre esos temas.
Se le da poco énfasis al desarrollo de estrategias de pensamiento 16gico tanto
inductivo como deductivo, es necesario enfrentar al estudiante a retos nuevos.
En ocasiones se desconoce el alcance de la geometria como parte de la
matematica que proporciona el desarrollo de habilidades de pensamiento con
las cuales es posible estructurar mejor nuestras ideas, asi como deducir
pensamientos claros y elocuentes.

Bajo todos estos argumentos, la preocupacion por conseguir que cada vez
sean menos los alumnos que abandonen el aula de bachillerato y sean mds los
que adquieran un aprendizaje de la matemdtica, en particular de la
geometria, nos lleva a buscar que el aprendizaje de ésta sea significativo, es
decir, que le permita al estudiante hacer suyo el conocimiento, que lo entienda
y este cause un reacomodo de ideas en su mente haciéndolo desarrollar una
estructura de pensamiento lI6gico, una actitud critica al tomar decisiones para
comprender y resolver problemas abstractos, complejos o de su entorno. Al
mismo tiempo es preciso fomentar la preparacidn de profesores
comprometidos con la ensenanza de la geometria que conozcan el contexto
en el que viven sus estudiantes para asi trabajar con ellos y brindarles un curso
donde el estudiante aprenda junto con el docente y viceversa.

La ensenanza de la geometria se convierte en algo fundamental para el ser
humano ya que ésta forma parte de nuestro entorno tanto histérico como
cultural.
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Es dificil pensar en algo donde no aparezca de alguna forma la geometria.
Constantemente nos fijamos en el tamano, la forma, la dimensiéon, el orden, la
posicion, la estructura y otras propiedades de miles y miles de objetos que
inventa el hombre o que se encuentran en la naturaleza. Para referirnos a todo
€50 Usamos un lenguaje geométrico que nos permite comunicar a otros
nuestras ideas acerca de las caracteristicas de los objetos que nos rodean ya
sea por medio de simbolos, de trazos geométricos o usando el lenguaje
geomeétrico de conceptos que entendemos intuitivamente pero que a veces
no es tan sencillo definir como puntos, lineas, dngulos, perspectiva, paralelas,
perpendiculares, y muchos mds.

La geometria puede pensarse como una parte de la matemdtica de alto
desarrollo intelectual ya que nos permite observar, conocer, encontrar, analizar,
estructurar, descubrir, investigar, comparar, razonar, organizar y visualizar tanto
lo que nos rodea en realidad como todo aquello que no percibimos pero
somos capaces de imaginar, intuir, deducir y crear en nuestra mente. Ademds
gracias a la geometria el estudiante adquiere mayor capacidad vy criterio para
escuchar, leer y argumentar ya que cuando el alumno estudia geometria, deja
de aceptar a ciegas, proposiciones e ideas y se le ensena a pensar de forma
clara y critica antes de hacer conclusiones.

La diddactica de la Matematica como herramienta para desarrollar estrategias
de ensenanza que apoyen al profesor al desarrollar su labor docente vy
estrategias de aprendizaje que generen en los estudiantes la curiosidad por
aprender y hacer geometria en el aula, nos lleva a concluir que para conocer,
constituir y crear “teselaciones” en el aula de bachillerato necesitamos
considerar su impacto en el estudiante, es decir, qué tanto va a seguir,
entender y recordar del tfema al conocerlo, trabajarlo y relacionarlo con sus
ideas previas sobre la geometria y sus aplicaciones.

sPor qué surge la idea de ensenar teselaciones en el bachillerato?
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En “el extrano mundo de las teselaciones, un paseo por la geometria para
estudiantes de bachillerato” desarrollo un tema de geometria euclidiana que
trabaja con patrones y simetrias, ademds tiene aplicaciones tanto en el arte
como en la ciencia y en nuestra vida coftidiana lo cual logra que el impacto
que tiene este tema en los adolescentes sea significativo ya que lo relacionan
con su entorno. El objetivo es lograr que el estudiante desarrolle su percepcion
e intuicibn geométrica al observar, conocer, identificar, determinar, vy
comprobar cudles son los patrones que hay en cada diseno de una teselacion.
También se busca que comprenda y maneje el concepto de simetria
descubriendo cémo patrones y figuras interesantes tienen una explicacion
matemdadtica. El objetivo se cumple cuando el alumno observa, conoce, arma 'y
disena los rompecabezas infinitos llamados teselaciones, como éste de los
pingUIiNos.

Logramos cubrir el plano con muchos pingUinos en
distintas posiciones, siguiendo un patrén sin encimar
piezas ni dejar huecos. Todos ellos tienen la misma
forma y el mismo tamano.

A ese rompecabezas infinito le llamamos teselacion
monoédrica con pingUinos en el plano euclidiano.

Al trabajar con ejemplos y disenos de teselaciones vamos logrando que los
estudiantes se apropien de conocimientos nuevos a partir de lo que ellos
conocen de geometria; a través de ciertas habilidades y destrezas que ellos
mismos ponen a prueba durante el trabajo en el aula: el alumno observa,
analiza, infuye, pregunta, compara, razona, deduce, interpreta, construye,
disena y conoce diversos tipos de teselaciones en el plano.

Trabajamos constantemente con conceptos matemdticos como forma, figura,
tamano, color, movimiento, simetria, distancia, rotacién, translacién, reflexién,
deslizamiento, orientacién, colocacion, ordenacion, etcétera. La mayoria de
estos conceptos no sdlo se utilizan dentro del aula cuando se ensenan temas
en cursos posteriores al primer ano o los primeros semestres del nivel medio
superior, tfambién adquieren gran importancia en nuestro lenguaje cotidiano
cuando expresamos ideas y nos referimos a todo aquello que nos rodea desde
el punto de vista geométrico. De este modo se refleja como el saber geometria
trasciende el dmbito escolar, amplia nuestra capacidad de imaginacion,
creatividad y argumentacion.
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3. Posturas psicopedagdgicas que sustentan el desarrollo
de habilidades y destrezas para aprender geometria.

La intervenciéon de la psicologia educativa, la pedagogia y la diddctica de la
matemadtica en las habilidades cognitivas que desarrolla el adolescente
cuando se le ensena a pensar de manera légica y estructurada, nos permiten
estar al tanfo de lo que serd capaz de lograr y percibir al conocer y trabajar
con temas de geometria euclidiana. El extrano mundo de las teselaciones, es
un tema apropiado para entender como el desarrollo de la habilidad visual y
destreza geométfrica de los estudiantes adolescentes puede mejorar
significativamente al trabajar bajo el enfoque del aprendizaje estratégico.

En geometria plana se estudian conceptos que por ser abstractos, requieren de
una imagen o representacion visual mdas que de una descripcidén con palabras
para lograr ser reconocidos y trabajados por los estudiantes en el aula. La frase
“una imagen dice mds que mil palabras” tiene un gran significado en ésta drea
de las matemdticas dado que muchas ideas pueden entenderse mejor
cuando se fiene una imagen que muestre de qué se frata, por mencionar un
ejemplo, explicar con palabras qué es un adngulo no es algo mds sencillo que
dibujarlo en un papel y a partir del dibujo entender de qué se frata, qué
caracteristicas y propiedades tiene, entre muchas otras preguntas. Es muy
cierto que cada estudiante posee habilidades, destrezas y experiencias que le
permiten seguir, entender y recordar lo que escucha, lo que ve y lo que hace
cuando trabaja con temas geométricos, mientras para algunos la parte visual
da mucha informacion, a otros no les dice mucho o prdcticamente nada.
Entonces, el profesor debe tomar en cuenta que cada estudiante aprende el
mismo tema de diferente forma, en base a sus experiencias previas y por lo
tanto tendrd que utilizar estrategias de ensenanza que le ayuden a explicar y
abordar el tema de acuerdo a las condiciones de cada grupo.

Considero que una buena alternativa para dar a conocer el tema de las
teselaciones a estudiantes adolescentes en ambas instituciones educativas de
la UNAM es mediante la perspectiva tedrica del constructivismo ya que el
alumno construye esquemas de pensamiento que le permiten tener acceso a
conocimiento nuevo a partir de conocimientos previos y el estudiante logra
tener un aprendizaje significativo.
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El constructivismo

La perspectiva constructivista en la educaciéon matemdatica contempla varios
elementos principales, tales como la actividad intelectual que realiza el
estudiante al pensar, el aprendizaje individual y social mientras explora, deduce
y aprende. La evaluacion del potencial de aprendizaje se refleja en el avance
gue ha producido el cambio entre o que el estudiante ya sabia y lo que ahora
sabe, el seguimiento en el proceso de construccion de los conocimientos y la
atencion a los conocimientos previos de los alumnos para crear aprendizajes
significativos, estableciendo siempre todo tipo de relaciones entre los
contenidos que se estén trabajando, ya sea por medio de la formulacién de
preguntas, haciendo conjeturas con la posibilidad de generalizar y transferir los
conocimientos a otros contextos.

Para aprender diversos aspectos de las teselaciones es muy importante el
trabajo en el aula bajo el enfoque constructivista. Ademds se puede observar
como la ciencia se involucra con el arte y cdmo interviene la capacidad de
interpretacion que el estudiante le da a cada diseno tfrabajado
geométricamente. Todo esto implica que el frabajo en el aula también se basa
en el aprendizaje estratégico, mismo que requiere de la ensenanza presencial
donde el profesor prepara actividades con ausencia de algunas indicaciones
pero da al alumno consejos y recomendaciones que le serdn Utiles para
trabajar las actividades. En otras ocasiones dard instrucciones detalladas si asi
lo requiere el desarrollo de la actividad.

El aprendizaje estratégico logra dotar al alumno de procesos reguladores en
forma de guias o pautas de interrogacién que él mismo debe ir cerrando al
tomar decisiones apropiadas que le permitan aproximarse al objeto de
aprendizaje, en nuestro caso al estudio de las teselaciones.

Los procesos de aprendizaje pueden ser intencionales, concientes,
contextualizados, es decir, dependen de la variedad de situaciones relevantes
que se presenten en el aula cuando se ensena y se aprende geometria,
recodemos que no todos los grupos son iguales, cada curso tiene sus propias
metas y limitaciones. Hay ademds varios tipos de conocimientos, el declarativo
que indica el qué, el procedimental que ensena como, el actitudinal nos dice
doénde vy el estratégico que nos permite determinar cudndo y por qué, todos
ellos juegan un papel fundamental durante el frabajo matemdatico en el aula
del bachillerato al aprender, armar y disenar teselaciones.

Enseguida intentaré explicar especificamente qué tipos de aprendizaje son los
mds apropiados para seguir, entender, y recordar conceptos geométricos en el
plano. Ha habido discusiones sobre si el aprendizaje y rendimiento escolar del
alumno queda determinado por el grado de inteligencia y el avance cognitivo,
l6gico y formal que posee cada uno de ellos de manera innata o por el que se
adquiere en base a las experiencias a las que se enfrenta en el trabagjo
cofidiano tanto dentro como fuera del aula, modificando esquemas de
pensamiento asi como habilidades y destrezas geométricas.
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Para ahondar un poco mds sobre estas perspectivas, a continuacion mostraré
algunas posturas psicopedagdgicas que sustentan el desarrollo de habilidades
y destrezas para aprender geometria enfatizando que el estudiante es el
principal responsable de su aprendizaje, estar dispuesto a aprender es
indispensable para poder lograrlo. La construccién, visualizacién y asimilacion
del conocimiento geométrico forman parte de del desarrollo intelectual, Idgico
y deductivo de cada estudiante y son fundamentales para el aprendizaje

significativo.

Tipos de aprendizaje que adquiere el estudiante cuando se le ensenan

teselaciones.

Aprendizaje
conceptual

Aprendizaje presencial

Aprendizaje
actitudinal

Figuras geométricas
que teselan o no el
plano, poligonos
regulares: tridngulos,
cuadrados,
pentdgonos,
hexdgonos.

Con figuras geométricas en
cartulina previomente elaboradas
por los estudiantes, construyen
diferentes tipos de teselaciones,
observan que es posible pegar
lados iguales de algunos
poligonos sin encimar piezas ni
dejar huecos, pero notan que con
los pentdgonos no es posible.

Trabajo colaborativo al armar
teselaciones en equipo.

Intercambio de ideas al
comparar las teselaciones de
unos con otros.

Vivencia real y sorpresiva no
lograr teselar con pentdgonos
regulares.

Encuentran relacién muy
estrecha entre el arte, las
matemdadticas y su vida
coftidiana.

Tipos de vértices en
una teselacién de
Penrose, piezas que lo
forman y los nombres
que reciben.

El estudiante observa y encuentra
las siete formas de rodear un
vértice, identifica las piezas que lo
rodean y da sus nombres.

Trabajo individual al buscar
tipos de vértices.

Argumenta por qué son todos
y no hay mds.

Grupo de simetrias del
cuadrado.

Rotaciones, reflexiones.

El estudiante manipula un
cuadrado para encontrar su
grupo de simetrias. Observa los
resultados que van dando segin
los movimientos que realice con el
cuadrado.

Trabajo individual y
colaborativo ya que cada
estudiante va encontrando sus
propias respuestas y las
compara con los de sus
companeros.

El cuadro anterior representa una pequena muestra del tipo de aprendizajes
significativos que adquiere el adolescente cuando trabaja con conceptos
geomeétricos para analizar y disenar teselaciones.
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Entre los psicologos que aportan resultados interesantes sobre la perspectiva
constructivista, el aprendizaje por descubrimiento, el aprendizaje colaborativo y
el aprendizaje estratégico para obtener mejores resultados en el aprendizaje
significativo de la geometria destacan Jean Piaget, Vigostky, Bishop y Ausubel.

Jean William Fritz Piaget (1896-1980)

Con su teoria de la equilibraciéon, Piaget de origen suizo, quien a pesar de ser
bidlogo y no matemdtico, proporciona una estructura capaz de abarcar varios
aspectos sobre como el estudiante mejora sus nociones en la construccion del
conocimiento. El opina que el pensamiento del ser humano es de orden
superior, mas abstracto y logico a medida que avanza su desarrollo por varias
etapas de la vida desde recién nacido hasta llegar a la vida adulta.
Argumenta que el aprendizaje comienza por descubrimiento cuando el
pequeno de apenas unos meses observa, toca, siente, percibe y descubre su
entorno, posteriormente el nino explora, clasifica, organiza y crea. Mdas
adelante, ya en la etapa de operaciones concretas, el nino comprende el
proceso de la reversibilidad, comprueba hipdtesis, hasta ser capaz de hacer
deducciones y conjeturas, asi como de desarrollar un pensamiento légico vy
formar razonamientos mediante abstracciones.

El aspecto psicoldgico social abarca todo lo que el nino piensa y descubre por
si sélo, lo que aprende de su familia, de la escuela, de los amigos, asi como del
nivel de desarrollo de su inteligencia. Lo cierto es que cada individuo es
diferente, aprende y desarrolla habilidades pero no al mismo tiempo que los
demds. Segun Piaget, el sujeto construye su conocimiento a medida que
interactia con la realidad, asi los estudiantes de bachillerato trabajardn
inferactuando con conceptos, imdagenes y objetos geométricos de tal forma
que el adolescente reestructura sus esquemas cognitivos.

En la teoria de Piaget surgen varios conceptos: acomodacion, conservacion,
asimilacion y equilibracion, estos forman parte de los cambios constantes en las
estructuras mentales del estudiante durante el proceso de aprendizaje, se
llevan a cabo mientras percibe y procesa la informacion que serd significativa.
A partir de cierto conocimiento previo, el estudiante pasa de un estado de
menor conocimiento a un estado de mayor conocimiento, surgiendo asi una
nueva estructura mental distinta a las anteriores que las incluye porque forman
parte de lo que él ya sabe. Cuando se conoce algo nuevo, se adapta a la
sifuacion  utilizando mecanismos de asimilacion y acomodacion. En la
asimilacion, el estudiante incorpora la nueva informacion haciéndola parte de
su conocimiento; en la acomodacion, transforma la informacion que ya poseia
en funcidn de lo nuevo. Esta relacion entre acomodacion y asimilacidon es
interactiva y el resultado es la equilibracion; el equilibrio entre las
confradicciones o confusiones que pudieran surgir entre los conocimientos
previos y la informacion nueva.
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En el caso de las teselaciones, el estudiante conoce figuras geométricas,
reconoce patrones, formas, tamanos, colores, simetrias y es capaz de llegar al
estado de equilibracion cuando utiliza todo eso que ya sabe para conservar,
asimilar, entender, acomodar y frabajar con conceptos nuevos cuya base son
sus conocimientos bdsicos de secundaria.

Para Piaget, el aprendizaje depende fundamentalmente del nivel de desarrollo
cognitivo del sujeto en las distintas etapas de su vida, el alumno adolescente se
encuentra en una etapa de fransicion entre el periodo de las operaciones
concretas y el de operaciones formales. Por ello, algunos aun no tfienen la
madurez suficiente para asimilar conceptos abstractos y es por ese motivo que
les parece un reto entender las matemdaticas de bachillerato. Indudablemente,
el grado de desarrollo en habilidades y en destrezas geométricas que posee el
estudiante de acuerdo a su experiencia de vida y su compromiso por aprender
le permitirdn trabajar mejor para aprender de manera significativa el tema.

Lev Semidnovich Vigotsky(1896-1934)

La teoria de Vigotsky quien es de origen ruso, explica principalmente que el
aprendizaje es un proceso constructivo en el que cada individuo tfiende a
desarrollarse social, cultural y cognitivamente. El medio en el cual se
desenvuelve al interactuar con el otro, ejerce una influencia entre el
aprendizaje y el desarrollo cognitivo de tal forma que si un estudiante tiene mds
oportunidades de aprender que otro, no sélo adquiere mds informacién, sino
que ademds, la forma en la que la recibe y procesa mentalmente le brinda un
mejor desarrollo intelectual. Considera que el aprendizaje significativo se da
como resultado de un proceso activo en el cual es tan importante el contexto
social como la capacidad de imitacion. Muchas personas que conviven con el
estudiante intervienen en el desarrollo de sus capacidades y habilidades
cognitivas, asi como en su desarrollo cultural y social dado que el ser humano
aprende imitando patrones ya sean de conducta o cognitivos. En el quehacer
docente, el maestro de matemdaticas averigua los conocimientos previos que
sus estudiantes tienen sobre la geometria, ayuda a construir los conceptos,
establece puentes entre los conocimientos previos y la nueva informacidn,
organiza los contenidos, elige las estrategias y actividades, segun el nivel de
madurez intelectual de los alumnos y su motivacién. Vigotsky logra darle mayor
importancia a la actividad social ya que el estudiante aprende mejor cuando
lo hace con sus companeros. Si pensamos en una clase de geometria donde el
profesor explica teselaciones, permite la participacion y opinion de los
estudiantes, nos damos cuenta que cada estudiante aprende de los otros. Es
cierto que el estudiante competente tiene mayor habilidad para adquirir
conocimientos ya sea en el aula, de manera independiente o autodidacta
pero igualmente adquiere experiencias que lo hacen aprender del otro
cuando escucha opiniones de estudiantes menos competentes y también
puede aportar comentarios que sirvan para aclarar més dudas y preguntas del
tema de geometria que se esté discutiendo en la clase.
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Dado que Vigotsky senala que el desarrollo intelectual del estudiante no puede
entenderse si no se toma en cuenta el medio social en el que estd inmersa la
persona, el desarrollo de las funciones psicoldgicas superiores se da primero en
el plano social y después en el individual donde el aprendizaje y el desarrollo
son dos procesos que interactian para lograr la transmisiéon y adquisicion de
conocimientos y patrones.

Al explicar el tema de teselaciones se utiliza constantemente la nocidén de
patrones y formas en las figuras geométricas, el trabajo colaborativo es una
estrategia que favorece la interaccion entre los estudiantes de tal manera que
al observar cémo lo hacen los demdas, los estudiantes pueden identificar otros
patrones de armado para obtener distintas teselaciones. Asi, el aprendizaje de
ellos no sdlo depende de lo que logre entender en forma individual, las
experiencias, comentarios, sugerencias y dudas de los demds enriquecen el
proceso de ensenanza—aprendizaje de las teselaciones.

Alan Bishop

El fildsofo y matemdtico inglés Alan Bishop, en su libro Enculturacion
matemadtica comenta:

2"La matemdtica se encuentran en una posicidon nada envidiable: es una de las materias
escolares mds importantes que los ninos de hoy deben estudiar y, al mismo tiempo, una de las
peor comprendidas. Su reputacion intimida. Todo el mundo sabe que son importantes y que su
estudio es necesario. Pero pocas personas se sienten cémodas con ellas; hasta tal punto que
en muchos paises es totalmente aceptable, en el dmbito social, confesar la ignorancia que se
tiene de ellas, fanfarronear sobre la propia incapacidad para enfrentarse a ellas, je incluso
afirmar que se les tiene fobial Entonces, ses que los profesores de todo el mundo son unos
sddicos legitimados que torturan mentalmente a sus alumnos? 5O quizds los alumnos son
masoquistas y disfrutan con la emocién de la tortura auto inflingida? Hablando mds en serio,
ssabemos realmente en qué razones se basa la actividad matemdtica que se desarrolla en la
escuela? zRealmente tenemos confianza en nuestros criterios para juzgar qué es importante y

qué no? 3De verdad sabemos qué deberiamos hacer?...

2 Alan Bishop, Enculturaciéon matemdtica. La educacion matemdtica desde una perspectiva

cultural, Paidds, Barcelona, 1999, p. 1

Estas preguntas también son importantes cuando las consideramos en nuestra
labor docente durante el proceso de andamiaje que se da con los estudiantes
de nivel bachillerato. Se denomina andamiaje a los recursos empleados por los
docentes para fortalecer y estimular las destrezas y aprendizajes previos que
poseen los alumnos. El proceso es la etapa en que se construye esta estructura,
Cuyo objetivo es elevar los alcances de los aprendizajes de los alumnos.
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3Dodge indica tres tipos de andamiaje: La recepcion. Antes de iniciar la tarea,
el docente orientard a los alumnos en el mejor uso de los recursos con los que
trabagjardn. La fransformacién. Es conveniente frabajar con recursos que
faciliten la lluvia de ideas, comparar, contrastar e impulsar la toma de
decisiones. La produccion. Se aconseja trabajar con guias que propongan el
desarrollo de las actividades a realizar, aprovechar al mdximo los recursos
multimedia. El facilitar estructuras de aprendizaje fiene como objetivo la
apropiacion de las mismas para luego trabajar de manera auténoma.

La responsabilidad para llevar a cabo un buen proceso de andamiaje no sélo
depende del maestro, ni fampoco es Unicamente tarea del alumno, es una
responsabilidad conjunta que primero se aprende a partir de lo que el docente
expligue y realice, para que luego el estudiante lo ponga en prdctica.

3 Dodge, B. J. (1995). Webquests: a structure for active learning on the World Wide Web. The
Distance Educator, v.1, no. 2.

David Paul Ausubel (1918-2008)

Asi mismo, Ausubel en su teoria del aprendizaje significativo por descubrimiento
nos revela que el aprendizaje escolar puede lograrse a fravés de una estrategia
de ensenanza y puede lograr un aprendizaje significativo o memoristico vy
repetitivo. De acuerdo al aprendizaje significativo, los nuevos conocimientos se
incorporan en forma sustantiva en la estructura cognitiva del alumno. Esto se
logra cuando el estudiante relaciona los nuevos conocimientos con los que ya
posee, es decir que, el contenido del aprendizaje debe incluir informacién que
el alumno ya conoce asi como conocimiento nuevo pero también es necesario
gue el alumno se interese por aprender lo que se le estd mostrando.

Para Ausubel aprender es sinbnimo de comprender, lo que se comprende es lo
que se aprende y se podrd recordar mejor. En consecuencia, los contenidos de
aprendizaje necesitan ser revelados al estudiante de tal manera que el orden y
secuencia tome en cuenta los conocimientos previos que ellos tienen o no al
momento de entrar en contacto con informacién nueva. Las habilidades para
transmitir conocimientos por parte del profesor también deben ser adecuadas
para producir aprendizaje significativo, mds aidn si toma en cuenta los
conocimientos previos del estudiante y su capacidad de comprension.

El aprendizaje significativo produce una retencidn mds duradera de la
informacion, facilita el alcanzar nuevos conocimientos relacionados con los
anteriormente adquiridos de forma significativa, ya que al estar claros en la
estructura cognitiva se facilita la retencion del nuevo contenido. La nueva
informacion al ser relacionada con la anterior, es guardada en la memoria a
largo plazo. Es activo, pues depende de la asimilacién de las actividades de
aprendizaje por parte del alumno. Es personal, ya que el significado que
representa cada aprendizaje depende de los recursos cognitivos del
estudiante.
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El potencial del aprendizaje significativo y estratégico en la ensenanza de la
geometria se incrementa notablemente cuando se trabaja bajo un estilo
cognitivo del ensenar para aprender, es decir, el estudiante se vuelve
constructor de su aprendizaje gracias a la intervencién de otros alumnos mds
competentes al verse involucrados en el aprendizaje activo y participativo,
organizdndolo a partir de experiencias previas donde los estudiantes aprenden
a conocer, aprenden a hacer, aprenden a convivir y compartir experiencias
con los demdas y como parte de todo ello, aprenden a ser.
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4. Estrategias diddacticas que facilitan el aprendizaje de las
teselaciones en el aula del bachillerato.

Para lograr que los estudiantes desarrollen habilidades cognitivas vy
capacidades que aparecen en los objetivos de aprendizaje que se dan
durante el trabajo en el aula mientras el alumno conoce y se apropia del
conocimiento matemadtico se requiere que el profesor de matemdaticas
reconozca qué tipo de habilidades serdn las mds adecuadas para conocer,
entender y aprender sobre las teselaciones. Para ello, mencionaré distintos tipos
de estrategias.

Estrategias de Aprendizaje: son procesos que le permiten al estudiante tomar
decisiones de manera conciente acerca de qué conocimientos conceptuales,
procedimentales y actitudinales poner en marcha para conseguir un objetivo
de aprendizaje, tomando en cuenta un contexto definido por condiciones
especificas.

Estrategias de Apoyo: son procesos que brindan al alumno un ambiente de
confianza, aceptacion social, satisfaccion personal, seguridad en si mismo,
donde el profesor logra identificar tanto el nivel de autoestima y de
autoconcepto de sus estudiantes, ademds de percibir sus intereses personales e
intelectuales. La motivacion exifrinseca se da cuando se tiene confrol sobre el
trabajo en el aula, las tareas realizadas y enfregadas que le otorgan al
estudiante participaciones o puntos extra para su calificacion. La motivacion
cognitiva es la que el estudiante tiene por aprender y es sin duda, el motor que
lo impulsa a observar, preguntar, investigar y querer saber mds sobre el tema.
La motivacion infrinseca se da en el alumno cuando se enfrenta a retos
interesantes al trabajar con el tema matematico. En nuestro caso, al construir
teselaciones descubre una satisfaccion personal por haber logrado armar ese
tipo de rompecabezas y entender de qué se frata. El llegar a la respuesta
correcta o el resultado esperado le da mayor seguridad y confianza en si
mismo, eso lo alienta seguir adelante.

Estrategias de Procesamiento: Estas se dan al seleccionar, resumir, subrayar y
enfatizar la idea principal que se va a frabajar, es aconsejable usar imagenes,
esquemas, diagramas de darbol, mapas conceptuales, mapas mentales y
destrezas heuristicas que le permitan al estudiante partir de lo que ya sabe para
explorar el tema y frabajar con él, emplear comparaciones, modelos,
analogias, apuntes, habilidades nemotécnicas, predecir, parafrasear, didlogo
enfre pregunta y respuesta, hacer conjeturas y analizar varios puntos de vista
sobre el tema.

Estrategias Meta-cognitivas: la meta atencion consiste en darse cuenta de lo
que ya se sabe y de lo que no, para ello se recomienda establecer una
jerarquia de los estimulos mds relevantes que han logrado que cierto
conocimiento haya sido adquirido de manera significativa.
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La meta comprension a nivel interpretativo y aplicado se basa en comprobar si
se ha entendido una idea, que el estudiante logre explicarla con sus propias
palabras, buscar ejemplos distintos a los dados, etc. La meta memoria se basa
en hacer evidente todo aquel conocimiento que ha quedado registrado en
nuestra memoria a largo plazo. Todos estos procesos forman parte de lo que el
estudiante debe realizar de manera consiente durante su aprendizaje.

Estrategias de Personalidad, dominio y control: Estas implican, tratar de estar
bien informado, analizar con claridad y precisiéon la informacién, controlar la
impulsividad y sobre todo mantener una actitud critica.

Las estrategias antes mencionadas juegan un papel fundamental en el proceso
de ensenanza-aprendizaje de la geometria porque todas ellas tienen la
finalidad de promover el desarrollo de habilidades que brinden oportunidades
de desarrollo mental, emocional, social y académico a los estudiantes de
bachillerato.

Dentro de los objetivos del entrenamiento cognitivo se tfoman en cuenta los
aspectos cognitivos, motivacionales y los rasgos de personalidad del profesor y
sus alumnos a fin de que el proceso de ensenanza-aprendizaje tenga éxito
tanto en la adaptacion al entorno, modificacion del ambiente, bUsqueda de
nuevas situaciones, toma de decisiones basadas en la comunicaciéon en el
aula, desarrollo al mdximo de la inteligencia creativa, promoviendo el
descubrimiento, la imaginacion, la producciéon y suposicion de ideas logicas y
acordes al trabajo en el aula.

Con esta perspectiva educativa basada en el aprendizaje estratégico se
pretende modificar y perfeccionar capacidades y habilidades del alumno
adolescente al trabajar con conceptos geométricos, activar estrategias que le
permitan pensar y argumentar mejor, inducir y deducir estrategias para
plantear y resolver problemas concretos, promover el desarrollo de habilidades
de razonamiento abstracto, para ello se requiere dominio de conocimientos y
habilidades bdsicas como leer, escribir imaginar y pensar.

Mat. Sara Alejandra Pando Figueroa. 27



El extrano mundo de las teselaciones,
Un paseo por la geometria para estudiantes de bachillerato

5. El profesor, el estudiante, el contenido y las estrategias de
aprendizaje durante las clases de geometria en el aula del
bachillerato.

“Querer aprender y saber pensar son las condiciones personales bdsicas que permiten la
adquisicion de nuevos conocimientos y la aplicacion de lo aprendido de forma efectiva
cuando se necesita”.

Alonso Tapia

El constructivismo surge como una perspectiva tedrica preocupada por
entender los problemas de la formacion del conocimiento en el ser humano.
Existe la conviccidon de que los seres humanos son producto de su capacidad
para adquirir conocimientos y para reflexionar sobre si mismos, esto ha
permitido al hombre, anticipar, explicar y controlar la naturaleza, asi como
construir la cultura. El conocimiento se construye activamente por seres
pensantes y no se recibe pasivamente del ambiente. Tanto el constructivismo
psico-genético de Jean Piaget como el constructivismo social de Lev Vigotsky
son parte fundamental para el desarrollo integral del ser humano. En el
enfoque constructivista, tratando de conjuntar el “qué” y el “como” de la
ensenanza, la idea central es “ensenar a pensar y actuar sobre contenidos
significativos”.

En el proceso de ensenanza-aprendizaje hay cuatro factores indisolubles dentro
del salon de clase: el estudiante, el profesor, el contenido a aprender y las
estrategias de aprendizaje. El estudiante adolescente debe ser responsable de
su proceso de aprendizaje, él es quien construye su propio conocimiento vy
nadie puede sustituirle en esa tarea. La actividad mental constructiva y social
realizada por el alumno va a determinar su aprendizaje, es él quien aprende v si
él no lo hace, nadie, ni siquiera el profesor puede hacerlo en su lugar.

El estudiante no es sélo activo cuando explora, manipula, descubre o inventa,
también lo es cuando lee, observa y escucha las explicaciones y comentarios
del profesor o de sus companeros.

El aprendizaje es el resultado de un proceso de construccidon a nivel presencial
y social, los estudiantes construyen o reconstruyen objetos de conocimiento
matemadtico a partir de lo que ya estd escrito y de la informacion que el
profesor les exponga como punto de partida para frabajar con teselaciones,
asi el alumno necesita de los contenidos que va a aprender.
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Dado que el aprendizaje de las teselaciones depende de ciertos contenidos
geométricos que el profesor ya conoce y maneja adecuadamente, su papel
no puede limitarse Unicamente a crear las condiciones 6ptimas para que los
alumnos realicen una actividad donde trabajen varias habilidades y estrategias
para comprender mds sobre el tema; ademds intentard orientar la actividad
de tal forma que los contenidos geométricos sean significativos como saberes
culturales.

La aplicacién de la teoria constructivista, implica para el estudiante cambios
muy significativos al desempenar su papel en el bachillerato, pasaria de ser un
alumno pasivo a un ser humano dindmico, tendrd que preguntar, investigar y
analizar de manera responsable y conciente, ya que se convierte en el
principal responsable de alcanzar y apropiarse de sus conocimientos segun su
interés y compromiso por aprender.

Las consecuencias de adoptar un enfoque de este tipo en la educacion
matemdtica implican para el docente llevar una pedagogia constructivista, le
exige mayor enfrega a su profesion, mayor responsabilidad, mayor
conocimiento del estudiante y su entorno. Le exige una gran capacidad de
aceptacion y respeto por la opinidn del ofro para comprobar, decidir, acordar
y estructurar los conocimientos que integran tanto la version de los estudiantes
como la suya. Ademds necesita trabajar con una actitud critica, haciendo
preguntas que lleven al estudiante a pensar y logre asi responder de acuerdo
al conocimiento adquirido en ese momento.

El profesor debe conocer y dominar el contenido matemdtico que va a
presentar al estudiante, debe poseer mucha creatividad para construir
sifuaciones diddcticas que favorezcan el aprendizaje en el aula, parte
importante de su tarea como docente es identificar qué conocimientos son
esenciales para seguir, entender y recordar el tema de teselaciones, enfatizar
siempre lo mas importante para garantizar que el estudiante pueda identificar
a partir de lo que ya sabe, qué es lo indispensable que debe saber y que le
hard comprender mejor el tema.

En cuanto a los contenidos geométricos por aprender y las estrategias de
aprendizaje, de nada sirve ensenar algo que serd olvidado después del
examen porque no hubo ningUn proceso de asimilacion al no impactar al
alumno, el que el estudiante se quede con dudas, conocimientos inconexos y
superficiales no garantiza un aprendizaje significativo. Con frecuencia sucede
que el profesor tiene que volver a ensenar gran parte de lo que el alumno ya
deberia saber, esto implica invertir tiempo y recursos, ademds de que deteriora
la autoestima y motivacion del alumno. Es importante darle un sentido o
interpretacion personal al contenido matemdtico, que el alumno relacione
informacion nueva con lo que él ya sabe, asi modifica y enriquece sus modelos
de la realidad.
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Aprender con sentido requiere hacer una reestructuracion de lo que se sabia
previamente, provocando una mejor organizacion y asimilacion de informacion
almacenada en la memoria. Una manera de favorecer el aprendizaje
significativo es organizar adecuadamente los contenidos por aprender.

La parte emocional y afectiva también influye, debe considerarse como parte
del proceso de ensenanza-aprendizaje de las matemdticas ya que cuando
trabajamos con nuestros alumnos en el aula, trabajamos con seres humanos, no
son mdaquinas que hay que programar ni recipientes que llenar de informacion.

Nuestra labor es ofrecer alternativas para que ellos se acerquen al
conocimiento. Que comprendan el tema dependerd del compromiso del
estudiante por aprender y del profesor por ensenar teselaciones. Es necesario
considerar las actitudes, los valores, el comportamiento ético y moral del
alumno y del docente. El ser humano estd constituido por tres partes
indisolubles: mente, cuerpo y alma, piensa, actia, y siente. Los conocimientos,
creencias, sentimientos, valores, actitudes y aptitudes se expresan dia a dia en
el aula, son indicadores de los avances en el aprendizaje. Los valores son mds
estables y esenciales que las actitudes, permiten explicar el comportamiento
del alumno y las habilidades adquiridas que han perdurado, mismas que serdn
Utiles para evaluar su aprendizaje y actuar de acuerdo a dicha evaluacion.

La evaluacion es otro elemento que estd presente en nuestra labor docente ya
que durante todas las sesiones frente a grupo debemos tomar en cuenta: las
expectativas del estudiante, el compromiso que tiene por aprender el tema, las
experiencias vividas y compartidas en el aula mientras se trabaja con
teselaciones, entre muchos otros factores que determinan condiciones
favorables o no para que los estudiantes se apropien del conocimiento
geométrico.
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é. Impacto de la tecnologia computacional como medio
de comunicacidén en el avla de bachillerato para visualizar
conceptos geométricos.

La constante intervencidon de nuevos equipos electronicos en nuestra vida
diaria como los celulares y las computadoras ha propiciado un cambio en la
forma que ahora podemos trabajar con los estudiantes en el aula cuando de
ensenar geometria se trata. El contar con equipo de coémputo adecuado para
mostrar, explicar y comprender temas geométricos resulta ser realmente Util,
apropiado, motivante y eficiente tanto para el docente como para el alumno.
Por ejemplo, el profesor no sufre al tratar de dibujar tres rectas que se
intersectan en un punto, ni recurre a la teoria del punto gordo para que el
estudiante comprenda lo que se quiere explicar. Con ayuda de un programa
que ftrabagje con esos conceptos geométricos y el equipo de cdmputo
adecuado se puede visualizar y entender mejor la idea.

El tema de teselaciones es cien por ciento visual. Mediante diapositivas que se
pueden mostrar en un pizarrdn electronico, en una computadora o en una
pantalla al proyectar con un candn, los estudiantes observan gran variedad de
propuestas y disenos de teselaciones y a partir de lo que observan, logran
hacer conjeturas muy ciertas sobre las caracteristicas y propiedades de estos
rompecabezas infinitos.

Ademds, existen varios programas con los que los estudiantes pueden
practicar, inventar, disenar, modificar y crear gran variedad de teselaciones ya
sea periddicas o no periddicas segun sea el caso de que tengan o no simetrias.

El proyector de acetatos fambién es un gran apoyo diddctico para detectar si
una teselacion tiene o no reflexiones, rotaciones, translaciones y deslizamientos
de tal forma que el alumno observa, entiende e imita lo que ha visto al tfrabajar
con ofros ejemplos de teselaciones en fotocopias. Sin estos materiales la
ensenanza y aprendizaje del tema seria menos sencillo.
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Capitulo 2

Geometriq, arte, ciencia y teselaciones

“La enserianza debe ser tal que pueda recibirse como un regalo,
no como una amarga obligacion”
Albert Finstein

1. Geometria estética en el mundo actual.

En el mundo en el que vivimos hay una gran cantfidad de cosas extraordinarias
que podemos apreciar con nuestros cinco sentfidos. Basta observar algunos
elementos de la naturaleza tan caprichosos como las flores, las hojas de los
arboles, las rocas, los minerales, las nubes, las montanas, los astros, los animales,
las plantas, las bacterias, los hongos y el hombre mismo, asi como muchos
objetos inventados por él que surgen de lo que crea nuestra mente, para
darnos una idea de la gran variedad de formas, tamanos y colores que
intervienen en el diseno y estructura de cada uno de ellos.

Algunos disefos geométricos utilizados para decorar objetos.

Por mencionar algunos ejemplos, podemos pensar en los decorados de una
artesania mexicana ya sean en barro o tela como los bordados de un mantel o
el tejido de un tapete, o bien, los grabados en macetas, jarrones, ollas vy
cazuelas. En el boceto de una pintura, en el diseno de un tatuagje, en la
fachada de una iglesia y en muchas otras cosas que se localizan en nuestro
entorno cuya esencia se encuentra en las formas geométricas.

A partir de la existencia de esa gran variedad de formas, tamanos y colores
tanto en la naturaleza como en aquello que el hombre inventa, crea o
transforma, podriamos pensar que no cabe la posibilidad de encontrar
propiedades interesantes entre ellas porque a fin de cuentas son sélo un
capricho del hombre o de la naturaleza. Afortunadamente, no es asi, algunos
matematicos obstinados en descubrir la esencia geométrica de casi todo
aquello que nos rodea, han dedicado parte de su vida a observar, averiguar,
deducir, investigar, analizar, y organizar el mundo geométricamente, ello nos
permite ahora, conocer propiedades interesantes que tienen una explicacion
matemdtica de casi todo.
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Algunos disefos geométricos utilizados para hacer tatuajes.

Precisamente una de estas propiedades geométricas que se encuentra
sorprendentemente casi en cualquier parte de la naturaleza o en los disenos
del hombre donde sobresalen la belleza, la armonia, la proporcion y el
equilibrio, que ademds contiene patrones ocultos muy interesantes es la
simetria.

Simetria, es una palabra que se relaciona directamente con diversos
conceptos como belleza, arte y ciencia.

Cuando un objeto, una imagen, una figura, o un diseno tiene simetria,
podemos darnos cuenta que, a simple vista posee estructura y armonia entre
sus partes, mantiene cierta proporcion, equilibrio y orden que dan como
resultado la belleza natural de ese objeto, imagen, figura o diseno que por sus
caracteristicas se puede interpretar como arte y como ciencia.

Como arte, digamos que estos son elementos esenciales que logran cautivar al
espectador ya sea por el diseno, estructura o combinacién de colores,
tamanos y formas que en conjunto dan como resultado esa obra interesante y
sorprendente.
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Simetria en una pieza musical. Fragmento de "Six unisono melodies" de Bartdk.

(El pentagrama de abajo representa la simetrizacién de la partitura de arribal)

Como ciencia, cada uno de estos y otros elementos determinan de forma muy
precisa la relacion que hay entre ellos en cuanto a posicion, tamano, forma vy
color que, son elementos de estudio para el matemdatico. La ciencia se nutre
del arte, a partir de aquello que existe como fruto del quehacer artistico, el
cientifico trata de encontrar patrones y modelos que explican las tacticas y
técnicas que usa el artista para generar su obra.

La simetria es la propiedad que tiene un objeto cuando caracteristicas como
forma, tamano y posicion relativa de sus partes permanecen invariantes, es
decir, tras realizar algun movimiento permitido en el plano, estas no cambian.
Por ejemplo, son las mismas en ambos lados de una linea divisoria que se le
llama eje, o bien en torno a un punto que se llama centro de giro.

Algunas flores poseen por naturaleza la propiedad de ser simétricas.

Existe simetriac en un objeto, cuando al aplicarle un movimiento que lo
transforme efectivamente, no parece observarse cambio alguno en cuanto al
tamano, posicidon y forma del mismo, por ello se dice que permanece
invariante.

Esta imagen representa un esquema del nicleo de la
hemoglobina, que es una proteina que contiene hierro y
da el color rojo a nuestra sangre, ademds transporta el
oxigeno desde los pulmones hasta los tejidos, como
podemos ver...
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En el esquema anterior tenemos una linea de reflexidén horizontal, una linea de
reflexion vertical, y las diagonales también son lineas de reflexion; el centro de
rotaciéon es justamente el punto de interseccidn de los cuatro ejes de reflexion.

Esto sucede porque al reflejar la figura sobre cada una de esas linea, esta
coincide con la que esta del ofro lado de la linea como si fuera su reflejo en el
espejo. Existe sélo un centro de giro, que es el punto donde se cruzan todas las
lineas de reflexion y que queda justo en el centro, el dngulo de rotacion es de
90°, con este giro, la figura que gira coincide exactamente con la original.

En cuanto a la parte artistica y matemdtica del concepto de simetria, hay
ejemplos interesantes en la arquitectura, tal es el caso de la construcciéon de
templos y pirdmides como las del antiguo Egipto o el Parfenédn de Atenas en
Grecia.

El Partendn de Atenas, Grecia es una obra arquitecténica y matemdtica que por su diseio
posee belleza, equilibrio y proporcion.

Quienes disenaron estas obras arquitectdnicas lograron conjuntar varios
elementos: proporcion, equilibrio, armonia y belleza, independientemente de
su funcion astrondmica o funeraria, ddndonos la oportunidad de apreciar en
ellas, las caracteristicas de la simetria. La perfecta proporcidén de esas
construcciones marca la huella del arquitecto humano que desde la
antigledad se preocupd por buscar y encontrar aquellos elementos que dan
origen a la simetria con los que podria distinguir su propia obra de las de la
madre naturaleza.

Los seres humanos somos también un buen ejemplo de simeftria, tenemos una
igualdad casi perfecta entre el lado izquierdo y el lado derecho de nuestro
cuerpo que resultan, dividiéndolo por un plano que pasa por el centro de la
nariz y por el centro del ombligo. Es posible apreciar esta obra artistica,
justamente es el famoso estudio sobre la simetria del cuerpo humano, el dibujo
de una figura masculina desnuda realizado alrededor del ano 1492 por
Leonardo da Vinci que contiene algunas notas sobre anatomia impresas en la
parte inferior y superior del mismo. Muestra la imagen desnuda de un hombre
en dos posiciones sobreimpresas de brazos y piernas, una inscrita en un circulo y
la otra inscrita en un cuadrado.
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La obra se llama “El hombre del Vitruvio” porque fue realizado a partir de los
textos del arquitecto Vitruvio de la antigua Roma, aungque también se le
conoce como “El Canon de las proporciones humanas”.
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Esta obra también es considerada como un simbolo de la simetria bdsica del
cuerpo humano. Examinando el dibujo puede notarse que la combinacion de
las posiciones de los brazos y piernas crea realmente dieciséis posiciones
distintas, de las cuales sdlo dos son simétricas. La posicion con los brazos en cruz
y los pies juntos se ve inscrita en el cuadrado. La ofra posicién, los dos brazos y
las dos piernas abiertas se ven inscritos en el circulo. Esto muestra el principio de
que en el cambio enfre las dos posiciones, el centro aparente de la figura
parece moverse, pero en realidad el ombligo de la figura, que es el centro de
gravedad verdadero, permanece inmévil. Como dato cultural, esta imagen
aparece en el reverso de la moneda de euro de Italia.
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2. Un poco de historia sobre el mundo de las
teselaciones.

Las primeras evidencias de que el pensamiento matematico y geométrico ha
existido desde hace mds de cinco mil anos, son algunos restos de huesos
marcados con muecas, varios dibujos, signos y simbolos trazados sobre cuevas,
piedras, cortezas de los arboles, ladrillos o tablillas de arcilla. Sin embargo, no
existe evidencia alguna que pueda garantizar qué tan antiguas son las
teselaciones o cudl fue el origen de esos disenos en distintos lugares del mundo.
A pesar de ello, podriamos advertir que el hombre se ha valido de su intuicién,
creatividad, imaginacion, criterio y conocimiento matemdtico para crear y
disenar algunas teselaciones, obras artisticas y matemdticas que han estado
presentes desde la antigledad hasta nuestros dias en diversas culturas, tanto
en América, como en Asia, Africa y Europa.

Es incontable la cantidad de teselaciones que podemos contemplar a fravés
de los siglos, desde las que contfienen construcciones geométricas en paredes,
lienzos y muros con patrones interesantes, hasta impresionantes disenos de
animales, flores, seres mitoldgicos, y muchas otras en las que se observan de
fondo una infinidad de figuras geométricas, grabados de franjas con adornos
elegantes, algunos decorados con colores y un estilo muy peculiar de cada
autor. Todas ellas forman parte del patrimonio matematico, artistico, cultural y
social de diversas regiones del mundo, mostrando sus avances a lo largo de la
historia.

Las civilizaciones antiguas utilizaban el arte del teselado para la decoracion de
casas y templos aproximadamente desde el ano cuatro mil antes de nuestra
era. En ese tiempo los sumerios redlizaban decoraciones con mosaicos que
formaban modelos geométricos, para ello usaban arcilla cocida a la que le
ponian color y esmalte.

Posteriormente fueron los persas, los drabes, los moros y los musulmanes,
quienes demostraron desarrollar este fipo de trabagjo y habilidad para decorar
muros, techos y fachadas de majestuosos palacios. Ciertamente, no fueron los
unicos, también encontramos manifestaciones artfisticas de ofras culturas en
nuestro pais que conocian, trabajaban y desarrollaban el arte de las
teselaciones, como los mayas, que se establecieron en la parte sur de Tabasco,
peninsula de Yucatdn, Chiapas y parte de Centroamérica, su frabagjo se
caracteriza por la simetria que aparece en sus construcciones, asi como su
gran destreza para las matemdaticas y la astronomia dado que sus predicciones
para los eclipses solares y lunares eran muy ciertas. Asi mismo, los egipcios, los
griegos, los indios, los chinos, entre otros tantos, mostraron gran habilidad en la
creacion de teselados.
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Disefios del arte isldmico

En el arte islémico, la geometria alcanza gran valor decorativo. En las figuras
que se observan en suelos, paredes, pilares y arcos, se deja apreciar una gran
variedad de disenos en dos dimensiones donde se combinan colores, formas
geomeétricas y grabados.

Asi, al paso de los anos, se siguen dando cada vez mds evidencias
matemdticas y artisticas del desarrollo, perfeccion y belleza de las teselaciones.
Gran cantidad de progresos en estos dmbitos nos permiten apreciar ahora
cosas muy parecidas en ropa, tapetes, colchas, cerdmica, artesania, paredes y
suelos, sin contar con los impresionantes murales y construcciones
arquitecténicas modernas que indiscutiblemente nos dejan apreciar armonia,
orden, equilibrio, belleza, simetria y elegancia en sus disenos.
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Bordados y artesanias con un toque de geometria
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3. Galeria de patrones y teselaciones
Antiguas y modernas.

AqQui observamos cémo a través de patrones con ciertos disenos geométricos
es posible recubrir pisos y paredes de tal forma que se descubren reglas que
obligan a colocar las piezas de alguna manera obteniendo asi un estilo en el
grabado.

Otro uso muy comun y cofidiano de las teselaciones es en el diseno vy
decoraciéon de interiores, por ejemplo, en los pisos y paredes de salas, banos y
cocinas.

Teselado de adoquin

Las teselaciones han sido muy utilizadas en la Arquitectura, por ejemplo, en los
pavimentos de superficies de parques y plazas.

Teselado de mosaico
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La historia de las teselaciones se puede apreciar en varios disenos que han sido
elaborados por diferentes culturas por varios siglos desde antes del
renacimiento hasta nuestros dias. Aqui presento una pequena muestra de
teselaciones
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Teselaciones de Arabia

En estos disenos podemos observar cobmo cada cultura en una época vy lugar
determinado presenta algunos rasgos caracteristicos de sus disenos, sin
embargo todas ellas tienen caracteristicas fundamentales de lo que es teselar
el plano.

Teselaciones de los indios Norteamericanos

Teselaciones de China

Teselaciones en la Edad Media
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Teselacion de India

Todas estas imdagenes forman parte de la gran variedad de disenos de
teselaciones que han sido trabajadas por hombre de distintas épocas vy
culturas. Sin embargo es posible apreciar la presencia de figuras y formas
geométricas, colores y patrones que dan vida a cada una de ellas.
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PALACIO DE LA ALHAMBRA, ESPANA

Granada es una ciudad amurallada. El palacio de La Alhambra ubicado en
Granada Espana, representa uno de los recintos mds visitados por todo tipo de
personas, artistas, fotdgrafos, expertos creadores del arte del teselado,
historiadores, musicos, matemdaticos, entre muchos mds. Su verdadero
atractivo, como en ofras obras musulmanas de la época, son los interiores,
cuya decoracion estd entre lo mds destacado del arte islédmico.

Para muestra basta con observar estas imdgenes de algunos disenos
geométricos en pasillos, estancias, habitaciones que decoran el interior del
palacio con un estilo muy peculiar, capaz de ser analizado, estudiado e
interpretado matematicamente.

[l
1

Disenos de teselaciones en los interiores del palacio de la Alhambra
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Las siguientes imdagenes son parte de lo que aun se puede encontrar en el
interior del palacio, en todos los disenos que observamos hay una descripcion
matemdtica que justifica y explica el disefo de estas teselaciones tan famosas
en el mundo del arte y la matemdtica.
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Del bosquejo matemdatico al diseno artistico de una teselacion...
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En la imagen del lado izquierdo se aprecia el frabajo matemdatico mediante el
cual se trabaja el diseno de la teselaciéon que se observa del lado derecho, se
ven los frazos que van dando forma a cada una de las piezas con las que se
cubrieron las paredes de algun lugar de tan extraordinario palacio.
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4. Escher, un gran artista con dotes de matemadatico

A través de la historia a habido matemdticos que tienen algo de artistas y
artistas que tienen algo de matemdaticos, muy reconocidos y admirados por sus
trabajos tan sorprendentes, como es el caso de Maurita Cornelis Escher quien
nacié el 17 de junio de 1898 en Holanda, es uno de los artistas graficos mds
famosos del mundo, conocido por sus grabados en madera, piedra, dibujos de
construcciones muy interesantes y sorprendentes que han llamado la atencion
de muchisimos matemadaticos, artistas, fotdgrafos, y miles de espectadores que
se asombran al mirar su trabajo. Cabe mencionar que segin palabras de
Escher, quien ha dejado un legado impresionante de obras artisticas con gran
contenido e interés matemdtico y artistico, dice: “Me encuentro mds cerca de
los matemdticos que de mis colegas artistas, todos mis trabagjos son juegos,
juegos muy serios”.

Escher

El palacio de La Alhambra en Granada Espana que contfiene muchos ejemplos
de mosaicos y grabados simétricos en techos, paredes, fachadas, muros y
pisos, sirvid como fuente de inspiracidn para que Escher creara sus propias
obras. Las creaciones de Escher se caracterizan por cubrir el plano con figuras
de animales como peces, aves, mariposas, escarabajos, lagartos, caballos, vy
seres miticos como dngeles, demonios, rostros de seres humanos, duendes,
barcos, aungque muchas ofras tienen gran variedad de formas.
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En la mayoria de sus teselaciones se presenta la dualidad, es decir, usa dos
tipos de teselas cuyos conceptos se complementan, como dngeles vy
demonios, jinetes y caballos, peces y barcos, todos sus disenos cumplen con
propiedades matemdticas muy interesantes que no cualquier artista domina vy
utiliza de manera tan sorprendente.

Escher murié el 27 de marzo 1972 dejando un legado impresionante de obras
cuya interpretacion va desde lo que se observa artistica y estéticamente hasta
las caracteristicas y elementos matemdaticos que posee cada una de ellas.

El arte de interpretar una obra artistica como las teselaciones significa observar,
percibir, infuir, comprender, entender, apreciar todo aquello que nos tfransmite
y expresarlo tanto fisica, intelectual y emocionalmente, recordando que el ser
humano es cuerpo, mente y espiritu.

El ser humano interpreta lo que ve, lo que toca, lo que escucha, lo que prueba,
lo que siente, o que piensa, lo que hace, lo que dice, en fin, ya sea con
actitudes, gestos, ademanes, ideas, frases, emociones, sentimientos, criterios y
argumentos légicos expresados por escrito o de palabra, pinturas, murales,
dibujos, grabados, el ser humano tiene la capacidad de analizar e interpretar
matematicamente una obra artistica.

AqQui, una pequena muestra de algunos disenos de las teselaciones de Escher.
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Disenos de teselaciones de Escher
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Disenos de teselaciones de Escher

Muchas de estas teselaciones son producto de las obras artisticas de Escher
que sin duda son ya un legado artistico y matemdtico de gran valor en muchas
partes del mundo.
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5. Lo necesario para teselar el plano

Para construir teselaciones en el plano es inevitable hablar de geometria. En
este breve recorrido por el exirano mundo de las teselaciones nos
encontraremos con algunos conceptos que aprendimos en cursos anteriores al
bachillerato, estos conceptos estdn relacionados con las propiedades que
tienen los poligonos segun la forma y tamano de sus lados, segun el tipo de
dangulos internos que fienen vy las distintas formas que existen de colocarlos al
dibujarlos en el plano.

7

% Un poligono es regular si tiene todos sus lados y dngulos iguales.
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% Un poligono es irregular si tiene al menos un lado o dngulo distinto a los demds.

LY U

< Un poligono es convexo si todas sus diagonales estdn al interior del poligono.

@ A ()

< Un poligono es no convexo si al menos una de sus diagonales estd al exterior del
poligono.

)

< Lasuma de los dngulos internos de un tridingulo es igual a 180°.
< Lasuma de los dngulos internos de un cuadrildtero es igual a 360°.

Solamente se puede teselar el plano con poligonos regulares que cumplan la
siguiente condiciéon: que la medida de su adngulo interior sea un divisor de 360°.
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Los Unicos tres poligonos regulares que cumplen esa condicion son el cuadrado
cuyos angulos internos miden 90° cada uno, el tridngulo equildtero ya que su
dngulo interno mide 60° y el hexdgono regular dado que sus dngulos internos
miden 120°.

7

% Lasuma de los dngulos que concurren en un vértice de la teselacion es 360°.

KGB

2 oa+B+o+e+¢+A=360°

Aqui algunos ejemplos de los conceptos que debemos tomar en cuenta
cuando estudiemos el tema de teselaciones.

Con tres hexdgonos regulares rodeamos un

vértice de la teselacidn que tiene la misma

forma que un panal de abe jas.
o _ (o]
6 x 60° = 360
Con seis tridngulos equildteros rodeamos un

3 X 1200 = 360° vértice de la teselacién que tiene la forma de un

rehilete.

Con cuatro cuadrados rodeamos un vértice

N
B

de la teselacién que tiene la misma forma

que un tablero de ajedrez. 4 X 90° = 3600

Estas son las Unicas tres formas de rodear un vértice con piezas que tengan la
misma forma y el mismo tamano y que sean poligonos regulares.
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6. ;Como son las teselaciones en el plano?

Las teselas son figuras planas que pueden tener diferentes formas y tamanos
como los poligonos regulares o los irregulares. Una teselacion consiste en cubrir
el plano con un nOUmero infinito de teselas, siguiendo un patrén determinado y
vigilando que al unir las piezas o teselas, estas cubran perfectamente el plano,
gue no se encimen o sobrepongan unas con otras, pero tampoco deben dejar
huecos o espacios vacios entre ellas.

Para disenar, construir, armar o analizar teselaciones necesitamos conocer cudl
o cudles piezas llamadas teselas forman parte de ellas, descubrir y determinar
patrones de armado, que siempre se pueden extender, imaginando de esta
forma coémo las teselaciones cumplen con la condicidn de ser infinitas, es decir,
con una infinidad de teselas se puede cubrir todo el plano.

Es posible cubrir el plano usando siempre un mismo tipo de tesela o utilizando
teselas de diferentes tipos, combinando la posicion de estas en el plano
generamos distintas teselaciones. Si usamos Unicamente piezas congruentes
para teselar el plano, donde todas sean iguales, es decir, fengan el mismo
diseno, tendremos una teselacidn monoédrica, esas teselas deben tener
siempre la misma forma y el mismo ftamano. Ahora bien, tenemos una
teselacion diédrica, si usamos sdlo dos tipos de piezas diferentes para teselar,
de modo que todas las teselas del mismo tipo sean del mismo tamano y
conserven la misma forma.

S~

Teselacion diédrica Teselacion diédrica Teselacidn monoédrica

Asi que, dependiendo de la cantidad de teselas distintas en forma, tamano o
incluso color, que utilicemos en el diseno, construccidn o armado de cada
teselacion serd el nombre que reciba. Cuando utilizamos tfres tipos de teselas
armamos una teselaciéon triédrica, con cuatro tipos de teselas recibe el nombre
de tetraédrica, con cinco, pentaédrica y asi sucesivamente...
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AqQui algunos ejemplos de teselaciones segun el nUmero de teselas de diferente
tipo que se requieren para armar cada una de ellas.

Teselacién diédrica Teselacién monoédrica Teselacién monoédrica formada
formada por trapecios y formada por tridngulos por tridngulos rectdngulos.
rombos. equildteros.

Teselacién diédrica

formada por octdgonos Teselacién diédrica formada

regulares y cuadrados. Teselacion dledmc.a fo’r‘m.ada por tridngulos isdsceles y
por un cuadrado sin vértices rombos.
y circulos.

Teselacién diédrica formada

Teselacion diédrica
formada por octdgonos Teselacién monoédrica por cuadrados y poligonos

irregulares y rombos. formada por irregulares en forma de cruz.
pentdgonos irregulares.
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7. Figuras que teselan el plano.

Las piezas con las que armamos teselaciones tienen gran variedad de formas y
disenos, las mds sencillas son los poligonos regulares que como ya dijimos son el
tridngulo equildtero, el cuadrado y el hexdgono regular.

Conozcamos entonces qué pasa con otfros poligonos, por ejemplo, los
irregulares como los tridingulos rectdngulos, isdsceles, escdlenos, acutdngulos,
obtusdngulos 'y con los cuadrldteros como rectdngulos, rombos,
paralelogramos, romboides, trapecios, trapezoides, o con cualquier otro
poligono irregular.

2Como saber si podemos teselar con ellos o no?

2 Cualquier poligono de cuatro lados tesela el plano?...

s -

Los poligonos de cuatro lados que no son regulares y teselan de manera
monoédrica cumplen que al ser colocados en el plano, sus dangulos que
rodean cada vértice suman 360°. De hecho, cualquier paralelogramo, es un
ejemplo de un poligono no regular que tesela el plano, para comprobarlo
Unicamente debemos prolongar sus lados paralelos y construir los nuevos
paralelogramos congruentes al primero, es decir, todos los paralelogramos
deben tener el mismo tamano y la misma forma, obteniendo asi una teselacion
monoédrica.

QOO
Fo 4
WIM“‘

e ™ o i

Oftros poligonos irregulares de cuatro lados que también teselan el plano...
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AqQui observamos fres formas distintas de colocar piezas rectangulares en forma
de ladrillos, cada una de ellas utiliza un patréon diferente, el de la izquierda
muestra los ladrillos desfasados por hileras.

| SN I S | YT

REEEE

El del centro es un ejemplo original que logra embonar perfectamente el largo
y el ancho de cada pieza ya que la medida del largo de la tesela es el doble
del ancho de la misma. El patrén en el ejemplo de la derecha forma tres
bloques de dos hileras iguales y desfasa el bloque del centro a la derecha.

Pero... 3Todo cuadrildtero tesela?

Dado que los cuatro dngulos de cualquier cuadrilatero suman 360°, sabemos
qgue basta rodear ese vértice con las ofras tres esquinas de tres poligonos
iguales, asi se completa una vuelta que son 360°. Ademds, las piezas embonan
perfectamente porque al unirlas, coinciden siempre lados iguales con lados
iguales ya que asi los pegamos.

RIRN $
BRI
NI RN f

En el caso de que el cuadrildtero sea irregular y no sea convexo tenemos una
flecha de cuatro lados, también podemos lograr que esa pieza sirva para
teselar de forma monoédrica. Es importante detectar qué forma tiene ya que a
partir de rotaciones de 180° en el punto medio de sus lados se obtiene el patréon
gue nos serd Util para teselar el plano sin encimar piezas ni dejar huecos.

NAAA

La condicion es girar 180° en el punto medio de cada lado del cuadrilatero y
colocar la pieza nueva en el lado que mide [o mismo.
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Por lo tanto, podemos afirmar que, si cualquier cuadrilatero tesela, entonces
cualquier trigdngulo también lo cumple, dado que al trazar las diagonales de
cualquier cuadrilatero obtenemos diversos tipos de tfridngulos, mismos que
serdn las piezas que formen la nueva teselacion con tridngulos. Luego
entonces, todos los tridngulos fambién teselan el plano.

AqQui vemos algunos ejemplos.

Con los hexdgonos que no son regulares pero fienen sus lados opuestos
paralelos y de la misma longitud, llamados parhexdgonos, se puede construir
una teselacion colocando las piezas de tal forma que lados iguales de los
hexdgonos queden unidos.

S

Un caso particular del parhexdgono es aquel que puede dividirse en cuatro
pentdgonos iguales trazando las perpendiculares levantadas por los puntos
medios de sus lados. El pentdgono tiene 4 lados del mismo tamano, tiene 2
dngulos rectos, un dangulo de 144° y dos dangulos de 108°, de esta forma
obtenemos 540° que es la suma de los dngulos infernos de cualquier
pentdgono. A la teselacion formada por estos pentdgonos se le conoce como
la teselacion del Cairo porque aparece con mucha frecuencia en las calles de
Egipto cuya capital lleva dicho nombre.
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Teselacion del Cairo
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8. Figuras que no teselan el plano.
Ahora veamos qué pasa con el pentdgono regular... 3tesela o no tesela?

El pentdgono regular no sirve para teselar el plano de forma monoédrica
porque los dngulos interiores del ese pentdgono miden 108°. Si colocamos dos
pentdgonos los dngulos suman 216°, si colocamos tres pentdgonos la suma de
los dngulos es de 324°, pero al colocar el cuarto pentdgono, la pieza se encima
con la primera dado que sus dngulos suman 432°, la suma de sus dngulos es
mayor a 360°, o sea que 108° no es divisor de 360° y por ello es imposible teselar
el plano sélo con pentdgonos regulares. Aqui notamos porque el pentdgono
regular no tesela.

la suma de
los dngulos interiores
NG de tres pentdgonos regulares

es 324° ya que cada uno mide 108°

Si queremos enconfrar otro poligono regular que tesele el plano de forma
monoédrica y que no sea ninguno de los tres que ya conocemos, basta con
observar que al colocar varias piezas iguales a ese poligono sobre el plano,
sucede que quedan huecos o las piezas se enciman y el plano no se cubre por
completo, lo cual quiere decir que ese poligono no tesela el plano. Tampoco el
heptdgono, el octdgono y demds poligonos regulares de mds de siete lados
teselan el plano.

la suma de
los dngulos interiores
<+ . de tres octdgonos regulares
es 405° ya que cada uno mide 135°

Por lo tanto, ningun otro poligono regular distinto al tridngulo equilatero, al
cuadrado o al hexdgono regular sirve para armar teselaciones monoédricas en
el plano.

58 Mat. Sara Alejandra Pando Figueroa.



El extrano mundo de las teselaciones,
Un paseo por la geometria para estudiantes de bachillerato

9. :De cudntas formas se pueden armar teselaciones que
cubran el plano?

Cuando colocamos piezas en el plano para armar una teselacion,
regularmente seguimos ciertas reglas de pegado que nos indican cdémo
embonan perfectamente sin encimarse ni dejar huecos. De acuerdo a las
reglas de pegado que deben cumplirse al armar una teselacion se generan
patrones de armado que determinan varios tipos de teselaciones, entre ellas:
las regulares, las semiregulares, las no regulares, las periddicas, las no periddicas
y las aperiddicas.

Es importante identificar el comportamiento de dicho patrén de armado al
teselar el plano ya que indica las reglas para pegar las piezas y asi permite
seguir extendiendo la teselaciéon infinitamente. Por ejemplo, si cualquier vértice
de la teselacion estd rodeado por el mismo nUmero de teselas congruentes, el
patrén de armado de esa teselaciéon indica que siempre se va a cumplir esa
condicion entre otras, y las simetrias, si es que existen, quedardn determinadas
por dichas reglas de pegado.

Teselaciones Regulares

Los disefios de este tipo de teselaciones se identifican por usar una Unica tesela
que es un poligono regular para cubrir todo el plano, ademds si pedimos que
las piezas se unan lado con lado y que cada vértice de la teselaciéon tenga el
mismo nUmero de piezas congruentes.

& M

Un tablero de damas chinas Un tablero de gjedrez Un panal de abejas

Los tres ejemplos anteriores son las Unicas teselaciones regulares ya que la suma
de los dngulos internos de las piezas que rodean un vértice, siempre suman
360°, esto se debe a que los dngulos son de un tridngulo equidngulo, de un
cuadrado y de un hexdgono regular son divisores de 360°.

A continuacion se muestra un par de ejemplos de teselaciones que resultan de
aceptar que los lados de las teselas no coincidan completamente unos con
otros, por lo tanto, no son teselaciones regulares. Los vértices de los tridngulos
tocan el punto medio de uno de los lados de otro tridngulo y lo mismo sucede
con la teselacién de los cuadrados desfasados.
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Dientes de cocodrilo Subiendo algunos escalones
Teselaciones Semiregulares

Las teselaciones semiregulares son aquellas que estdn formadas por varios
poligonos regulares de tal manera que las piezas se unen lado con lado,
cumpliendo ademads que la forma de colocar las teselas sea igual en todos los
vértices. Es posible colocar dos o mds poligonos regulares para rodear los
vértices de una teselacion completando los 360° pero hay pocas opciones si
ademds se pide como requisito necesario que las piezas se peguen lado con
lado y la manera de rodear todos los vértices de la teselacion siempre sea la
misma. Pero, cudntas de ellas cumplen con esas condiciones: las piezas
coincidan al unirse lado con lado, la posicidon de las piezas sea igual en cada
vértice, se usen al menos dos poligonos regulares y sean diferentes.

Se puede demostrar matemdticamente que existen Unicamente ocho formas
de armar teselaciones semiregulares. Esto quiere decir que sélo hay ocho
maneras distintas de rodear los vértices de una teselacion colocando de
manera combinada poligonos regulares que se unen lado con lado, donde
todos los vértices de cada teselacidon sean siempre iguales, es decir, estén
rodeados por las mismas piezas y estén acomodadas de la misma manera.

Algunos ejemplos de teselaciones semiregulares.
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(4,3,4,3,3)

En cada vértice hay dos cuadrados y tres tfridngulos equildteros, pero es
importante observar que el lado del cuadrado mide lo mismo que el lado del
tridngulo equildtero y en qué orden rodean cada vértice éstas cinco piezas. La
notacion que usaré para representarlo es por medio de numeros entre
paréntesis separados por comas, donde el 3 simboliza un tfridngulo, el 4 un
cuadrado, el 6 un hexdgono...
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(3.3, 3,4, 4)
En cada vértice hay fres tridngulos y dos cuadrados.

AAA A
AA

(6,3,3,3,3)
En cada vértice hay cuatro tfridngulos y un hexdgono.

(6,3, 6,3)
En cada vértice hay dos tridngulos y dos hexdgonos.

Las Unicas ocho opciones distintas de rodear todos los vértices en una
teselacion de la misma forma, de tal manera que las piezas coincidan lado con
lado y se usen al menos dos poligonos regulares son las siguientes.

(3.6,3,6)

{
E\ @ (3I 4’ 61 4)
(4I 81 8) % W
A,

(3,3,4,3,4)

)
¥
i i ; vy
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(4,6, 12) m é:i%f% 3) 6,33, 3,3)
v
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En ellas encontramos poligonos regulares como tridngulos, cuadrados,
hexdgonos, octadgonos y dodecdgonos que cumplen las condiciones
necesarias y suficientes para armar las ocho teselaciones semiregulares
diferentes.

Teselaciones no regulares

Existe una inmensa variedad de teselaciones que estdn formadas por poligonos
no regulares, las teselas que utilizamos para construirlas van desde algunos
poligonos irregulares hasta aquellas que tienen lados curvos o lineas que dan
forma a flores, animales o cosas.

Existen muchos ejemplos de piezas que tienen formas conocidas pero que
vistas como poligonos fienen la propiedad de teselar formando gran variedad
de disefios, para muestra tenemos aqui algunas teselaciones con poligonos de
diversos tipos, tamanos y colores.

S
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Teselando el plano con poligonos
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AqQui hay algunos ejemplos de teselaciones en el plano con vista en un espacio
de tres dimensiones usando perspectiva. Incluso, si observamos con atenciéon se
trata de la misma tesela, la diferencia entre ellas es el famano de la pieza y la
asignacion de colores.

Teselando el plano con poligonos
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10. Diseno y construccion de teselas.

Ahora conoceremos cémo disenar teselas que cubran el plano a partir de
piezas en forma de poligonos que sabemos que si teselan, como el fridngulo
equiladtero, el cuadrado y el hexdgono regular o bien, cuadrildteros,
pentdgonos, hexdgonos y otros poligonos irregulares. La técnica consiste en
modificar la forma de los lados de esas teselas que ya conocemos siguiendo un
patrén determinado, asi, segun el tipo de modificacidbn que hagamos
obtendremos diferentes teselaciones.

Sabemos que es posible teselar con cuadrados uniendo lado con lado,
haciendo coincidir asi, cuatro de ellos en cada vértice. Dado que los lados de
una tesela no tienen por qué ser siempre rectos, es posible cambiarlos por lineas
quebradas o curvas. En este caso, si observamos la tesela modificada, vemos
gue se obtiene al quitarle las cuatro esquinas al cuadrado, aqui cambiamos el
dangulo recto por una curva concava que es simétrica en las cuatro esquinas.

»Q»@QCB

Al teselar con nuestra tesela modificada obtenemos una teselacidon nueva, al
unir las piezas lado con lado, lo que era el vértice en nuestra teselacién vieja se
fransformé en el centro de un circulo. Tenemos ahora una teselacion diédrica.
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En el siguiente ejemplo transformaremos un cuadrado en otra tesela con
bordes curvos. Elegimos dos de los lados paralelos, en cada uno de ellos
marcamos el punto medio, tfrazamos una curva del vértice al punto medio,
giramos esa curva 180° sobre el punto medio y asi completamos el trazo de ese
lado que ahora tiene un borde curvo que embona sobre si mismo por haberlo
girado media vuelta. Tenemos asi una tesela con borde curvo que embona
con ofraigual a ella al pegar lados iguales.

Punto medio + l
I
|

-».-»[j.-»

5 4

Es posible deformar uno, dos, fres o los cuatro lados del cuadrado
simétricamente y con ello podremos estar seguros de que la tesela cubre el
plano dado que al disenarlas de esa forma obligamos a que los lados
correspondientes embonen perfectamente.

A contfinuacion podremos observar varios ejemplos de cémo obtener una pieza
que tesele a partir de un poligono que sabemos que si tesela. Sin embargo, es
importante decir que el drea de la nueva pieza no siempre coincide con el
drea del poligono, en estos ejemplos el drea de la pieza nueva suele ser menor
o igual que la del poligono del cual partimos. En todos estos ejemplos, se
marcan lineas que dividan el poligono que tesela en varias piezas siguiendo
reglas especificas, de tal modo que al seguir el contorno de esas lineas
auxiliares se forma la nueva figura geométrica que también tesela.
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En el cuadrado de la izquierda de cada uno de los ejemplos se muestra paso a
paso la construccion de la nueva tesela. En la mayoria de ellos, se observa
como a partir del cuadrado se trazan algunas lineas que van a definir el
contorno de la nueva tesela.

Fﬂm

El drea de la pieza nueva es igual a la mitad del drea que tiene el cuadrado original.

: %
A

El drea de la pieza nueva es igual a la que tiene el cuadrado original.

El drea de la pieza nueva es igual que la del cuadrado.
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Aqui tenemos la misma pieza pero la forma de colocarla en el plano nos
permite obtener dos teselaciones diferentes, la de arriba es una teselacion
triédrica y la de abajo es una teselacion monoédrica.

@%

El drea de la pieza nueva es menor que la del cuadrado.
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11. Transformando poligonos al estilo Escher.

Al hablar de teselaciones en el plano euclidiano es necesario considerar que a
partir de los poligonos regulares e irregulares que si teselan es posible construir
nuevas figuras que también sirven para cubrir el plano. Un plano teselado es
una familia numerable de conjuntos cerrados llamados teselas, estas figuras no
se enciman ni dejan huecos y las hay de muchas formas.

L e

El artista holandés M. C. Escher se divirtié creando teselaciones en el plano con
figuras de distintas formas, pdjaros, peces, caracoles, estrellas y caballitos de
mar, barcos, jinetes, caballos, murciélagos, escarabajos, duendes, en fin...

Si en cada lado del cuadrado marcamos el mismo trazo de la figura
obtendremos la forma de dividir el cuadrado en las partes de cuatro peces.

En este ejemplo, a la izquierda tenemos una teselacidbn monoédrica formada
por peces, todos del mismo tipo pero en diferentes colores. Si observamos el
cuadrado marcado en la teselacion notamos que estd dividido en ocho
regiones de tal forma que quedan cuatro cabezas y cuatro cuerpos, la cabeza
del pez blanco aparece justo atrds de su cuerpo y asi sucede también con los
ofros tres. De este modo caben exactamente cuatro peces dentro del
cuadrado, lo cual significa que el drea del cuadrado es exactamente igual
que si sumamos las dreas de los cuatro peces.
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En esta teselacion podemos apreciar del lado derecho una teselacion
monoédrica formada por pdjaros, todos son del mismo tipo, los hay blancos y
negros.

AqQui observamos un hexdgono regular dividido en tridngulos
equiladteros que a su vez estdn divididos marcando la forma del pdjaro. El
cuerpo del ave blanca o negra ocupa la parte central del fridngulo quedando
fuera la cabeza, la cola y parte de ambas alas. En las cuatro regiones que
quedan en el tridngulo encontramos la cabeza, la cola y dos partes de las alas
de ofros pdjaros negros o blancos que rodean al que queda en el centro.

s Como transformar un cuadrado en un lagarto?

Observando y comparando ambas teselaciones es posible describir como
hacer la tfransformacién de un cuadrado en un lagarto.
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5 Como tfransformar un hexdgono equildtero en un lagarto?

La secuencia de las imdgenes que aqui aparecen, muestran paso a paso la
transformacion de un hexdgono regular en un lagarto. Recortamos el drea
marcada en negro que estd dentfro del primer hexdgono y la pegamos en el
lado consecutivo del mismo como lo indica la imagen, de igual manera en
cada uno de los siguientes pasos.

Teselacion de Escher con lagartos de colores.

De esta manera logramos transformar poligonos en figuras que teselan, es facil
sospechar que las piezas que nos sirven para teselar tienen una gran variedad
de formas, de hecho existe una infinidad de formas. Los matemdticos y en
particular los gedmetras se han ocupado especialmente por estudiar diversos
disenos de teselaciones cuyas teselas tienen formas muy atractivas, extranas e
inferesantes. La investigacion matemdatica sigue trabajando en varios
problemas abiertos sobre el tema.
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Capitulo 3

Isometrias, simeftrias y teselaciones

“Enseriar no es davr carrera para vivir,
es templar el alma para las dificultades de la vida”
(Pitagoras)

En los programas de estudio del nivel medio superior de nuestro pais, México, se
encuentra el tema de simetrias mds no los de isometrias y teselaciones, estos
son temas no fradicionales. Sin embargo, aprender algunas propiedades de Ias
figuras geométricas en el plano y observar patrones es relevante para entender
mejor el estudio de las teselaciones. El tema estd relacionado con la nocidn de
congruencia, mismo que se ve en los primeros anos del bachillerato por lo que
no es posible evitar abordarlo. Tiene ademds, una fuerte relacidn con la
expresion artistica que se apoya en la construccidn geométrica, su aprendizaje
favorece el desarrollo de habilidades asociadas al sentido espacial, al dominio
de propiedades geométricas de algunas figuras y al desarrollo de habilidades
intelectuales como percepcion, imaginacién, razonamiento loégico vy
abstraccion.

En este capitulo veremos qué es una isometria y qué es una simetriq,
analizaremos cudl es la relacidon enfre ambas, algunos conceptos y
propiedades geométricas que se relacionan con ellas y con las teselaciones.
Revisaremos propiedades interesantes de los cuatro movimientos rigidos del
plano, las simetrias en algunas figuras planas, como caso especial el grupo de
simetrias del cuadrado, simetrias en frisos y en algunas teselaciones. Ejemplos
interesantes como las teselaciones de Penrose que no tienen simetrias y el caso
de teselar con reptiles. Para concluir el capitulo se presentan actividades y
ejercicios con los temas vistos.
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1. Movimientos rigidos en el plano, isometrias.

La palabra isomeftria tiene su origen en el griego (1co igual o mismo y puetpia
medir). Las isometrias o fransformaciones isométricas son movimientos rigidos
del plano, preservan las distancias, significa que no deforman las figuras. Las
isometrias conservan la forma y el tamano de la figura original. Cuando una
transformacion cambia el tamano o la forma de la figura tenemos una
transformacion no rigida.

Las isometrias forman un grupo, esto quiere decir que cumplen las siguientes
condiciones, la composicién de movimientos isométricos es cerrada ya que al
aplicar dos isometrias a la misma figura, el resulfado es una isometria. La
identidad, es una isometria. Toda isometria €, tiene inversa t y la inversa
también es isometria, ya que al regresar la figura a su lugar original las
distancias no se transforman.

Como senala GrUnbaum en su libro Tilings and patterns, en el plano
Unicamente hay cuatro isometrias, fres de ellas son conocidas por todos desde
la secundaria: las reflexiones, las traslaciones y las rotaciones, la cuarta se llama
deslizamiento y consiste en realizar una reflexion y luego una fraslacion que siga
la direcciéon de la linea de reflexion.

Definicion i) Una transformaciéon isométrica  es una reflexion en una recta £ en
el plano, si para todo punto P la recta que pasa por P y por oP) es
perpendicular a Ly el punto medio de Py o(P) estd en L.

@'(P)) Ejemplos de reflexiones.

p

Definicion ii) Una transformacion isométrica p es una rotacion alrededor de un
punto O con dangulo dirigido si el punto O permanece fijo y siempre se
cumple que d (P, O) =d (p(P). O) y el dngulo P O p(P) es a.

Ejemplos de rotaciones.
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e\ Ejemplos de rotaciones.

Definicion iii) Una fransformacion isométrica t es una translaciéon si © no tiene
puntos fijos y para toda recta g se cumple siempre que g es paralela a tg. Es
decir, una translacion es el resultado de aplicar dos reflexiones en ejes

paralelos.
i k Ejemplos de fraslaciones.
! g g
-------.-:::::- --p i IE::\,L
g T ; T
g *' : g

Definicion iv) Una transformaciéon isométrica § es un deslizamiento si es la
composicion de dos movimientos, una reflexion seguida de una traslacion en la
direccion indicada por el eje de reflexion, por ello también se le llama reflexion
deslizada.

Ejemplos de reflexiones deslizadas.

=2 | 2

=
4._______

-
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Isometrias Directas e Inversas.

La fraslacion y la rotacion son isometrias directas ya que preservan la
orientaciéon, en los siguientes ejemplos se ve que el orden de los vértices del
poligono leidos en orden levégiro (en el sentido contrario a las manecillas del
reloj) no cambia.

Ejemplos: B*
t(A)=A%*
W(B)=B%*
t(C)=C*
T(D)=D*
P(A)=AX
p(B)=8B*%
D053 5%
p(D)=D*%
p(E)=E*

En cambio, en la reflexién y el deslizamiento, se invierte el orden en que se leen
los vértices, es decir si los vértices de la figura original se leen en orden levdgiro
(al contrario de las manecillas del reloj), los vértices de la figura imagen se
leerdn en orden dex’rrégiro (en el mismo sentido de las manecillas del reloj) y

viceversa. A BA)= A®
D‘ ¢(B)=B*
P(C)=C*

Ejemplos:
D ¢(D)=D*

5
c*

B(A)= A%

€ PB(B)=B*

53z 6w

' B(E)—€E*

a(A)=A%*

E °°€C§=C*
a(D)=D*=

a(E)=E*

c B a(F)=F*
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2. Simetrias en algunas figuras planas.

La simetria es una propiedad geométrica que se encuentra en todos los
poligonos regulares. Una figura es simétrica si existe una isometria que la deje
invariante.

Por ejemplo: En el tridngulo equilatero la reflexidon en cualquiera de las lineas
indicadas es una simetria pues al reflejar el fridngulo cae sobre si mismo. Tiene
ademds rotaciones de 120°, 240°, 360°.

Triangulo equilatero

2 1
3 3 2

Cuadrado

En el cuadrado hay ocho simetrias, cuatro corresponden a reflexiones distintas,
una horizontal, una vertical y dos diagonales. El centro de giro que estd justo en
el punto donde se cruzan los cuatro ejes de simetria y corresponde a rotaciones
de 90°, 180°, 270° y 360°.

Si le aplicamos rotaciones o reflexiones al cuadrado, las figuras que aqui
aparecen permanecen invariantes, es decir, no cambian.
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Pentdgono equildatero

En el pent&dgono regular encontramos cinco reflexiones y el centro de giro que
determina rotaciones de 72° 144°,216°, 288° y 360° se localiza en el punto
donde se cruzan los cinco ejes de reflexion.

La forma pentagonal se encuentra de manera natural en las flores y también la
enconframos en construcciones. Hay figuras que tienen simetria pentagonal.

Hexdagono equilatero

El hexdgono regular tiene su centro de giro en el punto de interseccion de
todas las lineas de reflexion con rotaciones de orden seis (60°, 120°, 180°, 240°,
300° y 360°), sus seis ejes de simetria marcan las distintas reflexiones, tres de ellas
se obtienen al unir vértices opuestos del hexdgono vy las otras tres al unir los
puntos medios de los lados opuestos correspondientes.

En la naturaleza aparecen formas hexagonales como estas.
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Octdgono equilatero

El octdgono regular tiene un centro de rotacién de orden ocho (45°, 90°, 135°,
180°, 225°, 270°, 315°, 360°) en el punto de interseccion de las ocho lineas de
reflexion.

La simetria octagonal aparece en obras de arte, murales, obras
arquitecténicas.

Cualquier poligono regular tiene ejes de simetria y centros de giro dado que sus
lados y angulos son iguales, entre mds pequeno sea el dngulo mds ejes de
simetria tendrd. Pero... 3Por qué rotaciones y reflexiones son todas las simetrias
en un poligono y no hay mdsze...

Un poligono sélo acepta rotaciones y reflexiones como simetrias ya que toda
simetria de un poligono deja al menos un punto fijo, por lo tanto ni franslaciones
ni deslizamientos pueden ser simetrias de ellos.

Teorema de Leonardo: ?7‘
Un grupo finito de isometrias es ?n
e Ciclico (generado por una rotacién de 2z/n).

e Diédrico (generado por dos reflexiones en espejos con dngulo n/n). } 2%
n

Por cierto, 3la circunferencia tendrd simetriase, scudntos ejes de simetria hay en
ella2, scudntos centros de rotacion tienez?...

Claro que si, la circunferencia tiene una infinidad de simetrias, cada uno de los
didmetros de la circunferencia serd un eje de simeftria y el punto medio del
didmetro serd el centro de rotacién.
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3. Grupo de simetrias del cuadrado.
Actividad: “Grupo de simetrias del cuadrado”

Dibuja en una cartulina un par de ejes perpendiculares, lldmale eje X al eje
horizontal y al vertical lldmale eje Y. Enseguida dibuja un cuadrado que tenga
sus lados paralelos a los ejes y su centro sea en el punto de interseccion del eje
XconelejeY. v

Vamos a construir otro cuadrado del mismo tamano también con cartuling,
dibUjalo y recértalo. Ahora numera los vértices por ambos lados y coloca el
cuadrado sobre el sistema de ejes perpendiculares que ya habias dibujado en
otra cartulina.

Y Y
2 1

IS

X X

3 4

SIS

enfrente atrds

Haz que coincida el centro del cuadrado con el punto de interseccién de los
dos ejes y que los lados del cuadrado sean paralelos a los ejes, dos al eje
horizontal (el eje X) y dos al eje vertical (el eje Y).

Comencemos a identificar las simetrias del cuadrado, para ello hay que
considerar todos los posibles movimientos del cuadrado que recortfamos, sobre
el plano que contiene los ejes perpendiculares y el cuadrado dibujado. Cada
movimiento que haga coincidir el cuadrado consigo mismo serd una isometria.

Se vale mover el cuadrado sobre el plano que estd dibujado en la cartulina,
también se vale levantarlo y voltearlo al revés, recuerda que el cuadrado que
recortaste tiene marcados los vértices por ambos lados.
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Rotaciones

Si usamos un pedazo de unicel como base para pegar la cartulina con los ejes
perpendiculares y fijamos el centro del cuadrado que recortamos en el cruce
de ambos ejes con una chinche o un alfiler con cabeza ancha, podemos
encontrar las simetrias por rotaciones ya que cada rotacidén con centro de giro
en ese punto de interseccion de los ejes coincide con el cuadrado.

Ahora pongdmosle nombre a las cuatro rotaciones del cuadrado que se
obtienen al girarlo en contra de las manecillas del relo;.

4

*,

*,

» Sea I larotacién de 0°, es decir al no girar nada queda idéntico.

B3

» Sea p; la rotacién de 90°.

B3

» Sea p, la rotacién de 180°.

B3

» Sea p; la rotacién de 270°.

B

» Sea p, alarotacién de 360°.

Z =N

=P

1

3 4 )

Al girar T 90° obtengo p;.

v | €

:p2
L | &

Al girar I 180° obtengo p».

W N

=P

3
S

Al girar I 270° obtengo ps.
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Al girar T 360° obtengo p4.

De esta forma observamos que I es igual a ps, hemos dado una vuelta
completa al cuadrado vy los vértices coinciden, por ello, ps serd I, la identidad.
El centro de rotacién en este caso es el centro del cuadrado que es el Unico

punto fijo durante todas las rotaciones y coincide con ser el punto de
interseccién de sus diagonales.

Ahora tenemos todas las rotaciones del cuadrado, son cuatro, (pi, p2, 3, pa=1).

Reflexiones

Ahora marquemos los ejes de reflexion del cuadrado y pongdmosle nombres.

)

o) serd el eje de reflexién horizontal. 4 N

o, serd la diagonal que toca el vértice superior derecho.

o; serd el eje de reflexién vertical.

o4 serd la diagonal que toca el vértice superior izquierdo.

| N
Los movimientos sobre las lineas de reflexidon también son simetrias y son vdlidos
porque al orientar, voltear, invertir y girar el cuadrado sobre los ejes y las
diagonales, no se altera nuestra figura original, obtenemos nuevamente un
cuadrado. Estas simetrias provocan el mismo efecto que si vemos el reflejo de
la figura en un espejo colocado en el eje de reflexion.

Asi fenemos las ocho simefrias del cuadrado, cuatro rotaciones y cuafro
reflexiones, todas las demds, serdn combinaciones de estas al aplicar una
seguida de oftra.
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A confinuacion mostramos varios ejemplos que resultan de combinar
rotaciones con reflexiones y viceversa.

Aplicando una reflexién a I sobre o3 nos da c3*I= o3,

v | €
O1% O3= P
T | @ :

Aplicando una reflexidn a o3 sobre o3 nos da cl*cs = p,.

7| € N

v

o, %P, =0,

o O
Il

T e S {

Aplicando una reflexién a p, sobre o3 nos da c3*p, = 6.

=N Ss
Oyt = P

G NG

Aplicando una reflexién a ¢, sobre o, nos da c*c; = py.
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i S
b= . O, ¥ P =0;
B &

Aplicando una reflexidn a p; sobre o, nos da c4*p; = p;

2 1
— K

Aplicando una reflexion a o3 sobre o3 nos da o303 = 1.

AqQui sélo aparece una muestra de coémo realizar los movimientos en el plano
para obtener el grupo de simetrias del cuadrado. Al girar 90°, 180°, 270°, 360°
con centro de rotacién en el centro del cuadrado o reflejar el cuadrado sobre
alguno de los ejes de simetria siempre se obtiene otro cuadrado, lo que cambia
es la posicidn de los cuatro vértices. Para encontrar las composiciones que
faltan hay que hacer las combinaciones posibles entre rotaciones y reflexiones,
asi como darnos cuenta que al aplicar dos movimientos distintos uno seguido
de ofro, el resultado no es el mismo si aplicamos primero el movimiento uno y
luego el movimiento dos que si aplicamos primero el movimiento dos y luego el
uno, esto quiere decir que el grupo de simetrias del cuadrado no es
conmutativo, es decir, los resultados que se obtienen son disfintos.
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La tfabla siguiente muestra el grupo de simetrias del cuadrado donde se
pueden observar todos los resultados obtenidos de haber realizado todas las
composiciones posibles con rotaciones y reflexiones del cuadrado. Se observa
también que el grupo de simetrias del cuadrado no es conmutativo.

Haciendo un pequeno andlisis de la tabla podemos observar varias cosas:

% La composicion de dos rotaciones es siempre una rotacion.

% La composicién de dos reflexiones nos da siempre una rotacion.

% La composicién de una rotacion seguida de una reflexion da una reflexién.
% La composicion de una reflexidon seguida de una rotacion da una reflexién.

% La composicion de una rotacion con la identidad (p4.) siempre la deja igual.

% La composicién de una reflexién con la identidad (p,.) siempre la deja igual.

Nota. Se espera que los estudiantes de bachillerato obtengan los mismos
resultados de la tabla, podrdn comprobarlos al finalizar la actividad.
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4. Encontrando simetrias en frisos.

Las matemdticas estdn presentes en muchas cosas que nos rodean, como en
el diseno y decorado de algunas superficies en las que suele pintarse la parte
inferior de las paredes en una franja mds o menos ancha usando diversas
formas geométricas y colores. Se trabaja en una regiéon limitada por dos rectas
paralelas trazando motivos geométricos, por lo cual estdn contenidos en
regiones de longitud infinita pero de anchura finita. Si repetimos un diseno o
motivo geométrico mediante traslaciones en una misma direccidon obtenemos
un conjunto decorativo al que llamaremos friso.

También es posible disenar frisos con figuras geométricas ddndole cualquier
forma en diversos materiales como tejido en petate de junco, papel pintado,
azulejos, marmol, lo importante es que solo se utilice un borde, cenefa o tira. Si
nos fijamos, a nuestro alrededor los frisos estdn presentes de forma decorativa
en muchas cosas.

En las grecas que adornan algunas paredes, en el borde de un mueble, en los
restos de las construcciones de culturas antiguas como la maya, egipcia,
romana o griega, en el marco de una pintura, en la fachada de una iglesia, en
una pulsera, entre muchos otros lugares y objetos con motivos decorativos.

—_ A o N T = ‘
] s & T [ g

Frisos de una iglesia y de unas ruinas del Peru.
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Habitacion interior Egipcia, decorada con motivos naturales a manera de friso en las columnas.
Los frisos pueden tener las siguientes simetrias:
1. Traslaciones
Giros de 180° cuyo centro equidista de los bordes de la regidn.

Las simetrias cuyo eje es la recta que equidista de los bordes de la regidon
o es perpendicular a dicha recta.

4. Las simetrias en deslizamiento cuyo eje es la recta que equidista de los
bordes de la regién.

Los frisos se pueden clasificar segin las simetrias que hay en cada disefio.

Analizando las posibles combinaciones de estos movimientos, se puede
demostrar que hay exactamente siete tipos de frisos esencialmente diferentes.
Es decir, cualquier friso que tenga simetrias tiene las mismas simetrias que
alguno de los siguientes ejemplos.

i) Friso con traslaciones.

T EEE

—
X

El vector x indica la direccidon y magnitud de la tfraslacion.

ii) Friso con traslaciones y reflexion horizontal.
Ef
S ——

ARG R Ry
ER e ey
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iii) Friso con traslaciones y reflexiones verticales.

> <zl sl

iv) Friso con traslaciones y con deslizamiento.

27x 7 T T
A AL AL R
v) Friso con fraslaciones y giros de 180°.

SESESESESE
55555

vi) Friso con traslaciones, giros de 180°, reflexiones horizontales y verticales.
L2

S)|rs SR
SIERE R E

L1 L1 L1

® >
X

Friso con traslaciones, reflexiones verticales y deslizamientos.

X2 | RlA

vii)
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Estos siete diferentes tipos de frisos aparecen trabajados en construcciones,
grabados en fachadas, iglesias, paredes, puentes, y bordados en tela, ademds
se ven en la decoracién de interiores tanto en construcciones antiguas como

modernas, algunas han sido consideradas como obras artisticas de nuestros
antepasados...

H\_e"’-* H\_-'"-* H\JHH\JHH\JHH\JH H\_-""--"-x\_e"’-* H\_e"’-* H\_-'"-* H\_-'"-*H\_-""

e LR et e

Lk BE 6 SLE 5 S S B A SLIE 5 JE A SE 6 SLTE & 5 A SLIE & S 0 BE A SLIE & JE S BE 4
ERICE S R e R o
e P P P P s P

Suéter, artesania, pulsera y floreo con frisos.
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5. Descubriendo simetrias en algunas teselaciones.

A diferencia de un friso que Unicamente acepta translaciones colineales
porque su diseno aparece entre dos lineas paralelas, las teselaciones son
disenos de rompecabezas cuyas piezas cubren fodo el plano, el proceso de
teselar es infinito, recordemos que las teselas deben embonar perfectamente
sin encimarse ni dejar huecos. Una teselacion no siempre fiene los cuatro
movimientos rigidos, traslaciones, rotaciones, reflexiones ni deslizamientos. En el
caso de tener traslaciones, éstas pueden ser o no colineales debido a que
estamos cubriendo todo el plano. Las rotaciones son de cierto orden segun el
dngulo de giro, por ejemplo, una rotacién de orden 2 es aquella cuyo giro es
de 180°, una rotacion de orden 3 es aquella cuyo giro es de 120°, una rotacion
de orden 4 es aquella cuyo giro es de 90°, una rotaciéon de orden é es aquella
cuyo giro es de 60° Las reflexiones pueden ser paralelas, ortogonales,
diagonales, segun la inclinacién de las lineas en el plano, de igual forma
sucede con los deslizamientos.

En esta seccidén aparecerdn algunas teselaciones elaboradas con diversos
patrones, es importante que sepamos comprobar qué tipo de isometrias se
observan en sus disenos para asi identificar y clasificar cada teselacion de
acuerdo al grupo de simetrias al que pertenece. Es necesario aclarar que para
analizar las isometrias vdlidas en cada diseno de una teselacidén podemos
permitir o no que las teselas con la misma forma y tfamano vayan a dar a piezas
con la misma forma y tamano pero de diferente color, de tal forma que si lo
permitimos, tendremos mayor cantidad de isometrias del plano en el plano.

En este caso, en los ejemplos que aparecen aqui vamos a permitir que tras una
isometria, una figura vaya a dar a otra con la misma forma y tamano pero que
tenga diferente color.
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El cuadro siguiente contiene varias preguntas sobre el tipo de isometrias que
hay en cada teselacion, éstas sirven para identificar cada grupo de simetria. La
clasificacion de los 17 grupos estd dada de acuerdo a los movimientos rigidos
(isometrias) permitidos que aparecen en el diseno de cada teselacion.

Angulo de ¢Tiene ejes de reflexion o simetria?
rotacién

menor

st N s Ne

==l

¢Los ejes de reflexién pasan por todos

360°/3 los centros de rotacién?

= 120° si | No
p3ml | p31m p3

¢Los centros de rotacién estdn sobre los

360°/4 ejes de reflexidn a 45°?

= 90° Si | No
p4m | p4g p4

La finalidad es que sirva para identificar cada grupo de simetria de los ejemplos
que se presentan a continuacion, asi como otros ejemplos que se dardn en
fotocopias a los estudiantes de bachillerato.
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Ejiemplos de algunas teselaciones y el grupo de simetria al que pertenecen.
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pg tiene translaciones y deslizamientos.

pé fiene franslaciones, rotaciones de orden 6 (60°), rotaciones de orden 3
(120°), rotaciones de orden 2 (180°).

pém tiene translaciones, rotaciones de orden 2 (180°), rotaciones de orden 3
(120°), rotaciones de orden 6 (60°), reflexiones perpendiculares,
reflexiones diagonales, deslizamientos.

pmg tiene translaciones, rotaciones de orden 2 (180°), reflexiones horizontales,
reflexiones verticales, deslizamientos perpendiculares.
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A continuacion aparecen varios disenos de feselaciones que elaboré con KALI,
un programa que permite construir diversos tipos de feselaciones con simetrias
por computadora:

p3ml

p4g tiene franslaciones, rotaciones de orden 4 (90°), rotaciones de orden 2
(180°), reflexiones verticales reflexiones horizontales y deslizamientos.

P3ml tiene franslaciones, rotaciones de orden 3 (120°), reflexiones verticales,
reflexiones diagonales, deslizamientos.

| p4m

pd4m tiene translaciones rotaciones de orden 4 (90°), rotaciones de orden 2
(180°), reflexiones verficales, reflexiones horizontales, reflexiones
diagonales.

pém tiene translaciones, rotaciones de orden 2 (180°), rotaciones de orden 3
(120°), rotaciones de orden 6 (60°), reflexiones perpendiculares,
reflexiones diagonales y deslizamientos.
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6. Teselando con reptiles.
iTodo reptil te celal

En nuestro recorrido por el extrano mundo de las teselaciones hemos conocido
ya varios tipos de teselas con las cuales es posible disenar una o mds
teselaciones. Ahora veremos varios ejemplos de teselaciones, algunas con y
otfras sin fraslaciones. El hecho de que algunas tfeselaciones no fengan
fraslaciones, no asegura que no tengan simetrias, incluso mas adelante
mostraré algunos ejemplos de teselaciones sin franslaciones que tienen
rotaciones o reflexiones.

En esta seccién y la siguiente mencionaré y usaré varios resultados importantes,
algunos teoremas cuya demostracion no aparecerd en este trabajo pero cito
el libro de Grinbaum “Tilings and patterns” para cualquier consulta referente al
tema. La intencidn de esta tesis es presentar dichos resultados para que
estudiantes de bachillerato conozcan mds detalles sobre teselaciones.

Conozcamos entonces algunas teselas que reciben el nombre de reptiles pero
no son, ni tienen forma de animales, el nombre se debe a una traduccién del
inglés al espanol que propone pensar en que la forma de la tesela se repite al
lograr dividirla en exactamente varias piezas iguales pero de menor tamano.

Pero coémo saber si una tesela es o no un reptil, eso depende de si la forma de
ese poligono tiene o no la propiedad de que k copias de él teselen un poligono
semejante a él mismo. El nombre de k-reptil se origina de la frase “replicating

tiles” que significa algo asi como repitiendo teselas.
Matemdticamente se le conoce como un reptil de orden n si es posible dividir
1] ”

ese poligono o tesela exactamente en “n” piezas iguales entre ellas y
semejantes a la tesela original.

Por ejemplo, un reptil de orden 4 es aquella tesela que puede dividirse
exactamente en cuatro teselas iguales entre ellas y semejantes a la original.
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Si imaginamos un cuadrado y lo dibujamos en el plano, es posible dividirlo
exactamente en cuatro cuadrados iguales. El segundo paso consiste en dividir
cada uno de los cuatro cuadrados, en cuatro cuadrados, obteniendo asi un
cuadrado dividido en dieciséis cuadrados. En el tercer paso tendremos que
dividir cada cuadrado obtenido en el paso anterior, en cuatro cuadrados,
teniendo como resultado un tablero de ajedrez con sesenta y cuatro
cuadrados, cada uno de ellos seria una casilla.

Y

Es un 4-repfil porque en cada paso se repite cuatro veces la teselacion anterior.
Es posible seguir repitiendo ese proceso una infinidad de veces.

Ahora pensemos en un fridngulo rectdngulo, para teselar ese poligono con
cuatro piezas que sean tridngulos rectangulos, dividimos el poligono en cuatro
piezas iguales de tal forma que las figuras que obtenemos sean fridngulos
rectdngulos semejantes al original. También es un 4-repfil.

AN NN

En ambos casos, las teselaciones formadas por reptiles de orden 4 tienen
traslaciones ya que cada pieza chica estd en al menos dos piezas grandes.

El siguiente pentadgono irregular, mejor conocido como la esfinge tambien es un
reptil de orden 4, por ello es posible dividirlo en cuatro piezas iguales entre ellas
y semejantes a la pieza original, misma que contiene exactamente a las cuatro
piezas pequenas.

/\_\ /&p\

q
En el caso de la esfinge, la teselaciéon formada por reptiles de orden 4 no tiene
traslaciones ya que cada pieza chica estd en exactamente una pieza grande.
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En el caso de la siguiente pieza repfil, fenemos un hexdgono irregular que se
puede dividir exactamente en cuatro piezas iguales (4-reptil) pero también en
nueve piezas a menor escala (9-repfil), de tal forma que esas piezas que
teselan el poligono original también son hexdgonos irregulares con la misma

forma y semejantes al original.
et -
L

Es un 4-repfil.

En este caso, la teselacion construida con un 4-reptil es distinta a la que se
construye con el 9-reptil. En ellas no enconframos translaciones pero lo que si se
puede ver es que ambas teselaciones tienen un eje de reflexion.

0 oBEE

i !
—_ —»fﬁ%—»

Es un 9-repfil.

De este modo, hemos visto que teselar con reptiles es ofro ejemplo de
teselaciones que cubren el plano que pueden o no tener simetria. Hay reptiles
de todo tipo, los que tienen traslaciones y los que no, los que tienen reflexiones
y no tienen traslaciones, los que tienen rotaciones sin tener fraslaciones y
muchos otros que seguramente no tienen simetrias o tienen mds de una como
el tablero de ajedrez.

Es posible teselar tanto el interior de la pieza reptil como el exterior logrando asi
una teselacién infinita con piezas semejantes a la tesela original, donde la
manera de colocar las piezas correctamente determina si hay o no simetria en
ellas.
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7. Teselaciones de Penrose, un ejemplo interesante...

Hasta ahora hemos visto cémo construir teselaciones con poligonos regulares e
iregulares, en ellas encontramos franslaciones, rotaciones, reflexiones vy
deslizamientos. Sabemos ademds que el grupo de simetrias al que pertenecen
los diferentes disenos de éstas, queda determinado por el tipo de simetrias que
tienen. Pero, serd cierto que existe simetfria en todas las teselaciones. La
afirmacién es falsa, hay una gran variedad de teselaciones que no tienen
simetrias.

Un ejemplo interesante son las teselaciones del fisico matematico y cosmodlogo
britdnico Roger Penrose, quién en 1974 describe un par de teselas bdsicas la
flecha y el papalote que sirven para construir diferentes tipos de teselaciones
diédricas en el plano sin traslaciones, algunas con y otras sin simetria.

PAPALOTE FLECHA

La construccion de la flecha y el papalote depende del nUmero
¢ =1.618...ya que ambos cuadridteros se obtienen a partir de un
paralelogramo de lado @.

Con la flecha y el papalote colocados de esta forma podriamos teselar
periddicamente o sed, que nos falta hacer algo para volverlas un conjunto
aperiddico, es decir, sin traslaciones.

Por ello, restringimos la manera de colocar las teselas en el plano, todas las
piezas congruentes serdn marcadas de la misma forma con arcos de circulos
de diferentes didmetros cuyos radios estdn en proporcion durea.

98 Mat. Sara Alejandra Pando Figueroa.



E( extrario mundo de las teselaciones,
Un paseo por la geometria para estudiantes de bachillerato

Papalote ‘ Flecha

De modo que, al unir flechas con flechas, papalotes con papalotes vy
papalotes con flechas cumplan la condicién de pegado, dos teselas sélo
pueden unirse si se pegan lados iguales con lados iguales y forman lineas
curvas continuas. Una vez marcadas las piezas, comenzamos a armar la
teselacion de tal manera que las curvas marcadas forman una frayectoria

continua.

e 4n

Al pegar flechas y papalotes es preciso formar trayectorias continuas con lineas
curvas. En caso de que los lados coincidan pero las curvas no formen una
trayectoria continua, estaremos teselando incorrectamente.

Es importante senalar, como lo indica Martin Garner en su libro Mosaicos de
Penrose y escotillas cifradas, que existen sélo siete opciones de colocar flechas
y papalotes rodeando un vértice de ellas. Siguiendo las reglas de pegado
como se vio anteriormente, se logran completar los 360° de tal forma que las
piezas no se enciman ni dejan huecos, ademds los arcos de circunferencia
cumplen con seguir frayectorias continuas en cualquier parte de la teselacion.
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Las siete formas de rodear un vértice, determinan figuras (sol, estrella, diablo, as,

jack, reina, rey) que aparece una infinidad de veces en cualquier teselaciéon de
Penrose.

Diablo
S “zj__j\"'— a“{' | A | =
Vi /7 < Y "x\ r'd S A
L7 > AV
Reina Rey

Cada una de ellas recibe un nombre segun su forma. La estrella se construye
con cinco flechas, el sol con cinco papalotes, el as con una flecha y dos
papalotes, el dos o también conocido como el diablo con dos flechas y dos
papalotes, el jack se forma con tres flechas y dos papalotes, la reina con una
flecha y cuatro papalotes, y el rey con tres flechas y dos papalotes.

|
L
‘ .
|

Encuentra los siete vértices en esta teselacion.
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Si observamos con atfencién, en una teselacion de Penrose existen algunas
piezas que son forzadas por las reglas de pegado, a las teselas que deben ser
colocadas necesariamente en una posicion especifica ya sean flechas o
papalotes, se les llama “piezas obligadas”.

Por ejemplo, la flecha obliga dos papalotes. Tres papalotes obligan ofros dos y
estas dos piezas son obligadas porque si intentamos cambiarlas por flechas o
papalotes en otra posicidn, se encimarian piezas, dejariamos huecos o las
lineas curvas ya no serian continuas, como se ve en estos ejemplos, por lo que
no estariamos teselando adecuadamente.

Roger Penrose, descubric coémo es posible teselar con flechas y papalotes
generando distintas teselaciones que cubren el plano a pesar de tener algunas
piezas obligadas. Todas aquellas piezas que se obligan a rodear un vértice
forman los llamados “imperios”. De las siete configuraciones con flechas y
papalotes, Unicamente el Sol y el As son su propio imperio por no tener piezas
obligadas ya que se pueden rodear de diferente forma.

oom cinca fischas
fon caabra flcchas 7 dos
papeiotes

El Soly el As rodeados de dos maneras diferentes.

Con crpatzo papalotes
w e T =]
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Estos son los imperios de las configuraciones con flechas y papalotes que si
tienen piezas obligadas. Por ejemplo, al armar la estrella con cinco flechas, las
piezas obligadas son los diez papalotes pues es la Unica forma de rodear la
estrella. El imperio del Diablo son dos papalotes.

ARARAIK
AT,

CNFANRATK
NN SN M
X LS
ﬁl&-&%‘!&-ﬂ'ﬁr@
Ry @i LTS

N7

RIS
SO
BNy

El imperio del Rey contiene a todos los imperios, el de la reina, el del jack, el de
la estrella y el del diablo, ademdas estdn el sol y el as aunque estos dos Ultimos
sonN sU propio imperio.

Con una infinidad de flechas y papalotes se pueden construir muchisimas
teselaciones distintas, esto sucede porque la forma de ir colocando las piezas
en el plano nos indica en qué momento hay piezas obligadas y cudndo
podemos elegir cobmo rodear un vértice. Cada una de las teselaciones de
Penrose cumple matemdticamente con un orden y reglas especiales para
lograr una combinacién de flechas y papalotes muy bien definida que tesele
correctamente.

Al teselar con flechas y papalotes siguiendo las reglas de pegado que ya
conocemos, las teselaciones de Penrose no tienen franslaciones pero eso no
asegura que no tengan simetria, inclusive hay teselaciones de Penrose con
simetrias ya sean rotaciones o reflexiones.

D
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K

XL >
\

WEER

Rodeando el sol Rodeando la estrella
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Los multiples disefos de teselaciones que pueden surgir siguiendo la regla de
pegado son infinitos, tfanto como numeros reales. Aqui sélo podremos apreciar
varios ejemplos que reciben nombres concretos segiun su colocacion en el
plano.

e
JATTa

%y
IRACRIAS

YA YOV YOV
:
RN

ML AL ST
IR

by AP iy, .
g Mg o oA
Co@ R @Y 1O A
VJEﬁiﬁﬁ}‘“ Y 2 SR

vi
CED

RASKRA
NG

ANV
e Pi e i

Rueda de carro que rodea a Batman

2
6
A%

=
Pas:
8%
YAy
AR
Y

K7
2
X
%7
<

[55
e
Y

3

2

g
o
Y%

] &
SN X
,{i‘ar“*‘ e
VA
A

£

894
e
\/

|

Y

T
£

Teselaciones de Penrose con flechas y papalotes.

Las teselaciones de Penrose fienen una gran similitud con los reptiles porque es
posible dividir las piezas grandes en ofras mds pequenas (papalotes y medias
flechas) que resultan ser semejantes a las de la teselacion original. De este
modo es posible construir un sol con cinco papalotes y dividir cada uno en dos
papalotes mds pequenos y dos medias flechas. Repitiendo este proceso
muchas veces se va formando una de las teselaciones de Penrose.
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Es importante recordar que debemos tener cuidado al teselar porque si no se
sigue un método para hacerlo, sucede que aunque una parte nos vaya
quedando bien, pueden ir quedando espacios en blanco como se ve en la
siguiente imagen. Al quedar ese hueco se ha teselado de forma incorrecta, es
necesario quitar varias flechas y papalotes para cubrir ese espacio
correctamente.
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El mosaico de Penrose en la sala de matemdticas del museo y en el piso de una recédmara.

Rombos gordos y rombos flacos

Otro mosaico que carece de traslaciones es la teselacién de Penrose formada
por un conjunto infinito de dos teselas: el rombo gordo y el rombo flaco, es una
teselacion no periddica y diédrica.

Al igual que la flecha y el papalote, el rombo gordo y el flaco también se
obtienen del pentagrama pitagdrico y ambas piezas deben marcarse con
lineas curvas que nos indican cdémo armar el mosaico correctamente para
obtener siempre lineas continuas.

NV
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SOZASK)

Usando rombos gordos y rombos flacos para construir teselaciones existen ocho

maneras distintas de rodear un vértice de una teselacion.

Encuentra los ocho vértices en la teselacion.
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8. Actividades y ejercicios con teselaciones,
isometrias y frisos...

Para concluir el capitulo presento una serie de ejercicios y actividades
relacionadas con el extrano mundo de teselaciones, isometrias, simetrias, frisos,
reptiles, entre otros que han sido elaborados para realizar mi practica docente
en los bachilleratos de la UNAM, con estudiantes de primer ano de la Escuela
Nacional Preparatoria, plantel seis, y de segundo semestre del Colegio de
Ciencias y Humanidades plantel sur.

Actividad 1
Crucigrama matematico sobre el extraio mundo de las teselaciones

Lee con cuidado cada frase y encuentra las respuestas correctas, luego
completa el crucigrama.

HORIZONTALES

1.- Poligono regular cuyo dngulo interno no es multiplo de 360° ya que mide 108°.

6.- Para armar una teselacion diédrica scudntos disenos diferentes teselas se
necesitan?

8.- Propiedad de un poligono que tiene todos sus lados y dngulos iguales.
12.- Nombre que también recibe un nUmero impar.

13.- Palacio en Granada Espafa que contiene gran parte de las teselaciones que le
sirvieron de inspiracién a Escher para crear sus propias obras, (dos primeras letras).

15.- Los Unicos tres poligonos regulares que cumplen que la medida de sus dngulos son
multiplos de 360° son el tridingulo equildtero, el cuadrado y el pentdgono regular.

16.- sCudntos lados tiene un pentdgono iregulare
17.- La suma de los dngulos internos de un cuadrildtero es igual a 360°.
18.- sLa canfidad de piezas que se necesitan para teselar un plano es infinita?, si o no.

19.- Parte de la matemdtica que se encarga de estudiar las caracteristicas,
propiedades y aplicaciones de figuras en varias dimensiones.

21.- Espacio geométrico de dos dimensiones donde se localizan puntos y rectas.
22.- Iniciales de “nUmero irracional”.

23.- 3Qué nombre recibe el poligono que al trazar todas sus diagonales no quedan
todas en su interiore
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VERTICALES

1.- Nombre que recibe una figura plana formada por lados y dngulos (singular).

2.- sLa suma de los dngulos internos de un tridngulo es igual a 270°2

3.- Al colocar las teselas en el plano sin dejar huecos ni encimar piezas armamos una...
4.- 5Qué nombre recibe el poligono que al frazar sus diagonales todas quedan en su
interiore (invertido).

5.- Queda determinado por dos semirrectas que al intersectarse forman un origen

comuUn llamado vértice, mismas que se pueden superponer mediante un giro, la
medida de ese giro indica su magnitud (invertido).

6.- Animal mitoldégico, criatura voladora con forma de reptil que escupe fuego por el
hocico.

7.- sUn hexdgono regular tiene seis ejes de simetria?

9.- Movimiento que permite girar una figura plana y queda determinado por el dngulo
y el centro de giro.

10.- Escher ha dejado un legado impresionante de obras artisticas con gran contenido
e inferés matemdatico, sen sus disenos enconframos equilibrio entre la ciencia y el arte?

11.- Propiedad matemdtica que poseen las figuras que al reflejarlas sobre un eje no
cambian recibe el nombre de...

14.- Escribe “hombre” (en inglés, invertido).

18.- 3El paralelogramo tiene lados opuestos iguales y paralelos, sus dngulos opuestos
son iguales, por lo tanto es un poligono irregular?

20.- Nombre que recibe una figura plana cuyos dngulos interiores suman 180° (primera,
segunda y quinta lefral)

21.- NUmero irracional cuyo valor es 3.1415...
1 - )
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SOLUCION DEL CRUCIGRAMA MATEMATICO
EL EXTRANO MUNDO DE LAS TESELACIONES

La actividad se realizé después de haber dado una introduccién al tema de las
teselaciones y los conocimientos necesarios para teselar el plano mediante tres
presentaciones en power point previamente elaboradas para dar a conocer el
tema con muchos ejemplos visuales e informacién referente a las preguntas
que aparecen en este crucigrama.
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Actividad 2
Teselas, teselaciones y patrones

Dibuja en cartdn o cartulina varios poligonos regulares e irregulares de
diferentes tamanos, al menos unas seis piezas de cada uno. Recdrtalas y trata
de armar diferentes disenos de teselaciones con esas piezas, recuerda que no
se vale encimar piezas ni dejar huecos.

Después contesta las siguientes preguntas.

1. 3Como debes de elegir y colocar las piezas para teselar?

2. 3Con qué piezas puedes construir teselaciones faciimente?

3. 5Con qué piezas no puedes construir teselaciones faciimente?

Utiliza las piezas de cartdon o cartulina como molde para dibujar cada tesela

que serd parte de una teselacion. Construye asi diferentes teselaciones en las
hojas blancas.

Explica qué tipo de teselaciones aparecen aqui y el patrén que indica cémo
colocar las teselas.

Actividad 3
En busca de simetrias en poligonos regulares

Encuentra las rotaciones y reflexiones de los siguientes poligonos regulares.
Marca el dngulo de rotacién en cada caso vy los ejes de simetria.

O0OC
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Actividad 4
Teselaciones y simetrias

En equipos de tres infegrantes, analicen los siguientes ejemplos y expliquen de
qué tipo de teselacion se tfrata en cada caso, monoédrica o diédrica, iluminen
de un color las monoédricas y de dos colores las diédricas. Encuentren todas las
simetrias en cada una de ellas y mdrquenlas con diferentes colores.

i
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sTodas las teselaciones fienen simetria?
5 Qué tipo de simetrias encontraste en ellas?
Explica como darse cuenta de ello.

Mat. Sara Alejandra Pando Figueroa. 117



El extrano mundo de las teselaciones,
Un paseo por la geometria para estudiantes de bachillerato

Actividad 5
Teselando con poligonos regulares

Realiza diferentes disenos de teselaciones con poligonos regulares, modifica la
pieza para teselar de tal manera que tenga forma de algo. Por ejemplo aqui

tenemos una teselacion con rectdngulos y se tfransforma en una teselacién con
ranas.

En la teselacion de la derecha formada por perritos de colores identifica qué
poligono regular es el se usa para fransformarlo en esa figura y dibujalo en el
rectdngulo de la izquierda.

Actividad é
¢Es posible teselar usando sélo pentdgonos regulares?

Dibuja en cartulina al menos cinco pentdgonos regulares del mismo tamano,
recorta las cinco piezas y trata de teselar con ellas.

Marca el borde de las piezas con las que has intfentado armar tu teselacion.

Explica qué sucede.
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Actividad 7
Transformando teselas al estilo Escher.

Dibuja dos hexdgonos del mismo tamano en una cartulina o cartén. Luego
recorta uno de ellos. En el hexdgono que has recortado marca la parte oscura
que aparece en el interior del primer esquema, ilumina la parte sombreada del
color que prefieras y recorta esa pieza, posteriormente pega esa parte en el
otro hexdgono que no has recortado como se muestra en el exterior del primer
esquema.

recorta Pega

~\_

Readliza o mismo con el mismo hexdgono que ya recortaste siguiendo los
esquemas del dos al seis de tal forma que cuando pegues todas las piezas
sombreadas sobre el otro hexdgono e ilumines del mismo color el interior
tendrds un lagarto tipo Escher. Usards esta pieza de cartdn como molde para
dibujar una teselacién con lagartos.

J— 2 3 __ Precorta
)
i Pega
él 2 recorta é\@/ recorta
™ pega

pega recorta

\

5 Teselando con lagartos.
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Actividad 8
Descubre el grupo de simetrias del cuadrado.

1.

> 0

Dibuja un cuadrado en una cartulina y marca los ejes de simetria.

Dibuja ofro cuadrado del mismo tamano y recértalo por el perimetro.

Marca todos los dobleces de los ejes de simetria.

Numera los vértices por el anverso y reverso de modo que en el anverso
aparezca el nUmero correspondiente y en el reverso el mismo numero
visto al revés.

YV V. V V V V

>

o, serd el eje de reflexién horizontal

o, serd la diagonal que pasa por los vértices 1y 3

c; serd el eje de reflexion vertical

o, serd la diagonal que pasa por los vértices 2 y 4

p; serd la rotacién de 90° en contra de las manecillas del reloj.
p; serd la rotacién de 180° en contra de las manecillas del reloj.
ps serd la rotacién de 270° en contra de las manecillas del reloj.

ps serd la rotacion de 360° en contra de las manecillas del reloj.

Aplicando todas las simetrias del cuadrado (rotaciones y reflexiones) confirma
tu resultado con el de la tabla segun lo que obtengas en cada caso.

P2 P3 P4 P1 G2 O3 G4 o1
P3 P4 P1 P2 G3 O4 o1 G2
P4 P1 P2 P3 o7 o1 G2 O3
p1 P2 p3 P4 o1 o2 o3 O
G4 O3 G2 O1 Pa P3 P2 P1
O1 O4 G3 G2 P1 Pa P3 P2
G2 o1 G4 G3 P2 P1 P4 P3
O3 02 Ol O4 P3 P2 P1 P4
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Ejercicio 1
Clasificando frisos.

Indica a qué tipo de friso corresponde cada diseno y explica cudles son las
isometrias que hay en él.

SSSpReSSResy

A Vo Ea e IV

Armando teselaciones.

Ejercicio 2

Construye diferentes teselaciones monoédricas con cada una de estas teselas.

FraH ™

1

a) Con cudles piezas si se puede armar diferentes teselaciones? Explica por qué.

b) sCon cudles teselas no es posible? Explica por qué.

c) Compara tus respuestas con las de fus companeros.

Ejercicio 3
Encontrando vértices diferentes en las teselaciones de Penrose.

Encuentra los siete vértices en la siguiente teselacion, recuerda son la estrella, el
diablo, el as, el sol, el jack, el rey y la reina.

- .
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Ejercicio 4
Encontrando vértices diferentes en las teselaciones de Penrose.

Encuentra los ocho vértices en la siguiente teselacion con rombos gordos vy
rombos flacos.

Ejercicio 5
Encontrando simetrias en teselaciones.

Marca los movimientos rigidos (ejes de reflexion, centros de rotacion, ejes de
deslizamiento y translaciones) que tiene cada una de las siguientes
teselaciones.

| 3 -

@
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EXAMEN
MI.HLI.A'.I e

W cpr s
%—uﬂﬁ Nombre Calificacién
o . [17
e o Materia Grupo
A-i%‘-?‘fl Fecha No. de lista
ESCRIBE TUS DATOS Y LEE TODO EL EXAMEN ANTES DE EMPEZAR A CONTESTAR.

1.- 5Cudl es la condicidon que deben cumplir los dngulos de un poligono para teselar el
plano?

2.- 3Cudles son los Unicos poligonos regulares con los que es posible teselar el plano?
3.- sCudl de las siguientes opciones es verdadera y cudl es falsa? Explica por qué.

a) Todos los pentdgonos regulares teselan el plano.

b) Cualqguier poligono regular tesela el plano.

d) Todos los hexdgonos teselan el plano.

(
(
c) Cualqguier tridngulo tesela el plano. (
(
e) Los cuadrilateros irregulares no teselan el plano. (

(

)

)

)

)
f) Hay algunos pentdgonos que si teselan el plano. )
4.- sTodas las teselaciones tienen simetrias? Explica por qué.

5.- sQué propiedades matemdticas podemos analizar al interpretar una teselacion?

6.- Dibuja un poligono convexo que sirva para teselar el plano. Explica por qué es
convexo.

7.- Dibuja un poligono céncavo que sirva para teselar el plano. Explica por qué es
céncavo.

8.- 3Qué se debe cumplir al colocar las piezas el plano para teselar correctamente?
9.- Explica por qué una teselacién es infinita.

10.- Elige una teselacion de Penrose, al azar marca un vértice y contesta las preguntas.
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a) sQué tipo de poligonos lo rodean, regulares o iregulares, cdncavos o convexos?

b) sCudles y cudntos poligonos son?

c) sCudnto vale cada dngulo que rodea a ese vértice?

d) sCudnto suman todos los dngulos que rodean a ese vértice?

e) llumina la teselacién de dos colores si es diédrica, de tres si es tiédrica o de un solo
color si es monoédrica.

11.- Dibuja una pieza que sirva para teselar el plano que tenga un diseno original.
a) Arma y colorea una teselacion con esa pieza.

b) Explica el patrén que usas para construir la teselacion.

c) 3Tu teselacioén es simétrica?

d) sQué tipo de simetrias encuentras en ella?

12.- Dibuja las simetrias del cuadrado, las cuatro rotaciones y las cuatro reflexiones.
Colocalos nUmeros 1, 2, 3, 4 en los vértices segun cada movimiento que realices.

13.- Marca los centros de giro y los ejes de reflexion de la teselacidon que simula un
panal de abejas.

14.- 3Cudles son los cuatro movimientos rigidos del plano2 Explica en qué consiste
cada uno.

Nota: Contesta solamente las preguntas pares o las impares.
SUERTE!!!
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Capitulo 4

Experiencia docente, las teselaciones
en los bachilleratos de la UNAM

“Las matemdticas pueden ser definidas como aquel tema del cual no sabemos nunca (o
que decimos ni si lo que decimos es verdadero”
(Bertrand Russell)

1. Presentacion en el bachillerato de

“El extrano mundo de las teselaciones, un paseo por la
geometria para estudiantes de bachillerato”

En nuestra formacion docente, planear las sesiones frente a grupo, disenar y
elaborar material de apoyo tomando en cuenta los aprendizajes que se
desean alcanzar y poner en marcha estrategias de ensenanzao-aprendizaje de
acuerdo al nivel intelectual, cultural, social y emocional de nuestros estudiantes
es lo que nos permite mejorar y actualizarnos como profesores de nivel
bachillerato.

Sin saber bien a bien la razdn por la cual se ha evitado ver mds geometria en
secundaria y preparatoria, notamos que se ha descartado en forma drdstica su
estudio, ya no se habla de geometria euclidiana en estos niveles a pesar de ser
algo Util, interesante y formativo para el alumno de bachillerato.

El tema de las teselaciones no estd incluido en ningun plan de estudios de
manera formal, ni en la ENP, ni en los CCH, ni en ningun sistema escolarizado
incorporado a la UNAM o a la SEP, pero, como ya lo expliqué antes, es un
material apropiado e interesante para que los estudiantes adolescentes no
pierdan el contacto con la geometria y desarrollen su intuicion, imaginacion vy
creatividad logrando acercarse al mundo de las teselaciones.

Para darle estructura general a los temas que forman parte del material
presentado a los estudiantes de ambos bachilleratos de la UNAM durante las
sesiones en el aula, mi propuesta requiere partir del conocimiento previo de
geometria con el que cuenta cada estudiante. Por ello, el papel del estudiante
participativo, critico y activo juega un papel decisivo en los alcances de su
propio aprendizaje.

Sin embargo ello, en base a las estrategias de ensenanza y de aprendizaje que
se llevan a cabo en el aula y fuera de ella, desde la apertura, desarrollo y cierre
del tema, el estudiante puede ampliar su visidon e intuicidon de la geometria y
relacionarla con la parte artistica y estética en nuestro entorno.
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Las actividades que se presentaron a estudiantes adolescentes de primer ano
de preparatoria y segundo semestre de CCH, son aplicaciones de la geometria
euclidiana a situaciones de la vida cotidiana. El objetivo de estas actividades
es entonces, conocer y entender cémo la geometria sirve para interpretar el
mundo que nos rodea, nos permiten desarrollar nuestra intuicion geométrica y
ampliar cierta capacidad de abstraccion para observar e interpretar algunas
teselaciones.

Asi, se logrard aplicar el conocimiento matemdtico, determinar la relacién
entfre el arte y la ciencia, analizar disenos de rompecabezas infinitos llamados
teselaciones y a partir de de posibles argumentos y conclusiones, llegar a las
soluciones factibles.

Los objetivos generales, los objetivos particulares, los temas a impartir y algunas
estrategias diddcticas se mantuvieron en ambos planteles, preparatoria 6 vy
CCH Sur, dado que una de las expectativas era dar a conocer el tema a
estudiantes adolescentes y hacer un andlisis comparativo de la experiencia
docente en ambos planteles.

Objetivos generales:

% Que el alumno se acerque de forma distinta al mundo de la geometria,
relacionando formas, patrones, descubriendo propiedades interesantes
en las figuras y armando teselaciones.

®
%

Que el alumno recuerde y confirme algunos temas de geometria vistos
en la secundaria y relacione esos temas con conocimiento nuevo.

% Que el alumno aprenda algunos conceptos geométricos de gran interés
como movimientos rigidos en el plano y otras propiedades geométricas
para comprender el tema de teselaciones.

% Que el alumno readlice algunas actividades que tienen como temas
principales, aquellos que sirven para entender el mundo de las
teselaciones.

Temas a impartir:

% Antecedentes histéricos de las teselaciones.

s Conceptos previos necesarios para teselar.

Teselar con poligonos regulares y con poligonos irregulares.
< Tipos de teselaciones en el plano y sus caracteristicas.

% Figuras que teselan y otras figuras que no teselan el plano.
Construccion y diseno de teselas. Armado de teselaciones.
Isometrias, tipos de movimientos rigidos en el plano.
Simetrias en las teselaciones.

% Geometria estética en el mundo actual.

)
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>
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Objetivos especificos:
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®
%

®
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®
%

Que el alumno conozca varios ejemplos de teselaciones.

Que el alumno sea capaz de relacionar el concepto de teselacion con
SU experiencia previa.

Que el alumno aprenda con qué fipo de piezas se puede teselar el
plano.

Que el alumno descubra como identificar si una teselacion es periddica
o aperiddica.

Que el alumno identifique qué fipo de tridngulos y cuadrildteros teselan el
plano.

Que el alumno descubra como se generan los patrones para cubrir el
plano.

Que el alumno redlice teselaciones con poligonos regulares e irregulares,
con una tesela.

Que el alumno logre detectar los movimientos que hay en algunas
teselaciones.

Que el alumno conozca los cuatro tipos de isometrias.

Que el alumno identifique qué tipo de isometrias fiene una teselacion
periddica.

Que el alumno de varios ejemplos donde encontramos simetrias ya sea
del mundo real o no.

Que el alumno identifique si una teselacidon no tiene simetrias es
aperiddica.

Que el alumno identifique qué tipo de poligonos de los que teselan
tienen simetrias.

Que el alumno readlice teselaciones con piezas que generen una
teselacion periddica.
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2. La prdactica Docente en la Escuela Nacional
Preparatoria, plantel 6.

DESCRIPCION DEL CENTRO DE PRACTICAS

ESCUELA NACIONAL PREPARATORIA No. 6 “ANTONIO CASO", UNAM

< El centro de prdcticas se encuentra ubicado en Corina No. 3 Col. Del Carmen
Coyoacdn, CP. 04100. TEL. 56 01 35 59, 62y 68.

« Cuenta con vigilancia que permite el ingreso de alumnos, profesores y
trabajadores al presentar identificacién del mismo.

% Tiene actividad académica en turno matutino y vespertino.

% Por ser un plantel no muy grande, logran ingresar un nUmero pegueno de
alumnos, en comparaciéon a la demanda que tiene este plantel, por ser
considerado uno de los mejores.

<% Conserva dreas verdes, jardineras, pasillos, escaleras y espacios abiertos que
permiten el desplazamiento de un edificio a otro sin riesgo alguno.

< Hay tres edificios en cuyas aulas se imparten las clases a nivel bachillerato,
cuenta con biblioteca, sanitarios para alumnos y para profesores, laboratorios
de fisica, quimica y biologia. Las oficinas académico-administrativas estdn en la
planta baja cerca de la sala de profesores y la direccion.

% Cada una de las aulas tiene a un lado de la puerta el nUmero del grupo que
ingresa en el furno matutino y el del vespertino, asi como una clave para
ubicarla.

% El aula posee buena ventilaciéon, buena iluminacion pero el espacio es poco
adecuado para grupos de a lo mdas 40 alumnos, tanto por el espacio como por
la forma circular del saldn.

% Las bancas no estdn alineadas ni pegadas al piso lo cual permite generar
dindmicas de frabajo en equipo, moverlas y acomodarlas liboremente.

< El pizarrén es de muy buen tamano, se encuentra en buenas condiciones para
ser usado por el docente y los estudiantes. El escritorio no se encontraba en
buenas condiciones porque la madera estaba despegada vy la superficie se
movia al escribir, la silla se encontraba en buen estado.

<% La plataforma donde se desplaza el profesor mientras escribe en el pizarrén
tiene dimensiones poco apropiadas y al mismo tiempo suele ser muy incémodo
subir y bajar durante la clase, ademds representa cierto autoritarismo por parte
del profesor ante el grupo.

7
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DESCRIPCION DE LA POBLACION ESCOLAR

ESCUELA NACIONAL PREPARATORIA No. 6 “ANTORIO CASO”, UNAM

A cada estudiante que ingresa a algun plantel de la UNAM, se le asigna un Unico
nUumero de cuenta con el cual se identifica como alumno universitario.

Por ser alumnos universitarios, no tienen que ir con uniforme, van vestidos de civil,
segun el gusto y preferencia de cada estudiante. Hay gran variedad en estilos: el
deportivo, el casual, el formal y el informal.

La poblacion estudiantil oscila entre 16 y 20. Aunque no se tiene un dato exacto,
en cada grupo suele haber recursadores.

En cada grupo de aproximadamente 40 o 50 alumnos, el 65% son mujeres.

La capacidad de razonamiento légico del alumno entre los 16 y 20 anos es
indispensable pero, si se encentra motivado, es mds facil lograr un aprendizaje
significativo del tema matemdatico.

Aunque la materia de matemdticas es muy satanizada, hay un porcentaje
considerable de alumnos interesados por conocer y aprender mds de esta
ciencia.

A esta edad, algunos estudiantes no toman en serio que parte de su aprendizaje
en nivel preparatoria serd determinante para alcanzar otras expectativas en su
vida a futuro.

Entre los alumnos adolescentes, hay quienes por prejuicios, malas experiencias
con profesores de cursos pasados y por el miedo a las matemdticas mismas, se
bloquean y se sienten incapaces de entenderlas. Rechazan cualquier
acercamiento con ellas y desertan del curso.

ESCUELA NACIONAL PREPARATORIA PLANTEL é
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3. Descripcidon de la prdactica docente en la Escuela
Nacional Preparatoria, plantel é.

En esta seccidon comparto algunos aspectos relevantes de mi frabajo realizado
como alumna madems durante mi Practica Docente en la Escuela Nacional
Preparatoria, plantel 6, donde tuve la oportunidad de trabajar con estudiantes
de primer ano en el turno vespertino y presentarles mi tema de tesis.

La prdctica docente que realicé en este plantel, comprende once sesiones
frente a grupo, algunas con duracién de 50 minutos y ofras de 100 minutos @
partir del 8 de noviembre y hasta el 3 de diciembre de 2007, de las cuales, sdlo
en fres de ellas pude trabajar mi tema de tesis.

Durante esta breve presentacion del tema frente a un grupo de 47 estudiantes,
se pretende que el alumno conozca las teselaciones cuyas bases o
conocimientos previos necesarios son adquiridos por el alumno en primaria y
secundaria, tales como figuras geométricas, poligonos regulares e irregulares y
simetrias. A partir de esa experiencia previa, conocerd ejemplos de
teselaciones, sus caracteristicas y propiedades desde el punto de vista
matematico y artistico.

Para iniciar el tema de “teselaciones” les mostré cuatro presentaciones que
elaboré previamente en power point dando una breve semblanza histérica y
mostrando muchos ejemplos de teselaciones en el plano realizadas por
personas de distintas épocas y lugares del mundo, asi como varios disenos de
Escher. Sin darles ninguna definicién, ellos iban identificando las caracteristicas
esenciales y comentaban las semejanzas y diferencias entre ellos. También les
hablé de la relacidn que hay entre el arte y las matemdticas, se discutid por
qué ambas complementan el estudio y andlisis de las teselaciones. Al final de
las presentaciones lograron determinar las caracteristicas de las teselaciones.
Enseguida reparti a los estudiantes un crucigrama cuyas preguntas se
relacionan con lo visto, discutido y analizado en las presentaciones, mismo que
se dejo de tarea para la siguiente sesion.

A continuacioén, se organizaron por equipos de a lo mds cuatro integrantes,
cada equipo trabajé con piezas en cartdn o cartulina, como poligonos
regulares e irregulares, tendrdn al menos doce piezas iguales, mismas que les
servirdn para ver con cudles si se puede cubrir el plano sin que se encimen ni
dejen huecos y con cudles no. Al ir armando teselaciones con piezas iguales,
ellos son capaces de distinguir tipos de teselaciones, monoédricas, diédricas,
trieédricas, etcétera. Se dan cuenta que para armar teselaciones con dos o mds
teselas, sus lados deben ser del mismo tamano para poder pegar lado con
lado. Se les pide hagan varios disenos de teselaciones con esas piezas y utilicen
una pieza como molde para dibujar la teselacién en una hoja blanca.
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Posteriormente, se frabaja el diseno de una pieza que tesele a partir de un
poligono que sabemos que si tesela. Se dan las instrucciones de que el
poligono original, en este caso un rectdngulo hecho en cartuling, se
transformard en una figura irregular haciendo un corte en un lado del
rectdngulo y pegdndolo en otfro lado del mismo. Asi, fras cortar y pegar dreas
iguales se llega a la conclusion de que ambas piezas tienen la misma drea. El
estudiante de manera individual, utiliza su pieza como molde para marcar el
contorno en una hoja blanca y al final explica coémo logré que esa pieza
también funcionara para teselar toda la hoja. Algunos alumnos pasaban al
pizarrédn para dibujar varias teselas y mostraron el patrén con el cual se
construye cada una de sus teselaciones. Al ver los distintos disenos de
teselaciones se hicieron varias observaciones y preguntas respecto al tema vy los
mismos alumnos eran quienes encontraban caracteristicas de las teselaciones.

Se explicd por qué hay piezas que no sirven para teselar el plano, como
ejemplo, un pentdgono regular no tesela el plano ya que sus dngulos no son
multiplos de 360°, de ello el alumno tendria que deducir que no todos los
poligonos regulares teselan el plano.

Me detuve un poco a explicar algunos argumentos que serdn claves para
detectar piezas que teselan y piezas que no, asi como aclarar dudas respecto
a las teselaciones. También mostré algunos ejemplos de teselaciones en
diapositivas, de modo que el alumno encuentre varios tipos de isometrias,
rotaciones, reflexiones, translaciones y deslizamientos. Cuando los alumnos
pasaban al pizarrdn a dibujar varios ejemplos de teselaciones, de algun modo
experimentaban y mostraban porque era posible teselar con esas piezas.

Se logrd interaccién entfre los alumnos al observar, comparar e identificar el
patrén en los diferentes tipos de ejemplos que aparecian en las presentaciones
en power point. Se repartieron fotocopias con varios disenos de teselaciones
para que los estudiantes marcaran las simetrias que enconfraran en ellas.

Se les habia pedido un cuadrado de cartulina para encontrar el grupo de
simetrias del cuadrado pero el tiempo de clase no lo permitid. Se llevdé mads
tiempo explicar por qué hay varios tipos de teselaciones, es decir, con vy sin
simetrias.

Al final se aplicdé un examen sobre lo visto en clase y un cuestionario donde el
estudiante daba su opinion acerca del tema y de como lo habia impartido el
profesor madems.
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4. Reflexiones y conclusiones de la Practica Docente |l

Considero que el tema no representé dificultades de aprendizaje, ademds de
que el alumno logrd relacionarlo con su vida cotidiana. Al frabajar el tema de
las teselaciones con ellos, observé que participaban y se involucraban con las
respuestas y comentarios del otro.

Presentar varios ejemplos de teselaciones por medio de presentaciones en
power point permitidé a los estudiantes conocer y aprender temas de geometria
elemental de forma distinta a la fradicional cuya utilidad y aplicaciones en el
arte y en la ciencia son poco conocidas por el publico de nivel bachillerato.
Ademads, pienso que este tipo de recursos tecnoldgicos son de gran ayuda. El
conocimiento no se le da hecho al estudiante, este recurso le permite desculbrir
el concepto, enconfrar las caracteristicas principales de una teselacion y
despierta su curiosidad e interés sobre este tema de geometria que no se
encuentra en el plan de estudios. Esta forma de presentarles las teselaciones es
una buena estrategia de ensenanza dado que genera el acercamiento de
ellos hacia un tema nuevo. La parte visual ayuda a entender mejor la
geometria y a relacionar los conocimientos previos que son conocidos por ellos
desde la educacion primaria y secundaria con el concepto de teselaciones.

Entre muchas ofras cosas, se busca que los estudiantes intercambien ideas,
comentarios, dudas y puntos de vista con sus companeros, esto se logrd
dejando de tarea preguntas abiertas para pensar sobre el tema y comentarlo
en clase. El grupo se mostré muy interesado en las teselaciones, tanto que
algunos me preguntaron por pdginas en Internet donde encontrar otros disenos
y mads sobre ese tipo de rompecabezas infinitos.

En esta prdctica docente, fue poco tiempo clase, el que pude dedicarle al
tema de teselaciones, aunque el tfema es muy extenso y se presta para frabajar
muchas otras actividades con temas de geometria, el tiempo efectivo de clase
no permite que se desarrollen con mds detalle. Considero que mds de uno de
los objetivos planteados como meta se alcanzaron durante la presentacion,
desarrollo y exposicion del tema. Me habria gustado proponer mds tiempo
para presentar ofras actividades que complementan y fomentan la cultura e
intuicidn geométrica al armar, disenar y analizar algunas teselaciones.

126 Mat. Sara Alejandra Pando Figueroa.



El extrano mundo de las teselaciones,
Un paseo por la geometria para estudiantes de bachillerato

5. La Prdctica Docente en el Colegio de Ciencias y
Humanidades, plantel sur.

DESCRIPCION DEL CENTRO DE PRACTICAS

COLEGIO DE CIENCIAS Y HUMANIDADES PLANTEL SUR

| i1 & e

El centro de prdcticas se encuentra ubicado en Cataratas y Llianura sin
numero, Colonia Jardines del Pedregal de Coyoacdn, cddigo postal,
04500, en México DF.

Tiene actividad académica sdlo en dos turnos, el matutino y el vespertino.

Cabe mencionar que el plantel es muy grande, en comparacién con otros
CCH, preparatorias y planteles de la UNAM.

Logra ingresar una gran cantfidad de alumnos, en comparacion a la
demanda que tiene este plantel, por ser considerado uno de los mejores.

Conserva dreas verdes, jardineras, pasillos, escaleras y espacios abiertos
que permiten el desplazamiento de un edificio a ofro sin riesgo alguno.

Cuenta con cafeteria, biblioteca, sanitarios para alumnos y para
profesores, laboratorios de fisica, quimica y biologia.

Las oficinas académico-administrativas, la direccidén, la academia de
matemdticas y la sala de vanguardia para el aprendizaje de las
matemdadticas.

Hay varios edificios (desde el B hasta el Z) en cuyas aulas se imparten las
clases.

Cada una de las aulas donde se imparten las clases de matemdticas tiene
asignado un numero para ubicarla segun el edificio donde se encuentre.

Las aulas son muy pequenas, no hay mds de 25 alumnos por grupo ya sea
en el turno matutino o en el turno vespertino.

El aula posee un espacio reducido, no muy buena ventilacién, buena
iluminacion, mesas y asientos pero el espacio es poco adecuado para un
trabajo apropiado entre profesor y alumnos con grupos de alo mds 25
estudiantes.

Las bancas no estdn alineadas ni pegadas al piso lo cual permite generar
dindmicas de frabajo en equipo, moverlas y acomodarlas libremente.

El pizarrén es de muy buen tamano, se encuentra en buenas condiciones
para ser usado por el docente. El profesor cuenta con escritorio vy silla.
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DESCRIPCION DE LA POBLACION ESCOLAR

COLEGIO DE CIENCIAS Y HUMANIDADES DE LA UNAM PLANTEL SUR

% A cada estudiante que ingresa a algun plantel de la UNAM, se le asigna un
Unico niUmero de cuenta con el cual se identifica como alumno universitario.

s Porser alumnos universitarios, no fienen que ir con uniforme, van vestidos de
civil, segun el gusto y preferencia de cada estudiante o del grupo al que
pertenece. Hay gran variedad en maneras de vestir: el deportivo, el casual, el
formal. el informal etc.

% La poblacién estudiantil oscila entre 16 y 20 anos.

<% Existe la opcidn de recursamiento para aquellos alumnos que no han
aprobado la materia.

% En el grupo de aproximadamente 25 alumnos que me fue proporcionado para
efectuar mi practica docente al impartir algunas clases de matematicas, se
estima que el 65% son hombres y el 35% son mujeres.

% Aungue la materia de matemdticas es muy satanizada, hay un porcentaje
considerable de alumnos interesados por conocer y aprender mds de esta
ciencia.

% La capacidad de razonamiento légico del alumno entre los 16 y 20 ainos es
indispensable pero, si se encuentra motivado, es mds facil lograr un aprendizaje
significativo del tema matemdtico, lograrlo, es una de las tareas mas
importantes del docente.

% A esta edad, algunos estudiantes no foman en serio que parte de su
aprendizaje en nivel preparatoria serd determinante para alcanzar otras
expectativas, éxito y mejor desenvolvimiento en su vida a futuro.

< Entre los alumnos adolescentes, hay quienes por prejuicios, malas experiencias
con profesores de cursos pasados y por el miedo a las matemdticas mismas, se
bloguean y se sienten incapaces de entenderlas. Rechazan cualqguier
acercamiento con ellas, esto se convierte en un obstdculo para lograr que su
aprendizaje sea significativo.

< El ambiente de trabajo y companerismo entre alumnos del CCH es muy
diverso, algunos pertenecen a grupos en busca de ideales, ofros se preocupan
por las inquietudes propias de los adolescentes como diversion, ser reconocidos
por los demds, existe convivencia entre ellos y sus profesores, se rednen para
hacer tareas y trabajos en equipo, el lider del grupo logra manejar al resto y
cuando hay acuerdo entre ellos y el profesor para trabajar el tema en clase se
logra adquisicién de conocimiento matemdtico.

128 Mat. Sara Alejandra Pando Figueroa.



El extrano mundo de las teselaciones,
Un paseo por la geometria para estudiantes de bachillerato

é. Descripcion de la Practica Docente en CCH, plantel
Sur.

Parte de mi formacién docente como alumna madems en el drea de
matematicas me lleva a realizar algunas actividades que serdn de gran apoyo
para impartir el tema de las teselaciones frente a grupos de bachillerato. Por
mencionar algunas de ellas: elaboré las planeaciones, disené las
presentaciones en power point, revisé algunos materiales para elaborar los
cuestionarios con preguntas acerca de como percibe el estudiante el tema
presentado por el docente, material que fue entregado a los alumnos de
segundo semestre del CCH Sur al terminar mi préctica docente para saber su
opinidn sobre el curso de teselaciones y asi mejorar el presente trabajo de tesis.

En esta ocasién, presento algunos aspectos relevantes de mi trabajo realizado
en CCH plantel Sur, durante mi Prdctica Docente, donde tuve la oportunidad
de ftrabagjar con estudiantes de segundo semestre en el turno vespertino
mostrandoles el extrano mundo de las teselaciones.

La prdactica docente que realicé durante el semestre 2008-2 comprende ocho
sesiones frente a grupo, los lunes y los miércoles eran sesiones de 120 minutos y
los viernes de 60 minutos salvo el tiempo real frente a grupo por cuestiones del
quehacer cofidiano dentro del aula. Estas sesiones se llevaron a cabo a partir
del lunes 10 de marzo de 2008 y hasta el viernes 4 de abril de 2008. En todas
ellas trabajé mi tema de tesis con 25 estudiantes del grupo 0240 que cursaban
la materia de dlgebra y geometria Il con el profesor Roberto Robledo Arana.

Los objetivos tanto generales como particulares y los temas a impartir no
cambian, se pretende que el alumno conozca las teselaciones cuyas bases o
conocimientos previos necesarios los adquiere desde el nivel bdsico y el nivel
medio.

El estudiante conocidé muchos ejemplos de teselaciones, sus caracteristicas y
propiedades desde el punto de vista matemdatico y artistico. Basicamente
utilicé el mismo esquema de trabajo con los estudiantes de ambos planteles de
la UNAM pero en ésta ocasion tuve mds tiempo para trabajar todas las
actividades. Ademds, por el tipo de formacion académica que se le da a los
estudiantes en cada plantel, el enfoque de cémo se trabaja con ellos es
diferente, algunas estrategias de ensenanza que funcionan con alumnos de
preparatoria, pueden no tener el mismo impacto con los estudiantes del CCH y
viceversa, incluso la respuesta por parte de estudiantes de distintos grupos del
mismo plantel no es siempre la misma. Son estos y muchos otros elementos que
hacen la diferencia en el proceso de ensenanza-aprendizaje.

Mediante el uso de la tecnologia computacional, les mostré cuatro
presentaciones en power point, mismas que han servido como apoyo visual,
ellos observaron gran variedad de teselaciones en las que lograron apreciar
caracteristicas que nos indican a qué grupo de simetrias pertenecen o si se
trata de una teselacion que no posee simetrias.
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Se dio una breve semblanza de los antecedentes histéricos de las teselaciones
en varias culturas. Dada la relacién entre el arte y la ciencia en las teselaciones,
es necesario destacar la importancia de enconfrar las matemdticas en el
ambiente artistico. El alumno logrd descubrir y observar patrones que ayudan a
determinar una teselacion, y en base a esto, hacer conjeturas y generalizar.

Utilicé varias estrategias de ensenanza para promover la participacion de los
adolescentes al interesarlos en el tema, entre ellas, lluvia de ideas, confirmar
aciertos y detectar fallas en los comentarios de los alumnos durante la discusidon
del tema, detectar confusiones y en la medida de lo posible dar el concepto
adecuado. Se recordaron, aclararon y explicaron conocimientos previos
reafirmando aquellos que estaban poco claros como explicar por qué un
rombo no es un poligono regular.

Se repartié en fotocopias un crucigrama matemdatico que incluye conceptos
previos de geometria y de teselaciones en el plano, se dio un poco mds de
tiempo de lo planeado para que terminara la mayoria, al concluir el tiempo se
revisaron y se analizaron las respuestas. Los estudiantes mostraron interés, buena
participacion durante la revisidon de las respuestas del crucigrama, casi todos
ellos reconocen y dominan los conceptos previos necesarios para entender el
tema de teselaciones.

Propuse una serie de preguntas que inducen a detectar cudles piezas teselan y
cudles no, si hay simefria o no y qué tipo de movimientos pueden enconfrarse
en cada teselacion. Los estudiantes disenan piezas en cartulina o cartén para
armar teselaciones, se organizan equipos de a lo mds fres integrantes, cada
equipo debe contar con su material, teselas de cartdn o cartulina, hojas
blancas, Idpiz y colores. Analizan tamano, forma y dngulos de poligonos
regulares e irregulares, detectan patrones para colocar las teselas
correctamente, rodean un vértice con diferentes piezas completando los 360°,
encuentran simetrias en poligonos regulares. Se infroduce la nocidon de
patrones cuando los adolescentes trabajan con las piezas para ver cudles
teselan o no el plano. Durante el tiempo estimado para que los estudiantes
armaran y dibujaran varios tipos de teselaciones usando como molde las piezas
de cartén que llevaban, yo observaba, revisaba y les hacia observaciones
sobre su trabajo, al mismo tiempo respondia dudas de otros alumnos.
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Mientras los estudiantes trabajaban por equipos, yo revisaba el trabagjo
terminado de otros, durante la clase expresaban su opinidn, aportando ideas
adecuadas y acordes a los temas vistos aunque también hubo ideas confusas
que se aclararon oportunamente. Los alumnos lograron construir y disenar
varias teselaciones con poligonos regulares e irregulares, determinando qué
tipo de teselacion habian formado y cudntas piezas diferentes usaron para
armar sus teselaciones.

Se puede lograr que el estudiante se sienta motivado y muestre atencion e
interés por las teselaciones que despiertan su curiosidad e imaginaciéon al
relacionar la ciencia con el arte.

Se abordd el tema de diseno de teselas y los estudiantes pudieron observar
como se transforma el hexdgono regular en un lagarto y asi buscar el patrén de
armado para teselar con una pieza que tiene forma irregular. Los estudiantes
explicaron por qué ambas piezas tienen dreas iguales. Recortaron el lagarto
que se obtiene al transformar el hexdgono y dibujaron la teselacidon con esa
pieza.

Se utilizé material de apoyo visual, el proyector de acetatos, para observar
varias diapositivas que muestran paso a paso la fransformacion del lagarto, y
cdmo teselar con esa pieza.

A partir de la actividad anterior, algunos adolescentes lograron construir y
disenar su propia pieza teselante, partiendo de un poligono y fransformarlo
hasta darle una forma interesante. Mientras tanto, ofros alumnos pasaron al
pizarrén a dibujar algunas de sus piezas indicando cémo colocarlas para que si
teselen.
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Se desarrollé una actividad que le permitid al alumno detectar las simetrias del
cuadrado, las 4 rotaciones y las 4 reflexiones. Cada estudiante marcd los ejes
de simeftria en su cuadrado de cartulina de ambos lados y en cada vértice
copio los nUmeros cémo lo indicaba el esquema del pizarrdn tanto en la parte
de atrds. Una vez que los estudiantes habian identificado cémo quedaban los
numeros en los vértices del cuadrado al aplicar una rotacién o una reflexion, se
les pidi® que completaran una tabla con los resultados de aplicar dos
movimientos de esos ocho que ya reconoce coOmo simetrias del cuadrado. Se
les explica cdmo hacerlo en un par de ejemplos y posteriormente lo hacen ellos
de manera individual. Surgen dudas de cudl movimiento va primero pues se
percatan que no da lo mismo aplicar primero el movimiento uno y luego el
movimiento dos que primero el movimiento dos y luego el movimiento uno. Los
estudiantes pasan al pizarrdn a completar la tabla del grupo de simetrias del
cuadrado vy les propuse que la actividad fuera individual para que cada
estudiante se enfrente a enconftrar el resultado correcto de haber aplicado dos
simetrias al cuadrado. Surgieron preguntas, dudas y comentarios sobre coémo
completar la tabla correctamente, mismas que se aclaraban en ese momento.

Algunos alumnos mostraron mayor interés que otfros, ademds reconocen que €s
posible completar la tabla y siempre da como resultado una simetria del
cuadrado de las ocho que ya conocen, con lo cual se fiene una de las
condiciones para que las simetrias del cuadrado formen grupo.

Una de las actividades en el aula que causé gran expectativa fue que armaran
teselaciones monoédricas, diédricas y triédricas con teselas en forma de piezas
como las que aparecen aqui:

e B ml -
e e Es

Se entregaron fotocopias con varias teselaciones y se dejo de tarea analizar
qué tipo de teselacion es cada una, encontrar sus simetrias si es que tienen vy si
no, explicar por qué.
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A modo de cierre del tema de teselaciones, se realizé un concurso en una
sesidon de exposiciones por equipo, los alumnos fueron capaces de disenar,
elaborar, presentar y explicar sus teselaciones, argumentando qué
propiedades tienen las piezas que eligieron para cada una de ellas. Al final de
cada exposicion, los estudiantes otorgaban puntos a los mejores disenos de sus
companeros, esto los animaba a poner atencidén y seguir participando. Este
tipo de actividades motivan al estudiante a trabajar y refleja qué tanto o tan
poco ha comprendido del tema ya que disenan, elaboran y explican sus
propias teselaciones.

Trabajos realizados por los estudiantes de CCH Sur en Préctica Docente i
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Esta es una pequena muestra de teselaciones elaboradas por los estudiantes.
Tras haber trabajado en equipo, destacaron algunas propiedades que les
permiten describir geométrica y artisticamente su trabajo. Cada uno ellos tuvo
la oportunidad de explicar con sus propias palabras aquello que habia
realizado, qué figuras y patrones utilizd para construir su teselacién. También
hubo gran variedad en los trabajos individuales. Para mi, fue una buena y grata
experiencia notar el avance de los estudiantes debido a que dominaban el
conocimiento adquirido sobre teselaciones. El tema de tesis fue aceptado por
ellos satisfactoriamente y eso da pie a que alumnos interesados en las
teselaciones sigan investigando por su cuenta y logren adentrarse un poco mds
en ese mundo antes desconocido para ellos.

Las Ultimas dos imdgenes muestran dos trabajos que realicé cuando cursaba
dibujo constructivo en el bachillerato, pero en aquel entonces yo no sabia que
podian verse como teselaciones, nilas propiedades tan interesantes que tienen
como la simetria. Por ello, debemos darles oportunidad a los estudiantes de
bachillerato, de conocer mds sobre temas geométricos que despiertan la
imaginacion, la creatividad y la motivacion por trabajar con otros temas
matemdticos que aungue no aparecen en el programa son interesantes e
importantes para nuestra vision, intuicion y percepcidén geométrica.

Una estrategia de aprendizaje que utilicé fue pedirles que realizaran un
acordedn con informacion relevante sobre teselaciones, al revisarlos me di
cuenta que ese tema habia sido significativo para la mayoria porque logaron
explicar con sus propias palabras mucho de los conocimientos nuevos que
habian adquirido. Ofra estrategia utilizada después de aplicar el examen, fue
resolverlo en el pizarrdn y hacer participar constantemente a aquellos alumnos
gue no supieran la respuesta correcta. Esto sirve como retroalimentacion para
los alumnos ya que de ese modo se reafirma lo aprendido.

Finalmente los estudiantes contestaron dos cuestionarios donde pudieron
evaluar el trabajo realizado por mi parte con total libertad, sin que sus
comentarios y opiniones influyeran en su calificacion ni a favor, ni en contra,
ésta depende Unicamente de los criterios que se presentaron el primer dia de
clase.
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7. Reflexiones y conclusiones de la Practica Docente lli

Los estudiantes de segundo semestre de CCH Sur atendian las explicaciones
que presenté desde el principio donde les comenté la forma de trabajo en el
aula. Me dio una gran satisfaccion ver que hubo mucho interés y expectativa
por conocer qué era eso de las teselaciones y tan pronto se dieron cuenta de
qué se trataba, para muchos de ellos fue una experiencia sorprendente e
interesante. Participaron activamente haciendo preguntas y relacionaban su
experiencia previa con el arte y las matemdticas después de ver las
presentaciones en power point. Las imdgenes y ejemplos de las teselaciones
que aparecen en esas presentaciones son las mismas que aparecen en este
trabajo de la pdagina 40 a la 50.

Aunqgue la actividad de resolver el crucigrama era individual, la experiencia en
el aula de que algunos estudiantes lo hayan trabajado en equipo promueve la
participacion activa, se da mayor retroalimentacion a los conceptos que no se
tienen claros. Ademdas los estudiantes hicieron varias observaciones sobre
algunos errores de dedo y de redaccién que aparecian en el crucigrama, ello
me sirvidé para mejorar el diseno y eliminar los errores encontrados. Pienso que el
desempeno de los estudiantes fue muy significativo porque lograron recordar
datos, conceptos e ideas importantes de la clase anterior que estaban
relacionados con las preguntas del crucigrama.

Considero que tanto el trabajo en equipo como el individual es fundamental ya
que en la actualidad el docente se ocupa de fomentar la participacion activa
de los estudiantes tanto en el trabajo cooperativo como en el desarrollo de
destrezas individuales que ayudan al estudiante a involucrarse aun mds con su
propio aprendizaje. Nuestros alumnos deben dejar el papel de oyente pasivo,
ese que por tomar notas muchas veces se pierde del aprendizaje porque su
atencion no se concentra en entender el tema y seguir un proceso de
comunicacién y didlogo con el profesor y sus companeros dentro del aula.

Debemos inculcar en nuestros estudiantes mejores estrategias de trabajo que
propicien mayor acercamiento al aprendizaje de la geometria despertando su
interés y curiosidad por aprender mds y mejor. Se promueve el aprendizaje
significativo del alumno cuando interactian en equipo para armar sus
teselaciones creando diferentes disenos con las mismas piezas, existe mayor
comunicacién entre ellos cuando descubren patrones para teselar. Es
motivante ver cémo los estudiantes descubren e inventan nuevas formas de
colocar las piezas en el plano consiguiendo disenos originales y diferentes unos
de ofros.

El frabajo cooperativo permite al estudiante exteriorizar lo que ha comprendido
y aprendido, asi puede compartir sus conocimientos, pensamientos, destrezas y
habilidades con los otros, es sin duda, parte de lo que se desea cuando se lleva
a cabo el proceso de ensenanza-aprendizaje de la geometria en el
bachillerato.
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Este trabajo en el aula entre estudiantes, es muy importante ya que cada
alumno aporta al equipo sus conocimientos, sus habilidades y exige un
compromiso con el otro. AUn asi, cabe aclarar que el trabajo en equipo debe
ser supervisado por el docente y los equipos deben ser a lo mds de tres alumnos
ya que de lo confrario serd dificil asegurar que todos los integrantes han
aprovechado al mdximo la experiencia del tfrabajo en equipo.

Al realizar diversas actividades con los estudiantes de segundo semestre de
CCH, me di cuenta que van adquiriendo mayor destreza y dominio de con las
teselaciones y el tema de simetrias. La prdctica del trabajo individual fambién
promueve el aprendizaje significativo porque el alumno es capaz de darse
cuenta qué tanto ha aprendido, puede detectar sus aciertos y fallas, se
promueve el aprendizaje por descubrimiento ya que el alumno se enfrenta a si
mismo.

Los estudiantes que participaron en este pequeno curso ahora tienen las ideas
y conceptos bdsicos para trabajar y entender mds a fondo sobre teselaciones,
tema de geometria desconocido incluso por muchos profesores a los que les
gustan la matemdticas y dan clases en bachillerato.
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Conclusiones finales

La elaboracién de este trabajo fue motivo de una amplia reflexion sobre mi
labor y desempeno docente con dos grupos de adolescentes, uno de primer
ano en la Escuela Nacional Preparatoria, plantel 6 y el otro de segundo
semestre en el Colegio de Ciencias y Humanidades plantel Sur. A pesar de que
esta fue la segunda experiencia como profesor de matematicas frente a un
grupo de adolescentes, me ayudd a analizar detalladamente cada una de las
etapas que son fundamentales para presentar un tema en el aula, desde la
revision del plan de estudios del programa al que pertenece el plantel, la
planeacioén de clases, el diseno de materiales y actividades hasta la evaluacion
del tema. Asi como también lo es, preparar, guiar, mostrar y exponer durante
las sesiones, evaluar constantemente lo que sucede en el franscurso de las
mismas, reportarlo en la bitdcora, revisar tareas, obtener retroalimentacion por
parte de los estudiantes y proponer en base a eso, algunas acciones para
mejorar mi desempeno docente en un futuro.

Considero que en ambas prdcticas docentes obtuve verdaderamente una
experiencia significativa porque pude vivir y experimentar tanto académica
como personalmente cada una de estas etapas, ello implica un mayor
compromiso para lograr disminuir y si es posible evitar las fallas detectadas en el
desempeno docente, asi como fortalecer aquellas que se desarrollaron
adecuadamente en las sesiones que se presentaron a los estudiantes
adolescentes.

En ambas prdcticas docentes realizadas en los bachilleratos de la UNAM, los
grupos que tuve a mi cargo para trabajar fueron otorgados por el profesor
titular, mismo que a su vez fue mi supervisor durante la presentacion del tema
frente a grupo. El desempeno de los estudiantes depende también de la
informacion y reglas que reciban del profesor titular sobre cémo y bajo qué
condiciones van a trabajar con el alumno MADEMS. Las sesiones fueron video
grabadas tanto las de la preparatoria 6 como las de CCH Sur, haciendo
constar el frabajo realizado en ambos planteles.

Después de redlizar las practicas docentes, revisamos los videos de algunas
sesiones, recibi comentarios y observaciones sobre las fortalezas y debilidades
que se vieron reflejadas durante las clases frente grupo en ambos planteles.

Es importante mencionar que cuando se esta trabajando frente a grupo, hay
muchos factores que pueden propiciar un mejor desempeno en el aula o en su
defecto, hacer que los resultados obtenidos no sean los esperados por el
docente o por los alumnos de bachillerato.
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Los intereses del alumno y el compromiso por aprender durante las clases de
matemdticas estdn directamente vinculados con la motivaciéon que este tenga
acerca de la materia, las expectativas de aquello que va a aprender, las
estrategias de ensenanza que utilice el profesor para trabajar conocimiento
nuevo a partir de la experiencia previa del estudiante y las actividades que
promuevan participacion activa por parte del adolescente.

La labor docente es un compromiso constante por aprender y superarse dia
con dia. Es mdas facil lograr que un profesor con vocacion se preocupe por
mejorar su desempeno docente que un profesor que llegd a ese trabajo por
accidente. Pero ciertamente un aspecto fundamental es la experiencia que se
adquiere a tfravés de los anos, misma que debe hacernos mejores docentes. Es
necesario tomar en cuenta que nuestros alumnos aprenderdn de nosotros no
sélo conceptos matemdaticos sino también, actitudes, valores, destrezas,
habilidades y experiencias que les servirdn para enfrentarse a la vida.

Considero que el presente proyecto de tesis, con el que se ha ensenado en dos
planteles de los bachilleratos de la UNAM una de las aplicaciones que fiene la
geometria euclidiana, sirve para ayudar al estudiante a pensar y ordenar sus
ideas adecuadamente, ayuda a saber deducir y argumentar para construir un
discurso paso a paso. Al frabajar con el concepto de teselaciones tanto el
docente como el alumno fiene la oportunidad de observar, explorar, analizar,
investigar, conjeturar, inducir, deducir, desarrollar su imaginacion y creatividad,
argumentar, explicar, interpretar y crear disenos de teselaciones. Por ello
buscaré mas oportunidades de dar a conocer el material aqui presentado, ya
sea en conferencias o charlas de divulgacion matemdatica.

En los comentarios e interés de los alumnos por el tema de tesis, me doy cuenta
de que hay mucho por hacer en la ensenanza de la matemdatica, sobre todo
en la parte de la geometria. Esta propuesta es un pequeno granito de arena.

Espero también que este trabajo sirva como motivacion a otros profesores para
desarrollar ofras propuestas que logren mejorar la ensenanza de la geometria
en el nivel medio superior. Como limitacion para ensenar esta pequena
infroduccién a las teselaciones sélo tendriamos el tiempo ya que frente a grupo
no se trabaja muy rdpido y a veces no se profundiza tanto como para que el
estudiante adolescente conozca detalladamente estos temas.

El tiempo que me llevd este trabajo desde sus inicios a la fecha, casi dos anos,
me deja una gran satisfaccion personal y profesional por la experiencia
compartida en incontables reuniones de varias horas con Paco Struck y otras
tantas con Michael Barot, en cada una de las que los comentarios,
observaciones y sugerencias que me daban me servian para seguir trabajando
en este proyecto. Sin duda son momentos en los que aprendi mucho mas,
gracias al intercambio de ideas, opiniones, preguntas y sugerencias de ambos,
mismas que me motivaron a leer e investigar mds del tema, es sorprendente
todo aquello que puedes encontrar en los mejores libros.
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Los logros alcanzados en ambas prdacticas docentes al presentar “El extrano
mundo de las teselaciones, un paseo por la geometria para estudiantes de
bachillerato” en los dos planteles de la UNAM me permitid vivir y compartir
experiencias con estudiantes adolescentes que tuvieron una actitud positiva y
mostraron gran interés por el tema, mismo que les dejdé una grata impresiéon
sobre lo que hay de geometria que no aparece en el plan de estudios del
bachillerato.

También me deja muchas inquietudes porque a medida que vas adentrdndote
mds y mds al tema te das cuenta que es mds lo que desconoces que lo que
sabes del mismo, asi que me gustaria seguir trabajando y aprendiendo mds
sobre teselaciones.

Agradezco sinceramente a todos aquellos que hicieron posible la realizacion
de este proyecto “El extrano mundo de las teselaciones, un paseo por la
geometria para estudiantes de bachillerato™.

Mil gracias...ll!
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