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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

Vivimos en un planeta que se encuentra en constante movimiento y por lo tanto esta someti-
do a cambios tanto interna como externamente. Los cambios externos son facilmente apreciables
y por lo tanto conocidos y estudiados ya que al ser habitantes de la superficie del planeta estamos
constantemente expuestos a ellos, sin embargo los cambios internos son mas dificiles de apreciar
por lo que ha sido necesario crear modelos que nos permitan analizar y comprender los procesos
que por su naturaleza sui generis nos es dificil estudiar directamente.

En una parte importante de los procesos naturales e industriales con transferencia de calor
esta presente el fendbmeno de cambio de fase solido-liquido. En la industria estan los procesos de
fundicion, la formacion de aleaciones, los procesos de soldadura, etc. En la naturaleza encontra-
mos la formacion y el deshielo de los polos, la solidificacion del magma volcanico en la superficie
y la formacion de la corteza terrestre.

Casos particulares se dan cuando el material se encuentra contenido dentro de geometrias
que se pueden considerar infinitas en una direccion, como una tuberia que se congela, o en cuer-
pos finitos y totalmente cerrados como una cavidad clbica o esférica que se calienta o se enfria.

Uno de los procesos internos de la Tierra que es el que da origen a la dinamica interna y
por lo tanto es importante estudiar, es el movimiento del material que conforma el interior del
planeta asi como la transferencia de calor desde el nlicleo hacia la corteza.
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Los estudios basados en evidencias sismicas realizados para conocer la composicion interna
de la Tierra, muestran que nuestro planeta esta formado por un nlcleo interno solido, formado
principalmente de hierro y niquel, recubriendo a ese nacleo solido hay un ndcleo liquido formado
fundamentalemte de aleaciones de hierro. Mas externamente se encuentra el manto, formado por
rocas semisolidas, principalmente silicatos. Y finalmente la capa externa muy delgada respecto
a las anteriores llamada corteza terrestre, sobre la cual se desarrolla la vida.

En base a lo que se puede observar en las erupciones volcanicas y a los estudios mencionados
anteriormente, se puede considerar que el material que se encuentra dentro del planeta es una
mezcla de liquidos y gases contenida por la corteza terrestre, que al estar sometido al movimiento
terrestre genera un flujo que esta dentro del campo de estudio de la mecanica de los fluidos.

El estudio de la conveccidon térmica en cavidades esféricas en rotacion es de interés para la
fisica interna de los planetas como una forma de tratar de entender lo que sucede entre el nlcleo
y la capa externa.

En este trabajo se realiza la modelacidon matematica y simulacion numérica de los procesos
convectivos difusivos de un sistema esférico el cual puede considerarse como una aproximacion de
los fenomenos que se presentan en el interior del planeta. Se lleva a cabo la simulacion numérica
del proceso de cambio de fase que da paso a la formacion de la corteza terrestre. El trabajo
tiene como finalidad el contar con un modelo que se aproxime a la compleja serie de sucesos
que se dan dentro de la corteza terrestre, para tratar de entender y predecir fendbmenos como el
crecimiento y deformacion de la corteza terrestre, y tratar de explicar el por qué de la existencia
de hielo en los polos, la existencia de desiertos y zonas tropicales o el alineamiento de los ejes
volcanicos en ciertas regiones del planeta.

Este trabajo tiene aplicacion también en el estudio de los procesos de fundicion y solidifica-
cion en moldes esféricos, en particular en la fabricacion de esferas huecas en donde es importante
conocer la forma de la region que se esta solidificando dentro del molde (corteza), lo que permite
posteriormente predecir las propiedades mecanicas de la esfera.



1.2 Objetivo

1.2. Objetivo

= Visualizar y animar en realidad virtual inmersiva los campos tridimensionales (velocidad,
temperatura, presion) del fluido confinado entre esferas concéntricas con rotacion y cambio
de fase.

= Visualizar y animar en realidad virtual la deformacion tridimensional de la interfase (solido-
liquido).

1.3. Antecedentes

En esta seccidon se describen algunos conceptos necesarios para entender el tipo de fluido y las
consideraciones fisicas y matematicas que se utilizan posteriormente en los modelos. Ademas se
presenta una revision de la literatura publicada lo cual sirve como base para apoyar el desarrollo
de la investigacion.

1.3.1. Flujo incompresible

Para facilitar el estudio de los fluidos se han hecho diversas clasificaciones y una de ellas es
de acuerdo a la variabilidad de su densidad al ser sometidos a cambios de presion o temperatura.

Se dice que un fluido es incompresible cuando al ser sometido a cambios de presion, su den-
sidad varia por debajo del 1%, por lo que se desprecia esta variacion y se puede considerar que
dicha densidad es constante. Esto permite simplificar las ecuaciones de la dinamica de los fluidos
y como consecuencia los calculos para resolverlas.

1.3.2. Conveccion Rayleigh - Bénard

La conveccion Rayleigh Bénard es una inestabilidad que se presenta en un flujo confinado
entre dos superficies y es provocada por la diferencia de temperatura entre ellas, es decir una de
las superficies esta a una temperatura constante, mayor a la temperatura de la otra superficie
la cual también es constante. Esto provoca un movimiento en el fluido debido a la variacion de
la densidad provocada por la diferencia de temperaturas.
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Este flujo es tipicamente formado por celdas convectivas cerradas alineadas con el gradiente
de temperatura, las cuales toman su forma de acuerdo a la geometria del recipiente que contiene
al fluido.

Esta inestabilidad se da tanto en fluidos compresibles como incompresibles. En el caso de
los fluidos incompresibles donde la densidad es constante existe una teoria que considera una
pequena variacion de la densidad que provoca el movimiento, ésta es la aproximacion de Bous-
sinesq, la cual se describe en la seccion 3.2.

1.3.3. Patrones de flujo en esferas

Desde hace mas de 40 afios se han realizado estudios del fendmeno de la conveccidn natural
en el interior de esferas concéntricas, principalmente de los patrones de flujo dentro de esferas
que giran rapidamente.

Roberts (1968) publicd una teoria en la que menciona que, no obstante que exista una fuer-
za de flotabilidad esféricamente simétrica creada por una temperatura interna alta proveniente
de una fuente cuya radiacion es homogénea en todas direcciones, si se une a los efectos de
una rotacion, nada asegura que se tengan movimientos simétricos del fluido dentro de la esfera
[Roberts, 1968].

Con base en ésto se han desarrollado trabajos para encontrar los patrones de movimiento del
fluido contenido en esferas concéntricas con condiciones de gravedad, rotacion o ambas acopladas.

Guy Dumas (1991), en su tesis doctoral realiza una simulacidon numérica directa de la con-
veccidn dentro de cavidades esféricas utilizando un método espectral. Reporta las inestabilidades
del flujo con una relacion de radios Re/Ri variable, donde Re es el radio de la esfera externa y
Ri es el radio de la esfera interna. En el caso que él estudia la esfera interna gira alrededor de
un eje mientras que la esfera externa se mantiene estatica [Dumas, 1991].

Simitev y Busse reportan los resultados de la simulacion de un sistema de esferas concéntri-
cas con rotacion y sometidas a un campo gravitacional radial, y en el cual la esfera interna tiene
una fuente de calor. Con esta simulacion ellos encuentran los patrones convectivos dentro de
la esfera y los comparan contra resultados experimentales, a los cuales, debido a su forma los
llaman Banana cells 0 celdas o fomaciones de banana [Simitev and Busse, 2003] (Ver figura 1.1) .
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Figura 1.1: Patrones presentados por Simitev y Busse (2003)

Al-Shamali, Hempei y Aurnou (2003), realizan una simulacion numérica de esferas concéntri-
cas con rotacion en la cual la razon entre el radio interior y el radio exterior varia en cuatro
valores preestablecidos, pero manteniendo el espacio anular constante. Con &sto encuentran una
ecuacion no lineal que relaciona el nUmero de Rayleigh critico con el nimero de Ekman y la
relacion entre los radios interior y exterior, ademas presentan los patrones convectivos para velo-
cidades de aproximadamente 1.1 veces el Rayleigh critico (ver Fig. 1.2), los cuales son semejantes
a los presentados por Simitev y Busse (2003). [Al-Shamali et al., 2003].

Figura 1.2: Patrones convectivos en esferas concéntricas presentados por Al-Shamali (2003)
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En la figura 1.2 se muestran los patrones instantaneos del campo de temperaturas y del
campo de velocidad radial que resultan de los calculos cercanos al inicio de la conveccion a un
Ra = 1,1Ra. y un E, = 3 x 10~%. Los renglones muestran los resultados para los casos en los
que la relacion entre los radios interior y exterior es de a) 0.25, b) 0.50 y ¢) 0.75. Las columnas
de la izquierda y la media muestran, respectivamente, los campos de temperatura y velocidad
radial en el ecuador. La columna de la derecha muestra las isosuperficies de velocidad radial y
contornos de velocidad radial en el plano ecuatorial. El esquema de color va desde el azul para
valores bajos o0 negativos hasta el rojo para valores altos o positivos.

Zhang y Liao (2004) describen una nueva teoria para la conveccion en sistemas esféricos que
giran rapidamente, con condiciones de no viscosidad en la frontera exterior, valida para nimeros
de Ekman muy pequefios y para numeros de Prandtl mayores o iguales a cero, sin embargo ésta
teoria solo es valida para un rango de velocidades angulares muy grande, no obstante unifica
dos criterios, la teoria convectiva y la teoria inercial, lo cual, segln los autores, permitira abrir
nuevas lineas de investigacion [Zhang and Liao, 2004].

Gary Glatzmaier de la Universidad de California, Santa Cruz, desarrollo el primer modelo
autoconsistente del geodinamo de la Tierra. En 1995 puso a prueba este modelo produciendo
la primera simulacion de conveccidn y generacion de campo magnético en el centro liquido de
la Tierra. Posteriormente Le Mieux, Glatzmaier y Evonuk (2004), simularon la conveccion por
rotacion en el interior de JUpiter (ver Fig. 1.3); donde se presenta a una pequena escala una
conveccion turbulenta con un patron espiral de gran escala.

G. Glatzmaier y M. Evonuk (2006) realizaron un simulacion bidimensional (en el plano ecua-
torial) de la dinamica interna de un planeta gaseoso con un nicleo solido y analizaron la relacion
que existe entre la velocidad angular con la que gira el planeta y la forma de los patrones con-
vectivos formados debido a ese movimiento. Compararon las diferencias entre tener y no tener
un pequeno ndcleo solido a diferentes velocidades angulares.[Evonuk and Glatzmaier, 2006].

Evonuk (2007) realizd una simulacion bidimensional, nuevamente en el plano ecuatorial, esta
vez variando el tamafo del nlcleo sélido para conocer el efecto que el tamafio de éste tiene sobre
los patrones convectivos (ver Fig. 1.4) [Evonuk and Glatzmaier, 2007]. Esta relacion de radios
es la que se utiliza en el presente trabajo de tesis por lo que los patrones convectivos obtenidos
por Evonuk y Glatzmaier (2007) pueden compararse con los resultados del presente trabajo.
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Figura 1.3: Simulacidon de la conveccion en el interior de JUpiter [Glatzmaier, 2004]. Se muestra
la temperatura en un corte del interior del planeta (el brillo representa la temperatura). Se
observa la conveccidon turbulenta a una escala pequefia con un patron espiral de gran escala.

Figura 1.4: Patrones convectivos en el plano ecuatorial [Evonuk and Glatzmaier, 2007].
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Figura 1.5: Patron del geodinamo. [Sarson, 2008]. Conveccion termica de un fluido compresible
debida al efecto del geodinamo.

En la figura 1.4 se muestran los vectores velocidad en el plano ecuatorial para el caso en el
que el radio del nhcleo es el 35% del radio exterior. Se observa que las lineas de corriente en la
zona cercana a la frontera exterior mantienen una forma concéntrica, conforme se aproxima al
interior esa concentricidad se pierde y se forman pequefias zonas de recirculacion y muy cerca
de la frontera interior desaparecen las zonas de recirculacion y el fluido adquiere una forma
oscilante alrededor del circulo interno.

Graeme Sarson (2008) presenta una serie de resultados de la simulacion del GEODYNAMO
utilizando el cddigo Pencil, con una altenativa para superar la restriccion de la aproximacion de
Boussinesq, la cual no es estable en el caso de los gases compresibles y muestra un patron del
flujo del geodinamo (ver Fig. 1.5). [Sarson, 2008].

Aubert, Amit, Hulot y Olson (2008), publicaron un articulo donde tratan de explicar el por
qué de la disposicion de los continentes, asi como la ubicacion de las zonas calientes del plane-
ta, a través de un modelo en el que se considera la dinamica interna de la Tierra, asi como la
interaccion del campo magnético y el gravitacional [Aubert et al., 2008].

Futterer (2008) presenta una comparacion entre una simulacidon numérica y resultados ex-
perimentales de un sistema con gravedad radial, inducida a través de un campo eléctrico de
alto voltaje, y rotacion con diferencia de temperatura entre la frontera interior y la exterior y
muestran los campos de velocidad y temperaturas tanto de la simulacion como del experimento
[Futterer et al., 2008].
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Se ha propuesto también una teoria que sostiene que no existe transferencia de masa en-
tre el ndcleo externo y el manto inferior sino Gnicamente un intercambio de energia, y que el
nacleo sdlido de la Tierra esta creciendo debido al aporte de materia proveniente del ndcleo
exterior liquido lo cual supondria modificar la razbn de aspecto entre las esferas que contienen al
fluido en estudio y tomar en cuenta Gnicamente al material que compone el manto [Jordan, 1979].

Con base en lo descrito anteriormente, en el presente trabajo de tesis se lleva a cabo la
simulacion numérica del comportamiento de un fluido contenido entre esferas concéntricas en
rotacion, con una relacion de radios de 0.35 para un rango de niimeros de Taylor desde 10° hasta
105, La simulacion se lleva a cabo resolviendo las ecuaciones de la dinamica de los fluidos y la
ecuacion de la energia, utilizando el algoritmo de la esfera clbica y el método de los elementos
espectrales. Se realiza también una simulacion del proceso de cambio de fase para determinar las
caracteristicas del crecimiento de una corteza solida bajo las condiciones del fluido en rotacion.

En el capitulo 2 se presenta el modelo fisico propuesto para el sistema en estudio.
En el capitulo 3 se desarrollan cada una de las ecuaciones que componen al modelo matemati-
co, asi como la definicion de algunos parametros adimensionales importantes en la caracterizacion

del flujo que se analiza.

En el capitulo 4 se presentan los resultados obtenidos de las simulaciones para cada una de
los regimenes de velocidad angular que se estudian.

Por ltimo se presentan las conclusiones obtenidas a partir de los resultados y el trabajo que
a futuro se podria realizar sobre esta misma [inea de investigacion.






Capitulo 2

Modelo Fisico

Todo fendmeno, cualquiera que sea su naturaleza, que se pretenda estudiar y analizar debe
primeramente ser comprendido desde el punto de vista de la fisica involucrada. EI modelo fisico
permite conocer la complejidad y la factibilidad de llevar a cabo una simulacidon numérica a
partir de resolver las ecuaciones que gobiernan los principios fisicos involucrados en el sistema.

En este capitulo se describe la formulacion del modelo fisico propuesto que va a simularse
numeéricamente, el cual se basa en las caracteristicas del fenbmeno natural.

2.1. Fisica terreste

Existen diversas teorias acerca de la composicion y la estructura de las capas internas de la
Tierra, y de como éstas interactuan entre si, aunque no existe una certeza de ello pues no se
ha podido alin penetrar hasta las capas mas profundas. La teoria mas aceptada sugiere que la
estructura interna de la Tierra esta formada por varias capas concéntricas de diferentes compo-
siciones y caracteristicas cada una de ellas; en su parte central la Tierra esta constituida por un
ndcleo sblido de metales pesados que se cree esta en rotacion y que es en gran medida lo que
genera el campo gravitacional. Alrededor de éste nicleo sblido se encuentra un ncleo liquido
compuesto fundamentalmente de hierro fundido. Rodeando éste nucleo se encuentra el manto,
formado principalmente por rocas semisolidas de silicatos de hierro y magnesio, es en esta ca-
pa en donde se originan las ondas sismicas debido a la presencia de corrientes convectivas que
existen en esta capa. Posteriormente esta la corteza, la cual es una capa soélida delgada (res-
pecto a las otras) que contiene a las capas internas ya mencionadas. Esta capa externa esta en
constante crecimiento debido a la solidificacion de material proveniente del interior del planeta.
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Por Gltimo se encuentra la atmosfera, que es la capa gaseosa externa del planeta y en la cual
se desarrolla la vida, pero que para fines de este trabajo no sera tomada en cuenta, ver figura 2.1 !

Kilometros
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Figura 2.1: Estructura interna de la Tierra.

2.2. Modelo propuesto

Para que el modelo matematico pueda ser planteado y resuelto se deben hacer algunas ade-
cuaciones al modelo fisico real para convertirlo en un modelo idealizado que sea factible de ser
resuelto matematicamente, pero sin aminorar o perder su aproximacion a la realidad.

Una primera aproximacion para simular lo que sucede internamente debajo de la corteza
terrestre es considerar que la tierra es idealmente una esfera, formada de un material liquido
incompresible, y un centro solido. Todo esto se encuentra rotando con una velocidad angular
constante alrededor de su eje vertical. Se considera ademas que el centro sblido se encuentra a
una temperatura mucho mayor al punto de fusion del material liquido. Adicionalmente se pro-
pone que la frontera exterior esta a una temperatura por debajo de la temperatura de fusion.

'Tomada de http://www.dmae.upm.es/ Traduccién de Ares Cabello.
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Con estas aproximaciones se crea un modelo que describe matematicamente las condiciones
establecidas, por medio de las ecuaciones de la dinamica de los fluidos para un flujo incompre-
sible, las cuales se describen a detalle en el capitulo 3.

Para representar este modelo se tiene como estado inicial un material liquido, en reposo y a
la temperatura del cambio de fase, confinado entre una esfera interna de radio r; y un casquete
solido externo de radio r. y espesor ¢, con condiciones de no deslizamiento en las fronteras in-

terna y externa, ver figura 2.2.

Figura 2.2: Caracteristicas del modelo fisico propuesto.

A partir de esto se formula el algoritmo numérico para resolver el modelo matematico y
llevar a cabo la simulacidon numerica tanto de la dinamica como de la transferencia de calor con
lo que se obtienen resultados del campo de velocidades asi como de los campos de presion y

temperatura.

La propiedades fisicas del fluido se proponen con el proposito de definir el valor de los nlme-
ros adimensionales que rigen el sistema. Una vez seleccionadas estas propiedades se mantienen
constantes para todos los casos analizados.
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Figura 2.3: Modelo fisico propuesto.

En la figura 2.3 se muestra el modelo utilizado: la esfera roja representa el nicleo sélido con
alta temperatura, la esfera verde representa la interfase entre el manto superior y la corteza y
la esfera azul representa la superficie exterior de la corteza, por lo que el fluido en estudio se
encuentra confinado en el espacio esférico anular (EA) limitado por las esferas roja y verde. El
radio de la esfera interna r; es 0.35 veces el radio de la esfera exterior r., y la distancia inicial
entre la esfera intermedia y la esfera externa es 0.05 veces el radio de la esfera exterior.

Los casos analizados en el presente trabajo de tesis se enlistan a continuacion:

a) Difusion de calor en un fluido confinado en un anulo esférico.

b) Patrones de flujo en un anulo esférico con rotacion. Nimero de Taylor subcritico. (10° <
Ta < 3 x 10°)

c) Patrones de flujo en un anulo esférico con rotacion. Régimen de transicion. (3 x 10° <
Ta < 1 x 10°)

d) Patrones de flujo en un anulo esférico con rotacion. NUmero de Taylor supercritico. (1 x
10% < Ta < 3,5 x 10)

e) Patrones de flujo en un anulo esférico con rotacion y cambio de fase. Taylor supercritico.
(Ta =3 x 10°9)



Capitulo 3

Modelo Matematico

Para representar matematicamente cualquier modelo fisico se debe recurrir a la formulacion
de las ecuaciones que gobiernan el comportamiento del fenémeno fisico. En el presente trabajo
se considera un sistema en donde una fase liquida y una fase sdlida estan presentes e interactan
entre si. Las ecuaciones que rigen el comportamiento del sistema son las de la dinamica de los
fluidos (conservacion de masa, cantidad de movimiento y energia), la de difusion térmica en los
solidos y una mas que describe la interaccion entre las dos fases, que es el balance térmico en la
interfase.

En este capitulo se presentan cada una de estas ecuaciones las cuales constituyen el modelo
matematico a resolver, asi como la definicion de algunos nUmeros adimensonales importantes en
este estudio.

3.1. Ecuacion de continuidad

El principio de conservacion de la materia (Lavoisier, 1743-1794 en [Whitwell and Toner, 1969])
establece que en cualquier proceso, la cantidad inicial de masa mas la masa que se agregue
sera igual a la cantidad de masa final mas la masa que se haya extraido en un volumen de
control. Esto se puede simplificar como la variacion de la masa en el tiempo es igual a cero y se
representa mediante:

DM _
Dt
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Esto se puede representar también comoo:

DM _ D
il dV =0
Dt Dt/vch ’

donde p es la densidad, V' es el volumen.

Haciendo la expansion de la integral, la ecuacion anterior puede escribirse como:

/[%+V-(pz7)] dv =0.

Si se desarrolla la integral sobre el volumen se recupera la expresion:

o

—i’+ﬁ-pz7=o

considerando que el fluido es incompresible (% = 0), entonces la ecuacion de continuidad se
puede escribir como:

<
<y
[l
o

(3.1)

3.2. Ecuacion de conservacion de cantidad de movimiento

La ecuacion que describe el movimiento del fluido es la de conservacion de cantidad de mo-
vimiento que se deriva de la segunda ley de Newton,

d(m - v)
at -’

F=
donde m es la masa y ¢ es la velocidad. Se deben tomar en cuenta entonces todas las fuerzas
presentes durante el movimiento del fluido, e igualarlas al producto de la masa por la variacion
de la velocidad. En el problema planteado en esta tesis se tiene:

DP

Fpresion + FCoriolis + Fcentrifuga + Fviscosa + Ffuente = Ea
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donde P es el vector de cantidad de movimiento.

Puede demostrarse que la ecuacion de cantidad de movimiento de un fluido incompresible
sujeto a las fuerzas mencionadas puede expresarse como:
Dv

pﬁz—ﬁp—zpﬁxa—pﬁx(ﬁxf)—ﬁx(ﬁxﬁ)ng (3.2)

donde %f es la derivada material de la velocidad, P es la presion, 2Q x 7 es la aceleracion de
Coriolis, Qx (Qx7) es la aceleracion centrifuga siendo Q la velocidad angular, V x (V x¥) es la ace-
leracion debido al efecto de la viscosidad y g es la aceleracion de la gravedad. [Greenspan, 1968]

Debido a que la variacion de la densidad en el termino pg no puede ser despreciada, se utiliza
la aproximacion de Boussinesq, la cual dice que en todos los términos de la ecuacion de canti-
dad de movimiento la densidad es constante excepto en el término gravitacional, en el cual se
define como una funcidon de la temperatura, lo cual es valido siempre y cuando la variacién de la
densidad sea de alrededor del 1%, para lo cual es necesario que la variacion de la temperatura
no sea mayor a 10 grados.

En esta aproximacion tenemos entonces

p = poll = B(T —To)], (3.3)

donde py es la densidad de referencia a la temperatura Ty y 0 es el coeficiente de expansion
térmica.

La densidad entonces se escribe como una constante mas una variacion, es decir: pg + dp, al
introducirlo al término fuerza de cuerpo de la ecuacion de cantidad de movimiento (ec. 3.2), se
escribe como:

1 .
o [pg] = 1/polpo + 0p]g,

o bien
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=1+ 2 g (34)
De la ecuacion de estado (3.3) se tiene:
p—po=—poB(T —Tp),
donde

p— po=9p,
entonces:

dp = —pof(T — Tp).

Sustituyendo la nueva expresion de la ecuacion de estado en la ecuacion de cantidad de mo-
vimiento, el termino se reescribe como:

= |1 2= g
Po

0

1
— [pgl = g — BT — To)g,
0o

por lo que la ecuacidon de cantidad de movimiento (ec. 3.2) queda escrita entonces como:

D'l? N - — = — — — —
po gy = VP +pog = poB(T = T0)g = 2p0Q X U= poQ x (Q x 7) = pV x (V x 7). (3.5)
Si el termino de presion se divide en dos, una presion estatica Py mas una presion dinamica P*
y se considera que en el equilibrio estatico (sin flotabilidad), las velocidades del fluido se hacen
cero, la ecuacion de cantidad de movimiento 3.5 se reduce a:

—V Py + pog = 0.
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Considerando ésto, se puede reescribir la ecuacion de cantidad de movimiento de la siguiente

manera:

_— . - .
po gy = —VP + poB(Th = )5 — 2008 x T po@ x (@ x ) =V x (Vx D). (36)

Suponiendo que la gravedad esta dirigida hacia el centro de la esfera, el termino de gravedad se

escribe entonces como:

F = —po(T — T)gF, (3.7)

donde T es la temperatura promedio del fluido, 7 es el vector de posicion unitario en cada punto,
definido por:

-

=
1

(3.8)

8y

En el caso particular que se estudia en este trabajo de tesis, el sistema gira alrededor del
eje vertical por lo que los términos de rotacion de la ecuacion 3.6 se simplifican a una minima
expresion como se muestra en el apéndice B.

3.3. Ecuacién de la energia

La otra ecuacion a tomar en cuenta es la de la energia que se que se deriva a partir de la
primera ley de la termdinamica
DE

Q+W:E (3.9)

donde @) es la tasa de transferencia de calor que ingresa o se extrae al sistema, W es el trabajo
que se realiza sobre o por el sistema y F es la energia total del sistema.

En la ecuacion de balance de energia (3.9) se deben considerar el transporte de energia hacia
y desde el volumen, la transferencia de calor por difusion, el trabajo de las fuerzas de presion, el
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trabajo de las fuerzas de cuerpo, el trabajo de las fuerzas viscosas y el término fuente de energia.

Tomando en cuenta lo anterior, puede mostrarse que el balance de energia en un volumen

de control es el siguiente:

OpE S 5 o - - .
%+V-(pz7E)=V-kVT—V-P17+p17-§+V-(27-7)+Q,
0 bien
DE = = = :
pﬁ—V-kVT—V~Pv+pv'g+V'(v'T)+Q. (3.10)

donde k es la conductividad térmica del material, 7" es la temperatura, P es la presion, v es el
vector velocidad, 7 es el tensor de la esfuerzos viscosos.

De la definicion de entalpia total y entalpia estatica, se tiene:

P 1 P P
H=F+—=(E+z0- )+ — h=c+ — (3.11)
p 2 p p

donde ¢ es la energia interna y h es la entalpia estatica.
Entonces se puede redefinir la energia total como:

P, 1
E=h-—)+=v 7.
0 2

Por otra parte se puede reescribir el termino de trabajo realizado contra las fuerzas viscosas

como:
V- @-7)=7-(V-7)+ 0,

donde ® = Tkl% es la funcion de disipacion viscosa.
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Aplicando la nueva forma de la energia para cambiar la variable E por h e incorporando la
nueva forma del término viscoso, se tiene:

Pﬁ(h"';"'zﬁ'ﬁ)=V'kVT—V-P17+pU.g'+77.(v.T)_Fq)_,_Q

[E=Y

Desarrollando el lado izquierdo de la ecuacion se obtiene

Dh DP _ Dv

y aplicando la ecuacion de cantidad de movimiento se llega a

-

p~— ——=——G-VP=V-kVT -V -Pi+®+Q,

se puede reescribir como:

Dh DP - = - :
— — — =V . KNT —-PV - 0+0+ Q.
Py . kNT — PV -7+ 0+ Q

Recordando que h = ¢ + %,

D . L S .
P =V T+ O - PV T+ Q.

Dt
Sie ~ C,T, donde C,, es el calor especifico a presion constante, p = cte y recordando la definicion
de ®:

pC, "= =V kYT + Tkl% +0. (3.12)
l

En el caso en que la k es constante, el trabajo de las fuerzas viscosas es despreciable y no
existe término fuente, la ecuacion (3.13) se puede escribir como:
D1,

o = oV, (3.13)

donde oy = p% es la difusividad térmica en la fase liquida.
P
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3.4. FEcuacion de difusion de calor en la fase sdlida

Al igual que en el liquido, se debe tener en cuenta la ecuacion de la energia en la fase solida.
Si la velocidad en cada punto de la fase solida es igual a cero, la ecuacion (3.13) se reduce a:

0T
ot

= aSVQTS,

donde ay es la difusividad térmica en la fase solida.

3.5. Balance de energia en la interfase

Por Gltimo se debe llevar a cabo el balance de energia en la interfase el cual establece que
la diferencia entre el calor que transporta la fase liquida a la interfase y el calor que conduce la
fase sblida fuera de la interfase, es igual al calor latente del cambio de fase multiplicado por la
razon de desplazamiento de la interfase:

dX
(@)7 — (@s)7 = pQLTtT]- (3.14)

Esta ecuacion se deduce de las ecuaciones de conduccion de calor en un solido, la conduccion
de calor en un liquido, y el calor latente del cambio de fase.

o7, oT,
—hi <ax> + ks (ax>

donde 77 es el vector unitario normal a la interfase, ), es el calor latente y Sj; es la proyeccion

dSiz
dt’

= pQL (3.15)

=X

T g—x 7

normal del vector de posicion de la interfase.

Esta ecuacion es la que determina la posicion de la interfase, por lo que es importante hacer
notar que el movimiento de ésta se dara de acuerdo a la diferencia entre el calor proveniente de
la fase liquida y el calor que se disipa a través de la fase solida, por lo que si el calor entregado
por el liquido es mayor que el disipado por el solido, la interfase se movera hacia el solido, es
decir, la capa solida se fundird, si por el contrario el calor disipado por el sdlido es mayor que el
entregado por el liquido, entonces el liquido se solidificara y la interfase se movera hacia el liquido.
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3.6. Parametros adimensionales

En la dinamica de fluidos existen nimeros adimensionales que sirven para caracterizar el
comportamiento del sistema en estudio. En el caso particular del flujo que se esta analizando,
los parametros que rigen al sistema con rotacion, flotacion y cambio de fase son el nimero de
Reynolds, el nUmero de Rayleigh, el nUmero de Prandtl, el nimero de Stefan, y el nUmero de
Taylor, los cuales se definen a continuacion.

3.6.1. Numero de Reynolds

donde U y L son la velocidad y longitud caracteristicas, v es la viscosidad cinematica.

El nUmero de Reynolds representa la relacion existente entre las fuerzas inerciales (convec-
tivas) y las fuerzas viscosas, de manera que si el nUmero de Reynolds se encuentra por debajo
de un valor critico las fuerzas viscosas se imponen a las fuerzas inerciales por lo que se tiene
un flujo laminar. Si por el contrario el nimero de Reynolds es muy superior al valor critico las
fuerzas viscosas son muy inferiores a las fuerzas inerciales, por lo que se tiene entonces un flujo
turbulento.

3.6.2. Numero de Rayleigh

_ BgATL?

[Z4e%

Ra

donde AT es la diferencia de temperaturas que genera el flujo de calor.

El nimero de Rayleigh describe la relacion de los tipos de transferencia de calor que se dan
en un fluido, si el nimero de Rayleigh esta por debajo de un valor critico la transferencia de calor
es principalmente por conduccion. Por otro lado si el valor del niGmero de Rayleigh es mayor al
valor critico entonces la tranferencia de calor se da principalmente por conveccion.
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3.6.3. Numero de Prandtl

SIIIAN

El nimero de Prandtl es la relacion entre las difusividades dinamica y térmica, es un parame-
tro importante para problemas que incluyen transferencia de calor por conveccion donde existe
movimiento del fluido y conduccion de calor. Si el nUmero de Prandtl es igual a uno entonces la
capa limite viscosa y la capa limite térmica son iguales.

3.6.4. Numero de Stefan

o = Cp(Th — Ts)

QL
donde T3 es la temperatura de la interfase y 7., es una temperatura de referencia.
El nimero de Stefan representa la relacion entre la capacidad calorifica de un material y el calor
latente, es decir, la relacion de la cantidad de energia transferida respecto al calor latente del
cambio de fase.

3.6.5. Numero de Taylor

El nUmero de Taylor esta definido para un fluido en rotacion y determina la relacion entre las
fuerzas centrifugas y las fuerzas viscosas. Cuando el nimero de Taylor es mayor a un valor critico
las fuerzas centrifugas se superponen a las fuerzas viscosas.

3.6.6. Numero de Nusselt

Nu=—
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donde h es el coeficiente de transferencia de calor por conveccion.

El nimero de Nusselt local establece la relacion entre el coeficiente de transferencia de calor
local en la unidad de longitud con la conductividad térmica, es decir, la relacion entre la trans-

ferencia de calor por conveccion y por conduccion.

Del desarrollo anterior resulta un sistema donde aparecen:

la ecuacion de la energia,
VTt =0 (3.16)

la ecuacion de cantidad de movimiento en las tres direcciones,

Dvy 2 ., Ta ,  OP*

_ = = _ + * 4 2yt A7
o Rz a1 e Ra0* + V™7, (3.17)
Duv; 2 ., Ta , or* N ¥2 %
+ - = — -+ + .
e T ERUL T 4 s Rab™ + V™3, (3.18)
Duvj oP* 9
D o Rab™ + V*u3; (3.19)
la ecuacion de la energia en la fase liquida,
‘DH?< — 1 *2
D — Pr (V*26r] . (3.20)
la ecuacion de difusion en la fase solida,
89: —_ 1 *2 N
o0 = pr VO] (3.21)
y el balance de energia en la interfase,
o00; 00% 1 ds*
- + k, ) == : 3.22
<833’*> <833’*> St dt* (3.22)

Este sistema de ecuaciones se resuelve con los métodos descritos en el capitulo 4 y cuya
adimesionalizacion se desarrolla detalladamente en el apéndice A.






Capitulo 4
Algoritmo numeérico

Los métodos numéricos son herramientas matematicas utilizadas para resolver, principalmen-
te, ecuaciones diferenciales cuya solucién analitica es muy complicada o simplemente inexistente.
Los metodos numéricos son traducidos en algoritmos computacionales capaces de resolver siste-

mas complejos por medio del computo numérico.

En este capitulo se describen brevemente los métodos utilizados en la resolucién del sistema

de ecuaciones planteado en el capitulo 3.

4.1. Meétodo de los elementos espectrales

El método numérico utilizado para resolver las ecuaciones planteadas en el modelo ma-
tematico es el de los elementos espectrales. Este método combina la generalidad del método
de los elementos finitos con la exactitud de las técnicas espectrales. En la discretizacién de los
elementos espectrales, el dominio computacional es dividido en una serie de elementos, y la velo-
cidad en cada elemento es representada por un interpolante Lagrangiano de alto orden a través

de puntos de colocacién de Chebyshev. [Patera, 1983]

Los métodos espectrales consideran la expansion de la solucién de la ecuacion diferencial en
una expansion ortogonal de alto orden, donde los coeficientes de ésta estan determinados por
una técnica de proyeccion de residuos pesados. Las aproximaciones se vuelven de orden infinito

si las funciones de expansién son seleccionadas apropiadamente.

El método de elemento finito es, en el sentido mas general, una técnica de residuos pesados
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aplicada a las series de expansién, cada una con dominio sobre una pequena region del espacio,
(elemento). Cuando la técnica de los residuos pesados depende directamente del principio de
asociacion variacional, la continuidad de las condiciones de frontera natural estd implicitamente

satisfecha en las fronteras del elemento como parte del proceso de convergencia.

Al ser un método hibrido recopila las ventajas de los dos que lo componen, por lo que se
puede tener una expansién polinomial de la solucién en cada uno de los elementos de la malla

asegurando la continuidad de la solucién en las fronteras de cada elemento.

Una de las ventajas significativas de este método es la posibilidad de reducir considerablemen-
te el niumero de elementos que componen la malla, debido a que la precisiéon del método se puede
modificar también incrementando el grado de los polinomios de interpolacién, esto se traduce
directamente en un menor tiempo de computo ademads de permitir la implementacion directa de

algoritmos como el de la esféra cibica (cubed sphere) y su aplicacién en geometrias complicadas.

4.1.1. Funciones de expansion

Al resolver ecuaciones diferenciales con métodos numéricos, no es posible hallar la solucién

exacta de la ecuacion a resolver

L(u) =0, (4.1)

por lo que se debe hacer una aproximacién polinomial de la funcién solucién que se esta buscando

u = ug + Z w(£) D4 (), (4.2)

L(u®) = R(ud), (4.3)

que es equivalente al error en la solucién. Por lo tanto el objetivo del método numérico es hacer
que ese residual sea lo mas cercano a cero, es decir aproximar lo mas posible la solucién numérica

a la solucién real.

L(u®) = R(u®) (4.4)

El método de los residuales pesados, define el producto interno entre funciones

(f.9) = /Q F(2)g(x)dQ = 0, (4.5)
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con la finalidad de encontrar una funcion cuyo producto interno con el residual sea igual a cero

(funcién de peso), es decir, que el residual, pesado por la funcién de peso sea igual a cero.

Entre mayor sea el nimero de puntos con los que se aproxima la solucién, més cercana esta a
la solucion real por lo que es vélido decir que la solucién aproximada es muy cercana a la solucion

real conforme NTP — oo .

Existen diversos métodos para definir las funciones de peso. En el método de colocacion
se definen las funciones de peso como funciones § de Dirac (las funciones § Dirac tienen las

siguientes propiedades

0(r—a)=0 T #a
/ 0z —a)dr =1

o0

| s - = fa) (4.6)

o
con lo que se garantiza que el residual sea cero en cada punto, es decir, que la funcién es exacta

en cada punto de colocacion.

Entonces el residual pesado se escribe como:

(v()j, R(u’)) = /(5(96 - 25), R(’))dz = R(u’(z;,1)) = 0.
Q
En el método de volumenes finitos el dominio €2 se divide en subdominios y las funciones de

peso se definen como 1 dentro de su subdominio y 0 fuera de este. En este trabajo se utiliza el
método de Galerkin (secc. 4.1.3).

4.1.2. Definicion de los puntos Gauss - Lobatto - Legendre en el dominio
fisico
Para este trabajo se definieron 12 (doce) sectores de anulo esférico, los primeros 6 (seis) que

corresponden al dominio del material interno y los 6 (seis) restantes del dominio del material

externo.

Cada uno de estos sectores se cred a partir de 7 (siete) cubos, que se mapearon, con las rela-
ciones del algoritmo de la esfera cibica (seccién 4.2) hacia siete esferas concéntricas de las cuales

se obtuvieron 343 puntos dentro del dominio esférico que fueron transportados a un dominio
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estandar con un sistema de coordenadas local (r, s, t) definido de -1 a 1 en cada uno de sus ejes.

Una vez en el dominio estandar se credé una expansion polinomial isoparamétrica para la

posicién de cada punto definida como:

343
T = G171 + Paxa + P3w3 + ... = Z i
i=1

donde x es la posicién del punto donde se esta calculando, ¢; es la funcion de expasiéon en cada
punto 4, y ; es la posicién de cada uno de los 343 puntos definidos en el dominio estandar . La

definicién de las funciones de expansién que se utilizan se trata en la seccién 4.1.3.

Lo anterior nos permite conocer la posiciéon de cualquier punto dentro del dominio estandar
siempre y cuando se conozca la posicién de los puntos base definidos, y como esos puntos estan
definidos en el dominio fisico, se conoce la posicién de cada uno. Como se trata de una expansion

isoparamétrica, se puede entonces conocer cualquier propiedad en cualquier punto del dominio.

Para acoplar esto al método de los elementos espectrales se buscan los puntos Gauss - Lobato
- Legendre (GLL) (seccion 4.1.4) dentro del dominio estandar, y se calculan con la expansién y
asi se pueden mapear de regreso al dominio fisico de la esfera. En este caso se definen 113 = 1331

puntos GLL para cada uno de los 12 sectores que componen las 2 esferas.

4.1.3. Método de Galerkin (Bubnov-Galerkin)

El método de los residuos pesados no define el tipo de funcién de expansién por lo que existen

diversas maneras de elegir estas funciones.

Una variacién del método de Galerkin es el método tau, en el que v(z); = ¢;(z), ademas
las funciones de expansién no satisfacen las condiciones de frontera, éstas son forzadas por una

serie de ecuaciones adicionales.

Otra variacién del método es la aproximacién de Petrov - Galerkin, en la que las funciones de
peso v(z); son diferentes de las funciones de expansién ¢;(z). Este es utilizado en los métodos

libres de mallas donde las funciones de expansién (MLS), estan definidas por los puntos vecinos

'En la figura 4.1 se muestra un ejemplo con 3® puntos, en el caso de este trabajo se definen 7% puntos para

cada sector.
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Figura 4.1: Ejemplo de la definicién de los puntos dentro del dominio estandard
mientras que las funciones de peso son splines de cuarto orden.

En los elementos espectrales se utiliza el método de Bubnov - Galerkin en el que las funciones

de peso son exactamente iguales a las funciones de expansion ¢, con lo que se tiene:

(v(2);, R(u)) = (5(), R(u?)) = /Q (6;(x), R(u®))dz = 0

estas funciones estan definidas a partir de polinomios de Lagrange, lo cual garantiza la ortogo-

nalidad entre ellas.

Adicionalmente se tiene que cada funciéon de expansién satisface las condiciones de frontera
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4.1.4. Cuadratura de Gauss - Lobato - Legendre

Por lo descrito en la seccién 4.1.1, se tienen funciones que es necesario integrar sobre cada

dominio elemental, y se debe hacer de forma numérica a través de una suma finita de la forma:

1 Q-1
[ a(ds = 3 wiae)
- =0

donde w; son los pesos y &; representan la absisa de () diferentes puntos en el intervalo —1 <
& <1

Dentro de las miltiples formas de integracién niimerica se encuentra la Cuadratura Gaussiana,
la cual define a las funciones u(£) como polinomios de Lagrange y a los pesos w; como integrales
de polinomios de Lagrange. En este caso en particular, se utiliza la cuadratura Gauss - Lobatto
- Legendre. Esta cuadratura emplea las absisas de los puntos que incluyan ambos extremos del

intervalo, es decir £ = +1. Entonces los pesos y las absisas se definen de la siguiente forma:

-1 1=0
gi = é.l'lLlLQ,Q L= 172’3747 7Q -2
1 1=Q—1
2
w? = i=0,1,2,..,Q —1

Q(Q = D[Lo-1(&)P
donde Lg(&) es el polinomio de Legendre Lg(&) = Pg’o(f).
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4.2. Algoritmo de la esfera cibica (cubed-sphere)

Al trabajar con dominios en geometrias cibicas surgen muchos problemas con el uso de
coordenadas esféricas ya que se tiene la comunmente llamada singularidad de los polos donde la
coordenada de la longitud puede tomar multiples valores, o se pueden presentar inconvenientes
con la transformacion de las ecuaciones a estas coordenadas. Una solucion préactica a este proble-
ma es el transformar el dominio esférico en un dominio cibico en el cual se puedan resolver sin
mayor inconveniente las ecuaciones, eliminando el problema de las singularidades en los polos.

[Ronchi et al., 1996]

El algoritmo de la esfera cibica (cubed - sphere) es un método para mapear los puntos de
la superficie de una esfera sobre las caras de un cubo incrito en la misma esfera (ver Fig. 4.2
2). Para lograr esto se definen una serie de transformaciones para cada uno de los sectores de la

esfera el cual se transladard a una de las caras del cubo.

THE “CUBED SPHERE™

g

VI

Figura 4.2: La esfera se divide en seis secciones las cuales corresponden a cada una de las caras

del cubo inscrito

Para transportar los puntos desde el dominio esférico hacia el cubo es necesario definir una
serie de variables auxiliares que permiten definir las expresiones de las leyes de transformacion
en cada una de las secciones. Siguiendo la notacion utilizada en la figura 4.2 se pueden definir

. . - . .
las variables £ y 7 en cada regién, con un rango [—7, 7] para construir las rejillas mostradas en
la figura 4.3. Con estas nuevas variables se definen las funciones que permitiran definir las leyes

de transformacion.

2Tomada de Ronchi et. al. 1996
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X = tan(§)

Y = tan(n)

Se pueden entonces escribir las leyes de transformacion para la seis regiones.

Region 1 Region II Region IIT
X=Y%=tan¢ XE—%:—tallqu XE—%:tangb
—z _ 1 -z _ 1 - _ 1

Y = g - tan@cosd)l Y = § - tanﬁsenqﬁl = _5 ~ tanfsen ¢

1

r=@2+y2+22)z | r=%+y%+22)2 r=(z?+y* 4 2%)2

Region IV Region V Region VI

XE—%:—taid) X=Y=tanfseng | X=-Y=—tanfsen¢
Yz—gz—m Y=-7=—-tanfcos¢g | Y =—7 =tanfcos¢

1 1 1

r=@+y*+22)7 | r=(?+y’+22): r=(2°+y’+2°)3

Figura 4.3: Vista de la superficie esférica después del proceso de mallado en el dominio ctibico



Capitulo 5

Resultados

Los casos que se estudian en este trabajo de tesis son: a) Proceso de conduccién de calor
en un fluido sin movimiento confinado entre esferas concéntricas, b) Movimiento de un fluido
confinado entre esferas concéntricas con rotacién. Niimero de Taylor subcritico (Ta < 3x10°), c)
Movimiento de un fluido confinado entre esferas concéntricas con rotacién en el rango de transi-
cién del niimero de Taylor, (3 x 10% < Ta < 1x 10°%), d) Movimiento de un fluido confinado entre
esferas concéntricas en rotacién con un nimero de Taylor supercritico (1x 108 < T'a < 3,5x10°),
e) Movimiento de un fluido confinado entre esferas concéntricas en rotacién con cambio de fase

con un niimero de Taylor supercritico (T'a = 3 x 10°).

Los resultados obtenidos para el caso de conduccién de calor se compararon con la solucién
analitica (ecuacién 5.3. Ver en la seccién A.5 la adimensionalizacién), mientras que los resulta-
dos que se obtuvieron para los casos con T'a > T'a. se compararon cualitativamente con datos
reportados en la literatura. Para los casos con Taylor en transicién y Ta < Ta. no fué posible

compararlos debido a que no hay trabajos previos de experimentos o soluciones numéricas.

5.1. Difusion

El primer caso que se simula es el proceso puramente difusivo, en el cual sélo se toma en
cuenta la parte térmica, despreciando la dinamica, para lo cual se fijan las temperaturas en las
fronteras y se anulan las fuerzas de cuerpo teniendo como resultado unicamente el campo de

temperaturas.

Para poder afirmar que la simulacién numérica reproduce satisfactoriamente el fenémeno
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fisico, es necesario validar los resultados del programa de cémputo a partir de comparar la so-

lucién obtenida con resultados analiticos, simulaciones numéricas o datos experimentales.

Para el caso de conduccion de calor se llevé a cabo la simulacién numérica en estado transi-
torio en esferas concéntricas en donde la esfera interna tiene una temperatura uniforme mayor
que la temperatura uniforme de la esfera externa. La ecuacién que se resolvio para este caso fue

la ecuacién de la energia (ver ecuacién A.24).

_rili n (reTe —riTy)(r —r;)

T
r T(Te - Ti)
2 = reT.cos(nm) — Ty nm(r—r;) —mnlnt
+— Z = “—sen Y e lre—r)?
[ " Te =T
2 = —py) —mn?x? [T o
DD DY U M / P Frysen™ D g (50
T(Te - Ti) n—1 Te — T ; Te — T

Para el estado transitorio se compararon los resultados numéricos con la solucién analitica,
ecuacién 5.1 [Carslaw and Jaeger, 1959] donde 7" es la temperatura, r; es el radio interior del
anulo, 7. es el radio exterior del anulo, 7; es la temperatura de la pared interior, T, es la tem-
peratura de la pared exterior y f(r) es la distribucién de temperaturas inicial. Como en este
caso en particular la temperatura inicial es cero, el cuarto término de la ecuacion 5.1 es cero y

la solucién se reduce a la ecuacién

_ riT; n (reTe — riT3)(r —13)

T
rm i n Te=Ti

Al tener una temperatura uniforme en la esfera interna y de mayor valor que la temperatura
uniforme de la capa externa, la distribucién de temperaturas es un arreglo de esferas concéntricas
por lo que se considera un modelo de conduccién de calor unidimensional a lo largo del radio y

se puede comparar con la solucién analitica de la ecuaciéon de difusién de calor en una direccion
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en estado estacionario (ecuacién 5.3) [Bejan and Kraus, 2003].

oF — (=D —n)
(I=mr*+(r* = 1)(n* —n)

(5.3)

1,60 T T T T 1,60 T T

* x x % Estacionaric
cono tt =008 — Scolucion Analitica

St E pr o= 0012 x=xxxxx Solucion Numerica
* K ok ok i = 0.007

* *
@ 0,50 — @ 0.50 —
B.26 - B.26 —
0. op L 1 1 L = 5. o0 L 1 1 L 1
0.o@ @.25 @.58 0.75 1.08@ 0.o@ @.25 @.58 0.75 1.08@
r* *
(a) Estado transitorio (b) Estado estacionario

Figura 5.1: Solucién analitica vs soluciéon numérica

En la figura (5.1) se presenta la comparacién entre la soluciénes numérica (simbolos) y analiti-

ca para el estado transitorio (a) y el estado estacionario (b) adimesionales, donde ©* = YT :% ,
7 €
* . T—=Ty * __ vt
=Lyt =3

Al observar las graficas se puede notar que las temperaturas obtenidas por medio de la si-
mulacién numérica mantienen la tendencia de las curvas que representan la soluciéon analitica
de un proceso puramente difusivo, con base en esto de puede afirmar que la parte térmica de
la solucién numérica esta dentro de los rangos que se pueden considerar aceptables para una

solucién de este tipo.
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5.2. Rotacion con nimero de Taylor subcritico

El sistema es sometido a una rotacién constante alrededor del eje vertical, comenzando por
un nimero de Taylor bajo (T'a = 10), para lo cual a la distribucién de temperaturas obteni-
das anteriormente se le agrega el término de fuerzas, dado por la fuerza de Coriolis y la fuerza

centrifuga (ecs. B.5 y B.6), que se producen cuando el sistema gira alrededor de un eje.

‘ |\ Xa ‘ \ Xa
ECUADOR 1 ECUADOR

St

CELDA 2

Figura 5.3: Posicién de las celdas en el plano ecuatorial.
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(b)

Figura 5.4: Forma de las celdas de flujo en un corte paralelo al plano a)meridional y b)ecuatorial.

A este régimen de giro de observa un flujo base (ver fig. 5.2) con simetria en el plano
ecuatorial (1 - z2), en este flujo cerca del ecuador se forman 4 celdas en cada hemisferio (norte

- sur) (ver fig. 5.3), como puede observarse el angulo entre las celdas (1-2), (2-3) y (3-4) es de 90°.

En la figura 5.4a, puede observarse también que las celdas tienen una forma ovalada en la
parte exterior y aplanada en el ecuador. En la figura 5.4b, que es una vista superior de las celdas

en el ecuador se observa que tienen una forma similar a las que aparecen en el plano meridional.

Si se hace un acercamiento a las celdas convectivas del ecuador, en un corte meridional (la
misma vista que en la figura 5.4a), se puede observar que el flujo va en direccién hacia el centro
de las esferas en su parte mas cercana al ecuador y retorna a la esfera exterior por la parte mas

lejana al ecuador (ver fig. 5.5).
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Xg

Figura 5.5: Direccién del flujo dentro de las celdas.

Figura 5.6: Vista frontal de las celdas.

En la figura 5.6 se tiene una vista desde el exterior de las celdas, dirigida hacia el centro de
las esferas y se puede apreciar que éstas forman un angulo respecto al plano ecuatorial, es decir

no son celdas paralelas al ecuador.

Dentro del flujo base existen también un par de corrientes desde la esfera interna hacia los
polos (ver fig. 5.7), este flujo al llegar a la esfera externa regresa hacia la esfera interna por el

exterior de las celdas descritas anteriormente.

Si se observa a estas plumas en una vista desde los polos (fig. 5.8), se puede ver que el fluido
sale muy cercano al eje de rotacién, al llegar al polo regresa por la pared de la esfera externa
hacia las celdas y posteriormente hacia el eje de rotacion por la esfera interior. Desde esta vista
el fluido forma corrientes que semejarian una geometria cuadrada, donde en cada uno de los

lados de este cuadrado se encuentra una de las celdas de flujo del ecuador.
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Figura 5.7: Vista frontal de la pluma de flujo hacia los polos

Figura 5.8: Vista superior de la pluma de flujo hacia los polos

Al incrementar la velocidad angular, el flujo base se conserva hasta un nimero de Taylor
de 10%, a partir del cual comienza a modificarse éste patrén de flujo. La grafica 5.9 muestra el
comportamiento de la velocidad en un punto del campo de flujo, desde el inicio de las simula-
ciones hasta alcanzar el estado estacionario. Esta misma grafica se reproduce cualitativamente
para los diferentes nimeros de Taylor subcriticos. No es posible hacer una comparacién de estos

resultados debido a que no existen trabajos previos, numéricos o experimentales.
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Ta = 2. E3

0 —r—— 77 T T T 1 T T T T T T T T T

Velocidad
(m/s] X 10" -3

P A T S S R T T Y Y N N
0.80 4.60 B.80 12,00 15.80 20.00 24.00 28.00 32.00 36.00 48.00

Tiempo [s]

Figura 5.9: Comportamiento de la velocidad en el tiempo para niimeros de Taylor subcriticos

5.3. Rotacion en el rango de nimeros de Taylor de transicion

(3,2 x 10° < Ta < 2,6 x 10°)

(a) (b)

Figura 5.10: Vista superior del fluido en la etapa de transicién

A partir de un niimero de Taylor de 3,2 x 10° el fluido comienza a desestabilizarse y entra
en un estado de transicién en el que los patrones de flujo se modifican (ver fig. 5.10). Esta tran-
sicién se mantiene hasta un nimero de Taylor de 2,6 x 105, a partir del cual el fluido cambia

por completo de patrén de flujo y se acomoda de una manera distinta (ver seccién 5.4) a la



5.3 Rotacién en el rango de niimeros de Taylor de transicién (3,2 x 10° < Ta < 2,6 x 163

observada tanto en el flujo base (figuras 5.2 - 5.8) como en el flujo de transicién.

Velocidad

[m/s] X 10" -3

25.@0 27.50 39.00 32.58 35.89 37.5@ 4@.80 42.50 45.00 47.50 50.00

Tiempo [s]
Figura 5.11: Comportamiento de la velocidad en el régimen de transicion

En la gréfica 5.11 se presenta el comportamiento de la velocidad en uno de los puntos del

fluido, y se puede observar la oscilacion de la magnitud del vector velocidad en el tiempo.

Para la simulaciones en el estado de transicién (3,2 x 10° < Ta < 2,6 x 10°), es necesario que
el incremento de la velocidad angular sea gradual, es decir no se puede acceder directamente a
este estado desde el estado sin movimiento, se debe comenzar la simulacion con el patron estable
e incrementar paulatinamente la velocidad angular, incluso para nimeros de Taylor mayores, es

necesario disminuir el incremento de tiempo para la simulacién.
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5.4. Rotacion con nimero de Taylor supercritico

Una vez superado en nimero de Taylor de transicién Ta > 2 x 109, el fluido presenta un
nuevo tipo de patrén de flujo. Se observa que, en general en la zona cercana a los polos, el flujo
se acomoda formando lineas de corriente concéntricas al eje vertical del dnulo, por lo que se
puede decir que en esta zona el fluido se encuentra girando en torno al eje de rotacién (ver fig.
5.12).

Figura 5.12: Vista superior de las lineas de corriente (Taylor supercritico)

Esta forma concéntrica de las lineas de corriente se modifica en el sector cercano a la esfera

interna.

En la figura 5.13 se observa que en el plano ecuatorial en una zona muy cercana a la esfera
interna, las lineas de corriente no son circulares, el flujo forma cuatro ondulaciones respecto al
perimetro de la esfera interna y las crestas de dichas ondulaciones corresponden con la posicion

en la cual se encuentran las celdas en el flujo base a bajos nimeros de Taylor.

En la grafica 5.14 se observa el comportamiento de la velocidad en un punto de campo de
flujo para un niimero de Taylor supercritico (T'a = 2,75 x 105, este comportamiento es el mismo

para los casos de Taylor supercritico que se simularon.

En la figura 5.15 se observan los campos de temperatura para Ta = 3 x 10°. Es importante
mencionar que la distribucién de temperatura se mantiene desde el estado estacionario del pro-

ceso difusivo, lo cual muestra que al haber sido cancelado el término de gravedad, el efecto del
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Figura 5.13: Lineas de corriente en el plano ecuatorial

Ta = 2.95 E6

Velocidad
] X 10°-3

[m/

7 N SN U NN RN A SN NN T (N GRS U I N )

@80 46D A.00 1200 1500 20,00 24.00 3800 .00 In.00 40,03

Tiempo [s]
Figura 5.14: Comportamiento de la velocidad en el tiempo para nimeros de Taylor supercriticos

gradiente de temperatura es practicamente nulo sobre el campo de velocidades.

Estos patrones de flujo se pueden comparar cualitativamente con trabajos publicados an-
teriormente [Koschmieder, 1972]. En la figura 5.16a se presenta la fotografia! del patrén de
conveccion en anulos en rotacién con un gradiente de temperatura negativo, se observan cuatro

olas al igual que las reproducidas en los patrones obtenidos en esta tesis (figura 5.16b).

Koscmieder (1972) reporta que para un gradiente de temperatura negativo, la transicién del

régimen de vortices es una funcién fuertemente dependiente de la velocidad angular €.

'TFotograffa tomada de [Dike, 1982]
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Figura 5.15: Isocontornos de temperatura.

™

% -

(a) Conveccién en dnulos en rotacién con un gradiente de (b) Lineas de corriente a nimero de Taylor su-

temperatura negativo [Koschmieder, 1972] percritico

Figura 5.16: Patrones de flujo en el plano ecuatorial
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5.5. Rotacién y cambio de fase (Taylor supercritico)

En este caso se agregd el proceso de cambio de fase a los patrones obtenidos con un alto
numero de Taylor, con la finalidad de analizar el efecto que tiene sobre el flujo la disminucién
del tamano de la cavidad en la que esta confinado el fluido en estudio, es decir la solidificacion

del material desde la esfera exterior.

La fase solida se dej6 crecer hasta que la malla computacional se deformé de tal manera que
los puntos se sobreponen y la integracién ya no es posible (Jacobiano igual a cero) por lo que el

programa se detiene.

(a) Inicio del crecimiento de la corteza (b) 50 % de crecimiento de la corteza

(¢) Méximo crecimiento de la corteza

Figura 5.17: Lineas de corriente en el proceso de cambio de fase
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En la figura 5.17 se muestran las lineas de corriente del flujo, a) cuando el proceso de cambio
de fase inicia (t=0), b) cuando la corteza ha llegado al 50 % de su crecimiento (¢t = 1,1seg.) y ¢)

en el maximo crecimiento de la fase sélida (¢t = 5,56seg.).

Cuando se tiene el proceso de cambio de fase (solidificacién) desde la esfera externa, el ntiime-
ro de Taylor sufre una variacién dindmica debido a que el radio del danulo se va disminuyendo
conforme la fase sélida crece, por lo que se esperaria que al crecer la corteza sélida los patro-
nes de flujo regresen a la forma del flujo base (seccién 5.2). En el caso particular de esta tesis
el nimero de Taylor que se logra en el maximo crecimiento de la corteza es de 2,7 x 10%, sin
embargo los patrones de flujo no regresan al flujo base debido a que el cambio de fase se dié de
manera muy rapida y la inercia no permitié al fluido cambiar de patrén de flujo. Los patrones
observados en el maximo crecimiento de la capa sélida son méas bien similares al flujo de Taylor

supercritico (seccién 5.4).

Figura 5.18: Isocontornos de temperatura

En la figura 5.18 se observan los isocontornos de temperatura en el maximo crecimiento de la
capa sélida, se puede ver que aun con una capa liquida de aproximadamente el 30 % del tamano
inicial, los isocontornos siguen siendo concéntricos, es decir se mantiene la misma distribucién

de temperatura radial en el anulo.
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Velocidad

[m/s] X 10 -3

gogp L— L1 bbb 1
Q.90 1,98 2.0@0 2.0 4.00 5.0 o©.@@ T.¢@ 2.08 9.50 10.08

Tiempo [s]

Proceso con cambio de fase

Figura 5.19: Comportamiento de la velocidad con el cambio de fase

En la grafica 5.19 se observa el comportamiento de la velocidad en el tiempo, con el proceso
de cambio de fase. La velocidad se reduce debido a que el tamano de la cavidad que contiene
al fluido se hace mas pequena conforme transcurre el tiempo hasta llegar al punto donde los

puntos de la malla computacional se sobreponen y el programa se detiene.

5.6. Simulaciones con polinomios de grado menor

Ademsds de las simulaciones con polinomios de grado 11, también se realizaron cédlculos en
sistemas formados con polinomios de grado igual a 9, es decir 729 puntos por cada sector de las

esferas y con polinomios de grado 7 y 343 puntos por sector.

Para las simulaciones con polinomio de grado 9 los resultados son muy similares a los obte-
nidos con el polinomio 11, con una razén en el tiempo de cémputo de aproximadamente 1 : 3,
sin embargo para el polinomio 7 el sistema sélo es estable en nimeros de Taylor muy bajos,
del orden de 500, ya que para numero de Taylor mayores el sistema pierde convergencia en la

solucién y termina por indeterminarse.






Capitulo 6

Conclusiones y trabajo a futuro

6.1. Conclusiones

Se demostré que a bajo nimero de Taylor existe un patrén de flujo base, simétrico en el
plano ecuatorial, formado por ocho celdas de flujo ubicadas en las proximidades del ecuador, y
dos corrientes desde los polos de la esfera interna hacia los polos de la esfera externa que regre-

san de la pared de la esfera externa al exterior de las celdas del ecuador y hacia el eje de rotacion.

Se encontré también que hay un rango de niimeros de Taylor de transicion en el cual el fluido

se desestabiliza y pierde el patrén de flujo base.

Una vez superado en ntmero de Taylor de transicion el flujo de reacomoda de una forma
muy distinta a la observada en el flujo base y en el rango de transicion, en este rango supercritico
el fluido gira en torno al eje de rotacion en las zonas préximas a los polos y en la zona adyacente

al ecuador forma cuatro ondulaciones alrededor de la esfera interna.

Se determind que para el proceso de solidificacién desde la esfera exterior se requiere de un
tiempo suficiente para que el fluido pierda la inercia del movimiento inicial y pueda adaptarse a

las condicioens de la cavidad que se estd deformando.

A partir de los resultados obtenidos se puede decir que el método de los elementos espectrales
acoplado con el algoritmo de la esfera cibica es una buena herramienta para la solucién de pro-
blemas de la dindmica de fluidos en los cuales se involucren geometrias esféricas, ya que permite
una buena aproximacion a los resultados sin la necesidad de hacer una compleja discretizacion

del dominio y sin recurrir tampoco a las coordenadas esféricas.
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A pesar que un alto grado del polinomio nos genera una precision mayor, se puede utilizar
un numero de puntos menor sin que se afecten cualitativamente los resultados, por lo que se
pueden tener resultados con grados del polinomio de nueve lo cual se traduce directamente en

una disminucion considerable del tiempo de cémputo.

Si bien el reducir el grado del polinimio reduce considerablemente el tiempo de cémputo,
existe un limite a partir del cual la solucién pierde convergencia y se hace sumamente dificil
encontrar u obtener resultados que puedan ser correctos; en el caso de este modelo ese limite
inferior es 9 ya que con un polinomio de grado 7 existen problemas de convergencia de conside-

racion.

El modelo propuesto puede servir como base para la creacién de un modelo muy complejo
de la dinamica terrestre, tanto interna como externa, en el cual se consideren aspectos como la

gravedad, el campo magnético y la atmosfera.

6.2. Trabajo a futuro

Los resultados que hasta el momento de obtienen de este trabajo no son en manera alguna
concluyentes respecto a la linea de investigacién que se estd siguiendo por lo que es importante

hacer el planteamiento de una serie de pasos siguientes dentro de la investigacién.

Dentro de los aspectos que deben ser estudiados y evaluados se encuentra el cdlculo del tiem-
po necesario para que el fluido pueda cambiar de un estado supercritico a un estado subcritico

durante el proceso de cambio de fase.

Lo siguiente es agregar el término de gravedad radial y la inclusién de campo magnético para

acercar el modelo a la dindmica interna de la Tierra.

Otro punto importante que se debe tomar en cuenta para mejorar los resultados que se pue-
dan tener, es el incremento del grado de discretizacién del dominio computacional ya que con
la discretizacion actual se pierden detalles que pudieran ser muy importantes, ademas con la
incorporacion de la tercera capa se hace necesario un mayor nimero de puntos ya que al ser la

capa mas externa se tiene una mayor dispersion en la informacion.
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Un paso importante en este trabajo es la paralelizacién del algoritmo computacional para
poder hacer un uso intensivo del equipo de computo con el que se cuenta, ya que en las condi-

ciones actuales se tiene una muy importante subutilizacién de recursos.

El paso mayor dentro de este trabajo es la incorporaciéon de una tercera capa exterior en
la cual se simulen las caracteristicas de la atmosfera terrestre ya que esto permitird estudiar la

interaccion entre las capas internas de la Tierra con la capa exterior donde se desarrolla la vida.






Apéndice A

Adimensionalizacion de las

ecuaciliones

A continuacién se describe el procedimiento para adimensionalizar las ecuaciones

V-7=0, (A1)
O | L el 08~ BB = . 9
E—FU-VU—FQQXU—FQX(er):——VP+g+VVv, (A.2)
P
or - o*T  8°T 0T
= L §-VT = . A3
ot v O‘[ax% Ox3 83:%] (A-3)

Se definen los parametros adimensionales.

* _ d * _ * _ U
’Ul—;’l)h 1’1—71, t —d—gt,
* _ d * __ T2 x _ T-Tp
vy =3va, w3 =1, 00 =z
x _ d * 23

US—V/U37 l‘g—d.

Despejando las variables dimensionales como funcién de los parametros adimensionales:

viv * d>t*
vllea ZClId.’L‘l, l= v
2
14
vy = 27, mg =das, T =60*"AT + Ty,
2
14
03:%, x3 = dx3.

En el caso estudiado, el sistema gira en torno al eje z, por lo tanto, los términos de las fuerzas

de Coriolis y centrifuga se simplifican, como se muestra en el apéndice B.
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v 0%}

A.1. Ecuacion de continuidad
8v1 8v2 8v3
D Rt s A4
81‘1 81‘2 81‘3 ( )
sustituyendo los parametros adimensionales:
v ovy v ovy v ovy 0
dd 0z7  ddOx3 = dd Oz} N
v [Ovy  Ovs  Ovi
7130 T Tz | =
d? |0z Oz Ox}
ovi  Ovy  Ovy 0
Oxzy Oz Ox} N
o bien:
V7 =0 (A.5)
A.2. Ecuacion de cantidad de movimiento
8’01 87)1 E)vl 87)1 2 1 8P _822)1 82’1)1 822)1_ -
— — — — =2 — = — A.6
ot UL ox1 2 0xo TUs Oxs V2003 W3 ox Tty i 8:1:% 83:% 8:1:% | i (A6)
81}2 81}2 82}2 81}2 2 -1 0P _022}2 62’02 022}2_ -
— —= —= —=+2 — = — AT
ot U1 ox1 2 0xo +U38x3 VWS T WaT 0xo Tty i 81‘% 83:% 81‘% | i2 (AT)
82}3 82}3 81}3 82}3 1 0P 02’03 62’03 022}3 -
773 Zs i) it . A8
ot "oz " 0m | P0zs pom BTV |02 T o 02" (A4.8)
Desarrollando el término de la primera direccion:
8’01 87)1 87)1 87)1 2 1 8P 82’1)1 822)1 822)1
— — — — =2 — = —— . (A9
ot —H)laxl UanQ —H}38x3 V23 Wt ox1 toLtv 83:% * 8:1:% * 8:1:% (A-9)
Sustituyendo los parametros adimensionales:
Su* . v O . v O . OUF . 110P
Faor i Gias + SV diae T VS diom — 2hviws — win = “odor +B8(T - To)0
v 0%} v 0%}
tv 2 *2 72 *2
dd? Ox7 dd= Oz%

dd? 932 |’
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ov} L 0] L O0vf 81}1 v 9 1 OP 0%y 0%y 0%}
—2—viw3— =—— 0*AT
B [&t* T g T2 g UL = T HAOTAT g1 + 5 |os =t o+ o
ov} L Ov] L Ov] L O] d? 3 5 d> oP d? .
[87&* + vq Bt + vy By + v3 Bt - 27v2w3 o awWsn = _Waff — + V™1,
(A.10)
Si se define una presién adimensional y un radio adimensional:
P* = ]; =4
d2
se puede reescribir la ecuaciéon A.10 como
Dvi  2d%ws , d*w? ﬁdgATgl
— — f=— 0* + V207, A1l
Dt* v 2 2 1 83:’{ + V2 U1 ( )
y recordando la definicién de los niimeros adimensionales:
3
Ta=4%L Ek =% Ra=005T0
la ecuaciéon A.11 finalmente queda escrita de la siguiente manera:
Dvj 2 , Ta oP*
e I Rab* V*Q A12
Dr- T EE™ T 41T Ty 0T (A.12)
FEn la segunda direccion:
81}2 81}2 62}2 8 2 -1 0P 622}2 62’02 622}2
ot v+ +2 = ———+g2+ + . (A13
at " Lowy o, ”38933 s st oz T2 002 T ong Tang | A1)

Se reescribe la ecuacién A.13 como:

Dvy  2d%ws , d3 oP*  Bd3*ATgs

— 2 %
D+ D Bl e e o + 2 0" + V*u3, (A.14)
o bien:
Dv; 2 Ta oP* 2,
—] — —715 = Rab* * A.15
Dt*+Ekzv1 T2 8*+ ad* + Vv ( )

En la tercera direccion:

87)3 8113 81;3 87)3 -1 8P 821}3 827)3 827)3
= -2 —— = A.16
ot +Ulaxl+v28$2+2}38x3 P 8x3+93+y ox 2 * 83:2 * 83:% ’ ( )
o:
Dv;  OP*

+ Rab* + V*2u3. (A.17)
3
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A.3. Ecuacion de la energia

2 2 2
or or or or [8 T 0°T 0 T} (A18)

5 tv +v + +
201y POy | 0a2 " 922 | 0a?

Sustituyendo los parametros adimensionales:

ATV@_’_K AT 00* v A_@_Fz LAT 06" AT829*+AT829*+AT829*
2 ot dt d82 2 d Ox3 d? d@}‘)_ d? Ox1? d? Oxs? d? oxs?]’
00" 00* L 00 00" 9%0*  9%0*  9%0*

= A.19
TR P axJ [81‘*{2 g 8:1:§2] (4.19)
o bien:
o0* L 00* , 00* L 007 0%0*  0%0*  9%0*
A.20
o T Voar T 0m T B T [83:’{2 oy ax;;J (A.20)
Retomando la definicién del nimero de Prandtl:
00* n L 00" n L 00" . 00* 1 [0%0* n 0%0* N 020" (A.21)
_ V41— Vo — Vog—/—/—/— = —— .
ot* Yot " P0xs T POxs  Pr|ow? oxyr 0x]’
o de forma vectorial:
Do* 1 9
= — [V™0*|. A.22
Dt*  Pr [V o ] ( )
En la fase solida, la ecuacion de difusién tiene la siguiente forma:
or 0*T  &°T 9*T
° A.23
at ~ |02 T oz T 02 (4.23)
por lo que en su forma adimensional se escribe como:
* 1
o _ 1 [(V*26+] . (A.24)

ot* Pr
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A.4. Balance de energia en la interfase

Se adimensionaliza también la ecuacion de balance de energia en la interfase,

a1} o1\ . dS
k (8) Tk ( %) — ™ (A.25)

para lo cual, se definen los siguientes parametros adimensionales:

x _ Ts—Ty - X * _ Qp
HS_T? .’L‘—E, t—ﬁt,
x _ 11—To x* _ S _ ks
01 - AT > S — h kr_kl'

Despejando los parametros dimensionales, se tiene:

T=0:AT+Ty, @=z*h, t=""

ap

T=0;AT +Ty, S=Sh, ke=k k.

Sustituyendo los parametros adimensionales en la ecuacién A.25, se obtiene:

907 AT 90 AT dhs®
—k < oI > + kik, <W> = PQL - (A.26)

Q)
Si se reagrupan los términos, la ecuacion se puede reescribir como:

067 90°\  pQrh hay dS*
_ (9% = Doy 657 A2
(a:z*) Tk (a:z*) RAT 72 de (A.27)

Sustituyendo la igualdad «; = p%, y simplificando los términos equivalentes, el balance de

energia queda como:

067 00:\ Qi dS*
_ g (205 = . A2
(83?*) + (83?*) C,AT dt* (A.28)

Recordando la definicién del nimero de Stefan, la ecuacién finalmente queda,

00; 005\ 1 ds*
- <af*> + By <af*> = ¢ g (A.29)
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A.5. Solucion analitica de la difusion en estado estacionario

Para adimensionalizar la solucuén de la ecuacién de difusion en la direccién radial (ecuacién

A.30),

1_ 1
T= (Ti - Te) i — ri + Tea (ABO)
T Te

se definen los siguientes parametros y variables adimensionales:

x _ T-Te * _ r—nrg — Ti
@ T Ti-Te r= re—ri’ n= re’

Se despejan las variables dimensionales como funcién de los parametros adimensionales:

T= (T —t)O"+ T, 1=_(re—r))r*+r.

Sustituyendo T como funcién del ©* en la ecuacién A.30 se tiene:

1_1
(T —T)0" +Te = (T; - Te) | T—7 | +Te. (A.31)
i Te
Reduciendo la ecuacion A.31:
1_1 et rire(re — 1)
OF — 11“ rle _ r:ieri _ ile e_ Z, (A32)
el fen r7re(re — 14)
o bien,
0" = % (A.33)
e (3
Sustituyendo r como funciéon de r* en la ecuacion A.33:
o — TiTe = ril(re — 1i)r* 4 ] (A.34)
[(re —r)r* + 1) (re — 1)’
desarrollando los productos del numerador:
. TiTe — TiTert + 12t — 12
@ = L v . (A35)

(re = 7i)[(re = ri)r* + ri]
Factorizando los términos del numerador y desarrollando el producto en el denominador:
C_)* — (Tﬂ‘e)(l - T*) + T?(T* - 1) , (A36)

re —13)(Te — ri)T* + (16 — 13)75
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la ecuacién A.36 se puede escribir como:

(r* = 1)(F = rire)

0Ff =
r* — 2r.rr* + 7"127“* + rer; + 7“2-2

2
Te

Factorizando el denominador, la ecuacién A.38 se escribe como:

o (7 = 1)(r2 ~ rire)
(r2 —rire)r* + (r2 — rire)r* + rire — r?’

o bien:

. (r* = 1)(r} —rire)
o = (r2 —rire)(r* — 1) + (r2 — rire)r*’

Sacando el inverso de la ecuacién A.39:

i — ,rg - TB;’i)T* + 1’
O (r* = 1)(r7 —rery)

y sustituyendo la relacion de radios 1 en la ecuacion A.40:

1 (Tg - Tem“e)?”* (1 - )
— = +1= + 1.
©  (r=1Ln*rZ —nrg) (r* =1)(n* —n)
De la ecuacién A.41 se obtiene finalmente
o — (r* = 1)(n* —n)
(I=mr*+(r* = 1)(n?—n)

(A.37)

(A.38)

(A.39)

(A.40)

(A.41)

(A.42)






Apéndice B

Simplificacion de los términos de

rotacion

Debido a que el sistema gira alrededor del eje vertical, los términos O x (Q X T)y 200 x 7 de

la ecuacion 3.6 se simplifican de la siguiente manera:

Desarrollando en notacion indice el término de aceleracion centrifuga se tiene:

-

Q X (Q X F) = wiwjrl-fj — wiwirjij
= wlerlfj + wajrggj + wgw]'T‘g;j - wlwlrﬂj — w2w2rﬁj — w;gw;grﬁj
= (w1r w1 + warawy + W3rswi — WiwiT] — Wawal1 — w3w3r1)'71
+(UJ17“10J2 + wWaraqw9 + W3rgwa — WiwWirg — WoawWorg — UJ30J37“2)ZQ

(w1 ws + warsws + wW3rsws — wWiw1T3 — WaWal's — Wawsrs)is. (B.1)

De igual manera para el término de aceleracion de Coriolis:
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2@ XU = 2eijkwwﬁk
= 261jkw1vﬁk + 262jkWQ’UjZk + 263j]€W3’szk
= 261 15W1V17% + 2€195W1V20), + 2€134,W1V30k
2601 W1 ik + 260, WoV20) + 2€231WaV3T,
+2€315W3V11k + 2€325W3V20% + 2€335W3V3 Tk
= (2&)27)3 — 2&)37)2);1
+(2W3’U1 — 2&)1’03);2

+(2w1v2 — 2&)2’01)53. (B.Q)

Considerando que el sistema gira con una velocidad constante en torno al eje 23 (z), es decir,
que las componentes del vector velocidad angular  en la direccién z1 (z) y en la direccién z,
(y) son iguales a cero y la componente en la direccién z tiene un valor constante; entonces se

puede reescribir el término de la fuerza centrifuga de la siguiente forma:

-

(W3W3T‘1);1 + (w3w3r2)12. (BB)

De manera semejante el término de Coriolis se escribe como:

(—2&132}2)51 + (2&)32}1);2. (B.4)

Para agregar estas fuerzas al programa de cémputo, los términos de las fuerzas centrifuga

(ec. B.3) y de Coriolis (ec. B.4) se escribieron de la siguiente forma:

F, = pow’x
r = ) centrifuga, (B.5)
Fy = powY
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F,=-2
’ PO L Goriolis (B.6)
F, = 2powuv,

donde la w el la velocidad angular con la que gira el sistema en torno al eje vertical (z) , v,

y vy son las componentes en x y y de la velocidad en cada punto, respectivamente.
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