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FACULTAD DE INGENIERÍA
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confiado en mi.

Al ingeniero Mart́ın González:
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Al doctor Rubén Ávila:
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3.6.6. Número de Nusselt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

Neevia docConverter 5.1
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5.4. Rotación con número de Taylor supercŕıtico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

5.5. Rotación y cambio de fase (Taylor supercŕıtico) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
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Bibliograf́ıa 66

Neevia docConverter 5.1
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Re Radio exterior

Ri Radio interior
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m
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L Longitud caracteristica [m]

Neevia docConverter 5.1
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Motivación

Vivimos en un planeta que se encuentra en constante movimiento y por lo tanto está someti-

do a cambios tanto interna como externamente. Los cambios externos son fácilmente apreciables

y por lo tanto conocidos y estudiados ya que al ser habitantes de la superficie del planeta estamos

constantemente expuestos a ellos, sin embargo los cambios internos son más dif́ıciles de apreciar

por lo que ha sido necesario crear modelos que nos permitan analizar y comprender los procesos

que por su naturaleza sui generis nos es dif́ıcil estudiar directamente.

En una parte importante de los procesos naturales e industriales con transferencia de calor

está presente el fenómeno de cambio de fase sólido-liquido. En la industria están los procesos de

fundición, la formación de aleaciones, los procesos de soldadura, etc. En la naturaleza encontra-

mos la formación y el deshielo de los polos, la solidificación del magma volcánico en la superficie

y la formación de la corteza terrestre.

Casos particulares se dan cuando el material se encuentra contenido dentro de geometŕıas

que se pueden considerar infinitas en una dirección, como una tubeŕıa que se congela, o en cuer-

pos finitos y totalmente cerrados como una cavidad cúbica o esférica que se calienta o se enfŕıa.

Uno de los procesos internos de la Tierra que es el que da origen a la dinámica interna y

por lo tanto es importante estudiar, es el movimiento del material que conforma el interior del

planeta aśı como la transferencia de calor desde el núcleo hacia la corteza.
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2 Introducción

Los estudios basados en evidencias śısmicas realizados para conocer la composición interna

de la Tierra, muestran que nuestro planeta está formado por un núcleo interno sólido, formado

principalmente de hierro y ńıquel, recubriendo a ese núcleo sólido hay un núcleo ĺıquido formado

fundamentalemte de aleaciones de hierro. Mas externamente se encuentra el manto, formado por

rocas semisólidas, principalmente silicatos. Y finalmente la capa externa muy delgada respecto

a las anteriores llamada corteza terrestre, sobre la cual se desarrolla la vida.

En base a lo que se puede observar en las erupciones volcánicas y a los estudios mencionados

anteriormente, se puede considerar que el material que se encuentra dentro del planeta es una

mezcla de ĺıquidos y gases contenida por la corteza terrestre, que al estar sometido al movimiento

terrestre genera un flujo que está dentro del campo de estudio de la mecánica de los fluidos.

El estudio de la convección térmica en cavidades esféricas en rotación es de interés para la

f́ısica interna de los planetas como una forma de tratar de entender lo que sucede entre el núcleo

y la capa externa.

En este trabajo se realiza la modelación matemática y simulación numérica de los procesos

convectivos difusivos de un sistema esférico el cual puede considerarse como una aproximación de

los fenomenos que se presentan en el interior del planeta. Se lleva a cabo la simulación numérica

del proceso de cambio de fase que da paso a la formación de la corteza terrestre. El trabajo

tiene como finalidad el contar con un modelo que se aproxime a la compleja serie de sucesos

que se dan dentro de la corteza terrestre, para tratar de entender y predecir fenómenos como el

crecimiento y deformación de la corteza terrestre, y tratar de explicar el por qué de la existencia

de hielo en los polos, la existencia de desiertos y zonas tropicales o el alineamiento de los ejes

volcánicos en ciertas regiones del planeta.

Este trabajo tiene aplicación también en el estudio de los procesos de fundición y solidifica-

ción en moldes esféricos, en particular en la fabricación de esferas huecas en donde es importante

conocer la forma de la región que se está solidificando dentro del molde (corteza), lo que permite

posteriormente predecir las propiedades mecánicas de la esfera.
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1.2 Objetivo 3

1.2. Objetivo

Visualizar y animar en realidad virtual inmersiva los campos tridimensionales (velocidad,

temperatura, presión) del fluido confinado entre esferas concéntricas con rotación y cambio

de fase.

Visualizar y animar en realidad virtual la deformación tridimensional de la interfase (sólido-

ĺıquido).

1.3. Antecedentes

En esta sección se describen algunos conceptos necesarios para entender el tipo de fluido y las

consideraciones f́ısicas y matemáticas que se utilizan posteriormente en los modelos. Además se

presenta una revisión de la literatura publicada lo cual sirve como base para apoyar el desarrollo

de la investigación.

1.3.1. Flujo incompresible

Para facilitar el estudio de los fluidos se han hecho diversas clasificaciones y una de ellas es

de acuerdo a la variabilidad de su densidad al ser sometidos a cambios de presión o temperatura.

Se dice que un fluido es incompresible cuando al ser sometido a cambios de presión, su den-

sidad varia por debajo del 1 %, por lo que se desprecia esta variación y se puede considerar que

dicha densidad es constante. Esto permite simplificar las ecuaciones de la dinámica de los fluidos

y como consecuencia los cálculos para resolverlas.

1.3.2. Convección Rayleigh - Bénard

La convección Rayleigh Bénard es una inestabilidad que se presenta en un flujo confinado

entre dos superficies y es provocada por la diferencia de temperatura entre ellas, es decir una de

las superficies está a una temperatura constante, mayor a la temperatura de la otra superficie

la cual también es constante. Esto provoca un movimiento en el fluido debido a la variación de

la densidad provocada por la diferencia de temperaturas.
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4 Introducción

Este flujo es t́ıpicamente formado por celdas convectivas cerradas alineadas con el gradiente

de temperatura, las cuales toman su forma de acuerdo a la geometŕıa del recipiente que contiene

al fluido.

Esta inestabilidad se da tanto en fluidos compresibles como incompresibles. En el caso de

los fluidos incompresibles donde la densidad es constante existe una teoŕıa que considera una

pequeña variación de la densidad que provoca el movimiento, ésta es la aproximacion de Bous-

sinesq, la cual se describe en la seccion 3.2.

1.3.3. Patrones de flujo en esferas

Desde hace mas de 40 años se han realizado estudios del fenómeno de la convección natural

en el interior de esferas concéntricas, principalmente de los patrones de flujo dentro de esferas

que giran rápidamente.

Roberts (1968) publicó una teoŕıa en la que menciona que, no obstante que exista una fuer-

za de flotabilidad esféricamente simétrica creada por una temperatura interna alta proveniente

de una fuente cuya radiación es homogénea en todas direcciones, si se une a los efectos de

una rotación, nada asegura que se tengan movimientos simétricos del fluido dentro de la esfera

[Roberts, 1968].

Con base en ésto se han desarrollado trabajos para encontrar los patrones de movimiento del

fluido contenido en esferas concéntricas con condiciones de gravedad, rotación o ambas acopladas.

Guy Dumas (1991), en su tesis doctoral realiza una simulación numérica directa de la con-

vección dentro de cavidades esféricas utilizando un método espectral. Reporta las inestabilidades

del flujo con una relación de radios Re/Ri variable, donde Re es el radio de la esfera externa y

Ri es el radio de la esfera interna. En el caso que él estudia la esfera interna gira alrededor de

un eje mientras que la esfera externa se mantiene estática [Dumas, 1991].

Simitev y Busse reportan los resultados de la simulación de un sistema de esferas concéntri-

cas con rotación y sometidas a un campo gravitacional radial, y en el cuál la esfera interna tiene

una fuente de calor. Con esta simulación ellos encuentran los patrones convectivos dentro de

la esfera y los comparan contra resultados experimentales, a los cuales, debido a su forma los

llaman Banana cells ó celdas o fomaciones de banana [Simitev and Busse, 2003] (Ver figura 1.1) .
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1.3 Antecedentes 5

Figura 1.1: Patrones presentados por Simitev y Busse (2003)

Al-Shamali, Hempei y Aurnou (2003), realizan una simulación numérica de esferas concéntri-

cas con rotación en la cual la razón entre el radio interior y el radio exterior vaŕıa en cuatro

valores preestablecidos, pero manteniendo el espacio anular constante. Con ésto encuentran una

ecuación no lineal que relaciona el número de Rayleigh cŕıtico con el número de Ekman y la

relación entre los radios interior y exterior, además presentan los patrones convectivos para velo-

cidades de aproximadamente 1.1 veces el Rayleigh cŕıtico (ver Fig. 1.2), los cuales son semejantes

a los presentados por Simitev y Busse (2003). [Al-Shamali et al., 2003].

Figura 1.2: Patrones convectivos en esferas concéntricas presentados por Al-Shamali (2003)
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6 Introducción

En la figura 1.2 se muestran los patrones instantáneos del campo de temperaturas y del

campo de velocidad radial que resultan de los cálculos cercanos al inicio de la convección a un

Ra = 1,1Rac y un Ek = 3 × 10−4. Los renglones muestran los resultados para los casos en los

que la relacion entre los radios interior y exterior es de a) 0.25, b) 0.50 y c) 0.75. Las columnas

de la izquierda y la media muestran, respectivamente, los campos de temperatura y velocidad

radial en el ecuador. La columna de la derecha muestra las isosuperficies de velocidad radial y

contornos de velocidad radial en el plano ecuatorial. El esquema de color va desde el azul para

valores bajos o negativos hasta el rojo para valores altos o positivos.

Zhang y Liao (2004) describen una nueva teoŕıa para la convección en sistemas esféricos que

giran rápidamente, con condiciones de no viscosidad en la frontera exterior, válida para números

de Ekman muy pequeños y para números de Prandtl mayores o iguales a cero, sin embargo ésta

teoŕıa sólo es válida para un rango de velocidades angulares muy grande, no obstante unifica

dos criterios, la teoŕıa convectiva y la teoŕıa inercial, lo cual, según los autores, permitirá abrir

nuevas lineas de investigación [Zhang and Liao, 2004].

Gary Glatzmaier de la Universidad de California, Santa Cruz, desarrolló el primer modelo

autoconsistente del geod́ınamo de la Tierra. En 1995 puso a prueba este modelo produciendo

la primera simulación de convección y generación de campo magnético en el centro ĺıquido de

la Tierra. Posteriormente Le Mieux, Glatzmaier y Evonuk (2004), simularon la convección por

rotación en el interior de Júpiter (ver Fig. 1.3); donde se presenta a una pequeña escala una

convección turbulenta con un patrón espiral de gran escala.

G. Glatzmaier y M. Evonuk (2006) realizáron un simulación bidimensional (en el plano ecua-

torial) de la dinámica interna de un planeta gaseoso con un núcleo sólido y analizaron la relación

que existe entre la velocidad angular con la que gira el planeta y la forma de los patrones con-

vectivos formados debido a ese movimiento. Compararon las diferencias entre tener y no tener

un pequeño núcleo sólido a diferentes velocidades angulares.[Evonuk and Glatzmaier, 2006].

Evonuk (2007) realizó una simulacion bidimensional, nuevamente en el plano ecuatorial, esta

vez variando el tamaño del núcleo sólido para conocer el efecto que el tamaño de éste tiene sobre

los patrones convectivos (ver Fig. 1.4) [Evonuk and Glatzmaier, 2007]. Esta relación de radios

es la que se utiliza en el presente trabajo de tesis por lo que los patrones convectivos obtenidos

por Evonuk y Glatzmaier (2007) pueden compararse con los resultados del presente trabajo.
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Figura 1.3: Simulación de la convección en el interior de Júpiter [Glatzmaier, 2004]. Se muestra

la temperatura en un corte del interior del planeta (el brillo representa la temperatura). Se

observa la convección turbulenta a una escala pequeña con un patrón espiral de gran escala.

Figura 1.4: Patrones convectivos en el plano ecuatorial [Evonuk and Glatzmaier, 2007].
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8 Introducción

Figura 1.5: Patrón del geod́ınamo. [Sarson, 2008]. Convección termica de un fluido compresible

debida al efecto del geod́ınamo.

En la figura 1.4 se muestran los vectores velocidad en el plano ecuatorial para el caso en el

que el radio del núcleo es el 35 % del radio exterior. Se observa que las ĺıneas de corriente en la

zona cercana a la frontera exterior mantienen una forma concéntrica, conforme se aproxima al

interior esa concentricidad se pierde y se forman pequeñas zonas de recirculación y muy cerca

de la frontera interior desaparecen las zonas de recirculación y el fluido adquiere una forma

oscilante alrededor del circulo interno.

Graeme Sarson (2008) presenta una serie de resultados de la simulación del GEODYNAMO

utilizando el código Pencil, con una altenativa para superar la restricción de la aproximación de

Boussinesq, la cual no es estable en el caso de los gases compresibles y muestra un patrón del

flujo del geod́ınamo (ver Fig. 1.5). [Sarson, 2008].

Aubert, Amit, Hulot y Olson (2008), publicaron un articulo donde tratan de explicar el por

qué de la disposición de los continentes, aśı como la ubicación de las zonas calientes del plane-

ta, a través de un modelo en el que se considera la dinámica interna de la Tierra, aśı como la

interacción del campo magnético y el gravitacional [Aubert et al., 2008].

Futterer (2008) presenta una comparación entre una simulación numérica y resultados ex-

perimentales de un sistema con gravedad radial, inducida a través de un campo eléctrico de

alto voltaje, y rotación con diferencia de temperatura entre la frontera interior y la exterior y

muestran los campos de velocidad y temperaturas tanto de la simulación como del experimento

[Futterer et al., 2008].
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1.3 Antecedentes 9

Se ha propuesto también una teoŕıa que sostiene que no existe transferencia de masa en-

tre el núcleo externo y el manto inferior sino únicamente un intercambio de enerǵıa, y que el

núcleo sólido de la Tierra está creciendo debido al aporte de materia proveniente del núcleo

exterior ĺıquido lo cual supondŕıa modificar la razón de aspecto entre las esferas que contienen al

fluido en estudio y tomar en cuenta únicamente al material que compone el manto [Jordan, 1979].

Con base en lo descrito anteriormente, en el presente trabajo de tesis se lleva a cabo la

simulación numérica del comportamiento de un fluido contenido entre esferas concéntricas en

rotación, con una relación de radios de 0.35 para un rango de números de Taylor desde 100 hasta

106. La simulación se lleva a cabo resolviendo las ecuaciones de la dinámica de los fluidos y la

ecuación de la enerǵıa, utilizando el algoritmo de la esfera cúbica y el método de los elementos

espectrales. Se realiza también una simulación del proceso de cambio de fase para determinar las

caracteŕısticas del crecimiento de una corteza sólida bajo las condiciones del fluido en rotación.

En el caṕıtulo 2 se presenta el modelo f́ısico propuesto para el sistema en estudio.

En el caṕıtulo 3 se desarrollan cada una de las ecuaciones que componen al modelo matemáti-

co, asi como la definición de algunos parámetros adimensionales importantes en la caracterización

del flujo que se analiza.

En el caṕıtulo 4 se presentan los resultados obtenidos de las simulaciónes para cada una de

los reǵımenes de velocidad angular que se estudian.

Por último se presentan las conclusiones obtenidas a partir de los resultados y el trabajo que

a futuro se podŕıa realizar sobre esta misma ĺınea de investigación.
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Caṕıtulo 2

Modelo F́ısico

Todo fenómeno, cualquiera que sea su naturaleza, que se pretenda estudiar y analizar debe

primeramente ser comprendido desde el punto de vista de la f́ısica involucrada. El modelo f́ısico

permite conocer la complejidad y la factibilidad de llevar a cabo una simulación numérica a

partir de resolver las ecuaciones que gobiernan los principios f́ısicos involucrados en el sistema.

En este caṕıtulo se describe la formulación del modelo f́ısico propuesto que va a simularse

numéricamente, el cual se basa en las caracteŕısticas del fenómeno natural.

2.1. F́ısica terreste

Existen diversas teoŕıas acerca de la composición y la estructura de las capas internas de la

Tierra, y de como éstas interactuan entre śı, aunque no existe una certeza de ello pues no se

ha podido aún penetrar hasta las capas más profundas. La teoŕıa más aceptada sugiere que la

estructura interna de la Tierra está formada por varias capas concéntricas de diferentes compo-

siciones y caracteŕısticas cada una de ellas; en su parte central la Tierra está constituida por un

núcleo sólido de metales pesados que se cree está en rotación y que es en gran medida lo que

genera el campo gravitacional. Alrededor de éste núcleo sólido se encuentra un núcleo ĺıquido

compuesto fundamentalmente de hierro fundido. Rodeando éste núcleo se encuentra el manto,

formado principalmente por rocas semisólidas de silicatos de hierro y magnesio, es en esta ca-

pa en donde se originan las ondas śısmicas debido a la presencia de corrientes convectivas que

existen en esta capa. Posteriormente está la corteza, la cual es una capa sólida delgada (res-

pecto a las otras) que contiene a las capas internas ya mencionadas. Esta capa externa está en

constante crecimiento debido a la solidificación de material proveniente del interior del planeta.
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12 Modelo F́ısico

Por último se encuentra la atmósfera, que es la capa gaseosa externa del planeta y en la cual

se desarrolla la vida, pero que para fines de este trabajo no será tomada en cuenta, ver figura 2.1 1

Figura 2.1: Estructura interna de la Tierra.

2.2. Modelo propuesto

Para que el modelo matemático pueda ser planteado y resuelto se deben hacer algunas ade-

cuaciones al modelo f́ısico real para convertirlo en un modelo idealizado que sea factible de ser

resuelto matemáticamente, pero sin aminorar o perder su aproximación a la realidad.

Una primera aproximación para simular lo que sucede internamente debajo de la corteza

terrestre es considerar que la tierra es idealmente una esfera, formada de un material ĺıquido

incompresible, y un centro sólido. Todo esto se encuentra rotando con una velocidad angular

constante alrededor de su eje vertical. Se considera además que el centro sólido se encuentra a

una temperatura mucho mayor al punto de fusión del material ĺıquido. Adicionalmente se pro-

pone que la frontera exterior está a una temperatura por debajo de la temperatura de fusión.

1Tomada de http://www.dmae.upm.es/ Traducción de Ares Cabello.
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2.2 Modelo propuesto 13

Con estas aproximaciónes se crea un modelo que describe matemáticamente las condiciones

establecidas, por medio de las ecuaciones de la dinámica de los fluidos para un flujo incompre-

sible, las cuales se describen a detalle en el capitulo 3.

Para representar este modelo se tiene como estado inicial un material ĺıquido, en reposo y a

la temperatura del cambio de fase, confinado entre una esfera interna de radio ri y un casquete

sólido externo de radio re y espesor e, con condiciones de no deslizamiento en las fronteras in-

terna y externa, ver figura 2.2.

Figura 2.2: Caracteŕısticas del modelo f́ısico propuesto.

A partir de esto se formula el algoritmo numérico para resolver el modelo matemático y

llevar a cabo la simulación numerica tanto de la dinámica como de la transferencia de calor con

lo que se obtienen resultados del campo de velocidades aśı como de los campos de presión y

temperatura.

La propiedades f́ısicas del fluido se proponen con el propósito de definir el valor de los núme-

ros adimensionales que rigen el sistema. Una vez seleccionadas estas propiedades se mantienen

constantes para todos los casos analizados.
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14 Modelo F́ısico

Figura 2.3: Modelo f́ısico propuesto.

En la figura 2.3 se muestra el modelo utilizado: la esfera roja representa el núcleo sólido con

alta temperatura, la esfera verde representa la interfase entre el manto superior y la corteza y

la esfera azul representa la superficie exterior de la corteza, por lo que el fluido en estudio se

encuentra confinado en el espacio esférico anular (EA) limitado por las esferas roja y verde. El

radio de la esfera interna ri es 0.35 veces el radio de la esfera exterior re, y la distancia inicial

entre la esfera intermedia y la esfera externa es 0.05 veces el radio de la esfera exterior.

Los casos analizados en el presente trabajo de tesis se enlistan a continuación:

a) Difusión de calor en un fluido confinado en un ánulo esférico.

b) Patrones de flujo en un ánulo esférico con rotación. Número de Taylor subcŕıtico. (100 <

Ta < 3× 105)

c) Patrones de flujo en un ánulo esférico con rotación. Régimen de transición. (3 × 105 <

Ta < 1× 106)

d) Patrones de flujo en un ánulo esférico con rotación. Número de Taylor supercŕıtico. (1 ×

106 < Ta < 3,5× 106)

e) Patrones de flujo en un ánulo esférico con rotación y cambio de fase. Taylor supercŕıtico.

(Ta = 3× 106)
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Caṕıtulo 3

Modelo Matemático

Para representar matemáticamente cualquier modelo f́ısico se debe recurrir a la formulación

de las ecuaciones que gobiernan el comportamiento del fenómeno f́ısico. En el presente trabajo

se considera un sistema en donde una fase ĺıquida y una fase sólida están presentes e interactúan

entre śı. Las ecuaciones que rigen el comportamiento del sistema son las de la dinámica de los

fluidos (conservación de masa, cantidad de movimiento y enerǵıa), la de difusión térmica en los

sólidos y una más que describe la interacción entre las dos fases, que es el balance térmico en la

interfase.

En este caṕıtulo se presentan cada una de estas ecuaciones las cuales constituyen el modelo

matemático a resolver, asi como la definición de algunos números adimensonales importantes en

este estudio.

3.1. Ecuación de continuidad

El principio de conservación de la materia (Lavoisier, 1743-1794 en [Whitwell and Toner, 1969])

establece que en cualquier proceso, la cantidad inicial de masa más la masa que se agregue

será igual a la cantidad de masa final más la masa que se haya extráıdo en un volumen de

control. Esto se puede simplificar como la variación de la masa en el tiempo es igual a cero y se

representa mediante:

DM

Dt
= 0.
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16 Modelo Matemático

Esto se puede representar también comoo:

DM

Dt
=

D

Dt

∫

V C

ρdV = 0,

donde ρ es la densidad, V es el volumen.

Haciendo la expansión de la integral, la ecuacion anterior puede escribirse como:

∫ [
∂ρ

∂t
+∇ · (ρ�v)

]
dV = 0.

Si se desarrolla la integral sobre el volumen se recupera la expresión:

∂ρ

∂t
+ �∇ · ρ�v = 0

considerando que el fluido es incompresible (∂ρ
∂t

= 0), entonces la ecuación de continuidad se

puede escribir como:

�∇ · �v = 0 (3.1)

3.2. Ecuación de conservación de cantidad de movimiento

La ecuación que describe el movimiento del fluido es la de conservación de cantidad de mo-

vimiento que se deriva de la segunda ley de Newton,

�F =
d(m · �v)

dt
,

donde m es la masa y �v es la velocidad. Se deben tomar en cuenta entonces todas las fuerzas

presentes durante el movimiento del fluido, e igualarlas al producto de la masa por la variación

de la velocidad. En el problema planteado en esta tesis se tiene:

Fpresion + FCoriolis + Fcentrifuga + Fviscosa + Ffuente =
D �P

Dt
,
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3.2 Ecuación de conservación de cantidad de movimiento 17

donde �P es el vector de cantidad de movimiento.

Puede demostrarse que la ecuación de cantidad de movimiento de un fluido incompresible

sujeto a las fuerzas mencionadas puede expresarse como:

ρ
D�v

Dt
= −�∇P − 2ρ�Ω× �v − ρ�Ω× (�Ω× �r)− µ�∇× (�∇× �v) + ρ�g, (3.2)

donde D�v
Dt

es la derivada material de la velocidad, P es la presión, 2�Ω × �v es la aceleración de

Coriolis, �Ω×(�Ω×�r) es la aceleración centŕıfuga siendo Ω la velocidad angular, �∇×(�∇×�v) es la ace-

leración debido al efecto de la viscosidad y �g es la aceleración de la gravedad. [Greenspan, 1968]

Debido a que la variación de la densidad en el término ρ�g no puede ser despreciada, se utiliza

la aproximación de Boussinesq, la cual dice que en todos los términos de la ecuación de canti-

dad de movimiento la densidad es constante excepto en el término gravitacional, en el cual se

define como una función de la temperatura, lo cual es válido siempre y cuando la variación de la

densidad sea de alrededor del 1 %, para lo cual es necesario que la variación de la temperatura

no sea mayor a 10 grados.

En esta aproximación tenemos entonces

ρ = ρ0[1− β(T − T0)], (3.3)

donde ρ0 es la densidad de referencia a la temperatura T0 y β es el coeficiente de expansión

térmica.

La densidad entonces se escribe como una constante más una variación, es decir: ρ0 + δρ, al

introducirlo al término fuerza de cuerpo de la ecuación de cantidad de movimiento (ec. 3.2), se

escribe como:

1

ρ0

[ρ�g] = 1/ρ0[ρ0 + δρ]�g,

o bien
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1

ρ0

[ρ�g] =

[
1 +

δρ

ρ0

]
�g. (3.4)

De la ecuación de estado (3.3) se tiene:

ρ− ρ0 = −ρ0β(T − T0),

donde

ρ− ρ0 = δρ,

entonces:

δρ = −ρ0β(T − T0).

Sustituyendo la nueva expresión de la ecuación de estado en la ecuación de cantidad de mo-

vimiento, el término se reescribe como:

1

ρ0

[ρ�g] =

[
1−

ρ0β(T − T0

ρ0

]
�g,

ó

1

ρ0

[ρ�g] = �g − β(T − T0)�g,

por lo que la ecuación de cantidad de movimiento (ec. 3.2) queda escrita entonces como:

ρ0

D�v

Dt
= −∇P + ρ0�g − ρ0β(T − T0)�g − 2ρ0

�Ω× �v − ρ0
�Ω× (�Ω × �r)− µ�∇× (�∇× �v). (3.5)

Si el término de presión se divide en dos, una presion estática P0 más una presión dinámica P ∗

y se considera que en el equilibrio estático (sin flotabilidad), las velocidades del fluido se hacen

cero, la ecuación de cantidad de movimiento 3.5 se reduce a:

−�∇P0 + ρ0�g = 0.
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3.3 Ecuación de la enerǵıa 19

Considerando ésto, se puede reescribir la ecuación de cantidad de movimiento de la siguiente

manera:

ρ0

D�v

Dt
= −�∇P ∗ + ρ0β(T0 − T )�g − 2ρ0

�Ω× �v − ρ0
�Ω× (�Ω× �r)− µ�∇× (�∇× �v). (3.6)

Suponiendo que la gravedad está dirigida hacia el centro de la esfera, el término de gravedad se

escribe entonces como:

�F = −ρ0β(T̄ − T )g�r, (3.7)

donde T̄ es la temperatura promedio del fluido, �r es el vector de posición unitario en cada punto,

definido por:

�r =
�x

| �x |
. (3.8)

En el caso particular que se estudia en este trabajo de tesis, el sistema gira alrededor del

eje vertical por lo que los términos de rotación de la ecuación 3.6 se simplifican a una mı́nima

expresión como se muestra en el apéndice B.

3.3. Ecuación de la enerǵıa

La otra ecuación a tomar en cuenta es la de la enerǵıa que se que se deriva a partir de la

primera ley de la termdinámica

Q̇ + Ẇ =
DE

Dt
(3.9)

donde Q̇ es la tasa de transferencia de calor que ingresa o se extrae al sistema, Ẇ es el trabajo

que se realiza sobre o por el sistema y E es la enerǵıa total del sistema.

En la ecuación de balance de enerǵıa (3.9) se deben considerar el transporte de enerǵıa hacia

y desde el volumen, la transferencia de calor por difusión, el trabajo de las fuerzas de presión, el
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20 Modelo Matemático

trabajo de las fuerzas de cuerpo, el trabajo de las fuerzas viscosas y el término fuente de enerǵıa.

Tomando en cuenta lo anterior, puede mostrarse que el balance de enerǵıa en un volumen

de control es el siguiente:

∂ρE

∂t
+ �∇ · (ρ�vE) = �∇ · k�∇T − �∇ · P�v + ρ�v · �g + �∇ · (�v · τ) + Q̇,

o bien

ρ
DE

Dt
= �∇ · k�∇T − �∇ · P�v + ρ�v · �g + �∇ · (�v · τ) + Q̇. (3.10)

donde k es la conductividad térmica del material, T es la temperatura, P es la presión, �v es el

vector velocidad, τ es el tensor de la esfuerzos viscosos.

De la definición de entalpia total y entalpia estática, se tiene:

H = E +
P

ρ
= (ε +

1

2
�v · �v) +

P

ρ
, h = ε +

P

ρ
(3.11)

donde ε es la enerǵıa interna y h es la entalṕıa estática.

Entonces se puede redefinir la enerǵıa total como:

E = (h−
P

ρ
) +

1

2
�v · �v.

Por otra parte se puede reescribir el término de trabajo realizado contra las fuerzas viscosas

como:

�∇ · (�v · τ) = �v · (�∇ · τ) + Φ,

donde Φ = τkl
∂vk

∂xl
es la función de disipación viscosa.
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Aplicando la nueva forma de la enerǵıa para cambiar la variable E por h e incorporando la

nueva forma del término viscoso, se tiene:

ρ
D

Dt
(h +

P

ρ
+

1

2
�v · �v) = �∇ · k�∇T − �∇ · P�v + ρ�v · �g + �v · (�∇ · τ) + Φ + Q̇.

Desarrollando el lado izquierdo de la ecuación se obtiene

ρ
Dh

Dt
−

DP

Dt
+ �v · ρ

D�v

Dt
= �∇ · k�∇T − �∇ · P�v + ρ�v · �g + �v · (�∇ · τ) + Φ + Q̇,

y aplicando la ecuación de cantidad de movimiento se llega a

ρ
Dh

Dt
−

DP

Dt
− �v · �∇P = �∇ · k�∇T − �∇ · P�v + Φ + Q̇,

se puede reescribir como:

ρ
Dh

Dt
−

DP

Dt
= �∇ · k�∇T − P �∇ · �v + Φ + Q̇.

Recordando que h = ε + P
ρ

,

ρ
Dε

Dt
= �∇ · k�∇T + Φ− P �∇ · �v + Q̇.

Si ε ≈ CpT , donde Cp es el calor espećıfico a presion constante, ρ = cte y recordando la definición

de Φ:

ρCp
DT

Dt
= �∇ · k�∇T + τkl

∂vk

∂xl
+ Q̇. (3.12)

En el caso en que la k es constante, el trabajo de las fuerzas viscosas es despreciable y no

existe término fuente, la ecuacion (3.13) se puede escribir como:

DTl

Dt
= αl∇

2Tl (3.13)

donde αl = k
ρCp

es la difusividad térmica en la fase ĺıquida.
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3.4. Ecuación de difusión de calor en la fase sólida

Al igual que en el ĺıquido, se debe tener en cuenta la ecuación de la enerǵıa en la fase sólida.

Si la velocidad en cada punto de la fase sólida es igual a cero, la ecuación (3.13) se reduce a:

∂Ts

∂t
= αs∇

2Ts,

donde αs es la difusividad térmica en la fase sólida.

3.5. Balance de enerǵıa en la interfase

Por último se debe llevar a cabo el balance de enerǵıa en la interfase el cual establece que

la diferencia entre el calor que transporta la fase ĺıquida a la interfase y el calor que conduce la

fase sólida fuera de la interfase, es igual al calor latente del cambio de fase multiplicado por la

razón de desplazamiento de la interfase:

(�ql)�η − (�qs)�η = ρQL
dXη

dt
. (3.14)

Esta ecuación se deduce de las ecuaciones de conducción de calor en un sólido, la conducción

de calor en un ĺıquido, y el calor latente del cambio de fase.

−kl

(
∂Tl

∂�x

)

�η

∣∣∣∣∣
�x=X

+ ks

(
∂Ts

∂�x

)

�η

∣∣∣∣∣
�x=X

= ρQL

dS�η

dt
, (3.15)

donde �η es el vector unitario normal a la interfase, QL es el calor latente y S�η es la proyección

normal del vector de posición de la interfase.

Esta ecuación es la que determina la posición de la interfase, por lo que es importante hacer

notar que el movimiento de ésta se dará de acuerdo a la diferencia entre el calor proveniente de

la fase ĺıquida y el calor que se disipa a través de la fase sólida, por lo que si el calor entregado

por el ĺıquido es mayor que el disipado por el sólido, la interfase se moverá hacia el sólido, es

decir, la capa sólida se fundirá, si por el contrario el calor disipado por el sólido es mayor que el

entregado por el ĺıquido, entonces el ĺıquido se solidificará y la interfase se moverá hacia el ĺıquido.
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3.6. Parámetros adimensionales

En la dinámica de fluidos existen números adimensionales que sirven para caracterizar el

comportamiento del sistema en estudio. En el caso particular del flujo que se está analizando,

los parámetros que rigen al sistema con rotación, flotación y cambio de fase son el número de

Reynolds, el número de Rayleigh, el número de Prandtl, el número de Stefan, y el número de

Taylor, los cuales se definen a continuación.

3.6.1. Número de Reynolds

Re =
UL

ν

donde U y L son la velocidad y longitud caracteŕısticas, ν es la viscosidad cinemática.

El número de Reynolds representa la relación existente entre las fuerzas inerciales (convec-

tivas) y las fuerzas viscosas, de manera que si el número de Reynolds se encuentra por debajo

de un valor cŕıtico las fuerzas viscosas se imponen a las fuerzas inerciales por lo que se tiene

un flujo laminar. Si por el contrario el número de Reynolds es muy superior al valor cŕıtico las

fuerzas viscosas son muy inferiores a las fuerzas inerciales, por lo que se tiene entonces un flujo

turbulento.

3.6.2. Número de Rayleigh

Ra =
βg∆TL3

να

donde ∆T es la diferencia de temperaturas que genera el flujo de calor.

El número de Rayleigh describe la relación de los tipos de transferencia de calor que se dan

en un fluido, si el número de Rayleigh está por debajo de un valor cŕıtico la transferencia de calor

es principalmente por conducción. Por otro lado si el valor del número de Rayleigh es mayor al

valor cŕıtico entonces la tranferencia de calor se da principalmente por convección.
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3.6.3. Número de Prandtl

Pr =
ν

α

El número de Prandtl es la relación entre las difusividades dinámica y térmica, es un paráme-

tro importante para problemas que incluyen transferencia de calor por convección donde existe

movimiento del fluido y conducción de calor. Si el número de Prandtl es igual a uno entonces la

capa ĺımite viscosa y la capa ĺımite térmica son iguales.

3.6.4. Número de Stefan

St =
Cp(T1 − T∞)

QL

donde T1 es la temperatura de la interfase y T∞ es una temperatura de referencia.

El número de Stefan representa la relación entre la capacidad caloŕıfica de un material y el calor

latente, es decir, la relación de la cantidad de enerǵıa transferida respecto al calor latente del

cambio de fase.

3.6.5. Número de Taylor

Ta =
4Ω2R4

ν2

El número de Taylor esta definido para un fluido en rotación y determina la relación entre las

fuerzas centŕıfugas y las fuerzas viscosas. Cuando el número de Taylor es mayor a un valor cŕıtico

las fuerzas centŕıfugas se superponen a las fuerzas viscosas.

3.6.6. Número de Nusselt

Nu =
hL

k
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donde h es el coeficiente de transferencia de calor por convección.

El número de Nusselt local establece la relación entre el coeficiente de transferencia de calor

local en la unidad de longitud con la conductividad térmica, es decir, la relación entre la trans-

ferencia de calor por convección y por conducción.

Del desarrollo anterior resulta un sistema donde aparecen:

la ecuación de la enerǵıa,

�∇∗ · �v∗ = 0; (3.16)

la ecuación de cantidad de movimiento en las tres direcciones,

Dv∗1
Dt∗

−
2

Ek
v∗2 −

Ta

4
r∗1 = −

∂P ∗

∂x∗
1

+ Raθ∗ +∇∗2v∗1 , (3.17)

Dv∗
2

Dt∗
+

2

Ek
v∗1 −

Ta

4
r∗2 = −

∂P ∗

∂x∗
2

+ Raθ∗ +∇∗2v∗2 , (3.18)

Dv∗
3

Dt∗
= −

∂P ∗

∂x∗
3

+ Raθ∗ +∇∗2v∗3 ; (3.19)

la ecuación de la enerǵıa en la fase ĺıquida,

Dθ∗l
Dt∗

=
1

Pr

[
∇∗2θ∗l

]
. (3.20)

la ecuación de difusión en la fase sólida,

∂θ∗s
∂t∗

=
1

Pr

[
∇∗2θ∗s

]
. (3.21)

y el balance de enerǵıa en la interfase,

−

(
∂θ∗l
∂�x∗

)
+ kr

(
∂θ∗s
∂�x∗

)
=

1

St

dS∗

dt∗
. (3.22)

Este sistema de ecuaciones se resuelve con los métodos descritos en el caṕıtulo 4 y cuya

adimesionalización se desarrolla detalladamente en el apéndice A.
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Caṕıtulo 4

Algoritmo numérico

Los métodos numéricos son herramientas matemáticas utilizadas para resolver, principalmen-

te, ecuaciones diferenciales cuya solución anaĺıtica es muy complicada o simplemente inexistente.

Los metodos numéricos son traducidos en algoritmos computacionales capaces de resolver siste-

mas complejos por medio del cómputo numérico.

En este caṕıtulo se describen brevemente los métodos utilizados en la resolución del sistema

de ecuaciones planteado en el caṕıtulo 3.

4.1. Método de los elementos espectrales

El método numérico utilizado para resolver las ecuaciones planteadas en el modelo ma-

temático es el de los elementos espectrales. Este método combina la generalidad del método

de los elementos finitos con la exactitud de las técnicas espectrales. En la discretización de los

elementos espectrales, el dominio computacional es dividido en una serie de elementos, y la velo-

cidad en cada elemento es representada por un interpolante Lagrangiano de alto orden a través

de puntos de colocación de Chebyshev. [Patera, 1983]

Los métodos espectrales consideran la expansión de la solución de la ecuacion diferencial en

una expansión ortogonal de alto orden, donde los coeficientes de ésta están determinados por

una técnica de proyección de residuos pesados. Las aproximaciones se vuelven de orden infinito

si las funciones de expansión son seleccionadas apropiadamente.

El método de elemento finito es, en el sentido más general, una técnica de residuos pesados
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aplicada a las series de expansión, cada una con dominio sobre una pequeña region del espacio,

(elemento). Cuando la técnica de los residuos pesados depende directamente del principio de

asociación variacional, la continuidad de las condiciones de frontera natural está impĺıcitamente

satisfecha en las fronteras del elemento como parte del proceso de convergencia.

Al ser un método h́ıbrido recopila las ventajas de los dos que lo componen, por lo que se

puede tener una expansión polinomial de la solución en cada uno de los elementos de la malla

asegurando la continuidad de la solución en las fronteras de cada elemento.

Una de las ventajas significativas de este método es la posibilidad de reducir considerablemen-

te el número de elementos que componen la malla, debido a que la precisión del método se puede

modificar también incrementando el grado de los polinomios de interpolación, esto se traduce

directamente en un menor tiempo de cómputo además de permitir la implementacion directa de

algoritmos como el de la esféra cúbica (cubed sphere) y su aplicación en geometrias complicadas.

4.1.1. Funciones de expansión

Al resolver ecuaciones diferenciales con métodos numéricos, no es posible hallar la solución

exacta de la ecuación a resolver

L(u) = 0, (4.1)

por lo que se debe hacer una aproximación polinomial de la función solución que se esta buscando

uδ = u0 +

NTP∑
i=1

ui(t)Φi(x), (4.2)

y al hacer dicha aproximación y sustituirla en la ecuación se genera un residual

L(uδ) = R(uδ), (4.3)

que es equivalente al error en la solución. Por lo tanto el objetivo del método numérico es hacer

que ese residual sea lo mas cercano a cero, es decir aproximar lo mas posible la solución numérica

a la solución real.

L(uδ) = R(uδ) (4.4)

El método de los residuales pesados, define el producto interno entre funciones

(f, g) =

∫

Ω

f(x)g(x)dΩ = 0, (4.5)
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con la finalidad de encontrar una función cuyo producto interno con el residual sea igual a cero

(función de peso), es decir, que el residual, pesado por la función de peso sea igual a cero.

Entre mayor sea el número de puntos con los que se aproxima la solución, más cercana está a

la solución real por lo que es válido decir que la solución aproximada es muy cercana a la solución

real conforme NTP →∞ .

Existen diversos métodos para definir las funciones de peso. En el método de colocación

se definen las funciones de peso como funciones δ de Dirac (las funciones δ Dirac tienen las

siguientes propiedades

δ(x− a) = 0 x �= a∫
∞

∞

δ(x− a)dx = 1

∫
∞

∞

δ(x− a)f(x)dx = f(a)), (4.6)

con lo que se garantiza que el residual sea cero en cada punto, es decir, que la función es exacta

en cada punto de colocación.

Entonces el residual pesado se escribe como:

(v(x)j , R(uδ)) =

∫

Ω

(δ(x − xj), R(uδ))dx = R(uδ(xj , t)) = 0.

En el método de volumenes finitos el dominio Ω se divide en subdominios y las funciones de

peso se definen como 1 dentro de su subdominio y 0 fuera de este. En este trabajo se utiliza el

método de Galerkin (secc. 4.1.3).

4.1.2. Definición de los puntos Gauss - Lobatto - Legendre en el dominio

f́ısico

Para este trabajo se definieron 12 (doce) sectores de ánulo esférico, los primeros 6 (seis) que

corresponden al dominio del material interno y los 6 (seis) restantes del dominio del material

externo.

Cada uno de estos sectores se creó a partir de 7 (siete) cubos, que se mapearon, con las rela-

ciones del algoritmo de la esfera cúbica (sección 4.2) hacia siete esferas concéntricas de las cuales

se obtuvieron 343 puntos dentro del dominio esférico que fueron transportados a un dominio

Neevia docConverter 5.1



30 Algoritmo numérico

estandar con un sistema de coordenadas local (r, s, t) definido de -1 a 1 en cada uno de sus ejes.

Una vez en el dominio estandar se creó una expansión polinomial isoparamétrica para la

posición de cada punto definida como:

x = φ1x1 + φ2x2 + φ3x3 + ... =
343∑
i=1

φixi

donde x es la posición del punto donde se está calculando, φi es la función de expasión en cada

punto i, y xi es la posición de cada uno de los 343 puntos definidos en el dominio estandar 1. La

definición de las funciones de expansión que se utilizan se trata en la sección 4.1.3.

Lo anterior nos permite conocer la posición de cualquier punto dentro del dominio estandar

siempre y cuando se conozca la posición de los puntos base definidos, y como esos puntos están

definidos en el dominio f́ısico, se conoce la posición de cada uno. Como se trata de una expansión

isoparamétrica, se puede entonces conocer cualquier propiedad en cualquier punto del dominio.

Para acoplar esto al método de los elementos espectrales se buscan los puntos Gauss - Lobato

- Legendre (GLL) (seccion 4.1.4) dentro del dominio estandar, y se calculan con la expansión y

asi se pueden mapear de regreso al dominio f́ısico de la esfera. En este caso se definen 113 = 1331

puntos GLL para cada uno de los 12 sectores que componen las 2 esferas.

4.1.3. Método de Galerkin (Bubnov-Galerkin)

El método de los residuos pesados no define el tipo de función de expansión por lo que existen

diversas maneras de elegir estas funciones.

Una variación del método de Galerkin es el método tau, en el que v(x)j = φj(x), además

las funciones de expansión no satisfacen las condiciones de frontera, éstas son forzadas por una

serie de ecuaciones adicionales.

Otra variación del método es la aproximación de Petrov - Galerkin, en la que las funciones de

peso v(x)j son diferentes de las funciones de expansión φj(x). Este es utilizado en los métodos

libres de mallas donde las funciones de expansión (MLS), están definidas por los puntos vecinos

1En la figura 4.1 se muestra un ejemplo con 33 puntos, en el caso de este trabajo se definen 73 puntos para

cada sector.
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Figura 4.1: Ejemplo de la definición de los puntos dentro del dominio estandard

mientras que las funciones de peso son splines de cuarto orden.

En los elementos espectrales se utiliza el método de Bubnov - Galerkin en el que las funciones

de peso son exactamente iguales a las funciones de expansión φ, con lo que se tiene:

(v(x)j , R(uδ)) = (φj(x), R(uδ)) =

∫

Ω

(φj(x), R(uδ))dx = 0

estas funciones están definidas a partir de polinomios de Lagrange, lo cual garantiza la ortogo-

nalidad entre ellas.

Adicionalmente se tiene que cada función de expansión satisface las condiciones de frontera

Bφj(x) = 0.
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4.1.4. Cuadratura de Gauss - Lobato - Legendre

Por lo descrito en la sección 4.1.1, se tienen funciones que es necesario integrar sobre cada

dominio elemental, y se debe hacer de forma numérica a través de una suma finita de la forma:

∫
1

−1

u(ξ) dξ ≈

Q−1∑
i=0

wiu(ξi)

donde wi son los pesos y ξi representan la absisa de Q diferentes puntos en el intervalo −1 ≤

ξi ≤ 1.

Dentro de las múltiples formas de integración númerica se encuentra la CuadraturaGaussiana,

la cual define a las funciones u(ξ) como polinomios de Lagrange y a los pesos wi como integrales

de polinomios de Lagrange. En este caso en particular, se utiliza la cuadratura Gauss - Lobatto

- Legendre. Esta cuadratura emplea las absisas de los puntos que incluyan ambos extremos del

intervalo, es decir ξ = ±1. Entonces los pesos y las absisas se definen de la siguiente forma:

ξi =

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

−1 i = 0

ξ1,1
i−1,Q−2

i = 1, 2, 3, 4, ..., Q − 2

1 i = Q− 1

w0,0
1

=
2

Q(Q− 1)[LQ−1(ξi)]2
i = 0, 1, 2, ..., Q − 1

donde LQ(ξ) es el polinomio de Legendre LQ(ξ) = P 0,0
Q (ξ).

Neevia docConverter 5.1



4.2 Algoritmo de la esfera cúbica (cubed-sphere) 33

4.2. Algoritmo de la esfera cúbica (cubed-sphere)

Al trabajar con dominios en geometŕıas cúbicas surgen muchos problemas con el uso de

coordenadas esféricas ya que se tiene la comunmente llamada singularidad de los polos donde la

coordenada de la longitud puede tomar múltiples valores, o se pueden presentar inconvenientes

con la transformación de las ecuaciones a estas coordenadas. Una solución práctica a este proble-

ma es el transformar el dominio esférico en un dominio cúbico en el cual se puedan resolver sin

mayor inconveniente las ecuaciones, eliminando el problema de las singularidades en los polos.

[Ronchi et al., 1996]

El algoritmo de la esfera cúbica (cubed - sphere) es un método para mapear los puntos de

la superficie de una esfera sobre las caras de un cubo incrito en la misma esfera (ver Fig. 4.2

2). Para lograr esto se definen una serie de transformaciones para cada uno de los sectores de la

esfera el cual se transladará a una de las caras del cubo.

Figura 4.2: La esfera se divide en seis secciones las cuales corresponden a cada una de las caras

del cubo inscrito

Para transportar los puntos desde el dominio esférico hacia el cubo es necesario definir una

serie de variables auxiliares que permiten definir las expresiones de las leyes de transformación

en cada una de las secciones. Siguiendo la notación utilizada en la figura 4.2 se pueden definir

las variables ξ y η en cada región, con un rango [−π
4
, π

4
] para construir las rejillas mostradas en

la figura 4.3. Con estas nuevas variables se definen las funciones que permitiran definir las leyes

de transformación.

2Tomada de Ronchi et. al. 1996
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X ≡ tan(ξ)

Y ≡ tan(η)

Se pueden entonces escribir las leyes de transformación para la seis regiones.

Region I Region II Region III

X ≡ y
x

= tan φ X ≡ −x
y

= − 1

tan φ
X ≡ −x

y
= tan φ

Y ≡ z
x

= 1

tan θ cos φ
Y ≡ z

y
= 1

tan θ sen φ
Y ≡ − z

y
= 1

tanθ sen φ

r = (x2 + y2 + z2)
1
2 r = (x2 + y2 + z2)

1
2 r = (x2 + y2 + z2)

1
2

Region IV Region V Region VI

X ≡ −x
y

= − 1

tan φ
X ≡ y

z
= tan θ sen φ X ≡ −y

z
= − tan θ sen φ

Y ≡ − z
y

= − 1

tan θ sen φ
Y ≡ −x

z
= − tan θ cos φ Y ≡ −x

z
= tan θ cos φ

r = (x2 + y2 + z2)
1
2 r = (x2 + y2 + z2)

1
2 r = (x2 + y2 + z2)

1
2

Figura 4.3: Vista de la superficie esférica después del proceso de mallado en el dominio cúbico

Neevia docConverter 5.1



Caṕıtulo 5

Resultados

Los casos que se estudian en este trabajo de tesis son: a) Proceso de conducción de calor

en un fluido sin movimiento confinado entre esferas concéntricas, b) Movimiento de un fluido

confinado entre esferas concéntricas con rotación. Número de Taylor subcŕıtico (Ta < 3×105), c)

Movimiento de un fluido confinado entre esferas concéntricas con rotación en el rango de transi-

ción del número de Taylor, (3×105 < Ta < 1×106), d) Movimiento de un fluido confinado entre

esferas concéntricas en rotación con un número de Taylor supercŕıtico (1×106 < Ta < 3,5×106),

e) Movimiento de un fluido confinado entre esferas concéntricas en rotación con cambio de fase

con un número de Taylor supercŕıtico (Ta = 3× 106).

Los resultados obtenidos para el caso de conducción de calor se compararon con la solución

anaĺıtica (ecuación 5.3. Ver en la sección A.5 la adimensionalización), mientras que los resulta-

dos que se obtuvieron para los casos con Ta > Tac se compararon cualitativamente con datos

reportados en la literatura. Para los casos con Taylor en transición y Ta < Tac no fué posible

compararlos debido a que no hay trabajos previos de experimentos o soluciones numéricas.

5.1. Difusión

El primer caso que se simula es el proceso puramente difusivo, en el cual sólo se toma en

cuenta la parte térmica, despreciando la dinámica, para lo cual se fijan las temperaturas en las

fronteras y se anulan las fuerzas de cuerpo teniendo como resultado únicamente el campo de

temperaturas.

Para poder afirmar que la simulación numérica reproduce satisfactoriamente el fenómeno
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f́ısico, es necesario validar los resultados del programa de cómputo a partir de comparar la so-

lución obtenida con resultados anaĺıticos, simulaciones numéricas o datos experimentales.

Para el caso de conducción de calor se llevó a cabo la simulación numérica en estado transi-

torio en esferas concéntricas en donde la esfera interna tiene una temperatura uniforme mayor

que la temperatura uniforme de la esfera externa. La ecuación que se resolvió para este caso fue

la ecuación de la enerǵıa (ver ecuación A.24).

T =
riTi

r
+

(reTe − riTi)(r − ri)

r(re − ri)

+
2

rπ

∞∑
n=1

reTecos(nπ)− riTi

n
sen

nπ(r − ri)

re − ri
e
−κn2π2t

(re−ri)
2

+
2

r(re − ri)

∞∑
n=1

sen
nπ(r − ri)

re − ri
e
−κn2π2t

(re−ri)
2

∫ re

ri

r′f(r′)sen
nπ(r − ri)

re − ri
dr′. (5.1)

Para el estado transitorio se compararon los resultados numéricos con la solución anaĺıtica,

ecuación 5.1 [Carslaw and Jaeger, 1959] donde T es la temperatura, ri es el radio interior del

ánulo, re es el radio exterior del ánulo, Ti es la temperatura de la pared interior, Te es la tem-

peratura de la pared exterior y f(r) es la distribución de temperaturas inicial. Como en este

caso en particular la temperatura inicial es cero, el cuarto término de la ecuación 5.1 es cero y

la solución se reduce a la ecuación

T =
riTi

r
+

(reTe − riTi)(r − ri)

r(re − ri)

+
2

rπ

∞∑
n=1

reTecos(nπ)− riTi

n
sen

nπ(r − ri)

re − ri
e
−κn2π2t

(re−ri)
2 . (5.2)

Al tener una temperatura uniforme en la esfera interna y de mayor valor que la temperatura

uniforme de la capa externa, la distribución de temperaturas es un arreglo de esferas concéntricas

por lo que se considera un modelo de conducción de calor unidimensional a lo largo del radio y

se puede comparar con la solución analitica de la ecuación de difusión de calor en una dirección
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en estado estacionario (ecuación 5.3) [Bejan and Kraus, 2003].

Θ∗ =
(r∗ − 1)(η2 − η)

(1− η)r∗ + (r∗ − 1)(η2 − η)
(5.3)

(a) Estado transitorio (b) Estado estacionario

Figura 5.1: Solución anaĺıtica vs solución numérica

En la figura (5.1) se presenta la comparación entre la soluciónes numérica (śımbolos) y anaĺıti-

ca para el estado transitorio (a) y el estado estacionario (b) adimesionales, donde Θ∗ = T−Te

Ti−Te
,

r∗ = r−ri

re−ri
y t∗ = νt

d2 .

Al observar las gráficas se puede notar que las temperaturas obtenidas por medio de la si-

mulación numérica mantienen la tendencia de las curvas que representan la solución anaĺıtica

de un proceso puramente difusivo, con base en esto de puede afirmar que la parte térmica de

la solución numérica está dentro de los rangos que se pueden considerar aceptables para una

solución de este tipo.
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5.2. Rotación con número de Taylor subcŕıtico

El sistema es sometido a una rotación constante alrededor del eje vertical, comenzando por

un número de Taylor bajo (Ta = 10), para lo cual a la distribución de temperaturas obteni-

das anteriormente se le agrega el término de fuerzas, dado por la fuerza de Coriolis y la fuerza

centŕıfuga (ecs. B.5 y B.6), que se producen cuando el sistema gira alrededor de un eje.

Figura 5.2: Vista superior de las lineas de corriente del flujo base (Taylor subcŕıtico)

Figura 5.3: Posición de las celdas en el plano ecuatorial.
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(a)

(b)

Figura 5.4: Forma de las celdas de flujo en un corte paralelo al plano a)meridional y b)ecuatorial.

A este régimen de giro de observa un flujo base (ver fig. 5.2) con simetŕıa en el plano

ecuatorial (x1 - x2), en este flujo cerca del ecuador se forman 4 celdas en cada hemisferio (norte

- sur) (ver fig. 5.3), como puede observarse el ángulo entre las celdas (1-2), (2-3) y (3-4) es de 90o.

En la figura 5.4a, puede observarse también que las celdas tienen una forma ovalada en la

parte exterior y aplanada en el ecuador. En la figura 5.4b, que es una vista superior de las celdas

en el ecuador se observa que tienen una forma similar a las que aparecen en el plano meridional.

Si se hace un acercamiento a las celdas convectivas del ecuador, en un corte meridional (la

misma vista que en la figura 5.4a), se puede observar que el flujo va en dirección hacia el centro

de las esferas en su parte más cercana al ecuador y retorna a la esfera exterior por la parte más

lejana al ecuador (ver fig. 5.5).
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Figura 5.5: Dirección del flujo dentro de las celdas.

Figura 5.6: Vista frontal de las celdas.

En la figura 5.6 se tiene una vista desde el exterior de las celdas, dirigida hacia el centro de

las esferas y se puede apreciar que éstas forman un ángulo respecto al plano ecuatorial, es decir

no son celdas paralelas al ecuador.

Dentro del flujo base existen también un par de corrientes desde la esfera interna hacia los

polos (ver fig. 5.7), este flujo al llegar a la esfera externa regresa hacia la esfera interna por el

exterior de las celdas descritas anteriormente.

Si se observa a estas plumas en una vista desde los polos (fig. 5.8), se puede ver que el fluido

sale muy cercano al eje de rotación, al llegar al polo regresa por la pared de la esfera externa

hacia las celdas y posteriormente hacia el eje de rotación por la esfera interior. Desde esta vista

el fluido forma corrientes que semejaŕıan una geometŕıa cuadrada, donde en cada uno de los

lados de este cuadrado se encuentra una de las celdas de flujo del ecuador.
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Figura 5.7: Vista frontal de la pluma de flujo hacia los polos

Figura 5.8: Vista superior de la pluma de flujo hacia los polos

Al incrementar la velocidad angular, el flujo base se conserva hasta un número de Taylor

de 105, a partir del cual comienza a modificarse éste patrón de flujo. La gráfica 5.9 muestra el

comportamiento de la velocidad en un punto del campo de flujo, desde el inicio de las simula-

ciones hasta alcanzar el estado estacionario. Esta misma gráfica se reproduce cualitativamente

para los diferentes números de Taylor subcŕıticos. No es posible hacer una comparación de estos

resultados debido a que no existen trabajos previos, numéricos o experimentales.
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Figura 5.9: Comportamiento de la velocidad en el tiempo para números de Taylor subcŕıticos

5.3. Rotación en el rango de números de Taylor de transición

(3,2× 105 < Ta < 2,6× 106)

(a) (b)

Figura 5.10: Vista superior del fluido en la etapa de transición

A partir de un número de Taylor de 3,2 × 105 el fluido comienza a desestabilizarse y entra

en un estado de transición en el que los patrones de flujo se modifican (ver fig. 5.10). Esta tran-

sición se mantiene hasta un número de Taylor de 2,6 × 106, a partir del cual el fluido cambia

por completo de patrón de flujo y se acomoda de una manera distinta (ver sección 5.4) a la
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observada tanto en el flujo base (figuras 5.2 - 5.8) como en el flujo de transición.

Figura 5.11: Comportamiento de la velocidad en el régimen de transición

En la gráfica 5.11 se presenta el comportamiento de la velocidad en uno de los puntos del

fluido, y se puede observar la oscilación de la magnitud del vector velocidad en el tiempo.

Para la simulaciones en el estado de transición (3,2×105 < Ta < 2,6×106), es necesario que

el incremento de la velocidad angular sea gradual, es decir no se puede acceder directamente a

este estado desde el estado sin movimiento, se debe comenzar la simulación con el patrón estable

e incrementar paulatinamente la velocidad angular, incluso para números de Taylor mayores, es

necesario disminuir el incremento de tiempo para la simulación.
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5.4. Rotación con número de Taylor supercŕıtico

Una vez superado en número de Taylor de transición Ta > 2 × 106, el fluido presenta un

nuevo tipo de patrón de flujo. Se observa que, en general en la zona cercana a los polos, el flujo

se acomoda formando ĺıneas de corriente concéntricas al eje vertical del ánulo, por lo que se

puede decir que en esta zona el fluido se encuentra girando en torno al eje de rotación (ver fig.

5.12).

Figura 5.12: Vista superior de las lineas de corriente (Taylor supercŕıtico)

Esta forma concéntrica de las ĺıneas de corriente se modifica en el sector cercano a la esfera

interna.

En la figura 5.13 se observa que en el plano ecuatorial en una zona muy cercana a la esfera

interna, las lineas de corriente no son circulares, el flujo forma cuatro ondulaciones respecto al

peŕımetro de la esfera interna y las crestas de dichas ondulaciones corresponden con la posición

en la cual se encuentran las celdas en el flujo base a bajos números de Taylor.

En la gráfica 5.14 se observa el comportamiento de la velocidad en un punto de campo de

flujo para un número de Taylor supercŕıtico (Ta = 2,75× 106, este comportamiento es el mismo

para los casos de Taylor supercŕıtico que se simularon.

En la figura 5.15 se observan los campos de temperatura para Ta = 3× 106. Es importante

mencionar que la distribución de temperatura se mantiene desde el estado estacionario del pro-

ceso difusivo, lo cual muestra que al haber sido cancelado el término de gravedad, el efecto del
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Figura 5.13: Lineas de corriente en el plano ecuatorial

Figura 5.14: Comportamiento de la velocidad en el tiempo para números de Taylor supercŕıticos

gradiente de temperatura es prácticamente nulo sobre el campo de velocidades.

Estos patrones de flujo se pueden comparar cualitativamente con trabajos publicados an-

teriormente [Koschmieder, 1972]. En la figura 5.16a se presenta la fotograf́ıa1 del patrón de

convección en ánulos en rotación con un gradiente de temperatura negativo, se observan cuatro

olas al igual que las reproducidas en los patrones obtenidos en esta tesis (figura 5.16b).

Koscmieder (1972) reporta que para un gradiente de temperatura negativo, la transición del

régimen de vórtices es una función fuertemente dependiente de la velocidad angular Ω.

1Fotograf́ıa tomada de [Dike, 1982]
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Figura 5.15: Isocontornos de temperatura.

(a) Convección en ánulos en rotación con un gradiente de

temperatura negativo [Koschmieder, 1972]

(b) Lineas de corriente a número de Taylor su-

percŕıtico

Figura 5.16: Patrones de flujo en el plano ecuatorial
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5.5. Rotación y cambio de fase (Taylor supercŕıtico)

En este caso se agregó el proceso de cambio de fase a los patrones obtenidos con un alto

número de Taylor, con la finalidad de analizar el efecto que tiene sobre el flujo la disminución

del tamaño de la cavidad en la que está confinado el fluido en estudio, es decir la solidificación

del material desde la esfera exterior.

La fase sólida se dejó crecer hasta que la malla computacional se deformó de tal manera que

los puntos se sobreponen y la integración ya no es posible (Jacobiano igual a cero) por lo que el

programa se detiene.

(a) Inicio del crecimiento de la corteza (b) 50 % de crecimiento de la corteza

(c) Máximo crecimiento de la corteza

Figura 5.17: Lineas de corriente en el proceso de cambio de fase
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En la figura 5.17 se muestran las ĺıneas de corriente del flujo, a) cuando el proceso de cambio

de fase inicia (t=0), b) cuando la corteza ha llegado al 50 % de su crecimiento (t = 1,1seg.) y c)

en el máximo crecimiento de la fase sólida (t = 5,56seg.).

Cuando se tiene el proceso de cambio de fase (solidificación) desde la esfera externa, el núme-

ro de Taylor sufre una variación dinámica debido a que el radio del ánulo se va disminuyendo

conforme la fase sólida crece, por lo que se esperaŕıa que al crecer la corteza sólida los patro-

nes de flujo regresen a la forma del flujo base (sección 5.2). En el caso particular de esta tesis

el número de Taylor que se logra en el máximo crecimiento de la corteza es de 2,7 × 104, sin

embargo los patrones de flujo no regresan al flujo base debido a que el cambio de fase se dió de

manera muy rápida y la inercia no permitió al fluido cambiar de patrón de flujo. Los patrones

observados en el máximo crecimiento de la capa sólida son más bien similares al flujo de Taylor

supercŕıtico (sección 5.4).

Figura 5.18: Isocontornos de temperatura

En la figura 5.18 se observan los isocontornos de temperatura en el máximo crecimiento de la

capa sólida, se puede ver que aun con una capa ĺıquida de aproximadamente el 30% del tamaño

inicial, los isocontornos siguen siendo concéntricos, es decir se mantiene la misma distribución

de temperatura radial en el ánulo.
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Figura 5.19: Comportamiento de la velocidad con el cambio de fase

En la gráfica 5.19 se observa el comportamiento de la velocidad en el tiempo, con el proceso

de cambio de fase. La velocidad se reduce debido a que el tamaño de la cavidad que contiene

al fluido se hace más pequeña conforme transcurre el tiempo hasta llegar al punto donde los

puntos de la malla computacional se sobreponen y el programa se detiene.

5.6. Simulaciones con polinomios de grado menor

Además de las simulaciones con polinomios de grado 11, también se realizaron cálculos en

sistemas formados con polinomios de grado igual a 9, es decir 729 puntos por cada sector de las

esferas y con polinomios de grado 7 y 343 puntos por sector.

Para las simulaciones con polinomio de grado 9 los resultados son muy similares a los obte-

nidos con el polinomio 11, con una razón en el tiempo de cómputo de aproximadamente 1 : 3,

sin embargo para el polinomio 7 el sistema sólo es estable en números de Taylor muy bajos,

del orden de 500, ya que para número de Taylor mayores el sistema pierde convergencia en la

solución y termina por indeterminarse.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones y trabajo a futuro

6.1. Conclusiones

Se demostró que a bajo número de Taylor existe un patrón de flujo base, simétrico en el

plano ecuatorial, formado por ocho celdas de flujo ubicadas en las proximidades del ecuador, y

dos corrientes desde los polos de la esfera interna hacia los polos de la esfera externa que regre-

san de la pared de la esfera externa al exterior de las celdas del ecuador y hacia el eje de rotación.

Se encontró también que hay un rango de números de Taylor de transición en el cual el fluido

se desestabiliza y pierde el patrón de flujo base.

Una vez superado en número de Taylor de transición el flujo de reacomoda de una forma

muy distinta a la observada en el flujo base y en el rango de transición, en este rango supercŕıtico

el fluido gira en torno al eje de rotación en las zonas próximas a los polos y en la zona adyacente

al ecuador forma cuatro ondulaciones alrededor de la esfera interna.

Se determinó que para el proceso de solidificación desde la esfera exterior se requiere de un

tiempo suficiente para que el fluido pierda la inercia del movimiento inicial y pueda adaptarse a

las condicioens de la cavidad que se está deformando.

A partir de los resultados obtenidos se puede decir que el método de los elementos espectrales

acoplado con el algoritmo de la esfera cúbica es una buena herramienta para la solución de pro-

blemas de la dinámica de fluidos en los cuales se involucren geometŕıas esféricas, ya que permite

una buena aproximación a los resultados sin la necesidad de hacer una compleja discretización

del dominio y sin recurrir tampoco a las coordenadas esféricas.
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A pesar que un alto grado del polinomio nos genera una precisión mayor, se puede utilizar

un número de puntos menor sin que se afecten cualitativamente los resultados, por lo que se

pueden tener resultados con grados del polinomio de nueve lo cual se traduce directamente en

una disminución considerable del tiempo de cómputo.

Si bien el reducir el grado del polinimio reduce considerablemente el tiempo de cómputo,

existe un ĺımite a partir del cual la solución pierde convergencia y se hace sumamente dif́ıcil

encontrar u obtener resultados que puedan ser correctos; en el caso de este modelo ese ĺımite

inferior es 9 ya que con un polinomio de grado 7 existen problemas de convergencia de conside-

racion.

El modelo propuesto puede servir como base para la creación de un modelo muy complejo

de la dinámica terrestre, tanto interna como externa, en el cual se consideren aspectos como la

gravedad, el campo magnético y la atmósfera.

6.2. Trabajo a futuro

Los resultados que hasta el momento de obtienen de este trabajo no son en manera alguna

concluyentes respecto a la linea de investigación que se está siguiendo por lo que es importante

hacer el planteamiento de una serie de pasos siguientes dentro de la investigación.

Dentro de los aspectos que deben ser estudiados y evaluados se encuentra el cálculo del tiem-

po necesario para que el fluido pueda cambiar de un estado supercŕıtico a un estado subcŕıtico

durante el proceso de cambio de fase.

Lo siguiente es agregar el término de gravedad radial y la inclusión de campo magnético para

acercar el modelo a la dinámica interna de la Tierra.

Otro punto importante que se debe tomar en cuenta para mejorar los resultados que se pue-

dan tener, es el incremento del grado de discretización del dominio computacional ya que con

la discretización actual se pierden detalles que pudieran ser muy importantes, además con la

incorporación de la tercera capa se hace necesario un mayor número de puntos ya que al ser la

capa más externa se tiene una mayor dispersion en la información.
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Un paso importante en este trabajo es la paralelización del algoŕıtmo computacional para

poder hacer un uso intensivo del equipo de cómputo con el que se cuenta, ya que en las condi-

ciones actuales se tiene una muy importante subutilización de recursos.

El paso mayor dentro de este trabajo es la incorporación de una tercera capa exterior en

la cual se simulen las caracteŕısticas de la atmosfera terrestre ya que esto permitirá estudiar la

interacción entre las capas internas de la Tierra con la capa exterior donde se desarrolla la vida.
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Apéndice A

Adimensionalización de las

ecuaciones

A continuación se describe el procedimiento para adimensionalizar las ecuaciones

�∇ · �v = 0, (A.1)

∂�v

∂t
+ �v · �∇�v + 2�Ω× �v + �Ω× (�Ω× �r) = −

1

ρ
�∇P + �g + ν∇2�v, (A.2)

∂T

∂t
+ �v · �∇T = α[

∂2T

∂x2
1

+
∂2T

∂x2
2

+
∂2T

∂x2
3

]. (A.3)

Se definen los parámetros adimensionales.

v∗1 = d
ν
v1, x∗1 = x1

d
, t∗ = ν

d2 t,

v∗2 = d
ν
v2, x∗2 = x2

d
, θ∗ = T−T0

∆T
,

v∗3 = d
ν
v3, x∗3 = x3

d
.

Despejando las variables dimensionales como función de los parámetros adimensionales:

v1 =
v2
1ν

d
, x1 = dx∗

1
, t = d2t∗

ν
,

v2 =
v2
2ν

d
, x2 = dx∗2, T = θ∗∆T + T0,

v3 =
v2
3ν

d
, x3 = dx∗3.

En el caso estudiado, el sistema gira en torno al eje z, por lo tanto, los términos de las fuerzas

de Coriolis y centŕıfuga se simplifican, como se muestra en el apéndice B.
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A.1. Ecuación de continuidad

∂v1

∂x1

+
∂v2

∂x2

+
∂v3

∂x3

= 0 (A.4)

sustituyendo los parámetros adimensionales:

ν

dd

∂v∗
1

∂x∗
1

+
ν

dd

∂v∗
2

∂x∗
2

+
ν

dd

∂v∗
3

∂x∗
3

= 0

ν

d2

[
∂v∗

1

∂x∗
1

+
∂v∗

2

∂x∗
2

+
∂v∗

3

∂x∗
3

]
= 0

∂v∗
1

∂x∗
1

+
∂v∗

2

∂x∗
2

+
∂v∗

3

∂x∗
3

= 0

o bien:

�∇∗ · �v∗ = 0 (A.5)

A.2. Ecuación de cantidad de movimiento

∂v1

∂t
+v1

∂v1

∂x1

+v2

∂v1

∂x2

+v3

∂v1

∂x3

−2v2ω3−ω2
3r1 =

−1

ρ

∂P

∂x1

+g1+ν

[
∂2v1

∂x2
1

+
∂2v1

∂x2
2

+
∂2v1

∂x2
3

]
�i1 (A.6)

∂v2

∂t
+v1

∂v2

∂x1

+v2

∂v2

∂x2

+v3

∂v2

∂x3

+2v1ω3−ω2
3r2 =

−1

ρ

∂P

∂x2

+g2+ν

[
∂2v2

∂x2
1

+
∂2v2

∂x2
2

+
∂2v2

∂x2
3

]
�i2 (A.7)

∂v3

∂t
+ v1

∂v3

∂x1

+ v2

∂v3

∂x2

+ v3

∂v3

∂x3

=
−1

ρ

∂P

∂x3

+ g3 + ν

[
∂2v3

∂x2
1

+
∂2v3

∂x2
2

+
∂2v3

∂x2
3

]
�i3. (A.8)

Desarrollando el término de la primera dirección:

∂v1

∂t
+v1

∂v1

∂x1

+v2

∂v1

∂x2

+v3

∂v1

∂x3

−2v2ω3−ω2
3r1 =

−1

ρ

∂P

∂x1

+g1 +ν

[
∂2v1

∂x2
1

+
∂2v1

∂x2
2

+
∂2v1

∂x2
3

]
. (A.9)

Sustituyendo los parámetros adimensionales:

ν
d2

ν
d

∂v∗1
∂t∗

+ ν
d
v∗1

ν
dd

∂v∗1
∂x∗1

+ ν
d
v∗2

ν
dd

∂v∗1
∂x∗2

+ ν
d
v∗3

ν
dd

∂v∗1
∂x∗3

− 2ν
d
v∗2ω3 − ω2

3r1 = −
1

ρ

1

d

∂P

∂x∗
1

+ β(T − To)g1

+ν

[
ν

dd2

∂2v∗1
∂x∗2

1

+
ν

dd2

∂2v∗1
∂x∗2

2

+
ν

dd2

∂2v∗1
∂x∗2

3

]
,
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ν2

d3

[
∂v∗1
∂t∗

+ v∗1
∂v∗1
∂x∗

1

+ v∗2
∂v∗1
∂x∗

2

+ v∗3
∂v∗1
∂x∗

3

]
−2

ν

d
v∗2ω3−ω2

3r1 = −
1

ρd

∂P

∂x∗
1

+β(θ∗∆T )g1+
ν2

d3

[
∂2v∗1
∂x∗2

1

+
∂2v∗1
∂x∗2

2

+
∂2v∗1
∂x∗2

3

]
,

[
∂v∗

1

∂t∗
+ v∗1

∂v∗
1

∂x∗
1

+ v∗2
∂v∗

1

∂x∗
2

+ v∗3
∂v∗

1

∂x∗
3

]
− 2

d2

ν
v∗2ω3 −

d3

ν2
ω2

3r1 = −
d2

ρν2

∂P

∂x∗
1

+ β
d3

ν2
∆Tg1θ

∗ +∇∗2v∗1.

(A.10)

Si se define una presión adimensional y un radio adimensional:

P ∗ = P
ρν2

d2

r∗
1

= r1
d

se puede reescribir la ecuación A.10 como:

Dv∗1
Dt∗

−
2d2ω3

ν
v∗2 −

d4ω2
3

ν2
r∗1 = −

∂P ∗

∂x∗
1

+
βd3∆Tg1

ν2
θ∗ +∇∗2v∗1 , (A.11)

y recordando la definición de los números adimensionales:

Ta = 4Ω2d4

ν2 Ek = ν
d2Ω

Ra = βd3∆Tg
ν2

la ecuación A.11 finalmente queda escrita de la siguiente manera:

Dv∗1
Dt∗

−
2

Ek
v∗2 −

Ta

4
r∗1 = −

∂P ∗

∂x∗
1

+ Raθ∗ +∇∗2v∗1 . (A.12)

En la segunda dirección:

∂v2

∂t
+v1

∂v2

∂x1

+v2

∂v2

∂x2

+v3

∂v2

∂x3

+2v1ω3−ω2
3r2 =

−1

ρ

∂P

∂x2

+g2+ν

[
∂2v2

∂x2
1

+
∂2v2

∂x2
2

+
∂2v2

∂x2
3

]
. (A.13)

Se reescribe la ecuación A.13 como:

Dv∗2
Dt∗

+
2d2ω3

ν
v∗1 −

d4ω2
3

ν2
r∗2 = −

∂P ∗

∂x∗
2

+
βd3∆Tg2

ν2
θ∗ +∇∗2v∗2 , (A.14)

o bien:

Dv∗2
Dt∗

+
2

Ek
v∗1 −

Ta

4
r∗2 = −

∂P ∗

∂x∗
2

+ Raθ∗ +∇∗2v∗2 . (A.15)

En la tercera dirección:

∂v3

∂t
+ v1

∂v3

∂x1

+ v2

∂v3

∂x2

+ v3

∂v3

∂x3

=
−1

ρ

∂P

∂x3

+ g3 + ν

[
∂2v3

∂x2
1

+
∂2v3

∂x2
2

+
∂2v3

∂x2
3

]
, (A.16)

ó:

Dv∗
3

Dt∗
= −

∂P ∗

∂x∗
3

+ Raθ∗ +∇∗2v∗3 . (A.17)
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A.3. Ecuación de la enerǵıa

∂T

∂t
+ v1

∂T

∂x1

+ v2

∂T

∂x2

+ v3

∂T

∂x3

= αl

[
∂2T

∂x2
1

+
∂2T

∂x2
2

+
∂2T

∂x2
3

]
. (A.18)

Sustituyendo los parámetros adimensionales:

∆Tν

d2

∂θ∗

∂t∗
+

ν

d
v∗1

∆T

d

∂θ∗

∂x∗
2

+
ν

d
v∗2

∆T

d

∂θ∗

∂x∗
2

+
ν

d
v∗3

∆T

d

∂θ∗

∂x∗
3

= α

[
∆T

d2

∂2θ∗

∂x∗2
1

+
∆T

d2

∂2θ∗

∂x∗2
2

+
∆T

d2

∂2θ∗

∂x∗2
3

]
,

ν

[
∂θ∗

∂t∗
+ v∗1

∂θ∗

∂x∗
1

+ v∗2
∂θ∗

∂x∗
2

+ v∗3
∂θ∗

∂x∗
3

]
= α

[
∂2θ∗

∂x∗2
1

+
∂2θ∗

∂x∗2
2

+
∂2θ∗

∂x∗2
3

]
, (A.19)

o bien:

∂θ∗

∂t∗
+ v∗1

∂θ∗

∂x∗
1

+ v∗2
∂θ∗

∂x∗
2

+ v∗3
∂θ∗

∂x∗
3

=
α

ν

[
∂2θ∗

∂x∗2
1

+
∂2θ∗

∂x∗2
2

+
∂2θ∗

∂x∗2
3

]
. (A.20)

Retomando la definición del número de Prandtl:

∂θ∗

∂t∗
+ v∗1

∂θ∗

∂x∗
1

+ v∗2
∂θ∗

∂x∗
2

+ v∗3
∂θ∗

∂x∗
3

=
1

Pr

[
∂2θ∗

∂x∗2
1

+
∂2θ∗

∂x∗2
2

+
∂2θ∗

∂x∗2
3

]
, (A.21)

o de forma vectorial:

Dθ∗

Dt∗
=

1

Pr

[
∇∗2θ∗

]
. (A.22)

En la fase sólida, la ecuación de difusión tiene la siguiente forma:

∂T

∂t
= αs

[
∂2T

∂x2
1

+
∂2T

∂x2
2

+
∂2T

∂x2
3

]
, (A.23)

por lo que en su forma adimensional se escribe como:

∂θ∗

∂t∗
=

1

Pr

[
∇∗2θ∗

]
. (A.24)
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A.4 Balance de enerǵıa en la interfase 59

A.4. Balance de enerǵıa en la interfase

Se adimensionaliza también la ecuación de balance de enerǵıa en la interfase,

−kl

(
∂Tl

∂�x

)
+ ks

(
∂Ts

∂�x

)
= ρQL

dS

dt
, (A.25)

para lo cual, se definen los siguientes parametros adimensionales:

θ∗s = Ts−T0
∆T

, �x∗ = �x
h
, t∗ = αl

h2 t,

θ∗l = Tl−T0
∆T

, S∗ = S
h
, kr = ks

kl
.

Despejando los parametros dimensionales, se tiene:

T = θ∗s∆T + T0, �x = �x∗h, t = h2t∗

αl
,

T = θ∗l ∆T + T0, S = S∗h, ks = kr · kl.

Sustituyendo los parámetros adimensionales en la ecuación A.25, se obtiene:

−kl

(
∂θ∗l ∆T

∂h�x∗

)
+ klkr

(
∂θ∗s∆T

∂h�x∗

)
= ρQL

dhS∗

dh2t∗

αl

. (A.26)

Si se reagrupan los términos, la ecuación se puede reescribir como:

−

(
∂θ∗l
∂�x∗

)
+ kr

(
∂θ∗s
∂�x∗

)
=

ρQLh

kl∆T

hαl

h2

dS∗

dt∗
. (A.27)

Sustituyendo la igualdad αl = kl

ρCp
y simplificando los términos equivalentes, el balance de

enerǵıa queda como:

−

(
∂θ∗l
∂�x∗

)
+ kr

(
∂θ∗s
∂�x∗

)
=

QL

Cp∆T

dS∗

dt∗
. (A.28)

Recordando la definición del número de Stefan, la ecuación finalmente queda,

−

(
∂θ∗l
∂�x∗

)
+ kr

(
∂θ∗s
∂�x∗

)
=

1

St

dS∗

dt∗
. (A.29)
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A.5. Solución anaĺıtica de la difusión en estado estacionario

Para adimensionalizar la solucuón de la ecuación de difusión en la dirección radial (ecuación

A.30),

T = (Ti − Te)

[
1

r
− 1

re

1

ri
− 1

re

]
+ Te, (A.30)

se definen los siguientes parámetros y variables adimensionales:

Θ∗ = T−Te

Ti−Te
, r∗ = r−ri

re−ri
, η = ri

re
.

Se despejan las variables dimensionales como función de los parámetros adimensionales:

T = (Ti − te)Θ
∗ + Te, r = (re − ri)r

∗ + ri.

Sustituyendo T como función del Θ∗ en la ecuación A.30 se tiene:

(Ti − Te)Θ
∗ + Te = (Ti − Te)

[
1

r
− 1

re

1

ri
− 1

re

]
+ Te. (A.31)

Reduciendo la ecuación A.31:

Θ∗ =

[
1

r
− 1

re

1

ri
− 1

re

]
=

re−r
rre

re−ri

rire

=
rire(re − r)

rre(re − ri)
, (A.32)

o bien,

Θ∗ =
rire − rir

rre − rri
. (A.33)

Sustituyendo r como función de r∗ en la ecuación A.33:

Θ∗ =
rire − ri[(re − ri)r

∗ + ri]

[(re − ri)r∗ + ri](re − ri)
, (A.34)

desarrollando los productos del numerador:

Θ∗ =
rire − rirer

∗ + r2
i r
∗ − r2

i

(re − ri)[(re − ri)r∗ + ri]
. (A.35)

Factorizando los términos del numerador y desarrollando el producto en el denominador:

Θ∗ =
(rire)(1− r∗) + r2

i (r
∗ − 1)

re − ri)(re − ri)r∗ + (re − ri)ri
, (A.36)
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la ecuación A.36 se puede escribir como:

Θ∗ =
(r∗ − 1)(r2

i − rire)

r2
er
∗ − 2rerir∗ + r2

i r
∗ + reri + r2

i

. (A.37)

Factorizando el denominador, la ecuación A.38 se escribe como:

Θ∗ =
(r∗ − 1)(r2

i − rire)

(r2
i − rire)r∗ + (r2

e − rire)r∗ + rire − r2
i

, (A.38)

o bien:

Θ∗ =
(r∗ − 1)(r2

i − rire)

(r2
i − rire)(r∗ − 1) + (r2

e − rire)r∗
. (A.39)

Sacando el inverso de la ecuación A.39:

1

Θ∗
=

r2
e − reri)r

∗

(r∗ − 1)(r2
i − reri)

+ 1, (A.40)

y sustituyendo la relacion de radios η en la ecuación A.40:

1

Θ∗
=

(r2
e − reηre)r

∗

(r∗ − 1)(η2r2
e − ηr2

e)
+ 1 =

(1− η)r∗

(r∗ − 1)(η2 − η)
+ 1. (A.41)

De la ecuación A.41 se obtiene finalmente

Θ∗ =
(r∗ − 1)(η2 − η)

(1− η)r∗ + (r∗ − 1)(η2 − η)
. (A.42)
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Apéndice B

Simplificación de los términos de

rotación

Debido a que el sistema gira alrededor del eje vertical, los términos �Ω× (�Ω× �r) y 2�Ω× �v de

la ecuación 3.6 se simplifican de la siguiente manera:

Desarrollando en notación ı́ndice el término de aceleración centŕıfuga se tiene:

�Ω× (�Ω× �r) = ωiωjri
�ij − ωiωirj

�ij

= ω1ωjr1
�ij + ω2ωjr2

�ij + ω3ωjr3
�ij − ω1ω1rj

�ij − ω2ω2rj
�ij − ω3ω3rj

�ij

= (ω1r1ω1 + ω2r2ω1 + ω3r3ω1 − ω1ω1r1 − ω2ω2r1 − ω3ω3r1)�i1

+(ω1r1ω2 + ω2r2ω2 + ω3r3ω2 − ω1ω1r2 − ω2ω2r2 − ω3ω3r2)�i2

+(ω1r1ω3 + ω2r2ω3 + ω3r3ω3 − ω1ω1r3 − ω2ω2r3 − ω3ω3r3)�i3. (B.1)

De igual manera para el término de aceleración de Coriolis:
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2�Ω × �v = 2εijkωivj
�ik

= 2ε1jkω1vj
�ik + 2ε2jkω2vj

�ik + 2ε3jkω3vj
�ik

= 2ε11kω1v1
�ik + 2ε12kω1v2

�ik + 2ε13kω1v3
�ik

+2ε21kω2v1
�ik + 2ε22kω2v2

�ik + 2ε23kω2v3
�ik

+2ε31kω3v1
�ik + 2ε32kω3v2

�ik + 2ε33kω3v3
�ik

= (2ω2v3 − 2ω3v2)�i1

+(2ω3v1 − 2ω1v3)�i2

+(2ω1v2 − 2ω2v1)�i3. (B.2)

Considerando que el sistema gira con una velocidad constante en torno al eje x3 (z), es decir,

que las componentes del vector velocidad angular Ω en la dirección x1 (x) y en la dirección x2

(y) son iguales a cero y la componente en la dirección z tiene un valor constante; entonces se

puede reescribir el término de la fuerza centŕıfuga de la siguiente forma:

(ω3ω3r1)�i1 + (ω3ω3r2)�i2. (B.3)

De manera semejante el término de Coriolis se escribe como:

(−2ω3v2)�i1 + (2ω3v1)�i2. (B.4)

Para agregar estas fuerzas al programa de cómputo, los términos de las fuerzas centŕıfuga

(ec. B.3) y de Coriolis (ec. B.4) se escribieron de la siguiente forma:

Fx = ρ0ω
2x

Fy = ρ0ω
2y

}
centrifuga, (B.5)
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Fx = −2ρ0ωvy

Fy = 2ρ0ωvx

}
Coriolis (B.6)

donde la ω el la velocidad angular con la que gira el sistema en torno al eje vertical (z) , vx

y vy son las componentes en x y y de la velocidad en cada punto, respectivamente.
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