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Presentacion

La categoria derivada Z(.A) de una categoria abeliana A es el andlogo alge-
braico de la categoria homotoépica de espacios topoldgicos. Nosotros obtene-
mos Z(A) de la categoria € (A) de complejos con entradas en A en dos pa-
sos. Primero construimos la categoria cociente K (.A), identificando los mor-
fismos entre complejos que son homotépicos. Luego “localizamos” la cate-
goria K (A) construyendo una nueva categoria (de fracciones), que llamamos
K(A)y, para X un sistema de cuasi-isomorfismos de K (A). Localizar K(.A)
es enriquecer su clase de morfismos con inversos para los cuasi-isomorfismos
de Y. Es a esta localizacion a la que hemos de llamar la categoria derivada
D(A).

Si € es una categoria pequena, siempre existen las localizaciones %%
(anadiendo los inversos a la presentacién por generadores y relaciones de
¢, ver capitulo 10 de [?]). Ademads, %5 también existe cuando ¥ es un
conjunto. Por otro lado, cuando la clase ¥ no es un conjunto, la existencia
de localizaciones es un delicado problema de teoria de conjuntos.

Exceptuando el texto [?], que esboza la solucién de este problema, es
interesante notar que las referencias estandar lo ignoran. Algunos seguidores
de Grothendieck evitan la dificultad imaginando la existencia de un universo
mas grande en el cual ¥ es pequena y construyen la localizacién en ese
universo. A pesar de todo, el hecho de que %%, exista o no en nuestro universo
es importante para otras escuelas de pensamiento. En particular para los
topologos, quienes necesitan localizar respecto a teorias de homologia.

En esta tesis consideramos un caso especial, en el cual la localizacién
% puede ser construida en nuestro universo. Esto pasa cuando ¥ es un
“sistema multiplicativo localmente pequeno a la izquierda”. Tratamos el
caso particular cuando X es la clase de cuasi-isomorfismos en la categoria
homotépica K(A), para A una categoria de médulos, y probamos que X es
localmente pequeno a la izquierda en este caso. Esto prueba que la categoria
derivada Z(A) existe (en nuestro universo). Ademads, probamos que Z(.A)
tiene una estructura triangulada.
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La segunda parte de esta tesis estd inspirada en la primera seccién del
articulo de Beilinson, Ginzburg y Soergel ([?]) aparecido en 1996.

Nosotros probamos detalladamente un caso particular de un teorema
andlogo al teorema principal de esa secciéon. En su articulo, los autores dan
un isomorfismo entre un par de subcategorias de categorias derivadas de
A-médulos, cuando A es un algebra de Koszul.

Para enunciar el teorema de Beilinson, Ginzburg y Soergel necesitamos
la siguiente definicion:

Definicién 0.1. Sea R = @ R; un anillo graduado (positivamente).
>0

= Denotamos por €4 (R) la subcategoria plena de complejos de R-mddu-

los graduados tales que, si X = (X, d% )iez es un complejo en ¢YR),
entonces existen enteros | y t tales que X' =0 sii <l y X; =0 st
i+j > t. De manera dual, €'(R) es la subcategoria plena de complejos
de R-médulos graduados X = (X', d% )iez tales que existen enteros
ytcon X'=0sii>1 yX}zOsii+j<t.

» Sea 2(R) la categoria derivada de R-mddulos. Denotemos por 2'(R)
la subcategoria plena de Z(R) cuyos objetos son los de €'(R), y por
P1(R) la subcategoria plena de 2(R) cuyos objetos son los de €1(R).

Las algebras de Koszul son &lgebras graduadas positivamente. En el
articulo [?] se consideran &lgebras de Koszul donde la dimensién de cada
R; es finita, para j € NU {0} y tal que R, es semisimple.

El teorema afirma lo siguiente:

Teorema 0.2 (Beilinson-Ginzburg-Soergel). Sea A un dlgebra graduada de
Koszul y A" su dual, entonces son equivalentes las categorias:

214" = 24 (A).

En este trabajo, consideramos algebras de Koszul donde Ry = kx--- x k.
Se sabe que un dlgebra A de este tipo se puede representar como un algebra
de carcaj con relaciones A = kQ/I, donde @ es un carcaj finito e I es un
ideal generado por caminos de longitud dos (ideal cuadrético).

Para estudiar los A-médulos graduados introducimos un carcaj Q% e I~
un ideal cuadratico en kQ% que definimos a continuacién:

Definicién 0.3. Dado un carcaj Q, tenemos el carcaj infinito Q% cuyo con-
junto de vértices es (Q%)y = Qo x Z = {(x,i) | © € Qo,i € Z}, y para

cada flecha ©—"=Y en Q,, entonces (z,1) ﬂ

en (Q%),.

(y,i+1) es una flecha
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Para I un ideal admisible de kQ, sea R = kQ%/I” un cociente del lge-
bra de carcaj Q% por un ideal homogéneo I% (definicién (?7)). R es una
k-algebra graduada (positivamente). Nosotros probamos que, para un car-
caj @, las categorias de kQ/I-médulos graduados y de kQ”/I%-médulos son
equivalentes (proposiciones (??) y (??)). Ademds, pensamos a los R-mddu-
los como representaciones del carcaj Q% (definicién (??), teorema (?7) y
proposicién (77)).

Definicién 0.4. Sea A” = kQ%/I%, y A? := k(Q")*/(I")" su dual (defi-
nicion (??)), entonces, para R = A% A%

= Denotamos por €+ (R) la subcategoria plena de complejos de R-mddu-
los tales que, si X = (X', dy)icz es un complejo en %l(R)l, enton-
ces existen enteros | y t tales que X* = 0 si i <[l ye, X" =0 st
i + p(z) > t, donde p(z) denota el peso del vértice z en el carcaj
Q”. Andlogamente, €1(R) es la subcategoria plena de complejos de
R-mddulos X = (X, dY )iez tales que existen enteros 1 yt con X' =0
sii>lye, X' =0sii+p(z) <t.

» Si D(R) es la categoria derivada de R-mddulos, denotamos por Z*(R)
la subcategoria plena de P(R) cuyos objetos son los de €' (R), y por
P'(R) la subcategoria plena de Z(R) cuyos objetos son los de €1(R).

El teorema que se prueba en este trabajo es el siguiente:

Teorema 0.5. Sean AZ = kQ%/I” y su dual A% = k(Q%)°"/(I%)". Enton-
ces, son equivalentes:

7HAY) = 91(A7).

Nuestro acercamiento para probar el teorema (?7?) es distinto de la ma-
nera en que los autores de [?] prueban el teorema (?7), porque, al probar
que las categorias de kQ/I-médulos graduados y de kQ%/I”-médulos son
equivalentes, tenemos la ventaja de poder usar las técnicas que se tienen
en teoria de médulos sin hacer distinciones por trabajar con moédulos gra-
duados (como ocurre en el articulo [?]). Ademés, (aunque no lo hacemos
en el presente trabajo) las mismas técnicas que usamos para probar que
DA = 91(A?), permitirfan probar que 21(A%) = g1(A%).

Uno de los objetivos de esta tesis fue introducirnos en el estudio de
las categorias derivadas. Otro fue el de hacer alcanzables para el lector no
especializado algunos de los resultados del articulo [?]. Con este fin, hemos
tratado de desarrollar el tema escribiendo todos los resultados necesarios
para hacerlo autocontenido, y siempre tratando de que los argumentos sean
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sencillos y elementales. Se requiere del lector s6lo conocimientos bésicos de

teoria de categorias y de médulos.
Al principio de cada capitulo damos un pequeno resumen de lo que

ahi tratamos.



Capitulo 1

La Categoria de Complejos

Dedicaremos este capitulo al repaso de nociones bésicas de teoria de cate-
gorias.

El resultado principal de este capitulo es la prueba de que la categoria
de complejos €' (A) es abeliana si A es una categoria abeliana.

Al final del capitulo hablamos de bicomplejos y del complejo total. Estas
nociones nos serviran en el ultimo capitulo, cuando probemos el andlogo del
teorema del articulo [?7].

1.1. La categoria de complejos %' (A)

Recordemos que un objeto 0 de una categoria % es un objeto cero si para
cualquier objeto A € ¥, Homy(A,0) y Homg (0, A) consisten de un solo
elemento (04,0 y 0o, 4 respectivamente). Si 0 y 0’ son objetos cero, entonces
existe un tinico isomorfismo 0g o : 0 — 0. Si A, B son objetos de €, definimos
el morfismo cero de A en B, 04 5 como la composicién 0y 504 .0.

Definicion 1.1. Una categoria € es llamada aditiva si satisface las siguien-
tes condiciones:

1. € tiene un objeto cero.

2. Homy (A, B) es un grupo abeliano para cualesquier par de objetos A, B
en 6.

3. Para cada terna de objetos A, B,C en €, f, f1, fo en Homy (A, B), y
9,91, 92 en Home (B, C), se tiene

(Gi+a)f=af+a0f vy
g(f1+ f2) = gf1 + gfo.
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4. € tiene coproductos finitos.

Cuando una categoria tiene objeto cero, tiene sentido hablar de nicleos
y conucleos. Precisemos estas definiciones:

Definicion 1.2. Sea g: E — Y. Decimos que u: X — E es un ntcleo de g
(y lo denotamos por u = ker g) si:

a) gu=0,y

b) Siu': X' — E es tal que gu’ = 0, entonces existe un inico morfismo
s: X' — X tal que us = u' en el diagrama:

X/

i

De manera dual (invirtiendo todas las flechas), tenemos la definicion de
contcleo (que denotamos por cok).

Es facil ver que todo nicleo es monomorfismo (y, dualmente, todo conu-
cleo es epimorfismo).

Definicion 1.3. Una categoria € se dice abeliana si es una categoria aditiva
con las siguientes propiedades adicionales:

1. Cada morfismo en € tiene nicleo y conicleo.

2. Cada monomorfismo es nicleo de su conicleo, cada epimorfismo es
contcleo de su nicleo.

3. Cada morfismo f se factoriza como f = me con m monomorfismo y
e epimorfismo en €.

Definicién 1.4. Sea A una categoria abeliana. Definimos € (.A) la categoria
cuyos objetos son: X = (X' d )iez, con X' objeto en A, y di: X' —
X un morfismo de objetos en A (llamado morfismo diferencial) tal que
dg}*‘ldfx =0, para cadla i E_Z. A los objetos de € (A) se les. lla_ma Co_mplejos.
Sean los complejos X y Y. Un morfismo de complejos f: X — Y es una
sucesion de morfismos f = (fi: X — Yz de A, tal que para todo i € Z
el siguiente diagrama conmuta:

i

Xt Yy?

dfxi ld;
i1

X+l —— yit+l
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Por definicion, la composicion f§ = (fD)icz(g)icz = (ft- 9')icz. A €(A) le
llamamos la categoria de complejos.

Fijemos I € Z. Denotaremos por X [I] = (X, (—1)ld§rl)iez el complejo
cuya i-ésima entrada es X't y cuyo i-ésimo morfismo diferencial es dé{[l] =
(-1t

Notemos que f es monomorfismo si, para cada i € Z, f* lo es. De igual
manera, f es epimorfismo si cada f?, para i € Z, es epimorfismo.

Sea X un complejo en € (A). Un subcomplejo Y de X es un monomor-
fismo 6: Y — X.

Antes de probar la afirmacién principal de esta seccién, recordemos la
definicién de coproducto y su propiedad universal. Probaremos, ademas, una
proposicién y los corolarios que nos seran itiles en la demostracién de tal
afirmacion.

Definicién 1.5. Sea {Z;}ic; una familia de objetos en una categoria €. Un
coproducto de {Z;};cj es un objeto de € (que denotaremos por || Z;) junto

ieJ
con una familia de morfismos {o;: Z; — || Zi}ties tal que para cualquier
i€J
otra familia {f;: Z; — Y }icy existe un unico morfismo f: [[ Z; =Y en €

ieJ
que hace conmutar el siguiente diagrama, para todo i € J,

El morfismo o;: Zi — |[ Zi se llama la i-ésima inyeccién.
ieJ

Proposicién 1.6. Sea {XS}Sej una familia de complejos en € (A) tal que
para cada i € Z el coproducto []| X existe. Entonces [| Xs (el coproducto
seJ seJ
de {Xs}ses) eviste. La s-ésima inyeccion 6: Xs — [ Xs es {0’ }icz, donde
seJ
ol: X! — [ X! es la s-ésima inyeccion del coproducto [[ X!, para s € J.
seJ seJ

DEMOSTRACION. Sea el complejo Z tal que Z' := [] X!. Definimos
seJ
a continuacién la coleccién de morfismos d’,: 2 — 71 de la siguiente
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manera: Para cada s € J, se tiene:

[Mxi % Xt
seJ seJ

O'é T ai"’ldg(s TU?A
i — i+1
X} 7 X
Xs

con o' la inyecci(')n candnica, para cada i € Z. Luego, diZ existe y es el inico
tal que d’ Loy = 0”‘1dl , por la propiedad universal del coproducto para la

familia {X?}scs en A. Ahora veamos que d'd’, = 0. Tenemos el siguiente
diagrama conmutativo:

[T X: % [] X+ 427 ][ xi+2

seJ sed sedJ
o—éT TU§+1 TJ§+2
7 i+1 i+2
X! " X! Py X
Xs Xs
Luego, dJj'd, ol = d?laéﬂd% = az+2d’+1d’ = 0, para cada s € J.
Por la propiedad universal del coproducto H X <, se sigue que d’ZJrldiZ =0
seJ

Entonces Z = (Z¢, dZ)zEZ es un complejo y se tiene la propledad universal
del coproducto. En efecto, dada la familia {fs: Xy — Y}, existe un tnico
morfismo f que hace conmutar el siguiente diagrama:

X /oy
seJ ° Y
dST %

X, :

Por la propiedad universal del coproducto [[ X! en la categoria A, para
seJ
cada ¢ € Z se tiene la existencia de un tinico morfismo f* tal que f'ol = f!

en el siguiente diagrama:

s]gIJ Xs ; YZ

% T I

Xi

s
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Luego, definamos f := (f)iez. Veamos que f es un morfismo de complejos:

11 x:_ %, I Xi*! (1.1)
seJ seJ ’
le lfﬂ—l
i i+1
Y? 2 Y .

Para que (??) conmute basta ver que conmuta el cuadrado exterior en el
siguiente diagrama:

7

i Ix, i+1
X! —X!

/ i gitl \\
_{ II xi dy II X+l

Vil
S ——> S ;’fs

\oseJ sedJ
\ f fi
dy

+1
yort

donde f'ol = fiy ot = firl Rl cuadrado exterior conmuta porque
fs es morfismo del complejo X en el complejo Y. Luego, tenemos que (?7)
conmuta. Entonces vale la proposicién. O

Corolario 1.7. En €(A) existen los coproductos finitos.

Corolario 1.8. Si en A existen los coproductos arbitrarios, entonces en
¢ (A) existen los coproductos arbitrarios.

Corolario 1.9. Si {X,}.cs es una familia de complejos en €(A) tal que
para cada i € Z el conjunto de indices s tales que X! # 0 es finito, entonces
existe el coproducto de {Xs}scy en €(A).

Observemos que, dado un coproducto [[ X; finito, entonces, ademés del

icl
conjunto de morfismos {o;: X; — [] Xi}ier (que llamamos inyecciones),
iel
también tenemos el conjunto de morfismos {m;: [[ X; — X;}ier (las pro-

el
yecciones), con las siguientes propiedades:

a) mio; = lx,, para cada i € I.
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b) ;05 = O, si4 #]
C) Zam = 1HXi'
el
De hecho, estas propiedades definen al coproducto finito, como se prueba
(por ejemplo) en [?].

Afirmacién 1.10. Si A es una categoria abeliana, entonces € (A) también
es una categoria abeliana.

DEMOSTRACION. Sean X y Y dos complejos y &, ﬁ € Home (4 (X,Y)
Entonces, conmuta el diagrama:

Xi a'+p3 Yz
& l idiy
i+1 i+1
X aitlygit Y .

Luego, definamos la suma de los morfismos & + 3 = (a + B")sez. Es claro
que con el morfismo OX,Y = (0: Xt — Yi)iez y por como se ha definido
la suma de morfismos, se tiene que el grupo (HOmcg(_A) (X,Y),%—,OX,}-,) es
abeliano, para cualesquiera X, Y en % (A). De hecho, tenemos las primeras
tres condiciones de la definicidn de categoria aditiva. La existencia de copro-
ductos en € (A) se tiene por los corolarios anteriores. Luego, € (A) es una
categoria aditiva.

Sean los complejos X, YV y f un morfismo entre ellos. Entonces se tiene
fi: X' — Y?, paracadai € Z. Sea o': K' — X' el nticleo de f* (este existe
porque A es abeliana). Se tiene el siguiente diagrama:

i %
at

K Xt &

d&l dg,l
fi+1

i1 @ i Iy
K X )

para cada ¢ € Z. Notemos que como f es morfismo de X en Y, para cada
1€ Lt

di, fi i:fi-i-ldf'xai‘
Ademas, f'a’ = 0, entonces f”ldé{ai = 0. Puesto que a'T! es nicleo de
f*1 (en la categorfa abeliana A), existe un tnico morfismo dy : K* — Kt
en A, tal que para cada i € Z:

dxa' = a”leK.

+1
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Es claro que o/+2di+1d' = d”ld a' = 0, porque por construccién de los
morfismos di., los cuadrados conmutan y X es un complejo. Ya que at? es
monomorfismo, se tiene que dif'd% = 0. Por lo tanto K := (K%, dy )iz s
un complejo y & := (a');cz es morfismo de complejos.

Veamos que ¢ es un nicleo. Sean Z un complejo y 4: Z — X un morfis-
mo de complejos tal que fu = 0, luego, para cada ¢ € Z se tiene el siguiente
diagrama en A, con flu' = 0:

Zi

|
i fi

Ki——> X ——>Y?"

Como o es niicleo en A, entonces existe A\’ : 78 — K* tal que o'\’ = u’.
Probemos que A = (A\");ez es un morfismo de complejos, es decir, que el
siguiente diagrama conmuta:

i

7l —== gi+l (1.2)

)\i \L \L)\z?k 1
di

Ki K K+l
Tenemos que:

ai-‘rl()\i—f—ldiz _ de)\z) — z+11)\z+1dz _ az—i—lde)\z

— z+ 7 1 1)\1%

: H-ljz szf:z)\_ 0

= Lt =0.
Esta tltima igualdad se da porque @ es morfismo de complejos. Como a'+!
es monomorfismo en A, se tiene que )\i+1diZ — dlk)\i =0y (?7?) conmuta. De
manera analoga se prueba la existencia del contcleo en la categoria de los
complejos, que coincide con el contcleo de A en cada nivel 4.

Probemos ahora que todo monomorfismo es nicleo de su conticleo. Sea
f: X — Y un monomorfismo. Sean : ¥ — C el conticleode f,yo: K — Y
el nticleo de 7. Como 7 f = 0, por la propiedad universal del niicleo de 7
(que es 7), tenemos que existe un unico morfismo : X — K con 6u = f
f U

—y —C

1
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Como n*: Y' — O es conticleo del monomorfismo fi: X — Y% de Ay
o't K* — Y es el nicleo de 7%, por ser A abeliana, existe ¢;: X’ — K°

isomorfismo de A tal que X7 L>Yi conmuta (pues f*, o son ambos

|\

KZ
niicleos de 7'). Ademds, tal morfismo ¢; es tnico (por definicién de niicleo).
Luego, ¢; = u' es isomorfismo. Entonces, el morfismo 1: X — K es iso-
morfismo, y f es un nicleo de 7 en €(A). Dualmente se verifica que cada
epimorfismo es conticleo de su nucleo.

Sea f: X — Y un morfismo de €(A). Sea 6: K — X el niicleo de f y
sea ¢: X — C' el contcleo de . Como fd = 0 y é es contcleo de g, existe
m: C — Y morfismo en % (A) tal que mé = f con é epimorfismo. Queremos
ver que i es monomorfismo, en el siguiente diagrama conmutativo en ' (A):

) f .
X Y

C .
Como A es abeliana, para cada ¢ € Z hay una factorizacién f* = mje}, donde
ej: X' — (] es epimorfismo y mj: C] — Y" es monomorfismo. Entonces,
todo nicleo de e} es niucleo de mje}, y viceversa. Luego, o' = ker f* =
kermie] = kerej. Como €] es epimorfismo y A es abeliana, e’ = coko’ =

cokker ¢! 2 e!. Entonces, existe un isomorfismo 1*: C* — C% en A tal que
P'e’ = e]. Tenemos el siguiente diagrama en A:

c

K (1.3)

donde, mie! = fi = miel = miyle’. Pero €' es epimorfismo, entonces,
mt = mﬁwi es composicién de monomorfismos, luego, también es mono-
morfismo. Luego, en €(A) se tiene la factorizacién de f = rmé con 1 mo-
nomorfismo y é epimorfismo. Se sigue que ¢ (.A) es una categoria abeliana. 0
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1.2. Sucesiones exactas

Definicién 1.11. Sea A una categoria abeliana.
1. Si f: X =Y es un morfismo de A, entonces Imf (la imagen de f)

es el subobjeto de Y definido (hasta isomorfismo) como ker cokf.

2. Una sucesion de morfismos X N Y —2> 7 en A se dice exacta
en'Y siy solo si Imf y ker g son isomorfos como subobjetos de Y .

., fi fit1
3. Una sucesion - - - X; > X = -+ de morfismos en A se
. , . fiz1 fi
llama ezxacta si y solo si X;—1 —— X; —— X;4+1 es exacta en X;

para cada 1.

Tenemos el siguiente resultado cuya prueba puede consultarse en el
capitulo VIIL.3 de [?].

Proposicion 1.12. Si A es una categoria abeliana y f: X =Y yg: Y — Z
son morfismos de A, entonces,

f . g
1. 0——= X ——=Y es exacta si y solo si f es monomorfismo.

2. Yy —L>7— 50 eseracta si y solo si g es epimorfismo.

3. 0 X ! Y —2> 7 es ezacta si y solo si f es nicleo de g.
4. X ! y —2s7 0 es exacta si y solo si g es contcleo de f.
5. 0 X / y 2>z 0 es exacta si y solo si f es nicleo de

g y g es conticleo de f.

Definicion 1.13. Sean los morfismos ML>X Yy N—2>X.Un (dia-

grama) pullback para {f,g} es un diagrama conmutativo: 7 —“= N , tal

”lflg

M——X,

/
. . u - s
que para cualquier otro cuadrado conmutativo 7' —— N , existe un 1unico

/| f Is

MHXy
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morfismo \: Z' — Z que hace conmutar los tridngulos en el diagrama:

En este caso decimos que {v,u} es un pullback de {f,g}.
Dualizando esta definicion obtenemos la de pushout.

Observacion 1.14. Sea el cuadrado conmutativo

7Z—>N

L)

M —— X,
en una categoria abeliana. Entonces {v,u} es un pullback de {f,g} si y sélo
st la sucesion
v
es exacta.

DEMOSTRACION. Emplearemos la proposicién anterior. Supongamos que
{v,u} es un pullback de {f, g}. Mostraremos que () es nicleo de ( f, —g).
Sea (Z;) : Z' — M&N, talque (£, —g) (Zi) = fv'—gu’ = 0. Luego, conmuta

el cuadrado exterior en el diagrama siguiente:

(1.4)

De ahi la existencia de un tnico morfismo \: Z’ — Z, tal que vA = v’ y
uX =o', Es decir, (§) A= (7).
Reciprocamente, dados Z’, v/ y ' tales que conmuta el cuadrado exte-

rior en el diagrama (?7), se tiene el morfismo (Zﬁ) :Z' — M @ N tal que
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(£ —9) (Z;) = fv' — gu’ = 0. Puesto que () es nticleo de ( f, —g), entonces
existe un inico morfismo \: Z’ — Z tal que () A = (Zﬁ ) Entonces, v\ = v/
y uX = u'. Luego, {v,u} es un pullback de {f, g}. O

Corolario 1.15. En toda categoria abeliana A existen los pullbacks.

DEMOSTRACION. Sit: L — Y y g: E — Y son morfismos de A, existe
el nicleo del morfismo (9. —t) : E@® L — Y. Este ntcleo es un morfismo de
la forma (3): K — E ® L. Luego, tenemos la sucesién exacta

[0
L —t
0 ) g ety

en A y, en consecuencia, el pullback:

K B
E

_

~

L
Iy

Observacién 1.16. En la categoria abeliana € (A) tenemos:

1. Dada la sucesién X N v—2>7 en € (A), esta es una sucesion

. . . . ., . f g .
eracta en Y si y sélo si la sucesion Xt ——Yyi——>7i en A es

exacta en Y para todo i € 7.

2. Dado el cuadrado [ LN L enE(A), este es un pullback en € (A)

o)

v,

sty solo st K N Lt es un pullback en A para cada i € Z.

ail lti
gi

Ei——Y"
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Proposicién 1.17. Dado el morfismo t: L — Y en A (abeliana) y una

sucesion exacta () X ! E—21-v 0 en A, tenemos un dia-
grama conmutativo en A:
0 X—=K—1L 0
|,k
0 x-lop—toy 0,

con renglones exactos, donde el cuadrado derecho es un pullback.

DEMOSTRACION. Sea {s,v} pullback de {g,t}. Puesto que gf = 0y tam-
bién tenemos el morfismo cero de X en L, por las propiedades del pullback,
tenemos que existe un tnico morfismo u: X — K, tal que su = f y vu = 0.
Es decir, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

L 0
u
h v

s — L
T
R g

E——Y.

X

Probemos que u es un nicleo de v. Sean Z y a: Z — K tal que va = 0,
entonces 0 = tva = gsa. Puesto que f es nicleo de g, existe un tnico
morfismo h: Z — X tal que s = fh. Veamos que uh = a. Tenemos que:

s(uh —a) = suh —sa = fh —sa =0y, ademds
v(uh — a) = vuh —va = 0.

Luego, uh = . Si h': Z — X es otro morfismo tal que uh’ = «, tenemos

fh =sa = suh/ = fh'. Pero f es monomorfismo, luego h = h' y h era tnica.
u v

Por lo tanto, u es ntcleo de v. Asi, 0 X K L es exacta en
A. Luego, tenemos en A el siguiente diagrama:
0 X—=K—1L
P,k
0 x-l-p—toy 0.

Como g es epimorfismo, tenemos que v también lo es (se prueba, por ejemplo,
en [?], capitulo VIII, proposicién 4.2). Por lo tanto, se tiene el diagrama
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conmutativo:
o 0 X —>K-—">L 0
f g
8 0 X FE Y 0

|

Abusando de la notacién, diremos que « es un pullback de 8. Procediendo

analogamente, dada 0 X ! Jopa v 0 una sucesién exacta

en cualquier categoria abeliana y un morfismo s: X — M, podemos cons-
truir una sucesién exacta a partir del pushout de {s, f}. Todo esto vale, en
particular, para la categoria de complejos € (A), si A es abeliana.

1.3. Bicomplejos

Sea A una categoria aditiva con coproductos arbitrarios.

Definicién 1.18. Un bicomplejo Y sobre A es una coleccién de objetos
{Y"}i jez y morfismos {d"1: Y™ — YT, jeg, {6970 Y — YUY, 5eg
(llamados diferenciales) en A, tales que d»T1d = 0, §+Ligh = 0 y
SHIHLghi 4 @itNI§hI = 0 para cada i, § € Z.

Se puede visualizar como un diagrama infinito de cuadrados anticonmu-
tativos:

R Lt NP st s
P Y171,3+1 - Yz,j+1 _ Yz+1,j+1 —_ ...

gi—1.d qisd gi+1.d
i—1,3 2%
yi-14 -2 yid —2 yitl
qi—1,d—1 qii—1 qitl,i—1
§i—1,5-1 §id—1

syl syl syl s

Un morfismo de bicomplejos f: Y — Z es una coleccion {f%/: Y4 —
Z"}; jez, de morfismos en A que conmutan con las diferenciales. Es decir,
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se tienen diagramas conmutativos:

. fott . N s A .
Yz,]-‘,—l e Zz,]-{—l YH—L] e ZH—L]
o le @l lw

L fY . . 7 .
Y YA Y YA

para cada i, j € Z.
Tenemos la categoria de bicomplejos Bi%'(A), donde la composicién

estd dada por {fi7} - {gh} = {fiI . ghI}.

Afirmacién 1.19. Si A es una categoria abeliana, entonces Bi%'(A) tam-
bién lo es.

DEMOSTRACION. La prueba de esto es andloga a la de (?7). O

A partir de un bicomplejo Y podemos definir un complejo, el complejo
total de Y, Tot(Y). Este tiene s-ésima entrada

Tot(Y ]_[ Yy,

i+j=s

Para ver su s-ésimo morfismo diferencial, hagamos 7' := Tot(Y). Por las
propiedades del coproducto, existe un unico morfismo dj. en A que hace
conmutar:

[T v di [T Y
i+j=s i+j=s+1
+1 +1
"f,jT o T("ijﬂv Uf+1,j)
dhJ
(45)

. i ny
yid — s YUt @YH- J

para cada i + j = s. Esto es:

s s __ _s+1 i,j s+1 z,]
drpoyj =o; g+1d Oit1 ]6
De ahi que:
s+1 75 s s+1 _s+1 7, s+1 _s+1 ¢i,
dy”dyoi; =dpoiid I+ d 0i11;0 J

_( s+2 dz,j+1+o_s+2] 51,]+1)dz,j
+(O.§+2 dz+1,]+0,s+2 5z+1,])51,3

Z+%,J+1 9
_ 5t 2,7+1 7,7 S+ i+1,5 54,7
=041,410 T dY + o7 dT0

s+2 (dz+1,g(5z,g + 52,]+1dm) = 0.
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Por lo tanto, d5'd5 = 0. Entonces, (Tot(Y)®,d5)sez es un complejo con
entradas en A.

Sea f Y — Z un morfismo de bicomplejos, entonces tenemos una fami-

lia de morfismos f*/: Y%/ — Z%J. Por la propiedad universal del coproducto

[T Y%, existe un tinico morfismo f* que hace conmutar el siguiente dia-

1+j=s
grama

Tot(Y)* = [] Y™ 1 2% =Tot(Z)*

i+j=s H—j s

S =S
“i,jT T"m’
fi,j

Yy YA

esto pasa para cada ¢, j tales que ¢ + j = s € Z. Consideremos el diagrama:

[ vid £ ] z¥

i+j=s z-‘,-j s

| o,

y®ni o AN
[ RS I
itj=s+1 i+j=s+1

Entonces,

+1 _ s+l
(=i, i, £ty = A ot di ’
_ S ) S 2 I )
A 1( Zﬁfrld + Uzﬁl Ji1 y) = d, 071"
_ s+l _s iJ +1,s iJ
=f w+1d +f Z+1J5

+1 ZJ —s+1 5t,J
@y + ot o) P
_ —s+1 fz,]-i-ld J 4 S+1 fH-L](S’]

—s+1 ,J 6,7 _ —S+1 ,] 6,
z]+1 f z+1 ] f 0

para todo ¢ + j = s. Luego, fs+1d>fpy —dy, f* = 0. Por lo tanto,
Tot(f ]_[ Yyl — ]_[ 7 sez
i+j=s i+j=s
es un morfismo de complejos.
Lema 1.20. EI funtor Tot: Bi% (A) — € (A) es exacto (ver definicion (77)).

DEMOSTRACION. Sea () M E N 0 una sucesién
exacta en Bi%'(A). Entonces, para todo i, j € Z, se tiene que la sucesién

uij . ,Uij

0 MY E N 0
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es exacta en A. Luego, para cada s € Z tenemos que la sucesion:

0o MMy _ U _Jredy U N,
1+j5=s 1+j=s 1+j=s

. Tot(ii)* . Tot(#)* .

0 — Tot(M)* ————— Tot(E)* ————— Tot(N)* —= 0,

, .. Tot(it) .. Tot(v) .
es exacta. Asi, 0 —— Tot(M) — Tot(E) — Tot(N) —= 0 es exacta y

Tot es un funtor exacto. O

Lema 1.21. El funtor Tot: Bi¥'(A) — %(A) conmuta con coproductos
(ver definicion (77)).

DEMOSTRACION. Sea .{Xs}seT una familia de bicomplejos. Debemos
mostrar que el morfismo v dado por la propiedad universal del coproducto
[ Tot(Xs), y que hace conmutar el diagrama
S

[ Tot(X,) ¥ Tot([] X,)

S
Tro XS
« )T %X)

Tot(X5)

es isomorfismo. Aqui, Ay : X, = ][ Xsy Aot (X4 : Tot(X,) — ][] Tot(X,)
S S

son las inyecciones en Bi%'(A). Para cada bicomplejo X tenemos las fami-

lias de diferenciales: {dy: X¢ — X +1} y {07 X¢ — X;HJ}. Tenemos

familias de inyecciones que hacen conmutar el siguiente diagrama, donde ¢"

es un isomorfismo en A:

[Tot(I;IXs)]”Z I 11X " 11 T X3 = [[Tot(X,))"

z—‘,—g:n S S z—‘,—y:n s
A A8 .
[1x4 Ioxd
3 1+j=n
11X I xv
s i+j=n
s n
xg Xy

Xy Xy
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la existencia de ¢" se tiene por la propiedad universal en A de los copro-
ductos HX 9y I T1X%. Luego, tenemos que:
i+j=n s

A" Soo=)\ AT 1.5
qb ]_[X” X” o xy x¥ ( )
i+j=n
Veremos que ¢ = (¢™)nez es un morfismo de complejos. Sean d" y d" las
n-ésimas diferenciales de los complejos Tot(]] Xs) v [ [ Tot(Xs) respectiva-
S

S
mente. Entonces, para ¢ + j = n conmuta:

A’VL
A ij
. ij .. ]3[ X} Iy
xid X [Hxz I Ixy
s s i+j=n s
4 Hdlqj
(5) 1157 ld
Xii+l g i+l X7+ e XY I IIxy.

A® it 0 s s <)\”+1“+17 >\"+1‘+1‘ ) i+1=n+1 s
Xs ij i+1j
E I Xs s

Luego,
A\ S _ )\n+1 61] + >\n+1 s i

ij ij it+1j z+1 s ii+1 ij+1
]EIXSJ X IEIXs J J S i X

Entonces, usando la ecuacién (?7?),
¢n+1dn)\n 2S _ ¢n+1 [)\n+1 28 5” + )\n—i—l 2\S dl]]
HXZJ X;J I§1X§+1] z+13 S z]+1 X;J-H 3
__\S n+1 1j s n+1 1)
=A it1i A X i+l ds’ + A I xu+l )‘Xz;j+1 d
i+j=n+1 s i+j=n+1 s s

Por otro lado, para i + j = n, conmuta:
\n

iy - o x& -

L. x4 X' i+j= Xt

X ¢J 2 H sj A e H H sj
S i+j=n s i+j=n

d n .
((Sfj ) dTot(xq)J/ J{d"
S

XU‘H @X“rlm S H X H H X
()\n+1 Ant1 >z+j:n+1 S 8 i+j=n+1

ij4+1"’ L+1J
itj=n+1

Luego,
CZnAS AT =)\ H[)\nJrl dl] +>\n+1 5z+1]

2J+1 z+1J
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Entonces,
dn(bn A" AS _ CZn)\s A"
1 xy Xij noxd xy
i+j=n
__\S n+1 j n+1 j
=0 L e e ),
itj=ntl

Por lo tanto, ci"d)” = ¢"t1d", para cada n € Z y se tiene que d) es un
morfismo de complejos. No es dificil ver que, por la propiedad universal del
coproducto en A, ¢ y 1¢ son identidades. Luego, ¢ es isomorfismo y el
funtor total conmuta con coproductos. a



Capitulo 2

E-sucesiones y Categoria
Homotopica

Las £-sucesiones son sucesiones exactas cortas localmente triviales que le dan
una estructura exacta a la categoria ¢(A) de complejos. Aqui probamos que
la nocién de E-inyectivo es igual a la de £-proyectivo. Ademds, para el caso
de A = A—Mod, en el capitulo 5 probaremos que %(.A) tiene suficientes
proyectivos, aun cuando A carece de unidad, luego %’ (A) es una categoria
de Frobenius.

En este capitulo obtenemos el isomorfismo que hay entre los grupos
Erty (Y, X) (de E-sucesiones) y Hom K(A) (Y, X[1]) de las clases de morfismos
en K(A) de Y a X[1], para K (A) la categorfa homotépica. Este es esencial
para construir los tridngulos en K(A) en el siguiente capitulo.

2.1. &-sucesiones en % (A)

Definicion 2.1. Una sucesion exacta localmente trivial de complejos es

una sucesion exacta () X ! E J Y 0 de complejos tal que

para cada i € Z la sucesion 0 Xt / Bt J Y 0 esla trivial

(se divide). A una tal sucesion le llamaremos E-sucesion.

Lema 2.2. Si f: X — E y §: E — Y son morfismos de €(A), son equiva-
lentes:

1. 0 X ! E g v 0 es una E-sucesion.

2. f' es seccion, para todoi €7, y § = Cokf.
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3. ¢' es retraccion, para todo i € Z, y f = ker g.

DEMOSTRACION. Es claro que 1 implica 2. Por otro lado, si vale 2, en-
tonces f es monomorfismo en % (A). Entonces, f = ker cokf = ker . Luego,
por la proposicién (??), tenemos 1. La demostracién de que 1 es equivalente
a 3 es dual. O

Se tiene la siguiente propiedad:

Sea 0 X ! E g Y 0 una £-sucesion y sea el morfismo

v: Z — Y. Hemos visto que existe el pullback de {g, 0} (proposicién (??)) y
que este se extiende a una sucesion exacta tal que en el siguiente diagrama
los cuadrados conmutan:

0 X F Z 0
b,k
F g
0 X E Y 0
Veamos que 0 X h F K 7 0 también es una E-sucesion.
Para cada i € Z se tiene:
g 0—=xi i s g 0
e, )
i o ft g .
al: 0 Xt E Y? 0,

como o' se divide, entonces f! es seccién, luego existe o': B — X? tal que
ol ft = 1ys. Entonces o'u’: F' — X' y se tiene o'u'h! = o' f! = 1y, luego
h' es seccién y la sucesién 3 se divide para cada i € Z. Luego, el pullback
de una &-sucesion se extiende a una E-sucesién. Se tiene el mismo resultado
para pushouts.

Lema 2.3 (Lema del 5). Sea el siguiente un diagrama conmutativo en la
categoria abeliana A, con renglones exactos:

X1 I Xo i X3 s Xy ha X5

ifl if2 J{fs J{ﬁ; J{f&s
t1 to t3 tyq

Y, Yy Y3 Y1 Ys.

St f1, fo, fa, f5 son isomorfismos, entonces fs también lo es.
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También se tiene esta version del lema anterior:

Lema 2.4 (Lema del 5). Sea el siguiente un diagrama conmutativo en la
categoria abeliana A, con renglones exactos:

uq 1

0 X1 Y1 Z1 0
bl
0 X5 w2 Y5 ke Zo 0.

1. Si f y h son monomorfismos, entonces g también es monomorfismo.
2. Si f y h son epimorfismos, entonces g también es epimorfismo.
3. Si f y h son isomorfismos, entonces g también es isomorfismo.

DEMOSTRACION. Ambas demostraciones pueden consultarse en [?] capitu-
lo VIII, seccién 4.

Definicion 2.5. Diremos que las £-sucesiones:

b .k
g: O0—=X—>F—>Yy —>0

son equivalentes (y lo denotamos por a ~ 3) si existe §: E — F, morfismo
que hace conmutar el diagrama:

0—=x—tsp—tsy——>0
\Lé
N T T

0 X F Y 0.

En este caso s resulta isomorfismo, por el lema del 5 aplicado en la
categoria abeliana € (A).

Observaciéon 2.6. Dado el siguiente diagrama conmutativo:
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cuyos renglones son &-sucesiones, se tiene que el cuadrado derecho es un
pullback y la E-sucesion del renglon superior es equivalente a la construida
con cualquier pullback de {g,n}.

DEMOSTRACION. Supongamos que 3: 0 Xttt 0
es la extensién dada por el pullback de {g,7n}. Luego, conmuta el diagrama

0 X K A 0
CE
0—=x—tsp—tey——0

Basta probar que existe un morfismo $: F — K, tal que sh =1 y 0§ = k
en el diagrama siguiente:

h .k
0 X Ia A 0
|
0 X s>y 0

Como p L 7 conmuta, la propiedad universal para el pullback {¢, v}

o, b

g g .

E—Y
nos dice que existe un unico morfismo de complejos s: F' — K, tal que
05 =k y t5 = 1h. Ademds,

i(sh—0) =tsh —tu=mh—iu=f—f=0,y
0($h —u) = 0sh —ou = kh —0u=0—-0=0.

Luego, sh =1 y se tiene lo observado. O

Observacion 2.7. Sean los morfismos de complejos U1, Uy y us tales que
conmuta el diagrama siguiente con renglones £-sucesiones

Ty 0 X B Yy 0.
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Entonces existe una factorizacion del morfismo gy tal que en el diagrama

T 0 X E Y 0
o)

Y 0 X, ——=fF >y 0
| o)
) . i a1

It 0 X1 FEr Y; Oa

la £-sucesion y es pushout de x y a la vez es equivalente al pullback de 1.

DEMOSTRACION. Dada la extensién z y el morfismo 17, obtenemos el
pushout de {1, f} y extendemos a una sucesién exacta que llamamos y.
Luego, tenemos el diagramas:

x 0 Xt p—tsy 0
o)l
s .t
Yy 0 X4 F Y 0
o
i U3
fi V/ g1 i
0 X1 Ey i 0

Basta mostrar que existe ji tal que los cuadrados que se forman conmu-
tan, pues esto implica que {ﬂ,i} es pullback de {gi,u3}. Por las propie-
dades del pushout, y como g f = fit1, entonces existe un tnico morfis-
mo fi: F — F; tal que ,u)\ = U9 ¥y ,us = f1 Por otro lado, vemos que
gt = U3g = g1l = glu/\ Ademés, 1usts =0 = glfl = g115. Por lo tanto,
por la unicidad en la propiedad universal del pushout, st = g fi. |

Es claro que, dados X, Y en €(A), ~ define una relacién de equivalencia
en la clase de todas las E-sucesiones del complejo X por el complejo Y.
Ademds, si z es una E-sucesién de X por Y, denotaremos por [z] su clase
de equivalencia respecto a ~.

Definicién 2.8. Llamaremos Exty (Y, X) a la clase de todas las € -sucesiones
de X por'Y mddulo la relacion de equivalencia dada por ~.

Observemos que €xtcg(Y, X ) tiene estructura de grupo abeliano, con o-
peracién la suma de Baer.
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Lema 2.9. Sean X, Y en €(A). Entonces, cada B en Hom%)(A)(Y,X[l})
determina una E-sucesion

ep: 0 X—"=E—=Y 0
donde, para cada i € Z,
1. EF= X' Y

2. di, — (d? B)

0 di
3. 0= <16<i>.
4. = (0,1y:).

Y reciprocamente, una &-sucesion

o . T

0 X E Y 0

que satisface, para cada © € 7 las condiciones (1), (3) y (4) anteriores,
es tal que su i-ésimo morfismo diferencial es como en (2), y determina un
morfismo de complejos B := (B")icz en Home ) (Y, X[1]).

DEMOSTRACION. Es claro que E es un complejo, pues, al ser B un mor-
fismo de complejos, conmuta el diagrama:

i

Y X[y
d@,l —dit
yitt B X,
Entonces, se tiene la condicion:

diy'B' + By =0, (2.1)

que implica que

it pitt (diX B.i): diftdy  dY BB, —0
0 dift 0 di 0 dyftdi,

Claramente los morfismos ¢ y 7 son de complejos, pues conmutan con las
diferenciales. Ademads, en cada ¢ € Z, 0" es una seccién y w* es una retraccion,
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de ahi que, localmente ¢ se divide. No es dificil ver que ¢ = ker 7, luego,
por el lema (?7), ¢, es una E-sucesion.

Para el reciproco, notemos que el i-ésimo morfismo diferencial del com-
plejo E debe hacer conmutar el siguiente diagrama:

1y

. . 01y .
0 X s Xigyi— Ly 0
| la=(25) &
- > +1 i+1 i+1 i+1 0
" a <1X8+1 ) e (0 1yir) ¥ ’

i pi di, B* , ; ) .
luego, se debe tener (éL gi )z( 8( i ),para algtin morfismo B*: Y — X'*1
Y

en A, para cada i € Z. También se debe cumplir que:

0— dift Bitt (dix Bi) [ diftdy  diE'BI+BItdL
0 dift 0 di 0 dyttdi, ’
Luego, se tiene la condicién:
d' B+ By =0,

que nos dice que B := (B')jez: Y — X[1] es un morfismo de complejos. O

Lema 2.10. Sean X, Y en €(A), consideremos la funcién

U: Homg (Y, X[1]) — Eate(Y,X)
h — ]

(donde @;, es la definida en el lema (77)). Entonces ¥ es suprayectiva: Si

z:0 X ! E g v 0 es una E-sucesion, para cada i € 7
. . fz gi

existen morfismos o' y 7" tales que: 0 —= X' — = i ——~Yyi—>0, Yy
G.Z TZ

se cumple que o' f' = 1yi, ¢*7" = 1y y 1gi = flo® + tig*. Entonces
b= (6" dbTY) ez

estd en Hom(g(A)(Y,X[l]) y satisface que W(h) = [z].
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DEMOSTRACION. Dada la £-sucesién x, para cada i € Z, el siguiente
diagrama conmuta:

i i

0 E¢ J Y? 0
()
0— ( s )X%@YZW YZ)YZHO

luego, por el lema (?7), s* := (Z') es un isomorfismo en A. Tenemos una

nueva E-sucesién

R AV B
z: 00— X —=FE——y —0,

definida por: E' := X'@Y?, di = sttldl,(s) 71, ff = <1Xi> y g =(01y1),
para cada i € Z, tal que z ~ z. Por el reciproco del lema (?7), la diferencial

di; es de la forma (dé‘ i ) XaY - Xl aYit! con h': Y — Xt
recordemos que es precisamente el morfismo h* el que induce el morfismo
de complejos de Y en X|[1] correspondiente a la E-sucesién z. Puesto que la

inversa de s’ = (‘g’j) es (s')™! = (%, +1), por definicién de d:,

g
( z+1f1+1dz z+1dL Ti) . (d.ZX a.i+1diE7_i)
= i1 il g i1 i = . e
gLy gy 0 digir
_ (dZX ot ldi Tt
0 i

(%u) = (o)) = (50) (der o)
Y

Por lo tanto, h' := o't1dp7" € Homy(Y?, X**1) define un morfismo de
complejos h := (h');ez en Home () (Y, X[1]).
Tenemos que ¥ es sobreyectiva, pues ¥(h) = [z] = [z]. 0

De lo anterior se desprende que Exty(X,Y) es un conjunto.

Proposicién 2.11. Sean X, Y en €(A). El conjunto Exty (Y, X) admite
la siguiente estructura natural de grupo. Si [x], [y] estdn en Exty (Y, X), se
define la suma como sigue: Dadas las E£-sucesiones

r:0 x-n BTy 0

y: 0 X P E2 g2 Y 0’
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tenemos la €-sucesion:

. . hefr . . 1Dge
roy: 0—Xo X "L hep ™ vey—0,
a la cual calculamos su pullback respecto al morfismo diagonal A := ( DK Y —
YoY:
(x @ y)A : 0—=XaX F Y 0
Lk
TRy 0—XoX—FE oL —Yaoy —0,

luego calculamos el pushout de (x®y)A con respecto al morfismo codiagonal
Vi=(1L1): X®X - X:

@epd:  0——XeX——F—=y —=0
|
Vaapd: 0 X By —>0.

Definimos [z] + [y] = [V(z & y)A]. El neutro aditivo es [t], donde t es la
sucesion trivial 0 —= X —= X Y —>y —0.
2.2. Categoria homotépica y Exty

Definicién 2.12. Sean &, (3: X — Y, morfismos de complejos en €' (A).
Decimos que & es homotopico a ﬁ (y lo denotamos por & ~y, ﬁ) st hay una
familia de morfismos {s;: X* — Y=Y,z en A tales que:

i ai i i1
o = ' = sipdyx +dy s,

para cada i € Z. En un diagrama, los morfismos se ven asi:

: 4 dy ! . di .
X c = Xl X Xt
& 3 i—1 i—1 si/i i sH_l/iJrl i+1
o “ / “ ﬂ/ “ ’
Y . e Yi—l — Yz - Yi—f—l
dy; dy

A la familia {s;}icz se le llama homotopia.
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Observacién 2.13. La relacion de homotopia (~p) es una relacion de e-
quivalencia en Homg (4) (X Y) para cada pareja de complejos X,Y.

Lema 2.14. Sean X, Y en €(A) y B en Hom(g(A)(Y,X[l}), entonces @y,
(del lema (?7)) es equivalente a la E-sucesion trivial

1x
TSNS C) PO TUL P

si y sélo si B es homotdpico a cero.
DEMOSTRACION. Usando la notacién del lema (??), tenemos que ¢ es

equivalente a la £-sucesion trivial ¢ si y sélo si existe un morfismo &: E —
X &Y que hace conmutar el siguiente diagrama:

Pp 0 Ty 0 (2.2)

i

t: OHXHX@Y Y*>O.

Luego, para cada i € Z tenemos:

("x%) (0, 1y4)

P 0 X 0 Xigy — " > yi 0
) di, Bt )
dIXl l( ¥ ) l%
i+1 . i+l i+1 i+1 i+1 0
0 0—>X o) XY gy :

con B = (B");cz el morfismo correspondiente a ¢ en Homg (4 (v, X[1]).
Por otro lado, para t tenemos:

. . (*x) (0, 1) .
tl . O XZ XZ @ Yl Yl O
i dy 0 i
l I(54) i
41 . . yitl i+1 i+1 +1
A 0 X' (IXSH ) XTeYy (0, 1yira) ¥ 0.
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El morfismo & es tal que, para cada i € Z conmuta el siguiente diagrama:

| ) R M
I 0 X XoY Y’ 0
oD
o} af
o 0 X - XiapY! Yt 0.

(0, 1yi)

Luego, se deben cumplir las siguientes condiciones:

Lot (B) = (M),

2. (0, 1yi)al = (0, 1,4),

d? 0 . . di. B?
3.<X -)o/zoz”‘l(x )
0 di 0 di,

Las condiciones (1) y (2) hacen que los cuadrados conmuten en el diagrama
(??), v la condicién (3) hace que ¢ sea un morfismo de complejos. De la
condicién (1) obtenemos que o} = 1yi y o} = 0. Luego, (2) nos dice que
al = ly:. Estas condiciones en (3) implican que ¢ existe si y s6lo si di ol =
B + o/2+1d§, para cada ¢ € Z. Es ‘dec1rl, @p es equivalente a t si y sélo si
existe una familia de morfismos (a4 : Y* — X*);cz tal que

B' = dyay—astd
= (—d)(—ah) + (—ay™)dy,

para cada ¢ € Z. Esto se traduce a que en el siguiente diagrama:

Yz 1L1.X1]z 1

ili /
dy —ab d
X[l

d%,J/ l it

> +1
Yz+1 s X[l]z

B sea homotépica a cero. O



40 E-sucesiones y Categoria Homotépica

Proposicién 2.15. ¥: Homg(4) (V,X[1]) — Exte (Y, X) es un homomor-
fismo de grupos y su nicleo es el conjunto de morfismos que son homotdopicos
a 0 en Homy(4) (Y, X[1]). Sea 7 la proyeccion natural en el siguiente dia-

grama. Luego, por el primer teorema de isomorfismo para grupos, existe W
isomorfismo tal que conmuta:

Home( ) (Y, X[1]) Exty (Y, X)

|

Hom(g(A) (Y, X[l])/ ker V.

DEMOSTRACION. Por los lemas (??) y (?7); ademés, no es muy dificil
ver que ¥ es un homomorfismo de grupos. O

Definicién 2.16. Sea K(A) la categoria cociente de los complejos médulo

la relacion de homotopia. Los objetos de K(A) son los mismos de € (A),

Hom%(vfng,Y)
Z(X,Y)

de Z(X,Y) es el subgrupo de Home(x) (X,Y) formado por los morfismos

pero los morfismos son las clases: HomK(A)(X,Y) = , don-

homotopicos a cero. Dados los morfismos de complejos f y g tales que gf
tiene sentido, entonces definimos la composicion de sus clases en K(A) co-
mo g-f=g-f. AK(A) le llamaremos la categoria homotdpica.

Observacion 2.17. Veamos que es vdlida la definicidn que dimos de la com-
posicion de morfismos en K(A): Sean f, ~p f y g1 ~p g. Existen familias
de morfismos {s;}icz y {ti}icz en A,

i—1
X - e Xi—l Xi Xi—i—l
; ; i—1 i—1 s-/i i S; 1/i+1 i+1
fllh f f i S A +1 f
1 ; 1
—1 '/dzl;l 1—/‘1? .
Yy - e ——> Y Y Y7,+1

|
g@m gi—lwgij/ti/giugi/tmﬁﬂugi-ﬂ

: o >~ 7i—1 Zi : Zi+1

tales que f! — f' = s”ldg( + di}_lsi ygi —g' = ti+1d§/ + diZ_lti. Luego,

Gfi o f" = g5y +aidy s,y
gifz _ ngl — tH_ld%/fZ 4 dZZ—1t2f17
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Sumando las ecuaciones anteriores obtenemos:

giff . gifi — gilerlde + gi‘d;—lsi + ti+1'd§/fi'_|_ dzZ—Itzfz

= ( isz+1 + tl+1fl+1)d3( 4 d”LZ—I(giflsz 4 tzfl).
1—1
1

Por lo tanto, {gi='s; +t' fi};cz es una homotopia y tenemos afi~n af.

Con esta nueva notacion, la proposicién (?7) prueba que:

Teorema 2.18. Sean los complejos X yY en€(A), entonces Exty (Y, X)
es isomorfo a Homp 4 (Y, X[1]).

Maés atn, se prueba que los funtores Exty(—, X) y HomK(A)(—,X[l])
son isomorfos. Recordemos que:

Definiciéon 2.19. Un funtor F' de una categoria € a una categoria & con-
siste de:

a) Una regla de asociacion que asigna a cada objeto de €, un objeto de

2.

b) Una regla de asociacion que asigna a cada morfismo f en Homg(X,Y)
un morfismo F(f) en Homg(F(X), F(Y)).

Esta regla satisface que F(1x) = 1p(x), para todo X objeto de €, y, en el
caso de un funtor covariante, F'(fg) = F(f)F(g), o bien, F(fg) = F(g9)F(f)
para los morfismos f, g (cuya composicion tiene sentido) en € y decimos
que el funtor es contravariante.

Un funtor se dice fiel si para todos los objetos X, Y en ¥ la funcién
Fxy: Homg(X,Y) — Homg(F(X),F(Y)) es inyectiva. Se dice pleno si
ésta es sobreyectiva. Si ¥ y Z son aditivas, el funtor F' se llama aditivo si
Fx y es morfismo de grupos. Cuando hablemos de funtores entre categorias
aditivas nos referiremos a funtores aditivos. Ademaés, un funtor se dice ezxacto
si la imagen de una sucesién exacta es también una sucesion exacta.

Definicién 2.20. Sea T': K(A) — K(A) el funtor dado por:
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donde i[l] denota la clase del morfismo f[1] cuya i-ésima entrada es fit7.

Notemos que T estd bien definido en morfismos, pues si f es homotopico
a g, entonces f[l] es homotdpico a g[1]. Luego, T es un funtor covariante,
con inverso dado por: T'X = X[=1] y T'f = f[~1]. Entonces T es un
automorfismo de K(A). -

Definicion 2.21. Sean F', G funtores de € en 2. Un morfismo de funto-

res (covariantes) ¢: F — G es una familia de morfismos {px: F(X) —
G(X)}xecove en 2 tal que para todo f: X — Y en € conmuta el diagrama:

F(X) 25 G(X)
F(f)l lG(f)

F(Y)——>G(Y).

También se le llama comunmente transformacion natural.

Un morfismo de funtores ¢: F' — G serd isomorfismo si cada ¢x lo es,
para cada objeto X de %.

Observacién 2.22. 1. Los funtores Homp(4)(—, X[1]) y Exty(—, X) son

isomorfos para todo complejo X .

2. FEste isomorfismo también es natural en la sequnda entrada.

DEMOSTRACI(')N. 1. Ya hemos visto que U es isomorfismo para cada
complejo Y (teorema (77); para notacion, ver lema (??) y proposicién (?77)).
Sélo falta probar que dado %: Y, — Y conmuta:

Homye( (V, X[1]) —2= Eat (¥, X) (2.3)

ul lé’xt(u,l)

Hom (1) (Y3, X[1]) - Exty (Y1, X).

Sea h € Hom ¢ 4) (Y, X[1]) y h uno de sus representantes. 5 determina la
E-sucesion x = ;. Aplicar Ext(1, 1) a [z] es sacar el pullback de x por %
(que denotaremos por zu) y tomar su clase [zu]. Luego, tenemos el siguiente
diagrama de cuadrados conmutativos:

T 0 X F Y1 0
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Por otro lado, tenemos que ver que la £-sucesién ;. que determina u* (ﬁ) =
hi es equivalente a xu. La £-sucesién que determina A es tal que en cada
1 € Z se tiene el diagrama conmutativo:

. diy hiu .
Y1

0——> XH_I . Xi+1 oy Y'li—i-l o Y'li—l—l — 0.

di hiui

Sea el complejo G = (X' @ Y7, < 0 di >)ieZ- Luego, basta ver que existe

A que hace conmutar:

p(hi): 0—X—G—=VY, 0 (2.4)
! v '
T 0 X E Y 0,

esto implicarfa (por (??)) que ¢(hit) es equivalente a x4. Luego, tendriamos
la conmutatividad del cuadro (?7).

; 1,; 0
ea \' = [ X'
S ( 0 u*

), entonces:
di hiu
0 di,
i i i+1 i+1
XY — X" Y]

(1Xi O) (1Xi+1 O )
0 ul 0 wuit!

Xi e Y’L o Xi+1 @ YiJrl
(% a)

conmuta puesto que % es morfismo de complejos. Para ver que los cuadrados
en (?7?) conmutan, basta notar que para cada i € Z tenemos la conmutati-
vidad del siguiente diagrama:

3) iy (D)
0 Xt X'® Y'lz Y'lz 0
1,; O i
(2] g
0 Xt X'pY?: Yy 0
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Luego, la transformacion es natural en la primer entrada.
2. Sea v: X — X;. Probaremos que el siguiente diagrama conmuta:

Homy () (Y, X [1]) —— Eatee(V, X)

@[1]*i lé‘xt(l,i})

HomK(A) (Ya Xl[l]) l) €xtcg(Y, Xl)

Sea la clase h € Hom g (4 (Y, X[1]) con h un representante. Tenemos W (h) =
[;]. Sea y := ¢j. Aplicar Ext(1,70) a [y] es obtener su pushout por o,
extender a una £-sucesién (que denotaremos por ¥y) y tomar su clase [0y]
en Swtcg(Y, Xl). Luego, tenemos el diagrama conmutativo:

y: 0 X B Y 0
|
vy 0 X, F Y 0.

Debemos probar la dltima igualdad en la siguiente expresién:

U(8[1].(h) = ([1]h) = (ool = [0y].

Basta probar que existe 1 que hace conmutar el siguiente diagrama:

y: 0 X E Y 0 (2.5)
I
: . v .
Polilh: 0 X, G Y 0,
. . . . 7 i+1p1
donde G" := X!'@pY'y d, = dgl ! g " , para cada i € Z. Esto implicarfa
Y

que Qg 8 equivalente al pushout de y que es vy.

Sea pt = (’61 121_ ) Puesto que v es un morfismo de complejos, el si-

. di. ht
=T o)

guiente diagrama conmuta:

vitl 0
0 lyit

7 7 i+1 i+1
Xl oY di it ipi\ t oY ’
di :( X1
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entonces fi := (u');ez es de complejos. También, para cada i € Z conmuta
el siguiente diagrama:

3 (0 1y ‘
0— xi — Lo xigyi — )y 0
-
v 0 1y
0 X! XipYy! i 0.
! (1X§> 1@ (0, 1yi) Y
0
Luego, (?7) conmuta y se tiene la naturalidad en la segunda entrada. |

Proposiciéon 2.23. Sean los morfismos de complejos 1, ue y U3 que hacen
conmutar el siguiente diagrama de E-sucesiones en € (A),

fo. g

z: 0 X E Y 0
y: 0 ORI R 0.
Luego,
Y$X[1]
UBJ/ iulm
Vi % (1]

conmuta modulo homotopia, para h Y hy representantes de los morfismos co-
rrespondientes a x y x1 respectivamente, por los isomorfismos Exty (Y, X) =
HOHIK(A) (Y, X[l]) Yy g.’Btcg(Yl, Xl) = HOHIK(A) (Yl, Xl[l])

DEMOSTRACION. Existe un diagrama conmutativo:

@ 0 x—t-p—toy 0
l 3|\
y 0 X\ ——=Fgm >V 0
o
12 U3
fi / a1

Iy 0 Xl El Yl 0,
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con %y = pA, donde la extensiéon y es pushout de =z y a la vez es pull-
back de z; (observacién (?7)). Ademads, por el isomorfismo que hay entre
los funtores Exty(—, Z) y Hom g 4)(—, Z[1]) (observacién (7)), tenemos la
conmutatividad de este diagrama:

o

g:l,‘t%) ) HomK .A) (Y,

Ext(ly 1) Hom(1y,,u1[1])

%

Hom u3 1

Exty( Y,Xl i‘HomK (YaXl
Ext(us, 1X1 T T
Exty(V1, X1) — = Hompe(4)(Y1, X1[1]),

lo cual nos dice que,

[y] S u1[ h - h1g3
1] h,
luego, en K(A): o
U [1]h = hyts,
y se tiene la proposicion. O

Observacién 2.24. Sean X y Y objetos en A, X y Y sus complejos con-
centrados en grado cero, entonces

Homu(X,Y) = Homeg(4)(X,Y) = Hompg (4)(X,Y).
2.3. E&-proyectivos y E-inyectivos
Definicion 2.25. Decimos que el complejo W es

1. &-proyectivo si para toda £ -sucesion ( X d E g v 0,

dado §: W — Y, existe un morfismo de complejos t : W — E tal que
gt = s.
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2. E-inyectivo si para toda E-sucesion 0 X ! E d Y 0,

dado s : X — W, existe un morfismo de complejos t : E — W tal que

tf =s.

Sabemos que para una £-sucesion 0 X ! E—tsv 0y
para todo complejo W las sucesiones
. . Hom(1,f) . . Hom(1,9) . .
0—— HOm%(A) (W, X) —_— HOIIl<g(A)(VV7 E) —_— HOmcg(A>(W, Y) —>0
(2.6)
. . Hom(g,1) . . Hom(f,1) .
0—— HOHkg(A) (Y7 W) _—> Hom(g(A)(E, W) _— HOH’kg(A) ()(7 W) —0
(2.7)

son exactas izquierdas.

Luego, W es E-proyectivo si y s6lo si la sucesién (?7) es siempre exacta,
es decir, si y sélo si Hom(1, §) es un epimorfismo. Anélogamente, W oes &-
inyectivo si y sélo si la sucesion (?7) es siempre exacta, es decir, si y sélo si
Hom( f,1) es un epimorfismo.

Definicién 2.26. Sea A una categoria arbitraria. La categoria gradua-
da Drad(A) tiene por objetos las sucesiones (X%);cz, con cada X° en A;
ademds, dados dos objetos X = (X")icz, Y = (Y')iez en 9rad(A), un mor-
fismo f: X — Y es una sucesion de morfismos (f': X* — Y?);cz de A. El
producto de morfismos se obtiene componiendo puntualmente.

Observacién 2.27. Si A es abeliana, la categoria Grad(A) puede identi-
ficarse con una subcategoria de la de complejos €(A). En efecto, a cada
objeto (X%)icz de la categoria graduada le asociamos el complejo (X%, 0)cz
cuyas diferenciales son todas cero, entonces tenemos un funtor fiel y pleno

de 9rad(A) en € (A).

Observacién 2.28. Si A es abeliana con coproductos arbitrarios, podemos
definir un funtor F: 9rad(A) — A tal que: Si X = (X%);ez, F(X) = [ X¥;

1EZ
ysi f=(fiez: X — Y, entonces F(f) es el unico morfismo en A que
hace conmutar el diagrama:

[1x* FU) I1Y?
€7 i€Z

g;T U;T
fi

Xi Y?,




48 E-sucesiones y Categoria Homotépica

para cada i € 7 (este existe por la propiedad universal del coproducto).
Notemos que F' es un funtor (aditivo) fiel, lo cual nos permite identificar la
categoria 9rad(A) con la categoria imagen bajo F.

Definicién 2.29. Sea A una categoria aditiva.

1. Definiremos un funtor F: 9rad(A) — €(A) como sigue: Si X =
(X%icz, Z(X) es el complejo tal que

I(X) =X x5!

oo = (130 9)

(es inmediato que Z(X) es un complejo). Si f = (fV)icz: X — Y es
un morfismo en Yrad(A), entonces

Af) = ((g fi()*))iez'

Claramente 7 es un funtor.
2. El funtor olvidadizo
O:C(A) — Yrad(A)

envia cada complejo X.: (X, d- Y)iez en O(X () = (X )zeZ y cada
morfismo de complejos [ = (f’)zez X =Y enO(f ) = ("iez-

3. Consideraremos también la composicion

G(A) —C> Grad(A) —Z > (A),

que denotaremos por la misma letra 7.

Observacién 2.30. Sean los complejos X y _Z(W) en ¢(A), con W €
Grad(A). Veamos como es un morfismo ¢ de #(W) en X: tenemos ! =
(ai,ab) y conmuta, para todo i € Z, el diagrama

(ad, ap)

Wigwi! X'
(10:9)] o

Witl @ Wi ————— X1,

(e, o5™)
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Entonces, (a4, 0) = (i, abtt) (1v0vi 8) = d (ai, af) = (dial, diab).
Luego, para cada i € Z,

o' = (ai, di'al™), (2.8)

con of un morfismo de W en X' en A.
Ahora, sea 3 un morfismo de X en Z(W), luego, para todo i € Z con-
muta el siguiente diagrama:

pittdy N _ (BTN i (0 o) (B _ (0
Entonces, <ﬁ§+1d§> = <ﬁ%“) dy = (1W¢ 0) (é) = (fﬂ)’ Luego, para

cada it € Z,
. i+1 35
g = ("5, (2:9)
B3

donde (3 es un morfismo de X* en W=t en A.

Definiciéon 2.31. Un par de funtores L: 9 — € y R: € — ¢ se dicen
adjuntos si hay una familia de biyecciones

(SA,B : Homg (L(A), B) — Homgy (A, R(B)),

para todo A € 9, B € €, las cuales son naturales en A y B en el sentido de
que, para todo morfismo f: A— A" en¥ yg: B— B’ en € se tiene que

Homg (L(A"), B) 25 Home (L(A), B) > Home (L(A), B)
\L‘SA’,B léA,B i‘SA,B'
R(g)«

Homy (A, R(B)) — > Homy (A, R(B)) % Homg (A, R(B'))

es un diagrama conmutativo. En este caso decimos que L es adjunto izquier-
do de R y que R es adjunto derecho de L. Si L y R son funtores aditivos,
se pide, ademds, que 04, sea isomorfismo, para todo A, B.
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Proposicién 2.32. El funtor #: 9Grad(A) — € (A) es adjunto izquierdo del
funtor olvidadizo O, y adjunto derecho del funtor O[1] (que es composicion
del olvidadizo con el funtor que traslada por [1]).

DEMOSTRACION. Debemos probar que tenemos isomorfismos
Sy %+ Homeg () ( (W), X) — Homgygq ) (W, 0(X)),

naturales para todo W = (W?);cz en %rad(A) y para todo X en €(A).
Dado un morfismo &: #(W) — X, hemos visto que of = (af,d5 ai™)
para of: W' — X" (ecuacién ?7). Entonces, definamos dy;, ¢ (&) = (a)icz.
Por otro lado, dado (a);cz un morfismo de (W#);cz en @(X) definimos
h = (af,dx ') y entonces h := (h%)icz es un morfismo de complejos
de Z(W) en X. Luego, dy.x es biyectivo, para todo W en “rad(A) y para
todo X en €(A). Es facil ver que Oy x es morfismo de grupos.

Veamos ahora que 0y, ;v es natural en W. Sea f: (Whiez — (ZY)iez
un morfismo en la categoria graduada. Queremos probar que el siguiente
diagrama conmuta:

A

Homg (4)(_Z((Z")iez), X) Home ) (_Z(W?)iez), X) (2.10)

lé(zi),x J/‘S(Wi),x

i . f i .
Homy,qq4)((Z2°)icz, O(X)) —— Homgq(a)(W*)iez, O(X)).

Dado 3 € Hom(g(A)(/((Zi)iEZ),X), se tiene que g = (ﬂi,d&flﬁi*l). Por
un lado, 6(21)7)-( lo mapea a (3])ez, luego f*((5})icz) = (67 f")icz. Por otro
lado, #(f)* aplicado a (5, dx ;") nos da (B1f",dx "B~ /") ¥ Sy x
envia este elemento en (5} f*)icz. Entonces, el diagrama (?7) conmuta y
5W,X es natural en W.

Sea g: X — Y en ¢ (A). Mostraremos que el siguiente diagrama conmu-
ta:

Home () ( #(W?)iez), X) o Home 4y ( A(W*)iez),Y) (2.11)

i‘;(vvi),x l(s(wi)y

; - O« 5 .
Hotty,qi 1) (W)iez, 0(X)) > Homgpaa( ) (W)iez, O(Y)).

Sea & € Hom(g(A)(/((Wi)iez), X). Entonces, & = (af, dg;lai_l). Por un la-
do, 5(W¢),X envia & a (a);ez, luego O(§)«((a))iez) = (9"} )icz. Por otro la-

do, g. aplicado a & nos da el morfismo g& = (g'a’);ez, = (g'at, gidégla’fl)iez
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y 6(W,L-) v lo envia a (¢'al)iez. Entonces, el diagrama (??) conmuta y S x
es natural en X.

Probemos ahora que _# es adjunto derecho de €[1]. Para esto debemos
probar que tenemos isomorfismos:

Oy + Homgaaa) (O[1)(X), (W')icz) — Homega) (X, Z(W)iez)),

naturales para todo W = (W')icz en %rad(A) y para todo X en €(A).
Sea a:X — _Z((W')iez), entonces o = (a1+ -dX> para of: X' — Wil

1
az

Entonces definamos 53'(,W (&) = (a'™);cz. Reciprocamente, dado (o );cz un
morfismo de (X"*1);cz en (W?);cz, definimos 64 1, ((a})icz)= <C;11_)f> .
’ 1 1€
Luego, dy 4, es un morfismo biyectivo con inverso 5’)-( W Es facil ver que
1) Xw es morfismo de grupos.
Sea f: X — Y en %(A). Mostraremos que el siguiente diagrama conmu-
ta:

Homg,,q(.4) (O[1](Y), (Wi)iez)@*Hom%md(A) (O1)(X), (W)iez)

l‘SY,(wi) l‘SX,(WU

Homg(4)(Y, Z(W?)iez)) Homg (4)(X, Z(W)iez))-
(2.12)
Notemos que O[1](Y) = (Yt!);cz. Sea (¢')icz: (Yifl)iez — (W"iez un

morfismo en ¥rad(A). Entonces &y, 1, ((9%)icz) = <‘§EY1>

; aplicandole f*
€L

zdl T i i+1di .
tenemos (g v/ ) = (9 S ) , porque f es morfismo de comple-
i€Z i

gim1fi gi=lfi

jos. Por otro lado, (G[1](f))*((¢")iez) = (9" f'iez, ¥ 63 (9" FT)iez) =
g'frtdy ) ' 29 :

( i1 )i Entonces, el diagrama (?77?) conmuta. Luego, 6X7W es natural

en X.
Veamos ahora que es natural en (W?%). Sea (h');cz: (W')icz — (Z%)iez
en la categoria graduada. Probemos que el siguiente diagrama conmuta:

Homigugay (011(X), (W )iz 2 Homgyaa ) (O11)(X), (Z1)icz) (213)

l(sx,(vvi) l(sx,(zi)

Home () (X, _Z((Wiez)) 2l Homg (X, #((Z)icz).
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Sea (a')iez: (X"™)iez — (Wi)iez en Frad(A). Luego, ((h')icz)«((at)icz) =
hl Zdl
hz 1 z 1

. zdz zdz
do, 5X,W((O/L)i€Z) = (i/jl( )iEZ. Por lo tanto, /((h )ieZ)* <( "X )iez> —
(’g hl-o,l) (O‘Zf’f) .= (hﬁol‘zcil?_fl) . entonces, el diagrama (?7) conmu-
* \ Q0 1€ &8 1€

ta. Luego, 7 es adjunto derecho de O[1]. O

(h'a');ez. Entonces, se tiene 4y (Zi)((hia )iez) = ) . . Por otro la-
’ i€

Proposicién 2.33. El complejo j(W) es E-proyectivo y E-inyectivo para
todo complejo W.

DEMOSTRACION. Sea

0 vt p 2ty 0 (2.14)

una £-sucesion. Debemos probar que la siguiente sucesién:

Homy (4 #(W), X )HHOW(AX/ W), E) 4>H0mg (I (W), Y )—0

es exacta por la derecha, entonces tendremos que _# (W) es E-proyectivo.
Por la proposicién (?7), tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

HOH}%(A)(/](VV% X) HOIn‘g(A)(j(VV)v E) HOIn‘g(.A)(j(VV)v Y)

Homegmd(A)((Wi)ieZ,ﬁ().())%Hom%md(A)((VVi)iez, (E))%Hon@rad(/\)( Wiz, 0(Y)),
luego, basta probar que €(g). es epimorfismo. Sea (a)iez un morfismo
en Homg,qq0.4) (W)iez, O(Y)). Para cada i € Z la sucesién (??) se divi-
de. Luego, existen morfismos 7°: Y* — FE* tales que ¢*7* = 1y. Ademds,
Tia': W' — E', luego, (t'a")icz estd en Homg,qq a) (W")iez, O(E)). Por lo
tanto, ¢ (W) es £-proyectivo. La prueba de que es inyectivo es andloga. O

Proposicién 2.34. Dado un complejo X se tiene la E-sucesion:
00— X[-1] > #(X) L= x —=0,

_ds—l

con o = ( X
1Xs—l

> yp®=(1,dx"), para cada s € 7.



2.3 &-proyectivos y £-inyectivos 53

DEMOSTRACION. Con la notacién de la proposicién (?7?), tenemos iso-
morfismos tales que:

HOHkg(A)(X[*U,/((Xi)ieZ)) — Homg,aaa) (X )iez, (X )icz) — Homig () £ (X )icz), X)

gi= dg([f” e (Ixi)iez == (14 )) e
(notemos que de[—l] = —d'y!). Probemos que la sucesién
0*>X[—1]*0>/(X)L>X*>O (2.15)

es exacta. Sea f tal que el producto & f tiene sentido y & f = 0. Entonces
para cada i € Z:

ol fi = <fd1§;1>fi: (‘d%f_ilfi) =(9),

de ahi que cada f! = 0, entonces f = 0y, por lo tanto, & es monomorfismo.
Anilogamente, si para algin ¢ tal que el producto gp tiene sentido, se tiene
gp = 0, entonces

gipi:gi(l,dé(_l):(gi7gid§(_1)=(0,0),

por lo tanto, g* = 0, para cada i € Z. Luego, ¢ = 0 y se tiene que p es
epimorfismo.

Es claro que po = 0. Para ver que ¢ = ker p, basta ver que o° = ker p®,
para s € Z. Supongamos que, en el siguiente diagrama:

YS (AZ‘

T

Xs—l LS> XS o) Xsfl LS>X5’

p° (22) = 0. Luego,

0=p° (/ﬁ) = (1xs,d") (ﬁz) =\ dig s

Entonces,
s 5 _ —d5t s _ (A8
op = (1Xf,1>r“ = () -

Esto es, el tridngulo conmuta. La unicidad del morfismo p® se sigue de que
o® es monomorfismo. Es facil ver que 1 = (u');ez es de complejos. Luego,
o = ker p.

Como (1xs,dy ") (1)63 ) = 1xs, p® es retraccién. Luego, por el lema (?7),
la sucesién (?7) es E-sucesion. O
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Corolario 2.35. Si X es un complejo, se tiene la E-sucesion

0— X — Z(X[1]) X[1] 0,
donde u® = (1(%3) y v°® = (lyst1, —d% ), para cada s € Z.

DEMOSTRACION. Aplicamos la proposicién (??) al complejo X[1] para
obtener la £-sucesién

00— X[1][-1] —Z= #(X[1])

_ds—l
donde ¢° = < XM

1X[1]S_1

cada s € Z. Ademas,

ds S— s
> N (1X->3 p* = (Lxme dipyy) = (Ixst1, —di ), para

X[ = x4
(X1 = XA~ = X
S(X[1])* = (X)) & (X[A])*! = X o X*.

Luego, la £-sucesion z en el nivel s es:

OHXSLXS—Fl@XSLXS-‘,—IHO'

Observacion 2.36. El morfismo que le corresponde a la sucesion

0— X[-1] = #(X) > X —0,
por el isomorfismo Exty (X, X[—1]) = HomK(A)(X,X) (teorema (?7)), es
la identidad.

DEMOSTRACION. Por definicién tenemos:
ol — (dlx[_u) Xl X X
lxi—l ) ’

pi — (1Xi7 dz'X—l) . Xz @Xi—l — Xz
Consideremos 7° = (0,1yi-1): X' @ X! — X*~! una inversa izquierda de

oly 1t = (16”) : X' — X' @ X! una inversa derecha de pi. Sea w el
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morfismo que le corresponde a la £-sucesion dada en Homp(4) (X, X). Por

el lema (77),

T z+1 7
w'=m dj( )7'—1Xz

Luego, w = 1. O

Proposicién 2.37. Sea W un complejo &- -proyectivo, entonces W es su-
mando directo de /(W) Analogamente si W es un complejo €-inyectivo,
entonces W es sumando directo de _F(W11]).

DEMOSTRACION. Por la proposicién (??), dado W complejo arbitrario
existe una E-sucesién 0 —— W[—1] AN J(W) A W —>0. Pero W

es £-proyectivo, entonces existe d: W — A (W) tal que conmuta el diagra-
ma:

0—=W[-1 ]H/( ) =1 —=0.

Como g = 1, entonces W es sumando directo de _Z(W). O

Observacién 2.38. Sea W complejo E-proyectivo. Las proposiciones (7?)
y (??) dicen que W oes E- -inyectivo. Andlogamente, si W es E-inyectivo, las
mismas proposiciones dicen que W es E-proyectivo. Es decir, en la categoria
de complejos la nocion de &-proyectivo y €-inyectivo es la misma.

2.4. La categoria homotdopica como categoria es-
table

La categoria cociente de € (.A) por el ideal formado por los morfismos que
se factorizan por E-proyectivos se llama la categoria estable de € (A). El
resultado siguiente dice que esta construccién coincide con la categoria ho-
motdpica. En el resto de la seccién derivaremos algunas propiedades de K (.A)
usando esta descripcion.

Proposicién 2.39. Sea f: X — Y un morfismo de complejos, entonces f
es homotdpico a cero si y sélo si existe un complejo T que es E-proyectivo
(luego, es E-inyectivo) y morfismos de complejos : X T Yy v T Y,
tales que f = V.
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DEMOSTRACION. Supongamos que f es homotépica a cero. Luego, existe
{st: X — Yifl}ie'z familia de morfismos en A tal que f? = sl +di st
Para el complejo Y, la proposicién (??) nos dice que _#(Y) es E-proyectivo
y E-inyectivo. Definamos los morfismos @: X — #(Y)yv: #(Y) — Y por
ut = < si+1idix> y v' = (1, di"!) respectivamente (observacién (?7)). Es claro
que Uy z';sson morfismos de complejos, es decir, que conmutan los cuadrados
en el siguiente diagrama:

Xi Xi-i-l
()] |( )
syz’ @ YH(Q yitl g YS" '
(1) |(1a)
Y’i Yi+1,

Ademss, viu! = (1,d") (Sl:tle) = sttldi + d%flsi = f%. Por lo tanto,
f =

Reciprocamente, supongamos ahora que f se factoriza a través del &-
proyectivo T Yy que conmuta

f .
Y

N~

T

X

Hemos observado que 7' es sumando directo de _#(T') (por ser E-proyectivo).
A
Luego, tenemos los morfismos de complejos ¢ y 7 tales que 77~ #(T')

y 76 = 14. Entonces, f = o0 = 0lyu = (07)(6i). Asi que, sin perder
generalidad podemos suponer que T es de la forma 4 (W), para algtin W.
Consideremos las familias de morfismos {h?: X* — Wi}, 0z v {ki: Wi —

. . o ) . i+1 i .
Y'}icz, en A tales que v' = (ki, di k1) y ul = (h hidX), para i € Z (ver

observacién (?7)). Luego,

J= it = (i) (M) = (MR (R RY).
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Entonces, la familia {k*~'h?: X* — Y~1},.7 nos dice que f es homotépico
a cero. O

Observacién 2.40. 5@ f X — Y es un morfismo de complejos que se
factoriza por un E-inyectivo, entonces f se factoriza por Z(X[1]).

DEMOSTRACION. Supongamos que f = érconr: X — W, WY y
W E-inyectivo. Tenemos la E-sucesién del corolario (??) y el diagrama:

)

0— X —> #(X[1]) = X[1] —=0

74

|

v )
donde ¢ es un morfismo tal que £ = 7, que existe porque W es E-inyectivo.
Luego, f = §r = stu. 0
Proposicion 2.41. Sea 0 X ! E g Y 0 una &-sucesion

Y W un complejo. Entonces se cumple que

y g .

N | .. g -
HOIIIK(_A)(W,X) — HOIIIK(_A)(W,E) — HOInK(_A)(W7Y)

es exacta. También se tiene que:

HomK(A)(Y, W) i> Hom g 4) (E, W) g Hom g (4) (X, W)
es exacta.
DEMOSTRACION. Claramente, ¢*f = (¢f)* = (¢f)* = 0* = 0. Por lo
tanto, Imi* C kerg®. Sea 3 € H(;miK(A)(W?E) talique g*(8) = 0y sea
$ un representante de esa clase. Entonces, Hom(1, ¢)($) = 0, es decir, g$

es homotodpico a cero y se factoriza a través de un complejo T que es &-
proyectivo. Se tiene

.8 .9 - .. ..
W—F—Y, con gs = vu.

N A
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Como T es E-proyectivo, implica que existe AT — E tal que g\ = v. Lue-
go, §(§ — Ai) = 0, con § — A € Hom%;(A)(W E). Como f es niicleo de g,

existe un nico morfismo f € HOl’l’lgﬂ( )(W, X) tal que fi = % — M. Pero \i

es homotdpico a cero. Luego, f (f) = &, y tenemos que ker g CIm i O

Proposiciéon 2.42. Sea 0 X ! E J Y 0 una E-sucesion

Y h: W =Y un morfismo de complejos que es homotdpico a cero. Entonces
el pullback de {g,h} es equivalente a la E-sucesion trivial de'Y por X.

DEMOSTRACION. Como h es homotépico a cero, entonces existe T que
es E-proyectivo y morfismos @: W — T y 0: T — Y tales que 01 = h. Como
T es &- proyectivo implica que existe \: T — E tal que g)\ = 9. Luego, en el
siguiente diagrama tenemos el morfismo de complejos ( 1, )\u)

/\

0 X 0.

Basta probar que ( f , )\u) hace conmutar los cuadrados, entonces tendremos
que 0 —= X —= X @& W — W ——0 (la extension trivial) es equiva-
lente a la extension dada por el pullback de {9, h} luego, el pullback es cero.

En efecto, §(f, i) = (¢f, gAa) = (0,h) = h(0,1,; y7)- Por lo tanto, se tiene la
proposicion. (]

Proposicién 2.43. Dada la £-sucesién 0 X E v 0
hay una sucesion exacta larga:

. fl-1* . gl-11*
-+ Hom g4y (W, X [—1])——Hom g (1) (W, E[~ })4>H0mK<A>(W Y[-1])

% L%

L f . g .
— S Hom () (W, X)————Hom (1) (W, E)————Hom s (4 (W, V)

* . *

S5 . . i[l] . . g[ ] . .
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para cada W complejo arbitrario en € (A). Ademads, el morfismo 6 es natural.

DEMOSTRACION. Para cada complejo W, tenemos la sucesion exacta:

-

00— Homg(A)(W, X) fH HOII]cg(_A) (VV7 E) L> Hom%(A)(W, Y) $

.. Ext(1,f) .. Ext(1,9) ..
—>Eate(W,X) ———— Exte (W, E) ———— Exte(W,Y),

donde cp(h) es la clase de la £-sucesién que se obtiene a partlr del pullback
de {g, h} Ademas, Ext(1, f) aplicado a una extensién de X por W es la
extensién que se obtiene a partir del pushout de f . Por otro lado, tenemos:

HOm%(A)(W,X) —_— Honhg(A)(W, E) QH HOIIkg(.A)(VV7 Y) I’OH Exte(W,X) -+

7
P2 p1 p o
i ¢* i i - - @
f g -’

o (210
donde p, p1 y p2 son las proyecciones naturales de Homg A)(W, Z) en

HomK(A)(W, Z), para Z = Y, E, X respectivamente y i*, g* son los mor-
fismos que inducen. Recordemos que el kernel de p son los morfismos ho-
motdpicos a cero. Por otro lado, para que exista el morfismo ¢ basta que
p(ker p) = 0, pero esto es cierto por la proposicién (?77).

Entonces tenemos la siguiente sucesién. Probemos que ésta es exacta:

.. £ . g . >
HOH]K(A)(W,X) E— HOHIK(_A) (W, E) E— HOHIK(A)(W, Y) L‘

Ext(1,f) Ext(1,9) . .
> Eate (W, X) ——— "> St (W, ) ——— 2> Eate (W, V).

(2.17)
Por la proposicién (?7) tenemos exactitud en el término Hom g A)(W, E).
Probemos la exactitud en Homg(4)(W,Y’). Sea h representante de la clase
h € Hompg(4)(W, E). Luego, p1(h) = h. Ademas, 0 = ¢(§*(h)) = ¢pg*(h) =
0§ p1(h) = ¢g*(h). Entonces, la imagen de §g* esta contenida en el niicleo
de ¢.

Sea a € ker ¢, representada por a € Homcg(A)(W, Y) tal que p(a) =ay
¢(a) = 0. Por la exactitud en Homg(4)(W,Y), existe ¢ € Homg(4)(W, E)
tal que ¢*(c) = a. Entonces, a = pg*(c) = §*pi(c), es decir, a estd en la
imagen de §* (ver diagrama (77)).
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Sea h € Hom g4 )(W Y) representado por h € Hom%a(A)(W Y) Luego
p(h) = h. Luego 0 = Ext(1, f)(p(h)) = Ext(1, f)(pp(h)) = Ext(1, f)((R))
y el nicleo de Ext(1, f ) contiene a la imagen de ¢.

Sea z € ker Ext(1, f ), luego, por la exactitud en el renglon superior del
diagrama (?7), tenemos que z = @(h) con h € Homg A)(W Y), entonces
z = ¢(p(h)) y se tiene que el nticleo de Ext(1, f) esta contenido en la imagen
de ¢. Luego, tenemos la exactitud en Exty (W, X), y, ademds, la exactitud
del diagrama (?7).

Por otro lado, también tenemos, por la observacién (?7) el diagrama
conmutativo:

.. ) L. Ext(1,f) . Ext(1,9) .
- Hom g4y (W, Y)——Extep (W, X)————Eate (W, E)4>£xt<gﬁw, Y)

—

=

5"

<R

6T11*

iy ) §l1) .
(W, E[1])——Hom g (1) (W, Y[1]).

W, X[1])——=Homp (4

= <R

BN
HOI’IIK(A

De ahi que:

. fl-1* .. gl-11* .
- Hom g4y (W, X[~1])———=Hom g (4)(W, E[-1])——Homg4)(W,Y[-1])

-1 . . f* . . g* . .
s Hom ey (W, X)————Hom e (1) (W, )————sHom ¢4y (W, V)

* . *

s . Jigh o 401 .
% Hom e (4 (W, X [1])————>Hom g (4 