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Introducción.

Un continuoes un espacio métrico, compacto y conexo. Dado un con-
tinuoX y n 2 N, vamos a trabajar con el siguiente hiperespacio:

Fn(X) = fA � X : A tiene a lo másn elementosg:
A estos hiperespacios, se les da la topología inducida por la métrica de
Hausdorff y los llamamosProductos SimétricosdeX. Es bien sabido
que estos hiperespacios también son continuos.

Dados dos continuosX eY , n 2 N y una función continuaf : X !
Y , se define la funciónfn : Fn(X) ! Fn(Y ) comofn(A) = f(A) (la
imagen directa del conjuntoA). Esta función, es continua y se le llama
la función inducida porf a este hiperespacio.

Dada una clase de funcionesM, uno puede preguntarse ¿Qué relación
hay entre los siguientes hechos?:

� f 2M,

� fn 2M, para algunan > 1,

� fn 2M, para todan 2 N.

Y es justamente esta pregunta, la que se estudia a lo largo de este
trabajo, para diversas clases de funciones.

Esta misma problemática se ha estudiado ampliamente para otros
hiperespacios. Los profesores Janusz J. Charatonik y Wlodzimierz J.
Charatonik investigaron profundamente estas relaciones en la década de
los años 1990-2000. En este trabajo hacemos, por primera vez, un es-
tudio muy completo de esta pregunta para los productos simétricos. Al-
gunos de los resultados presentados aquí, aparecen en la tesis de José
Luis Gómez Rueda ([12]).

El trabajo se divide en tres capítulos. En el primero, se estudian los
preliminares y, se mencionan y prueban, varios teoremas básicos de la
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2 Introducción.

teoría de continuos, de sus hiperespacios y de la topología en general,
que serán usados en los capítulos siguientes. Un lector con suficiente
conocimiento de la teoría de los continuos y sus hiperespacios, podría
fácilmente evitar este capítulo, sin que esto genere ningún problema en
la comprensión de lo subsecuente.

En el segundo capítulo, se trabaja con las clases de funciones definidas
por una propiedad topológica, entre ellas, las propiedades de apertura,
monotoneidad, ligereza, etc. y se estudian a fondo, las implicaciones
que hay entre los tres enunciados anteriores, para cada caso. En el tercer
capítulo, se estudian las clases de funciones definidas por una propiedad
dinámica, por ejemplo, las clases de funciones transitivas, mezcladoras,
caóticas, etc. y una vez más, se muestra cuáles son las implicaciones
entre los tres enunciados anteriores. Por último, se incluye una tabla de
implicaciones en manera de resumen a todo el trabajo desarrollado y para
facilitar la consulta de implicaciones concretas.

Este trabajo comenzó, en la clase sobre Productos Simétricos, impar-
tida por el Dr. Alejandro Illanes Mejía, en el Instituto de Matemáticas
de la UNAM. A esta clase asistimos los siguientes alumnos (en orden al-
fabético): Mauricio Chacón Tirado, Rodrigo Hernández Guitiérrez, Juan
Mireles Morales, Alfredo Nájera Chávez, Norberto Ordoñez Ramirez y
yo. A todos ellos agradezco plenamente todas las exposiciones y discu-
siones que dieron inicio a este trabajo.

Los conocimientos previos necesarios para la lectura del texto son;
conocimientos básicos de topología (conexidad, compacidad, continuidad,
etc.), y en cierta medida, estar familiarizado con algunos conceptos de
hiperespacios como la métrica de Hausdorff, la topología de Vietoris y
los arcos ordenados. Un lector interesado, podría familiarizarse fácil-
mente con estos conceptos en ([14], Capítulo 2).

En este trabajo usamos la palabra "mapeo" para denotar a una función
continua y suprayectiva. Hicimos esto para simplificar y por que no en-
contramos otra palabra, que sí exista en nuestro idioma, para denotar este
concepto.

La mayor parte de los resultados y ejemplos contenidos en este trabajo
se pudieron obtener con ideas que se manejan regularmente en hiperespa-
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cios o con ideas que se pueden encontrar en trabajos previos de funciones
inducidas. Lo que sí destacamos como original de este trabajo es:

a)El ejemplo de que el homeomorfismo de corrimiento en un solenoide
X es expansivo pero el homeomorfismo inducido aFn(X) no lo es, para
ningunan � 2 (Ejemplo 3.38). Esta idea nos fue sugerida por el profesor
Christopher Mouron.

b) El ejemplo de que existe un continuoX tal queF2(X) tiene la
propiedad del punto fijo pero queX no la tiene (Ejemplo 2.25). Como
se ve, este ejemplo no es nada trivial y la prueba de estas propiedades
resultó suficientemente complicada como para escribir un artículo de in-
vestigación que hemos sometido para su publicación.



Capítulo 1

Preliminares.

Para comenzar haremos algunas convenciones. Siempre denotaremos a
los números naturales, reales y complejos comoN, R y C respectiva-
mente. En este trabajo, el conjunto de números naturales,N, no incluirá
al 0. S1 denotará la circunferencia unitaria ya sea metida enR2 o enC.
Para cada espacio topológicoX y U � X se denota a su cerradura enX
comoU

X
, a su interior enX comoIntX(U) y a su frontera enX como

FrX(U), cuando no haya posibilidad de confusión se denotarán simple-
menteU , Int(U) y Fr(U), respectivamente. Dado un espacio métrico
X y un puntop 2 X denotaremos comoB("; p) a la bola abierta de
radio " y centrop. También se define, para un subconjuntoA � X
tal queA 6= ; y cualquier puntop 2 X, la distancia dep a A como
d(p;A) = inf fd(p; x) : x 2 Ag.

1.1 Teorema del Cable Cortado

Esta sección está dedicada, evidentemente, a demostrar el Teorema del
Cable Cortado. En la formulación de este teorema no es evidente la gran
utilidad que tiene en la teoría de los continuos y sus hiperespacios, sin
embargo, este teorema será una pieza fundamental para algunos resulta-
dos a lo largo de este trabajo.

Comenzemos recordando algunas cuestiones de conexidad. Las com-
ponentes de un espacio topológicoX son los conexos maximales enX.
Cada puntox 2 X tiene su correspondiente componente conexa que
denotaremosCx. Observemos que siy es cualquier otro punto tal que
existe un subconjuntoU deX que es abierto y cerrado y que además
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6 Capítulo 1. Preliminares.

x 2 U y y =2 U , entoncesy =2 Cx, pues en caso contrario,Cx \ U sería
un abierto y cerrado deCx que no es el vacío ni todoCx, lo cual con-
tradiría la conexidad deCx. Es natural preguntarse si el otro sentido de
esta observación será cierto también. Es decir, que siy =2 Cx, entonces
¿existirá un conjuntoU abierto y cerrado tal quex 2 U y y =2 U?

Para responder esta pregunta se introduce el concepto decasi compo-
nenteque se define, para cualquier puntox 2 X, como la intersección de
todos los abiertos y cerrados deX que tienen ax y que nosotros denotare-
mos comoQx. Notamos que la observación anterior nos da la relación
Cx � Qx y la pregunta que nos hicimos se traduce en si será cierta la
relaciónQx � Cx. Pues resulta que en el caso queX es métrico y com-
pacto la relación sí es cierta.

Lema 1.1 Si X es un espacio métrico compacto yx 2 X, entonces
Cx = Qx.

Demostración. Por la observación anterior basta probar queQx �
Cx. SiQx fuera conexo sabríamos por la definición deCx queQx � Cx ,
así que basta probar queQx es conexo.

SeanK y L cerrados ajenos deQx tales queQx = K [ L y x 2 K.
ComoQx es intersección de cerrados deX, Qx es cerrado enX, y por
tantoK y L son cerrados enX. ComoX es métrico sabemos queX es
normal, y por lo tanto existen abiertos ajenosU y V tales queK � U y
L � V . En particularQx � U [ V , U [ V es abierto yU \ L = ;.

SeaL = fW � X : W es abierto y cerrado enX y x 2 Wg.

EntoncesQx =
\
fW � X : W 2 Lg y por lo tanto, las leyes de

De Morgan nos dicen queX n Qx =
[
fX nW : W 2 Lg. Con esto

X n (U [ V ) �
[
fX nW : W 2 Lg. Para todoW 2 L sabemos que

X nW es abierto y entoncesfX nW : W 2 Lg es una cubierta abierta
deX n (U [ V ). ComoX n (U [ V ) es cerrado enX, sabemos que es
compacto, y por lo tanto existenn 2 N y W1;W2; :::;Wn 2 L tales que

X n (U [V ) � (X nW1)[ :::[ (X nWn) = X n (W1 \W2 \ ::: \Wn) :
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Con estoW1 \W2 \ ::: \Wn � U [ V .

SeaF = W1 \W2 \ ::: \Wn. Como cadaWi es abierto y cerrado,
y ademásx 2 Wi, para todai 2 f1; 2; :::; ng, tenemos queF es abierto
y cerrado yx 2 F . ComoU es abierto tenemos queF \ U es abierto.
Ya queX n V es cerrado, tenemos queF \ (X n V ) es cerrado. Pero
comoF � U [ V y U \ V = ; sabemos queF \ (X n V ) = F \ U , así
queF \ U es cerrado. Hemos probado entonces queF \ U es abierto y
cerrado.

Sabemos quex 2 K � U , así quex 2 U . EntoncesF \ U es un
abierto y cerrado tal quex 2 F \ U . Con esto,F \ U 2 L y entonces
Qx � F \ U . Basta notar queQx \ L � (F \ U) \ L � U \ L = ; y
recordar queL � Qx para concluir queL = ;. Esto prueba queQx es
conexo y entoncesQx � Cx. �

Ahora sí estamos listos para probar lo siguiente:

Teorema 1.2 (del Cable Cortado) Si X es un espacio métrico com-
pacto, yA;B � X son cerrados tales que ninguna componente deX
intersecta aA y aB, entonces existen dos cerrados ajenosK y L tales
queA � K,B � L yX = K [ L.

Demostración.Dadaa 2 A, seaCa su componente enX. Por hipóte-
sisCa \B = ;, así queB � X n Ca.

SeaLa = fW � X : W es abierto y cerrado enX y a 2 Wg. Por el
Lema 1.1 sabemos queCa =

\
fW : W 2 Lag. Las leyes de De Mor-

gan nos dicen que entoncesX nCa =
[
fX nW : W 2 Lag, por lo que

fX nW : W 2 Lag es una cubierta deB. Como cada conjuntoW 2 La
es cerrado, sabemos queX nW es abierto, así quefX nW : W 2 Lag
es una cubierta abierta deB.

ComoB es cerrado enX, sabemos queB es compacto. Entonces
existenk 2 N y W1;W2; :::;Wk 2 La tales que

B � (X nW1) [ ::: [ (X nWk) = X n (W1 \W2 \ ::: \Wk) :
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SeaKa = W1 \W2 \ ::: \Wk. Para cadai 2 f1; 2; :::; kg tenemos
queWi 2 La, así quea 2 Ka y Ka es abierto y cerrado enX.

ComoA es cerrado enX, sabemos queA es compacto. También
sabemos que para todoa 2 A se cumple quea 2 Ka y queKa es abierto,
así quefKa : a 2 Ag es una cubierta abierta deA. Entonces existen
n 2 N y a1; a2; :::; an 2 A tales queA � Ka1 [ Ka2 [ ::: [ Kan. Sean
K = Ka1 [Ka2 [ ::: [Kan y L = X nK.

Para cadai 2 f1; 2; :::; ng se tiene queKai es abierto y cerrado, así
queK y L son cerrados. Por último, sabemos queB � X nKai para cada
i 2 f1; 2; :::; ng, así queB � (X nKa1)\ :::\ (X nKan) = X nK = L
y ya sabíamos queA � Ka1 [Ka2 [ ::: [Kan = K. Hemos construido
entonces los conjuntos deseadosK y L. �

1.2 Resultados Generales de Hiperespacios

Definición 1.3 Un continuoes un espacio métrico, compacto y conexo.
Decimos que un continuoX esno degeneradosi tiene más de un punto.

Dado un continuoX trabajaremos con los siguientes hiperespacios:

2X = fA � X : A es cerrado y no vacíog,
C(X) = fA 2 2X : A es conexog y, paran 2 N,

Cn(X) = fA 2 2X : A tiene a lo másn componentesg y
Fn(X) = fA 2 2X : A tiene a lo másn puntosg.

Todos estos hiperespacios son considerados con la métrica de Haus-
dorff, que siempre será denotada porH ([14], p. 22). Al hiperespa-
cio Fn(X) se le conoce como eln-ésimo producto simétricodeX. Si
tomamos subconjuntosU1; : : : ; Um deX, denotamos por

hU1; : : : ; Umin = fA 2 Fn(X) : A � U1 [ : : : [ Um y A \ Ui 6= ;, para
cadai 2 f1; : : : ;mgg.

Es sabido ([14], Ejercicio 2.8, p. 27) que la familiafhU1; : : : ; Umin �
Fn(X) : m 2 N y U1; : : : ; Um son abiertos enXg es una base para la
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topología enFn(X) y que la familiafhU1; : : : ; Umin � Fn(X) : m 2 N
y U1; : : : ; Um son cerrados enXg es una familia de cerrados enFn(X).
Dados" > 0 y A 2 Fn(X), denotamos porBH("; A) a la bola abierta
de radio" y centroA en el hiperespacioFn(X). También definimos
N("; A) =

S
fB("; a) : a 2 Ag.

Lema 1.4 SeaA un subconjunto conexo y cerrado deFn(X) tal que
A \ Fm(X) 6= ;, para algunam � n. SeaA =

S
fB : B 2 Ag.

EntoncesA 2 Cm(X) y cada una de las componentes deA intersecta a
todos los elementos deA \ Fm(X).

Demostración.Primero veremos que el conjuntoA es cerrado. Para
esto, tomemos un puntop 2 X tal quep = lim pk, donde, para cadak 2
N, pk 2 A. Mostraremos quep 2 A. Dado quepk 2 A, para cadak 2 N,
existeBk 2 A tal quepk 2 Bk. Ya queFn(X) es compacto ([14], Lema
2.3, p. 24), la sucesiónfBkg1k=1 tiene una subsucesión convergente en
Fn(X). Para nuestros fines, podemos suponer que ella misma converge.
Así que existeB 2 Fn(X) tal quelimBk = B. ComoA es cerrado en
Fn(X), tenemos queB 2 A. Comopk 2 Bk para todak 2 N, tenemos
quep 2 B ([14], Ejercicio 4.4, p. 70). Por tantop 2 A. Esto termina la
prueba de queA es cerrado.

FijamosB 2 A \ Fm(X). SeanC1; : : : ; Cr las componentes deA
que intersectan aB. ComoB tiene a lo másm elementos, el número de
componentes deA que tienen puntos deB es a lo másm, así quer � m.
Queremos ver queA = C1 [ : : : [ Cr pues de esta manera tendremos
que cada elemento deA \ Fm(X) intersecta a cada componente deA.
Supongamos, por el contrario, que existe una componenteD deA que no
intersectaB. Por el Teorema del Cable Cortado (Teorema 1.2), existen
dos cerradosK y L de A tales queC1 [ : : : [ Cr � K, D � L y
A = K [ L. Como ya hemos visto queA es cerrado enX, sabemos que
K y L son cerrados enX.

SeanK = fE 2 A : E � Kg y L = fE 2 A : E \ L 6= ;g.
ComoB 2 A y B � C1 [ : : : [ Cr � K, tenemos queB 2 K. Ya que
; 6= D � A, si tomamos un puntox 2 D, existeE 2 A tal quex 2 E.
De modo quex 2 E \ L. EntoncesE 2 L. Con esto hemos mostrado
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queK y L son diferentes del vacío. DadaE 2 A, E � A = K [ L,
de manera queE � K o E \ L 6= ;, así queE 2 K [ L. Con esto
tenemos queA = K [ L. Ya queK \ L = ;, tenemos queK \ L = ;.
Por ([14], Ejercicio 2.7, p. 27),K y L son cerrados enFn(X). Con
todo esto tenemos queK y L constituyen una separación deA. Esto es
absurdo pues, por hipótesis,A es conexo. Esta contradicción prueba que
A = C1 [ : : : [ Cr y termina la demostración del lema.�

Lema 1.5 SeanC1; C2; : : : ; Cm subconjuntos cerrados, ajenos dos a
dos, conexos y no vacíos deX. Supongamos quem � n. Entonces
hC1; : : : ; Cmin es un subconjunto cerrado, conexo y no vacío deFn(X).

Demostración.Por ([14], Ejercicio 2.7, p. 27), sabemos que como los
conjuntosC1; C2; : : : ; Cm son todos cerrados, entonceshC1; : : : ; Cmin es
cerrado enFn(X). Fijemos un puntoxi 2 Ci, para cadai 2 f1; : : : ;mg,
tenemos quefx1; : : : ; xmg 2 hC1; : : : ; Cmin. Así quehC1; : : : ; Cmin es
no vacío.

Seaf : Xn ! Fn(X) la función definida porf((p1; : : : ; pn)) =
fp1; : : : ; png. Por ([14], Lema 2.3, p. 24),f es continua. SeaS =
f(i1; : : : ; in) : fi1; : : : ; ing = f1; : : : ;mgg. Dadas = (i1; : : : ; in) 2 S,
hacemosC(s) = Ci1 � : : : � Cin � Xn. ComoC(s) es conexo, te-
nemos quef(C(s)) es conexo. Veremos quef(C(s)) � hC1; : : : ; Cmin.
Seap = (pi1 ; : : : ; pin) 2 Ci1 � : : : � Cin. Entonces, para cadaj 2
f1; : : : ;mg, pij 2 Cij � C1 [ : : : [ Cm, así quef(p) � C1 [ : : : [
Cm. Si k 2 f1; : : : ;mg, comos 2 S, existej 2 f1; : : : ;mg tal que
ij = k. De manera quepk = pij 2 Cij = Ck. Esto muestra que
f(p) \ Ck 6= ;. Por tantof(p) 2 hC1; : : : ; Cmin. Esto concluye la
prueba de quef(C(s)) � hC1; : : : ; Cmin. Notemos quefx1; : : : ; xmg =
fxi1 ; : : : ; xing = f((xi1 ; : : : ; xin)) 2 f(C(s)). Por tanto

S
ff(C(s)) :

s 2 Sg es un subconjunto conexo dehC1; : : : ; Cmin.

TomemosA 2 hC1; : : : ; Cmin. Para cadak 2 f1; : : : ;mg, escribi-
mosfx(k)1 ; : : : ; x

(k)
sk g = A \ Ck (este conjunto es no vacío). Definimos

una sucesións = (i1; : : : ; in), dondei1 = : : : = is1 = 1, is1+1 = : : : =
is1+s2 = 2, : : :, is1+:::+sm�1+1 = : : : = ss1+:::+sm�1+sm = m. También
hacemosis1+:::+sm�1+sm+1 = : : : = in = m. Esto se puede hacer ya
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ques1 + : : : + sm�1 + sm es igual al número de elementos deA, así
que este número es menor o igual quen. Esto muestra que la sucesión
s está bien definida. Notemos queC(s) = (C1 � : : : � C1) � (C2 �
: : :� C2)� : : :� (Cm � : : :� Cm)� (Cm � : : :� Cm). El primer fac-
tor apareces1 veces, el segundos2 veces, etc. el penúltimosm veces
y el último n � (s1 + : : : + sm�1 + sm) veces. Así que podemos es-
cribir C(s) = Cs11 � : : :�Csmm �Cn�(s1+:::+sm�1+sm)m . Notemos también
que, para cadak 2 f1; : : : ;mg, (x(k)1 ; : : : ; x

(k)
sk ) 2 Cskk , así que el punto

x = (x
(1)
1 ; : : : ; x

(1)
s1 ; x

(2)
1 ; : : : ; x

(2)
s2 ; : : : ; x

(m)
1 ; : : : ; x

(m)
sm ; x

(m)
sm ; : : : ; x

(m)
sm ) 2

C(s). De manera quef(x) = (A\C1)[ : : :[ (A\Cm) = A pertenece
a f(C(s)). Con esto concluimos que

S
ff(C(s)) : s = s 2 Sg =

hC1; : : : ; Cmin. Esto muestra quehC1; : : : ; Cmin es conexo y concluye
la prueba del lema.�

Definición 1.6 DadosA;B 2 C(X), conA  B, diremos que una
función continua� : [0; 1] ! C(X) es unarco ordenado deA a B en
C(X) si�(0) = A, �(1) = B y �(s)  �(t) siempre que0 � s < t � 1.

La existencia de los arcos ordenados no es, de ninguna manera, trivial.
Pero sí es un hecho muy conocido en la teoría de hiperespacios y ([14],
Teorema 6.10, p. 90) nos provee con el siguiente teorema:

Teorema 1.7 DadosA;B 2 C(X), conA  B, existe un arco orde-
nado deA aB enC(X).

1.3 Topología de Identificación

Dado un conjuntoG, un espacio topológicoX y una función suprayectiva
p : X ! G uno podría preguntarse ¿Cuál es la topología más grande que
se le puede dar aG para que la funciónp sea continua?. La respuesta a
esta pregunta es la llamadatopología de identificacióndeG inducida por
la funciónp (o simplemente topología de identificación inducida porp).
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Definición 1.8 Dados un conjuntoG, un espacio topológicoX y una
función suprayectivap : X ! G, llamamos latopología de identificación
deG inducida por la funciónp, al conjuntoTp = fA � G : p�1(A) 2 T g,
dondeT representa a la topología del espacioX.

Teorema 1.9 La topología de identificación es la máxima topología para
G que hace continua ap.

Demostración.Lo primero que hay que hacer es asegurarnos de que
Tp es una topología. DadosA;B 2 Tp sabemos quep�1(A); p�1(B) 2 T
y queT es una topología, así quep�1(A) \ p�1(B) = p�1(A \ B) 2
T y por lo tantoA \ B 2 Tp. Si fA�g�2J es un conjunto arbitrario
de elementos deTp, notemos que, como cadap�1(A�) 2 T , entoncesS
�2J

p�1(A�) 2 T . También notemos quep�1(
S
�2J

A�) =
S
�2J

p�1(A�)

con lo que tenemos que
S
�2J

A� 2 Tp. Finalmente,p�1(;) = ; 2 T y

p�1(G) = X 2 T , por lo que;; G 2 Tp. Hemos probado entonces que
la topología de identificación sí es una topología paraG.

Supongamos queT 0 es una topología deG con la cual la funciónp
es continua. SeaA 2 T 0. Como la funciónp es continua conT 0 como
topología paraG, sabemos quep�1(A) 2 T . Pero esto es suficiente para
asegurarA 2 Tp. Esto muestra queT 0 � Tp y por lo tantoTp es la
máxima topología (en el sentido de la contención) que hace continua ap.
�

Definición 1.10 Dada una función entre espacios topologicosp : X !
Y , decimos quep es unaidentificaciónsi la topología deY coincide con
la topología de identificación inducida porp.

Teorema 1.11 (de Trasgresión) Seap : X ! Y una identificación y
f : X ! Z una función continua tal quef(p�1(y)) es un conjunto de
un solo punto, para today 2 Y . Entonces existe una función continua
g : Y ! Z tal queg � p = f .
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Demostración. Definimosg : Y ! Z comog(y) = el único punto
del conjuntof(p�1(y)), para today 2 Y . Como, por hipótesisf(p�1(y))
es un punto para today 2 Y , sabemos queg está bien definida. Notemos
que dadax 2 X tenemos queg(p(x)) = f(p�1(p(x))) = f(x), ya quef
vale lo mismo en todos los puntos dep�1(p(x)), así queg � p = f .

Para mostrar la continuidad deg, tomemos un abiertoA deZ. Comof
es continuaf�1(A) es abierto enX, es decir(g�p)�1(A) = p�1(g�1(A))
es abierto enX. Comop es una identificación, esto implica queg�1(A)
es abierto enY , así queg es continua.�

1.4 Espacios de Descomposición

Definición 1.12 SeaP una colección de subconjuntos no vacíos de un
espacio topológicoX, decimos queP es unaparticióndeX si:

1. Para todox 2 X, existeG 2 P tal quex 2 G.

2. Los elementos deP son ajenos dos a dos.

3. Los elementos deP son cerrados.

DadaP una partición deX podemos considerar la función� : X ! P
definida, para cadax 2 X, como�(x) = G 2 P si y sólo six 2 G. De la
definición de partición se sigue que� está bien definida y es suprayectiva.

Con esto podemos darle aP la topología de identificación inducida
por la función�, es decir, un subconjuntoU deP es abierto enP si y
sólo sí el conjunto��1(U) =

S
fB : B 2 Ug es abierto enX. Al espa-

cio topológico resultante lo llamaremos elespacio de descomposiciónde
P y lo denotaremosX=P (es decirX=P es el espacio topológico cuyo
conjunto esP dotado con la topología inducida por�).

Notemos que, por la elección de la topología enX=P, la función� :
X ! X=P es automáticamente continua (a esta función la llamaremos
la proyección natural deX aX=P). Nuestra meta final es encontrar una
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condición suficiente sobreP para que el espacioX=P sea un continuo,
para un continuoX.

Observemos que cuandoX es un continuo, como la función� es con-
tinua, sabemos que�(X) = X=P es un espacio conexo y compacto, sin
importar las propiedades deP. Para queX=P sea un continuo falta úni-
camente que sea metrizable. A continuación mostraremos una condición
necesaria y suficiente para queX=P sea metrizable.

Definición 1.13 DadaP una partición de un espacioX, decimos queP
essemicontinua superiormentesi para todoG 2 P y todo abiertoU de
X tal queG � U , existe un abiertoV deX tal queG � V � U y que
cada vez queH 2 P y H \ V 6= ; se tiene queH � V .

Lema 1.14 Una particiónP es semicontinua superiormente si y sólo si
para todoG 2 P y todo abiertoU tal queG � U existe un abiertoV tal
queG � V � U y ��1(�(V )) = V:

Demostración.Basta demostrar que siV es un abierto deX, entonces
V cumple la condición queH 2 P y H \ V 6= ; implica queH � V si
y sólo si��1(�(V )) = V .

(Necesidad) Supongamos queV cumple queH 2 P y H \ V 6= ;
implica queH � V . Seax 2 ��1(�(V )), con esto sabemos que�(x) 2
�(V ). SeaG 2 P tal quex 2 G, es decir,G = �(x) 2 �(V ).

Con esto podemos elegiry 2 V tal que�(y) = G. Por la definición
de�, esto implica quey 2 G. Entoncesy 2 G \ V y por hipótesis esto
implica queG � V , en particular,x 2 V y entonces��1(�(V )) � V ,
la contenciónV � ��1(�(V )) se da para cualquier función. Por lo tanto
��1(�(V )) = V .

(Suficiencia) Supongamos ahora que��1(�(V )) = V . SeaH 2 P tal
queH \ V 6= ;. Seay 2 H \ V . Comoy 2 H sabemos por definición
de� que�(y) = H. Comoy 2 V tenemos que�(y) 2 �(V ): Entonces
H = ��1(H) = ��1(�(y)) � ��1(�(V )) = V . �
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Teorema 1.15 Una particiónP deX es semicontinua superiormente si
y sólo siX=P esT2.

Demostración.(Suficiencia) Supongamos queX=P esT2. SeanG 2
P y U un abierto deX tales queG � U . Por el Lema 1.14, para que
P sea semicontinua superiormente, basta con encontrar un abiertoV tal
queG � V � U y que��1(�(V )) = V .

ComoX n U es un compacto y� es continua, sabemos que�(X n U)
es compacto. ComoX=P esT2, sabemos que�(XnU) es cerrado. Por lo
que(X=P) n�(X n U) es abierto. Como� es identificación esto implica
que��1((X=P) n�(X n U)) es abierto enX.

HacemosV = ��1((X=P) n�(X nU)). Observemos queH 2 �(X n
U) si y sólo si existey 2 X n U tal que�(y) = H, esto es equivalente a
que existey 2 H \X n U .

ComoG � U , sabemos queG 2 (X=P) n�(X n U). Con esto,G =
��1(G) � ��1((X=P) n�(X n U)) = V .

Sabemos queX nU � ��1(�(X nU)), entoncesU � X n��1(�(X n
U)) = ��1((X=P) n�(X n U)) = V . Por lo tanto, hemos visto que
G � V � U . Finalmente, tenemos que

��1(�(V )) = ��1(�(��1((X=P) n�(X n U))))
= ��1((X=P) n�(X n U)) = V

Esto muestra queP es semicontinua superiormente.

(Necesidad) Supongamos queP es semicontinua superiormente. Sean
G;H 2 X=P diferentes. ComoG y H son cerrados enX, que es un
espacio métrico, existen abiertos ajenosU1 y U2 deX tales queG � U1 y
H � U2. ComoP es semicontinua superiormente, el Lema 1.14 implica
que existen abiertosV1 y V2 tales queG � V1 � U1, H � V2 � U2,
��1(�(V1)) = V1 y ��1(�(V2)) = V2.

Entonces�(V1) y �(V2) son abiertos deX=P, pues��1(�(V1)) = V1 y
��1(�(V2)) = V2 son abiertos deX y � es identificación. ComoG � V1
y H � V2 sabemos queG 2 �(V1) y H 2 �(V2).
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DadoF 2 �(V1), sabemos queF � ��1(�(V1)) = V1 y comoV1 \
V2 � U1 \ U2 = ;, tenemos queF \ V2 = ;, es decir,F =2 �(V2 _).

Entonces hemos probado que�(V1) y �(V2) son abiertos, queG 2
�(V1) y H 2 �(V2) y que�(V1) \ �(V2) = ;, con lo queX=P esT2. �

El teorema anterior muestra la necesidad de queP sea semicontinua
superiormente para queX=P sea metrizable, ya que siX=P es metrizable
en particular esT2.

Teorema 1.16 SiP es semicontinua superiormente, entoncesX=P tiene
una base numerable.

Demostración.SeaA una base numerable deX y seaB = f
nS
i=1

Ui :

n 2 N; Ui 2 Ag. Para cadan 2 N, seaBn = fU � X : existen
U1; U2; :::; Un 2 A tales queU = U1 [ U2 [ ::: [ Ung. Notemos que

B =
1S
n=1

Bn. Afirmamos queB es una base numerable deX cerrada bajo

uniones finitas.

ComoA es numerable cadaBn es numerable y por lo tanto,B es
numerable. Es claro queA � B y que todos los elementos deB son
abiertos, así queB es base deX. Por último, tomemosV1; V2; :::; Vk 2 B.

Para cadaj 2 f1; 2; :::; kg seanUj1 ; Uj2 ; :::; Ujnj 2 A tales que
njS
i=1

Uji =

Vj. Con esto
kS
j=1

Vj =
kS
j=1

(
njS
i=1

Uji) que es una unión finita de elementos

deA, así que
kS
j=1

Vj 2 B. Hemos probado entonces queB es una base

numerable deX cerrada bajo uniones finitas.

DadosG 2 X=P y un abiertoA deX tales queG � A, mostraremos
que existeU 2 B tal queG � U � A. Para cadax 2 G, existeUx 2 B
tal quex 2 Ux � A. ComoG es cerrado enX, sabemos queG es
compacto, entonces existenn 2 N y x1; x2; :::; xn 2 G tales queG �
Ux1 [ Ux2 [ ::: [ Uxn � A. CadaUxi 2 B y B es cerrado bajo uniones
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finitas, así queU = Ux1 [ Ux2 [ ::: [ Uxn 2 B y, como ya sabíamos,
G � U � A.

SeaD = f(U; V ) 2 B � B : existe un abiertoW deX tal queV �
W � U y ��1(�(W )) = Wg. ComoB es numerable sabemos que
B � B es numerable y dado queD � B � B tenemos queD es nu-
merable. Para cada(U; V ) 2 D, escogemos un abiertoW (U; V ) tal
que��1(�(W (U; V )) = W (U; V ) y V � W (U; V ) � U . SeaC =
f�(W (U; V )) : (U; V ) 2 Dg.

Mostraremos queC es una base numerable paraX=P. La función
r : D ! C definida comor((U; V )) = �(W (U; V )) es obviamente
suprayectiva, así quejCj � jDj y entoncesC es numerable.

Para ver queC es base, tomemosG 2 X=P y un abiertoU deX=P
tal queG 2 U . SeaA = ��1(U). ComoG 2 U y �(x) = G, para
todox 2 G, sabemos queG � ��1(U) =A. ComoU es abierto y� es
continua,A es abierto. Por lo que probamos hace tres párrafos, existe
U 2 B tal queG � U � A. ComoP es semicontinua superiormente,
existe un abiertoW tal que��1(�(W )) = W y G � W � U . De
nuevo, por lo probado anteriormente, sabemos que existeV 2 B tal que
G � V � W . Por la existencia deW la pareja(U; V ) 2 D con lo que
�(W (U; V )) 2 C.

ComoW (U; V ) es un abierto por definición y��1(�(W (U; V ))) =
W (U; V ), sabemos que� (W (U; V )) es un abierto deX=P. ComoG �
V � W (U; V ), tenemos queG 2 �(W (U; V )). Para concluir notemos
queW (U; V ) � U � A = ��1(U) y entonces�(W (U; V )) � U . Hemos
probado entonces que�(W (U; V )) 2 C y queG 2 �(W (U; V )) � U .
Esto prueba queC es una base numerable paraX=P. �

Hemos probado que, cuandoP es semicontinua superiormente yX
es un continuo, se tiene queX=P es un espacio conexo, compacto,T2 y
tiene base numerable. El siguiente teorema muestra que esto es suficiente
para queX=P sea metrizable.
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Teorema 1.17 Si un espacio topológicoY es compacto,T2 y tiene base
numerable, entoncesY es metrizable.

Demostración. Primero recordemos que siY es compacto yT2 en-
toncesY esT4. SeanB una base numerable deY y C = f(U; V ) 2 B �
B : U 6= ;; U � V g. ComoC � B�B y B es numerable, sabemos queC
es numerable. Numeremos los elementos deC = f(U1; V1); (U2; V2); :::g
y para cadai 2 N escogemos una función continuafi : Y ! [0; 1] tal
quefi(Ui) � f0g y fi(Y n Vi) � f1g. Esta función existe en virtud de el
Lema de Urysohn ([11], Teorema 4.1, p. 146) y de queY esT4.

Seaf : Y ! [0; 1]N definida comof(x) = (fi(x))
1
i=1. Comofi es

continua para todai = 1; 2; :::, tenemos quef es continua ([11], Teorema
2.2, p. 101). Mostraremos quef es un encaje.

Seanx; y 2 Y diferentes. ComoY esT2 existen abiertos ajenosA
y B tales quex 2 A y y 2 B. ComoB es base existeV 2 B tal que
x 2 V � A. Con estoy 2 Y n V .

ComoY esT3 y Y n V es un cerrado tal quex =2 Y n V , existen
abiertos ajenosZ y W tales quex 2 Z y Y n V � W . ComoB es base
existeU 2 B tal quex 2 U � Z. Notemos queY nW es un cerrado que
contiene aZ, así queY nW es un cerrado que contiene aU . Con esto
U � Y nW � V . Entonces la pareja(U; V ) 2 C, x 2 U y y 2 Y n V .

Como(U; V ) 2 C, tenemos que(U; V ) = (Ui; Vi), para algunai 2 N.
Comox 2 U , sabemos quefi(x) = 0 y comoy 2 Y n V , sabemos que
fi(y) = 1. Esto implica quef(x) 6= f(y) y por lo tantof es inyectiva.

El espacioY es compacto y[0; 1]N esT2 así que el hecho de quef
sea inyectiva es suficiente para quef sea un encaje. Sabemos que[0; 1]N

es metrizable, yf(Y ) � [0; 1]N, así quef(Y ) es metrizable. Comof
es encaje, sabemos quef(Y ) es homeomorfo aY y por lo tantoY es
metrizable.�
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Teorema 1.18 X=P es un metrizable si y sólo siP es semicontinua
superiormente.

Demostración. (Necesidad) SiX=P es metrizable, en particular es
T2, así que, por el Teorema 1.15,P es semicontinua superiormente.

(Suficiencia) SiP es semicontinua superiormente, entonces, por el
Teorema 1.15,X=P esT2 y, por el Teorema 1.16,X=P tiene una base
numerable. El Teorema 1.17 implica queX=P es metrizable.�

Hemos probado entonces que una condición necesaria y suficiente
para queX=P sea un continuo, cuandoX lo es, es queP sea semi-
continua superiormente.

1.5 Límites Inversos

Esta Sección sólo se utilizará en la Sección 3.7 pero es un tema muy
importante para el estudio general de la teoría de los continuos.

Los siguientes son resultados que son cubiertos en un curso básico de
topología:

1. Dado un espacio métrico(X; d) sabemos que hay una métrica que es
equivalente ad y acotada por el número1 (por ejemplo,d0(x; y) =
min fd(x; y); 1g).

2. Dada una sucesión de espacios métricosf(Xi; di)g1i=1 (cada uno con

su métrica acotada por el número1) sabemos que
1Y
i=1

Xi se puede

metrizar con la métrica�((xi)
1
i=1 ; (yi)

1
i=1) =

1X
i=1

d(xi;yi)
2i

.

3. El producto de espacios conexos es conexo ([11], Teorema 1.7, p.109).

4. El producto de espacios compactos es compacto ([11], Teorema 1.4
(4), p. 224).
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5. Una funciónf : Y !
1Y
i=1

Xi es continua si y sólo si�k � f es

continua para cada proyección canónica�k :

1Y
i=1

Xi ! Xk ([11],

Teorema 2.2, p.101).

Con estos resultados es muy fácil concluir que, si cadaXi es un con-

tinuo, el producto
1Y
i=1

Xi también lo es.

Definición 1.19 Unasucesión inversa, es una sucesión de parejas de la
forma f(Xi; fi)g1i=1, en donde para cadai 2 N, se tiene queXi es un
continuo yfi : Xi+1 ! Xi es una función continua.

Definición 1.20 Dada una sucesión inversaf(Xi; fi)g1i=1 definimos su

límite inversocomo el siguiente subespacio de
1Y
i=1

Xi:

lim
 �
f(Xi; fi)g =

(
(xi)

1
i=1 2

1Y
i=1

Xi : fi(xi+1) = xi para todai 2 N
)

Teorema 1.21 Para toda sucesión inversaf(Xi; fi)g1i=1 su límite in-
verso,lim

 �
f(Xi; fi)g1i=1, es un continuo.

Demostración.Para cadam 2 N, definamos:

Km =

(
(xi)

1
i=1 2

1Y
i=1

Xi : fi(xi+1) = xi para todai 2 f1; 2; :::;m� 1g
)

Es claro queKm � Km+1 para todam 2 N y que lim
 �
f(Xi; fi)g1i=1 =

1\
i=1

Km. Es bien sabido que la intersección de continuos anidados es un

continuo ([14], Corolario 4.4, p. 69), así que, para probar el teorema,
bastaría con probar queKm es un continuo, para cadam 2 N.
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Fijemosm 2 N. Seag :
1Y
i=m

Xi ! Km definida comog((xk)1k=m) =

(yk)
1
k=1, dondeyk = xk sik � m y yk = fk(yk+1) sik 2 f1; 2; :::;m� 1g.

Dado(xk)1k=1 2 Km, sabemos quexk = fk(xk+1) sik 2 f1; 2; :::;m� 1g,
así queg((xk)1k=m) = (xk)

1
k=1. Con esto obtenemos queg es suprayec-

tiva.

Como
1Y
i=m

Xi es un continuo (es un producto numerable de espacios

métricos, compactos y conexos) yKm es imagen continua de él,Km es

un continuo ylim
 �
f(Xi; fi)g1i=1 =

1\
m=1

Km también lo es.�

Dada una función continuaf : X ! X podemos considerar la suce-
sión inversafXi; fig1i=1, dondeXi = X y fi = f , para todai 2 N. Al
límite inverso de esta sucesión en particular lo denotaremos simplemente
comolim

 �
(X; f).

Definición 1.22 DadoY = lim
 �
(X; f) definimos la funciónbf : Y ! Y

comobf((x1; x2; x3;:::)) = (f(x1); f(x2); f(x3); :::) = (f(x1); x1; x2; :::).
Como(x1; x2; x3;:::) 2 Y , sabemos quefi(xi) = f(xi) = fi�1(xi) =

xi�1, para todai > 1, y f1(x1) = f(x1) así que la función está bien
definida.

Teorema 1.23 Para toda función continuaf : X ! X , si hacemos
Y = lim

 �
(X; f), se tiene que la funciónbf : Y ! Y es un homeomor-

fismo.

Demostración.Sea�k : Y ! X la proyección canónica en lak-ésima
coordenada. Notemos que

�k � bf((x1; x2; x3;:::)) = �k((f(x1); f(x2); f(x3); :::)) = f(xk)

= f � �k((x1; x2; x3;:::))
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Con lo que�k � bf = f � �k. Comof es continua, todas las composi-
cionesf � �k son continuas, así que todas las composiciones�k � bf son
continuas. Por lo tanto,bf es continua.

Si definimosh : Y ! Y comoh((x1; x2; x3;:::)) = (x2; x3; x4; :::)
vemos quebf � h((x1; x2; x3;:::)) = bf((x2; x3; x4; :::)) = (f(x2); x2; x3; :::).

Como (x1; x2; x3;:::) 2 Y , tenemos quef(x2) = x1. Con lo quebf � h((x1; x2; x3;:::)) = (x1; x2; x3;:::). Y también podemos ver que

h � bf((x1; x2; x3;:::)) = h((f(x1); x1; x2; :::)) = (x1; x2; x3;:::)

Con esto,bf es biyectiva, y comoY es un continuo esto es suficiente para
que bf sea un homeomorfismo.�



Capítulo 2

Propiedades Tradicionales

Definición 2.1 Un mapeoes una función continua y suprayectivaf :
X ! Y entre continuosX y Y .

Definición 2.2 Dado un mapeof : X ! Y definimos lafunción in-
ducidafn : Fn(X)! Fn(Y ) dada porfn(A) = f(A) (la imagen deA
bajof ).

En ([14], Ejercicio 2.10, p. 27) se muestra quefn también es un
mapeo.

En este capítulo se tratarán las propiedades tradicionales que puede
tener un mapeo entre continuos y se estudiará la relación entre que el
mapeof tenga dicha propiedad y que el mapeo inducidofn la tenga.

2.1 Homeomorfismos

Definición 2.3 Un mapeof : X ! Y es unhomeomorfismosi existe
un mapeog : Y ! X tal queg � f = idX y f � g = idY .

Recordemos que sif : X ! Y es una biyección continua, dondeX
es compacto yY esT2, entoncesf es un homeomorfismo.

Teorema 2.4 Seaf : X ! Y un mapeo, entonces los siguientes enun-
ciados son equivalentes:

23
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a) f es un homeomorfismo,
b) fn es un homeomorfismo, para algunan 2 N,
c) fn es un homeomorfismo, para todan 2 N.

Demostración. a) ) c) Sean 2 N. Supongamos quef : X !
Y es un homeomorfismo. Sabemos quefn es un mapeo así que, sólo
tenemos que ver que es inyectiva. SeanA;B 2 Fn(X) diferentes, sin
perder generalidad supongamos que existea 2 A n B. Sabemos que
f(a) 2 fn(A) y comof es inyectivaf(b) 6= f(a) para todob 2 B, así
quef(a) =2 fn(B). Esto muestra quefn(A) 6= fn(B) con lo quefn es
inyectiva y, por lo tanto, un homeomorfismo.

b) ) a) Supongamos quefn : Fn(X) ! Fn(Y ) es un homeomor-
fismo, para algunan 2 N. Para ver quef es homeomorfismo, basta ver
que es biyección. Sabemos quef es mapeo así que para que sea biyec-
ción basta con que sea inyectiva. Dadosx; y 2 X diferentes, sabemos
quefxg ; fyg 2 Fn(X) son diferentes. Comofn es inyectiva sabemos
queff(x)g = fn(fxg) 6= fn(fyg) = ff(y)g. Así quef(x) 6= f(y), con
lo quef es inyectiva y, por lo tanto, un homeomorfismo.�

2.2 Monotoneidad

Definición 2.5 Un mapeof : X ! Y esmonótonosi f�1(y) es un
subconjunto conexo deX para caday 2 Y .

Teorema 2.6 Seaf : X ! Y un mapeo, entonces los siguientes enun-
ciados son equivalentes:
a) f es monótono,
b) fn es monótono, para algunan 2 N,
c) fn es monótono, para todan 2 N.

Demostración. a) ) c) Sean 2 N. Supongamos quef : X ! Y
es monótono. SeaB = fy1; : : : ; ymg 2 Fn(Y ), dondem � n. Para
cadai 2 f1; : : : ;mg, hacemosCi = f�1(yi). Comof es monótono,
cadaCi es un subconjunto cerrado, conexo y no vacío deX. Además,
los conjuntosC1; : : : ; Cm son ajenos entre sí. Por el Lema 1.2, el con-
juntoA = hC1; : : : ; Cmin es un subconjunto conexo deFn(X). SiA 2
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hC1; : : : ; Cmin, entoncesA � C1[: : :[Cm = f�1(y1)[: : :[f�1(ym) =
f�1(fy1; : : : ; ymg), así quef(A) � fy1; : : : ; ymg. Dadai 2 f1; : : : ;mg,
existexi 2 A \ Ci, de modo queyi = f(xi) 2 f(A). De modo
quefn(A) = f(A) = fy1; : : : ; ymg = B. Hemos mostrado queA �
f�1n (B). Por otra parte, siA 2 f�1n (B), entoncesf(A) = fy1; : : : ; ymg,
de aquí queA � f�1(fy1; : : : ; ymg) = C1 [ : : : [ Cm y A intersecta
a cadaCi. De manera queA 2 hC1; : : : ; Cmin = A. Esto prueba que
f�1n (B) � A. Por tantoA = f�1n (B). Esto termina la demostración de
quef�1n (B) es conexo. Por tantofn es monótono.

Claramentec)) b).

b) ) a) Ahora supongamos quefn es monótono para algunan 2 N.
Seay 2 Y . Entoncesf�1n (fyg) es un subconjunto conexo y cerrado de
Fn(X). SeaA =

S
fB : B 2 f�1n (fyg)g. Comof es suprayectiva,

existex 2 X tal quef(x) = y. Entoncesfxg 2 f�1n (fyg) \ F1(X).
Así que podemos aplicar el Lema 1.1 y concluir queA es conexo. Vamos
a ver queA = f�1(y). Si p 2 A, entonces existeB 2 f�1n (fyg) tal
quep 2 B. Comof(B) = fyg, tenemos quef(p) = y, de manera que
p 2 f�1(y). Con esto concluimos queA � f�1(y). Por otra parte, si
p 2 f�1(y), entoncesfn(fpg) = fyg. De modo quep 2 A. Esto muestra
quef�1(y) � A, y por tanto,A = f�1(y). Con esto queda probado que
f�1(y) es conexo. Por tantof es monótono.�

2.3 Apertura

Definición 2.7 Un mapeof : X ! Y esabiertosi f(U) es abierto en
Y para cada subconjunto abiertoU deX.

Teorema 2.8 Un mapeof : X ! Y es abierto si y sólo sif2 : F2(X)!
F2(Y ) es abierto.

Demostración. (Necesidad) Supongamos quef es abierto. Con-
sideremos un subconjunto abiertoU deF2(X). Tomemos un elemento
cualquieraf2(A) 2 f2(U), dondeA 2 U . PonemosA = fp; qg, donde es
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posible quep = q. ComoU es abierto, existe" > 0 tal queBH("; A) �
U . Comof es abierto, existe� > 0 tal queB(�; f(p)) � f(B("; p)) y
B(�; f(q)) � f(B("; q)). Si f(p) 6= f(q), podemos pedir también que
B(�; f(p)) \B(�; f(q)) = ;.

Afirmamos queBH(�; f2(A)) � f2(U). TomemosB = fw; zg 2
BH(�; f2(A)). EntoncesH(fw; zg; ff(p); f(q)g) < �. En el caso en
que f(p) 6= f(q), uno de los puntosw; z pertenece aB(�; f(p)) y el
otro aB(�; f(q)). De modo que podemos suponer quew 2 B(�; f(p))
y z 2 B(�; f(q)). En el caso en quef(p) = f(q), w; z 2 B(�; f(p)) =
B(�; f(q)). En todo caso, podemos suponer quew 2 B(�; f(p)) �
f(B("; p)) y z 2 B(�; f(q)) � f(B("; q)). De manera que existen
u 2 B("; p) y x 2 B("; q) tales quef(u) = w y f(x) = z. Note-
mos queH(fu; xg; fp; qg) < ". De manera que el conjuntoD = fu; xg
pertenece aU y f2(D) = fw; zg. Por tantoB 2 f2(U). Esto prueba que
BH(�; f2(A)) � f2(U) y quef2(U) es abierto.

(Suficiencia) Supongamos quef2 es abierto y tomemos un abiertoU
enX. Dadap 2 U , tenemos quefpg 2 hUi2. Comof2 es un mapeo
abierto yhUi2 es abierto enF2(X), tenemos quef2(hUi2) es un subcon-
junto abierto deF2(Y ) que tiene al elementof2(fpg) = ff(p)g, por lo
que existe" > 0 tal queBH("; ff(p)g) � f2(hUi2).

Afirmamos queB("; f(p)) � f(U). Seay 2 B("; f(p)). Entonces
fyg 2 BH("; ff(p)g) � f2(hUi2). De modo que existeB 2 hUi2 tal que
fyg = f2(B). Elegimos un puntob 2 B. Entoncesb 2 U y f(b) = y.
Esto muestra quey 2 f(U). Hemos probado queB("; f(p)) � f(U).
De modo quef(U) es abierto enY . Por tantof es abierta.�

Teorema 2.9 Si f : X ! Y es un mapeo tal queY es no degenerado
y fn : Fn(X)! Fn(Y ) es abierto, para algunan � 3, entoncesf es un
homeomorfismo.

Demostración. ComoX es compacto,Y es métrico yf es una
función continua y suprayectiva, basta mostrar quef es inyectiva para
obtener quef es un homeomorfismo.
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Supongamos, por el contrario que existen dos puntosx1 6= x2 enX
tales quef(x1) = f(x2). ComoY es no degenerado yf es suprayectiva,
existex3 2 X tal quef(x3) 6= f(x1). Sea" > 0 tal queB("; f(x1)) \
B("; f(x3)) = ;. Por la continuidad def , existe� > 0 tal que los con-
juntosB(�; x1),B(�; x2) y B(�; x3) son ajenos dos a dos,f(B(�; x3)) �
B("; f(x3)) y f(B(�; x1)) [ f(B(�; x2)) � B("; f(x1)).

Comofn es abierto,fn(BH(�; fx1; x2; x3g)) es un abierto deFn(Y )
que contiene al elementoff(x1); f(x3)g. De manera que existe� >
0 tal queBH(�; ff(x1); f(x3)g) � fn(BH(�; fx1; x2; x3g)). Podemos
pedir que� < ". Elegimos puntos diferentes entre síy1; : : : ; yn�1 2
(B(�; f(x3)) n ff(x3)g). SeaB = ff(x1); y1; : : : ; yn�1g. Notemos
queB 2 BH(�; ff(x1); f(x3)g) y como este conjunto está contenido en
fn(BH(�; fx1; x2; x3g)), existeA 2 BH(�; fx1; x2; x3g) tal quef(A) =
B. Entonces existena1; a2 2 A tales quea1 2 B(�; x1) y a2 2 B(�; x2).
Entoncesa1 6= a2. Además, existenu1; : : : ; un�1 2 A tales quef(u1) =
y1; : : : ; f(un�1) = yn�1. Como los puntosy1; : : : ; yn�1 son diferentes en-
tre sí, tenemos que los puntosu1; : : : ; un�1 son diferentes entre sí. Dada
i 2 f1; : : : ; n � 1g, f(ui) = yi 2 B(�; f(x3)) � B("; f(x3)). Así que
f(ui) =2 B("; f(x1)) y f(ui) =2 f(B(�; x1)) [ f(B(�; x2)). Esto implica
queui =2 B(�; x1) [ B(�; x2). De manera queui 6= a1; a2. Entonces
todos los puntosa1; a2; u1; : : : ; un�1 son diferentes entre sí y todos ellos
pertenecen aA. Esto es absurdo puesA 2 Fn(X). Esta contradicción
prueba quef es inyectiva y, por tanto,f es un homeomorfismo.�

2.4 Confluencia

Definición 2.10 Un mapeof : X ! Y es:

� Confluentesi para todo subcontinuoB deY y toda componenteA
def�1(B), se tiene quef(A) = B.

� Débilmente confluentesi para todo subcontinuoB deY existe una
componenteA def�1(B) tal quef(A) = B.



28 Capítulo 2. Propiedades Tradicionales

� Semiconfluentesi para todo subcontinuoB de Y y cualesquiera
componentesC y D de f�1(B), se tiene quef(C) � f(D) o
f(D) � f(C).

Claramente los mapeos confluentes son semiconfluentes y débilmente
confluentes.

Ejemplo 2.11 Existen continuosX y Y y un mapeof : X ! Y con-
fluente (en particular débilmente confluente y semi confluente) tal que
f2 : F2(X) ! F2(Y ) no es confluente, débilmente confluente, ni semi-
confluente.

Consideremos aS1 � C y seaX = S1 [ I [ J , dondeI y J son
dos rayos convergiendo cada uno a una mitad deS1 como se muestra en
la Figura 2.1. Seaf la restricción de la función complejaz ! z2 aX.
Llamemos af(X) = Y . Entoncesf(I) y f(J) son dos rayos que se
aproximan aS1 como en la Figura 2.1. Vamos a construír un subcontinuo
K deF2(Y ) con el cual se niegan los tres tipos de confluencia menciona-
dos.

Sea" = 1
16

. Sea� : [0;1) ! f(I) una parametrización def(I) por
longitud de arco y seaA = ff�(t); �(t+ ")g : t 2 [0;1)g. Es decir,A
es el conjunto de pares de puntos enf(I) que están a distancia" cuando
ésta se mide sobre el rayof(I). La funcióng : [0;1)! [0;1)� [0;1)
definida comog(t) = (t; t + ") es claramente continua. Sabemos ([14],
Lema 2.3, p. 24) que la funciónp : [0;1) � [0;1) ! F2([0;1))
definida comop((t; s)) = ft; sg es continua. Así que la composición
�2 � p � g : [0;1) ! F2(f(I)) es una función continua. Notemos que
para todot 2 [0;1), se tiene que

�2 � p � g(t) = �2 � p((t; t+ ")) = �2(ft; t+ "g) = f�(t); �(t+ ")g
Así queA = �2�p�g([0;1)) es conexo. Con lo queA es un subcontinuo
deF2(Y ). Para construírK y mostrar que niega las tres definiciones de
confluencia, nos interesa tener una descripción explícita deA. Esto se
desarrolla a continuación.

Es muy claro queA � F2(S1 [ f(I)). Supongamos queA 2 A y que
A \ f(S1) 6= ;. SeafAkg1k=1 una sucesión enA tal quelimAk = A.
Para cadak 2 N, seatk 2 [0;1) tal queAk = f�(tk); �(tk + ")g.
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f

X

Y

Figura 2.1

Dadom 2 N, sabemos que�2 � p � g([0;m]) � F2(f(I)) así que
�2�p�g([0;m]) es un compacto que no tiene aA, por lo que existeM 2 N
tal que, para todok � M , se tiene queAk 2 F2(Y ) n �2 � p � g([0;m]),
es decir que, para todok � M , se tiene quetk + " � m. Esto prueba
quelim tk =1. Por la forma en la quef(I) converge aS1, es muy fácil
convencerse de que, comolimAk = A y lim tk = 1 debe suceder que
A � S1, es decir,A 2 F2(S1). Esto muestra queA no puede intersectar
aS1 y af(I) a la vez. Es decirA � F2(S1) [ F2(f(I)).
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Mostraremos ahora queA es cerrado enF2(f(I)). SeanA 2 A\
F2(f(I)) y fAkg1k=1 una sucesión enA tal quelimAk = A. Sear 2
[0;1) tal que�(r) 2 A. Para cadak 2 N, seatk 2 [0;1) tal que
�(tk) 2 Ak y lim�(tk) = �(r), o equivalentemente,lim tk = r.

Dado que, para todak 2 N, se tiene queAk 2 A sabemos queAk =
f�(tk); �(tk�")g, como son una infinidad de parejas podemos encontrar
una subsucesiónfAkig

1
i=1 defAkg1k=1 de manera que, para todai 2 N,

tengamos queAki = f�(tki); �(tki + ")g, o una en la que, para toda
i 2 N, tengamos queAki = f�(tki); �(tki � ")g. Así que, sin perder
generalidad, podemos suponer que la misma sucesiónfAkg1k=1 ya tiene la
formaAk = f�(tk); �(tk + ")g. Con esto,limAk = f�(r); �(r + ")g =
A y entoncesA 2 A. Hemos probado entonces queA es cerrado en
F2(f(I)).

Como ya habíamos notado queA � F2(S1) [ F2(f(I)) y además
A es cerrado enF2(f(I)), tenemos que, para saber quién esA, sólo
hay que analizar el conjuntoA \ F2(S1). Por la definición deA, y
por la forma en la quef(I) converge aS1, sabemos que el conjunto
B =

��
eti; e(t+")i

	
: t 2 [��; � � "]

	
es un subconjunto deA. El con-

junto B consiste de los pares de puntos enS1 que están a distancia" a
los cuales les convergen puntos de esa forma def(I). PeroA [ B to-
davía no esA \ F2(S1), faltan los pares de puntos que son límite de
puntos que están "dando la vuelta" en los "picos" def(I). Y dichos
puntos son los de el conjuntoC =

��
e(��+t)i; e(���t+")i

	
: t 2 [0; "]

	
[��

e(��t)i; e(�+t�")i
	
: t 2 [0; "]

	
. Estas son las únicas dos formas de

que puntos deA converjan a puntos deF2(S1) y con eso tenemos que
A \ F2(S1) = B [ C. Por lo tanto,A = A [ B [ C.

Si ahora consideramos una parametrización� : [0;1) ! f(J) por
longitud de arco def(J) y D = ff�(t); �(t+ ")g : t 2 [0;1)g. Ha-
ciendo un razonamiento completamente análogo, tendríamos queD es
un subcontinuo deF2(Y ) y específicamente queD = B [ C [ D. En
donde�,D y J toman los papeles de�,A e I, respectivamente, pero los
conjuntosB y C son los mismos.

En vista de queA \ D = B \ C 6= ;, tenemos queK =A [ D =
A[B [ C [D es un subcontinuo deF2(Y ). Éste es un subcontinuo con
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el que negaremos los tres tipos de confluencia a la vez.

Notemos quef actúa como homeomorfismo enI y en J así que
podemos pensar quef�12 (A) y f�12 (D) son los pares de puntos que dis-
tan "

2
enI y J , cuando la distancia se mide sobre cada uno de estos rayos.

Para saber quién esf�12 (K) sólo falta analizarf�12 (B) y f�12 (C). Para
cada puntoexi 2 S1 sabemos quef�1(exi) =

�
e
x
2
i; e(

x
2
+�)i

	
. Entonces,

dadaz 2 S1, f�1(z) es de la formafw;�wg. Además, siz; v 2 S1,
f�1(fz; vg) es un conjunto con a lo más4 puntos. Dado un elemento
fz; vg 2 C [ B, tenemos que la distancia (de longitud de arco) en-
tre z y w es menor o igual que". De manera que sifw; ug es tal que
f2(fw; ug) = fz; wg, conf(w) = z y f(u) = v, tenemos que, o bienw
y v distan a lo más1

4
o son casi antípodas.

Aplicando esto a cada par de puntos enB y C obtenemos quef�12 (A)
consta def�12 (A) y un conjunto contenido enF2(R+), dondeR+ es
la semicircunferencia derecha deS1, f�12 (D) consta def�12 (D) y de
un conjunto contenido enF2(R�), dondeR� es la semicircunferencia
izquierda deS1. Notemos quef�12 (A) y f�12 (D) son cerrados, ajenos
y conexos enF2(X). Los demás puntos def�12 (K) son pares de pun-
tos casi antípodas. De manera quef�12 (K) = f�12 (A) [ f�12 (D) [
(f�12 (K) n (f�12 (A) [ f�12 (D)) y estos tres cerrados son ajenos. Esto im-
plica quef�12 (A) y f�12 (D) son componentes def�12 (K).

Pero notemos quef2( f
�1
2 (A)) = A [ B [ C 6= K, así quef2 no es

confluente. También,f2( f
�1
2 (B)) = B [ C [ D así quef2( f

�1
2 (A))

y f2( f
�1
2 (B)) no son comparables, por lo quef2 no es semiconfluente.

Para concluir, sólo hay que notar quef�12 (A) � f�12 (A) así que si al-
guna componente def�12 (K) fuera a cubrir aK, ésta debería serf�12 (A).
Pero hemos visto quef2( f

�1
2 (A)) 6= K así quef2 no es débilmente

confluente. Esto muestra quef2 : F2(X) ! F2(Y ) no es confluente,
débilmente confluente, ni semiconfluente.�

Teorema 2.12 Si fn : Fn(X) ! Fn(Y ) es confluente, para alguna
n 2 N, entoncesf : X ! Y es confluente.
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Demostración. SeanB un subcontinuo no vacío deY y D una
componente def�1(B). ClaramenteF1(B) es homeomorfo aB y por
tantoF1(B) es un subcontinuo no vacío deFn(Y ). Mostraremos que
F1(D) � f�1n (F1(B)). Para todofyg 2 F1(D), tenemos quefn(fyg) =
ff(y)g, pero comof(D) � B, sabemos queff(y)g 2 F1(B). Con esto
fn(F1(D)) � F1(B) y por tantoF1(D) � f�1n (F1(B)).

Sabemos queF1(D) es homeomorfo aD y por lo tanto conexo, así que
F1(D) es un conexo contenido enf�1n (F1(B)). SeaC la componente de
f�1n (F1(B)) que contiene aF1(D). EntoncesC es conexo yF1(D) � C,
así que por el Lema 1.4,M =

S
fE : E 2 Cg, es conexo. Ahora

probaremos queM = D.

Dadox 2 D, tenemosfxg 2 F1(D) � C y entoncesx 2
S
fE :

E 2 Cg = M . Con esto tenemos queD � M . Si x 2 M es por que
existeA 2 C tal quex 2 A. ComoA 2 C �f�1n (F1(B)), sabemos
quefn(A) = fbg, para algúnb 2 B, y en particularf(x) = b. Hemos
probado queM � f�1(B) y ya sabíamos queM es conexo. PeroD �
M y D es componente def�1(B), por lo queD =M .

Veamos ahora quef(M) = B. Ya vimos queM � f�1(B) por lo
quef(M) � B. Dadob 2 B, tenemos quefbg 2 F1(B). Sabemos
quefn es confluente y queC es una componente def�1n (F1(B)) por lo
quefn(C) = F1(B). Por lo tanto existeA 2 C tal quefn(A) = fbg.
Seax 2 A. Dado quefn(A) = fbg, tenemos quef(x) = b. Como
x 2 A 2 C, sabemos quex 2 M y entoncesf(x) 2 f(M), por lo que
b 2 f(M). Esto muestra queB � f(M) y entoncesf(M) = B. Como
D =M , tenemosf(D) = f(M) = B. Esto muestra quef es confluente.
�

Teorema 2.13 Si fn : Fn(X)! Fn(Y ) es débilmente confluente, para
algunan 2 N, entoncesf : X ! Y es débilmente confluente.

Demostración.SeaB un subcontinuo deY . Recordemos queF1(B)
es homeomorfo aB y por lo tanto un subcontinuo deFn(Y ). Comofn
es débilmente confluente, existe una componenteD de f�1n (F1(B)) tal
quefn(D) = F1(B).
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SeaG =
S
fE : E 2 Dg. Dadax 2 G. SeaA 2 D tal que

x 2 A. ComoD es una componente def�1n (F1(B)), sabemos que existe
b 2 B tal quefn(A) = fbg 2 F1(B). Dado quex 2 A, sabemos que
f(x) = b 2 B, es decirf(G) � B y por lo tantoG � f�1(B).

SeanC una componente deG y D la componente def�1(B) que
contiene aC. Dadoy 2 B, comofn(D) = F1(B), existeE 2 D tal que
fn(E) = fyg. Dado queD es cerrado y conexo, el Lema 1.4 nos dice
queE intersecta a todas las componentes deG. Con esto, podemos elegir
z 2 C \ E. Comoz 2 E, sabemos quef(z) 2 fn(E) = fyg, es decir
f(z) = y. Además, comoz 2 C � D, tenemos quef(z) = y 2 f(D).
Hemos probado entonces queB � f(D) por lo quef(D) = B. Así que
D es una componente def�1(B) tal quef(D) = B. Esto prueba quef
es débilmente confluente.�

Teorema 2.14 Sifn : Fn(X)! Fn(Y ) es semiconfluente, para alguna
n 2 N, entoncesf : X ! Y es semiconfluente.

Demostración. SeaB un subcontinuo deY y seanC y D compo-
nentes def�1(B). Recordemos queF1(B), F1(C) y F1(D) son home-
omorfos aB, C y D respectivamente, y por lo tantoF1(B) es sub-
continuo deFn(Y ) y F1(C) y F1(D) son conexos. Mostraremos que
F1(C) � f�1n (F1(B)). Para todofyg 2 F1(C), tenemos quefn(fyg) =
ff(y)g, pero comof(C) � B, sabemos queff(y)g 2 F1(B). Con esto
fn(F1(C)) � F1(B) y por tantoF1(C) � f�1n (F1(B)). Análogamente
F1(D) � f�1n (F1(B)).

Tomemos las componentesC y D de /f�1n (F1(B)) que contienen a
F1(C) y F1(D), respectivamente. SeanM =

S
fE : E 2 Cg y N =S

fE : E 2 Dg. Mostraremos queM = C y N = D.

Sabemos queC es conexo y queF1(C) � C, así que, por el Lema
1.4,M es conexo. Dadox 2 C, tenemosfxg 2 F1(C) � C y entonces
x 2

S
fE : E 2 Cg =M . Por lo queC �M .

Si x 2 M es por que existeA 2 C tal quex 2 A. ComoA 2
C �f�1n (F1(B)) sabemos quefn(A) = fbg, para algúnb 2 B, y en
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particularf(x) = b. Hemos probado queM � f�1(B) y ya sabíamos
queM es conexo. PeroC � M y C es componente def�1(B), por lo
queC =M . AnálogamenteN = D.

Comofn es semiconfluente tenemos quefn(C) � fn(D) ó fn(D) �
fn(C). Sin pérdida de generalidad, supongamos quefn(C) � fn(D).
Mostraremos ahora quef(C) � f(D). Seay 2 f(C), entonces existe
c 2 C tal quef(c) = y. ComoF1(C) � C tenemos quefcg 2 C y por lo
tantofyg 2 fn(C) � fn(D). SeaA 2 D tal quefn(A) = fyg. Tomando
x 2 A, tenemos quex 2 N y quef(x) = y. ComoN = D, sabemos
quex 2 D, por lo quey = f(x) 2 f(D) y entoncesf(C) � f(D). Esto
implica quef es semiconfluente.�

2.5 Ligereza

Definición 2.15 Decimos que un espacio topológicoX es totalmente
disconexosi sus componentes son conjuntos de un solo punto.

Lema 2.16 Si X es métrico compacto, entoncesX es totalmente dis-
conexo si y sólo si para todo par de puntos distintosx e y existe un
abierto y cerradoU deX tal quex 2 U y y =2 U .

Demostración. Por el Lema 1.1, sabemos queCx = Qx, así queCx
consta de un solo punto si y sólo siQx consta de un solo punto, pero esto
pasa si y sólo sí, para todoy 2 X, diferente dex, existe un abierto y
cerradoU deX tal quex 2 U y y =2 U . �

Lema 2.17 Si X es métrico compacto, entoncesX es totalmente dis-
conexo si y sólo si para todo subconjunto finitoA deX y para todo
puntoy 2 X n A, existe un abierto y cerradoU deX tal queA � U y
y =2 U .

Demostración. (Necesidad) EtiquetamosA = fx1; x2; :::; xkg. Sea
y 2 X n A. Por el Lema 2.16, para cadai 2 f1; 2; :::; kg existe un
abierto y cerradoUi deX tal quexi 2 Ui y y =2 Ui. Si hacemosU =
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U1[U2[ :::[Uk, entoncesU es abierto y cerrado enX, y =2 U y xi 2 U ,
para todoi 2 f1; 2; :::; kg.

(Suficiencia) Dadosx; y 2 X diferentes, sabemos que existe un abierto
y cerradoU deX tal quefxg � U y y =2 U , es decir,x 2 U y y =2 U . El
Lema 2.16 implica que entoncesX es totalmente disconexo.�

Una observación evidente es que cualquier subespacio de un espacio
totalmente disconexo es también totalmente diconexo. Con todo esto ya
podemos entrar a hablar de los mapeos ligeros.

Definición 2.18 Un mapeof : X ! Y esligero si f�1(y) es totalmente
diconexo para today enY .

Teorema 2.19 Seaf : X ! Y un mapeo. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
a) f es ligero,
b) fn es ligero, para algunan 2 N,
c) fn es ligero, para todan 2 N.

Demostración. b) ) a) Supongamos quefn es ligero, para alguna
n 2 N. Dadoy 2 Y , comofn es ligero, sabemos quef�1n (fyg) es
totalmente disconexo. Notemos que,x 2 f�1(y) si y sólo sifxg 2
f�1n (fyg), así que la función� : f�1(y) ! f�1n (fyg) \ F1(X), definida
como�(x) = fxg, es una biyección. Es sabido ([14], Lema 2.3, p. 24)
que� es continua, así que� es una biyección continua entref�1(y) que
es compacto yf�1n (fyg) \ F1(X) que es métrico. Esto es suficiente
para que� sea un homeomorfismo. Así quef�1(y) es homeomorfo a
f�1n (fyg) \ F1(X).

Como f�1n (fyg) \ F1(X) es un subespacio def�1n (fyg), que por
hipótesis, es totalmente disconexo, tenemos quef�1n (fyg) \ F1(X) es
totalmente disconexo. Con lo que concluímos quef�1(y) es totalmente
disconexo y quef es ligero.

a) ) c) Sean 2 N. Supongamos quef es ligero. DadoB =
fy1; y2; :::; ykg 2 Fn(Y ), notamos que, comof es ligero,f�1(yi) es
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totalmente disconexo para cadai 2 f1; 2; :::; kg. Por el Lema 2.16,
para probar quef�1n (B) es totalmente disconexo, basta tomarA1 y A2
en f�1n (B) diferentes y encontrar un abierto y cerrado def�1n (B) que
tenga aA1 pero no aA2.

Afirmamos quef�1n (B) = hf�1(y1); f�1(y2); :::; f�1(yk)in.

(�) DadoA 2 f�1n (B), sabemos quefn(A) = B = fy1; y2; :::; ykg,
así que existena1; a2; :::; ak 2 A tales quef(ai) = yi para todai 2
f1; 2; :::; kg, es decirai 2 f�1(yi), para todai 2 f1; 2; :::; kg. Con esto
A \ f�1(yi) 6= ;, para todai 2 f1; 2; :::; kg. Dadoa 2 A sabemos que
f(a) 2 fn(A) = B, así quef(a) = yi, para algunai 2 f1; 2; :::; kg.
Con esto,A � f�1(y1) [ f�1(y2) [ ::: [ f�1(yk) y por lo tanto,A 2
hf�1(y1); f�1(y2); :::; f�1(yk)in. Esto muestra que

f�1n (B) �


f�1(y1); f

�1(y2); :::; f
�1(yk)

�
n
:

(�) SeanC 2 hf�1(y1); f�1(y2); :::; f�1(yk)i y c 2 C. Sabemos que
C � f�1(y1) [ f�1(y2) [ ::: [ f�1(yk), por lo quec 2 f�1(yi), para
algunai 2 f1; 2; :::; kg, es decirf(c) = yi, para algunai 2 f1; 2; :::; kg.
Así que,f(C) � B. Para todai 2 f1; 2; :::; kg, podemos elegirci 2
C \ f�1(yi). Comoci 2 f�1(yi) sabemos quef(ci) = yi. Notemos que
B = f(c1) [ f(c2) [ ::: [ f(ck) � f(C). EntoncesB = f(C) = fn(C),
por lo tanto,C 2 f�1n (B) y hf�1(y1); f�1(y2); :::; f�1(yk)in � f�1n (B).
Esto muestra que

f�1n (B) =


f�1(y1); f

�1(y2); :::; f
�1(yk)

�
n
:

TomamosA1 = fx1; x2; :::; xmg y A2 = fu1; u2; :::; usg dos elemen-
tos diferentes def�1n (B). Sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que x1 =2 A2 y que x1 2 f�1(y1). Por hipótesisf�1(y1) es total-
mente disconexo. ComoA2 \ f(y1) es finito, por el Lema 2.17, ex-
iste un conjunto abierto y cerradoK de f�1(y1) tal quex1 2 K y
(A2 \ f�1(y1)) \ K = ;. SeaL = f�1(y1) n K. EntoncesK y L son
cerrados enf�1(y1) y entonces son cerrados enX. AdemásK \ L = ;,
f�1(y1) = K [ L, x1 2 K y A2 \ f�1(y1) � L.
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SeanK = fA 2 f�1n (B) : A \K 6= ;g = f�1n (B) \ hK;Xin y L =
hL; f�1(y2); :::; f�1(yk)in. ClaramenteK y L son subconjuntos cerrados
def�1n (B),A1 2 K yA2 2 L. DadaA 2 f�1n (B), siA\K 6= ;, entonces
A 2 K y siA\K = ;, comof�1n (B) = hf�1(y1); f�1(y2); :::; f�1(yk)in,
entonces; 6= A \ f�1(y1) � L. De manera queA 2 L. Esto muestra
quef�1n (B) = K [ L.

Si existieraA 2 K \ L, entonces existiríax 2 A \ K y A � L [
f�1(y2) [ ::: [ f�1(yk). ComoK � f�1(y1), x 2 A \ f�1(y1) � L, y
entoncesx 2 K \ L, lo cual es absurdo. Por lo tantoK \ L = ;.

Esto muestra queK es abierto y cerrado enf�1n (B), A1 2 K y A2 =2
K. Así quef�1n (B) es totalmente disconexo yfn es ligero.�

2.6 Universalidad

Definición 2.20 Un mapeof : X ! Y esuniversalsi para cualquier
función continuag : X ! Y existep 2 X tal quef(p) = g(p).

En esta definición, un caso particularmente interesante es cuandof es
la identidad. Notemos que la identidadid : X ! X es universal si y sólo
si para toda función continuag : X ! X, existep 2 X tal queg(p) = p.
Es decir, la identidad es universal, si y sólo siX tiene la propiedad del
punto fijo.

Entonces un primer paso para ver si la universalidad es conservada por
las funciones inducidas se da cuando se toma la función más simple de
todas, a saber, la función identidad. La primera respuesta que obtenemos
en esta sección viene dada por el ejemplo clásico de J. Oledzki ([18]).

Ejemplo 2.21 Existe un continuoX que tiene la propiedad del punto
fijo pero queF2(X) no la tiene ([18]).

Con este ejemplo tenemos entonces lo siguiente.
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Ejemplo 2.22 Existe un continuoX y el mapeoid : X ! X tal queid
es universal peroid2 : F2(X)! F2(X) no es universal.

En lo que resta de esta sección veremos que la universalidad de un
mapeo inducido tampoco implica la universalidad del mapeo base. Para
ver esto, primero necesitamos recordar algunos hechos.

Definición 2.23 Un continuo esindescomponiblesi no se puede poner
como la unión de dos subcontinuos propios.

Definición 2.24 Un continuo de Cookes un continuo indescomponible
X, con la propiedad de que siC es un subcontinuo deX y f : C ! X
es una función continua, entoncesf es constante of(p) = p, para toda
p 2 C.

La existencia de los continuos de Cook fue mostrada por H. Cook en
([10], Teoremas 8 y 9).

Ejemplo 2.25 Existe un continuoX tal queF2(X) tiene la propiedad
del punto fijo mientras queX no la tiene.

Para construirX, tomemos un continuo de CookC. Fijemos dos pun-
tos a 6= b enC. SeaZ = C � f0; 1g. En Z, identificamos el punto
(a; 0) con el punto(b; 1) y al punto(a; 1) con el punto(b; 0). Vamos a
considerar af0; 1g con la suma módulo2, la cual denotaremos por�.
Con esta notación, estamos identificando cada punto de la forma(a; i)
con el punto(b; i � 1). Al espacio que resulta de esta identificación lo
denotaremos porX. Sea� : Z ! X la función identificación. Ya que
X = �(C � f0g)[ �(C � f1g), �(C � f0g) y �(C � f1g) son conexos
y �((a; 0)) = �((b; 1)) 2 �(C � f0g) \ �(C � f1g), tenemos queX es
conexo. Por el Teorema 1.18X es un espacio métrico. Por tanto,X es
un continuo. Para simplificar la notación, para cada punto(z; i) 2 Z, de-
notaremos[z; i] = �((z; i)). Definimos el conjuntoP = f[a; 0]; [b; 0]g.
Notemos queP = f[a; 1]; [b; 1]g = f[a; 0]; [a; 1]g = f[b; 0]; [b; 1]g.

Afirmación 1. X no tiene la propiedad del punto fijo.
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Demostración. Seaf0 : X ! X definida porf0([z; i]) = [z; i � 1].
Dadai 2 f0; 1g, comof0([a; i]) = [a; i� 1] = [b; i� 2] = f0([b; i� 1]),
tenemos quef0([a; i]) = f0([b; i � 1]). Esto prueba quef0 está bien
definida y, por el Teorema de Trasgresión (Teorema 1.11),f0 es continua.
Supongamos que existe[z; i] 2 X tal quef0([z; i]) = [z; i]. Entonces
[z; i � 1] = [z; i]. Esto sólo podría ocurrir siz = a y z = b, lo cual
es absurdo. Hemos probado entonces quef0 no tiene puntos fijos. Por
tanto,X no tiene la propiedad del punto fijo.�

Afirmación 2. SeaK un subcontinuo deC y seag : K ! X una
función continua. Entoncesg es constante o existei 2 f0; 1g tal que
g(u) = [u; i] para todau 2 K.

Demostración.Podemos suponer queK es no degenerado. Si ocurre
queg(K) � P , comoP es finito yK es conexo, tenemos queg(K) tiene
que ser un conjunto de un solo punto. Por tantog es constante.

Supongamos entonces que existep 2 K tal queg(p) =2 P . Es-
cribimosg(p) = [z; i]. Como [z; i] =2 �(C � fi � 1g), existe" > 0
tal queB("; [z; i]) \ �(C � fi � 1g) = ;. Por el Teorema 1.7, ex-
iste un arco ordenado� de fpg a K. SeaG : C(K) ! C(X) la fun-
ción inducida porg a C(X) ([14], Ejercicio 2.10, p.27). De la con-
tinuidad uniforme de� y deG, existe� > 0 tal que, sijs� tj < �,
entoncesH(G(�(t)); G(�(s))) < ". Seam � 1 tal que 1

m
< �. En-

toncesH(G(�( 1
m
)); f[z; i]g) = H(G(�( 1

m
)); G(�(0))) < ". Así que

G(�( 1
m
)) � B("; [z; i]) � �(C �fig). De manera quegj�( 1

m
) : �(

1
m
)!

�(C � fig). Como�(C � fig) es homeomorfo aC y �( 1
m
) es un sub-

continuo deC, tenemos quegj�( 1
m
) es constante og(q) = [q; i] para toda

q 2 �( 1
m
). Analicemos los dos casos.

Caso 1.gj�( 1
m
) es constante.

Ya quep 2 �( 1
m
), tenemos queg(�( 1

m
)) = fg(p)g. En este caso,

mostraremos inductivamente que, para todak 2 f1; : : : ;mg, gj�( k
m
) es

constante. Por hipótesis, esto es cierto parak = 1. Ahora supongamos
que esto se cumple para unak < m. ComoH(G(�(k+1

m
)); G(�( k

m
))) <

" y G(�( k
m
)) = fg(p)g, tenemos queg(�(k+1

m
)) � B("; g(p)) � �(C �

fig). Como�(C �fig) es homeomorfo aC y �(k+1
m
) es un subcontinuo
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deC, tenemos quegj�( k+1
m
) es constante og(q) = [q; i] para todaq 2

�(k+1
m
). Si elegimosq 2 �( 1

m
) n fpg, tenemos queg(q) = g(p), de

manera que no se puede cumplir queg(q) = [q; i] y queg(p) = [p; i]. Por
tantogj�( k+1

m
) es constante. Esto concluye la inducción. En particular,

parak = m, obtenemos quegjK = g es constante. Con esto terminamos
el análisis de este caso.

Caso 2.g(q) = [q; i] para todaq 2 �( 1
m
).

SeaJ = ft 2 [0; 1] : g(q) = [q; i] para todaq 2 �(t)g y seat0 =
sup J . Notemos que1

m
2 J , de manera queJ 6= ; y 1

m
� t0. Lo

primero que veremos es quet0 en realidad es un máximo. Seaftkg1k=1
una sucesión enJ tal quelim tk = t0. Entonceslim�(tk) = �(t0). Sea
q 2 �(t0). Entonces existe una sucesiónfqkg1k=1 enK tal queqk 2 �(tk),
para todak � 1, y lim qk = q. Como cadatk está enJ , tenemos que
g(qk) = [qk; i]. De manera queg(q) = lim g(qk) = lim[qk; i] = [q; i].
Esto prueba quet0 2 J . En particular,g(q) 2 �(C � fig) para toda
q 2 �(t0). De manera queg(�(t0)) � �(C � fig).

Probaremos quet0 = 1. Supongamos, por el contrario, quet0 < 1.
Sea� > 0 tal queB(2�; [a; i])\B(2�; [b; i]) = ;. SeaU = B(�; [a; i])[
B(�; [b; i]) [ �(C � fig).

ComoU = B(�; [a; i])[B(�; [b; i])[(X n(�(C�fi+1g))), tenemos

queU es abierto enX. Definimos� : U
X ! �(C � fig) dada por

�([q; j]) =

8><>:
[q; j]; si [q; j] 2 �(C � fig),
[a; i]; si [q; j] 2 B(�; [a; i])X \ �(C � fi� 1g),
[b; i]; si [q; j] 2 B(�; [b; i])X \ �(C � fi� 1g).

Como(B(�; [a; i])
X \ �(C � fi � 1g)) \ �(C � fig) = f[a; i]g y

(B(�; [b; i])
X\�(C�fi�1g))\�(C�fig) = f[b; i]g, tenemos que� está

bien definida y es continua. Comot0 < 1, g(�(t0)) � �(C � fig) � U
y U es abierto, tenemos que existes > t0 tal queg(�(s)) � U . Si
a =2 �(t0), podemos tomars con la propiedad adicional de quea =2 �(s).
Lo mismo parab, es decir, sib =2 �(t0), pedimos queb =2 �(s). De
modo que sia 2 �(s), entoncesa 2 �(t0) y g(a) = [a; i]. También, si
b 2 �(s), entoncesb 2 �(t0) y g(b) = [b; i].
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Como�(s) es un subcontinuo deK � C, �(C�fig) es homeomorfo
aC y (� � g)j�(s) : �(s)! �(C�fig) es una función continua, tenemos
que(� � g)j�(s) es constante o(� � g)j�(s)(q) = [q; i] para todaq 2 �(s).
Notemos que, para todaq 2 �( 1

m
), g(q) = [q; i], así que�(g(q)) =

[q; i]. Entonces�( 1
m
) es un subcontinuo no degenerado de�(s) tal que

(� � g)j�( 1
m
) no es constante. De manera que(� � g)j�(s) no es constante.

Entonces(� � g)j�(s)(q) = [q; i] para todaq 2 �(s). Es decir,�(g(q)) =
[q; i] para todaq 2 �(s).

Comot0 = sup J y t0 < s, existeq 2 �(s) tal queg(q) 6= [q; i]. No
puede ocurrir queg(q) 2 �(C � fig) pues esto implicaría que[q; i] =
�(g(q)) = g(q), lo cual es absurdo. Por tantog(q) =2 �(C�fig). Si g(q)

2 B(�; [a; i])
X n �(C � fig). Entonces[q; i] = �(g(q)) = [a; i]. Esto

implica queq = a y queg(a) 6= [a; i]. Así quea 2 �(s) y, por la elección
de s, concluimos quea 2 �(t0) y g(a) = [a; i], lo cual es absurdo. El

caso en el queg(q) 2 B(�; [b; i])X n �(C � fig) es totalmente análogo y
nos lleva a otra contradicción. Esto prueba quet0 = 1.

Por tantog(q) = [q; i] para todaq 2 �(1) = K. Con esto terminamos
el análisis de este caso y concluimos la prueba de la Afirmación 2.�

Queremos probar queF2(X) tiene la propiedad del punto fijo. Para
ello, tomemos una función continuaf : F2(X)! F2(X). Mostraremos
quef tiene un punto fijo.

Dadap 2 C, hacemos�p = f[p; 0]; [p; 1]g. DadaY � X, hacemos
�Y =

S
f�p : �p \ Y 6= ;g.

Afirmación 3. SeaA = f[x; i]; [y; j]g 2 F2(X) tal que�y \ f(A) =
; y f(A) =2 F1(X). Entoncesf jhf[x;i]g;�(C�fjg)i2 es constante.

Demostración. Escribimosf(A) = fw1; w2g. Sea" > 0 tal que
B("; w1) \ B("; w2) = ;. Sea� > 0 tal que siB;D 2 F2(X) y
H(B;D) < �, entoncesH(f(B); f(D)) < ". Por el Teorema 1.7 sabe-
mos que existe un arco ordenado� def[y; j]g a�(C � fjg). Sea� > 0
tal que, sijs� tj < �, entoncesH(�(s); �(t)) < �. Seam � 1 tal que
1
m
< �. Para cadak 2 f0; 1; : : : ;mg, seaEk =



f[x; i]g; �( k

m
)
�
2
.
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Vamos a probar, inductivamente, quef jEk es constante. Parak = 0,
notemos queE0 = hf[x; i]g; �(0)i2 = hf[x; i]g; f[y; j]gi2 = fAg es un
conjunto de un solo elemento, de manera quef jE0 es constante. Ahora
supongamos quek 2 f0; 1; : : : ;m � 1g y quef jEk es constante. Como
A 2 E0 � Ek, tenemos quef(D) = f(A) para todaD 2 Ek. Dada
B 2 Ek+1, B es de la formaB = f[x; i]; [u; j]g, donde[u; j] 2 �(k+1

m
).

ComoH(�(k+1
m
); �( k

m
)) < �, tenemos que existe[w; j] 2 �( k

m
) tal que

[w; j] 2 B(�; [u; j]). De manera queH(f[x; i]; [u; j]g; f[x; i]; [w; j]g) <
�. Así queH(f(B); f(f[x; i]; [w; j]g)) < ". Comof[x; i]; [w; j]g 2
Ek, tenemos quef(f[x; i]; [w; j]g) = f(A) = fw1; w2g. De modo que
H(f(B); fw1; w2g) < ". Esto implica quef(B) tiene exactamente un
punto en cada uno de los conjuntosB("; w1) y B("; w2).

Dadas 2 f1; 2g, es fácil ver que la funcióngs : Ek+1 ! B("; ws) dada
por: gs(B) es el único punto def(B)\B("; ws), es continua. Definimos
hs : �(

k+1
m
) ! B("; ws) � X dada porhs([v; j]) = gs(f[x; i]; [v; j]g).

Claramentehs es continua. Como�(C � fjg) es homeomorfo aC,
�(k+1

m
) es homeomorfo a un subcontinuo deC, por lo que podemos

aplicar la Afirmación 2 y obtener quehs es constante o existejs 2 f0; 1g
tal quehs([v; j]) = [v; js] para toda[v; j] 2 �(k+1

m
). Como [y; j] 2

�(0) � �(k+1
m
);

fh1([y; j]); h2([y; j])g = fg1(f[x; i]; [y; j]g); g2(f[x; i]; [y; j]g)g
= f(f[x; i]; [y; j]g) = fw1; w2g

y fw1; w2g\f[y; 0]; [y; 1]g = ;; tenemos quehs([y; j]) no puede ser de la
forma [y; js], para ningunas 2 f0; 1g. Por tanto,h1 y h2 son constantes.
De manera que, para toda[v; j] 2 �(k+1

m
), como

fw1; w2g = fh1([y; j]); h2([y; j])g = fh1([v; j]); h2([v; j])g
= fg1(f[x; i]; [v; j]g); g2(f[x; i]; [v; j]g)g = f(f[x; i]; [v; j]g);

tenemos quef jEk+1 es constante. Esto termina la inducción.

En particular,f jEm = f jhf[x;i]g;�(C�fjg)i2 es constante. Esto termina la
prueba de la Afirmación 3.�

Afirmación 4. Si existeA 2 F2(X) tal que(�A [ P ) \ f(A) = ; y
f(A) =2 F1(X), entoncesf tiene un punto fijo.
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Demostración. SeanA = f[x; i]; [y; j]g y f(A) = f[u; k]; [v; l]g
Como�y � �A y �A \ f(A) = ;, tenemos que�y \ f(A) = ;. En-
tonces podemos aplicar la Afirmación 3 y obtener quef jhf[x;i]g;�(C�fjg)i2
es constante. En particular,f(A) = f(f[x; i]; [a; j]g) = f(f[x; i]; [b; j �
1]g). SeaA1 = f[x; i]; [b; j � 1]g. Como�b = P y f(A1) = f(A)
no intersecta aP , podemos aplicar la Afirmación 3 aA1 y obtener que
f jhf[x;i]g;�(C�fj�1g)i2 es constante. Como sabemos que

hf[x; i]g; �(C � fjg)i2 [ hf[x; i]g; �(C � fj � 1g)i2 = hf[x; i]g; Xi2 ;
tenemos quef jhf[x;i]g;X)i2 es constante. En particular,f(f[x; i]; [u; k]g) =
f(A).

SeaA2 = f[x; i]; [u; k]g. Entoncesf(A2) = f(A). Ya que�x � �A,
tenemos que�x \ f(A2) = ;. Entonces podemos aplicar la Afirmación
3 y obtener quef jhf[u;k]g;�(C�fig)i2 es constante. En particular,f(A2) =
f(f[u; k]; [a; i]g) = f(f[u; k]; [b; i � 1]g). SeaA3 = f[u; k]; [b; i �
1]g. Como�b = P y f(A3) = f(A2) = f(A) no intersecta aP ,
podemos aplicar la Afirmación 3 aA3 y obtener quef jhf[u;k]g;�(C�fi�1g)i2
es constante. De manera quef jhf[u;k]g;X)i2 es constante. En particular,
f(f[u; k]; [v; l]g) = f(A2) = f(A) = f[u; k]; [v; l]g. Hemos encontrado
un punto fijo paraf . �

Afirmación 5. Si existeA = f[x; 0]; [y; 1]g 2 F2(X) tal que�A \
f(A) = ; y f(A) =2 F1(X). Entoncesf tiene un punto fijo.

Demostración. Si P \ f(A) = ;, por la Afirmación 4, tenemos que
f tiene un punto fijo y no hay nada más que hacer. Supongamos en-
tonces, por ejemplo, quef(A) tiene la formaf(A) = f[a; 0]; [z; 1]g.
Como�A \ f(A) = ;, tenemos que�y \ f(A) = ;. Por la Afir-
mación 3, tenemos quef jhf[x;0]g;�(C�f1g)i2 es constante. En particular,
f(f[x; 0]; [z; 1]g) = f(f[x; 0]; [y; 1]g) = f(A). SeaA1 = f[x; 0]; [z; 1]g.
Ya que�x \ f(A1) = �x \ f(A) = ;, podemos aplicar la Afirma-
ción 3 aA1 y obtener quef jhf[z;1]g;�(C�f0g)i2 es constante. En particular,
f(f[z; 1]; [a; 0]g) = f(f[z; 1]; [x; 0]g) = f(A1) = f(A) = f[a; 0]; [z; 1]g.
Y de esta manera encontramos un punto fijo paraf . �

Con las Afirmaciones 4 y 5 hemos encontrado algunas condiciones
particulares bajo las cualesf tiene un punto fijo. A partir de ahora vamos
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a suponer quef no tiene puntos fijos y vamos a obtener una contradic-
ción. Dadap 2 C, recordemos que�p = f[p; 0]; [p; 1]g. Notemos que
�(�p) = �p. De acuerdo con la Afirmación 5, comof no tiene pun-
tos fijos, tenemos que�p \ f(�p) 6= ; o f(�p) 2 F1(X) para toda
p 2 C. De manera que podemos definir la funcióng : C ! F1(X) de la
siguiente manera.

g(p) =

�
f(�p); si f(�p) 2 F1(X),
f(�p) n (�p), si f(�p) =2 F1(X).

Afirmación 6. La funcióng es continua.

Demostración. Notemos que la función' : C ! F2(X) dada por
'(p) = f(�p) es continua. De manera que el conjuntoD = fp 2 C :
'(p) 2 F1(X)g es cerrado enC. Para ver queg es continua, tomemos
una sucesiónfpkg1k=1 enC que converja a un puntop 2 C. Considere-
mos dos casos.

Caso 1.f(�p) =2 F1(X).
Como�p \ f(�p) 6= ;, podemos suponer que[p; 0] 2 f(�p). Ya

quef(�p) 6= �p, tenemos que[p; 1] =2 f(�p). Así queg(p) = f(�p) n
f[p; 0]g. ComoD es cerrado yp =2 D, podemos suponer quepk =2 D y
que[pk; 1] =2 f(�pk) para todak 2 N. Entonces[pk; 0] 2 f(�pk) para
todak 2 N. Dadak 2 N, tenemos queg(pk) = f(�pk) n f[pk; 0]g.
Comof(�p) consta de dos puntos diferentes, a saber,[p; 0] y el único
punto dew 2 g(p) y ademáslim f(�pk) = f(�p), tenemos que, para
cadak 2 N, podemos escribirf(�pk) = fwk; vkg, dondelimwk = w
y lim vk = [p; 0]. Ya quelim[pk; 0] = [p; 0], tenemos quevk = [pk; 0] a
partir de ciertaK. Entonces, para todak � K, fwkg = g(pk). Por tanto
lim g(pk) = g(p).

Caso 2.f(�p) 2 F1(X).
Como, para todak 2 N, g(pk) � f(�pk) y lim f(�pk) = f(�p) =

g(p) es un conjunto de un solo punto, tenemos quelim g(pk) = f(�p) =
g(p). Por tantolim g(pk) = g(p). �

Ya hemos visto queg es una función continua. ComoF1(X) es na-
turalmente homeomorfo aX, podemos aplicar la Afirmación 2 y obtener
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queg es constante o existei 2 f0; 1g tal queg(p) = f[p; i]g para toda
p 2 C.

Notemos que, como�a = P = �b, sabemos quef(�a) = f(�b) y
esto implica queg(a) = g(b), así queg no es inyectiva y entoncesg es
constante.

Sea[z0; i0] 2 X tal queIm g = f[z0; i0]g. Por la definición deg,
[z0; i0] 2 f(�p) para todap 2 C. Esto nos permite definir una función
h : C ! F1(X) de la siguiente manera.

h(p) =

�
f[z0; i0]g; si f(�p) = f[z0; i0]g,
f(�p) n f[z0; i0]g, si f(�p) 6= f[z0; i0]g.

Afirmación 7. La funciónh es continua.

Demostración. Para ver queh es continua, tomemos una sucesión
fpkg1k=1 enC que converja a un puntop 2 C. Consideremos dos casos.

Caso 1.f(�p) 6= f[z0; i0]g.
Seaw 2 X tal quef(�p) = fw; [z0; i0]g. Entoncesh(p) = fwg. Ya

quelim f(�pk) = f(�p), tenemos que existe una sucesiónfwkg1k=1 en
X tal que, para cadak 2 N, wk 2 f(�pk) y limwk = w. Comow 6=
[z0; i0], podemos suponer quewk 6= [z0; i0] para cadak 2 N. Entonces,
para cadak 2 N, f(�pk) = fwk; [z0; i0]g y h(pk) = wk. Por tanto,
limh(pk) = h(p).

Caso 2.f(�p) = f[z0; i0]g.
Como, para todak 2 N, h(pk) � f(�pk) y lim f(�pk) = f(�p) 2

F1(X), tenemos quelimh(pk) = f(�p) = h(p). �

Afirmación 8. f(�p) = f[z0; i0]g, para todap 2 C.

Demostración.Ya hemos visto queh es una función continua. Como
F1(X) es naturalmente homeomorfo aX, podemos aplicar la Afirmación
2 y obtener queh es constante o existei 2 f0; 1g tal queh(p) = f[p; i]g
para todap 2 C.
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Notemos que, una vez másf(�a) = f(�b), implica queh(a) = h(b),
así queh no es inyectiva y entoncesh es constante.

Supongamos queImh = ff[w0; j0]gg. Si ocurriera que[w0; j0] 6=
[z0; i0]. Entoncesf(�p) = f[w0; j0]; [z0; i0]g para todap 2 C. Dada
p 2 C, f(�p) =2 F1(X). Como estamos suponiendo quef no tiene
puntos fijos, por la Afirmación 5,�p \ f(�p) 6= ;. De manera que
�p \ f[w0; j0]; [z0; i0]g 6= ;. Pero si elegimos un puntop0 2 C n
fw0; z0; a; bg, tendremos que[p0; 0]; [p0; 1] =2 f[w0; j0]; [z0; i0]g, lo cual
es absurdo. Esto muestra que[w0; j0] = [z0; i0]. Por tantoImh =
ff[z0; i0]gg. Entonces, para cadap 2 C, h(p) no puede tener elemen-
tos enf(�p) n f[z0; i0]g. De manera quef(�p) = f[z0; i0]g. �

Afirmación 9. SeaK una composante deC que no contiene a los
puntosz0; a y b. Seap 2 K. Entoncesf(f[p; i0]; [z0; i0]g) = f[z0; i0]g.

Demostración.Por la Afirmación 8, sabemos quef(�p) = f[z0; i0]g.
Por el Teorema 1.7 existe un arco ordenado� def[p; i0 � 1]g a �(C �
fi0 � 1g). SeaJ = ft 2 [0; 1] : f(f[p; i0]; wg) = f[z0; i0]g para
toda w 2 �(t)g. Como el único elemento en�(0) es [p; i0 � 1] y
f(f[p; i0]; [p; i0 � 1]g) = f(�p) = f[z0; i0]g, tenemos que0 2 J . De
modo que tiene sentido definirt0 = sup J . Veremos que, en realidad,t0
es un máximo. Seaftkg1k=1 una sucesión enJ tal quelim tk = t0. En-
tonceslim�(tk) = �(t0). Dadaw 2 �(t0), existe una sucesiónfwkg1k=1
de puntos deX tal que, para todak � 1,wk 2 �(tk) y limwk = w. Dada
k 2 N, f(f[p; i0]; wkg) = f[z0; i0]g. Por la continuidad def , tenemos
quef(f[p; i0]; wg) = f[z0; i0]g. Esto muestra quet0 2 J .

Queremos probar quet0 = 1. Supongamos, por el contrario, que
t0 < 1. Entonces�(t0) es un subcontinuo propio de�(C � fi0 � 1g),
el cual es homeomorfo aC, y en consecuencia, es indescomponible,
además�(K � fi0 � 1g) es una de sus composantes. De modo que
�(t0) � �(K � fi0 � 1g). Como[a; i0 � 1], [b; i0 � 1], [z0; i0 � 1] no
pertenecen a�(K�fi0�1g), tenemos que[z0; i0] =2 �(K�fi0�1g). De
manera que[z0; i0], [z0; i0�1] =2 �(t0) y f[z0; i0]; [z0; i0�1]g\�(t0) = ;.
Esto implica que[z0; i0] =2 ��(t0). De modo que existe" > 0 tal que
N("; f[z0; i0]g) \ N(";��(t0)) = ;. Sea� > 0 tal que� < " y si
A;B 2 F2(X) y H(A;B) < �, entoncesH(f(A); f(B)) < ". También
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le pedimos a� la propiedad de que siw;w0 2 X y d(w;w0) < �, en-
toncesH(�w;�w0) < ". Sea� > 0 tal que sijt� sj < �, entonces
H(�(s); �(t)) < �.

Elegimost1 > t0 tal quet1 < t0 + � y t1 < 1. Obtendremos una
contradicción mostrando quet1 2 J . Tomemosw 2 �(t1). Como
jt1 � t0j < �, existew0 2 �(t0) tal qued(w;w0) < �. De modo
queH(�w;�w0) < " y H(f(f[p; i0]; wg); f(f[p; i0]; w0g)) < ". Ya
quew0 2 �(t0), tenemos que�w0 � ��(t0) y f(f[p; i0]; w0g) =
f[z0; i0]g. De manera que�w � N(";��(t0)) y f(f[p; i0]; wg) �
B("; [z0; i0]). Por tanto�w \ N("; f[z0; i0]) = ;. Esto prueba que
�w \ f(f[p; i0]; wg) = ;. Como [p; i0 � 1] 2 �(0) � �(t0), �p �
��(t0), de manera que�p\N("; f[z0; i0]g) = ; y�p\f(f[p; i0]; wg) =
;. SeaA = f[p; i0]; wg. Hemos visto que�A \ f(A) = ;. Como
w 2 �(t1) � �(C � fi0 � 1g) y [p; i0] 2 C � fi0g, podemos aplicar la
Afirmación 5 y obtener quef(A) 2 F1(X) (estamos suponiendo quef
no tiene puntos fijos).

Hemos probado que, para cadaw 2 �(t1), f(f[p; i0]; wg) 2 F1(X).
Si hacemos (w) = f(f[p; i0]; wg) tenemos una función continua :
�(t1) ! F1(X). Ya que�(t1) es un subcontinuo de�(C � fi0 � 1g)
el cual es homeomorfo aC y F1(X) es naturalmente homeomorfo a
X, podemos aplicar la Afirmación 2 y obtener que es constante o
que existej 2 f0; 1g tal que, para todaw = [u; i0 � 1] 2 �(t1),
f(f[p; i0]; wg) = f[u; j]g. En el segundo caso, como[p; i0 � 1] 2 �(t1),
tenemos quef(f[p; i0]; [p; i0 � 1]g) = f[p; j]g. Pero, por la Afirmación
8, f(f[p; i0]; [p; i0 � 1]g) = f[z0; i0]g. De modo que[p; j] = [z0; i0], lo
cual implica quep 2 fa; b; z0g. Esto es absurdo puesp 2 K. Con esto
hemos probado que es constante. Ya que[p; i0 � 1] 2 �(t1), tenemos
quef(f[p; i0]; wg) = f[z0; i0]g, para todaw 2 �(t1). Por tantot1 2 J ,
lo cual es absurdo. Esto termina la prueba de quet1 = 1.

Con esto, hemos demostrado quef(f[p; i0]; wg) = f[z0; i0]g para toda
w 2 �(C � fi0 � 1g).

En el caso en quez0 = a, tenemos que[z0; i0] = [b; i0 � 1] 2 �(C �
fi0�1g), así quef(f[p; i0]; [z0; i0]g) = f[z0; i0]g y ya terminamos. En el
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caso en quez0 = b, concluimos en forma parecida. Por tanto, podemos
suponer quez0 =2 fa; bg. En particular,[z0; i0] =2 P .

Por el Teorema 1.7, existe un arco ordenado� de f[a; i0]g a �(C �
fi0g). SeaL = ft 2 [0; 1] : f(f[p; i0]; wg) = f[z0; i0]g para todaw 2
�(t)g. Como[a; i0] = [b; i0�1] 2 �(C�fi0�1g), por lo que probamos
antes,f(f[p; i0]; [a; i0]g) = f[z0; i0]g, de manera que0 2 L. Entonces
tiene sentido tomars0 = supL. Procediendo como lo hicimos cont0 se
muestra ques0 2 L. Es decir,s0 = maxL.

Si [z0; i0] 2 �(s0), entoncesf(f[p; i0]; [z0; i0]g) = f[z0; i0]g y ya ter-
minamos. Supongamos entonces que[z0; i0] =2 �(s0). Esto implica que
s0 < 1. Vamos a obtener una contradicción similar a la que obtuvimos
cuando supusimos quet0 < 1.

Si [z0; i0 � 1] 2 �(s0) � �(C � fi0g), entoncesz0 2 fa; bg, lo
cual es absurdo. Por tanto�z0 = f[z0; i0]; [z0; i0 � 1]g no intersecta a
�(s0). Esto implica que[z0; i0] =2 ��(s0). De modo que existe" > 0
tal queN("; f[z0; i0]g) \ N("; (��(s0) [ P ) = ;. Comop =2 fz0; a; bg,
tenemos quef[p; i0]; [p; i0�1]g\f[z0; i0]; [z0; i0�1]g = ;, de manera que
también podemos pedir queN(";�p)\N(";�z0) = ;. Sea� > 0 tal que
� < " y siA;B 2 F2(X) y H(A;B) < �, entoncesH(f(A); f(B)) < ".
También le pedimos a� la propiedad de que siw;w0 2 X y d(w;w0) < �,
entoncesH(�w;�w0) < ". Sea� > 0 tal que sijt� sj < �, entonces
H(�(s); �(t)) < �.

Elegimoss1 > s0 tal ques1 < s0 + � y s1 < 1. Obtendremos una
contradicción mostrando ques1 2 L. Tomemosw 2 �(s1). Como
js1 � s0j < �, existew0 2 �(s0) tal qued(w;w0) < �. De modo
queH(�w;�w0) < " y H(f(f[p; i0]; wg); f(f[p; i0]; w0g)) < ". Ya
quew0 2 �(s0), tenemos que�w0 � ��(s0) y f(f[p; i0]; w0g) =
f[z0; i0]g. De manera que�w � N(";��(s0)) y f(f[p; i0]; wg) �
B("; [z0; i0]). Por tanto�w \N("; f[z0; i0]) = ;. Esto prueba que�w \
f(f[p; i0]; wg) = ; y P \ f(f[p; i0]; wg) = ;. Comof(f[p; i0]; wg) �
N(";�z0), tenemos que�p\ f(f[p; i0]; wg) = ;. SeaA1 = f[p; i0]; wg.
Hemos visto que�A1 \ f(A1) = ; y quef(A1) \ P = ;. Podemos
entonces aplicar la Afirmación 4 y obtener quef(A) 2 F1(X).
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Hemos probado que, para cadaw 2 �(s1), f(f[p; i0]; wg) 2 F1(X).
Si hacemos�(w) = f(f[p; i0]; wg) tenemos una función continua� :
�(s1) ! F1(X). Ya que�(s1) es un subcontinuo de�(C � fi0g) el
cual es homeomorfo aC y F1(X) es naturalmente homeomorfo aX,
podemos aplicar la Afirmación 2 y obtener que� es constante o que ex-
iste j 2 f0; 1g tal que, para todaw = [u; i0] 2 �(s1), f(f[p; i0]; wg) =
f[u; j]g. En el segundo caso, dado que[a; i0] 2 �(s1), tenemos que
f(f[p; i0]; [a; i0]g) = f[a; j]g. Pero sabíamos quef(f[p; i0]; [a; i0]g) =
f[z0; i0]g. De manera que[a; j] = [z0; i0], lo cual implica quez0 2 fa; bg,
contrario a lo que estamos suponiendo. Con esto hemos probado que
� es constante. Ya que[a; i0] 2 �(s1), tenemos quef(f[p; i0]; wg) =
f[z0; i0]g, para todaw 2 �(s1). Por tantos1 2 L, lo cual es absurdo.
Como esta contradicción nació de suponer que[z0; i0] =2 �(s0), concluí-
mos que[z0; i0] 2 �(s0) y quef(f[p; i0]; [z0; i0]g) = f[z0; i0]g. �

SeaK como en la Afirmación 9. ComoK es densa enC ([17],
Ejercicio 5.20, p. 83), existe una sucesiónfpkg1k=1 de puntos deK
tal quelim pk = z0. Con esto, es claro quelim f(f[pk; i0]; [z0; i0]g) =
f(f[z0; i0]; [z0; i0]g) y comof(f[pk; i0]; [z0; i0]g) = f[z0; i0]g, para toda
k 2 N, tenemos quef(f[z0; i0]; [z0; i0]g) = f[z0; i0]g. Por tantof[z0; i0]g
es un punto fijo paraf . Esto contradice lo que supusimos y termina la
prueba de queF2(X) tiene la propiedad del punto fijo.

2.7 OM y MO

Definición 2.26 Un mapeof : X ! Y esOM (respectivamenteMO)
si existen un continuoZ y mapeosg : X ! Z y h : Z ! Y tales que
f = h � g, g es monótono yh es abierto (respectivamenteg es abierto y
h es monótono).

Definición 2.27 Un mapeof : X ! Y escasi interior si para todo
y 2 Y y para todo abiertoU deX que contiene una componente de
f�1(y) se tiene quey 2 Int(f(U)).
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Lema 2.28 Los mapeos abiertos son casi interiores.

Demostración. Seaf : X ! Y un mapeo abierto y seany 2 Y y
U � X un abierto que contiene a una componenteC def�1(y). Comof
es abiertaf(U) es un abierto y comoC � U tenemos quefyg = f(C) �
f(U) = Int(f(U)). Por lo tantof casi interior.�

Lema 2.29 Los mapeos abiertos son confluentes.

Demostración. Seaf : X ! Y un mapeo abierto. Supongamos
quef no es confluente, entonces existe un subcontinuoB de Y y una
componenteC def�1(B) tal quef(C)  B.

Seay 2 B n f(C). Comoy =2 f(C) sabemos quef�1(y) \ C =
; y entonces podemos aplicar el teorema del Cable Cortado (Teorema
1.2) af�1(y) y C en f�1(B), es decir, podemos obtener dos cerrados
ajenosH y K de f�1(B) tales quef�1(B) = H [ K, f�1(y) � H y
C � K. Notemos que, comof�1(y) � H y H \ K = ;, tenemos que
y 2 B n f(K) y entoncesf(K)  B.

ComoB es conexo yf(K)  B, existep 2 FrB(f(K)). ComoK es
cerrado enf�1(B), que es cerrado enX, sabemos queK es compacto.
Por lo quef(K) es cerrado yp 2 f(K). Seax 2 f�1(p) \ K y sea
U un abierto deX tal quex 2 U y U \ H = ;. Comof es abierto,
sabemos quef(U) es abierto y dado quex 2 U , sabemos quep 2 f(U).
Comop 2 FrB(f(K)) tenemos quef(U) \ (B n f(K)) 6= ;. Pero por
otro lado, comoU \H = ;, tenemos queU \ f�1(B) � K y por tanto
f(U) \B � f(K), una contradicción. Así quef debe ser confluente.�

Lema 2.30 Los mapeos monótonos son casi interiores.

Demostración. Seaf : X ! Y monótono y seany 2 Y y U � X
un abierto que contiene a una componenteC de f�1(y). Comof es
monótono, sabemos quef�1(y) es conexo y por lo tantoC = f�1(y).
Supongamos quey =2 Int(f(U)), entonces existe una sucesiónfykg1k=1
tal qued(yk; y) < 1

k
y yk =2 f(U) para todak 2 N, es decir,f�1(yk) �

X n U para todak 2 N . Para cadak 2 N, escogemosxk 2 f�1(yk).
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ComoX es compacto, podemos suponer que la sucesiónfxkg1k=1 con-
verge a algún puntox 2 X. ComoX n U es cerrado y cadaxk 2 X n U ,
sabemos quex 2 X n U . Por la continuidad def sabemos quef(x) =
lim f(xk) = lim yk = y, y entoncesx 2 f�1(y) = C � U , una con-
tradicción. Entoncesy 2 Int(f(U)) y f es casi interior.�

Lema 2.31 Un mapeof : X ! Y es monótono si y sólo sif�1(A) es
conexo para todo subcontinuoA deY .

Demostración. (Necesidad) Supongamos quef es monótono y sea
A un subcontinuo deY . Supongamos quef�1(A) es disconexo, es de-
cir, que existen cerradosK y L que son ajenos y no vacíos y tales que
f�1(A) = K [ L. ComoK y L son ambos compactosf(K) y f(L)
lo son también, en particular son cerrados. ComoK y L no son vacíos,
f(K) y f(L) tampoco lo son. Recordemos quef�1(A) = K[L, así que
A = f(K)[ f(L). Dado queA es conexo, sabemos quef(K)\ f(L) 6=
;.

Seay 2 f(K) \ f(L). Los conjuntosf�1(y) \ K y f�1(y) \ L
son cerrados, ajenos y comoy 2 f(K) \ f(L) ambos son no vacíos,
ademásf�1(y) � f�1(A) = K [ L, por lo quef�1(y) = (f�1(y) \
K) [ (f�1(y) \ L). Esto muestra quef�1(y) \K y f�1(y) \ L son una
separación def�1(y), pero comof es monótona sabemos quef�1(y) es
conexo, una contradicción. Así quef�1(A) es conexo.

(Suficiencia) Supongamos quef�1(A) es conexo para todo subcon-
tinuo A de Y . Como, para today 2 Y , sabemos quefyg es un sub-
continuo deY , tenemos quef�1 (fyg) = f�1(y) es conexo, para toda
y 2 Y , y por lo tantof es monótono.�

Corolario 2.32 Los mapeos monótonos son confluentes.

Demostración.Seanf : X ! Y monótono,A un subcontinuo deY
y C una componente def�1(A). Por el Lema 2.31 sabemos quef�1(A)
es conexo, así quef�1(A) = C y por lo tantof(C) = A. Así quef es
confluente.�
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Lema 2.33 Si h : X ! Y y g : Y ! Z son mapeos tales queg es
ligera yg � h es casi interior, entoncesg es abierto.

Demostración. SeaU un abierto deY y tomemosy 2 U . Seanz =
g(y) y C una componente deh�1(y). Comog(h(C)) = fg(y)g = fzg,
tenemos queC � (g � h)�1(z).

SeaD la componente de(g � h)�1(z) que contiene aC. Comoh(D)
es conexo yg � h(D) = fzg, tenemos queh(D) � g�1(z), pero comog
es ligero,g�1(z) no contiene conexos no degenerados, por lo queh(D)
debe ser sólo un punto. ComoC � D y h(C) = fyg debe suceder que
h(D) = fyg, es decirD � h�1(y). Sabemos queC es componente de
h�1(y), queD es conexo y queC � D � h�1(y), entoncesC = D.

Sabemos queh�1(U) es un abierto que contiene aC, que hemos
probado que es una componente de(g � h)�1(z), comog � h es casi inte-
rior tenemos quez = g(y) 2 Int(g � h(h�1(U))) = Int(g(U)). Hemos
probado entonces queg(y) 2 Int(g(U)) para today 2 U , así queg(U)
es abierto y por lo tantog es abierto.�

Definición. Dada una funciónf : X ! Y decimos queg � h es
unafactorizacióndef si existe un continuoZ y mapeosh : X ! Z y
g : Z ! Y tales quef = g � h.

Teorema 2.34 Todo mapeof : X ! Y tiene una factorizacióng � h,
dondeh es monótono yg es ligero.

Demostración. La prueba de este teorema se divide en tres afirma-
ciones.

Afirmación 1. Dado un mapeof : X ! Y entre continuos, se
tiene queP = fC : C es componente def�1(y), para algúny 2 Y g es
una descomposición semicontinua superiormente deX.

Demostración. Mostraremos primero queP es una partición deX
(ver Definición 1.12). Dadox 2 X sabemos quex 2 f�1(f(x)) y
por lo tanto hay una componenteC de f�1(f(x)) tal quex 2 C 2 P.
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Sabemos que dadosy1; y2 2 Y , diferentes,f�1(y1) \ f�1(y2) = ; y
que cualesquiera dos componentes def�1(y1) son ajenas, por lo que los
elementos deP son ajenos dos a dos. Y finalmente, comof es continua,
f�1(y) es cerrado para today 2 Y y como cada componente def�1(y) es
cerrada enf�1(y), tenemos que todos los elementos deP son cerrados.
EntoncesP es una partición deX.

Ahora veremos queP es semicontinua superiormente (ver Definición
1.13). SeanG 2 P y U un abierto tal queG � U . Mostraremos que
existe un abiertoV deX tal queG � V � U y que, cada vez queH 2 P
y H \ V 6= ;, se tiene queH � V .

SeaW =
[
fC 2 P : C \ Fr(U) 6= ;g. Mostraremos queFr(U) �

W y queW es cerrado enX. Seax 2 Fr(U) y seaC la componente de
f�1(f(x)) que tiene ax. EntoncesC \ Fr(U) 6= ;, con lo queC � W .
Comox 2 C, concluimos queFr(U) � W . Seax 2 W y seafxkg1k=1
una sucesión enW tal quelimxk = x. Para cadak 2 N, seaCk 2 P tal
quexk 2 Ck. Dado que para cadak 2 N tenemos queCk 2 P, sabemos
queCk 2 C(X) y quef(Ck) = fykg, para algunayk 2 Y . Por ([14],
Corolario 4.3, p. 69) sabemos queC(X) es compacto y que por hipótesis
Y es compacto, así que podemos suponer que existenC 2 C(X) y y 2 Y
tales quelimCk = C y lim yk = y. Notemos que, comoxk 2 Ck para
todak 2 N y limxk = x, tenemos quex 2 C ([14], Ejercicio 4.4, p. 70).

Mostraremos queC � f�1(y). Seaz 2 C, comolimCk = C sabe-
mos que, para cadak 2 N, existezk 2 Ck tales quelim zk = z ([14],
Ejercicio 4.4, p. 70). Comozk 2 Ck tenemos quef(zk) = yk y, como
f es continua, tenemos quef(z) = lim f(zk) = lim yk = y. Así que
z 2 f�1(y) y C � f�1(y).

SeaD la componente def�1(y) que contiene aC. EntoncesD 2 P.
ComoCk \ Fr(U) 6= ;, para todak 2 N, sabemos queC \ Fr(U) 6= ;
([14], Ejercicio 2.7, p. 26), así queD \ Fr(U) 6= ; y, por lo tanto
D � W . Con esto tenemos quex 2 C � D � W , con lo quex 2 W .
Hemos probado queW es cerrado.

SeaV = U \ (X nW ). El conjuntoV es abierto puesU y X nW
lo son. Además, comoG \ Fr(U) = ; y G 2 P, tenemos queG �
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X nW , con lo queG � V . SeaH 2 P tal queH \W 6= ;. Entonces
existeE 2 P tal queE \ Fr(U) 6= ; y E \ H 6= ;. Pero comoP es
partición, sus elementos son ajenos entre sí, así queE = H y por lo tanto
H \ Fr(U) 6= ; y entoncesH � W . Esto muestra que siH 2 P es tal
queH \ V 6= ;, entoncesH � X nW .

SeaH 2 P tal queH \ V 6= ;. Mostraremos queH � V . Ya vimos
que, comoH \ V 6= ;, tenemos queH � X nW . ComoFr(U) � W
tenemos entonces queH � U [

�
X n U

�
. Dado queH 2 P sabemos

queH es conexo, y como; 6= H \ V � H \ U sabemos que entonces
H � U . Con esto tenemos queH � U \ (X nW ) = V . La existencia
deV asegura queP es una descomposición semicontinua superiormente.
�

Por el Teorema 1.18 esto es suficiente para queX=P sea metrizable.
ComoX=P es imagen continua deX y X es un continuo, sabemos que
X=P es además, compacto y conexo. EntoncesX=P es un continuo.

Afirmación 2. SeaP como en la Afirmación 1, entonces� : X !
X=P, la proyección natural deX aX=P, es monótono.

Demostración. SeaC 2 X=P. Por la definición de� sabemos que
��1(C) = C, que por la definición deP es un conexo. Así que� es
monótono.�

Por la definición deP sabemos quef(��1(C)) es un punto para toda
C 2 X=P y � es una identificación por definición. Entonces podemos
aplicar el Teorema de Trasgresión (Teorema 1.11) af y � y obtener un
mapeog : X=P ! Y tal queg � � = f .

Afirmación 3. El mapeog : X=P ! Y que se obtiene al aplicar el
Teorema de Trasgresión es ligero.

Demostración.Seany 2 Y y K una componente deg�1(y). Como�
es monótona sabemos que��1(K) es conexo. Dado queK � g�1(y) ten-
emos que��1(K) � ��1(g�1(y)) = f�1(y). Entonces existe una com-
ponenteC def�1(y) tal que��1(K) � C y entoncesK � �(C) = fCg.
De manera queK tiene sólo un punto yg�1(y) es totalmente disconexo
para today 2 Y . �
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Hemos conseguido entonces un continuoX=P y mapeos� : X !
X=P y g : X=P ! Y tales que� es monótono,g es ligero yf = g � �,
lo que concluye el teorema.�

Teorema 2.35 Todos los mapeos casi interiores son OM. Es más, cada
mapeo casi interiorf tiene una factorizaciónf = g � h, dondeh es
monótono yg es ligero y abierto.

Demostración. Por el Teorema 2.34, todo mapeof tiene una fac-
torizacióng � h tal queh es monótono yg es ligero. Por el Lema 2.33
sabemos que sif es casi interior, entoncesg es abierto. Así quef = g�h,
h es monótona yg es ligera y abierta. Esto implica quef es OM.�

Lema 2.36 Si g : X ! Z y f : Z ! Y son mapeos confluentes,
entoncesh = f � g es confluente.

Demostración.SeaK un subcontinuo deY y seaC una componente
deh�1(K). Notemos queg(C) es conexo y quef(g(C)) = h(C) � K,
es decir,g(C) � f�1(K). SeaD la componente def�1(K) que contiene
ag(C) y seaE la componente deg�1(D) que contiene aC. Observemos
queh(E) = f(g(E)) � f(D) � K, es decir,E � h�1(K). PeroE es
conexo y contiene aC, que es una componente deh�1(K), por lo tanto
E = C.

Comog es confluente, sabemos queg(E) = D, y comof es conflu-
ente, sabemos quef(D) = K. Entoncesh(C) = h(E) = f(g(E)) =
f(D) = K y por lo tantoh es confluente.�

Corolario 2.37 Los mapeos casi interiores son confluentes.

Demostración. Si f : X ! Y es casi interior, por el Teorema 2.35
sabemos quef es OM, es decir composición de un mapeo monótonog
seguido por uno abiertoh, ambos son confluentes por el Lema 2.29 y
el Corolario 2.32. El Lema 2.36 implica que entoncesf = h � g es
confluente.�
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Lema 2.38 Si g : X ! Z y f : Z ! Y son funciones casi interiores,
entoncesh = f � g es casi interior.

Demostración.Seany 2 Y , C una componente deh�1(y) y U � X
un abierto tal queC � U . Entoncesg(C) es un conexo yf(g(C)) =
h(C) = fyg, es decir,g(C) � f�1(y). SeanD la componente def�1(y)
que contiene ag(C) y E la componente deg�1(D) que contiene aC.
Tenemos queh(E) = f(g(E)) � f(D) = fyg, de manera queE �
h�1(y). Entonces tenemos queE es un conexo contenido enh�1(y) tal
queC � E, peroC es una componente deh�1(y), así queC = E. Por
el Corolario 2.37 sabemos queg es confluente, así queg(C) = D.

Para cadaz 2 D, seaCz una componente deg�1(z) que intersecta aC.
Comoz 2 D � f�1(y) tenemos queg�1(z) � g�1(f�1(y)) = h�1(y).
EntoncesCz es un conexo contenido enh�1(y) y por tanto debe estar
contenido en una componente deh�1(y), pero como intersecta aC esa
componente debe serC, es decir,Cz � C � U . Comog es casi interior
tenemos quez 2 Int(g(U)) y entoncesg(C) = D � Int(g(U)).

Comof es casi interior,D es una componente def�1(y) y Int(g(U))
es un abierto tal queD � Int(g(U)), tenemos que

y 2 Int(f(Int(g(U))) � Int(f(g(U)) = Int(h(U)):

Esto muestre queh es casi interior.�

Teorema 2.39 Los mapeos OM son casi interiores.

Demostración.Si f : X ! Y es OM es porquef es composición de
un mapeo monótonog seguido por uno abiertoh, ambos casi interiores
por los Lemas 2.30 y 2.28. El Lema 2.38 implica que entoncesf = h � g
es casi interior.�

Hemos probado entonces que, para un mapeof : X ! Y , las tres
condiciones siguientes son equivalentes:

a)f es casi interior.
b) f es OM.
c) f se puede descomponer comof = h � g, dondeg es monótona y

h es ligera y abierta.
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Con esto en mente, podemos dar otra caracterización de los mapeos
OM. Una caracterización que, para nuestros fines, será especialmente
útil.

Definición 2.40 Dada una sucesiónfAig1i=1 de subconjuntos deX se
define elLsn!1An como el conjunto de puntosx 2 X tales que existe
una sucesión de números positivosn1 < n2 < � � � y exisen puntosxnk 2
Ank tales quelimxnk = x.

Teorema 2.41 Un mapeof es casi interior si y sólo si cada vez que
una sucesiónfyng1n=1 converge ay 2 Y , se tiene queLsn!1f�1(yn)
intersecta a cada componente def�1(y).

Demostración. (Necesidad) Sif es casi interior, tomamos una suce-
sión fyng1n=1 que converge ay en Y y C una componente def�1(y).
Vamos a definir una sucesión de puntosxnk , inductivamente.

Comenzamos conx0 2 X cualquiera yn0 = 0 y procedamos como
sigue: para cadak = 1; 2; ::: , supongamos que ya escogimos los primeros
k � 1 elementos de la sucesión (con sus respectivosk � 1 índices), de
tal manera quen1 < n2 < � � � < nk y, para cadai 2 f1; 2; :::; k � 1g,
se tiene quexni 2 N(1

i
; C) \ f�1(yni). Sabemos queN(1=k; C) es un

abierto que contiene aC. En virtud de quef es casi interior se tiene que
f(N(1=k; C)) tiene ay en su interior. Comofyng1n=1 converge ay ex-
istenk > nk�1 tal queynk 2 f(N(1=k; C)) y entonces podemos escoger
xnk 2 N(1=k; C) \ f�1(ynk).

Construyendo la sucesión como lo hicimos hemos asegurado quexnk 2
f�1(ynk) para todak = 1; 2; ::: y quen1 < n2 < n3 < ��� . Como nuestro
espacio es compacto, pasando a una subsucesión si es necesario podemos
suponer que la sucesión dexnk converge a un puntox que, por construc-
ción, está enLsn!1f�1(yn). Pero notemos qued(xnk ; C) � 1=k, por
lo qued(x;C) = 0. Al serC una componente def�1(y) es cerrado en
f�1(y), que a su vez es cerrado enX, así queC es cerrado enX y en-
toncesx 2 C. Hemos probado entonces queLsn!1f�1(yn) intersecta a
cualquier componente def�1(y).
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(Suficiencia) Ahora supongamos que se satisface la otra condición y
tomemos un abiertoU que contiene a una componenteC def�1(y) para
algúny 2 Y . Si y no está en el interior def(U) es porque existe una
sucesiónfyng1n=1 enY n f(U) que converge ay. Notemos que en ese
casof�1(yn) � XnU para todan 2 N y que entoncesLsn!1f�1(yn) �
X n U � X n C, lo que contradice la hipótesis. Por lo quey debe estar
en el interior def(U) y f debe ser casi interior.�

Corolario 2.42 Una función es OM si y sólo si cada vez que una suce-
siónfyng1n=1 converge ay enY se tiene queLsn!1f�1(yn) intersecta a
cada componente def�1(y).

Gracias a este último corolario podemos probar el siguiente teorema:

Teorema 2.43 Sifn es OM, para algunan 2 N, entoncesf es OM.

Demostración. Seafymg1m=1 una sucesión enY que converge a un
puntoy 2 Y . SeaC una componente def�1(y) y seaC la componente
def�1n (fyg) que contiene aF1(C). EntoncesC es conexo yF1(C) � C,
así que podemos aplicar el Lema 1.4 y concluir queM =

S
fE : E 2 Cg

es conexo. Ahora probaremos queM = C.

Dadox 2 C tenemos quefxg 2 F1(C) � C y entoncesx 2
S
fE :

E 2 Cg =M . Con esto tenemosC �M .

Si x 2 M es porque existeA 2 C tal quex 2 A. ComoA 2
C �f�1n (fyg), sabemos quefn(A) = fyg y, en particular,f(x) = y.
Hemos probado queM � f�1(fyg) y ya sabíamos queM es conexo.
PeroC �M y C es componente def�1(fyg), por lo queC =M .

Comofn es un mapeo OM yffymgg1m=1 converge afyg, sabemos
que(Lsm!1f�1n (fymg)) \ C 6= ;. SeaA 2 (Lsm!1f�1n (fymg)) \ C.
ComoA 2 Lsm!1f

�1
n (fymg) sabemos que existen enteros positivos

m1 < m2 < m3 < � � � y conjuntosAmk
2 f�1n (ymk

) tales quelimAmk
=

A. Fijemosx 2 A. Como limAmk
= A, existen puntosxmk

2 Amk

tales quelimxmk
= x ([14], Ejercicio 4.4, p. 70). Como cadaAmk

2
f�1n (fymk

g), tenemos quefn(Amk
) = fymk

g y, en particular,f(xmk
) =

ymk
, es decirxmk

2 f�1(ymk
). Como limxmk

= x, esto implica que



2.7 OM y MO 59

x 2 Lsm!1f
�1(ym). Sabemos también quex 2 A 2 C y queM = C,

entoncesx 2 C. Entoncesx 2 (Lsm!1f�1(ym)) \ C.

Hemos probado que para toda componenteC def�1(y) y toda suce-
sión fymg1m=1 enY que converge a un puntoy 2 Y , se tiene queC \
Lsm!1f

�1(ym)) 6= ;. Por el Corolario 2.42, podemos concluir quef es
OM.�

De nuevo tenemos que preguntarnos si será cierto el otro sentido de
esta implicación. Para el cason = 2 hemos hecho ya todo el trabajo
necesario para poder afirmar que sí.

Teorema 2.44 Sif es OM (MO), entoncesf2 es OM (MO).

Demostración.Si f es OM, entonces existen un continuoZ y mapeos
g : X ! Z y h : Z ! Y tales quef = h � g, g es monótono y
h es abierto. Consideremos entonces el continuoF2(Z) y los mapeos
g2 : F2(X) ! F2(Z) y h2 : F2(Z) ! F2(Y ). Por los Teoremas 2.6 y
2.8 sabemos queg2 es monótono y queh2 es abierto. Además, claramente
f2 = h2 � g2 con lo quef2 es OM. (Análogamente con MO).�

Corolario 2.45 f es OM si y sólo sif2 es OM.

Desafortunadamente, como en el caso de los mapeos abiertos, esta
implicación no es cierta paran � 3.

Ejemplo 2.46 Existe un continuoX y un mapeof : X ! X que es
OM y MO y cuyo mapeo inducidofn : Fn(X) ! Fn(X) no es OM ni
MO para ningunan � 3.

SeanX = [0; 1] y f : [0; 1]! [0; 1] definida como:

f(x) =

�
2x, si x 2

�
0; 1

2

�
,

2� 2x, six 2
�
1
2
; 1
�
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Gráfica def

Es muy fácil convencerse de que esta función es un mapeo abierto. Y
entonces simplemente componemos con la identidadid : [0; 1] ! [0; 1]
de manera quef = f � id = id � f . Comoid es monótona yf es abierta,
concluimos que el mapeof es OM y MO.

Supongamos quen � 3 y quefn es OM. Esto quiere decir que existen
un continuoZ y mapeosg : Fn([0; 1]) ! Z y h : Z ! Fn([0; 1]) tales
queg es monótono,h es abierto yfn = h � g. Notemos quef�1(x) tiene
a lo más dos puntos para todox 2 [0; 1].

DadoA 2 Fn([0; 1]), afirmamos quef�1n (A) tiene a lo más3n pun-
tos. Para cadaB 2 f�1n (A) y a 2 A sabemos queB tiene a lo más
tres opciones para intersectar af�1(a), porquef�1(a) tiene a lo más dos
puntos. Estas formas de intersectarse son: intersectarlo en un punto, in-
tersectarlo en el otro, o intersectarlo en los dos. ComoA tiene a lo más
n puntos yB está determinado por la forma de intersectar a cadaf�1(a)
es evidente la afirmación anterior.

Observemos que, para todoz 2 Z, se tiene quefn(g�1(z)) = (h �
g)(g�1(z)) = h(z), es decir,g�1(z) � f�1n (h(z)). Comog es monótono
y f�1n (h(z)) es finito, tenemos queg�1(z) debe constar sólo de un punto.
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Así queg debe ser inyectivo y por tanto un homeomorfismo. En particular
g debe ser abierto. Comoh es abierto, por hipótesis, tenemos quefn =
h � g es abierto. Comon � 3, el Teorema 2.9 nos dice quefn es abierta
sólo cuandof es un homeomorfismo, y éste no es el caso, generando una
contradicción. Por lo tantofn no puede ser OM.

Supongamos ahora quefn es MO. Entonces existen un continuoW y
mapeos� : Fn([0; 1])! W y � : W ! Fn([0; 1]) tales que� es abierto,
� es monótono yfn = � � �. Como sabemos que� es suprayectivo,
sabemos que, para todoA 2 Fn([0; 1]), se cumple que

����1(��1(A))�� �����1 (A)��. También sabemos quef�1n (A) = ��1(��1(A)) es finito, así
que��1 (A) es finito. Como� es monótono sabemos que��1(A) es
conexo, entonces��1(A) debe ser un conjunto con un solo punto. Hemos
probado que� es inyectivo y por tanto un homeomorfismo. En particular
� debe ser abierto. Como� es abierto, por hipótesis, esto implica que
fn = � � � es abierto. Comon � 3, el Teorema 2.9 nos dice quefn
es abierta sólo cuandof es un homeomorfismo, y éste no es el caso,
generando una contradicción. Por lo tantofn no es MO.�

2.8 Atomicidad

Definición 2.47 Un mapeof : X ! Y esatómicosi para todo sub-
continuoK de X se tiene quef(K) = fyg para algunay 2 Y ó
f�1(f(K)) = K.

Teorema 2.48 Si fn es atómico, para algunan 2 N, entoncesf es
atómico.

Demostración. SeaK un subcontinuo deX. EntoncesF1(K) es un
subcontinuo deFn(X) y comofn es atómico tenemos quefn(F1(K)) =
fAg para algúnA 2 Fn(Y ) ó f�1n (fn(F1(K)) = F1(K).

Si fn(F1(K)) = fAg, fijamos fk0g 2 F1(K) y recordamos que
fn(fk0g) = ff(k0)g. EntoncesA = ff(k0)g y con estofn(F1(K)) =



62 Capítulo 2. Propiedades Tradicionales

fff(k0)gg. Por lo tantofn(fkg) = ff(k)g = ff(k0)g, para todok 2 K,
con lo quef(k) = f(k0) para todok 2 K y entoncesf(K) = ff(k0)g.

Si f�1n (fn(F1(K))) = F1(K), tomandox 2 f�1(f(K)) tenemos que
existek 2 K tal quef(x) = f(k). Entoncesfn(fxg) = ff(x)g =
ff(k)g = fn(fkg) 2 fn(F1(K)). Es decir,fxg 2 f�1n (fn(F1(K))) =
F1(K), con lo quex 2 K y f�1(f(K)) � K. Esto es suficiente para
quef�1(f(K)) = K. Por lo tantof es atómica.�

Ejemplo 2.49 Existen continuosX eY y un mapeo atómicof : X !
Y tal quefn : Fn(X)! Fn(Y ) no es atómico, para ningunan � 2.

SeanX = S1 [
�
(t � cos( 1

1�t); t � sen(
1
1�t)) : t 2 [0; 1)

	
� R2, Y =

[0; 1] y f : X ! Y definida comof((x; y)) = k(x; y)k. El continuoX
es la cerradura de la espiral convergiendo al círculo unitario por dentro y
f claramente es un mapeo.

X

Primero observemos quef jXnS1 es un homeomorfismo en su imagen.
Dado un subcontinuoK deX notemos que sólo hay tres opciones para
K, a saber,K � S1; K � X n S1 ó K intesecta aS1 y a X n S1.
En el primer casof(K) = f1g. En el segundo casoK es un arco
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y la función f jK es un homeomorfismo por lo quef�1(f(K)) = K.
Para el tercer caso notemos que, comoK intersecta tanto aS1 como
a X n S1 y es conexo, siempre que(s � cos( 1

1�s); s � sen(
1
1�s)) 2 K,

debe suceder que(t � cos( 1
1�t); t � sen(

1
1�t)) 2 K para todot 2 [s; 1).

ComoK es cerrado esto implica queS1 � K y queK es de la forma
K = S1[

�
(t � cos( 1

1�t); t � sen(
1
1�t)) : t 2 [t0; 1)

	
para algúnt0 2 [0; 1).

En este casof(K) = [t0; 1] y sólo falta notar quef�1([t0; 1]) = S1 [�
(t � cos( 1

1�t); t � sen(
1
1�t)) : t 2 [t0; 1)

	
= K. Hemos probado entonces

quef es atómica.

Dadan � 2, para ver quefn no es un mapeo atómico, basta tomar

K =
�
f(0; 1); (t � cos( 1

1� t
); t � sen( 1

1� t
))g : t 2 [0; 1

2
]

�
K es homeomorfo al intervalo[0; 1=2] y, por lo tanto,K es un subcon-

tinuo deFn(X). Perofn(K) =
�
f1; tg : t 2

�
0; 1

2

�	
, que es un continuo

no degenerado, yf�1n (fn(K)) = ffx; (t � cos( 1
1�t); t � sen(

1
1�t))g : t 2

[0; 1=2]; x 2 S1g 6= K. Por lo quefn no es atómica.�

De hecho, la idea del Ejemplo 2.49 se puede generalizar para probar
el siguiente teorema.

Teorema 2.50 Sifn : Fn(X)! Fn(Y ) es atómico, para algunan � 2
y Y es no degenerado, entoncesf es un homeomorfismo.

Demostración. Sead una métrica paraY . Basta probar quef es
inyectivo. Supongamos que existenx1; x2 2 X tales quef(x1) = f(x2).
ComoY es no degenerado yf es suprayectiva existex3 2 X tal que
f(x1) 6= f(x3). Llamemosd0 = d(f(x1); f(x3)) Por el Teorema 1.7,
existe un arco ordenado� de fx3g a X. SeaF : C(X) ! C(Y ) la
función inducida porf ([14], Ejercicio 2.10, p. 27). EntoncesF � � :
[0; 1]! C(Y ) es una trayectoria deff(x3)g aY .

Consideremos la funcióng : C(Y ) ! [0;1) dada porg(K) =
d(f(x1); K), para todoK 2 C(Y ). Claramenteg es continua. Con esto
tenemos que la función� = g� F � � : [0; 1] ! [0;1) es una función
continua. Por lo que�([0; 1]) debe ser un conjunto conexo. Tenemos que
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�(1) = d(f(x1); Y ) = 0 y que�(0) = d(f(x1); ff(x3)g) = d0. Como
�([0; 1]) es conexo��1(d0

2
) debe ser no vacío. Elegimost 2 ��1(d0

2
).

Notemos queF (�(t)) debe ser un subcontinuo deY que tiene af(x3)
y dista def(x1)menos qued0, por lo que es no degenerado, pero además
dista def(x1) más que cero, por lo quef(x1) =2 F (�(t)). Por lo tanto,
A = �(t) es un subcontinuo deX que no intersecta af�1(f(x1)) y tal
quef(A) = F (�(t)) es no degenerado.

Consideremos ahoraK = ffx1; vg : v 2 Ag que al ser homeomorfo a
A es un subcontinuo deFn(X). Entoncesfn(K) = fff(x1); wg : w 2
f(A)g no es degenerado puesf(A) no lo es. Pero además,fn(fx2; x3g) =
ff(x2); f(x3)g =

�
f(x1); f(x3)

	
2 fn(K) y fx2; x3g =2 K por lo que

f�1n (fn(K)) 6= K. Esto muestra quefn no es atómico. Comenzamos
suponiendo quef no era inyectivo y hemos mostrado que entoncesfn no
es atómico, así que sifn es atómico debe suceder quef es inyectivo y
por lo tanto, un homeomorfismo.�

2.9 Ligadura

Definición 2.51 Un mapeof : X ! Y esligador si para todo subcon-
tinuoB deY y cualquier par de componentesC y D def�1(B) tenemos
quef(D) \ f(C) 6= ;.

Teorema 2.52 Sifn : Fn(X)! Fn(Y ) es ligador, para algunan 2 N,
entoncesf : X ! Y es ligador.

Demostración. SeaB un subcontinuo deY y seanC y D dos com-
ponentes def�1(B). Notamos queF1(B) es un subcontinuo deFn(Y )
y queF1(C) y F1(D) son conexos contenidos enf�1n (F1(B)). SeanC
y D las componentes def�1n (F1(B)) que contienen aC y D, respectiva-
mente. SeanM =

S
fE : E 2 Cg y N =

S
fE : E 2 Dg. Probaremos

queM = C y N = D.

ComoF1(C) � C, tenemos queC � M . ComoC es cerrado, conexo
y contiene aF1(C) podemos aplicar el Lema 1.4 y concluir queM es
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conexo. Six 2 M es porque existeE 2 C tal quex 2 E. Como
E 2 C �f�1n (F1(B)) tenemos quefn(E) = fbg, para algúnb 2 B y, en
particular,f(x) = b. Por lo queC �M � f�1(B), peroM es conexo y
C es componente def�1(B), entoncesC =M . AnalogamenteD = N .

Comofn es ligador, sabemos quefn(C) \ fn(D) 6= ;. SeanA1 2 C
y A2 2 D tales quefn(A1) = fn(A2). Seana1 2 A1 y a2 2 A2 tales
quef(a1) = f(a2). Comoa1 2 A1 2 C, tenemos quea1 2 M = C.
Analogamente,a2 2 D y por lo tantof(D) \ f(C) 6= ;, con lo quef es
ligador.�

Ejemplo 2.53 Existe un continuoX y un mapeof : X ! X que es
ligador cuyo mapeo inducidof2 : F2(X)! F2(X) no es ligador.

SeanX = [0; 1] y f : [0; 1]! [0; 1] dada por:

f(x) =

8<:
1
2
+ 2x, si x 2

�
0; 1

4

�
,

3
2
� 2x, si x 2 [1

4
; 3
4
],

2x� 3
2
, si x 2

�
3
4
; 1
�

.

Gráfica def
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Claramentef es un mapeo. Veamos quef es ligador. SeaB = [t; s]
un subcontinuo de[0; 1] :

Si t > 1
2
, entoncesf�1(B) =

h
t� 1

2

2
;
s� 1

2

2

i
[
h
3
2
�s
2
;
3
2
�t
2

i
, cada uno de

estos dos intervalos llena aB al aplicarlef , y ambos son conexos, así
que todas las componentes def�1(B) llenan aB bajof y por lo tanto,
sus imágenes se intersectan. El casos < 1

2
es análogo.

El último caso es cuandot � 1
2

y s � 1
2
, en este caso tenemos que

f�1(B) =
h
0;

s� 1
2

2

i
[
h
3
2
�s
2
;
3
2
�t
2

i
[
h
t+ 3

2

2
; 1
i
, cada uno de estos tres in-

tervalos es conexo y su imagen tiene a1
2
, así que cualquier componente

def�1(B) tiene a1
2

en su imagen y, por lo tanto, cualesquiera dos de sus
componentes se intersectan. Esto prueba quef es ligador.

Para ver quef2 no es ligador consideremos el siguiente conjunto:A =
ff3

4
; xg : x 2 [1

4
; 3
4
]g [ ffx; 1

4
g : x 2 [1

4
; 3
4
]g. El conjuntoA es unión de

dos continuos que se intersectan en el elemento
�
1
4
; 3
4

	
, entoncesA es un

subcontinuo deF2([0; 1]). Observemos que

f�1n (A) =

ff1
8
; xg : x 2 [0;1

8
]g [ ff1

8
; xg : x 2 [3

8
;5
8
]g [ ff1

8
; xg : x 2 [7

8
; 1]g[

ff3
8
; xg : x 2 [0;1

8
]g [ ff3

8
; xg : x 2 [3

8
;5
8
]g [ ff3

8
; xg : x 2 [7

8
; 1]g[

ff5
8
; xg : x 2 [0;1

8
]g [ ff5

8
; xg : x 2 [3

8
;5
8
]g [ ff5

8
; xg : x 2 [7

8
; 1]g[

ff7
8
; xg : x 2 [0;1

8
]g [ ff7

8
; xg : x 2 [3

8
;5
8
]g [ ff7

8
; xg : x 2 [7

8
; 1]g:

Notemos que los conjundosD = ff1
8
; xg : x 2 [0; 1

8
]g y C = ff7

8
; xg :

x 2 [0; 7
8
]g son subconjuntos cerrados, ajenos entre ellos y ajenos al resto

de los uniendos que formanf�1n (A). Por tantoD y C son componentes
de f�1n (A). Notemos quef2(D) = ff3

4
; xg : x 2 [1

2
; 3
4
]g y f2(C) =

ff1
4
; xg : x 2 [1

4
; 1
2
]g no se intersectan. Por lo quef2 no es ligadora.�
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2.10 Propiedades Hereditarias

Definición 2.54 Dada una propiedadR para un mapeo. Decimos que
un mapeof : X ! Y eshereditariamenteR si para todo subcontinuoA
deX se tiene quef jA : A! f(A) tiene la propiedadR.

Observación. Si fn : Fn(X) ! Fn(Y ) es hereditariamenteR, para
alguna propiedadR y algunan 2 N, entoncesf : X ! Y es heredi-
tariamenteR. Esto es por que para cada subcontinuoA deX, la función
fnjF1(A) : F1(A) ! F1(f(A)) se comporta topológicamente igual que
f jA : A ! f(A). Así que, comoF1(A) es un subcontinuo deFn(X) y
fn es hereditariamenteR, sabemos quefnjF1(A), y por lo tantof jA, tiene
la propiedadR. Con esto, tenemos quef es hereditariamenteR.

Algunas de las propiedades hereditarias que se estudian más frecuente-
mente son, por ejemplo: monotoneidad hereditaria, confluencia heredi-
taria, confluencia débil hereditaria, etc. Para estas propiedades tenemos
los siguientes resultados:

Teorema 2.55 Sifn : Fn(X)! Fn(Y ) es hereditariamente monótono,
para algunan � 2 y Y no es degenerado, entoncesf : X ! Y es
homeomorfismo.

Demostración. Basta probar quef es inyectivo. Supongamos que
existena; b 2 X diferentes tales quef(a) = f(b) = y. ComoY no es
degenerado, existev 2 Y , diferente dey. Seax0 2 Xn(f�1(y)[f�1(v)).
La existencia dex0 se da porqueX es conexo y no puede ser la unión de
los cerrados ajenos (y no vacíos)f�1(y) y f�1(v).

Consideremos ahora los siguientes conjuntos:A = ffa; xg : x 2 Xg,
C = ffb; xg : x 2 Xg, D = ffx0; xg : x 2 Xg. A; C y D son homeo-
morfos aX y por lo tanto continuos. Notemos queA \ C = fa; bg y
C \ D = fb; x0g por lo queG = A [ C [ D es un subcontinuo deFn(X).

Analicemos el mapeofnjG : G ! fn(G).
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Notemos que, comof(x0) 6= v; y, tenemos que(fnjG)�1(fy; vg) �
A [D, de hecho,(fnjG)�1(fy; vg) = ffa; xg : x 2 f�1(v)g [ ffb; xg :
x 2 f�1(v)g, que son cerrados ajenos, y son no vacíos puesf�1(v) 6= ;,
por lo que(fnjG)�1(fy; vg) es disconexo yfn no es hereditariamente
monótona. Eso concluye el teorema.�

Teorema 2.56 Si fn : Fn(X) ! Fn(Y ) es hereditariamente débil-
mente confluente, para algunan � 3, entoncesf : X ! Y es un
homeomorfismo.

Demostración. Supongamos que existena; b 2 X, diferentes, tales
quef(a) = f(b) = y0. Usando arcos ordenados se pueden construir
dos subcontinuos no degenerados y ajenosK y L, que no tienen ay0.
Seand 2 f�1(L) y c 2 f�1(K). Construimos los conjuntosA =
ffa; b; xg : x 2 Xg,B = ffa; d; xg : x 2 Xg y C = ffb; c; xg : x 2 Xg.

Sabemos ([14], Lema 2.3, p. 24) que la función� : X3 ! F3(X)
definida como�((x; y; z)) = fx; y; zg es continua. Notemos queA =
�(fag� fbg�X), B = �(fag� fdg�X) y C = �(fcg� fbg�X) así
queA,B y C son conexos y compactos. En vista de quefa; b; dg 2 A\B
y fa; b; cg 2 A \ C, sabemos queM = A[ B [ C es un subcontinuo de
Fn(X).

SeanK = ffy0; f(d); wg : w 2 Kg y L = ffy0; f(c); wg : w 2 Lg.
Por un razonamiento análogo al anterior,K y L son cerrados y conexos.
Mostraremos queR = K [ L es un subcontiuo defn(M).

Como fy0; f(c); f(d)g 2 K \ L, sabemos queR es un continuo.
Comof es suprayectiva, dadok 2 K, existex 2 X tal quef(x) = k. De
tal manera que,fn(fa; d; xg) = fy0; f(d); kg y entoncesK � fn(B). De
manera análogaL � fn(C), por lo queR = K [ L � fn(B) [ fn(C) �
fn(M) y entoncesR = K [ L es un subcontinuo defn(M).

Por la elección ded sabemos quef(d) 2 L y, por la elección deK,
sabemos queL \K = ; y quey0 =2 K. Así quef(d); y0 =2 K. Con esto
sabemos queK � F3(X) n F2(X). De manera análoga,L � F3(X) n
F2(X) y entoncesR � F3(X) n F2(X).
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Mostraremos quefnjM :M! fn(M) no es débilmente confluente.

Tenemos que

(fnjM)�1(R) = f�1n (R) \M
= (f�1n (R) \ A) [ (f�1n (R) \ B) [ (f�1n (R) \ C).

Observemos que, para todox 2 X, se tiene quefn(fa; b; xg) =
fy0; f(x)g 2 F2(X). Por lo quef�1n (R) \ A = ; y (fnjM)�1(R) =
(f�1n (R) \ B) [ (f�1n (R) \ C).

Mostraremos quef�1n (R)\B = ffa; d; xg : x 2 f�1(K)g y f�1n (R)\
C = ffb; d; xg : x 2 f�1(L)g.

Primero notemos que, six 2 f�1(K), tenemos quefa; d; xg 2 B
y fn(fa; d; xg) = fy0; f(d); f(x)g 2 K � R. Así que,ffa; d; xg :
x 2 f�1(K)g � f�1n (R) \ B. Supongamos ahora quefa; d; xg 2
B\f�1n (R). Vamos a ver quex 2 f�1(K). Notemos quefn(fa; d; xg) =
fy0; f(d); f(x)g 2 R = K [ L. Con esto,fy0; f(d); f(x)g 2 L ó
fy0; f(d); f(x)g 2 K. Si fy0; f(d); f(x)g 2 L, entonces sabemos que
fy0; f(d); f(x)g = fy0; f(c); wg, para algunaw 2 L. ComoK \ L = ;,
y0 =2 K, f(d) 2 L y f(c) 2 K, tenemos quey0; f(d) 6= f(c) y entonces
f(x) = f(c) 2 K. Con esto,x 2 f�1(K). Si fy0; f(d); f(x)g 2 K,
entoncesfy0; f(d); f(x)g = fy0; f(d); wg, para algunaw 2 K. Como
K \ L = ;, y0 =2 K, f(d) 2 L y w 2 K, tenemos quey0; f(d) 6= w
y entoncesf(x) = w 2 K. Con esto,x 2 f�1(K). Siendo esas las
únicas dos opciones tenemos que, en cualquier caso,x 2 f�1(K), por
lo queB\f�1n (R) � ffa; d; xg : x 2 f�1(K)g. Entonces,f�1n (R) \
B =ffa; d; xg : x 2 f�1(K)g. Análogamente,f�1n (R)\C = ffb; d; xg :
x 2 f�1(L)g.

Notemos que

fn(f
�1
n (R) \ B) = fn(ffa; d; xg : x 2 f�1(K)g) =

fff(a); f(d); f(x)g : x 2 f�1(K)g = ffy0; f(d); wg : w 2 Kg
= K:

Y análogamente,fn(f�1n (R) \ C) = L.
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SeaN una componente de(fnjM)�1(R), notemos quef�1n (R) \ B y
f�1n (R) \ C son cerrados ajenos, por lo queN � f�1n (R) \ B ó N �
f�1n (R)\C. ComoK  R y L  R, tenemos quefn(f�1n (R)\B)  R
y fn(f

�1
n (R) \ C)  R. Entonces, en cualquier caso,fn(N )  R.

Esto muestra quefnjM : M ! fn(M) no es débilmente confluente y
quefn no es hereditariamente débilmente confluente, lo que concluye el
teorema.�

Definición 2.57 Un subcontinuoA deX esterminalsi cumple que, para
cada subcontinuoB deX, se tiene queB � A óA � B óA \B = ;.

Teorema 2.58 Sif2 : F2(X)! F2(Y ) es hereditariamente confluente,
entoncesf : X ! Y es monótono yf�1(y) es un continuo terminal para
today 2 Y .

Demostración.La prueba se basa en la siguiente afirmación.

Afirmación 1. Si existeny 2 Y tal quef�1(y) es no degenerada y un
subcontinuoA deX tal queA\f�1(y) 6= ;, f�1(y) * A y A * f�1(y),
entoncesf2 : F2(X)! F2(Y ) no es hereditariamente confluente.

Supongamos que sí existen y seana 2 A \ f�1(y), b 2 f�1(y) n A
y c 2 A n f�1(y). Notemos quef(a); f(c) 2 f(A) y quef(a) = y 6=
f(c), así quef(A) es no degenerado. SeanA = ffa; xg : x 2 Xg, B =
ffb; xg : x 2 Xg, C = ffc; xg : x 2 Ag y M = A [ B [ C. Notemos
queA, B y C son conexos, cerrados y quefa; bg 2 A \ B y fa; cg 2
A \ C, por lo queM es un subcontinuo deF2(X).

SeaK = fff(c); zg : z 2 f(A)g, comoA es un continuo,f(A) lo es
también y por lo tanto tambiénK es un continuo, además, comof(A) no
es degenerado, tampocoK. Observemos quef2(C) = K y que entonces
K es un subcontinuo def2(M). Mostraremos quef2jM :M! f2(M)
no es confluente.

Dado que(f2jM)�1 (K) = (f�12 (K)\A) [ (f�12 (K)\B)[(f�12 (K)\
C) = ffa; xg : x 2 f�1(f(c))g [ ffb; xg : x 2 f�1(f(c))[ Cg y que los
conjuntosffb; xg : x 2 f�1(f(c))g y ffa; xg : x 2 f�1(f(c))g [ C son
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cerrados, ajenos y no vacíos, sabemos que existe una componenteD de
(f2jM)�1 (K) que se queda contenida enffb; xg : x 2 f�1(f(c))g. Pero
entoncesf2(D) � f2 (ffb; xg : x 2 f�1(f(c))g) = ffy; f(c)gg  K.
Con lo que concluimos quef2jM :M! f2(M) no es confluente y por
lo tantof2 no es hereditariamente confluente. Esto prueba la Afirmación
1.�

Supongamos que existey 2 Y tal quef�1(y) no es conexo. Entonces
existen cerrados ajenos y no vacíosK y L tales quef�1(y) = K[L. Sea
C una componente def�1(y) contenida enK. Por el Teorema 1.7 existe
un arco ordenado� : [0; 1] ! C(X) deC aX. Como�(0) = C � K,
�(0) � X n L. De manera que existes > 0 tal que�(s) � X n L.
SeaA = �(s). EntoncesA es un subcontinuo deX tal que; 6= L �
f�1(y)nA y ; 6= C � f�1(y)\A. SiA � f�1(y), entoncesA tiene que
estar contenido en una componente def�1(y), así queC = A. Esto es
absurdo puess > 0. Por tantoA * f�1(y). Hemos construído entonces
un subcontinuoA deX tal quef�1(y) \ A 6= ;, f�1(y) * A y A *
f�1(y). Por la Afirmación 1 esto implica quef2 no es hereditariemente
confluente, una contradicción. Así quef�1(y) es conexo para today 2 Y
y por lo tantof es monótono.

Supongamos ahora que existey 2 Y tal quef�1(y) no es termi-
nal. Entonces, por la definición, existe un subcontinuoB deX tal que
B \ f�1(y) 6= ;, B * f�1(y) y f�1(y) * B. Por la Afirmación 1
esto implica quef2 no es hereditariamente confluente, lo que genera una
contradicción. Así quef�1(y) debe ser un continuo terminal para toda
y 2 Y . �

Definición 2.59 Un continuoK esdescomponiblesi existen dos sub-
continuos propiosA y B deK tales queK = A [B.

Teorema 2.60 Sif2 : F2(X)! F2(Y ) es hereditariamente confluente,
entonces para todo subcontinuo descomponibleK � Y y para todoy 2
Y nK, se tiene quef�1(y) es un conjunto de un solo punto.

Demostración. SeaK � Y un subcontinuo descomponible. SeanA
y B subcontinuos propios deK tales queK = A [ B y seay 2 Y nK.
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El Teorema 2.58 nos dice quef es monótona, así quef�1(y), f�1(B) y
f�1(K) son subcontinuos deX (Lema 2.31).

Supongamos quef�1(y) es no degenerado. Seanx1; x2 2 f�1(y),
diferentes, y seab 2 f�1(B)nf�1(A). SeanA = ffx1; xg : x 2 f�1(K)g,
B = ffb; xg : x 2 f�1(y)g, C = ffx2; xg : x 2 f�1 (B)g y M = A [
B [ C. Comof�1(K), f�1(y), f�1(B) son continuos sabemos queA, B
y C lo son. Comofx1; bg 2 A \ B y fb; x2g 2 B \ C, sabemos queM
es un subcontinuo deF2(X).

Mostraremos quef2jM : M ! f2(M) no es confluente. SeaK =
ffy; ag : a 2 Ag. Observemos queK � f2(A) y por tantoK es un
subcontinuo def2(M). Dado queb =2 f�1(A) [ f�1(y), sabemos que
f�12 (K)\B = ;. Entonces(f2jM)�1 (K) = (f�12 (K)\A)[(f�12 (K)\C).
Los conjuntosf�12 (K)\A y f�12 (K)\C son cerrados ajenos. Claramente,
f�12 (K)\A 6= ; y comoK es un continuo,A\B 6= ;, esto implica que
f�12 (K)\C 6= ;. Así que existe una componenteD de(f2jM)�1 (K) que
se queda contenida enf�12 (K) \ C. Entonces

f2(D) � f2(f
�1
2 (K) \ C) = f2(C) \ K = ffy; xg : x 2 Bg \ K

= ffy; xg : x 2 A \Bg  K

y por lo tantof2jM : M ! f2(M) no es confluente. Esto genera una
contradicción, puesf2 es hereditariamente confluente. Así quef�1(y)
debe ser degenerado.�

Pregunta. ¿Será cierto que, sif2 : F2(X) ! F2(Y ) es hereditaria-
mente confluente,f tiene que ser un homeomorfismo?

2.11 Refinabilidad

Definición 2.61 Dadasf; g : X ! Y dos funciones continuas entre
continuos, definimosdsup(f; g) = max fd(f(x); g(x)) : x 2 Xg, donde
d es una métrica paraY .
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Lema 2.62 Seanf; g : X ! Y un par de funciones continuas en-
tre continuos, entonces, para todan 2 N, dsup(f; g) < " si y sólo si
dsup(fn; gn) < ".

Demostración. (Necesidad) Supongamos quedsup(f; g) < ". Sea
A = fa1; a2; :::; amg 2 Fn(X). Notemos que, para todai 2 f1; 2; :::;mg,
se tiene qued(f(ai); g(ai)) � dsup(f; g) < ". Entonces, tenemos que
H(fn(A); gn(A)) < ", por lo quedsup(fn; gn) < ".

(Suficiencia) Supongamos quedsup(fn; gn) < ". Entonces, dadox 2
X, tenemos qued(f(x); g(x)) = H(fn(fxg); gn(fxg)) � dsup(fn; gn) <
" y por lo tantodsup(f; g) < ".

Definición 2.63 Un mapeof : X ! Y esrefinablesi para todo" > 0,
existeg : X ! Y tal quedsup(f; g) < " y diam(g�1(y)) < " para toda
y 2 Y .

Teorema 2.64 Si f : X ! Y es refinable, entoncesfn : Fn(X) !
Fn(Y ) es refinable, para todan 2 N.

Demostración.Sea" > 0. Comof es refinable, existeg : X ! Y tal
quedsup(f; g) < " y diam(g�1(y)) < " para today 2 Y . Por Lema 2.62
esto implica quedsup(fn; gn) < ". SeaA = fy1; y2; :::; ymg 2 Fn(Y )
y tomemosB;C 2 g�1n (A). Seanc 2 C e i 2 f1; 2; :::;mg tales que
g(c) = yi. Comogn(B) = A, existeb 2 B tal queg(b) = yi. Tenemos
quediam(g�1(yi)) < " y, en particular, qued(c; b) < ". Por lo que
C � N"(B), análogamenteB � N"(C), y entoncesH(B;C) < " ([14],
Ejercicio 2.3, p. 26). Esto muestra quediam(g�1n (A)) < " y sabíamos
quedsup(fn; gn) < " así quefn es refinable.�

Pregunta. ¿Será cierto que si existen � 2 tal quefn : Fn(X) !
Fn(Y ) es refinable, entoncesf : X ! Y es refinable?



Capítulo 3

Propiedades Dinámicas

En este capítulo, todas las funciones serán de la formaf : X ! X
y serán continuas, pero no necesariamente suprayectivas, además,X
siempre denotará un continuo. Para cadak 2 f0; 1; 2; :::g denotaremos
inductivamentefk comof 0 = idX y fk = f � fk�1.

3.1 Transitividad

Definición 3.1 Una funciónf : X ! X es transitiva si para cua-
lesquiera dos abiertos no vacíosU y V deX, existe unak 2 N tal que
fk(U) \ V 6= ;.

Teorema 3.2 Si existen 2 N tal quefn : Fn(X) ! Fn(X) es transi-
tiva, entoncesf : X ! X es transitiva.

Demostración. Para abiertos no vacíosU y V deX tenemos que
hUin y hV in son abiertos no vacíos deFn(X). Comofn es transitiva,
existek 2 N tal que(fn)k(hUin) \ hV in 6= ;. SeaA 2 hUin tal que
(fn)

k(A) 2 hV in y seax 2 A. ComoA 2 hUin y x 2 A tenemos que
x 2 U . Y comofk(x) 2 (fn)k(A) 2 hV in entoncesfk(x) 2 V . Por lo
tantofk(U) \ V 6= ; y f es transitiva.�

Sin embargo, la condición de quef sea transitiva no es suficiente para
quefn lo sea, y el ejemplo es, de hecho, una de las funciones más sim-
ples y más comunes cuando se habla de la dinámica de las funciones, la
conocida como rotación irracional en el círculo unitario (Ejemplo 3.8).

75
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Definición 3.3 Una funciónf : X ! X es unaisometríasi d(x; y) =
d(f(x); f(y)), para cualesquierax; y 2 X.

Una observación muy directa es que, sif : X ! X es una isometría,
entoncesd(x; y) = d(fm(x); fm(y)) para cualesquieram 2 N y x; y 2
X.

Lema 3.4 Si f : X ! X es una isometría,X es no degenerado y
n � 2, entoncesfn : Fn(X)! Fn(X) no es transitiva.

Demostración. Supongamos quefn es transitiva yn � 2. Sean
x1; x2 2 X diferentes, y sead0 = d(x1; x2). SeanV =



B(d0

4
; x1)

�
n

y U =


B(d0

4
; x1); B(

d0
4
; x2)

�
n
. Estos conjuntos son abiertos no vacíos

deFn(X). Comofn es transitiva existem 2 N tal que(fn)
m (U) \

V 6= ;. SeaA 2 U tal que(fn)
m (A) 2 V. Seana1 2 A \ B(d0

4
; x1) y

a2 2 A \ B(d0
4
; x2). Por la desigualdad del triángulod0 � d(x1; a1) +

d(a1; a2) + d(a2; x2) <
d0
4
+ d(a1; a2) +

d0
4

, entoncesd0
2
< d(a1; a2).

Como(fn)
m (A) 2 V, sabemos quefm(a1); fm(a2) 2 B(d0

4
; x1), esto

implica qued(fm(a1); fm(a2)) � diam(B(d0
4
; x1)) =

d0
2
< d(a1; a2),

contradiciendo el hecho de quef es una isometría. Así quefn no es
transitiva.�

Definición 3.5 Dada una funciónf : X ! X y x 2 X definimos el
conjuntoo(f; x) = fx; f(x); f2(x); f3(x); :::g y lo llamamos laórbita
dex bajo f (o simplemente laórbita dex, cuando no haya posibilidad
de confusión).

Definición 3.6 Dada una funciónf : X ! X y x 2 X decimos que,x
esun punto transitivo def , si o(f; x) es denso enX (o simplementex es
transitivo).

Lema 3.7 Sif : X ! X y existex 2 X tal quex es un punto transitivo
def , entoncesf es transitiva.

Demostración. SeanU y V dos abiertos no vacíos deX. Como
o(f; x) es denso existem 2 N tal quefm(x) 2 U . ComoX es un con-
tinuo no tiene puntos aislados y entonceso(f; x) n fx; f 1(x); :::; fm(x)g
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sigue siendo denso enX, por lo que exister 2 N tal quefm+r(x) 2 V .
Dado quefm+r(x) = f r(fm(x)) 2 f r(U) tenemos quef r(U) \ V 6= ;
y por lo tantof es transitiva.�

Ejemplo 3.8 Existe un continuoX y una función continuaf : X ! X
que es transitiva pero su inducidafn : Fn(X)! Fn(X) no es transitiva
para ningunan � 2.

ConsideremosX = S1 � C y f : S1 ! S1 definida comof(z) =
e2�i�z donde� 2 R n Q. A las funciones de este tipo las llamamos
rotaciones irracionales. Notemos que dada una rotación irracionalf :
S1 ! S1, con ángulo�, tenemos que para cadaz 2 S1,

d(z; f(z)) =
z � e2�i�z

 = kzk � 1� e2�i�
 = 1� e2�i�

 :
Así qued(z; f(z)) es constante para todaz 2 S1.

Mostraremos quef es transitiva. Tomemosz 2 S1. Supongamos que
fk(z) = fm(z), es decir,e2�i(k�)z = e2�i(m�)z, comoz 6= 0, tenemos que
e2�i(�(k�m)) = 1, pero sabemos que esto sólo puede pasar si�(k�m) 2 Z
y como� es irracional, concluimos quek = m. Hemos probado entonces
quez; f(z); f2(z); ::: son todos diferentes, para cualquierz 2 S1. Así
queo(f; z) es un conjunto infinito para todaz 2 S1.

Fijemos z; y 2 S1 y " > 0. Dado queS1 es compacto,o(f; z)
tiene un punto de acumulación y entonces existenm; r 2 N tales que
d(fm(z); fm+r(z)) < ". Haciendog = f r, tenemos queg también es una
rotación (g(z) = e2�ir�z) y entoncesd(x; g(x)) = d(fm(z); g(fm(z))) <
", para todox 2 S1. Observemos queo(g; z) = fz; g(z); g2(z); :::g son
puntos en la circunferencia tales que

d(gk(z); gk+1(z)) = d(gk(z); g(gk(z)) = d(fkr(z); g(fkr(z)) < ":

Podemos pensar que conforme se aplicag, z va dando brinquitos de
tamaño constante y menor a" por la circunferencia, siempre en la misma
dirección, con esto aseguramos que en algún brinco caerá enB("; y) pues
no la puede saltar toda en un brinco, es deciro(g; z) \ B("; y) 6= ;. Con
esto hemos probado queo(g; z) es denso enX. Pero comog = f r, es
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claro queo(g; z) � o(f; z) así que tenemos queo(f; z) es denso. Por
el Lema 3.7,f es transitiva. Pero es bien sabido que las rotaciones son
isometrías, así que, por el Lema 3.4,fn no es transitiva para ninguna
n � 2. �

3.2 Mezcladoras

Definición 3.9 Una función continuaf : X ! X es mezcladorasi
para todo par de abiertos no vacíosU y V deX existeN 2 N tal que
fk(U) \ V 6= ; para todak � N .

Lema 3.10 La familiafhU1; : : : ; Unin � Fn(X) :U1; : : : ; Un son abier-
tos enXg es una base para la topología deFn(X).

Demostración. Sabemos que la familiaB = fhU1; : : : ; Umin �
Fn(X) : m 2 N y U1; : : : ; Um son abiertos enXg es una base deFn(X)
([14], Ejercicio 2.8, p.27). Entonces sólo hay que ver que para cada
hU1; : : : ; Umin en esa familia yA 2 hU1; : : : ; Umin existenn abiertos de
X, a saberV1; V2; :::; Vn, tales queA 2 hV1; : : : ; Vnin � hU1; : : : ; Umin.
SeahU1; : : : ; Umin 2 B.

Caso 1. Si m � n, hacemosVi = Ui para todai 2 f1; 2; :::;mg
y Vi = Um para todoi 2 fm+ 1; :::; ng. EntonceshV1; : : : ; Vnin =
hU1; : : : ; Umin y terminamos.

Caso 2.Sim > n, etiquetamos los elementos deA = fx1; x2; :::; xkg.
Para cadai 2 f1; 2; :::; kg hacemosWi =

T
fUj : xi 2 Ujg. Afirmamos

queA 2 hW1; : : : ;Wkin � hU1; : : : ; Umin. Claramentexi 2 Wi, para
todoi 2 f1; 2; :::; kg, así queA 2 hW1; : : : ;Wkin.

ComoA � U1 [ ::: [ Um, sabemos que, para cadai 2 f1; 2; :::; kg,
existej 2 f1; 2; :::;mg tal quexi 2 Uj, entoncesWi � Uj, por lo tanto
W1 [ ::: [Wk � U1 [ ::: [ Um. Dadoj 2 f1; 2; :::;mg, sabemos que
A \ Uj 6= ;, por lo que existei 2 f1; 2; :::; kg tal quexi 2 Uj y entonces
Wi � Uj.
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Mostraremos quehW1;W2; : : : ;Wkin � hU1; U2; : : : ; Umin. SeaB =
fy1; y2; :::; ylg 2 hW1; : : : ;Wkin. Tenemos queB � W1 [ ::: [Wk �
U1 [ ::: [ Um. Además sabemos que, para cadaj 2 f1; 2; :::;mg, existe
i 2 f1; 2; :::; kg tal queWi � Uj, para esai, sabemos queB \Wi 6= ;,
así que exister 2 f1; 2; :::; lg tal queyr 2 Wi � Uj. Así pues,B �
U1 [ ::: [ Um y B \ Uj 6= ;, para todoj 2 f1; 2; :::;mg, con lo que
B 2 hU1; : : : ; Umin y entonceshW1; : : : ;Wkin � hU1; : : : ; Umin.

Hemos encontradok abiertos, a saberW1;W2; :::;Wk, tales queA 2
hW1; : : : ;Wkin. ComoA 2 Fn(X), sabemos quek � n y entonces,
aplicando el Caso 1 ahW1; : : : ;Wkin, podemos encontrarn abiertos
V1; :::; Vn tales queA 2 hV1; : : : ; Vnin � hW1; : : : ;Wkin. Ya hemos
probado quehW1; : : : ;Wkin � hU1; : : : ; Umin, así que sabemos que
A 2 hV1; : : : ; Vnin � hU1; : : : ; Umin. Esto concluye la prueba del lema.
�

Teorema 3.11 Seaf : X ! X una función continua, entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes.
a) f es mezcladora,
b) fn es mezcladora, para algunan 2 N,
c) fn es mezcladora, para todan 2 N.

Demostración. a) ) c) Supongamos quef es mezcladora y sea
n 2 N. SeanhU1; U2; :::; Unin y hV1; V2; :::; Vnin dos abiertos básicos de
Fn(X) (Lema 3.10). Para cadai 2 f1; 2; :::; ng existeNi 2 N tal que
fk(Ui)\Vi 6= ;, para todak � Ni. HacemosN = max fN1; N2; :::; Nng
y entonces, tenemos quefk(Ui) \ Vi 6= ;, para todak � N y para
todai 2 f1; 2; :::; ng. Esto quiere decir que, para cualesquierak � N
e i 2 f1; 2; :::; ng, podemos tomar un puntoxi 2 Ui \ f�k(Vi). Sea
Ak = fx1; x2; :::; xng. Entonces se cumple queAk 2 hU1; U2; :::; Unin
y (fn)k(Ak) 2 hV1; V2; :::; Vnin. Dado que, lo hicimos para cualquier
k � N , sabemos que(fn)k(hU1; U2; :::; Unin) \ hV1; V2; :::; Vnin 6= ;
para todak � N . Esto muestra quefn es mezcladora.

b) ) a) Supongamos quefn es mezcladora, para algunan 2 N.
SeanU y V dos abiertos no vacíos deX. EntonceshUin y hV in son
dos abiertos no vacíos deFn(X). Como fn es mezcladora, sabemos
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que existeN 2 N tal que(fn)k(hUin) \ hV in 6= ; para todak � N .
Para cadak � N , seaAk 2 hUin tal que(fn)k(Ak) 2 hV in y sea
xk 2 Ak. ComoAk 2 hUin y xk 2 A, sabemos quexk 2 U . Y como
fk(xk) 2 (fn)k(Ak) 2 hV in, sabemos quefk(xk) 2 V . Por lo tanto
fk(U) \ V 6= ;, para todak � N: Esto muestra quef es mezcladora.�

Definición 3.12 Una función continuaf : X ! X esdébilmente mez-
cladorasi para cada colección de cuatro abiertos no vacíos deX, de la
formaU1; U2; V1; V2, existek 2 N tal quefk(Ui) \ Vi 6= ; para toda
i 2 f1; 2g.

Notamos que si tomamosU1 = U2 = U y V1 = V2 = V tenemos
quef satisface la condición de transitividad (Definición 3.2). Tal vez a
primera vista no es evidente que esta nueva propiedad no es equivalente a
la transitividad, pero basta fijarnos de nuevo en el ejemplo de la rotación
irracional del círculo (ver Ejemplo 3.8) para ver que ser débilmente mez-
cladora sí es, en efecto, una condición más fuerte.

Lema 3.13 Si f es una isometría, entoncesf no es débilmente mez-
cladora.

Demostración. Sead una métrica paraX. Seanx; y 2 X, distintos.
Sead0 = d(x; y). SeanU1 = U2 = B(d0

4
; x), V1 = B(d0

4
; x), V2 =

B(d0
4
; y) y k 2 N. Supongamos quefk(U1)\V1 6= ;. Comodiam(U1) �

d0
2

y f es una isometría, sabemos quediam(fk(U1)) � d0
2

. Seanz 2
fk(U1) \ V1 y w 2 fk(U1). Comoz 2 V1, sabemos qued(x; z) <
d0
4

. Dado quediam(fk(U1)) � d0
2

sabemos qued(z; w) � d0
2

. Por la
desigualdad del triángulo, sabemos qued(x;w) � d(x; z) + d(z; w) <
3d0
4

, es decir,fk(U1) � B(3d0
4
; x), pero comod(x; y) = d0, sabemos que

B(3d0
4
; x)\ V2 = ; y asífk(U2)\ V2 = fk(U1)\ V2 = ;. Entoncesf no

puede ser débilmente mezcladora.�

Ejemplo 3.14 Una rotación irracional en el cículo (ver Ejemplo 3.8) es
transitiva pero no débilmente mezcladora.
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Una rotación irracional en el círculo (ver Ejemplo 3.8), al ser una
isometría, no es débilmente mezcladora en virtud del Lema 3.13. Sin
embargo, en el Ejemplo 3.8, vimos que es transitiva.

Hay muchas definiciones equivalentes de una función débilmente mez-
cladora, la Definición 3.12 es la más conocida y simple, pero en nuestro
caso serán más útiles otras definiciones equivalentes, que probaremos en
el siguiente lema.

Lema 3.15 Para cualquier función continuaf : X ! X los siguientes
enunciados son equivalentes:
a) Para cada colección de cuatro abiertos no vacíos deX de la forma

U1; U2; V1; V2 existek 2 N tal quefk(Ui) \ Vi 6= ;, para i 2 f1; 2g.
b) Para toda colección de2m abiertos no vacíos deX de la forma

U1; U2; :::; Um; V1; V2; :::; Vm, conm � 2, existek 2 N tal quefk(Ui) \
Vi 6= ;, para todai 2 f1; 2; :::;mg.
c) Para toda colección de tres abiertos no vacíos deX de la forma

U; V1; V2, existek 2 N tal quefk(U) \ Vi 6= ;, para i 2 f1; 2g.

Demostración. a) ) b) Hagamos la prueba por inducción sobrem,
a partir dem = 2 que es la hipótesis que tenemos. Supongamos que
lo tenemos para todam � N . SeaU1; U2; :::; UN+1; V1; V2; :::; VN+1
una colección de abiertos no vacíos deX. Consideremos la colección
U1; V1; U2; V2, en ese orden, por hipótesis de inducción exister 2 N tal
quef r(U1) \ U2 6= ; 6= f r(V1) \ V2 o, equivalentemente, que los con-
juntosU = f�r(U2) \ U1 y V = f�r(V2) \ V1 son ambos diferentes del
vacío.

Comof es continua,U y V son ambos abiertos y podemos considerar
la colección de abiertos no vacíosU;U3; U4; :::; UN+1; V; V3; V4; :::; VN+1,
que tieneN parejas de abiertos, tenemos que, por hipótesis de inducción,
existe unak 2 N tal quefk(Ui)\Vi 6= ;, para todai 2 f3; 4; :::; N + 1g,
y fk(U) \ V 6= ;. Para terminar esta implicación sólo falta ver que
fk(U1) \ V1 6= ; y quefk(U2) \ V2 6= ;.

ComoU � U1, V � V1 y fk(U) \ V 6= ;, obtenemos quefk(U1) \
V1 6= ;. Para ver quefk(U2)\V2 6= ;, basta tomarx 2 U tal quefk(x) 2
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V , como V � f�r(V2), tenemos quefk+r(x) = f r(fk(x)) 2 V2.
Además, comoU � f�r(U2), tenemos quef r(x) 2 U2 y fk(f r(x)) 2
fk(U2). Notemos quefk(f r(x)) = fk+r(x) = f r(fk(x)) y por lo tanto
fk(U2) \ V2 6= ;. Hemos probado entonces quefk(Ui) \ Vi 6= ;, para
cadai 2 f1; 2g y ya lo sabíamos para todai 2 f3; 4; :::; N + 1g. Así que
tenemos que la propiedadb) se cumple.

b)) c) Para esta implicación, dados abiertos no vacíosU; V1;V2, sólo
hay que tomarm = 2 y U1 = U2 = U enb).

c)) a) Dados abiertos no vacíosU1; U2; V1 y V2, porc), exister 2 N
tal quef r(U1) \ U2 6= ; y f r(U1) \ V2 6= ; o, equivalentemente, los
conjuntosT = f�r(U2) \ U1 y S = f�r(V2) \ U1 son no vacíos.

Por la continuidad def los conjuntosT y S son abiertos y entonces,
por c), existek 2 N tal quefk(T ) \ V1 6= ; y fk(T ) \ S 6= ;. Como
T � U1, tenemos quefk(U1) \ V1 6= ;. Para ver quefk(U2) \ V2 6= ;,
tomamosx 2 T tal quefk(x) 2 S. ComoS � f�r(V2), tenemos que
f r(fk(x)) 2 V2. Además comoT � f�r(U2), tenemos quef r(x) 2
U2 y fk(f r(x) 2 fk(U2). Notemos quefk(f r(x)) = f r(fk(x)) y por
tantofk(U2) \ V2 6= ;. Con esto hemos visto quefk(U1) \ V1 6= ; y
fk(U2) \ V2 6= ; que es justamentea). Esto concluye la equivalencia de
los tres enunciados.�

Recordemos quea) es la definición que teníamos de una función dé-
bilmente mezcladora (Definición 3.12). Así que hemos probado que
cualquiera de las tres condiciones anteriores es equivalente a que la fun-
ciónf sea débilmente mezcladora. Con esto ya estamos listos para probar
el siguente teorema, que de hecho es una extensión del Teorema 3.2, visto
en la sección de transitividad.

Teorema 3.16 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) f : X ! X es débilmente mezcladora.
b) fn : Fn(X)! Fn(X) es débilmente mezcladora, para todan 2 N.
c) fn : Fn(X)! Fn(X) es transitiva, para todan 2 N.
d) fn : Fn(X) ! Fn(X) es débilmente mezcladora, para alguna

n � 2.
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e)fn : Fn(X)! Fn(X) es transitiva, para algunan � 2.

Demostración.a)) b)Sean 2 N.TomamosU1 = hU11 ; U12 ; :::; U1nin ;
U2 = hU21 ; U22 ; :::; U2nin ; V1 = hV 1

1 ; V
1
2 ; :::; V

1
n in y V2 = hV 2

1 ; V
2
2 ; :::; V

2
n in

abiertos básicos no vacíos deFn(X) (Lema 3.10). Comof es débilmente
mezcladora, por el Lema 3.15, existek 2 N tal quefk(U ji ) \ V

j
i 6=

;, para cualesquierai 2 f1; 2; :::; ng y j 2 f1; 2g. Tomamos puntos
xji 2 f�k(V j

i ) \ U
j
i , para cualesquierai 2 f1; 2; :::; ng y j 2 f1; 2g,

formamos los conjuntosA1 = fx11; x12; :::; x1ng y A2 = fx21; x22; :::; x2ng.
ClaramenteAi 2 Ui y (fn)k(Ai) 2 Vi, para cadai 2 f1; 2g, por lo que
(fn)

k(Ui) \ Vi 6= ;, para cadai 2 f1; 2g. Esto muestra quefn es débil-
mente mezcladora.

b)) c) y d)) e) Ya hemos observado que las funciones débilmente
mezcladoras simpre son transitivas.

e)) a)SeanU; V1 y V2 abiertos no vacíos deX. LlamamosU = hUin
y V = hV1; V2in. Comon � 2, V 6= ;. Comofn es transitiva, sabemos
que existek 2 N tal que(fn)k(U) \ V 6= ;. Entonces existeA 2 U tal
que(fn)k(A) 2 V, esto que quiere decir quefk(A)\V1 y fk(A)\V1 son
ambos no vacíos. Por lo que existenx1 y x2 enA tales quefk(x1) 2 V1
y fk(x2) 2 V2. Sabemos queA 2 U , por lo quex1; x2 2 A � U y de ahí
quefk(U)\Vi 6= ;, para cadai 2 f1; 2g. Por el Lema 3.15, esto implica
quef es débilmente mezcladora. Con esto concluimos la equivalencia de
los enunciados.�

3.3 Dependencia Sensitiva a las Condiciones
Iniciales.

Definición 3.17 Una función continuaf : X ! Y tienedependencia
sensitiva a las condiciones iniciales(que abreviaremosdsci), si existe
unac > 0 tal que para todax 2 X y para todo abiertoU , conx 2 U ,
existeny 2 U y k 2 N tales qued(fk(x); fk(y)) > c. (En este caso
decimos quec es unaconstante de sensitividadparaf)
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Teorema 3.18 Sifn : Fn(X)! Fn(X) tiene dsci, para algunan 2 N,
entoncesf : X ! X tiene dsci.

Demostración.Comofn tiene dsci, existe unac > 0 tal quec es una
constante de sensitividad paraf (Definición 3.17). Proponemos quec es
una constante de sensitividad paraf . Dadox 2 X y U un abierto de
X tal quex 2 U , existe" > 0 tal queB("; x) � U . Si consideramos
BH("; fxg) sabemos que, comofn tiene dsci, existenA 2 BH("; fxg) y
k 2 N tales queH((fn)k(fxg); (fn)k(A)) > c.

Si etiquetamos los elementos deA = fa1; a2; :::; amg tenemos que
(fn)

k(A) =
�
fk(a1); :::; f

k(am)
	

y comoH((fn)k(fxg); (fn)k(A)) >
c, sabemos que existei0 2 f1; 2; :::;mg tal qued(fk(x); fk(ai0)) >
c. ComoA 2 BH("; fxg), tenemos queai 2 B("; x), para todai 2
f1; 2; :::;mg, en particularai0 2 B("; x) � U . De manera que hemos en-
contradoai0 2 X tal queai0 2 U y d(fk(x); fk(ai0)) > c, por lo quef
tiene dsci.�

Teorema 3.19 Si f : X ! X tiene dsci, entoncesf2 : F2(X) !
F2(X) tiene dsci.

Demostración. Como f tiene dsci, existe unac > 0 tal quec es
constante de sensitividad paraf (Definición 3.17). Proponemos quec

2
es

constante de sensitividad paraf2. SeanA 2 F2(X) y " > 0. Etiquetemos
los elementos deA = fx1; x2g (con la posibilidad de quex1 = x2).
Comoc es constante de sensitividad paraf , existeny 2 B("; x1) y k 2 N
tales qued(fk(y); fk(x1)) > c.

SeaB = fy; x2g, comoy 2 B("; x1), sabemos queB 2 BH("; A).
Supongamos queH((fn)k(A); (fn)k(B)) < c

2
. Esto implica ([14], Ejer-

cicio 2.3, p. 26) que(fn)k(B) � N( c
2
; (fn)

k(A)), es decir que�
fk(y); fk(x2)

	
� N(

c

2
;
�
fk(x1); f

k(x2)
	
)

= B(
c

2
; fk(x1)) [B(

c

2
; fk(x2)).

Comod(fk(y); fk(x1)) > c, debe suceder quefk(y) 2 B( c
2
; fk(x2)),

es decir,d(fk(y); fk(x2)) < c
2
. Por la desigualdad del triángulo, sabe-

mos qued(fk(x1); fk(x2)) � d(fk(x1); f
k(y)) � d(fk(y); fk(x2)) >
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c
2
. Con esto tenemos quefk(x1) =2 B( c

2
; fk(x2)) [ B( c

2
; fk(y)) =

N( c
2
; fk(B)) y entoncesfk(A) * N( c

2
; fk(B)), una contradicción, pues

supusimos queH((fn)k(A); (fn)k(B)) < c
2

([14], Ejercicio 2.3, p. 26).
EntoncesH((fn)k(A); (fn)k(B)) > c

2
. Como ya habíamos visto que

B 2 BH("; A); esto muestra quec
2

es una constante de sensitividad para
f2 y, por lo tanto,f2 tiene dsci.�

Pregunta: ¿Será cierto que sif : X ! X tiene dsci entoncesfn :
Fn(X)! Fn(X) tiene dsci para toda (o alguna)n � 3?

3.4 Caos

Definición 3.20 Dada una función continuaf : X ! X, decimos que
un puntox 2 X es unpunto periódicode f si existek 2 N tal que
fk(x) = x. Al conjunto de puntos periódicos def lo denotaremos por
per(f).

Definición 3.21 Dadox 2 per(f) decimos quex tieneordenk, si k es
el mínimo natural tal quefk(x) = x.

Lema 3.22 Seaf : X ! X una función continua, entonces para cada
n 2 N, per(fn) es denso enFn(X) si y sólo siper(f) es denso enX.

Demostración. (Necesidad) Sean 2 N. Supongamos queper(fn)
es denso enFn(X). Seanx 2 X y " > 0. Comoper(fn) es denso en
Fn(X), existeA 2 per(fn) \ BH("; fxg). ComoA 2 per(fn), existe
k 2 N tal que(fn)k(A) = A. Es decirfkjA : A! A es una permutación
de los elementos deA. PeroA tiene un número finito de puntos, y todas
las permutaciones de un conjunto finito de puntos tienen orden finito, es
decir, exister 2 N tal que

�
fk
�r jA = idA y, entoncesA � per(f).

ComoA 2 BH("; fxg), tenemos queA � B("; x), por lo queB("; x) \
per(f) 6= ; y entoncesper(f) es denso enX.

(Suficiencia) Supongamos queper(f) es denso enX. Sean 2 N.
SeanA 2 Fn(X) y " > 0. Si etiquetamos los elementos deA =
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fx1; x2; :::; xmg, como per(f) es denso, sabemos que, para todai 2
f1; 2; :::;mg, existepi 2 per(f) \ B("; xi). Seani el orden depi. Sea
k = n1n2 � � � nm, entonces tenemos quefk(pi) = pi, para todai 2
f1; 2; :::;mg. SeaB = fp1; p2; :::; pmg : Por construcción,(fn)

k (B) =�
fk(p1); :::; f

k(pm)
	
= B, así queB 2 per(fn). Como, para todai 2

f1; 2; :::;mg, tenemos quepi 2 B("; xi), sabemos queB 2 BH("; A).
Es decir,B 2 per(fn) \ BH("; A), con lo queper(fn) es denso. Esto
concluye el teorema.�

Definición 3.23 Una función continuaf : X ! X es caótica si es
transitiva yper(f) es denso.

Teorema 3.24 Sifn : Fn(X)! Fn(X) es caótica, para algunan 2 N,
entoncesf : X ! X es caótica y débilmente mezcladora.

Demostración. Si fn es caótica,per(fn) es denso, y el Lema 3.22
nos dice que, entonces,per(f) es denso. El Teorema 3.16 nos dice que el
hecho de quefn sea transitiva es equivalente a quef sea débilmente mez-
cladora. Así que sifn es caótica, en particular transitiva, debe suceder
quef es débilmente mezcladora, en particularf es transitiva. Entonces
f es caótica y débilmente mezcladora.�

3.4.1 La función tienda

SeaT : [0; 1]! [0; 1] definida como:

T (x) =

�
2x, si x 2

�
0; 1

2

�
,

2� 2x, si x 2
�
1
2
; 1
�

.

Definición 3.25 La función T es claramente continua y es conocida
como la "Función Tienda".

Esta subsección está dedicada a probar queT es caótica.
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Gráfica deT

Primero mostraremos que, para todok 2 N, T k está definida por las
siguientes fórmulas:

T k(x) =

�
2k(x� r

2k
), si x 2 [ r

2k
; r+1
2k
] y r 2 f0; 2; 4; :::; 2k � 2g,

�2k(x� r+1
2k
), si x 2 [ r

2k
; r+1
2k
] y r 2 f1; 3; 5; :::; 2k � 1g.

Parak = 1 estas fórmulas se transforman en:

T 1(x) =

�
2(x� 0), six 2 [0; 1

2
],

�2(x� 2
2
) si x 2 [1

2
; 1].

Claramente ésta es la definición deT (x), por lo que la afirmación es
válida parak = 1.

Supongamos que esta expresión paraT k es válida y mostraremos que
lo mismo ocurre paraT k+1.

Tomemosr 2 f0; 1; :::; 2k+1 � 1g y x 2 [ r
2k+1

; r+1
2k+1

]. Analicemos
cuatro casos parar.

Caso 1. r es de la forma4s.
En este caso,2s

2k
= r

2k+1
� x � r+1

2k+1
= 4s+1

2k+1
< 4s+2

2k+1
= 2s+1

2k
. Por

hipótesis de inducción,T k(x) = 2k(x� 2s
2k
), además0 = 2k( 2s

2k
� 2s

2k
) �
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2k(x � 2s
2k
) � 2k(4s+1

2k+1
� 2s

2k
) = 2k( 1

2k+1
) = 1

2
. De manera que0 �

T k(x) � 1
2
, por lo queT k+1(x) = 2T k(x) = 2(2k(x� 2s

2k
)) = 2k+1(x�

r
2k+1

). Con esto terminamos este caso.

Caso 2. r es de la forma4s+ 1.
En este caso,2s

2k
= 4s

2k+1
< 4s+1

2k+1
= r

2k+1
� x � r+1

2k+1
= 2s+1

2k
. Por

hipótesis de inducción,T k(x) = 2k(x� 2s
2k
), además1

2
= 2k(4s+1

2k+1
� 2s
2k
) �

2k(x� 2s
2k
) � 2k( r+1

2k+1
� 2s

2k
) = 2k(4s+2

2k+1
� 2s

2k
) = 2k( 1

2k
) = 1. De manera

que 1
2
� T k(x) � 1, por lo queT k+1(x) = 2� 2T k(x) = 2� 2k+1(x�

2s
2k
) = �2k+1(x � 2s+1

2k
) = �2k+1(x � 4s+2

2k+1
) = �2k+1(x � r+1

2k+1
). Con

esto terminamos este caso.

Caso 3. r es de la forma4s+ 2.
En este caso,2s+1

2k
= r

2k+1
� x � r+1

2k+1
< 2s+2

2k
. Por hipótesis de

inducción,T k(x) = �2k(x � 2s+2
2k
), además1

2
= �2k( r+1

2k+1
� 2s+2

2k
) �

�2k(x� 2s+2
2k
) � �2k( r

2k+1
� 2s+2

2k
) = �2k(2s+1

2k
� 2s+2

2k
) = �2k(� 1

2k
) =

1. De manera que1
2
� T k(x) � 1, por lo queT k+1(x) = 2� 2T k(x) =

2+2k+1(x� 2s+2
2k
) = 2k+1( 1

2k
+x� 2s+2

2k
) = 2k+1(x� 2s+1

2k
) = 2k+1(x�

r
2k
). Con esto terminamos este caso.

Caso 4. r es de la forma4s+ 3.
En este caso,2s+1

2k
= 4s+2

2k+1
< 4s+3

2k+1
= r

2k+1
� x � r+1

2k
= 2s+2

2k
. Por

hipótesis de inducción,T k(x) = �2k(x� 2s+2
2k
), además0 = �2k(2s+2

2k
�

2s+2
2k
) � �2k(x � 2s+2

2k
) � �2k(4s+3

2k+1
� 2s+2

2k
) = �2k(� 1

2k+1
) = 1

2
. De

manera que0 � T k(x) � 1
2
, por lo queT k+1(x) = 2T k(x) = �2k+1(x�

2s+2
2k
). Con esto terminamos este caso.

Esto termina la prueba de la inducción y muestra queT k se puede
calcular con las fórmulas descritas.

La expresión que encontramos paraT k nos permite analizarla con de-
talle.

Si r es par yr 2 f0; 1; :::; 2k�1g, entonces la gráfica deT k en[ r
2k
; r+1
2k
]

es un segmento que une los puntos( r
2k
; T ( r

2k
)) = ( r

2k
; 2k( r

2k
� r

2k
)) =

( r
2k
; 0) y ( r+1

2k
; T ( r+1

2k
)) = ( r+1

2k
; 2k( r+1

2k
� r

2k
) = ( r+1

2k
; 1).



3.4 Caos 89

Si r es impar yr 2 f0; 1; :::; 2k � 1g, entonces la gráfica deT k en
[ r
2k
; r+1
2k
] es un segmento que une los puntos( r

2k
; T ( r

2k
)) = ( r

2k
;�2k( r

2k
�

r+1
2k
)) = ( r

2k
; 1) y ( r+1

2k
; T ( r+1

2k
)) = ( r+1

2k
;�2k( r+1

2k
� r+1

2k
)) = ( r+1

2k
; 0).

Por tanto, la gráfica deT k consta de2k�1 picos de altura1, cuyas
bases son los intervalos[0; 1

2k�1 ]; [
1

2k�1 ;
2

2k�1 ]; :::; [
2k�1�1
2k�1 ; 2

k�1

2k�1 ]. En las
siguientes figuras ilustramosT 2 y T 3.

Gráfica deT 2 Gráfica deT 3

Afirmación 1. Para todo abierto no vacíoU de [0; 1], existek 2 N tal
queT k(U) = [0; 1].

Demostración.ComoU es un abierto no vacío del[0; 1], existek 2 N
tal queU contiene un intervalo de la forma[ r

2k
r+1
2k
]. Como vimos antes,

T k([ r
2k
r+1
2k
]) = [0; 1]. Por tanto,T k(U) = [0; 1]. �

Afirmación 2. T es transitiva.

Demostración. Dados abiertos no vacíosU y V de [0; 1], la Afir-
mación 1 implica que existek 2 N tal queT k(U) = [0; 1] y por tanto
T k(U) \ V = V 6= ;. Con lo queT es transitiva.�

Afirmación 3. per(T ) es denso en[0; 1].
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Demostración. SeaU un abierto no vacío de[0; 1]. Seank 2 N y r
un número par,r 2 f0; 1; :::; 2k � 1g tales que[ r

2k
; r+1
2k
] � U . Ya vimos

queT k( r
2k
) = 0 � r

2k
y r+1

2k
� 1 = T k( r+1

2k
). De manera que la función

T k � id : [ r
2k
; r+1
2k
] ! R toma un valor� 0 en r

2k
y un valor� 0 en

r+1
2k

. Por el Teorema de Valor Intermedio, existex 2 [ r
2k
; r+1
2k
] tal que

T k(x) � x = 0. Entoncesx 2 per(T ) \ [ r
2k
; r+1
2k
] � per(T ) \ U . Por

tantoper(T ) es denso en[0; 1]. �

Gráfica deT 3 conid

Afirmación 4. T es caótica.

Demostración.Por la Afirmación 2,T es transitiva, por la Afirmación
3, per(T ) es denso en[0; 1], así queT es caótica.�

3.4.2 Funciones Conjugadas

Definición 3.26 Dadas dos funciones continuasf : X ! X y g : Y !
Y , decimos quef y g sonconjugadas, si existe un homeomorfismo' :
X ! Y tal que'�1 � g � ' = f . En ese caso se dice que' conjugaa g
conf .

ObservaciónNotemos que, de la igualdad'�1 �g �' = f , se obtiene
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queg = ' � f �'�1. De manera que la Definición 3.26 es simétrica para
f y g. Además' conjuga ag conf si y sólo si'�1 conjuga af cong.

Lema 3.27 Si ' conjuga ag con f , entoncesx 2 per(f) si y sólo si
'(x) 2 per(g) (es decirper(g) = '(per(f)).

Demostración. Notemos quefk(x) = ('�1 � g � ')k (x) = '�1 �
gk � '(x). Así quefk(x) = x si y sólo si'�1 � gk � '(x) = x, pero esto
sucede si y sólo sigk('(x)) = '(x). Es decir,x 2 per(f) si y sólo si
'(x) 2 per(g) �

Corolario 3.28 Si f : X ! X y g : Y ! Y son conjugadas, entonces
per(f) es denso si y sólo siper(g) es denso:

Demostración.Se sigue directo del Lema 3.27 y del hecho de que los
homeomorfismos mandan conjuntos densos en conjuntos densos.�

Lema 3.29 Sif : X ! X y g : Y ! Y son conjugadas, entoncesf es
transitiva si y sólo sig es transitiva.

Demostración. Por las observaciones, respecto a la simetría de la
conjugación, que hicimos en la Definición 3.26, sólo tenemos que probar
alguna de las dos implicaciones. Supongamos queg es transitiva. Como
f y g son conjugadas existe un homeomorfismo' : X ! Y tal que
'�1 � g � ' = f . SeanU y V abiertos no vacíos deX: Entonces'(U)
y '(V ) son abiertos no vacíos deY y comog es transitiva existek 2 N
tal quegk('(U)) \ '(V ) 6= ;, por lo que; 6= '�1(gk('(U)) \ '(V )) =
'�1 � gk � '(U) \ V = fk(U) \ V . Esto muestra quef es transitiva.�

Corolario 3.30 Sif y g son conjugadas, entoncesf es caótica si y sólo
si g es caótica.

Demostración.Esto sale directamente del Corolario 3.28 y del Lema
3.29.�

Ejemplo 3.31 Existe un continuoX y una función caóticaf : X ! X
cuya inducidafn : Fn(X)! Fn(X) no es caótica para ningunan � 2.
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Seaf : [0; 1]! [0; 1] definida como

f(x) =

8<: 2x+ 1
2
, six 2

�
0; 1

4

�
,

3
2
� 2x, si x 2

�
1
4
; 1
2

�
,

1� x, six 2
�
1
2
; 1
�

.

Gráfica def

Sean 2 N. Primero veamos quefn : Fn([0; 1]) ! Fn([0; 1]) no
es caótica. Sabemos que para quefn sea caótica debe ser, en particular,
transitiva. Por el Teorema 3.16, sabemos que, para quefn sea transitiva,f
debe ser débilmente mezcladora. Sin embargo, éste no es el caso, pues si
hacemosU1 = U2 = V1 =

�
0; 1

2

�
y V2 =

�
1
2
; 1
�
, tenemos quef(U1) = V2

y f(V2) = U1. De aquí se sigue que:

fk(U1) = fk(U2) =

�
V1, si k es par,
V2, si k es impar.

ComoV1 \ V2 = ;, tenemos que para todak 2 N, fk(U1) \ V1 = ; o
quefk(U2) \ V2 = ;. Con esto,f no es débilmente mezcladora yfn no
es transitiva para ningunan � 2. Hemos probado entonces quefn no es
caótica.

Para ver quef : [0; 1] ! [0; 1] es caótica, vamos a analizarf 2. Note-
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mos que

f 2(x) =

8<:
1
2
� 2x, six 2

�
0; 1

4

�
,

2x� 1
2
, si x 2

�
1
4
; 3
4

�
,

5
2
� 2x, six 2

�
3
4
; 1
�

.

Gráfica def 2

Notemos que podemos considerarf 2j[0; 12 ] :
�
0; 1

2

�
!
�
0; 1

2

�
y f 2j[ 12 ;1] :�

1
2
; 1
�
!
�
1
2
; 1
�
, como sistemas dinámicos independientes. Por comodi-

dad llamemosg1 = f 2j[0; 12 ] y g2 = f 2j[ 12 ;1].

Afirmación 1. g1 y T son conjugadas (Definiciones 3.25 y 3.26).

Demostración. Sea'1 :
�
0; 1

2

�
! [0; 1] definida como'1(x) =

1 � 2x: Entonces'1(0) = 1; '1(
1
2
) = 0; '1(

1
4
) = 1

2
; ('1)

�1 (x) = 1�x
2

y '1 es claramente un homeomorfismo. Six 2
�
0; 1

4

�
, tenemos que

'1(x) = 1� 2x 2
�
1
2
; 1
�

y entonces

T ('1(x)) = 2� 2(1� 2x) = 4x

y

('1)
�1 � T � '1(x) =

1� 4x
2

=
1

2
� 2x = g1(x).
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Si x 2
�
1
4
; 1
2

�
, tenemos que'1(x) = 1� 2x 2

�
0; 1

2

�
y entonces

T ('1(x)) = 2(1� 2x) = 2� 4x
y

('1)
�1 � T � '1(x) =

1� (2� 4x)
2

= 2x� 1
2
= g1(x).

Entonces('1)
�1 � T � '1 = g1. Por lo queg1 y T son conjugadas.�

Afirmación 2. g2 y T son conjugadas (Definiciones 3.25 y 3.26).

Demostración. Sea'2 :
�
1
2
; 1
�
! [0; 1] definida como'2(x) =

2x � 1. Entonces'2(
1
2
) = 0; '2(

3
4
) = 1

2
; '2(1) = 1 y ('2)

�1 (x) = x+1
2

con lo que'2 es claramente un homeomorfismo. Six 2
�
1
2
; 3
4

�
, tenemos

que'2(x) = 2x� 1 2
�
0; 1

2

�
y entonces

T ('2(x)) = 2(2x� 1) = 4x� 2
y

('2)
�1 � T � '2(x) =

4x� 2 + 1
2

= 2x� 1
2
= g2(x).

Si x 2
�
3
4
; 1
�
, tenemos que'2(x) = 2x� 1 2

�
1
2
; 1
�

y entonces

T ('2(x)) = 2� 2(2x� 1) = 4� 4x
y

('2)
�1 � T � '2(x) =

4� 4x+ 1
2

=
5

2
� 2x = g2(x).

Entonces('2)
�1 � T � '2 = g2. Por lo queg1 y T son conjugadas.�

Afirmación 3. per(f) es denso en[0; 1].

Demostración. Hemos visto quef 2j[0; 12 ] y f 2j[ 12 ;1] son ambas con-

jugadas aT . En 3.4.1 se mostró queT es caótica, y que en particu-
lar per(T ) es denso en[0; 1], el Corolario 3.28 implica entonces que

per
�
f 2j[0; 12 ]

�
y per

�
f 2j[ 12 ;1]

�
son densos en

�
0; 1

2

�
y
�
1
2
; 1
�
, respectiva-

mente. Notemos queper
�
f 2j[0; 12 ]

�
= per(f 2)\

�
0; 1

2

�
y per

�
f 2j[ 12 ;1]

�
=
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per(f 2)\
�
1
2
; 1
�
. Por lo tantoper(f 2) es denso en

�
0; 1

2

�
[
�
1
2
; 1
�
= [0; 1].

Es claro de la definición queper(f 2) � per(f), así queper(f) es denso
en [0; 1]. �

Afirmación 4. Para todo abierto no vacíoU de [0; 1], existek 2 N tal
que

�
0; 1

2

�
� fk(U).

Demostración.SeaU1 un abierto no vacío de
�
0; 1

2

�
. Entonces'1(U1)

es un abierto no vacío de[0; 1]. Por la Afirmación 2 de la sección 3.4.1
sabemos que existek 2 N tal queT k('1(U1)) = [0; 1] y entonces

f 2k(U1) = ('1)
�1 � T k � '1(U1) = ('1)

�1 [0; 1] = [0;
1

2
]

Con lo que
�
0; 1

2

�
� f 2k(U1).

Si U \
�
0; 1

2

�
6= ;, hacemosU1 = U \

�
0; 1

2

�
y entonces existek 2 N

tal que
�
0; 1

2

�
� f 2k(U1) � f 2k(U). Si U \

�
0; 1

2

�
= ;, tenemos que

U � (1
2
; 1) y hacemosU1 = f(U), que es un abierto no vacío de

�
0; 1

2

�
,

y por tanto existek 2 N tal que
�
0; 1

2

�
� f 2k(U1) = f 2k+1(U). �

Afirmación 5. f es transitiva.

Demostración. Dados dos abiertos no vacíosU y V de [0; 1], por la
Afirmación 4, existek 2 N tal que

�
0; 1

2

�
� fk(U). Esto implica que

f(
�
0; 1

2

�
) =

�
1
2
; 1
�
� fk+1(U). Así que[0; 1] = fk(U) [ fk+1(U) y

comoV � [0; 1] entoncesfk(U) \ V 6= ; ó fk+1(U) \ V 6= ;. Esto
muestra quef es transitiva.�

Afirmación 6. f es caótica.

Demostración.En la Afirmación 3 se prueba queper(f) es denso en
[0; 1] y, en la Afirmación 5, se muestra quef es transitiva. Así quef es
caótica.�

Hemos mostrado entonces quef : [0; 1] ! [0; 1] es caótica y que
fn : Fn([0; 1])! Fn([0; 1]) no es caótica para ningunan � 2.
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3.5 Especificidad

Definición 3.32 Una función continuaf : X ! X tieneespecificación
si para toda" > 0, existe unaM" tal que, para todok � 2, para cua-
lesquierax1; x2; :::; xk 2 X y para cualesquiera enteros no negativos
a1 � b1 < a2 � b2 < � � � < ak � bk tales queai � bi�1 � M", ex-
istez 2 X tal que, para todai 2 f1; 2; :::; kg y todom 2 [ai; bi], se tiene
qued(fm(z); fm(xi)) < ".

Teorema 3.33 Seaf : X ! X una función continua, entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) f tiene especificación,
b) fn tiene especificación, para algunan 2 N,
c) fn tiene especificación, para todan 2 N.

Demostración. b) ) a) Supongamos quefn tiene especificación.
Dado" > 0, existeM" con las propiedades de la Definición 3.32 para"
y fn. Afirmamos que esa mismaM" funciona para" y f .

Seank � 2, x1; x2; :::; xk 2 X y a1 � b1 < a2 � b2 < � � � <
ak � bk enteros no negativos tales queai � bi�1 � M", para cadai 2
f1; 2; :::; kg. Podemos pensar en cadaxi comofxig 2 Fn(X) y por lo
tanto, por las propiedades deM", sabemos que existe unA 2 Fn(X)
tal queH((fn)

m (A); (fn)
m (fxig)) < " para todom 2 [ai; bi] y toda

i 2 f1; 2; :::; kg. Seaz 2 A. Fijamosi 2 f1; 2; :::; kg y m 2 [ai; bi].
Comofm(z) 2 (fn)m (A) y H((fn)

m (A); (fn)
m (fxig)) < ", entonces

d(fm(z); fm(xi)) < ". Así que, por la existencia dez, tenemos queM"

cumple lo necesario para quef tenga especificación.

a) ) c) Supongamos quef tiene especificación. Dado" > 0 existe
M" con las propiedades de la Definición 3.32 para" y f . Afirmamos que
esa mismaM" funciona para" y fn.

Seank � 2, A1; A2; :::; Ak 2 Fn(X) y a1 � b1 < a2 � b2 < � � � <
ak � bk enteros no negativos tales queai � bi�1 � M". Para cadai 2
f1; 2; :::; kg etiquetamos los elementos deAi = fx1;i; x2;i; :::; xn;ig (posi-
blemente repitiendo elementos para completar hastan). Para cadaj 2
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f1; 2; :::; ng consideramosxj;1; xj;2; :::; xj;k 2 X. Por las propiedades de
M", sabemos que existe unzj 2 X tal qued(fm(zj); fm(xj;i)) < " para
todom 2 [ai; bi] y todai 2 f1; 2; :::; kg.

SeaZ = fz1; z2; :::; zng 2 Fn(X). Seani 2 f1; 2; :::; kg y m 2
[ai; bi]. Para cadaj 2 f1; 2; :::; ng, sabemos qued(fm(zj); fm(xj;i)) < ".
Comoffm(z1); :::; fm(zn)g = (fn)

m(Z) y ffm(x1;i); :::; fm(xn;i)g =
(fn)

m (Ai), tenemos queH((fn)m(Z); (fn)
m (Ai)) < ". Así que, por la

existencia deZ, tenemos queM" cumple lo necesario para quefn tenga
especificación.�

3.6 Propiedad P

Definición 3.34 Una función continuaf : X ! X tiene lapropiedad
P si para cualesquiera abiertos no vacíosU0; U1 deX, existeN 2 N tal
que, para todak � 2 y para todas = (s(1); s(2); :::; s(k)) 2 f0; 1gk,
existex 2 X tal quex 2 Us(1); f

N(x) 2 Us(2); f
2N(x) 2 Us(3); :::;

f (k�1)N(x) 2 Us(k).

Teorema 3.35 Seaf : X ! X una función continua. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) f tiene la propiedadP ,
b) fn tiene la propiedadP , para algunan 2 N,
c) fn tiene la propiedadP , para todan 2 N.

Demostración b) ) a) Sean 2 N. Supongamos quefn tiene la
propiedadP y seanU0 y U1 abiertos no vacíos deX. EntonceshU0in y
hU1in son abiertos no vacíos deFn(X). ExisteN 2 N tal que para cua-
lesquierak � 2 y s = (s(1); s(2); :::; s(k)) 2 f0; 1gk, existeA 2 Fn(X)
tal queA 2



Us(1)

�
n
; (fn)

N (A) 2


Us(2)

�
n
; (fn)

2N (A) 2


Us(3)

�
n
; :::;

(fn)
(k�1)N (A) 2



Us(k)

�
n
. Esto implica quef iN(A) � Us(i+1) para toda

i 2 f0; 1; :::; k � 1g.

Seax 2 A. Entoncesf iN(x) 2 f iN(A) � Us(i+1) para todai 2
f0; 1; :::; k � 1g. Esto muestra quef tiene la propiedadP .
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a) ) c) Supongamos quef tiene la propiedadP y sean 2 N. Sean
U0 = hU10 ; U20 ; :::; Un0 in y U1 = hU11 ; U21 ; :::; Un1 in dos abiertos básicos no
vacíos deFn(X) (Lema 3.10). Dado quef tiene la propiedadP , para
cada parU i0, U

i
1, con i 2 f1; 2; :::; ng, existeNi 2 N tal que, para toda

k � 2 y para todas = (s(1); s(2); :::; s(k)) 2 f0; 1gk, existex 2 X tal
quex 2 U is(1); fNi(x) 2 U is(2); f2Ni(x) 2 U is(3); :::; f (k�1)Ni(x) 2 U is(k).

Afirmamos queN = N1N2 � � �Nn cumple con las propiedades men-
cionadas en la Definición 3.34 paraU0;U1 y fn. Seank � 2 y s =
(s(1); s(2); :::; s(k)) 2 f0; 1gk. Para cadai 2 f1; 2; :::; ng, seapi = N

Ni

y seavi = (vi(1); vi(2); :::; vi(pik)) 2 f0; 1gpik tal quevi(mpi + 1) =
s(m + 1), para todam 2 f0; 1; :::; k � 1g (las demás coordenadas de
vi no son importantes y pueden valer lo que sea). Por las propiedades
deNi, comopik � 2 y vi 2 f0; 1gpik, existe un puntoxi 2 X, tal
quefmNi(xi) 2 U ivi(m+1) para todam 2 f0; 1; 2; :::; pik � 1g. Entonces,
para cadam 2 f0; 1; :::; k � 1g, tenemos quefmN(xi) = fmpiNi(xi) 2
U ivi(mpi+1) = U is(m+1).

HacemosA = fx1; x2; :::; xng. Vamos a ver que(fn)
mN (A) 2 Us(m+1)

para todam 2 f0; 1; :::; k � 1g. Fijemosm 2 f0; 1; :::; k � 1g. Para cada
i 2 f1; 2; :::; ng, tenemos quefmN(xi) 2 U is(m+1), así que(fn)

mN (A) 2D
U1s(m+1); U

2
s(m+1); :::; U

n
s(m+1)

E
n
= Us(m+1). Con esto, concluimos que

fn tiene la propiedad P.�

3.7 Homeomorfismos Expansivos

En esta sección vamos a considerar una propiedad dinámica de homeo-
morfismos. Dado un homeomorfismof : X ! X ya tenemos definidas
sus iteradas positivasf; f 2; f 3; ::: pero al ser homeomorfismo podemos
tambien definir inductivamente sus iteradas negativas comof�n = (f�1)

n,
para todan 2 N, donde, obviamentef�1, representa el homeomorfismo
inverso def .

Definición 3.36 Un homeomorfismof : X ! X es unhomeomorfismo
expansivosi existe una constantec > 0 tal que para cualesquierax; y 2
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X, distintos, existek 2 Z tal qued(fk(x); fk(y)) > c. En este caso la
constantec se conoce como una constante de expansión def .

Teorema 3.37 Si fn : Fn(X) ! Fn(X) es un homeomorfismo expan-
sivo, para algunan 2 N, entoncesf : X ! X es un homeomorfismo
expansivo.

Demostración. Sean 2 N tal quefn es un homeomorfismo expan-
sivo. Sabemos quef es homeomorfismo si y sólo sifn lo es (Teorema
2.4), así quef es un homeomorfismo. Comofn es un homeomorfismo
expansivo existe una constante de expansiónc > 0, parafn. Afirmamos
c es una constante de expansión paraf:

Dadosx; y 2 X, diferentes, sabemos quefxg ; fyg 2 Fn(X) son
diferentes y, por tanto, existek 2 Z tal que

c < H((fn)
k (fxg); (fn)k (fyg)) = d(fk(x); fk(y)):

Esto muestra quec es una constante de expansión paraf y, por lo
tanto,f es un homeomorfismo expansivo.�

Ejemplo 3.38 Existen un continuoX y una funcióng : X ! X que es
homeomorfismo expansivo, cuya función inducidagn : Fn(X)! Fn(X)
no es homeomorfismo expansivo para ninugnan � 2.

Vamos a tomar aS1, la circunferencia unitaria enC. Por comodidad,
vamos a darle aS1 la métrica del arco menor, es decir, dadosz; w 2 S1,
definimos su distancia comod(z; w) =la medida del arco menor entrez
y w enS1. No probaremos qued es una métrica, ni que es compatible
con la métrica inducida por la norma enC, pero no es difícil convencerse
de esos hechos y para nuestros fines nos será muy útil.

Observación 1. Como las rotaciones no cambian la medida de los
arcos, sabemos, por la definición ded, que la distancia es invariante bajo
rotaciones, es decir,d(z; w) = d(eixz; eixw); para cualesquieraz; w 2 S1
y x 2 R.

Seaf : S1 ! S1 definida comof(z) = z2, para todaz 2 S1.
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Afirmación 1. Seanz; w 2 S1 tales qued(z; w) < �
2
, entonces, se

cumple qued(f(z); f(w)) = 2d(z; w).

Demostración.Las medidas de los arcos entrez yw enS1 sond(z; w)
y 2� � d(z; w), así que, las medidas de los ángulos entrez y w (vistos
como vecctores enR2) son tambiénd(z; w) y 2� � d(z; w). Es bien
sabido que la funciónv ! v2 enC, duplica los ángulos, así que, como
d(z; w) < �

2
, uno de los ángulos entrez2 yw2 es2d(z; w). Con esto, los 2

ángulos entrez2 y w2 son2d(z; w) y 2� � 2d(z; w). Comod(z; w) < �
2
,

sabemos que2d(z; w) < �, de manera que el ángulo menor entrez2

y w2 es 2d(z; w). Entonces, el arco menor entrez2 y w2 en S1 mide
2d(e�i; e�i), es decir,d(f(z); f(w)) = d(z2; w2) = 2d(z; w). �

Afirmación 2. Seanz; w 2 S1 , distintos, entonces existej 2 f0; 1; :::g
tal qued(f j(z); f j(w)) > �

4
.

Demostración. Comoz 6= w, sabemos que0 < d(z; w). Seap 2
f0; 1; :::g tal que2pd((z; w)) > �

4
. Si existej 2 f0; 1; :::; p� 1g tal que

d(f j(z); f j(w)) > �
4

hemos terminado.

Supongamos, por el contrario, qued(f j(z); f j(w)) � �
4

para todo
j 2 f0; 1; :::; p� 1g. Con esto, podemos aplicar la Afirmación 1 y
obtener qued(f j+1(z); f j+1(w)) = 2d(f j(z); f j(w)), para todoj 2
f0; 1; :::; p� 1g.

Mostraremos, de manera inductiva, qued(f j(z); f j(w)) = 2jd(z; w),
para todaj 2 f0; 1; :::; pg.

El casoj = 0 es trivial, puesd(f 0(z); f0(w)) = d(z; w) = 20d(z; w).
Supongamos quej 2 f0; 1; :::; p � 1g es tal qued(f j(z); f j(w)) =
2jd(z; w). Vimos que, para estaj, se cumple qued(f j+1(z); f j+1(w)) =
2d(f j(z); f j(w)), de manera que,d(f j+1(z); f j+1(w)) = 2(2jd(z; w)) =
2j+1d(z; w). Esto concluye la inducción. Tomandoj = p tenemos que
d(fp(z); fp(w)) = 2pd(z; w) > �

4
. Esto concluye la prueba de la Afir-

mación 2.�

SeaX = lim
 
(S1; f) y bf : X ! X (ver Definición 1.22). Recordemos

quelim
 
(S1; f) = f(x1; x2; :::) 2 XN : f(xi+1) = xi, para todai 2 Ng, y
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que�, la métrica enX, está definida como�((x1; x2; :::); (y1; y2; :::)) =
1X
i=1

d(xi;yi)
2i

.

Recordemos también quebf : X ! X, es un homeomorfismo definido
como bf((x1; x2; :::)) = (f(x1); x1; x2; :::), para cada(x1; x2; :::) 2 X, y
que el homeomorfismobf�1 : X ! X, está dado porbf�1((x1; x2; :::)) =
(x2; x3; :::), para todo(x1; x2; :::) 2 X.

Afirmación 3 bf : X ! X es un homeomorfismo expansivo.

Demostración.Proponemos quec = �
8

es una constante de expansión

para bf . Seanz = (z1; z2; :::); w = (w1; w2; :::) 2 /X, diferentes. Sea
m 2 N tal quezm 6= wm. Por la Afirmación 2, existej 2 f0; 1; 2; :::g tal
qued(f j(zm); f j(wm)) > �

4
. Notemos que, si hacemosk = j� (m� 1),

tenemos que:

bfk(z) = bf j�(m�1)(z) = bf j( bf�(m�1)(z)) = bf j((zm; zm+1; :::))
= (f j(zm); f

j�1(zm); :::):

Análogamente, tenemos quebfk(w) = (f j(wm); f j�1(wm); :::).
Entonces,

�( bfk(z); bfk(�)) = �((f j(zm); :::); (f
j(wm); :::))

� d(f j(zm); f
j(wm))

2
>
�

8
.

Esto prueba que�
8

es una constante de expansión parabf y por lo tanto,bf es un homeomorfismo expansivo.�

Afirmación 4. Dadosz; w 2 S1 existenu; v 2 S1 tales quef(u) = z,
f(v) = w y d(u; v) = d(z;w)

2

Demostración.Analicemos dos casos.
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Caso 1.El número complejo1, no está en el interior del arco menor
deS1 que tiene az y w.

En este caso, escribimosz = ei� y w = ei�, con�; � 2 [0; 2�). Con
ésto, como el número complejo1 no está en el interior del arco menor de
S1 que tiene az y w, sabemos qued(z; w) = j�� �j. Seanu = ei

�
2 y

v = ei
�
2 . Es claro quef(u) = z y f(v) = w. Además, uno de los arcos

que unenu conv enS1 mide
���
2
� �

2

��, y entoncesd(u; v) =
���
2
� �

2

�� =
j���j
2
= d(z;w)

2
. Esto concluye este caso.

Caso 2.El número complejo1, está en el interior del arco menor de
S1 que tiene az y w.

En este caso, como el arco menor deS1 que tiene az y w debe tener
longitud menor o igual a�, y el 1 está en el interior de dicho arco, sabe-
mos que el número complejo�1, no puede estar en el interior de dicho
arco. Entonces, escribimosz = ei� y w = ei�, con�; � 2 [��; �).
Con ésto, como el número complejo�1 no está en el interior del arco
menor deS1 que tiene az y w, sabemos qued(z; w) = j�� �j. Sean
u = ei

�
2 y v = ei

�
2 . Es claro quef(u) = z y f(v) = w. Además,

uno de los arcos que unenu con v en S1 mide
���
2
� �

2

��, y entonces

d(u; v) =
���
2
� �

2

�� = j���j
2
= d(z;w)

2
. Esto concluye este caso y la prueba

de la Afirmación 4.�

Afirmación 5. Dadan � 2, el mapeobfn : Fn(X)! Fn(X) no es un
homeomorfismo expansivo.

Demostración. Sea0 < c < �
4
. Mostraremos quec no es una con-

stante de expansión debfn. Seap 2 N tal que �
2p
< c, y seanz1; w1 2 S1

tales que0 < d(z1; w1) <
c
2p

. Vamos a construir, de manera induc-
tiva, dos sucesionesfzig1i=1 y fwig1i=1 en S1, tales quef(zk+1) = zk,
f(wk+1) = wk y d(zk+1; wk+1) =

d(z1;w1)
2k

, para todak 2 N.

Partimos de que ya tenemos elegidosz1 y w1, los cuales claramente
cumplen qued(z1; w1) =

d(z1;w1)
20

. Supongamos que hemos escogido
z1; z2; :::; zj; w1; w2; :::; wj 2 S1, tales quef(zk+1) = zk, f(wk+1) = wk
y d(zk+1; wk+1) =

d(z1;w1)
2k

, para todak 2 f1; 2; :::; j � 1g. La Afir-
mación 4, nos permite construirzj+1; wj+1 2 S1, tales quef(zj+1) = zj,
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f(wj+1) = wj y d(zj+1; wj+1) =
d(zj ;wj)

2
. De manera que,d(zj+1; wj+1) =

d(z1;w1)

2j

2
= d(z1;w1)

2j+1
. De esta manera, podemos construirfzig1i=1 y fwig1i=1,

tales quef(zk+1) = zk, f(wk+1) = wk y d(zk+1; wk+1) =
d(z1;w1)
2k

, para
todak 2 N.

Como hemos tenido cuidado de quef(zk+1) = zk y f(wk+1) = wk,
para todak 2 N, podemos tomarz = (z1; z2; :::); w = (w1; w2; :::) 2 X.
Mostraremos que�( bfm(z); bfm(w)) < c, para todam 2 f:::; p� 1; pg.

Por la deficinión debf�1, sabemos que, para cadam 2 f0; 1; 2; :::g, se
tiene que

�( bf�m(z); bf�m(w)) = �((zm+1; zm+2; :::); (wm+1; wm+2; :::))

=
1X
k=1

d(zm+k; wm+k)

2k
=
1X
k=1

d(z1;w1)
2m+k�1

2k

=
1X
k=1

d(z1; w1)

22k+m�1
�

1X
k=1

d(z1; w1)

2k

= d(z1; w1) <
c

2p
< c.

Con esto,�( bfm(z); bfm(w)) < c, para todam 2 f:::;�2;�1; 0g.

Mostraremos, de manera inductiva, que para cadam 2 f0; 1; 2; :::; pg,
se tiene qued(fm(z1); fm(w1)) = 2md(z1; w1). El casom = 0 es tri-
vial, ya qued(f 0(z1); f0(w1)) = d(z1; w1) = 2

0d(z1; w1). Supongamos
entonces, quem 2 f0; 1; 2; :::; p� 1g es tal qued(fm(z1); fm(w1)) =
2md(z1; w1). Comom < p, 2pd(z1; w1) < c y c < �

4
, tenemos que

d(fm(z1); f
m(w1)) <

�
4
. De manera que podemos aplicar la Afirma-

ción 1, y obtener qued(fm+1(z1); fm+1(w1)) = 2d(fm(z1); fm(w1)) =
2m+1d(z1; w1). Esto concluye la inducción.

Probaremos, inductivamente, que�( bfm(z); bfm(w)) < 2md(z1; w1),
para todam 2 f0; 1; 2; :::; pg.

El casom = 0, ya lo sabemos. Supongamos entonces, quem 2
f1; 2; :::; pg es tal que�( bfm�1(z); bfm�1(w)) < 2m�1d(z1; w1). Por las
definiciones de� y bf , sabemos que
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�( bfm(z); bfm(w)) = �((fm(z1); f
m�1(z1); :::); (f

m(w1); f
m�1(w1); :::))

=

m�1X
k=0

d(fm�k(z1);fm�k(w1))
2k+1

+

1X
k=1

d(zk;wk)
2m+k

= d(fm(z1);fm(w1))
2

+

m�1X
k=1

d(fm�k(z1);fm�k(w1))
2k+1

+

1X
k=1

d(zk;wk)
2m+k

= d(fm(z1);fm(w1))
2

+

m�2X
k=0

d(f(m�1)�k(z1);f
(m�1)�k(w1))

2k+1
+

1X
k=1

d(zk;wk)

2(m�1)+k

2

= d(fm(z1);fm(w1))
2

+ �( bfm�1(z); bfm�1(w))
2

< 2md(z1;w1)
2

+ 2m�1d(z1;w1)
2

= 2md(z1; w1).

Esto muestra que,�( bfm(z); bfm(w)) < 2md(z1; w1). Esto concluye
la inducción, y muestra que�( bfm(z); bfm(w)) < 2md(z1; w1), para toda
m 2 f0; 1; 2; :::; pg. Como, por hipótesis, tenemos que2pd(z1; w1) < c,
sabemos que�( bfm(z); bfm(w)) < 2md(z1; w1) � 2pd(z1; w1) < c, para
todam 2 f0; 1; 2; :::; pg.

Esto termina la prueba de que�( bfm(z); bfm(w)) < c, para todam 2
f:::; p� 1; pg.

Seanz0 = (e�iz1; e
�
2
iz2; e

�
4
iz3; :::) y w0 = (e�iw1; e

�
2
iw2; e

�
4
iw3; :::).

Dado quef(e
�

2k�1
izk) = (e

�

2k�1
izk)

2 = e
�

2k�2
izk�1, para todak 2 N,

sabemos quez0 2 X. Análogamente,w0 2 X. Como ya hemos ob-
servado, las rotaciones preservan la métrica con la que hemos dotado a
S1, de manera que,d(e

�

2k�1
izk; e

�

2k�1
iwk) = d(zk; wk) para todak 2 N.

Con esto, y un razonamiento análogo al anterior, se puede probar, que
�( bfm(z0); bfm(w0)) < c, para todam 2 f:::;�1; 0; 1; :::; pg.

SeanA = fz; w0g ; B = fw; z0g 2 Fn(Y ). Vamos a probar que
H(( bfn)m(A); ( bfn)m(B)) < c, para todam 2 Z. Ya hemos visto, que
�( bfm(z); bfm(w)); �( bfm(z0); bfm(w0)) < c, para todam 2 f:::; p � 1; pg.
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Por lo tanto, tenemos queH(( bfn)m(A); ( bfn)m(B)) < c, para todam 2
f:::; p� 1; pg.

Seam 2 fp+ 1; p+ 2; :::g. Veremos queH(( bfn)m(A); ( bfn)m(B)) <
c. Como f(e�iz1) = e2�i(z1)

2 = (z1)
2 = f(z1), sabemos que las

primerasm coordenadas debfm(z) son las mismas que las debfm(z0).
También, sabemos que, por definición,d está acotada por�, y por la
elección dep, sabemos que�

2p
< c, con todo esto tenemos que

�( bfm(z); bfm(z0)) =
1X

k=m+1

d(zk�m; e
�

2k�m�1
izk�m)

2k

�
1X

k=m+1

�

2k
=

�

2m
<

�

2p
< c:

De manera análoga, tenemos que�( bfm(w); bfm(w0)) < c. Así que
H(( bfn)m(A); ( bfn)m(B)) < c.

Hemos probado entonces queH(( bfn)m(A); ( bfn)m(B)) < c para toda
m 2 fp+ 1; p+ 2; :::g, y ya lo sabíamos para todam 2 f:::; p�1; pg, de
lo que concluimos queH(( bfn)m(A); ( bfn)m(B)) < c para todam 2 Z.
Esto muestra quec no es una constante de expansión parabfn. Al haber
tomadoc arbitrariamente pequeño, hemos probado quebfn no puede tener
constantes de expansión, y por lo tanto,bfn no es un homeomorfismo
expansivo.�

La Afirmación 3 nos dice quebf : X ! X es un homeomorfismo
expansivo, y la Afirmación 5 nos dice que sin � 2, la función bfn :
Fn(X) ! Fn(X) no es un homeomorfismo expansivo, lo que concluye
el ejemplo.

Definición 3.39 Un homeomorfismof : X ! X es unhomeomorfismo
expansivo por continuossi existe una constantec > 0 tal que para todo
A 2 C(X), no degenerado, existek 2 Z tal quediam(fk(A)) > c. En
este caso la constantec se conoce como una constante de expansión por
continuos def .
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Lema 3.40 SeanK un subcontinuo no degenerado deFn(X) y D una

componente de
[
fE : E 2 Kg. Entoncesdiam(K) � diam(D)

2n
.

Demostración.FijemosA = fa1; a2; :::; amg 2 K y sear < diam(D)
2n

.
Para cadai 2 f1; 2; :::;mg, definimosUi = B(r; ai) \ D. ComoUi �
B(r; ai), sabemos queUi = ; odiam(Ui) � 2r, para todai 2 f1; 2; :::;mg.

Mostraremos queU1 [ U2 [ ::: [ Um  D. Supongamos, por el
contrario, queD = U1[U2[ :::[Um. Seanx; y 2 D tales qued(x; y) =
diam(D). ComoD = U1 [ U2 [ ::: [ Um existeni0 y j0 tales que
x 2 Ui0 y y 2 Uj0. ComoD es conexo y cadaUi es abierto enD,
existefi0; i1; :::; ikg � f1; 2; :::;mg tal queik = j0, ip 6= iq para toda
p 6= q y Uip \ Uip+1 6= ;, para todop 2 f0; 1; :::; k � 1g. Con esto
hemos conseguido una cadena dek + 1 abiertos que va dex a y donde
cada eslabón tiene diámetro menor o igual que2r. Entonces,d(x; y) �
2r(k + 1) � 2rm � 2rn < diam(D), una contradicción. Por tanto
U1 [ U2 [ ::: [ Um  D.

Seab 2 D n (U1 [U2 [ :::[Um) = D n
m[
i=1

B(r; ai). Esto implica que

ai =2 B(r; b), para todai 2 f1; 2; :::;mg. ComoD �
[
fE : E 2 Kg,

existeB 2 K tal que b 2 B. Como ai =2 B(r; b), para todai 2
f1; 2; :::;mg sabemos queH(A;B) � r y entoncesdiam(K) � r. Como
esto fue para cualquierr < diam(D)

2n
, tenemos quediam(K) � diam(D)

2n
, lo

que concluye la prueba del lema.�

Teorema 3.41 Seaf : X ! X un homeomorfismo, entonces las si-
guientes afirmaciones son equivalentes:
a) f es un homeomorfismo expansivo por continuos,
b) fn es un homeomorfismo expansivo por continuos, para algunan 2 N,
c) fn es un homeomorfismo expansivo por continuos, para todan 2 N.

Demostración. b) ) a) Sean 2 N. Supongamos quefn es un
homeomorfismo expansivo por continuos y seac > 0 una constante de
expansión por continuos parafn. Afirmamos quec es una constante de
expansión por continuos paraf . SeaK un subcontinuo no degenerado de
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X. Sabemos queF1(K) es un subcontinuo no degenerado deFn(X) y
entonces existek 2 Z tal quediam((fn)

k (F1(K))) > c, pero claramente
diam(fk(K)) = diam((fn)

k (F1(K))) y por lo tantoc es una constante
de expansión por continuos paraf y con estof es un homeomorfismo
expansivo por continuos.

a)) c) Sean 2 N. Supongamos quef es un homeomorfismo expan-
sivo por continuos y seac > 0 una constante de expansión por continuos
paraf . Afirmamos que c

2n
es una constante de expansión por continuos

parafn. SeaK � Fn(X) un subcontinuo no degenerado. Por el Lema
1.4, sabemos que

[
fE : E 2 Kg tiene a lo másn componentes, pero

K tiene una infinidad de elementos, así que alguna de esas componentes
tiene que ser no degenerada. SeaD una componente no degenerada de[
fE : E 2 Kg. Comoc es una constante de expansión por continuos

paraf , existek 2 Z tal quediam(fk(D)) > c. Dadoa 2 fk(D)

existed 2 D tal quefk(d) = a, y comoD �
[
fE : E 2 Kg, ex-

iste A 2 K tal qued 2 A. Entoncesa = fk(d) 2 (fn)
k (A) 2

(fn)
k (K). Esto implica quefk(D) �

[n
E : E 2 (fn)k (K)

o
. Sea

E0 la componente de
[n

E : E 2 (fn)k (K)
o

que contiene afk(D).

Con estodiam(E0) � diam(fk(D)) > c. El Lema 3.40 implica que
diam((fn)

k (K)) � diam(E0)
2n

y por lo tantodiam((fn)
k (K)) > c

2n
.

Hemos probado entonces quec
2n

es una constante de expansión por
continuos parafn y, con esto,fn es un homeomorfismo expansivo por
continuos.�



Tabla de implicaciones.

Propiedad f ) fn fn) f
Homeomorfismos Sí, 2.4 Sí, 2.4
Monotoneidad Sí, 2.6 Sí, 2.6
Apertura f ) f2, 2.8 f2 ) f , 2.8. Ver 2.9
Confluencia No, 2.11 Sí, 2.12
Confluencia débil No, 2.11 Sí, 2.13
Semiconfluencia No, 2.11 Sí, 2.14
Ligereza Sí, 2.19 Sí, 2.19
Universalidad No, 2.22 No, 2.25
OM f ) f2, 2.44. Ver 2.46 Sí, 2.43
MO f ) f2, 2.44. Ver 2.46 ?, 2.26
Atomicidad No, 2.49 Sí, 2.48. Ver 2.50
Ligadura No, 2.53 Sí, 2.52
Monotoneidad Her. No, 2.55 Sí, Obs. pag. 67
Confluencia Her. Ver 2.56, 2.58 y 2.60 Sí, Obs. pag. 67
Conf. Débil Her. Ver 2.56 Sí, Obs. pag. 67
Refinabilidad Sí, 2.64 ?, 2.61
Transitividad No, 3.8. Ver 3.16 Sí, 3.2
Mezcladora Sí, 3.11 Sí, 3.11
Débil Mezcladora Sí, 3.16 Sí, 3.16
DSCI f ) f2, 3.19 Sí, 3.18
Caos No, 3.31 Sí, 3.24
Especificidad Sí, 3.33 Sí, 3.33
Propiedad P Sí, 3.35 Sí, 3.35
Homeo. expasivo No, 3.38 Sí, 3.37
Homeo. exp. p/cont. Sí, 3.41 Sí, 3.41
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