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Introduccién

Los espacios ¥ y en particular los espacios Lindel6f ¥ han sido ob-
jeto de estudio en el pasado. Es sabido que la clase de todos los espacios
Lindelof ¥, denotada por LY, es invariante con respecto a productos
numerables, subespacios cerrados e iméagenes continuas. La clase de los
espacios Lindelof X es la clase de los espacios para los que existe una
cubierta de compactos y una red numerable respecto a dicha cubierta;
dentro de esta clase de espacios se encuentran algunas subclases que se
obtienen mediante restricciones para las cubiertas compactas. La defini-
cion de estas subclases denotadas por LY(< k), donde x es un numero
cardinal, apareci6 por primera vez publicada en 2007 en un articulo de
Kubig, Okunev y Szeptycki titulado On Some Clases of Lindeldf 3i-spaces
[7].

El presente trabajo estd dedicado a presentar de manera natural la
definicion de las de subclases LY (< k) a partir de la nocion de funciéon
multi-valuada y a explorar ejemplos concretos pertenecientes a estas cla-
ses, utilizando como texto base el articulo [7]. Todo esto con el fin de
motivar al lector para seguir con esta linea de estudio.

Aunque este trabajo utiliza Gnicamente la nocién intuitiva de clase:
{z : ¢(z)}, donde ¢(z) es una formula en el lenguaje formal de la Teoria
de Conjuntos con x como variable libre (note que {x : ¢(z)} puede ser
0 no ser un conjunto), se aprovecha la definicion de funcional cardinal
(o funcién cardinal) y funcion multi-valuada para introducir algunos de
los axiomas basicos de la Teoria de Categorias. Algunos resultados espe-
cificos y muy técnicos concernientes a las clases LY (< k) hacen uso de
axiomas independientes de ZFC (la axiomatizacion de Zermelo-Fraenkel
para la Teoria de Conjuntos junto con el Axioma de Eleccion), en este
trabajo enfocaremos nuestra atenciéon tnicamente al sistema ZFC.



2 INTRODUCCION

En el Capitulo 1 se establece la notacién, nociones y resultados basi-
cos que se usan a lo largo de este trabajo. Algunos de estos resultados se
enuncian sin demostraciéon debido a que las pruebas son rutinarias o su
demostracion se puede encontrar en referencias clasicas. Sin embargo, se
pondréa especial cuidado a la seccién de funciones cardinales, ya que éstas
seran de gran importancia en los capitulos subsecuentes. En cada propo-
sicién o teorema se dard la referencia de donde puede ser consultada su
demostracion, generalmente [4] y [13].

En el Capitulo 2 se enuncia la definicién de funcién multi-valuada y
se demuestran sus propiedades bésicas, también se definen a los espacios
Lindeldf ¥ y se caracteriza a esta clase mediante el uso de las nociones
de cubierta y red respecto a una cubierta, asi como mediante el uso de
la nocién de funcion multi-valuada superiormente continua y compacto-
valuada. Las demostraciones proporcionadas en este capitulo sugeriran
un método de prueba para la caracterizacion de las clases definidas en el
capitulo 3.

En el Capitulo 3 se encuentra el material expositorio mas importante
de esta tesis, se enuncia la definicion de las clases L3(K) y KLY (K) y se
introducen sus subclases propias LY (< k), LY(< k), LY(k), KLX(< k),
KLY (< k) y LX(k). Se da una caracterizaciéon de estas subclases y se
demuestran sus propiedades bésicas entre las cuales se encuentra que
las clases LY(< k), LY(< k), L¥(k) y KLX(< k) son invariantes bajo
formacion de subespacios cerrados, imagenes continuas y uniones finitas.
También se exploran ejemplos de espacios que pertenecen a estas subcla-
ses especiales de espacios LY. Cabe mencionar que la lista de ejemplos
concretos de espacios en LY (< k) que se conocen actualmente no es
mucho mas grande de lo presentado en este trabajo.

Se dedica una seccién al estudio de los espacios pertenecientes a las
clases LY(< k) y LY(< k), cuando k = w 6 kK < w, en especial, los
espacios compactos en LY (< w) junto con la nociéon de ser débilmente
(metrizablemente) fibrado jugaran un papel importante ya que nos per-
mitirdn obtener de manera directa una cota superior sobre la estrechez
de dichos espacios.



CAP{TULO 1

Preliminares

1. Notacién y definiciones

A la clase de los espacios topoldgicos la denotaremos por 7OP. For-
malmente un espacio topologico es una pareja ordenada (X, 7) donde 7
es una topologia para el conjunto X. Si no hay confusién acerca de quién
es 7, diremos solamente que X es un espacio topolégico y escribiremos
X € TOP; también utilizaremos la notacion Tx para hacer referencia a
la topologia de X. Asimismo a las clases de los conjuntos, niimeros car-
dinales y espacios compactos las denotaremos por CON, CARD y CM,
respectivamente.

Si Y C X es un subespacio topologico, denotaremos por clx(Y) a
la cerradura de Y respecto al espacio X y por int(Y) o Y° al interior
de Y. Cuando el contexto lo permita, escribiremos simplemente Y para
denotar a la cerradura de Y. Si f es un homeomorfismo entre X y Y,
escribiremos X ~; Y.

Recordemos que una categoria € consiste de lo siguiente: una clase
OBJS de objetos que no necesariamente es un conjunto; para cada par de
objetos X, Y en OBJS un conjunto de morfismos Homg(X,Y); y para
cada tercia de objetos X, Y y Z en OBJ S una funcion o : Home(X,Y) X
Home(Y,Z) — Home(X, Z) tal que (f,g) — go f llamada composicidn
tal que los siguientes axiomas se satisfacen:

1. (z09)of = zo0(go f), para cada f € Home(X,Y), g €
Homg(Y,Z)y z € Home(X, Z).

2. Para cada X en OBJS existe un morfismo Idy € Homg(X, X)
llamado identidad tal que para cualquier f € Home(X,Y) se
tiene que Idy o f = f = fo ldx.

Cuando nos refiramos a la clase 7 OP de espacios topologicos estare-
mos pensando en la categoria méas natural que la contiene, a saber, TO.

3



4 1. PRELIMINARES

Como es sabido, TOP es la categoria que tiene a la clase 7OP como
clase de objetos y para cada X,Y € TOP, el conjunto de morfismos
Homzogp(X,Y) es la familia de funciones continuas entre los espacios X
yY.

Otra categorfa a tomar en cuenta es la que tiene a la clase 7OP, de
objetos, donde 7 OP, son los espacios topoldgicos junto con una elecciéon
de punto base y el conjunto de morfismos para cada (X,p) y (Y,q) en
T OP, son las funciones continuas {f : X — Y : f(p) = q}.

En cuanto a lo que se refiere a la notaciéon sobre Teoria de Conjuntos
que utilizaremos, denotaremos por w al més pequeno nimero cardinal in-
finito y por wy al mas pequeno cardinal no numerable. Dotaremos de la
topologia discreta a cualquier nimero cardinal x a menos que se especifi-
que lo contrario, de esta manera (k,7, = P (k)) serd un representante de
los espacios discretos de cardinalidad x y nos referiremos a dicho espacio
escribiendo simplemente k.

A continuacién se presenta una serie de definiciones que serédn de
utilidad y a las cuales recurriremos con frecuencia.

Recordemos que un espacio topologico compacto esta definido por la
siguiente condicién: Para cualquier familia ¢/ de conjuntos abiertos de X
tal que X C |JU, existe una subfamilia finita V C U tal que X C J V.

DEFINICION 1.1. Sea f : X — Y una funcién entre espacios topologi-
cos. Llamaremos fibra de f en el punto y al conjunto {z € X : f(z) = y}
y diremos que f es perfecta si se cumple lo siguiente:

1. f es continua.

2. f es suprayectiva.

3. f es cerrada.

4. f tiene fibras compactas.

Si X y Y son dos espacios topologicos y f : X — Y es una funcién
tal que X =; f[X], entonces diremos que f es un encaje o que X se
encaja en Y y lo denotaremos por X — Y.

DEFINICION 1.2. Sea X un espacio topologico. Una compactacion
de X es una pareja ordenada (K, h) tal que

1. K es compacto y Hausdorff.
2. h: X — K es un encaje.

3. h[X] = K.
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Un espacio X es localmente compacto si todo punto en X tiene un
sistema de vecindades constituido por subespacios compactos. Note que
cualquier espacio Hausdorff localmente compacto es regular.

Las siguientes definiciones muestran dos formas de construir com-
pactaciones de un espacio dado, ambas formas seran de gran utilidad en
los siguientes capitulos.

DEFINICION 1.3. Sea X un espacio localmente compacto, no compac-
to y Hausdorff. Entonces la compactacion por un punto o compactacion de
Alezandroff del espacio X esta definida por el espacio A(X) = X U{oo},
donde oo es un punto fuera de X y 74(x) es la topologia generada por
la base B=7x U{{oo} U(X\L):LC X ALecCM]}.

Al espacio A(X) se le llama también extension de Alexzandroff del
espacio X.

DEFINICION 1.4. Sea X un espacio Tychonoff y sea C*(X) la colec-
cién de funciones continuas con valores reales y acotadas definidas en X.
Para cada f € C*(X), sea Iy un intervalo cerrado y acotado de R que
contiene al rango de f y sea e : X — [[{If : f € C*(X)} la funcion
evaluacion definida por e(z)(f) = f(x). La funcion e es un encaje. En-
tonces la compactacion de Stone-Cech de X es el espacio 3X = e[X] en
el producto [[{I;: f € C*(X)}.

Es importante notar que si C'(X) denota a la familia de todas las
compactaciones del espacio X y que si en C(X) consideramos la siguien-
te relacion de orden: para cualesquiera dos elementos h1 X = (Kj,h1) y
he X = (K3, hg) de C(X) sucede que h; X < hoX si existe una funcion
continua f : h1 X — hoX tal que f o hy = hy, entonces la compacta-
cion de Alexandroff es la méas pequena de las compactaciones de X y la
compactacion de Stone-Cech es la mas grande.

Existen diversas formas de generar espacios topologicos nuevos a par-
tir de espacios previamante dados, ejemplo de esto son las compactacio-
nes de Alexandroff y de Stone Cech. Otra forma muy comun y que utili-
zaremos en este trabajo es el llamado espacio cociente. Para generar un
espacio cociente Y se requiere de una funciéon definida en un conjunto X
sobre Y donde un subconjunto G C Y es abierto si y s6lo si su preimagen
es abierta en X.

DEFINICION 1.5. Si X es un espacio topoldgico y g: X — Y es una
funcién suprayectiva sobre un conjunto Y, entonces
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1. La coleccién 7, de subconjuntos de Y definida por 7, = {G C
Y : g1(G) € 7x} es una topologia de Y llamada topologia
cociente inducida en Y por la funcion g. Al espacio (Y, 7,) se le
llama espacio cociente y a g se le llama funcidn cociente.

2. Una funcién continua y suprayectiva f : X — Y se llama
hereditariamente cociente si para cada B C Y la restriccion
fB: f~YB] — B es una funcién cociente.

2. Resultados basicos de Topologia General

En esta seccion se incluyen algunas proposiciones bésicas que son
auxiliares en varias de las pruebas del presente trabajo. Debido a que
son resultados bien conocidos de Topologia General, la mayoria de las
demostraciones se omiten, para consulta se recomiendan [4] y [13].

DEFINICION 1.6. Sea X un espacio topologico. Entonces X es un
espacio de Fréchet si para cualquier A C X y cualquier x € A existe una
sucesion de elementos de A convergente a x.

Si para cada punto z de un espacio topologico X tal que x € A para
algin A C X existe una base numerable {U; : i € w} y para cada i € w
elegimos un punto z; € ANUyNU; N...NU;, entonces podemos definir
una sucesion infinita {z;} de puntos de A convergente a z. Esto muestra
que todo espacio primero numerable es de Fréchet.

Las siguientes proposiciones establecen que la propiedad de ser espa-
cio de Fréchet se preserva bajo imagenes de funciones hereditariamente
cocientes y se da una condicién equivalente a ser funciéon hereditariamen-
te cociente.

PROPOSICION 1.7. Sean X y Y dos espacios topoldgicos y f : X — Y
una funcion continua y suprayectiva. Entonces f es hereditariamente
cociente si y sélo si para todo B C'Y el conjunto f[f~1[B]] es cerrado.

PROPOSICION 1.8. Si X es un espacio de Fréchet y f : X — Y es
una funcion hereditariamente cociente y suprayectiva, entonces Y es un
espacto de Fréchet.

Las siguientes proposiciones establecen propiedades interesantes con-
cernientes a los axiomas de separacion.

PROPOSICION 1.9 ([13, 13.3]). Si X es un espacio topoldgico, enton-
ces las siguientes condiciones son equivalentes:
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1. X es regular.

2. Sixe X y A esun abierto de X tal que x € A, entonces existe
un abierto B de X tal que x € B C B C A.

3. Para cada © € X existe una base de vecindades formada por
conjuntos cerrados.

PROPOSICION 1.10 ([13, 16.11]). Sea X un espacio (pseudo)métrico.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. X es sequndo numerable.
2. X es Lindelof.
3. X es separable.

TEOREMA 1.11 (Teorema de Urysohn). Si X es un espacio Haus-
dorff, segundo numerable y normal, entonces X es metrizable.

La definicion de compacidad es de suma importancia en Topologia
General. Las siguientes proposiciones caracterizan a los espacios compac-
tos y enuncian propiedades importantes que serdn utilizadas més ade-
lante como es el caso del teorema de Kuratowskii que caracteriza a los
espacios compactos mediante el producto cartesiano, el teorema de Ty-
chonoff que establece que el producto de espacios topologicos no vacios
es compacto si y solo si cada factor es compacto y el teorema de Wallace.

TEOREMA 1.12 (Kuratowskii [4, 3.1.16]). Si X es un espacio Haus-
dorff, eentonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. X es compacto.

2. Para todo espacio Y, la proyeccion my : X XY — Y es cerrada.

3. Para todo espacio Y normal, la proyeccion my : X XY — Y es
cerrada.

TEOREMA 1.13 (Tychonoff [4, 3.2.4]). Sea F = {X, : o € A} una
familia de espacios topoldgicos no vacios. Entonces [[F es compacto si
y sdlo si para toda o € A se tiene que X, es compacto.

TEOREMA 1.14 (Wallace [4, 3.2.10]). Si para cada s € S tenemos
que Ag es un subespacio compacto del espacio X, entonces para todo
subcongunto abierto W en el producto [[{Xs : s € S} que contiene a
[[{As : s € S} existe una familia V de abiertos Us C X tal que el
congunto {Us € V : Ug # X} es finito y [[{As : s € S} C [[{Us : s €
StcW.
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Si F = {(Xa,7a) : @ € A} es una familia de espacios topologicos
tal que Xo, N X,; = 0 para toda i # j y la topologia de X = [JF esté
formada por la familia 7 = {U € X : UN X, € 7, A a € A}, entonces
llamaremos al espacio (X, 7) suma directa o suma topoldgica de la familia
F y la denotaremos por € F.

PROPOSICION 1.15 ([4, 3.2.3]). Sea X = P{ X, : a € A} un espacio
topoldgico tal que para toda o € A se tiene que X, # 0. Entonces el
espacio X es compacto si y sdlo si |A| < w y para toda o € A el espacio
X, es compacto.

Otro resultado bien conocido acerca de los espacios topoldgicos com-
pactos es el siguiente. Si A es un subespacio compacto de un espa-
cio X, entonces para cada familia {U,}scs de abiertos de X tales que
A C |U{Us : s € S} existe un subconjunto finito {s1, sg,...,s;} de S tal
que A C | J{Us, : 1 < i < k}. La siguiente proposicién es una aplicacion
de la afirmacién anterior.

PROPOSICION 1.16. Sea X un espacio topoldgico compacto, sea U C
X un subconjunto abierto y sea {F; :i € I} una familia de subconjuntos
cerrados de X tal que (\{F; :i € I} C U, entonces eziste una subfamilia
finita J de I tal que (\{Fj:jeJ}yCU.

Observe que si un espacio topologico X es compacto, entonces cumple
con la propiedad de ser Lindelof y gracias a la proposicion 1.10 si el
espacio X es compacto metrizable, entonces es separable.

Como todo espacio X localmente compacto y Hausdorff se puede
encajar en un espacio compacto y Hausdorff A(X) mediante la compac-
taciéon por un punto y todo espacio compacto Hausdorff es Tychonoff,
entonces X resulta ser también un espacio Tychonoff.

PROPOSICION 1.17. St X es un espacio topoldgico, entonces X tiene
una compactacion si y sélo st X es Tychonoff.

3. Funcionales cardinales

Llamaremos funcional a una regla de correspondencia entre clases,
cuyo comportamiento es semejante al de una funcién entre conjuntos
con la salvedad de que su dominio y contradominio son clases. Un caso
particular son las funcionales cardinales, estas funcionales estan definidas
en la clase de espacios topologicos (o subclases bien definidas de espacios)
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y toman valores cardinales. La condicién que deben cumplir este tipo de
funcionales es la siguiente: si C es una subclase de espacios topolégicos y
¢ :C — CARD es una funcional cardinal, entonces para cada X,Y € C
si X &Y debe ocurrir que ¢(X) = ¢(Y).

El primer ejemplo de funcional cardinal es la funcional | | : TOP —
CARD llamada cardinelidad, esta funcional asigna a cada espacio X
el namero de elementos que tiene, denotado por |X|. A continuacion se
definen algunas funcionales cardinales importantes y se distingue un tipo
especial de funcionales, las funcionales cardinales mondtonas.

DEFINICION 1.18. Sea ¢ : C C TOP — CARD una funcional cardi-
nal. Diremos que ¢ es una funcional cardinal mondtona si para cualquier
espacio X € Cy cualquier subespacio Y de X tenemos que ¢(Y) < ¢(X).

Para simplificar y dar énfasis a la aritmética cardinal infinita es usual
anadir una condicién maés a la definicién de funcional cardinal. Si ¢ es
una funcional cardinal, entonces los valores que resulten de aplicar ¢ a
un espacio topolégico de su dominio deberdn ser mayores o iguales que
w. Reformulando la definicién de funcional cardinalidad obtenemos que
para cada espacio X el valor que toma | X| sera el niumero de puntos que
tiene X méas w. A lo largo del texto serd evidente cuando se usa esta
dltima condicién.

DEFINICION 1.19. Sea w : TOP — CARD la funcional cardinal
definida de la siguiente manera: para cada X € 7OP, sea

w(X) =min{k € CARD : k = |B| A B es una base de X} +w

Al cardinal w(X) se le llama peso de X y es claro que un espacio es
segundo numerable si y sélo si tiene peso igual a w.

Una red para un espacio topolégico X es una coleccion N de sub-
conjuntos de X, no necesariamente abiertos, tal que todo abierto de X
se puede escribir como una unién de elementos de N. De esta manera,
una base B de X es una red al igual que la coleccion {{z} : x € X}.

DEFINICION 1.20. Sea nw : TOP — CARD la funcional cardinal
definida de la siguiente manera: si X € 7OP, entonces

nw(X) =min{k € CARD : k = |B|AB es unared en X} +w

Al cardinal nw(X) se le llama peso de red de X. Note que para todo
espacio X siempre sucede que nw(X) < w(X) y que nw(X) < |X|, pero
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no necesariamente sucede que w(X) < |X| 6 |X| < w(X), como es el
caso del espacio discreto de cardinalidad no numerable o de la recta real
equipada con la topologia usual. En la proposiciéon 1.24 se mostrara que
si X es un espacio compacto, entonces el peso y el peso de red del espacio
X coinciden.

Otra funcional importante y bastante ttil es la llamada densidad que
se define a continuacioén.

DEFINICION 1.21. Sea d : TOP — CARD la funcional cardinal
definida de la siguiente manera: para cada X € 7OP, sea

d(X)=min{k € CARD: DC X Ak=|D|AD=X}+w

Al cardinal d(X) se le llama densidad de X. Inmediatamente pode-
mos comprobar que un espacio X es separable si y s6lo si la densidad de
X esigual a w. Claramente d(X) < w(X) y d(X) < |X]|. Simplemente
fije un elemento por cada abierto basico de una base cuyo cardinal sea el
peso del espacio, entonces el conjunto de todos los puntos asi definidos
forman un subconjunto denso de cardinalidad igual al peso del espacio.

Al inicio de esta secciéon establecimos que una funcional cardinal ¢
es una funcional definida en una subclase C de espacios topoldgicos con
valores cardinales tal que para cada X y Y elementos de C tenemos que
d(X)=0(Y)si X =Y.

Si TOP, denota a la clase de los espacios topoldgicos junto con una
eleccion de punto base y ¢ : TOP, — CARD es una funcional tal que
para cada (X,p) y (Y,q) elementos de 7OP, sucede que ¢((X,p)) =
#((Y, q)) si existe una funcion f tal que X = Y y f(p) = ¢, entonces a
¢ también la llamaremos funcional cardinal. Para ejemplificar este tipo
de funcionales cardinales definamos lo siguiente:

DEFINICION 1.22. Sea X un espacio topologico. Entonces

1. Sip € X, la estrechez del espacio X en el punto p es el nimero
cardinal

t(X,p) =min{xk €CARD :VY(Y C X ApeEY —
JAACY Ape AN|A| <k)}
2. La estrechez del espacio X es el numero cardinal
t(X) =sup{t(X,p) :pe X} +w
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Observe que todas las funcionales cardinales definidas hasta antes de
la funcional estrechez son globales, es decir, sus definiciones se basan en
propiedades topoldgicas que dan informaciéon global acerca del espacio.
En contraste esta la funcional estrechez, que utiliza funcionales basadas
en propiedades topoldgicas locales.

No es dificil ver que las funciones cardinales w y nw son monotonas.
En efecto, si B es una base de un espacio topologico X tal que w(X) = B
y Y es un subespacio de X, considere la familia By = {UNY : U € B},
entonces By es una base para el subespacio Y y se cumple que w(Y) <
|By| < |B| = w(X). Si reemplazamos a la base B por una red N de X
con las mismas propiedades, entonces el mismo argumento prueba que
nw(Y) < nw(X).

Una propiedad importante que relaciona a los espacios Tychonoff con
la funcional peso es que si X es un espacio Tychonoff, entonces existe
una compactacion (K, h) tal que w(X) = w(K). De hecho, si X es un
espacio Tychonoff con peso k, entonces X se puede encajar en el espacio
compacto I (ver [4, 2.3.23]).

Terminamos esta seccién con una serie de proposiciones que estable-
cen resultados importantes que conciernen a las funcionales peso y peso
de red. Se enuncia también el teorema sobre densidad de un producto
topologico de Hewitt-Marczewski-Pondiczery.

PROPOSICION 1.23. Sea {X, : a € A} una familia de espacios

topoldgicos tal que para cada o € A se tiene que w < w(X,). Sea
k =sup{w(X,) : a € A}, entonces w ([[{Xa : a € A}) <k -|A|.

DEMOSTRACION. Para cada a € A, sea B, una base para el espacio
X4 con peso Ky = w(X,). La familia B que consiste de todos los abiertos
de la forma 7, '(B;) Nw; )} (B2) N ... N7, (By), donde k es un nimero
natural y para toda i < k se tiene que a; € Ay B; es un basico de B,,,
forman una base para el producto [[{X, : @ € A}. Si a € A, entonces
{F C By : |F| € w}| = |Ba| = kq lo cual implica que |B| = |A| - [[{Ka :
ac Al <k-|A| O

PROPOSICION 1.24. Sea X un espacio topologico Hausdorff. Entonces

1. Si X es compacto, entonces nw(X) = w(X) < |X].
2. Si X es metrizable, entonces nw(X) = w(X).
3. t(X) < w(X).
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DEMOSTRACION. 1. Sea N unared en X tal que kK = nw(X) =
IN|. Si k € w, entonces X es discreto y | X| =k = w(X).
Si x es infinito y 71 denota a la topologia de X, considere a
la familia A C N/ x N definida por la siguiente propiedad:

(NM)e AWV, Wen(VAW=0ANCVAMCW)

Para cada (N,M) € A, sea Ay ) = {(V,W) € 1 x 71 :
VAW =0ANCVAMCW}ysea f: A— U{Awwm) :
(N, M) € A} una funcién de eleccion. Entonces la familia B =
{NF:F CByA|F| € w\{0}}, donde By = {m;(f(N,M)) :
(N,M) e Anie{l,2}} y m : 71 X 71 — 71 es la proyeccion en
el i-ésimo factor, es una base de una topologia para X.

Observe que si x y y son dos puntos distintos de X, entonces
existen abiertos ajenos V y W tales que x € V yy € W,
ademas como N es una red en X, existen N y M en N tales
quexr € NCVyyeMcCW,locual implica que (N, M) € A.
Por lo tanto la topologia 75 de X generada por la familia B
también es Hausdorff.

Como |B| = |By| = |A| < |N|, entonces tenemos que el
peso del espacio (X, 73) es menor o igual que el peso de red del
espacio (X, 7).

Como 79 C 71 y (X,71) es compacto, entonces la funcion
identidad 7 : (X, ) — (X, 72) es continua, biyectiva y cerrada.
Por lo tanto (X,71) = (X,m) vy w((X,m)) = w((X,m)) <
n((X,m1) = nuw((X, 7)) < w((X, 7)) = w((X,7)).

2. Sea N una red en X tal que k = [N| = nw(X). Para cada
N € N, escogamos un punto zy de X elemento de N. Note
que la familia D = {zy : N € N'} es densa en X y que |D| = k.
Como X es metrizable, entonces para cada xy € D existe una
base local B;, tal que |B;,| < w, de esta manera, la familia
B = U{Bsy : xn € D} tiene cardinalidad menor o igual que k
y resulta ser una base del espacio X.

3. Sea B una base de X tal que |B| = k = w(X). Sip € X,
entonces la familia B, = {B € B : p € B} es un sistema de
vecindades bésicas de p y tenemos que |Bp| < k. Sea Y C X tal
que p € Y, por definicién de cerradura sucede que para toda
B € B, la interseccion B NY es distinta del vacio. Para cada
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B € B, escojamos un punto xp € BNY y consideremos al
conjunto A = {zp : B € B,}, entonces p € Ay |A| < |B,| < k.

Por lo tanto, para cada p € X tenemos que t(X,p) < &, lo
cual implica que t(X) < k. O

PRrROPOSICION 1.25. Sea f: X — Y wuna funcidn abierta, continua y
suprayectiva, entonces w(Y) < w(X) y nw(Y) < nw(X).

DEMOSTRACION. Sea Bx una base en X tal que |[Bx| = w(X) y sea
By = {f[B]: B € Bx}, entonces |By| < |Bx].

Si V es un abierto de Y que tiene a y € Y como elemento, entonces
f~1(V) es abierto en X porque f es continua y como f es también
suprayectiva existe z € X tal que f(z) =y, es decir x € f~1(V'). Como
Bx es una base en X, entonces existe B € By tal que x € B C f~1(V)
y esto implica que y € f[B] C V. Lo cual muestra que By es una base
en Y.

Observe que si By es una red en X y |Bx| = nw(X), entonces la
demostracion es valida para el caso nw(Y) < nw(X), haciendo a By una
red en Y. g

PROPOSICION 1.26. Sea X un espacio Hausdorff y sea xk un nimero
cardinal infinito tal que w(X) < k, entonces | X| < 2.

DEMOSTRACION. Sea B C 7x una base para X tal que |B| < k. Si
x1,T2 € X son tales que x1 # xo, entonces 1 € X \ {z2} € 7x. Como
B es base de X existe B € B tal que 21 € B C X \ {x2}. Considere la
funcion f : X — P (B) definida por f(z) = {B € B: x € B}, entonces
B € f(x1) pero como x5 ¢ B tenemos que B ¢ f(x3). Esto muestra que
f es inyectiva, por lo tanto |X| < 2IBl < 2. O

TEOREMA 1.27 (Hewitt-Marczewski-Pondiczery [4, 2.3.15]). Sea k €
CARD, sea I un conjunto de indices tal que |I| < 2% y sea {X, :a € I}
una familia no vacia de espacios topoldgicos no vacios.

Si para toda o € I sucede que d(X,) < Kk, entonces d(J][{Xa : a €
I}) <k.






CAPI{TULO 2

Funciones multi-valuadas y espacios Lindelof X

1. Funciones multi-valuadas

DEFINICION 2.1. Sean X y Y dos conjuntos. Una funcion multi-
valuada (o mapeo multi-valuado) es una funcion p C X x P(Y). Es
decir, a cada elemento x € X la funcién p le asocia un subconjunto de
Y el cual puede ser vacio.

La notacion es la usual: p : X — P (Y), aunque es también comin
escribir p : X — Y haciendo mencién explicita de que se trata de una
funcién multi-valuada.

Si f: X — Y es una funcién entre conjuntos en el sentido usual, el
conjunto imagen de f definido por Im(f)={y €Y :y= f(z) Nz € X}
esta siempre bien definido. Ademés note que Im(f) C Y. Sin embar-
go, cuando f es una funcién multi-valuada, el correspondiente conjunto
Im(f) ={yePY):y=f(r) N € X} CP(Y) no es del todo
apropiado para nuestros fines pues nos da informacion acerca de P(Y)
en vez de Y. Asi pues, es necesaria una nueva definicion de imagen para
el caso especial de funciones multi-valuadas.

DEFINICION 2.2. Sea p : X — Y una funciéon multi-valuada y sea
A C X. Entonces el conjunto

p(4) = | p(@)
€A

es el conjunto imagen de A bajo la funciéon multi-valuada p. De esta
manera, la imagen de la funcién multi-valuada p es el conjunto

Img(p) = p(X) = | p(x)

zeX

15



16 2. FUNCIONES MULTI-VALUADAS Y ESPACIOS LINDELOF %

Basados en la definicién de imagen para funciones multi-valuadas
se puede definir la composicién entre funciones multi-valuadas de la si-
guiente manera.

DEFINICION 2.3. Sean p: X — Y y q: Y — Z dos funciones multi-
valuadas. Entonces la funcién multi-valuada qop : X — Z definida de
la siguiente forma: Para toda x € X

(qop)(@) =qlp(z) = |J alv)

yep(x)
es llamada composicion de p seguida de gq.

Para cada par de conjuntos X y Y sea FUNC(X,Y) la familia de to-
das las funciones con dominio en X y contradominio Y, de la misma ma-
nera FUNCm(X,Y) es la familia de todas las funciones multi-valuadas
con dominio X y codominio P (V).

DEFINICION 2.4. Sea f : X — Y una funcién. Entonces la funcidn
multi-valuada inducida por f es py : X — Y cuya regla de correspon-
dencia es la siguiente: Para toda x € X sea p¢(z) = {f(x)}.

Si C es la categoria definida por la clase CON, por las familias de
morfismos FUNC(X,Y) para cada X,Y € CON y por la composicion
entre funciones como operacion; y si D es la categoria definida por la
clase CON, por las familias de morfismos FUNCm(X,Y) para cada
X,Y € CON y por la composicion entre funciones multi-valuadas como
operacién. Entonces existe un funtor covariante F' : C — D tal que
para toda f € FUNC(X,Y) sucede que F(f) = py € FUNCm(X,Y)
y si g € FUNC(Y,Z) entonces F(go h) = F(g) o F(h). Esta tltima
propiedad se muestra a continuacion.

PROPOSICION 2.5. Sean X,Y,Z € CON ysean f: X — Y yg:
Y — Z dos funciones, entonces pgops = p(gof)-

DEMOSTRACION. Sea x € X, entonces
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pgops(x) = (J py(v)

yepy(z)

= U pe(y)

= pg(f(
= {9(/(
= {(gof)
= D(gop)(x)

Por lo tanto py o py = P(gof)- O

Con las siguientes definiciones se completa la familia de nociones
sobre funciones multi-valuadas necesarias para el buen desarrollo de las
secciones y capitulos subsecuentes.

DEFINICION 2.6. Sea f : X — Y una funcién. Entonces la inversa
de f es la funcién multi-valuada f~!:Y — X definida por la siguiente
regla. Para toda y € Y sea f~1(y) = {z € X : f(x) = y}.

DEFINICION 2.7. Sea P = {py : Xo — Y, : @ € A} una familia de
funciones multi-valuadas. Entonces

1I7: HXa—>P<HYa>
acA acA
z = [ pa(z(a))
acA
es la funcion multi-valuada producto de la familia P.

2. Semicontinuidad superior

Si p: X — Y es una funciéon multi-valuada, entonces para toda
x € X tenemos que p(z) C Y, de aqui que si Y tiene una topologia,
entonces a p(x) le podemos dotar de la topologia de subespacio y asi
definir lo siguiente:

DEFINICION 2.8. Sea X € CON,seaY € TOP yseap: X — Y
una funciéon multi-valuada, entonces p es compacto-valuada si para cada
x € X tenemos que p(x) es compacto.

En el caso particular de que para cada x € X el subespacio p(x) sea
finito, llamaremos a p una funcién finito-valuada.
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Al igual que el concepto de continuidad de una funcién entre espa-
cios topoldgicos, la nocién de semicontinuidad superior jugard un papel
importante en el estudio de los espacios topoldgicos. La semicontinuidad
superior es una adaptacion del concepto de continuidad al caso particular
de funciones multi-valuadas.

DEFINICION 2.9. Sean X,Y € TOP y sea p: X — Y una funcién
multi-valuada. Entonces p es semicontinua superiormente (o semiconti-
nua por arriba) si para todo abierto V de X el conjunto

p*(V)={re X :p(x)CV}
es un abierto de X (figura 1).

FiGUurRA 1. Semicontinuidad superior

Para cada funcion continua f existe una funcién finito-valuada (y por
lo cual, compacto-valuada) que reune toda la informacién de la continui-
dad de f, a saber py. Este hecho serd demostrado en la siguiente propo-
siciéon. Posteriormente demostraremos que la composicién de funciones
semicontinuas superiormente y compacto-valuadas es semicontinua su-
periormente y compacto-valuada. De ahora en adelante utilizaremos las
siglas CV y SCS como abreviaciones de las frases “compacto-valuada” y
“semicontinua superiormente”, respectivamente.

PROPOSICION 2.10. Sean X,Y € TOP, entonces f : X — Y es
continua si y sélo si py es semicontinua superiormente.

DEMOSTRACION. =) Supongamos que f: X — Y es continua.
Si V € 71y, entonces
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pi(V) = {zeX:ps(z)CV}
= {zeX {f(x)} CV}
= {zeX: f(x)eV}
= V]
que es abierto en X por la continuidad de f.
Por lo tanto py es SCS.
<) Supongamos que py : X — P (Y) es SCS. Sea V' € 7y, entonces

V] = pjﬁé(V) es abierto en X, por lo tanto f es continua. [J

Antes de demostrar que las propiedades de ser CV y SCS se preservan
bajo composiciones, probaremos los siguientes resultados:

PRrROPOSICION 2.11. Sea p : X — Y una funcion compacto-valuada
y semicontinua superiormente y sea f 1Y — Z una funcion continua,
entonces la funcion fop: X — P (Z) definida por (f op)(x) = flp(z)]
para toda x € X, es compacto-valuada y semicontinua superiormente.

DEMOSTRACION. 1. Sea x € X, entonces (f op)(z) = f[p(x)]
es compacto porque p es CV y la imagen continua de un com-
pacto es compacta.

2. Sea V € 7z, entonces

(Fop)#(V) = {zeX:(fop)a)cCV}
— {weX: flp(x) C V}
= {zeX :Vzep) (f(z) eV)}
= {zeX:pl@)c{yeY: f(y) eV}}
= {zeX p)c fH(V)}
= p*(f71 (V)

es abierto en X.
Por lo tanto fopes CV y SCS. (]

PROPOSICION 2.12. Si f : X — Y es perfecta, entonces f~1:Y — X
es una funcion compacto-valuada y semicontinua superiormente.

DEMOSTRACION. Supongamos que f es perfecta.

1. Seay € Y, como f tiene fibras compactas y f~!(y) = {z € X :
f(x) =y} es la fibra de f en x, entonces f~'(y) es compacto.

2. Sea V € 7x, veamos que (f"N#(V)={y €Y : fl(y) c V}

es abierto en Y. Para esto note que (f~)# (V) =Y\ f(X\V).

Entonces f~! es CV y SCS. (]
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PROPOSICION 2.13. Sea X un espacio topoldgico, sea F' C X un
subespacio cerrado y sea ip : F — X la funcion inclusion. Entonces la
funcion i}l : X — P(F) que estd definida por:

1,y _ | {z} sizeF
i (w) = 0 stz F

es semicontinua superiormente y compacto-valuada.

DEMOSTRACION. 1. Sea z € X, entonces i (v) = {z} 6
2}1(;1:) = (); en cualquier caso la imagen es finita, por lo tan-
to compacta.

2. Sea V € 7p, entonces existe W € 7x tal que V. = WnNFy
observe que
(i7) (V) = fpexX i) vy
= {zeF:i'(x)CV}
Uz € X\ F:iz'(x) CV}
= {zeF:{z}CV}
U{fze X\F:0CV}
= VUX\F
= WNF)U(X\F)
= WUX\F)N(FU(X\F))
= WU(X\F)
es union finita de abiertos de X.
Por lo tanto i;l es CV y SCS. (]

La siguiente proposicion muestra que la imagen semicontinua su-
periormente y compacto-valuada de un espacio compacto es compacta.
Cuando suceda que la imagen de una funciéon multi-valuada sea igual
a su codominio, diremos que tal funcién es una funciéon multi-valuada
suprayectiva.

PROPOSICION 2.14. Sea X un espacio topoldgico compacto y sea p :
X — Y una funcion multi-valuada semicontinua superiormente y CV tal
que p(X) =Y. Entonces Y es compacto.

DEMOSTRACION. Sea U C P (Y) una cubierta abierta de Y.
SeaW:{UU:UCZ/l/\\U| <w}.

Veamos que existe V C W cubierta abierta de Y tal que |V| < w. Sea
V#* = {p"(W) : W € W}, como p es SCS la familia V# es una familia
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de abiertos en X y si x € X, entonces p(z) C Y es compacto por ser
p una funciéon CV. Como p(z) C |JU, entonces existe n € w y existen
{Ui}ie,, C U tales que p(z) C U U;. De esta forma hemos mostrado que
€N

existe W € W tal que p(z) C W, asi que 2 € p?(W). Esto prueba que
V# es cubierta abierta de X.

Como X es compacto, entonces existen m € wy f : m — W tales
que X C U p" (f(i)). Sea V = {f(i) : i € m}. Siy € Y, entonces existe

i€Em

x € X tal que y € p(z) ya que p es suprayectiva. Entonces existe j € m

tal que z € p#(f(j)) por lo que y € p(x) C p(p* (£(4))) € f(j). Por lo
tanto V es una cubierta abierta finita de Y. O

PrOPOSICION 2.15. Seanp : X — Y yq:Y — Z dos funciones
semicontinuas superiormente y compacto-valuadas, entonces gop: X —
Z es una funcidn semicontinua superiormente y compacto-valuada.

DEMOSTRACION. Observe que para toda z € X el conjunto (gop)(z)
es un subespacio compacto de Z debido a que p(z) es compacto y q es
SCS y CV.

Sigue probar que gop es SCS.

Sea V' € 17, entonces

(qop)*(V) = {z€X:(gop)(x) CV}
= {zeX:Uldl) :yep(@)} CcV}
= {zeX:vyepl) (¢y) CV)}
= {reX:Vyepa) (yeqd®(V))}
= {z€ X :p() Cq?(V)}
= p*(q*(V))
es abierto porque p y ¢ son SCS. (]

A continuacién se muestra que el producto arbitrario de funcio-
nes multi-valuadas semicontinuas superiormente y compacto-valuadas es
también una funciéon SCS y CV.

PROPOSICION 2.16. Sea P = {po : Xo — Yo : a € A} una familia
de funciones multi-valuadas. Entonces

1. Sipara cada o € A la funcion multi-valuada p,, es CV, entonces
la funcion multi-valuada producto [[P es CV.
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2. Si para cada o € A la funcidn compacto-valuada p, es SCS,
entonces la funcion multi-valuada producto [[P es SCS.

q

DEMOSTRACION. 1. Véase el teorema 1.13.
2.5eaY =[[{Ya:aec A}, sea F={nm3g:Y = Ys:0€ A} la
familia de proyecciones asociadas al producto Y y sea p = [[ P.
Consideremos a W € 7y y sea x € p* (W). Entonces p(x) C W
es compacto y por el teorema 1.14 existe V' € 1y abierto basico
tal que p(z) C V. C W, donde V = ﬂ Ta;(Va, ), conmn € wy
€N
Vo, € Ty, paratodai € n. Es decir, para toda ¢ € n tenemos que
Pay (2(%)) € Vi, lo cual es equivalente a que o, (z) € pi, (Va, ).
Como la familia P es una familia de funciones semicontinuas su-
periormente, para toda i € n los conjuntos pﬁ (V4 ) son abiertos

en X,., entonces x € ﬂ Woﬁ(Vai) c p?(V) c p#* (W), lo cual

1€En
muestra que p” (W) es abierto. Por lo tanto p es una funcién
semicontinua superiormente. O

La grafica de una funciéon f: X — Y es

graf(f) ={(w,y) ;v € X A f(@) =y} C X xY

No es de extranar que debamos introducir una definicién mas adecuada
para el caso de funciones multi-valuadas, ya que si p: X — Y es multi-
valuada, entonces graf(p) C X x P(Y) y lo que nos interesa es poder
definir a la grafica de p de tal manera que esté contenida en X X Y.

DEFINICION 2.17. Sean X,Y € SET y sea p: X — Y una funcion
multi-valuada, entonces

grf(p) = J (=} x p(x))
reX
es la grdfica de la funcion multi-valuada p (figura 2).
El siguiente teorema es de suma importancia, pues relaciona el con-

cepto de funcién multi-valuada semicontinua superiormente y compacto-
valuada con aspectos més familiares de la Topologia General.
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fX—=—Y p:X—=P(Y)

FIGURA 2. graf(f: X —=Y),grf(p: X - P(Y))

TEOREMA 2.18. Sean X y Y dos espacios topoldgicos, sea p : X —

Y wuna funcion multi-valuada. Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. p es compacto-valuada y semicontinua superiormente.

2. Existen un espacio compacto K, un subconjunto FF C X x K
cerrado y una funcion g : F — Y continua tales que p = g o
2;1 o 7r;(1, donde mx : X x K — X es la proyeccion sobre el
primer factor yip : F — X X K es la funcion inclusion.

X

X x K X

I

1F ip p
F J Y

3. p es la composicion de la inversa de una funcion perfecta h y
una funcion continua g definidas en un espacio F.

h
F X
h—l
l"
p
Y

DEMOSTRACION.

1=2) Sea K =Y ysea F =grf(p) C X x K. Entonces

a) K es compacto por ser la compactacion de Stone-Cech del
espacio Y.
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b) Veamos que F es cerrado probando que (X x K)\ F es un

conjunto abierto.
Sea (a,b) € (X x K) \ F, entonces b ¢ p(a). Como SY
es Tychonoff y p(a) es compacto porque p es una funciéon
compacto-valuada tenemos que {b} y p(a) son dos cerra-
dos ajenos, entonces existen Ay B en 7gy ajenos tales que
pla) C Ay b € B. Ademds, como p es semicontinua su-
periormente, tenemos que a € p** (ANY) € 7x. El conjunto
p"(ANY) x B es un abierto en X x K y contiene al punto
(a,b). Veamos entonces que el conjunto p* (ANY) x B esta
contenido en (X x K) \ F.
Sea (z,y) € p” (ANY) x B, entonces p(z) C A. Como Ay
B son dos conjuntos ajenos y y € B, se tiene que y € p(x).
Por lo tanto (z,y) € (X x K)\ F.
Sea g = i |[p, donde g : X X K — K es la proyeccion
sobre K. Como F' C X x Y, entonces g(F) C Y. Ademés
g es continua por ser una restricciéon de mg.
Obsérvese que si x € X tenemos que
(goip!omx)(@) = (9o )(my' ()
= g(lF ({z} x K))
= F(({z} x K)NF)
= 7TK F ({z} x p(z))
= p(x)

_ P S |
Entonces p=goip omy .

2 = 3) Sea K un espacio topolégico compacto, sea F' C X x K un
subespacio cerrado, sea g : F' — Y una funcién continua y sea

1

= —1
p=goip oOTyx .

Sea h = mx [, entonces si z € F tenemos que
i) = (mx [ ) (@)
= (WX oip)” ! (x)
= i (ry' @)
= (i OW;(l)(ﬂC)
Veamos ahora que h : (X x K)NF — X es una funcion

perfecta.

a)

Como h es una restriccion de una funcién continua, enton-
ces h es continua.
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b) Como K es un espacio compacto y mx : X x K — X es

la proyeccién sobre el primer factor, tenemos que mx es
cerrada (proposicion 1.12).
Sea G C F un subconjunto cerrado en F, entonces existe
un cerrado H de X x K tal que G = HN F y como F C
X x K es cerrado, entonces GG también es cerrado en X x K
y h(G) = (nx 0ir)(G) = 7x(G) es cerrado en X.

¢) Sea z € X, entonces h™'(x) = {z} x p(x) € F es un
producto de compactos, ya que p es CV.

Note que g es continua por hipodtesis y es claro que p =
goh™L
3 = 1) Como h es perfecta tenemos que h~! es una funcién compacto-
valuada y semicontinua superiormente (proposicion 2.12), en-
tonces p=goh ! es CV y SCS (proposicién 2.11). (]

3. Cubiertas y redes

Antes de definir a los espacios ¥ y a los espacios Lindel6f X es ne-
cesario introducir las definiciones de red con respecto a una cubierta y
la de familia discreta en un espacio topoldgico, también introduciremos
algunas abreviaturas para las cubiertas segtn sus propiedades.

A partir de esta seccidén y en lo sucesivo se supondran a todos los
espacios topologicos como espacios Tychonoff.

DEFINICION 2.19. Sea X un espacio topologico, sea C una cubierta
de X. Entonces diremos que

1. C es una cubierta cerrada de X si para cada C € C tenemos que
C' es un subespacio cerrado de X.

2. C es una cubierta compacta de X si para cada C € C tenemos
que C es un subespacio compacto de X.

3. C es una cubierta numerablemente compacta de X si para ca-
da C € C tenemos que C es un subespacio numerablemente
compacto.

DEFINICION 2.20. Sea X un espacio topolégico, sea C C P (X) una
cubierta de X y sea N C P (X). Entonces N es una red en X respecto
a la cubierta C si para toda C € C y para toda U € 7x tales que C C U
existe N e N tal que C C N C U.
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DEFINICION 2.21. Sea X un espacio topologico y sea F C P (X)\{0}.
Entonces F es una familia discreta en X si para toda x € X existe
Werxtalquez e Wy [{FeEF:WNF #0} <1.

DEFINICION 2.22. Una familia de conjuntos F es o-discreta en X si

F = U F; y para cada i € w tenemos que F; es una familia discreta de
€W
subconjuntos de X.

Cuando un espacio topoldgico tiene la propiedad de ser Lindelof,
entonces la cardinalidad de toda familia discreta y o-discreta no excedera
al primer cardinal infinito. Las siguientes proposiciones se encargaran de
probar esta afirmacion.

PROPOSICION 2.23. Sea X un espacio Lindelof y sea F C P (X) una
familia discreta en X, entonces F es un conjunto numerable.

DEMOSTRACION. Sea z € X y definamos a una familia de abiertos
Uy={Werx:a e WA{FeF:FNW #0}| <1}

Note que para toda z € X el conjunto U, es distinto del vacio por
ser F una familia discreta en X.

Seald ={U, :x € X} ysea f: X — [JU una funcion de eleccion,
donde f(x) =W, € U, para cada = € X. Entonces f[X] es una cubierta
abierta de X y como X es Lindelof existe V C f[X] tal que V es una
cubierta de X y [V| < w. Asi pues, existe una enumeracion de V, digamos
V={W,, € f[X]:i€w}

Para toda i € w tal que Wy, € Vsea F; ={F € F : FNW,, # 0}.

Veamos que F = U}—i' Sea F € F, entonces FF C X y F # (). Si

1cw
elegimos un zg € F ent€0nces existe j € w tal que zg € Wy, €V debido
a que V es cubierta de X. Entonces F' N W, # () lo cual implica que
FeF;.
Ademas, por la forma en que se escogieron a los W, se tiene que

U7

1EW

|Fi| <1 paratodai€cwy |F|= <w. O

COROLARIO 2.24. Sea X un espacio Lindelof y sea F C P (X) una
familia o-discreta no vacia en X, entonces F es un conjunto numerable.
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DEMOSTRACION. De la definicion de familia o-discreta se sigue que
F = U Fi, donde F; es discreta en X para todai € w. Ademas, |F;| < w

1€w
U7

=)

para toda i € w (proposicién 2.23), entonces |F| = < w. O

4. Espacios ¥ y Lindel6f X

DEFINICION 2.25 (Nagami [8]). Sea X un espacio topologico. En-
tonces X es un espacio X si

1. Existe C C P (X) cubierta de X tal que C es cerrada y nume-
rablemente compacta.

2. Existe N' C P (X) tal que N es una red o-discreta en X respecto
a la cubierta C.

Si ademdas X es Lindeldf, el espacio X se llama Lindeldf 3

Cuando a un espacio X le anadimos la propiedad de ser Lindel6f,
obtenemos como resultado un espacio con propiedades muy cémodas
de compacidad y numerabilidad, de hecho, para identificar a los espacios
Lindel6f ¥ bastara encontrar una cubierta compacta y una red numerable
respecto de dicha cubierta. Este hecho se muestra a continuacién.

PROPOSICION 2.26. Sea X un espacio topoldgico. Entonces X es un
espacio Lindelof ¥ si y solo si

1. Eziste C C P (X) cubierta compacta de X.
2. Eziste N C P (X) red numerable en X respecto a C.

DEMOSTRACION. =) Sea X un espacio Lindel6f 3. Entonces
1. Existe C C P (X) cubierta cerrada numerablemente com-
pacta de X. Si C' € C, entonces C' es numerablemente com-
pacto y Lindelof ya que C' es cerrado, por lo tanto es com-
pacto.
2. Existe N/ C P (X) red o-discreta de X respecto a C. Por
la proposicién 2.24 tenemos que |N| < w.
<) Supongamos que existe una cubierta compacta C' C P (X) de
X y unared NV C P (X) numerable en X respecto a la cubierta
C. Entonces
1. La cubierta compacta C es numerablemente compacta.
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2. Al ser N numerable tenemos que N' = {N; : i € w} =

U{NZ} es una familia o-discreta en X ya que para toda
1€w
i € w el conjunto {N;} es una familia discreta en X.

. Veamos ahora que X es Lindel6f. Sea U una cubierta abier-

tade X yseald! = {JA:AcPWU)N|A| <w}. Esclaro
que UF es una cubierta de X, pues si x € X, entonces
existe B € U tal que z € B = |J{B}.

Sea N € NyseadV ={Acul:Nc A}

Sea V ={UN:NecN}yseaf: N — |V una funcion
de eleccion, donde f(N) = Uy € UN para cada N € N,
Entonces f[AN] C U/ es una cubierta abierta numerable
de X, ya quesix € X existe C € Ctal quez € Cy
como C' C X es compacto existe A € U tal que C C A,
ademas existe N € N tal que C C N C A pues N es
una red en X respecto a la cubierta C, entonces A € UV y
xeC CNCUy e fIN] O

Otra manera de caracterizar a los espacios Lindel6f 3 es por medio
del concepto de funcién multi-valuada, el cual no solo nos permite sim-
plificar y facilitar nuestro trabajo, sino también nos presenta una forma
alternativa de pensamiento para la resoluciéon de algunos problemas.

PROPOSICION 2.27. Sea X un espacio topoldgico, entonces las si-
guientes condiciones son equivalentes:

1. X es un espacio Lindeldf X

2.

Ezisten una cubierta compacta C C P (X) de X y una red nu-
merable N C P (X) en X respecto a C.

. Existen un espacio M sequndo numerable y una funcion multi-
valuada p: M — X CV y SCS tal que p(M) = X.

Ezisten un espacio M sequndo numerable, un espacio topolégico
L, una funcion h : L — M perfecta y una funcion g : L — X
continua y suprayectiva.

. Existen un espacio M segundo numerable, un espacio K com-
pacto, un subconjunto F' C M x K cerrado y una funcion
f:F — X continua y suprayectiva.

DEMOSTRACION.
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h !
LHM%MXK

NPl

X 7 F

1 & 2) Véase la proposicion 2.26
2 = 3) Sea C C P (X) una cubierta compacta de X y sea N' C P (X)
una red numerable en X respecto a C. Entonces
a) Consideremos en N a la topologia discreta mar = P (N) y
sea M ={meN*:3CeC(mw={NeN:CCN}}
Entonces

1)

M # 0, ya que si z € X existe C € C tal que z € C
y como {N € N : C € N}| < |N] < w, entonces
existe una enumeracion del conjunto {N € N : C C
N} de la forma {N; : i € w}, es decir, existe una
funcion m:w — {N e N': C C N}.

M es segundo numerable, pues como M C N“ tiene
la topologia de subespacio y N es un espacio metri-
zable, entonces M es metrizable. Ademés d(N) < w

va que N es numerable y d HN =dN¥) <w.
1EW
Por lo tanto M es un espacio metrizable y separable.

b) Seap: M — P (X) una funciéon multi-valuada definida por
p(m) = ({m(i) : i € w} para cada m € M. Veamos que p
es SCSy CV.

1)

Sea m € M, entonces existe C' € C tal que m[w] =
{N € N : C C N}. Probemos que C = [\m|w] =
p(m).

Sin € C, entonces n € N para toda N tal que C' C
N, por lo tanton € ({{N e N : C C N} =\ m[w]
y de esta forma C' C (| m[w].

Ahora supongamos que n € C, entonces como C' C X
es un subespacio compacto en un espacio Hausdorff
tenemos que C es cerrado, por lo que existen dos
abiertos ajenos Ay B de X talesquen € Ay C C B.



30

3=2)

3=4)

4 =5)

2. FUNCIONES MULTI-VALUADAS Y ESPACIOS LINDELOF %

Como N es una red en X respecto a C, entonces
existe N € N talque C C N' C Ayn & N, lo cual
implica que n & (J{N € N': C C N} = p(m). Por lo
tanto p(m) C C.
Asi, para cada m € M existe Cyy € C tal que p(m) =
(UN € N: Cp C N} = Cyy. Entonces p es CV.
2) Sea V € 7x y sea m € p* (V), entonces existe C € C
tal que p(m) = C C V y como N es una red en
X respecto a C existe N € N tal que C C N C V
y existe ¢ € w tal que m(i) = N. Sea U = M N
7, ({N}), donde 7; : N¥ — N es la proyeccion
sobre el i-ésimo factor. Entonces U es una abierto de
M tal que m € U C p7 (V). Por lo tanto p es SCS.
Sea B una base numerable para M, sea C = {p(m): me M}y
sea N = {p(B) : B € B}. Entonces
a) Como para toda m € M el espacio p(m) C X es compacto
y para cada x € X existe m € M tal que x € p(m),
entonces C es una cubierta compacta de X.
b) Si C' € C tenemos que existe m € M tal que p(m) =
C. Sea V un abierto de X que contenga a C, entonces
m € p” (V) € 13y pues p es SCS. Como B es base para M
existe B € B tal que m € B C p” (V). Esto implica que
C C p(B) C p(p™(V)) C V. Por lo tanto la familia N es
una red numerable en X respecto a C.
Sea M un espacio segundo numerable y sea p : M — X una
funcién multi-valuada CV y SCS, entonces existe un espacio
L, una funcién perfecta h : L — M y una funcién continua
g: L — X tales que p = goh™! (proposicién 2.18)

Note que h='(M) = (J{h™t(m) : m € M} = L y que
g[L] = g[h~'(M)] = p(M) = X. Entonces g es suprayectiva.
Sea p = goh™!, entonces p es CV y SCS (proposiciones 2.11 y
2.12). Por la proposicion 2.18 esto implica que existe un espacio
compacto K, un subespacio cerrado F' C M x K y una funcién
continua f : I — X tales que p = fo i}l o 7T]T/[1, donde ip :
F — M x K es la funcién inclusion y wpr : M x K — M es la
proyecciéon sobre el primer factor.
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Recuerde que (i;'ory ) (M) = F,h™ (M) = Ly g(L) = X,
entonces f[F] =p(M) = (goh 1) (M) = X.

5=3) Seap= foiro 7T]T/[1, entonces p : M — P (X) es una funcion

multi-valuada CV y SCS (proposiciones 2.11 y 2.12). Ademéas
como f es suprayectiva tenemos que p(M) = X. O

La siguiente proposicién resume propiedades importantes de los espa-
cios Lindelof ¥ y es una primera muestra de la importancia del concepto
de funcién multi-valuada.

PROPOSICION 2.28.

=W =

Si X es un espacio o-compacto, entonces X es Lindelof 3.

S1 X es un espacio compacto, entonces X es Lindeldof X.

Si X tiene una red numerable, entonces X es Lindeldf .

S1 X es un espacio seqgundo numerable, entonces X es Lindelof
3.

Si X es un espacio Lindelof ¥, p : X — Y es una funcion
multi-valuada CV y SCS y p(X) =Y, entonces Y es Lindelif
3.

. 81 X es un espacio Lindeléf 3, entonces

a) Si F C X es un subespacio cerrado, entonces F' es Lindelof
3.
b) Si f: X — Y es una funcion continua, entonces f[X] es
Lindeldf 3.
¢c) Si f Y — X es una funcidn perfecta, entonces ¥ =
(X)) es Lindelsf 3.
St X es un espacio Lindelof X, K es un espacio compacto y
Y C X x K es cerrado, entonces Y es Lindeldf .

. X es un espacio Lindeldof 3 si y solo si existen un espacio to-

poldgico Y, un espacio M metrizable y separable, una funcion
h:Y — X yuna funcion g : Y — M tales que h es continua y
suprayectiva y g es perfecta.

. X es un espacio Lindeldf > si y solo si existen un espacio M

metrizable y separable, un espacio K compacto, un subconjunto
Y € M x K cerrado y una funcion f :' Y — X continua y
suprayectiva.
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Si{Xy : o € w} es una familia de espacios topoldgicos y para to-
da o € w tenemos que X, es Lindelof 3, entonces X = H Xa

acw

es Lindeldf 3.

Si {Xo : a € w} es una familia de subespacios topoldgicos de
un espacio Y y para toda o € w tenemos que X, es Lindeldf X2,
entonces X = U X, es Lindelof .

acw
Si {Xo 1 a € w} es una familia de subespacios topoldgicos de

un espacio Y y para toda o € w tenemos que X, es Lindelof X2,
entonces X = m X, es Lindelof ¥

acw
La clase de los espacios Lindeldf 3 es la mds pequenia de las

clases de espacios topoldgicos que contienen a todos los espa-
cios compactos y a todos los espacios metrizables separables, y
que es cerrada bajo la formacion de productos finitos, imdgenes
continuas y subespacios cerrados.

DEMOSTRACION. 1. Si X = U F;, donde cada espacio F; es

IS
un subespacio compacto de X, entonces la familia N = {F; : i €
w} es una red numerable en X respecto de la cubierta C = N.
Claramente 2 se sigue de 1.

. Si NV es una red numerable en un espacio topologico X, entonces

la familia N es una red respecto a la cubierta compacta C =

{{z} 2z € X}.

El inciso 4 es consecuencia del inciso 3.

. Fijemos una cubierta compacta C de X y una red numerable

N respecto a la cubierta C. Sea Cy = {p(C) : C € C} y sea
Ny = {p(N) : N € N}. Entonces |[Ny| < wyY C UCy,
ademés por la proposicién 2.14 tenemos que la familia Cy es
una cubierta compacta. Veamos entonces que la familia Ny es
una red respecto a la cubierta Cy. Sea K € Cy y sea U € 1y
tales que K C U. Entonces existe C' € C tal que K = p(C),
lo cual implica que C' C p#(U) € 7x. Como N es una red
respecto a C, existe N € N tal que C € N C p#(U). Por lo
tanto K C p(N) C U.
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Si X es un espacio Lindeldf ¥ y F' C X es un subespacio cerrado,
entonces la funcién multivaluada p : X — F dada por

_J{z} sizeF
p(az)—{@ siz & F

es SCS y CV, ademés p(X) = F, por lo tanto F es Lindel6f
>.. Lo cual muestra 6.a.

Si X es un espacio Lindel6f ¥ y f : X — f[X] es una
funcion continua, entonces py : X — f[X] es SCSy CV (propo-
sicion 2.10), y por 5 tenemos que f[X] es Lindel6f ¥. quedando
probado 6.b.

Si f:Y — X es una funcién perfecta y X es un espacio
Lindelsf ¥, entonces f~1: X — Y es SCS y CV (proposicion
2.12). Por lo tanto Y es Lindeldf 3. Con esto demostramos 6.c.
Esta demostracién es una simple aplicacién del Teorema de
Kuratowski (proposicion 1.12) a la funcién proyeccion mx :
X x K — X. Por dicho teorema, la funcion 7x : X x K — X es
perfecta, entonces 7T;(1X — X x K es una funcién multi-valuada
CV y SCS. Como X es Lindelof 3, entonces X x K también lo
es. Como Y C X x K es cerrado, entonces Y es Lindelof X.
Veéase la proposiciéon 2.27 inciso 4.

. Vedse la proposicion 2.27 inciso 5.
10.

Si X = H X, es un producto de espacios Lindelof X, enton-

acw
ces para cada o € w existe un espacio M, segundo numerable

y una funciéon p, : M, — X, semicontinua superiormente y

compacto-valuada tales que p,(M,) = X,. Entonces H Do €S
acw

una funcién CV y SCS. Note que H M, es segundo numerable,

acw
por lo tanto X es un espacio Lindeldf X.

Sea X = U X, una unién de subespacios Lindelof Y. Sea

acw

Z =][{Xa: @ € w} xw, entonces Z es un espacio Lindelof X.
Considere a la funciéon f: Z — X definida por f(x, k) = mg(x)
para toda z € H X y toda k € w, donde 7y, : H Xo— Xes

acw acw
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la proyeccion sobre el k-ésimo factor. La funcién f es continua
y suprayectiva, por lo tanto X es Lindeldf X.
Supongamos que X = m X, es una interseccion de subespa-

acw
cios Lindel6f > de un espacio topolégico Z. Considere al es-

pacio Z¥ y a la funciéon f : X — Z“ definida como sigue:

Para cada x € X y para cada a € w sea 7, (f(x)) = =.
Entonces f es una inmersion y f[X] = AN H X, donde
acw

A={x e Z:VafB € w(m(z) =mg(x))}. Como A es un
espacio cerrado en Z*“, entonces X es Lindelof X.

Supongamos que S es una clase que contiene a todos los espa-
cios compactos, a todos los espacios segundo numerables y es
ademés cerrada bajo la formacién de imagenes continuas, sub-
espacios cerrados y productos finitos. Sea X un espacio Lindel6f
>, entonces existe un espacio M segundo numerable y un es-
pacio K compacto tales que X es una imagen continua de un
subconjunto cerrado F' del producto M x K. Como M y K son
elementos de S, entonces M x K € Sy F € S. Como S es ce-
rrada bajo formaciéon de imégenes continuas, entonces X € S.
Esto muestra que todo espacio Lindel6f ¥ pertenece a la clase
S, por lo tanto la clase de los espacios Lindeldf ¥ es la méas pe-
quena de las clases que contienen a todos los espacios compactos
y a todos los espacios metrizables separables y que es cerrada
bajo la formacion de productos finitos, imagenes continuas y
subespacios cerrados. O



CAPiTULO 3

Subclases especiales de la clase LY

En este capitulo se introducen algunas subclases importantes de la
clase de los espacios Lindel6f ¥. Como hemos observado en el capitulo
anterior, un espacio X que es Lindelof ¥ puede ser caracterizado como
la imagen compacto-valuada de una funcién semicontinua superiormente
p: M — X, donde M es un espacio segundo numerable.

La idea de este capitulo es estudiar las propiedades més elementales
de los espacios pertenecientes a las clases LX(K) y KLX(K). Dichas
clases son generadas imponiendo condiciones adicionales al espacio M y
a los conjuntos p(m), para toda m € M (ver definicion 3.1).

1. Las clases LX(K) y KLX(K)

De ahora en adelante a la clase de todos los espacios topologicos que
son compactos la denotaremos por CM y K serd siempre una subclase de
CM. Asimismo, la clase de todos los espacios Lindel6f 3 serd denotada
por L.

DEFINICION 3.1. Sea X un espacio topologico.

1. Diremos que X pertenece a la clase LY(K) si existe un espacio
M segundo numerable y una funcién multi-valuada p: M — X
semicontinua superiormente, compacto-valuada y suprayectiva
tal que para toda m € M se tiene que p(m) € K.

2. El espacio X pertenece a la clase K LY(K) si existe un espacio
M compacto segundo numerable y una funcién multi-valuada
p: M — X semicontinua superiormente, compacto-valuada y
suprayectiva tal que para toda m € M se tiene que p(m) € K.

Como es usual, si X pertenece a la clase LX(K) escribiremos X €
LY (K), de manera semejante, si X es un elemento de la clase KLYX(K)
escribiremos X € KLY(K).

35
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Claramente para cada familia K de espacios compactos siempre su-
cede que K LY(K) C LX(K).

Obsérvese también que si X es un elemento de la clase KLY (K),
entonces X es compacto ya que es la imagen de un espacio topoldgico
compacto bajo una funciéon multi-valuada CV y SCS (véase la proposi-
cion 2.14).

Como bien sabemos, un espacio X es Lindel6f X si tiene una cubierta
compacta y una red numerable respecto a dicha cubierta. Cuando X
pertenece a la clase LY(K), la cubierta compacta de X debe ser una
subcoleccion de K. A continuacién probaremos esta afirmacion.

PROPOSICION 3.2. Sea X un espacio topoldgico, entonces X € LY (K)
si y solo si existen una cubierta C C K de X y una red numerable N de
X respecto a la cubierta C.

DEMOSTRACION. =) Sea X € LY(K), entonces existe un es-
pacio M segundo numerable y una funcién multi-valuada p :
M — X semicontinua superiormente y compacto-valuada tal
que p(M) = X y para toda m € M sucede que p(m) € K.
Sea C = {p(m) : m € M}, entonces C es una cubierta com-
pacta de X ya que |JC = U p(m) = p(M) = X, y claramente

meM
C esta contenida en K. .

Sea B C 7)s una base numerable para M y sea N = {p(B) :
B € B}, entonces |[N| < |B] < w. Veamos ahora que N es una
red en X respecto a C.

Sea C' € C ysea U € 7x tal que C' C U. Entonces existe
m € M tal que p(m) = C, es decir, m € p?(U) y como p es
una funcién SCS tenemos que p*(U) es un abierto en M. Por
ser B una base para M existe B € B tal que m € B C p”(U),
entonces p(m) C p(B) C p(p#(U)) C U. Asi tenemos que C' C
p(B) C U, lo cual muestra que AN es una red en X respecto a
la cubierta C.

<) Sea C C K una cubierta compacta de X y sea A una red nume-

rable en X respecto a C. Dotemos a A con la topologia discreta,
entonces el conjunto definido de la siguiente manera:

M ={meN¥:3CeC(mw]={NeN:CCN})}
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es un espacio no vacio, metrizable y separable, al dotarlo de la
topologia de subespacio de N'“ (ver prueba de la proposicion
2.27).
Sea p : M — X la funcién multi-valuada definida por
p(m) = [ m|w] para cada m € M. Entonces
1. Sim € M existe Cy,, € C tal que mlw] = {N € N : Cp, C
N}. Veamos que p(m) = Cp,.
Es claro que C,, C ({N € N : C,,, C N}. Mostremos
ahora que X \ Cy,, C X \({N € N : C},, C N} (figura 1).
Sea x & C)y,, como C,;, C X es un subespacio compacto y X
es un espacio Hausdorff, entonces C,, es cerrado. Ademés
X es completamente regular, por lo que existe un abierto
A de X que contiene a C,, pero no a x y como N es
una red en X respecto a C tenemos que existe N € N
tal que C,, C N C A. Esto implica que existe i € w tal que
Cpm Cm(i) =N yaxz¢&N,por lo tanto z & p(m).
Esto muestra que p es una funcién compacto-valuada tal
que p(m) € K para toda m € M.

TORA
, Ni+1 \\

Ficura 1. p(m) C Cp,

2. Si x € X, entonces existe C,, € C tal que x € C,. Sea
A ={N € N :C, C N}. El conjunto A es distinto del
vacio porque NV es una red en X respecto a C, X € 7x
y C; C X. Ademas |A| < |N| < w implica que existe
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una funciéon ma : w — A suprayectiva y en consecuencia
iaomy :w — N esun elemento de M, donde ig : A — N
es la funcion inclusion. También tenemos que p(igomy) =
C,.. Esto muestra que para cada x € X existe m € M tal
que = € p(m), es decir p(M) = X.

3. Sea V € 7x y sea m € p7 (V), entonces p(m) C V y existe
N € N tal que p(m) C N C V ya que N es una red
en X respecto a C, esto implica que existe ¢ € w tal que
m(i) = N. Como N tiene la topologia discreta, entonces
{N} € 7u, por lo que M N 7; '({N}) es un abierto de M
tal que m € M N, '({N}) C p#(V), donde 7; : N¥ — N
es la proyeccion sobre el i-ésimo factor, por lo tanto p# (V)
es un abierto en M, lo cual muestra que la funcién p es

SCS. O

Diremos que una subclase K C CM es cerrada bajo la formacion
de subespacios cerrados e imagenes continuas si para cada K € K se
cumplen las siguientes condiciones:

1. Si F C K es cerrado, entonces F' € K.
2. Si f: K — Y es una funciéon continua, entonces f[K] € K.

Las proposiciones 3.3 y 3.4 que enseguida establecemos proporcionan
caracterizaciones de los espacios en LY (K) y K LY (K), respectivamente,
cuando K es una subclase de CM cerrada bajo subespacios cerrados e
imAgenes continuas.

PROPOSICION 3.3. Sea X un espacio topologico y KK C CM una sub-
clase cerrada bajo subespacios cerrados e imdgenes continuas. Entonces
las siguientes condiciones son equivalentes:

1. X € LY(K).

2. Existen un espacio M segundo numerable, un espacio K com-
pacto, un subespacio F C M x K cerrado y una funcion g :
F — X continua tal que g[F) = X y para toda m € M sucede
que Fﬂﬂj/ll(m) € K, donde wpr : M x K — M es la proyeccion
sobre M.

3. Emzisten un espacio M seqgundo numerable, un espacio topoldgico
L, una funcion h : L — M perfecta tal que para toda m € M
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sucede que h='(m) € K y una funcion f : L — X continua tal
que f[L] = X.

DEMOSTRACION. 1= 2) Sea X € LX(K). Entonces existe un es-

2=3)

3=1)

pacio M segundo numerable y una funcién multi-valuada p :
M — X suprayectiva, SCS y CV tal que para toda m € M el
conjunto p(m) es un elemento de K.

Entonces por la proposicion 2.18 existe un espacio K com-
pacto, un subespacio F' = grf(p) C M x K cerrado y una
funciéon g = mx [p: F' — K continua tal que p =g o 2';1 o 7T]T/[1.
Ademas (2;1 o 7T]T/[1) (M) = F implica que g[F] = p(M) = X.

Ademés si sucede que m € M, entonces F Ny} (m) =
{m} x p(m) es un elemento de K.

Sea L = F' y sea f = g. Considere a la funcion h = mp [1:
L — M. Entonces h es perfecta (proposicion 1.12) y h=(m) =
Fn({m} xK)eK.

Sea p = f oh™!, entonces p es SCS y CV (proposiciones 2.11
y 2.12). Ademés para toda m € M tenemos que p(m) = (f o
h=1)(m) € K, ya que K es cerrada bajo im4genes continuas. [J

La siguiente proposiciéon caracteriza a los espacios topoldgicos que
pertenecen a la clase KLY (K) y su demostracion es similar a la hecha
en 3.3 ya que la condicion de ser compacto segundo numerable no rompe
el esquema de prueba utilizado anteriormente.

PROPOSICION 3.4. Sea X un espacio topologico y KK C CM una sub-
clase cerrada bajo subespacios cerrados e imdgenes continuas. Entonces
las siguientes condiciones son equivalentes:

1.

X € KLY(K).
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2. Ezisten un espacio M compacto sequndo numerable, un espacio
K compacto, un subespacio F' C M x K cerrado y una funcion
g : F — X continua tal que g[F] = X y para toda m € M
sucede que F N wyf(m) € K, donde mpr : M x K — M es la
proyeccion sobre M.

3. Existen un espacio M compacto sequndo numerable, un espacio
topoldgico L, una funcion h : L — M perfecta tal que para toda
m € M sucede que h='(m) € K y una funcion f : L — X
continua tal que f[L] = X.

M. Tkacenko en [11] y V. Tkachuk en [12] introdujeron con diferente
terminologia a los espacios débilmente K-fibrados. A continuacién vere-
mos que los espacios compactos que pertenecen a la clase K LY (K) son
de este tipo de espacios topoldgicos.

DEFINICION 3.5. Sea X un espacio topologico y sea K C CM. Di-
remos que X es un espacio débilmente KC-fibrado si existe una cubier-
ta C de X cerrada y numerable tal que para toda = € X el conjunto
({C € C:z € C} es un elemento de la familia K.

Cuando K sea la clase de todos los espacios metrizables compactos,
al espacio X lo llamaremos débilmente metrizable fibrado.

PROPOSICION 3.6. Sea K C CM cerrada bajo subespacios cerrados y
sea X un espacio topoldgico compacto. Entonces X € LY (K) si y sdlo si
X es un espacio débilmente K-fibrado.

DEMOSTRACION. =) Sea X un espacio en LX(K). Entonces
existe una cubierta C C K de X y una red numerable NV en X
respecto a la cubierta C.

Si x € X, entonces existe C, € C tal que x € C, y existe
N € N tal que z € Cp, C N C X. Por lo tanto NV es una
cubierta de X. Ademés como para toda N € N se tiene que
N C N, entonces R = {N :N € J\f} es una cubierta cerrada
de X, que ademés es numerable.

Para cadaz € X sea I, =) {N ER:z€ N}. Veamos que
para toda x € X el conjunto I, es un elemento de la clase K.
Bastaréd probar que I, C C,, debido a que I es cerrada bajo
subespacios cerrados.

Sea y ¢ C,, entonces existe un abierto A de X tal que
C, CAyy¢& Avyaque Cp C X es cerrado en un espacio
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Tychonoff. Como N es una red en X respecto a C y X es un
espacio regular, existe Ny € Ny un abierto B de X tales que
C, C NgC BC BC A, entonces ¢ € C, C Ny C Ay como
y € A en particular tenemos que y € Ny, es decir y € I, lo cual
muestra que X \ Cp C X \ .

<) Sea C una cubierta cerrada numerable tal que para toda x € X
el conjunto ({C € C : z € C'} es un elemento de K. Para cada
x € X sea D, =(|{C €C:xeC}. Definamos D={D,:z €
X}yseaN ={B:BeP(C)N0 < |B| <w}. Es claro que
D C K es una cubierta compacta de X. Veamos que N es una
red numerable respecto a D. Sea D, € D y sea U € 7x tales
que D, C U, entonces por la proposicién 1.16 existe £ € N tal
quexr € Ey D, C E CU.Por lo tanto N es una red numerable
respecto a la cubierta C. O

COROLARIO 3.7. Sea K C CM cerrada bajo subespacios cerrados
y sea X un espacio numerablemente compacto y débilmente K-fibrado,
entonces X es un elemento de LX(K).

DEMOSTRACION. Como X es un espacio débilmente K-fibrado existe
una cubierta cerrada numerable C de X tal que para cada « € X sucede
que ({CeC:zeC}eK.

Bastara con mostrar que X es un espacio Lindelof. Sea U C 7x una
cubierta de X yseald/ = {|JA: A€ P (U)AI|A| < w}.

Para cada C € C seald” = {A € U/ : C C A}. Definamos V = {U° :
C € C}. Consideremos una funciéon de eleccion f : C — |JV, entonces
f[C] es una subcubierta abierta numerable de U, ya que |C| < w. O

2. Las clases LY(< k), LY(< k) y LX(k)

Si K denota a la clase de espacios compactos con peso menor o igual
que k, donde k es un cardinal infinito, entonces K es una clase cerra-
da bajo subespacios cerrados e imégenes continuas. De esta manera, los
espacios que pertenecen a las clases LY(K) tienen las propiedades enun-
ciadas en 3.3. En esta seccién analizaremos con mayor detenimiento las
propiedades de esta clase de espacios topolégicos para distintos cardina-
les k.

DEFINICION 3.8. Sea x un ntunero cardinal (finito o infinito). Deno-
temos con LY(< k) a la clase LX(K), donde K es la clase de todos los
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espacios compactos con peso menor o igual que k. Asimismo, LY (< k)
denota a la clase L3(K), donde K = {K € CM : w(K) < k}.
Finalmente, definamos LY (k) = LX(< k) \ LX(< k).

OBSERVACIONES 3.9. Utilizando la proposiciéon 3.3 podemos concluir
lo siguiente:

1. X € LY(< k) si y s6lo si existe un espacio segundo numerable
M y una funciéon multi-valuada semicontinua superiormente,
compacto-valuada y suprayectiva p : M — X tal que para toda
m € M sucede que w(p(m)) < k.

2. X € LY(< k) si y solo si existe un espacio segundo numerable
M y una funciéon multi-valuada semicontinua superiormente,
compacto-valuada y suprayectiva p : M — X tal que para toda
m € M se tiene que w(p(m)) < k.

De manera similar a lo hecho en la definicién 3.8 podemos definir a
las clases KLY (< k), KLY(< k) y KLY(k) como las clases K L3(K),
donde K = {K € CM : w(K) <k}, K={K € CM : w(K) < k} y
KLY (k) = KLY(< k) \ KLX(< k), respectivamente.

Observe también que si & es finito, las condiciones w(K) < k, w(K) <
kyw(K) = k son en realidad las condiciones |K| < &, |K| < Ky |K| = &,
respectivamente.

Note por ejemplo que si X pertenece a la clase LY (< 1), entonces
X tiene una cubierta compacta C que admite una red numerable, donde
cada elemento C de C tiene cardinalidad menor o igual que 1, lo cual
implica que LYX(< 1) C {X : nw(X) < w}. Ademas, si X tiene peso de
red menor o igual a w y N es una red numerable en X, entonces N es
una red con respecto a la cubierta {{z} : x € X}. Lo cual muestra que
LY(<1) ={X : nw(X) < w}.

También note que los elementos de KLY (< 1) son compactos y tie-
nen peso de red numerable (ya que KLY (< 1) C LX(< 1)). Asi, tienen
peso numerable y por ser compactos segundo numerables son metriza-
bles, por lo que KL¥(< 1) C {X : X es compacto metrizable }. Ade-
maés si un espacio métrizable X es compacto, entonces X es segundo
numerable, por lo que la funciéon i~! : X — X es SCS y CV, donde
i: X — X es la funcion identidad. Lo cual muestra que KL (< 1) =
{X : X es compacto metrizable }.
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La siguiente proposicién establece algunas propiedades elementales
de las clases que hemos introducido.

PROPOSICION 3.10. Sea k un ndmero cardinal. Entonces

1. Las clases LY(< k), LY(< k), KLY(< k) y KLYX(< K) son ce-
rradas bajo formacion de subespacios cerrados e imdgenes con-
tinuas.

2. Las clases LY(< k) y LX(< k) son cerradas bajo formacion de
uniones numerables y las clases KLY(< k) y KLY(< k) son
cerradas bajo formacion de uniones finitas.

DEMOSTRACION. 1. Sea X € L3(< k) y sea FF C X un sub-
espacio cerrado. Entonces existe un espacio M segundo nume-
rable, una funcién multi-valuada p : M — X suprayectiva, SCS
y CV tal que para toda m € M tenemos que w (p(m)) < k.

Considere la funcién inclusiéon ip : F' — X, entonces i}l
X — F' es una funcién multi-valuada SCS y CV tal que (z}l o
p)(M) = F.

Si m € M, entonces (i.' op)(m) = FNp(m) y como la fun-
cional cardinal w es mono6tona tenemos que w ((z}l op)(m)) <
k. Por lo tanto F' es un elemento de LY (< k).

Por otro lado, si f : X — Y es una funciéon continua y supra-
yectiva, entonces la funciéon multi-valuada fop : M — Y es SCS,
CV y suprayectiva, ademés la funcion f [y, p(m) — Y es con-
tinua, por lo tanto w (f [p(m)]) = nw (f[p(m)]) < nw (p(m)) =
w (p(m)) < k.

Un argumento similar se puede usar para los casos en que
X el¥(<k), X € KLY(<k)y X € KLY(< K).

2. Sea X = [J{X, : a € A}, donde X, € LY(< k) para cada
«a € A. Entonces para cada o € A existe un espacio segundo
numerable M, un espacio topologico L., una funcién perfecta
Jo : Lo — M, tal que para toda m € M, el espacio g, (m) es
compacto con peso menor o igual a k y una funcién continua
fa i La — X, tal que fo[Lo] = Xa.

Sea M = @{M, : « € A} ysea L = @P{L, : o € A}
Definamos g: L - My f: L — |J{X4 : @ € A} dos funciones
definidas de la siguiente manera:



44 3. SUBCLASES ESPECIALES DE LA CLASE LY

Sia € Ayl € Ly, entonces g [1,x{a} (1) = (9a(l), ) ¥y
f rLax{a} (1) = fa(l).

P M. P U Xa
acA acA
9= U gaT
acA f= f
@ La ozLGJA "

acA

Observe lo siguiente:

a) Si m € M, entonces existe una unica v € A tal que m €
M, x{v}, por lo que existe [ € L, tal que m = (g,(1),v) =
g((1,7)). Ademas note que g~!(m) = g;l(ﬂMw (m)), don-
de mar, : My x {v} — M, es la proyeccion sobre el pri-
mer factor. Como 7z, es un homeomorfismo, entonces
w (g~ (m)) <

b) Si F' C L es un subespacio cerrado, entonces F' = @{Fj :
B € A}, donde Fj es un subconjunto cerrado de Lg para
cada B € Ay laimagen de F bajo g es |J{(g5(F3) x {5}) :
B € A}, la cual es cerrada en M.

¢) Si U C M es un subespacio abierto, entonces U = {Us :
B € A}, donde Ug es un subconjunto abierto de Mg para
toda € Ay g }(U) = U{ggl(Ug) : B € A} es abierto en
L.

d) Si x € X, entonces existe v € A tal que z € X, lo cual
implica que existe [ € L, tal que = f,(I) = f(I).

e) Si U C X es un subespacio abierto, entonces f~1(U) =
UL MU N X,) s a € A}, el cual es abierto en L.

Entonces g es una funciéon perfecta y f es una funcién con-
tinua y suprayectiva, por lo que p = (f o g~ !) es CV y SCS.
Ademas note que M es un espacio segundo numerable si y s6lo
si |A| < w. Un argumento similar se puede usar para el caso en
que X € LY(< k).

Si X es un elemento de la clase KLY (< k) o de la clase
K L¥(< k), entonces M es un espacio compacto si y sélosi [A] <
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w (proposicion 1.15), lo cual muestra que las clases KLY (< k)
y KLY (< k) son cerradas bajo uniones finitas. O

COROLARIO 3.11. Si X, € LY(< Kq), para cada o € A, entonces
UH{Xa:a€ A} € LY(< k), donde k = sup{k, : @ € A}.

PROPOSICION 3.12. Sean x y A dos nimeros cardinales, sean X y
Y dos espacios topoldgicos y sean {kq : @ € w} una familia de nimeros
cardinales y T = {X, : a € w} una familia de espacios topoldgicos.
Entonces
1. Si X € LY(< k) yY € LE(< \), se tiene que X x Y € LE(<
K- A).
2. 51 Xy € LY(< ko) para cada o € w, se tiene que [[7 € LE(<
k), donde k = w - sup{kq : @ € w}.

DEMOSTRACION. 1. Como X € LY(<kK)y Y € LE(<)),
existen dos espacios M y N segundo numerables y dos funciones
multi-valuadas p: M — X y ¢ : N — Y suprayectivas, SCS y
CV tales que w(p(m)) < k para toda m € M y w(qg(n)) < A
para toda n € N.

Considere la funcion multi-valuada p x ¢ : M x N — X X
Y definida por (p x q)(m,n) = p(m) x q(n), entonces por la
proposiciéon 2.16 tenemos que p X ¢ es una funcion SCS, CV y
suprayectiva. Note que para toda (m,n) € M x N se tiene que
w (p(m) x g(n)) < k- X (proposiciéon 1.23).

2. Para cada a € w sea p, : M, — X, una funcién multi-valuada
SCS, CV y suprayectiva definida en un espacio segundo nume-
rable tal que si @ € w y m € M, entonces w(py(m)) < Kq.

Sea M =[[{My:a €w} ysea P={p,:a¢cw}, entonces
la funcién multi-valuada [[P : M — [[{Xas : @ € w} es SCS,
CV y suprayectiva. Note también que el espacio M es segundo
numerable y que w ([[ P(m)) < w - sup{kq : @ € w} para toda
m € M. U

Una propiedad util de los es espacios pertenecientes a la clase LY (<
k) es quesi X € LY (< k), entonces su cardinalidad se encuentra acotada
por el nimero 2“7*. Para demostrar este hecho serd necesario probar
primero que si C' es una cubierta compacta de un espacio topolégico X
y N es una red numerable en X respecto a C, entonces |C| < 2¥.
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En efecto, sea f : C — P (N) definida por f(C) ={N e N :C C N}
para cada C' € C. Sean C1,C5y € C tales que C7 # Cs. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que C7\Cy # 0, entonces existe x € C1\Cs.
De esta forma, tenemos que Co C X \ {z} € 7x. Al ser N una red en
X respecto a C existe Ny € N tal que Cy C Ny C X \ {z}. Entonces
Noe{NeN:CyC N} = f(Cy) y comoz € Cyyx¢Cy tenemos que
No € {N e N :Cy C N} = f(Cy). Esto muestra que f es inyectiva, por
lo tanto |C| < [P (N)].

El siguiente resultado nos ayudara a demostrar que si kK es un niumero
cardinal que no excede a 2“, entonces la compactacién de Alexandroff
A(X) del espacio X siempre serd un elemento de LY (< 2) (proposicion
3.21).

PROPOSICION 3.13. Si X € LX(< k) entonces | X| < 29tF

DEMOSTRACION. Sea X € LY(K), donde K ={Y € CM : w(Y) <
k}. Por la proposicion 3.2 existe una cubierta compacta C C K de X y
una red numerable N en X respecto a C. Entonces |X| < ||J{C : C €
CH <IC|-sup{|C|:CeC} <2¥.2" O

3. Las clases LY(<w)y KLY (< w)

Recordemos que un espacio topologico X es débilmente metrizable
fibrado si existe una cubierta cerrada y numerable C de X tal que ({C €
C : z € C'} es compacto metrizable, para toda x € X (véase la definicion
3.5).

Es féacil probar que todo espacio X en LY (< w) es un espacio débil-
mente metrizable fibrado. En efecto, sea C una cubierta compacta de X
tal que para cada C € C el peso de C' es menor o igual que w y sea N una,
red numerable en X respecto a la cubierta C, entonces N' = {N : N € N'}
es una cubierta cerrada numerable de X. Ademads, para cada x € X, el
conjunto I, = ({N : 2z € N} es compacto y w(l;) < w ya que la clase
de espacios compactos metrizables es cerrada bajo subespacios cerrados.
Esta demostracién es una copia de la hecha en la proposicién 3.6 notan-
do que la clase K es la clase de todos los espacios compactos con peso
menor o igual que w.

La siguiente proposicién establece que para los espacios compactos
es equivalente el ser un espacio débilmente metrizable fibrado y el ser un
elemento de la clase LY (< w).
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PROPOSICION 3.14. Sea X un espacio topoldgico compacto. Entonces
X € LY (< w) siy sdlo si X es débilmente metrizable fibrado.

DEMOSTRACION. =) Como ya se vi6 en la demostracion de 3.6
tenemos que si X € LY(< w), entonces X es débilmente K-
fibrado, donde £ = {X € CM : w(X) < w}. Es bien sabido que
todo espacio compacto segundo numerable es metrizable y por
lo tanto I C {X : X es metrizable }.

<) Sea K la clase de todos los espacios metrizables compactos y
sea X un espacio débilmente metrizable fibrado. Entonces por
la proposicion 3.6 tenemos que X € LX(K), es decir, existe
un espacio segundo numerable M y una funcién multi-valuada
p: M — X SCS, CV y suprayectiva tal que p(m) € K para
toda m € M. Entonces si m € M, el espacio p(m) es compacto
y metrizable, por lo tanto segundo numerable. De aqui que para
toda m € M tenemos que w(p(m)) < w. O

El siguiente resultado de J. Gerlitz y Z. Szentmikléssy publicado en
[5] muestra propiedades relevantes de los espacios compactos débilmente
metrizables fibrados.

Recordemos que un espacio topolégico X es secuencial si para cual-
quier A C X se cumple que A es cerrado si y s6lo si junto con cualquier
sucesion de puntos de A contiene a todos sus puntos limite.

PROPOSICION 3.15 ([5]). St X es un espacio compacto débilmente
metrizable fibrado, entonces X es secuencial y en consecuencia t(X) < w.

La siguiente definicién de espacios metrizablemente fibrados publi-
cada por V. Tkachuk en [12]| junto con la proposicién 3.4 nos permite
establecer que todo espacio compacto metrizablemente fibrado es un ele-
mento de la clase KLY (< w).

DEFINICION 3.16. Sea X un espacio topoldgico, entonces X es un
espacio metrizablemente fibrado si se satisfacen las siguientes condiciones:
1. Existe un espacio M metrizable.
2. Existe una funciéon f : X — M continua, suprayectiva y con
fibras metrizables.

PROPOSICION 3.17. Sea X wun espacio compacto y metrizablemente
fibrado, entonces X € KLY (< w).
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DEMOSTRACION. Sea X un espacio compacto metrizablemente fi-
brado, entonces existe un espacio M metrizable y existe una funcién
f : X — M continua, suprayectiva y con fibras metrizables.

Veamos que la funcion f es perfecta. Sea F' C X un subespacio
cerrado, entonces f[F] C M = f[X] es un subespacio compacto en un
espacio Hausdorff, por lo tanto f[F] es cerrado. Note que las fibras de f
son cerradas en X, por lo tanto, f es una funcién perfecta.

Como el espacio metrizable M es imagen continua de un compac-
toy f7' : M — X es una funcién compacto-valuada y SCS tal que
w (f~1(m)) < w, entonces X € KLE(< w) O

Sabemos por la proposiciéon 3.17 que la clase de los espacios compac-
tos metrizablemente fibrados esta contenida en K LY(< w) y una pregun-
ta natural es si ambas clases coinciden. La respuesta a esta pregunta es
negativa. En paginas posteriores probaremos que el espacio A(wj) es un
elemento de KLY (< w) que no es metrizablemente fibrado (proposicion
3.20).

Note también que por la proposicion 3.4 todo espacio en K LY (< w)
es imagen continua de un espacio compacto metrizablemente fibrado.
Otro hecho relevante de los elementos de la clase KLY (< w) es que son
espacios de Fréchet; para verificar esto sera necesario un resultado de V.
Tkachuk [12] que postula que todo espacio metrizablemente fibrado es
primero numerable.

PROPOSICION 3.18 ([12]). Sea X un espacio compacto metrizable-
mente fibrado, entonces X es primero numerable.

COROLARIO 3.19. Sea X € KLY(< w), entonces X es Fréchet.

DEMOSTRACION. Por la proposicién 3.4, existe un espacio F' com-
pacto metrizablemente fibrado y una funcién continua suprayectiva f :
F — X. Como F y X son compactos, f es una funcién cerrada. En-
tonces f es una funcion hereditariamente cociente (ver proposicion 1.7).
Como la propiedad de Fréchet se preserva bajo funciones hereditariamen-
te cocientes (véase proposicion 1.8), el espacio X es de Fréchet (recuerde
que K es primero numerable). O

A continuacion se describen las clases LY (< k) y KLYX(< k) para
cardinales k mayores o iguales que 2.
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PROPOSICION 3.20. Sea k un nimero cardinal mayor o igual que 2*.
Entonces
L. L3(< k) ={X € LY : nw(X) < k}
2. KLY (< k) ={X eCM :w(X) <k}

DEMOSTRACION. Sea s un numero cardinal tal que 2% < k.

1. C) Sea X € LY(< k), entonces existe un espacio M segun-
do numerable, y una funcién multi-valuada p : M — X
suprayectiva, CV y SCS tal que para toda m € M se tie-
ne que w(p(m)) = nw(p(m)) < k. Entonces nw(X) =

nw U p(m) | < |M|-sup{nw(p(m)): m € M}. Como
meM

w(M) < w, entonces |M| < 2¢ (proposicion 1.26), lo cual

implica que nw(X) < 2¥ -k = k.

D) Sea X un espacio Lindelof ¥ tal que nw(X) < k. Enton-
ces existe un espacio M segundo numerable y una funcién
multi-valuada p : M — X CV y SCS tal que p(M) = X.
Sea m € M, entonces p(m) C X y w(p(m)) = nw(p(m)) <
K ya que nw es monoétona.

2. C) Sea X € KL¥(< k), entonces X es imagen de un espa-
cio compacto segundo numerable bajo una funciéon multi-
valuada CV y SCS. Note que w(X) < |M]|-sup{w(p(m)) :
me M} =2k =k, ya que X es compacto.

D) Sea X un espacio compacto tal que w(X) < k. Entonces
X es Lindelof ¥ y los elementos de cualquier cubierta de
X tienen peso menor o igual que x, debido a que w es
monotona. (]

4. Algunos ejemplos en las subclases LY

En esta seccién se presentan ejemplos de espacios topolégicos que
pertenece a alguna de las siguientes clases: K LY.(2), LX(< 2), LY(< w),
KLY (<w)y LYE(< w).

A. El espacio Doble Flecha

Considere a los subconjuntos Cy y C; de I? definidos de la siguiente
forma: Cp = {(z,0) : 0 <z <1} y C; = {(z,1) : 0 < x < 1}. Sea
X =CyUC].
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Recordemos que el orden lexicografico en I? esta definido de la si-
guiente manera. Para cualesquiera (z1,y1) v (z2,y2) puntos de I?, deci-
mos que (z1,y1) < (z2,y2) six; < x2 6 21 = x2 ¥ y1 < y2. Note que éste
es un orden total debido a que el orden en I también es total.

FIGURA 2. Abierto de I? con la topologia del orden lexicografico.

Dotemos de la topologia de orden al conjunto (12, <) (figura 2) y sea
Tx la topologia de subespacio de X. Entonces una base para la topologia
de X estd formada por las siguientes familia de conjuntos.

Para cualesquiera a y b en X, con a < b, sea B, = {rv € X :
a < x < b}. Obsérvese que dentro de la base B = {B(,3) : a,b € X}
se pueden distinguir cuatro tipos de conjuntos bésicos seglin la posiciéon
deaybenX. Sia=(a,1)yb=(b,1), entonces el correspondiente
Blasy = {(2.9) s a1 < 2 < by} U{(b1.0)) = (ar.ba] x {0} U ar,by) x {1}:
si a = (a1,0) y b = (b1,0), entonces B, p) = {(2,y) : a1 < x < b1} U
{(a1,1)} = (a1,b1) x {0} U far,b1) x {1}; si a = (a1,1) y b = (b1,0),
entonces B,y = {(z,y) : a1 <z <b1} = (a1,b1) x {0} U (a1,b1) x {1}
y finalmente, si a = (a1,0) y b = (b1,1), entonces B, = {(7,y) :
ap <z <bi}U{(z,y):(z=a1VO<y)AN(x=b Vy <1)}=(a1,bi] x
{0} UJa1,b1) x {1}. Estos dos ultimos tipos de conjuntos basicos son en
realidad uniones de los dos primeros tipos de basicos.

SPEEENEE Y S
X/t L I Y A \-lx
N 1 U % 7]

FIGURA 3. Abiertos en el Doble Flecha
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Al espacio (X, 7x) se le llama espacio Doble Flecha (figura 3).

Es facil ver que el espacio X es un elemento de la clase KLY (< 2).
Mostremos primero que existe una funcién perfecta definida en X sobre
un espacio compacto segundo numerable.

Tomemos al espacio compacto y segundo numerable I = [0, 1]. Sea
Br={(p,q) CI:p,qeQtU{[0,p):pe€Q}U{(q,1] : ¢ € Q}. Es bien
sabido que B es una base numerable para I. Sea f : X — I la funcién
definida por f ((x,7)) = z para toda (z,7) € X. Entonces

1. Si (a,b) es un abierto bésico de I, el conjunto B(q1),b,0) =
(a,b) x{0}U(a,b) x {1} es un abierto en X tal que B((4,1),(b,0)) =
f71[(a,b)]. Para los abiertos basicos de I de la forma [0,p) te-
nemos que 1[0, p)] = (0.9) x {0} U[0.9) x {1} = B0.0.0:0),
el cual es abierto en X, de manera similar, si el abierto en [
es de la forma (g, 1], entonces f~1[(q,1]] = B(g,1),(1,1))- Por lo
tanto f es una funcién continua.

2. Para cada m € I tenemos que f~'(m) = {(z,y) € X : 2 =
m} = {(m,i) : (m,i) € X}. Note que |f~1(m)| = 1 si y sélo si
m = 06 m = 1; en cualquier otro caso |f~1(m)| = 2. Por lo
tanto f es una funcién suprayectiva tal que para toda m € [
tenemos que |f~(m)| < 2.

3. Para poder probar que f es una funcién cerrada veamos primero
que si U € Tx es un abierto basico, entonces f[X \ U] es cerrado
en I.

Sea U un abierto basico de X de la forma (a, b] x {0}U(a, b) x
{1} = B((a,1),(b,1)), entonces X\ B((g,1),,1)) = ((0,a] U (b,1]) x
{0} U ([0,a] U[b,1)) x {1} es cerrado en X y es facil ver que
FIX\ B((a,1),,1))] = [0,a] U [b,1], el cual resulta ser unién finita
de cerrados en I. Si tomamos un abierto de la forma U = (a,b) x
{0} Ula,b) x {1}, entonces f[X \ U] = [0,a] U [b, 1] también es
cerrado en [.

Supongamos ahora que F C X es un conjunto cerrado y
mostremos que I\ f[F] es abierto en I. Sea y € I\ f[F], entonces
existe z € X tal que f(z) =y, ya que f es suprayectiva, ademas
note que f(z) =y € I\ f[F]implica que f(z) & {f(w) : w € F},
lo cual implica que z ¢ F. Como X \ F es abierto en X existe
un abierto bésico U de X tal que z € U C X \ F. Observe
que f[X \ U] es cerrado y contiene a f[F], entonces y = f(z) €
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I\ fIX\U] C I\ f[F]. Esto implica que f es una funcion
cerrada.

Por lo tanto f es perfecta, y en consecuencia la funcién multi-valuada
f~1: I — X essuprayectiva, CV y SCS, lo cual implica que X € KLY(<
2).

Observe que X no es un elemento de K LY (1), ya que no es un espacio
segundo numerable.

B. Duplicado de Alexandroff de un espacio compacto segundo
numerable

La notacién que se usara en este ejemplo serd la siguiente: Si X es un
conjunto, entonces X denotara al producto cartesiano X x {0}, y para
todo punto z € X, denotaremos por xg al punto (x,0). De igual manera
denotaremos al conjunto X; = X x {1} y al punto z; = («,1).

Sea X un espacio topologico compacto y segundo numerable. Defi-
namos al conjunto AD(X) como la uniéon de los conjuntos Xy y X;.

Una topologia T4p(x) para AD(X) es la generada por la familia
B={U1UUy\{x0}) :UerxNaxe X}U{{zo}:z € X}. Al espacio
(AD(X),Tap(x)) se le llama Duplicado de Alexandroff del espacio X.

Veamos que AD(X) pertenece a la clase KLY (< 2). Para esto bas-
tard mostrar que existe un funciéon perfecta definida en X y con contra-
dominio AD(X).

Considere la funcion 7 : AD(X) — X definida por 7((x,7)) = =,
para toda x € AD(X), entonces

1. Para cada x € X, tenemos que 7~ !(x) = {(,0), (z,1)}, por lo
tanto la funciéon 7 es suprayectiva y tiene fibras compactas, de
hecho, |7~ 1(z)] = 2.

2. Para todo subconjunto V de X sucede que 7 [V] = {z €
AD(X) :m(z) € V} = VU V1. Observe que si V' es un conjunto
abierto no vacio de X y y es un punto dentro de V', entonces
7 1(V) = ViU (Vo \ {50}) U {yo} es un conjunto abierto en
AD(X). Esto muestra que 7 es una funciéon continua.

3. SiULU(Up \ {xo}) es un abierto basico de AD(X), entonces U
es un abierto en X y z € X. Veamos que el conjunto 7[AD(X)\
Ui U (Up \ {z0})] es cerrado en X.

Six ¢ U, entonces AD(X) \ (U1 U (Up \ {z0})) = AD(X) \
(Uy U lp) y tendriamos que
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F[AD(X) \ (U} U Up)]
= 7[(XoU (X1 \U1)) N (X1 U(Xo\ Up))]
= 7[(X1\U1) U (X0 \ Up)]
= 7T[X1\U1] UT('[X()\UQ]
= X\U
Si xz € U, entonces
AD(X) \ (U1 U (Uo \ {o}))

= (AD(X)\U1) N (AD(X) \ (Uo \ {zo})
= (AD(X)\ U1) N (AD(X) \ Up U (AD(X) N{zo}))
= ADX)\UiN((X x{0}\UpUX x {1})

U(X x {0} N{zo} UX x {1} N{zo}))
= (AD(X)\U1) N (X x {0} \ Up U X x {1} U{xo})
= (X x {0} \ Uo) U(X x {1} \ U1) U{zo}

Entonces 7 [AD(X) \ (U1 U (U \ {zo}))] = 7[X x{0}\Up]U
m[X x {1} \ U1]Un[{zo}] = X \ U U{x}, el cual es cerrado en
X. Si {zop} es un abierto bésico de AD(X) para algin z € X,
entonces w[{zo}] = {x}, el cuél también es cerrado en X.

Supongamos ahora que F' C AD(X) es un subconjunto ce-
rrado, entonces AD(X) \ F es abierto. Veamos que X \ 7[F]
es abierto en X. Sea z € X \ 7[F], como 7 es una funcién
suprayectiva existe y € AD(X) \ F tal que w(y) = z por lo
que existe un abierto basico W C AD(X) \ F de la forma
W =U; U Uy \ {z0}), con z € U (o0 de la forma W = {yp}) tal
que y € W. Entonces F C AD(X)\W C AD(X)\{y}, lo cual
implica que 7[F] C 7n[AD(X)\W] C n[AD(X)\{y}], por lo tan-
toz =m(y) € X\w[AD(X)\W] C X\n[AD(X)\W] C X\7[F].

Por lo tanto 7 es perfecta y en consecuencia la funciéon multivaluada
7 1: X — AD(X) es compacto-valuada y semicontinua superiormente,
lo cual implica que AD(X) € KLY(< 2). Obsérvese que si w; < |X|, en-
tonces el espacio AD(X) no puede pertenecer a la clase KLY (1) porque
AD(X) no es metrizable segundo numerable, ya que X es un subespacio
discreto.

Como caso particular de este ejemplo, tenemos al espacio llamado
Doble circulo de Alexandroff, denotado por AD(T'), donde T es el circulo
unitario en R? con centro en el origen dotado de la topologia usual de
subespacio de R2.
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AD(T)
FIGURA 4. Abiertos en el Doble circulo de Alexandroff

C. Compactacion por un punto del espacio discreto de cardi-
nalidad 2%

Sea R = {(x,—3) € R?: x € R} dotado de la topologia discreta,
entonces la compactacion de Alexandroff del espacio R la podemos cons-
truir usando al punto (0, —5) € R como punto al infinito de la definicién
de compactacion por un punto. De esta forma AD(R) =R U {(0,—-5)}.

Si denotamos por AD(T) al duplicado del circulo de Alexandroff,
donde T es la circunferencia unitaria en R? con centro en el punto (0, 0)
y definimos a Cy como la circunferencia de radio 2 con centro en (0,0),
entonces la biyeccion natural ¢ : AD(T') — T'U C induce una topologia
en T'U Cy de tal manera que AD(T) = T U Cy. Asi, al referirnos al
doble circulo de Alexandroff, estaremos pensando en el espacio topoldgico
T U Cy con la topologia inducida por AD(T) (figura 4).

Sea g : AD(T) — A(R) la funcion definida en el doble circulo de
Alexandroff por la siguiente regla de correspondencia:

(0,-5) si (z,y)eT
g ((z,y)) =< (0,-5) si (z,y) = (0,2)

(.-3) s @) e C2\{(0.2)}
De inmediato se ve que ¢ es una funcién continua y suprayectiva, por
lo tanto A(R) es un elemento de K L3(2) (proposicion 3.10).
En lo que resta de este ejemplo usaremos a A(2¥) para denotar a la
compactacion por un punto del espacio discreto de cardinalidad 2.

PROPOSICION 3.21. Sea k un nimero cardinal infinito, entonces las
siguientes condiciones son equivalentes:
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AD(T)

FIGURA 5. A(R) como imagen continua de AD(T).

1. A(k) € LYE(L w).
2. kK < 2¥,
3. A(k) € LX(L 2)

DEMOSTRACION. 1 = 2) Como A(k) € LX(< w), entonces |A(k)| =

Kk < 2¥ (proposiciéon 3.13).

2 = 3) Como k < 2¥ entonces A(k) es homeomorfo a un subespacio ce-
rrado de A(2¥). Ademés A(2¥) € KLX(2) C LY(2) C LX(<L 2)
y como LY (< 2) es cerrada bajo subespacios cerrados, tenemos
que A(k) € LY(<L 2).

3=1) Como A(k) € LX(<2)y LYX(< 2) C LY(< w), entonces A(k) €
LY (< w). O

Como el espacio A(wy) es homeomorfo a un subespacio cerrado de
A(2%), entonces A(wi) es un elemento de la clase K LY (< w) pero este
espacio no es primero numerable, en consecuencia A(w;) no es compacto
metrizable fibrado. De hecho, para toda k tal que w1 < k < 2“ sucede
que A(k) € KLY (< w) y no es compacto metrizable fibrado.

D. Compactaciéon por un punto de un espacio de Mroéwka

Se dice que una familia A de subconjuntos de N es casi ajena si A
estd constituida por subconjuntos infinitos de N y si para cada par de
elementos distintos A y B de A se tiene que AN B es finito.



56 3. SUBCLASES ESPECIALES DE LA CLASE LY

Para construir un espacio de Mréwka consideremos una familia casi
ajena infinita A de subconjuntos de N. Para cada elemento A € A,
elijamos y fijemos un elemento p4 € R\ N de tal forma que ps # pp
si A,B € A son tales que A # B. Defina ¢)(A) = {ps : A € A} UN.
Dotemos a 1(.A) de una topologia declarando bases locales de vecindades
para cada uno de sus elementos:

1. Para cada n € N, la familia B,, = {{n}} es una base local de
vecindades para n en ¢ (A).

2. Si A € A, entonces una base local de vecindades para el punto
pa en (A) esla coleccion By = {{pa}UA\D : D C AN|D| €
w}

No es dificil verificar que las colecciones {B,, }nen v {Ba}taca gene-
ran una topologia en 9(.A). Cuando la familia A es maximal, al conjunto
¥(A) junto con esta topologia se le llama espacio de Mrowka. El espa-
cio ¥(A) asociado a A es Hausdorff, primero numerable y localmente
compacto:

1(A) es Hausdorff: En efecto, si  y y son dos puntos distintos
de ¥(A), entonces hay tres casos a considerar:

1. Si z,y € N, entonces {z},{y} € Ty(a)-

2.Six=payy=pp,donde A,B € Ay A # B, entonces
ANB = {iy,ig,...,ig},conk € N.Sea V = {pa}U(A\ L)
ysea W = {pp} U(B\ L), donde L = AN B.

3. Sizx e Nyy=pp,con B € A, entonces {z}y {pp}U(B\
{z}) son abiertos ajenos de 1)(A).

1(A) es primero numerable: Es claro que si x € N, entonces x
tiene una base de vecindades numerable. Si x = pa, con A € A,
entonces la familia de abiertos {{pa }U(A\F) : F' C AA|F| € w}
forman una base local de p4. Note que la cardinalidad de la
familia de subconjuntos finitos de A es igual a |A|, ya que A es
un subconjunto infinito de N.

1(A) es localmente compacto: Recordemos que un espacio X
que es Hausdorff, es localmente compacto si cada punto x de X
tiene una vecindad compacta. Si x € N C 1)(A), entonces {z} es
una vecindad compacta. Si x = pa para algin A € A, entonces
cualquier abierto bésico de la forma U} = {pa}U(A\{1,...,n})
es una vecindad compacta, ya que cualquier cubierta abierta U
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de U} contiene a un abierto U tal que p4 € U, lo cual implica
que existe un abiérto basico de la forma W = {pa} U (A \ L),
donde L es un subconjunto finito de A. Entonces el conjunto
Ui\ W C N es finito, por lo tanto la subfamilia formada por
W y los conjuntos unitarios de los elementos de U} \ W es
una cubierta finita de U}. De esta manera el espacio ¢(A) es
localmente compacto.

La compactacion de Alexandroff A(y(.A)) o compactacion por un
punto de 1(A) resulta ser un elemento de L3(< 2) ya que A(y(A))
se puede escribir como la unién de la compactacion de Alexandroff de
un subespacio de cardinalidad menor o igual que 2* y la unién de una
cantidad numerable de conjuntos unitarios.

X X—x W
d d, d d,d Ll
1 2 3 475 q

Y Y
AN

{x}

FIGURA 6. Abiertos en el epacio de Mréwka como sub-
espacio de su compactacion.

En efecto, supongamos que A(¢(A)) = ¢¥(A) U {oo}, donde oo ¢
¥(A), entonces A(P(A)) = {pa: A€ A} UNU{oo} = {pa: A €
A} U {oo} UU{{n} : n € N}. Observe ahora que {ps : A € A} tiene
cardinalidad menor o igual que el continuo ¢, ya que |[{pa : A € A}| =
|A] <[P (N)|=c. Ademas el subespacio X = {ps : A € A}U{oc} es la
compactacion de Alexandroff de {p4 : A € A}.

Efectivamente, bastaréd analizar a las vecindades abiertas de co en X.
Para esto tomemeos un abierto U en X tal que oo € U. Entonces existe
un subconjunto V' C A(¢(A)) tal que U = VN X. Como V es un abierto
de A(¢p(A)) que tiene como elemento a oo, existe F' C ¥ (A) compacto
tal que V = (¢p(A) \ F)U{oo}. Entonces U = VNX = {oco}U{pa: A€
A} \ Fy, donde Fy = FN{pa: A€ A} es un subconjunto compacto de
{pa: A € A}. Con todo lo anterior podemos notar que el subespacio X es
la compactacion por un punto de {p4 : A € A}. Entonces X € L3(< 2)
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y como también (J{{n} : n € N} € LY(< 2), podemos concluir que
AW (A) =X U [ J{n} e LE(< 2).
neN

Otro hecho notable del espacio A(¢)(.A)) es que cuando la familia A es
maximal, éste no es un espacio de Fréchet. Para mostrar esto supongamos
que A((A)) es de Fréchet y observe que oo € cly(y(a))(N), entonces
existe una sucesion {s, }nen de elementos de N convergente a co. Como
oo # n, para toda n € N C A(y(A)), la sucesion S = {s, : n € N} es
infinita y debido a que A es una familia maximal, entonces existe A € A
tal que w < |ANS|. Considere ahora a la subsucesion T'= AN S de S,
dicha subsucesion converge a p4, pero también T converge a oo, lo cual
implica que oo = pa € 1¥(A); una contradiccion ya que oo & 1(A).

E. La unién del o-producto de 2*' basado en 0 = (0,...) y el
punto 1 =(1,...) € 2¢

Dotemos a 2 = {0,1} de la topologia discreta y denotemos con 2
al producto de Tychonoff de w; copias del espacio 2. Sea X C 2“! el
subespacio definido de la siguiente manera:

Para cada n € w sea

op={z €2 : {a cw :z(a) # 0} <n}

Sea entonces X = <U an) U {1}, donde 1 denota al punto de 2“1
new
que tiene todas sus coordenadas iguales a 1. Al espacio |J{o,, : n € w1}

se le llama o-producto de 2“ basado en 0.
El siguiente lema es un resultado de O. Okunev y M. Tkacenko pu-
blicado en [10].

LEMA 3.22. Para cada n € w\{0}, el conjunto o, es imagen continua
del espacio A™ x 2™, donde A = A(w1) es la compactacion por un punto
del espacio discreto de cardinalidad wi.

DEMOSTRACION. Sea n € w un numero natural mayor o igual que
1lysea f: A" x 2" — o, una funcién definida de la siguiente manera:
para cada punto z = (ai, ..., Gy, b1,...,b,) de A™ x 2™ definamos a f(2)
por medio de la siguiente regla de correspondencia: Si a € wy, a = a;
para algin i € {1,...,n} y noexiste j € {1,...,n}\ {i} tal que o = ¢,
entonces f(z)(a) = b;; en cualquier otro caso, definimos f(z)(a) = 0.
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Veamos primero que la funcién f es suprayectiva. Si z € g,,, por defi-
nicion tenemos que [{# € wy : 2(8) # 0} <n.Sea B={f € w;:2(8) =
1} y supongamos que |B| = k, donde 1 < k < n. Sea {fi,..., 0k} una
enumeracion de B y considere al punto (1, ..., 8k, 00,...,00,1,...,1) =
y, entonces f(y) = z. Note que f((0,...,0)) =0.

Por otro lado, observe que si B, y) = {7z € 2“1 : x(a) € V'}, entonces
la familia B = {B(,,1) : @ € w1 AV C 2} forma una subbase para 2!.

Mostraremos ahora que f es una funcién continua. Sea B, v € B,
entonces si 0 € V', tenemos que

fﬁl[B(a,V)] ={(a1,...,an,b1,...,b,) € A" x 2" :
Fi(i <nAa;p=a) A\ViVj(i # j — a; # aj) Nby € 2}

En otro caso, tenemos que

fﬁl[B(OZ’V)] = {(al,. cyQpy by, by) € A X2™ Fi(i < nAa; = a)}U
{(a1,. . an,b1,...,bp) € A" x2" :a & {ay,...,an}}

De este modo, ya sea que 0 € V o que 0 ¢ V, sucede que f_l[B(ay)]
es abierto en A™ x 2. O

Gracias al lema anterior, el espacio X esta contenido en la clase LY (<
w) ya que esta clase es cerrada bajo formacion de imégenes continuas y
uniones numerables.

Por las proposiciones 3.14 y 3.15 tenemos que todo espacio compacto
en LY (< w) es secuencial, lo cual implica que todo espacio compacto en
LY (< w) tiene estrechez numerable. El espacio X es un ejemplo de un
espacio en LY (< w) (de hecho, X € LY (< w)) no compacto con estrechez
no numerable. Verifiquemos que wy < ¢(X).

Observe primero que 1 € U on = 2. Supongamos que t(X,1) < w,
new
entonces existe un subconjunto A C (J{oy, : n € w} tal que 1 € A
y |A|] < w, esto implica que A = |J{A, : n € w}, donde A, C 0, ¥y
|Ay| < w para toda n € w.
Para cada n € w,sea B, = {f € w1 : v € A, Nz(B) = 1} ¥

sea B = U B,,. Claramente |B| < w. Como el conjunto w; \ B es

new
infinito, podemos escoger a v € w; \ B y construir un abierto bésico
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U={z€2¥:2(y) =1} de 2*, entonces 1 € U pero UN A = {), lo cual
contradice al hecho de que 1 € A.

5. ;Existe X € L3(n) con estrechez no numerable?

Cualquier espacio compacto en LY (< w) es un espacio secuencial
y en consecuencia tiene estrechez numerable. Note también que todos
los espacios en LY (< 1) tienen estrechez numerable, pero el ejemplo E
de la seccion anterior muestra que no todos los espacios en LY (< w)
comparten esta propiedad. Es por esto que la respuesta a la siguiente
pregunta es importante.

PREGUNTA (|7, 2.18]). Sea 2 < n < w. sEziste un espacio X en
LY (n) con estrechez no numerable?*

Las siguientes proposiciones nos dan condiciones bajo las cuales los
espacios X de las clases LY (< k) tienen estrechez menor o igual que &,
a saber, si X es compacto y w < K.

Recordemos que una sucesion libre de longitud s en un espacio to-
polégico X es una funcién f : k — X tal que para todo a < k las
cerraduras en X de los conjuntos {f(3) : € a}t y {f(B) : a <G < Kk}
son ajenas.

Arkhangelskii demostré en su articulo [1] que la estrechez de un
espacio compacto X es igual al supremo de la longitud de las sucesiones
libres en X.

PROPOSICION 3.23. Sea X un espacio topoldgico compacto, entonces
t(X) =sup{k € CARD : f: k — X es una sucesidn libre }.

A continuacion se establece una cota a las longitudes de las sucesiones
libres contenidas en un espacio topologico X que pertenece a la clase
LY (< k).

PROPOSICION 3.24. Sea k un cardinal regular no numerable y sea
X € LY(< k), entonces toda sucesion libre en X tiene longitud menor
que K.

IRecientemente Oleg Okunev y Hernandez Rendon resolvieron este problema
mostrando que todo espacio X en LY(n), para n € w, tiene estrechez numerable.
Véase [9].
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DEMOSTRACION. Sea C C {C € CM : w(C) < k} una cubierta
compacta de X y sea N una red numerable respecto a C.

Supongamos que f : Kk — X es una sucesion libre en X. Para cada
ay [ tales que o < < Kk sea F(o,3) = f[la, )], entonces por la
definiciéon de sucesiéon libre tenemos que para cada a € k sucede que
F(0,a) N F(a, k) = 0. Ademas observe que como N es numerable existe
§ € k tal que para toda N € A tenemos que sup f~[N] < § 6 que f~1[N]
no estd acotada en k, es decir que para toda vy < r, existe § € f![N]
tal que v < 4.

Considere a Cy € C tal que f(d) € Cy. Entonces se afirma que existe
un cardinal « € [0, k) tal que Cp N F(a, B) = ), para toda 3 mayor que
a.

Verifiquemos que, en efecto, la afirmacion anterior es verdadera mos-
trando que su negacion es falsa. Supongamos que Co N F(a, 3) # (), para
toda « € [0, k] y a < 3. Entonces podemos definir lo siguiente (figura 7):

1. Para cada « € [J, k), sea
By, ={B€dkr) :a<BANCyNF(a,f) # 0}

2. Sea g: [0,k) — U By, una funcion de eleccion.
a€ld,k)
3. Para cada a € [0, k), sea

Co={peCy:peFla,g(a))}

4. Sea h: [0, k) — U C, una funcién de eleccion.
a€[d,K)

FIGURA 7. CyoN F(a,g9(a)) = Cq
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Note que si a1 y ag son dos elementos de [6, k) tales que a1 < g(a1) <
g, entonces F(ay, g(ar)) N F(ag, g(asz)) = 0.

Considere en x \ § un subconjunto S no acotado tal que para cada
par de elementos s; y so de S tales que s; # so y §1 < s9 sucede que
s1 < g(s1) < s2. Entonces {hs : s € S} es una sucesion libre de longitud
|S| = K en C. Por lo tanto k < t(C') < w(C) < k (proposiciéon 1.24), lo
cual es imposible.

Considere al cardinal «q en [0, k) tal que Cy N F(ap,3) = 0, para
toda 3 mayor que . Sea N* = {N € N : f71[N] no es acotado }, para
cada N € N'“ sea Oy = min f~1[N] y sea 0 = sup{fy : N € N*}, note
que como k es un cardinal regular, entonces 6 € k. Finalmente definamos

Go = aar sif < ag
0 siapg <46

entonces para toda N € N tenemos que NN f[[av, Bo)] # 0. Observe que
Confllew, Bo]] = 0, esto implica que C C X\ F(ag, o) € T7x y como N es
una red respecto a C, existe N € N tal que C C Ny NN F(ag, 5By) = 0,
entonces f~![N] no puede ser no acotada, en particular f~1[Cy] < &
pero f(4) € C. Una contradiccion a la suposicion de la existencia de una
sucesion libre de longitud x en X. (]

Observe que en la demostraciéon anterior se utilizé la desigualdad
k < t(C) < w(C) < K, asi que podemos debilitar la condicién a las
cubiertas compactas del espacio X € L3(< k) pidiendo solamente que
todo elemento C' de la cubierta compacta de X tenga estrechez menor que
k. Esto nos da como resultado la siguiente afirmacion: Si x es un cardinal
regular y X € LY(K), donde K es una familia de espacios topologicos
compactos con estrechez menor que k, entonces toda sucesion libre en X
tiene longitud menor que k.

Si recordamos que el sucesor de todo cardinal es un cardinal regular,
entonces tenemos el siguiente resultado:

COROLARIO 3.25. Sea k € CARD tal que w < Kk y sea X € LY (< k)
un espacio compacto, entonces t(X) < k.

6. Algunos resultados concernientes a las clases LY(n)

Ya hemos visto que toda compactaciéon por un punto de un espacio
discreto de cardinalidad menor o igual que 2“ es un elemento de la clase
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LY (< 2) (proposicion 3.21), en particular tenemos que A(2¥) € KL¥(2)
(ver ejemplo C). También mostramos que la clase K LY (< k) es cerrada
bajo formacién de uniones finitas.

En este pequeno apartado se exploran algunas propiedades de las
clases LY(< n), con n € w \ {0} y se enuncia un teorema que establece
que las potencias finitas de la compactacion de Alexandroff del espacio
de cardinalidad wy es también un elemento de la clase LY (< w), més
atn, A(w)" € LX(n+1).

Debido a que todos los espacios topoldgicos que pertenecen a la clase
LY (n) tienen cardinalidad menor o igual que 2¥ (proposicion 3.13), si
2¥ < wy = wy, entonces el espacio A(ws) no puede ser un elemento de
LX(3). Es natural preguntarse que pasa en el caso en que w < wy < wg <
2¢,

Estos resultados son enunciados en esta seccién sin demostracion,
remitimos al lector al articulo [7] para un estudio de dichas pruebas.

Note que si X € LX¥(n), entonces X tiene una cubierta formada
por subconjuntos de a lo mas n elementos para la cual existe una red
numerable, pero no tiene una cubierta formada por subconjuntos de a
lo més n — 1 elementos con la misma propiedad, esto significa que para
toda cubierta C de X tal que existe una red numerable AN respecto a C,
dicha cubierta tiene un elemento de cardinalidad exactamente n.

PROPOSICION 3.26. Sea n € w y sea X un espacio topoldgico tal
que {Uy, : o € w1} es una familia ajena de subconjuntos abiertos de

X. Si para cada a € wy existe un subespacio cerrado Y, C U, tal que
Y, & LYX(< n), entonces X & LA (< n+1).

DEMOSTRACION. Supongamos que X € LY (n +1). Sea C C {C C
X :|C| < n+1} una cubierta de X y sea N una red numerable respecto
aC.

Para toda « € wy, la familia C, = {C' NY, : C € C} es una cubierta
de Y, y Ny = {NNY, : N € N} es una red numerable respecto a
la cubierta C,. Como Y, ¢ LY (< n), entonces existe C, € C, tal que
|Co| = n+1. Entonces C,, € Cy C,, C Y, C U,. Ademas existe N, € N
tal que Cy, C N, C U,.

Como la familia {U, : « € w1} es ajena, entonces para cada «, 3 €
wi sucede que N, # Ng si o # (3, esto implica que w; < |N/|. Esta



64 3. SUBCLASES ESPECIALES DE LA CLASE LY

contradiccion se debe a la suposicion de que X € L¥(n+ 1), por lo tanto
X ELY(n+1). O

Gracias a la proposicién 3.10 sabemos que la unién numerable de
subespacios en LY (< n) es también un espacio LY (< n). Veamos ahora
que la compactacion por un punto de la suma directa de a lo més 2¢
espacios compactos en LY (< n) es un elemento de la clase LYX(< n+1).

PROPOSICION 3.27. Sea n un nidmero natural, sea Kk < 2% y sea
{Xy v € k} C LY(L n) una familia de espacios compactos. Si X =
A(P{X, : v € K}). Entonces

1. X € LY(< n+1).
2. Si existe A C k tal que w1 < |A| y para toda oo € A tenemos que
Xo € LY(n), entonces X € LY (n+ 1).

DEMOSTRACION. 1. Sin pérdida de generalidad podemos su-
poner que para toda «,0 € k tales que a@ # 3 los espacios
Xo y Xp son ajenos, de esta forma podemos escribir X =

{0} U U X, donde oo es un punto fuera de X. Para cada
YEK

v € rseaCy C {C C X, :|C| <n} una cubierta de X, y sea

N, ={N/ :i € w} una red numerable en X, respecto a C,.

Observe que podemos construir una familia A de subcon-
juntos de x que separa conjuntos finitos de la siguiente manera:
considere un espacio topolégico T' segundo numerable de cardi-
nalidad 2“, entonces 7" tiene una base B numerable de abiertos.
Sea S C T tal que |S| =k y sea f: S — k una funcion biyecti-
va, entonces defina A={|JA: AC{f[D]:D=DNSADEe€
B} N |A| < w}. Entonces |A| < |B| < w y A separa conjuntos
finitos de k.

Sea entonces, A C P (k) una familia numerable que separa
conjuntos finitos de k y definamos para cada A € A al conjunto
A" = U{X, :ye A}

Para cada v € K sea C7 = {C U {0} : C € C,} y sea
C = U C7, claramente C es una cubierta compacta de X tal

YER
que para cada C € C sucede que w(C) < n + 1.
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Sea N = {{oo}u (A*QUNZ) :iEWAAEA}. Vea-

YER
mos que N es una red en X respecto a la cubierta C. Note que

N es numerable.
Sea C € C y sea U C X un conjunto abierto que contiene a
C, entonces existe vy €  tal que Cy, € C, y C = Cy, U {o0}.

Como oo € U entonces U = {oco} U U X5\ L>, donde L es
YEK

un subespacio compacto de X \ {oo}. Por la proposicion 1.15
tenemos que [{X, : LN X, # 0}| < w, es decir, el conjunto F' =
{ner:X, ¢ U} es finito. Como A separa conjuntos finitos de
k, podemos encontrar A € Atalqueyp € Ay F\{yw}NA=10,
ademas existe k € w tal que Cy, C NJ° C Xy, NU, ya que N,
es una red respecto a C,.

Sea M = {oo} U (A*ﬁ UN,;’) Entonces M e Ny C C
YER

M C U (figura 8).

FIGura&. CcMcU

2. Como para toda o € A tenemos que X, & LX(< n—1)y
w1 < |A|, entonces X ¢ L¥(< n) por la proposicién 3.26 y
por el inciso (1) tenemos que X € LY(< n+ 1)\ LE(< n) =
LY(n+1) O

COROLARIO 3.28. Para toda n € w se cumple que la clase LX.(n) N
CM y la clase LY (w) N CM son distintas del vacio.
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DEMOSTRACION. La demostracién es por induccién sobre n. Sin =
1, entonces por la proposicion 3.20 tenemos que la clase LY (1) NCM =
{X € CM : X es metrizable } es distinta del vacio y como testigo est4 el
espacio I. Supongamos ahora que 1 < n y que para toda m < n sucede
que LY(m)NCM £ 0. SiY € LE(n—1)NCM y X = A(UH{Y x {a}:
« € wy}), entonces por la proposicion 3.27 el espacio X es un elemento
de la clase LX(n).
Si X es un elemento de la clase LY(2), entonces el producto X“ es
un elemento de LY (w).
O

TEOREMA 3.29. Sea n € w, entonces el espacio A(w1)" es un ele-
mento de la clase LX(n + 1).

TEOREMA 3.30. A(ws)? ¢ LY(3)
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