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Resumen

En este trabajo se deduce el modelo de un MEMS bajo un esquema de control
LC y se estudian las propiedades dindmicas del sistema. Usando métodos
asintéticos y numéricos se encuentran condiciones suficientes para que haya
contacto y se muestra que éstas dependen de la frecuencia natural del sistema.
Asimismo, se prueba que es imposible evitar el contacto para voltajes mayores a
un cierto valor critico, que es dos veces mayor al del sistema sin ningiin esquema
de control.



Capitulo 1

Introduccion

En los tltimos 20 anos, hemos atestiguado una revolucién en la miniaturizacion
de componentes electrénicos. Este desarrollo ha permitido construir componen-
tes mecénicos en escalas de nanémetros (107%m), como lo son microvalvulas,
acelerometros, transductores, etc. No es de esperar que estos sistemas se
comporten de la misma manera que sus contrapartes macroscépicas, pues la
magnitud de las fuerzas que actian sobre ellos no escalan de manera lineal, por
lo que es importante modelar el comportamiento de los sistemas de pequenas
escalas, con el fin de optimizar el diseno y funcionamiento de los mismos.

Uno de los sistemas microelectromecénicos (MEMS por sus siglas en inglés)
mas estudiado, es el de un microcapacitor de membrana como el que se muestra
en la figura 1.1, pues es un componente fundamental en otros sistemas mas
complejos.

z

Frontera Libre
Frontera
Fija Membrana
Elastica

- Frontera
‘ Frontera Libre Fija

1

Placa Rigida

L

Figura 1.1: Geometria del sistema

Nathanson [5] fue el primero en estudiar un sistema similar con un simple
modelo de masa-resorte, encontrando que éste tiene una inestabilidad que
describié como “de contacto”. Taylor con su modelo de gotas coalescentes [17]
encontrd la misma inestabilidad. En [1] se propone el modelo de la figura 1.1
y se estudia el problema unidimensional, mostrando que pueden existir una,
dos o ninguna soluciones estcionarias, dependiendo del voltaje que se aplica
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al sistema, mientras que en [3] se estudia el sistema con simetria radial y se
prueba la existencia de un infinito nimero de soluciones estcionarias para un
valor de A, alrededor del cual oscila la curva de soluciones estacionarias. En
[4] se propone un esquema de control capacitivo y en [12] se muestra que el
sistema es equivalente al de la figura 1.1. En [7] y [8], se prueba la existencia de
soluciones estcionarias para voltajes menores a un voltaje critico sin importar
la geometria del sistema, asi como la apariciéon de la inestabilidad de contacto
para voltajes mayores. Ademads, se muestra que dicha inestabilidad implica que
efectivamente hay contacto de la membrana con la placa. Tanto en [9] como
en [13] se estudia el caso de una membrana dieléctrica y se muestra que, atin
con propiedades dieléctricas hechas “a la medida”, no es posible eliminar la
inestabilidad de contacto.
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Los modelos

A continuacién se presenta la deduccién de la ecuacién de una membrana
elastica bajo la accién de un campo eléctrico, y posteriormente se hacen
modificaciones en el entorno donde opera dicha membrana, obteniendo sus
ecuaciones correspondientes.

2.1. El modelo basico

Consideremos el problema de una membrana elastica rectangular bajo la accion
de un campo eléctrico (figura 1.1). En este caso, el potencial electrostético
satisface

A =0, (2.1)
&2’y ,—h)=0 x € [-1/2,1/2] y € [—w/2,w/2], (2.2)
o2,y U) =V x € [-1/2,1/2] y € [~w/2,w/2], (2.3)

donde U'(z’,y',t') es el desplazamiento de la membrana medido con respecto a
z' =0y Vj es el voltaje aplicado.
Por otro lado, la dinamica del sistema esta descrita por

K Oy _rav =~ ve? (2.4)
Porz” T “ap T3 ' '

El lado izquierdo de la ecuacién no es mas que la Ley de Newton, donde p es
la densidad superficial de masa, a es el coeficiente de viscosidad del medio y T'
es la tensién en la membrana. El lado derecho es la presién que ejerce el campo
eléctrico sobre ésta y € es la constante de permitividad eléctrica en el vacio.
Ademas, asumimos que la membrana esté fija en la frontera, esto es

U'=0  en la frontera. (2.5)
Si reescribimos las ecuaciones (2.1)-(2.5) usando las variables adimensionales

W=®/Vo, u=U'/h, z=2/l, y=vy'/w, 2=2'/h, (2.6)
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obtenemos el nuevo conjunto de ecuaciones

2 2 2
62(% +g2g—;§> + ‘2715 =0, (2.7)
Y(x,y,—1) =0, x € [-1/2,1/2], y€[-1/2,1/2], (2.8)
Y(z,y,u) =1, x€[-1/2,1/2], y€[-1/2,1/2], (2.9)

Pu du T, VR [afOUNE o o 0PN ON2
o TG T PR T T [5 (32) +2¢(5,) +(5) ] (2.10)

u =0 en la frontera de la membrana. (2.11)

Aqui 6 = h/l es la razén entre la dimensién de la membrana y su separacién
de la placa y g = l/w es la razén entre las dimensiones de la membrana misma.
Asumimos que g> = O(1). Por 1ltimo, tomamos el cambio de variables en el
tiempo t = (T/al?)t’ y la ecuacién (2.10) se vuelve

2 0%u  Ou o [ 1 0U\2 O 2 P\ 2
donde € = /pT/al es el factor de calidad del dispositivo y A\ = eqVZI?/2Th3
caracteriza las magnitudes relativas entre las fuerzas electrostdticas y mecanicas
del sistema. Fisicamente A > 0.

Para desacoplar las ecuaciones (2.7) y (2.12), vamos a explotar el hecho de
que la distancia entre la placa y membrana es mucho menor comparada con el
area de la ultima, es decir, h < [. De este modo, podemos escribir el potencial
como 9 = g + 511 + O(6?) y aproximarlo por el primer término, de tal manera
que las ecuaciones (2.7) y(2.12) se pueden aproximar por

0%
— = 2.1
oo, (213)
?u O op\?
207U | ou N
“5p + 5 Au A <32> , (2.14)
y dado que ¥(z,y,—1) =0y ¥(z,y,u) = 1, la solucién de (2.13) es
1+z2
w<x,y,z>_1+u’

y al sustituir en (2.14), podemos modelar la dindmica del sistema con la ecuacién

0%u  Ou A
20U Ou A
€ t2 + n Au = (1 u)2. (2.15)

En el limite viscoso (¢ <« 1), el término inercial de la ecuacién se puede
despreciar, y en este caso la dindmica es modelada por
ou A
— —Au=——-—. 2.16
ot (14 u)? (2.16)
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El diseno exitoso de aparatos como microvalvulas o microcapacitores requiere
un factor de calidad bajo, pues un microcapacitor cuyos extremos oscilan
indefinidamente después de ser aplicado un voltaje es de poca utilidad. Es por
eso que la ecuacién (2.16) ha sido estudiada de manera extensa en [7] y [8]. En
particular, el lector se puede referir a [18], donde encontrard de manera detallada
la mayoria de los resultados que se tienen sobre este modelo.

2.2. Esquema de control capacitivo

Si bien la deduccién de la dindmica del sistema realizada en la seccién anterior es
una buena aproximacion bajo ciertas condiciones, estd basada en la suposicion
de que el potencial sobre la membrana se mantiene constante atin cuando ésta
se deforma. Para corregir este problema, podemos cambiar la condicién (2.3)
por una en donde el voltaje en la membrana dependa de su desplazamiento, es
decir

(I)(‘Tlv y/7 U/) = VOf(UI)7

o en las variables adimensionales (2.6),

1#(%%“) = f(u)7 (217)

donde f(u) es una funcién que registra la dependencia del voltaje con el
desplazamiento.

La forma de la funciéon f depende del entorno en el cual se encuentra la
membrana, por lo que se requiere un anélisis mas detallado de las condiciones
en las que se encuentra ésta. Para ello, supongamos que el sistema es parte del
circuito mostrado en la figura 2.1.

Vo__r_ i Sistema

Figura 2.1: Esquema de un circuito de control capacitivo. El sistema es el
mostrado en 1.1.

En este caso, el voltaje del sistema puede ser calculado usando la conserva-
cién de la energia:

C
%:V5+Vc:%+(%:VS(1+C—f).

Este es el esquema de control propuesto por Seeger en [4]. El capacitor
adicional permite que el circuito actiie como un divisor de voltaje y ejerce una
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funcion estabilizadora, pues la capacitancia del sistema se incrementa conforme
la membrana se aproxima a la placa, haciendo que V' disminuya, reduciendo la
fuerza electrostética y estabilizando el sistema.

La relacién anterior nos permite definir la funcién f del circuito como

1

f(u):m7

en donde requerimos calcular la capacitancia del sistema. Para ello, es necesario
conocer el potencial para el caso f(u) = 1. De este modo, dada la densidad de
carga o = €90V /0n, sea Q el dominio representado por la membrana, entonces

tenemos que
0P
C = // %(.’L'/,yl,())dwldyl,
Q

que en nuestras variables adimensionales toma la forma

C= C'0 //g_f(xayvo)dzdyv
Q*

donde Cy = eqwl/h es la capacitancia de la membrana sin deformar y Q* es el
dominio transformado. Asi, al resolver (2.13) con la condicién (2.17), obtenemos

que
fu)(1+2)
14w

dedn \ 7
fu (H //1+U§ 77) ’
donde x = Cy/Cy.

De esta manera, la ecuacién

Y(x,y,2) =

)

y por consiguiente,

2 0%u 8U—Au:— A

€=+ 5
oz " ot (1+u)2(1+ng1$7gm)2

modela la dindmica de la membrana bajo el esquema de control capacitivo.

2.3. Esquema de control LC

Si en lugar de poner un capacitor como elemento de control, ponemos una bobina
(L) y un capacitor (C) en un esquema como el de la figura 2.2, es posible que
logremos un mejor control sobre el sistema.

En t' > 0, el circuito es el mostrado en la figura 2.3.



2.3 Esquema de control LC 7
t'>0 >0
AN
| L C \, Sistema
N
Figura 2.2: Esquema de control LC.
+ N
L Vo C \, Sistema
S N
Figura 2.3: ¢/ > 0
Asi, el voltaje sobre la membrana estd dado por Vg = Vjcos £ oen

variables adimensionales
V =V coswt,

donde
_ al?

- TVIC'

VvVLC’

Podemos entonces definir la f del circuito como f(u(x,y, t),t) = coswt, y de
este modo, la ecuacién que modela a la membrana bajo el esquema de control

LC es
5 0%u N du A A cos? wt
st —Au=—"———.
o2 ot (14 u)?
En el limite viscoso (e < 1), la dindmica es

ou A cos? wt

Ay =

ot “ (14 u)2’

que es la ecuacién que estudiaremos a lo largo de este trabajo.

(2.18)

(2.19)
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Capitulo 3

Resultados preliminares

Antes de empezar a estudiar la ecuacién (2.19), es conveniente enunciar algunos
resultados conocidos para el modelo bésico, asi como del esquema de control
capacitivo.

En el modelo bésico (2.16) la no linealidad es independiente del tiempo, por
lo que es de suma importancia estudiar el estado estacionario, cuya ecuacién es

Au — % =0 en Q,
(1+u) (3.1)

u=20 en 012,

donde u = u(z) y z € 2 C R2.

Definicién 3.0.1. Una funcién @ € C?*(Q) es llamada solucidn superior de
(3.1) si

>0 en 0N,

De manera similar, @ € C*(Q) es llamada solucién inferior si satisface las
desigualdades inversas.

Notemos que una solucién superior de este problema es u = 0.

Para construir una solucién inferior, sea u tal que Au=1en Qy u =0 en
la frontera. Por el principio del maximo para ecuaciones elipticas, u < 0 en €;
asf, sea m := inf {u(z)|zr € O} y a:= —5-. Si A < a/4, entonces

A

por lo que u es solucién inferior si A < «/4, y dado que la no linealidad
flu) = ﬁ es Lipschitz continua para —1 < wu, podemos establecer el

siguiente resultado:

Alau) —
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Teorema 3.0.1. Existe Ay tal que (3.1) tiene al menos una solucién —1 < u <
0.

Prueba. Si tomamos \g = 7 en el parrafo anterior, podemos construir una
solucién inferior y el teorema queda probado. O

Como consecuencia inmediata de este teorema tenemos los siguientes
corolarios:

Corolario 3.0.1. Si Q) es una banda de longitud [, existen soluciones estacio-
narias para A < 172,

4

Prueba. Siendo u(x) = (2 — lx) podemos escoger o = 73. O

1
2
Corolario 3.0.2. SiQ es un disco de radio R, existen soluciones estacionarias
para A < %R‘?

Prueba. Se sigue de que en este caso, u(z,y) = 1(z? +y*> — R?) y que podemos
escoger o = R72. O

Es de crucial importancia determinar el conjunto de valores de A para los
cuales existen soluciones al problema estacionario, pues este pardmetro controla
las caracteristicas del sistema. A este conjunto se le conoce como espectro del
problema (3.1). En este respecto, se tienen los siguientes resultados:

Lema 3.0.1. Cada A en el espectro de (3.1) es positiva y si Ay > 0 pertenece
al espectro, todo el intervalo (0, \1] pertenece al espectro.

Teorema 3.0.2. Fuxiste A\, tal que hay al menos una solucion estactonaria para
A < A« y ninguna para A > \*.

En los casos en que la membrana tiene geometria de banda o de disco, se han
encontrado resultados sorprendentes. Por ejemplo, cuando la membrana tiene
geometria de banda, pueden existir una o dos soluciones estacionarias, o bien no
existir ninguna, dependiendo del valor de A. Por otro lado, cuando la geometria
es la de un disco, pueden existir cualquier niimero de estas soluciones.

Una vez establecida la existencia de estados estacionarios, es necesario
caracterizar la dindmica del sistema, que esta determinada por

ut—Au—l—%:O en Qr,

(14 u)
u=0 enIp, (33)
u(z,y,0) =0 en
donde © C R? es un conjunto abierto, acotado y conexo, Qr = Q x (0,7]

para cada T > 0 y a la frontera del conjunto Q7 como I'r := 9(Qr) = (90 x
[0,7]) U (© x {0}). Al respecto, los siguientes resultados nos dicen algo sobre
las propiedades de las soluciones, asi como la existencia de valores de A donde
el sistema opera de manera estable.
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Teorema 3.0.3. Supongamos que u(z,y,t;\) > —1 para A > 0, y para todo
punto (z,y) € Q y t € [0,T]. Entonces

(1) u(z,y,t; \) es decreciente en t para cada (z,y) € Q.
(ii) u(z,y,t; \) es una funcion decreciente de .

Teorema 3.0.4. Para A < A, la solucion u(z,y,t; \) converge a una solucion
estacionaria conforme t — oo.

Cuando A > A*, no existen soluciones estacionarias al problema (3.3). En
este caso, aparece una inestabilidad conocida como inestabilidad de contacto.
Los siguientes teoremas expresan esta situacion.

Teorema 3.0.5. Para \ > —%,uo, u(z,y,t;\) = —1 en tiempo finito, donde
o es el primer valor propio del Laplaciano bajo condiciones de Dirichlet.

Teorema 3.0.6. FExiste A* > 0 tal que hay contacto si A > \*. Mds aun, no
ocurre contacto para A < \*.

Por ltimo, consideremos el esquema de control capacitivo

@—Au—i— a

ot (L+u)(1+x [ )
O

5 =0 en Qr,

1+u(&mn)

u=0 enI'7p.
De manera trivial, podemos enunciar el siguiente lema:

Lema 3.0.2. Una solucion u de (3.4) es solucion de (3.3), mientras que una
solucion de (3.3) es solucion de (3.4)

Prueba. Sea 8= A1+ x [f 14:15(0?17))2' -
Qr '

Asi, todos los resultados anteriores son aplicables al esquema de control
capacitivo. Esto era de esperarse, pues dos capacitores colocados en serie son
equivalentes a uno con capacidad menor, por lo que el problema se reduce al del
modelo basico con una A distinta, que esta dada por el Lema 3.0.2.

Las pruebas del Lema 3.0.1, asi como de los Teoremas 3.0.2 a 3.0.6 pueden
ser encontradas en [8]. En este mismo articulo, se obtienen representaciones
asintéticas de la solucién cerca del contacto. El caso en que la membrana es una
banda eldstica es estudiado en [1] y [12], mientras que el andlisis del disco elastico
se hace en [3]. Como se mencioné anteriormente, el lector se puede referir a [18],
donde se hace un estudio detallado de el modelo bésico y se incluyen todos estos
resultados. Ademas, se le presta especial atencién a las geometrias mencionadas
anteriormente.

El esquema de control capacitivo es analizado a detalle en [12].
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Resultados preliminares




Capitulo 4
Dinamica

Como se mostré en la seccién 2.3, la dindmica de una membrana eldstica bajo
un esquema de control LC se modela por

ou A cos? wt en O
— —Au=-""7""en Qp,
ot (14 u)? r (4.1)
u=0 enIp,
donde
P 60‘/0212
2Th3
y
al?
w= .
TVLC
Sea f(t,u) = —cos?wt/(1 +u)?. Si —1 < a < uy < uy < 0, entonces
2
|f(tur) — ft ug)| < mhﬂ — ugl,

por lo que f(t,u) es Lipschitz continua y por lo tanto existe una unica solucién
de (4.1) (ver [15], capitulo 10). Ahora bien, para mostrar los teoremas que se
enuncian a continuaciéon, haremos uso del siguiente lema de positividad para
ecuaciones parabodlicas:

Lema 4.0.3. Sea w € C(Q7) N CY2(Qr) tal que

wy — Aw +cw >0 en Qr
agdw/Ov + Bow > 0 en I'r
w(0,2) >0 en €
donde ag >0, Bop >0, ap+ o >0 en St y ¢ = ¢(t, z) una funcidn acotada en

Qr. Entonces w(t,x) >0 en Qr. Mds atin, w(t,z) > 0 en Qr a menos que sea
idénticamente cero.
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Prueba. Ver [11], pag. 54. O

Teorema 4.0.7. Sea u.(z,t; ) > —1 solucion inferior (u*(x,t; \) solucion
superior) de (4.1) para algin X < \*. Entonces us(z,t : ) < u(x,t;A) (u < u*),
donde u(x,t; ) es una solucidn del problema (4.1).

Prueba. Sea w = u — u,. Entonces

0 0 Oy

S~ Aw =50 — Au— (S - Au.) = f(tu) — f(t ) = fultn(t ),
donde 7(t, ) es una funcién intermedia entre u, y u. Por el Lema 4.0.3, u, < u.
De manera analoga u < u*. O

Corolario 4.0.3. Sea u.(z,t; A) solucion de (3.3) y u(x,t; \) solucion de (4.1)
con —1 < uy,u para el mismo valor de \. Entonces u, < u < 0. Mds aun, si
0 < XA < X%, entonces existe us(x,t;\) tal que us < u < 0, donde us es una
solucion estacionaria de (3.3).

Prueba. Es claro que u = 0 es una solucién superior del problema. Ahora bien,

%—Au _ A <_)\6082wt
ot T (T4+u)?2 = (1 +u)?’

por lo que u, es solucién inferior del problema (4.1) y, por el teorema anterior,
ux < u < 0. La existencia de )\ para la cual se cumple la segunda parte del

corolario esta garantizada por los Teoremas 3.0.2 y 3.0.4 de la seccién anterior.
O

El Corolario 4.0.3 es de suma importancia, pues nos permite garantizar que
nuestro esquema de control LC' es, por lo menos, igual de eficiente que el esquema
de control capacitivo.

Teorema 4.0.8. Supongamos que u(x,y,t;A) > —1 para X > 0, y para todo
punto (xz,y) € Q yt € [0,T]. Entonces

(i) u(z,y,t; \) es decreciente ent para t € (0, 2).
(i) u(z,y,t; \) es una funcion decreciente de .

Prueba. (i) Sea v = uy. Si derivamos la ecuacién (4.1), tenemos que

2\ cos? wt _ Aw sen 2wt

— Av — = Q
v v (1+u)3v e en Qr,

v=0 en I x (0,7],

v(x,y,0) = =X en Q,

y entonces
2\ sen? wt 2n—2 2n-1
n—Av— ———0v >0 en te( , 7T),
(14 u)3 2w 2w
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En el intervalo (0, %), el Lema 4.0.3 nos garantiza que v < 0. Es mas,
v < 0, pues de lo contrario u no depende del tiempo en este intervalo y no
es solucién de (4.1).

(ii) Sea A1 < A2 y v := uy — ug, entonces

Arcos?wt Mg cos? wt

'Ut_A’U: — (1+u1)2 (1+u2)2

2wt 1 1
= COS7('0[/\2 - )\1] + M cos? wt —

(1 + ’U,2)2 (1 + ’U,2)2 (1 + u1)2
2\ cos? wit
L o,
— (L+n)?
donde n = n(x,y,t;\) es una funcién intermedia entre las funciones

ui(x,y,t; A1) v ua(x, y,t; A2). De este modo,

2\ cos? wt

_ A ZALE05 Wt
B

y por el Lema 4.0.3, v > 0 en Q7. Por lo tanto, u es una funcién decreciente
de A.
O

Nota. Al resolver la ecuacién (4.1) numéricamente para las geometrias de banda
y disco, se observa que si A < A*, entonces la solucién es periédica con periodo
T = 5. Creemos que este resultado se mantiene para cualquier geometria y

estamos buscando la manera de probarlo.
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Dinamica




Capitulo 5

Contacto

La existencia de la solucién de la ecuacién (4.1) estd condicionada a que u > —1,
que fisicamente significa que la membrana no haga contacto con la placa. Si dicha
condicion se viola, la no linealidad de la ecuacion deja de ser Lipschitz continua y
no se puede garantizar la existencia de soluciones. Por este motivo, es importante
estudiar bajo qué condiciones la membrana puede alcanzar el contacto. Para ello,
multiplicamos la ecuacién (4.1) por ug, donde ug es la primera funcién propia
de la ecuacién de Laplace (ug > 0). Al integrar sobre el dominio 2,

d
//uout—//quu_—ACOSQWt//(l_izfiouP_%//’UJUO_NO//UUO.
Q Q Q o )

Sea E(t) = [, uuodz, entonces
dE U
W E — Acostwt [ [ =20
dt Ho cos”w // A+u?
)

y al usar la desigualdad de Jensen sobre el término del lado derecho,

@ B < — A cos? wt
a MU =T e
Sea ¢(t) tal que ¢p(0) =0y
do Acos? wt
I = po¢ — (ETE (5.1)

dado que
infu < E(t) < ¢(t),

entonces ¢(t) captura el peor comportamiento que puede tener u (figura 5.1), por
lo que entender las propiedades de dicha funcién para diferentes valores de Ay w
es de suma importancia. En las figuras 5.2 y 5.3 se muestran algunas soluciones
de ¢ para diferentes valores de A y w en el caso de la banda (g = —7?2).
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0.0
—02|
—04|

[ET2[P

-0.6

-0.8

—1.0:\www\‘“\“‘\“‘\“‘\“‘\“‘;t
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12

Figura 5.1: Comportamiento de ||u]|eo ¥ ¢(f) para A = 2.8 y w = 10.

Podemos observar que ¢ puede tener varios comportamientos, dependiendo
de que valores adquieran w y A. Por ejemplo, si A < —4pup/27, ¢ nunca
hace contacto, esto como consecuencia del Corolario 4.0.3. En cambio, si
A > —4p0/27, el comportamiento depende de w, pues para valores “pequenios”de
ésta hay contacto. En cambio, w es lo suficientemente grande, el contacto puede
ser evitado.

Para caracterizar este comportamiento, haremos un andlisis asintético de la
ecuacién (5.1).

5.1. w>1
Si w es muy grande, podemos escribir (5.1) como

dp Acos?(t/e)

o M NI $(0) =0,

donde w = 1/ey € < 1. Tomando la transformacién ¢t = wr, la ecuacién anterior
se vuelve

d¢
E = Ef(Tv (b)? (b(()) = 07 (52)
donde f(1,¢) = po — ?lcﬁf;);' es una funcién periédica de 7. Este hecho sugiere

que podemos aproximar (5.2) por métodos de promediacién. Para ello, haremos
uso del siguiente resultado, clasico en la teoria de promediacién:

Teorema 5.1.1. Consideremos los problemas de valores iniciales
z(t) = ef (¢, ), x(0) = =g,

w(t) = efo(w) + e fro(w),  u(0) =,
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w=>
00———— —
J A=1
—02" IA=2
_0_4: ]
B(t)
-06} ]
[ A =2.345
-08+ A=3 R
) S O S SR ISR [
0 1 2 3 4

Figura 5.2: Comportamiento de ¢(t) para w fija y A variando.

con fERXR =R, z,w,20 € D CR, t€[0,00), € € (0,6] y

Pt ) = wa(1,2) 2 (1) ~ Fo(o) o (),
donde .
wt.w) = [ (1) = fofw)ar
Supongamos que
a) f, f1 son funciones Lipschitz-continuas y sus promedios fo,, f1, existen.
b) w(t) pertenece a un subconjunto interior de D en la escala de tiempo %
Entonces en la escala de tiempo %,
z(t) = w(t) + eur (t,w(t)) + O(€?).
Prueba. Ver [14], pag. 48. O
Al aplicar este teorema a la ecuacién (5.2), obtenemos que
A/2
3

folw(7)) = pw(r) - ——
(w(r)) = pw(r) 0w

Asen 21

U1 (T,’UJ(T)) = —74(1 N w(T))gu

flo(’w(T)) = 0.
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Figura 5.3: Comportamiento de ¢(t) para A fija y w variando.

En la variable original,

o) = wit) - 4&1%3::))2 o (i) ’

donde

dw A/2

Esta aproximacién nos muestra que aiin para valores grandes de w la membrana
hace contacto si A > —8u/27; sin embargo, no es suficiente para encontrar una
buena relacion entre A y w que determine si ¢ hace contacto, pues la condiciéon
¢(t) < —1 no se satisface para la mayoria de los valores de w. Asi, nos basamos
en la prueba del teorema anterior para mejorar nuestra representacién de ¢(t).
Sea pues w(t) tal que

W= EfO(w) + 62flo + €3f20(w)a w(O) =0,
y sean uy(t,x), uz(t,x) y us(t,w(t)) tales que
z(t) = w(t) + eus (t,w(t)) + Eua(t, w(t)) + €us(t,w(t)) + O(e*),

donde



51lw>1 21

entonces

Podemos expandir f en su serie de Taylor e igualar potencias,

0
UI _f fou
8’&2 - 8f
W - fo f107

0 1,0 1o} 1o}
L fo<“2 <£>> 102 o,

donde

1o
folw) = 7 [ 5w - 1,52 .

- 1 T _1 f f 811,2 811,1 8’&1
) =7 [ | 3008 + g fo< +(52) )—flo%] a

y entonces establecer un resultado como el del Teorema 5.1.1.
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En nuestro caso,

A2

fo'LUT =pw(r) — ——,
(w(7)) = pw(r) 5 u0)

Asen 27T

Uy (T, w(T)) = —m7

fio(w(7)) =0,

u (T w(T)) _ (1 + 3“’(7))/\,“‘30527’ A2 cos 4t
o 8(1+w(7))3 32(1+w(7))57
(o) = 2 B (14 () + 9ul(m) e
» 16(1+w(r)®  32(1+w(r)° 8(1 +w(r))" ’
por lo que
(1) _l{ Asen 2wt }
W41+ w(t
i{ 1+3w( ))/\MCOSth N A2 cos dwt } L0 <i>
ol 8(1+w(t)’ 32(1 + w(t))’ )
donde
dw _ by
T e chs
! \? (B+4w)A%u (1 + 4w + w?)Ap?
_{16(1+w)8 - 32(1 + w)b - 81 + w)? }7
w(0) = 0.

A continuacién queremos encontrar una condicién suficiente para que ¢ < —1
para algin t. La ecuacién diferencial que satisface w(t) tiene una solucién tnica
para —1 < w, por lo que si existen puntos criticos de ésta en —1 < w < 0,
entonces w* < w(t) para todo ¢, donde w* es la més grande de las raices reales
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0.0
-02+ - N - a2 N # —~ N ot
-04F = \ \ ]

¢(t) I A=2.85 '

-08 \

_1_07 S S S S S I S W R ‘\7 t
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 5.4: Las soluciones numéricas de la ecuacién (5.1), comparadas con las
representaciones asintéticas obtenidas. Aqui, w = 10.

negativas de la ecuacion

pw*w® + 8pww® 4 28puww” + (—% + 56w?p — /\_;)2) w4

(=BA2 + 70w — 32w?) w® + (—%ﬁ + 5602 — %) wit

2 2 2
(_% — 8u*\ — 10w\ + 28,uw2) w® + (— 113’,‘2)‘ - 31% A _ 15“2’2)‘ + Suwz) w4

2

(=255 — WA =3t w4 = 2 - - 2 =0 (53)

En la figura 5.5, se muestran las raices reales de este polinomio para —1 < w < 0.
Podemos observar que hay una, dos o tres raices, dependiendo del valor de w.
Este hecho nos va a permitir determinar si hay o no contacto, pues

Asen 2wt 1 . A
(b(t)—’ll)(f)—m*f‘O(F) > w 44(14_1”*)27

por lo que si w* es tal que

S S
dw(1 4+ w*)?

entonces ¢(t) no hace contacto. De este modo, si

A\ /3
w*>_1+(5) , (5.4)

entonces no hay contacto.
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-10p, I I I I 1]

Figura 5.5: Raices del polinomio (5.3) para —1 < w < 0. Conforme \ va
aumentando, la segunda rama se aleja del origen.

La condicién anterior se satisface si hay mas de una rafzen —1 < w < 0 (ver
figura 5.6), para w lo suficientemente grande.

Asi, podemos concluir que si el polinomio (5.3) tiene una sola rafz en el
intervalo (—1, 0), entonces la representacién asintética hace contacto. Si hay més
de una, entonces no lo hay. En la figura 5.7 se muestra la regién de contacto
determinada por este criterio. Como se puede observar en la misma, la condicion
encontrada es suficientemente buena atin para valores pequenos de w, pues la
regién de contacto dada por la representacién asintdtica esta contenida en la
region de contacto de la ecuacién (5.1) para toda w. Para ver esto, es necesario
estudiar el comportamiento del polinomio (5.3) cuando w tiende a infinito. En
este caso, una de las raices reales es w = —1, y la condicién para exista otra es
que A < —811/27, lo que es consistente con el resultado obtenido con la primera
aproximacion.

5.2. w1l
Si w es pequeiio, entonces la ecuacién (5.1) es de la forma
do Acos? et B
a pp — m7 #(0) =0, (5.5)
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00K T T T T ]

-02+ -

-04f 8

-0.6 - B

-0.8 -

=10, ‘ ‘ -

Figura 5.6: Raices del polinomio (5.3) que no satisfacen la desigualdad (5.4)
para diferentes valores de A.

donde w = € <« 1. Tomando el cambio de variables 7 = €t, esta ecuacién se
transforma en

d¢
Ed_ = f(Tv ¢)7 (b(o) = 03 (56)
-
donde f(7,¢) = uo — ’(\fii); En este caso, se dice que el sistema estd sobre-

amortiguado, y la manera en que se obtendra su representacién asintotica es por
medio del método de capa limite desarrollado por Vasil’eva en [2]. Siguiendo la
notacién de ésta, sea

¢(1) = (7, €) + (1, €),
donde 7 = en, - - -
O(7,€) = O(7) + € (7) + ...,
es la expansién regular y

Ho(n, €) = Hogp(n) + ellip(n) + ...,

es la expansion de capa limite. Entonces

do d¢  dII _
= T (60 + 00,01 7)

= f(é(Tv 6)7 T) + f((lg(en, 6) + H¢(777 6)7 677) - f(@(ﬂ?a 6)7 677)7
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Figura 5.7: El area sombreada es la region de contacto determinada por el
criterio de las raices. La linea punteada es la frontera de la region real de contacto

de ¢(t).

por lo que la ecuacién diferencial se puede escribir de la forma

A0 L 00 F(3(r.e).7) + 11 (e, ) + o, ).7),

donde f = f(d_)(T, e),T) y
1f (¢(en, €) +Tg(n, €),n) = f(¢(en, €) +Tg(n, €), en) — f(dlen, €), en).

Sustituyamos (ZB(T, €) y Ilg(n, €) por sus series de potencias y representamos a f
y IIf por

f=1F(oo(r) +epr(r)+--,7)
= [(¢0(7),7) + €fo(T)P1(T) + - + € [fo(T) Ik (T) + fr(T)] +
=fotefi+ e fiton,

donde los elementos de f,(t) son calculados en el punto $o(7) y las funciones
f1(t) son expresadas de manera recursiva por medio de ¢;(t) con i < k;

ILf = f(d(en, €) + 1p(n, €),en) — f(d(en, ), en)
= [f(60(0) +Iop(n),0) — f(¢0(0),0)] + €e[fo(mI1d(n) + g1 (n)] + - --
+ [ fs (M d(n )+gk( A =Tof + ey f+--+ i f+---,

donde los elementos de f,(n) son calculados en el punto (¢o(0) + Ioé(n),0), y
las funciones gx(n) son expresadas de manera recursiva por IT;¢(n) con i < k.
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Al igualar en potencias de e los términos de la ecuacién diferencial
obtenemos, para el término principal ¢o(7),

Ozfozf(éo(T),T), (57)
y para el término principal de capa limite IIg¢(n),

dl;ll7(;¢ =1Ilof = f(d0(0) +og,0) — f(¢0(0),0) = f(do(0) + g, 0). (5.8)

Para los términos ¢, (7) y Ixp(n) (k > 1) obtenemos las llamadas ecuaciones
variacionales

d(Zl:l = fo=FeO)r + fr(7),
d
1;1;05 i f = foIlko + gr(n).

Para definir las soluciones del sistema anterior, debemos imponer las
condiciones iniciales. Asi,

$0(0) 4 o p(0) + €[¢h1 (0) + M1 p(0)] + - -+ =0,

por lo que -
¢x(0) + [ ¢(0) = 0,

y el sistema queda completamente determinado.
La suma parcial

Dn(rye) = 3 e [Bi(r) + Mg ()
k=0

es la representacién asintética del problema (5.6) cuando ¢ — 0, si f(¢,7)
satisface las siguientes condiciones:

1° f es tal que f(¢,7) = 0 tiene una raiz aislada ¢(1) = ¢(7).

2° El punto estacionario ¢(7) es asintéticamente estable en el sentido de
Lyapunov, uniformemente en ¢, con respecto al sistema asociado

%:f@,ﬂ, s> 0.

3° La solucién (;3(5) existe para s > 0 y tiende al punto estacionario ¢(0),
conforme s — 0.

4° Lafuncién f(¢,7) es infinitamente diferenciable en el dominio de definicién
del problema.

Esto debido al siguiente teorema:
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Teorema 5.2.1. (Vasil’ eva) Bajo las condiciones 1°-4°, la serie @, (t,€) es la
representacion asintdtica de la solucion ¢(t) del problema (5.1) cuando € — 0,
en un intervalo 0 < v <T'. Es decir,

max H(b(T, €) — O, (7, E)H = O(eM).

0<t<T
Prueba. Ver [2], pag. 26. O
Es claro que si -1 < ¢ <0y A < —3—*;, las condiciones 1°-4° se verifican
para f(¢,7) = pd — ?fi—f;);, por lo que el primer término de la representacién

asintotica esta determinado por las soluciones de

0= pdo()(1+ (;%(7))2 — Acos® 7, (5.9)
dyd - A
- 0) + o) — , 5.10
an 11(¢0(0) + o) (15 30(0) + Ho¢)2 (5.10)
0= ¢o(0) + o (0). (5.11)
Asi, para A < —%,
o(t, ) = p(et) + Mop(t) + O(e), (5.12)

donde @(et) es la mayor de las raices negativas de la ecuacién (5.9).

0.00f
~0.05]
-0.10}
¢(t)

-0.15f

-0.20}

-0.25}

Figura 5.8: Solucién de la ecuacién (5.1) para A = 1.4, w = 0.1. La curva
punteada es la representacién asintética dada por (5.12).
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4
5.2.1. A> -

En la seccién anterior se observa que para que exista solucién a la ecuacién (5.9)
para todo tiempo, es necesario que el parametro A sea menor que un valor critico
AF = —3—’7‘. Cuando esta condicién no se satisface, las curvas dadas por las raices

de (5.9) no estdn bien definidas para t,. < ¢t < t*, donde ¢, = % arc cos(— AT) y

tr = ul) arc COS(\ / %) + Z. En este caso, lo que eran dos soluciones bien definidas

de (5.9) para A < A\*, se deforman hasta crear regiones cerradas o “ojos” cuando

A > \* (figura 5.9).
)

-log, n n n n n n d -log, n n n n n n d -1op,
o 0 2 E ) 50 0 7 o 0 2 E ) 50 o 7 o

(a) A < A* (b) A~ A* (c) A>A*

Figura 5.9: Raices de (5.9)

Ahora bien, si A > A\*, la solucién de (5.1) exhibe tres comportamientos
distintos dependiendo de los valores de A y w: o hace contacto antes de entrar
al primer ojo, o hace contacto antes de entrar al segundo, o no hace contacto
nunca (figura 5.10).

Para entender el por qué de este comportamiento, pensemos en (5.1) como
un sistema de ecuaciones diferenciales. Cuando A < A*, el campo en la direcciéon
¢ es negativo en ¢; < ¢ < 0, positivo en ¢2 < ¢ < ¢1, y negativo en —1 <
¢ < ¢, donde ¢; y ¢2 son la mayor y la menor de raices de (5.9) en —1 <
¢ < 0 respectivamente. Ahora bien, cuando A > A*, el campo es positivo en
direccién ¢ solamente en el interior de los ojos, por lo que el comportamiento
de ¢(t) estd determinado por la magnitud del campo fuera de éstos, asi como la
distancia que hay entre uno y otro. Dado que la solucién del sistema se mueve
con velocidad constante en la direccién ¢, el que alcance a entrar a alguna de
estas regiones depende de los pardmetros A y w, pues mientras mas grande sea
A, mayor sera la magnitud del campo fuera de los ojos y mayor la distancia entre
ellos; por otro lado, al aumentar w, disminuyen ¢, y t*, por lo que la distancia
entre los ojos se reduce. El que ¢(t) pueda dar sélo un ciclo se debe a que la
distancia entre las ordenadas y el primer ojo es la mitad de la que hay entre
dos ojos, por lo que puede pasar que la solucién entre a la primera regién y no
alcance a entrar a la segunda. Si logra entrar a la segunda, entrara a las que
siguen, pues todo es periédico a partir de la segunda regién.

A continuacién trataremos de caracterizar este comportamiento. Para ello,
estudiaremos la ecuacién (5.1) cerca del doblez de los ojos, es decir, cerca de
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Figura 5.10: Soluciones de (5.1) para A > A*

¢ = —3. Si escribimos (5.1) como

(1+¢)2¢ = uo(1 + ¢)> — Acos® wt,

podemos aproximar el lado izquierdo de la ecuaciéon por %(b y la ctbica del lado
derecho por una cuadratica. Para simplificar los calculos, tomemos la traslaciéon
o=¢p— % Entonces

4 1 2\2
§¢7:u(g0—§)(<p+ §) — Acos? wt, (5.13)
y cubica la podemos aproximar por
A=A
0% + AT,
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donde & es, en valor absoluto, la menor de las raices de la cibica de (5.13). Asi,
cerca del mdximo aproximamos (5.13) por la ecuacién de Riccati
4 A=A,

§¢: ¢ + A" — Acos? wt. (5.14)

. . 2 I .7
Tomando el cambio de variables ¢ = ﬁ%, obtenemos la ecuacién

CSIOA=N) L,
$+W(ACOS wt—)\ ).I:O,

y sean t = %T vy A— X" =9 >0, entonces

2" (1) + 6(6 — Asin® wor)z(7) = 0, (5.15)

donde wg = %"w.

Entender el comportamiento de la solucién a la ecuacién de Mathieu (5.15)
es fundamental para comprender que estd pasando en el exterior de los ojos,
pues la solucién de (5.14) domina por debajo a la de (5.13). Si z(7) no tiene
ceros en el intervalo de tiempo de interés, entonces ¢ no hace contacto. Dado
que §(6 — Asin® woT) < 62, el teorema de comparacién de Sturm nos garantiza

que eso no sucede si
2KT

9t —t.)’

donde (t.,t1) es el intervalo de tiempo donde se quiere determinar si hay o
no ceros de z(t). Es por eso que lo més natural serfa pensar que t; = t*, ya
que es la distancia minima entre dos ojos. Sin embargo, esta no es una buena
eleccidn, pues la funcién ¢ puede entrar al segundo ojo o hacer contacto después
del tiempo t* (ver figura 5.10c). De este modo, existe un intervalo éptimo para
usar el criterio de comparacion que depende del valor de A, y es aquel en donde
©(t1) entra al segundo ojo o hace contacto. Encontrar el mejor valor de 1 es
equivalente a determinar numéricamente si ¢ hace o no contacto, lo que hace
un tanto intutil la simplificaciéon que se ha hecho del problema. Es por esto que
sacrificamos exactitud a cambio de simplicidad y damos un valor de ¢; = 2t* —t,,
que si bien no es el mejor, es suficiente para establecer un criterio de no contacto
para @(t).

Las simplificaciones anteriores nos han permitido entender, al menos de
manera cualitativa, que el contacto para —‘é—’; <AL —2—77’ vy w pequena depende
de si hay o no una singularidad en el intervalo (.,%1), y nos han posibilitado
obtener un criterio para determinar cuando esto sucede, al menos de manera
aproximada.

o<
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Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo se ha propuesto un esquema de control donde se mejora el
intervalo de operacién estable del MEMS de la figura 1.1. Se han encontrado
condiciones suficientes para que la membrana haga contacto y se han analizado
a detalle los comportamientos asintético y numérico del sistema para diferentes
regimenes de operacion.

El que este esquema mejore el intervalo de operacion estable del MEMS no
viene sin inconvenientes, pues hay que introducir oscilaciones que pueden ser no
deseadas para cierto tipo de dispositivos. Por esto, se debe plantear con mucho
cuidado en qué condiciones dichas oscilaciones no juegan un papel importante
o incluso son deseables para el diseno de estos dispositivos.

Si bien es muy importante conocer para qué valores de los parametros
la membrana hace contacto, es de igual importancia encontrar condiciones
suficientes para garantizar que la membrana no haga contacto. Una manera
de resolver este problema es usar una funcién que juegue el papel de la ¢, pero
que en vez de dominar por arriba a ||ul|e, domine por abajo. La estructura de
esta funcion debe de ser similar a la de ¢, y es muy posible que con los métodos
usados aqui se puedan obtener condiciones para que no exista contacto. Este
estudio se encuentra en elaboracién.

Por ultimo, hay que mencionar que en el régimen de w > 1, el término
inercial de la ecuaciéon de movimiento puede ser grande y que a partir de un
valor critico de la frecuencia, la aproximacién viscosa no sea buena, por lo que
estudiar el problema hiperbdlico también es importante.
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