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Capitulo 1

Introduccion.

La antigua ciudad de Kénigsberg (hoy Kaliningrado, Rusia), es atravesa-
da por el rio Pregel y en la que se encuentran dos islas que también son parte
de ella. En el siglo XVIII sus habitantes discutian en las tabernas del lugar
la posibilidad de planear un paseo dominical de modo que se visitaran las
cuatro partes de la ciudad atravesando todos sus puentes exactamente una
vez y regresando al lugar de partida. En aquella época dichos puentes eran
siete: cuatro de ellos unian las orillas opuestas con la pequena isla de Kneip-
hof, otro puente comunicaba Kneiphof con la isla vecina y los dos puentes
restantes unian ésta con tierra firme. Ademaés, el paseo deberia concluir en el
mismo punto de partida. Este problema fue conocido como “El problema de
los puentes de Kdnigsberg ”.

Figura 1.1: Diagrama de la ciudad de Konisberg
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Pruebas repetidas llevaron a los interesados a la conviccion de que era impo-
sible hacerlo, hasta que el mateméatico Leonhard Euler ataco el problema y
logro resolverlo. Para ello, elaboré un modelo matematico que lo representara
graficamente. Dibujé un punto por cada parte de la ciudad y los uni6é con
una linea si existia un puente entre ellos, de la siguiente manera:

C

B

Figura 1.2: Grafica de la ciudad de Konisberg.

De esta forma el problema se reduce a trazar un recorrido sobre esta figura
sin pasar dos veces por una misma linea y terminando el trazo en el punto
de inicio. Euler creia que el recorrido si era posible y procedié a analizar las
circunstancias que permitirian tal paseo. Su razonamiento, que present6 ante
la Academia rusa de San Petersburgo en 1735, es el siguiente:

1. Se empieza en un punto cualquiera al que llamaremos origen (o).

2. El recorrido debe terminar en el origen pues asi lo plantea el problema.
3. Hay que pasar por todos los puntos al menos una vez.

4. Hay que atravesar todos los puentes exactamente una vez.

5. Considerando la situaciéon en cualquier punto p # o observemos que:

a.- En algiin momento hay que llegar a p por un puente.

b.- Como p # o, el recorrido no concluye ahi y hay que abandonar p
por un puente distinto al que se usé para llegar.

c.- Si por algiin motivo se volviera a pasar por p, la entrada y la salida
habrian de tener lugar por dos puentes distintos entre si y que,
ademaés, no hubieran sido utilizados en el recorrido anteriormente.



Es decir, cada vez que se pasa por p se entra por un puente y se sale
por otro distinto.

6. Por lo tanto, debe haber siempre un ntimero par de puentes que lleguen
a todo p # o.

7. La situacion en el origen es similar:

a.- Cada vez que se pasa por o se usa una pareja de puentes.

b.- Al iniciar el recorrido se sale por un puente y al finalizarlo se
regresa por otro diferente; estos forman una pareja maés.

8. Por lo tanto, en o también debe llegar un nimero par de puentes.

9. Lo anterior indica que de ser posible el recorrido sin repetir puentes,
pasando por todos los puntos y por todos los puentes y terminando en
el punto de partida, entonces, en cada punto el nimero de puentes debe
ser par.

Esto demuestra que dicho recorrido es imposible y resuelve el problema (Fi-
gura 1.2); sin embargo, no es el tnico problema que resuelve, sino también
todos los problemas similares con mas o menos puntos y puentes.

Muchas situaciones de la vida real pueden también describirse adecuada-
mente por medio de diagramas como el ideado por Euler. Estos diagramas
constan de un conjunto de puntos y un conjunto de lineas que unen a al-
gunos de los puntos. Por ejemplo, los puntos pueden representar personas
y las lineas unir a parejas de amigos; o bien, los puntos podrian simbolizar
centros de poblaciéon y las lineas, las vias de comunicaciéon que las unen. Es
importante destacar que lo que realmente es relevante en este tipo de dia-
gramas, no es el tipo de relaciéon que se describa, sino el hecho de que dos
puntos estén unidos por una linea o no; es decir, el hecho mismo de estar
relacionados. Una abstraccion mateméatica de esta naturaleza es lo que da
origen al concepto de grafica (o grafo). Una grafica es un conjunto finito
de puntos llamados vértices o nodos junto con un conjunto de lineas que los
unen llamadas aristas.

Esto da inicio a una de las ramas de las Mateméaticas més recientes y pro-
lificas: la Teoria de Graficas. Dentro de las aplicaciones de esta rama se
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encuentra el de coloracion de vértices en graficas y de la cual se desprende
uno de los problemas més interesantes en esta rama “ Kl problema de los cua-
tro colores”, del cual daremos una pequena resena historica y trataremos en
este trabajo.

A mediados del siglo XIX los cartografos y algunos aficionados ya tenian
en mente que cualquier “mapa”’ podia ser coloreado con cuatro colores, con
la condicién de que paises que compartieran frontera no tuvieran el mismo
color. Este problema fue denominado “FEl problema de los cuatro colores” 'y
como era de esperarse, una gran cantidad de estudiosos y curiosos intentaron
comprobar su certeza o derrumbar su veracidad. La historia de esta conjetu-
ra, finalmente confirmada, es interesante.

Este problema fue inicialmente conocido con el nombre de “Problema de
Guthrie” o Conjetura de Guthrie, debido a que fue Francis Guthrie, estu-
diante de la University College of London, quien primero lo dio a conocer
en el ano 1853. No satisfecho con las pruebas que traté de desarrollar, ha-
bl6 del problema a su hermano Frederick, el cual lo comunicé a su vez a su
instructor, el famoso Augustus De Morgan en una carta fechada el 23 de
octubre de 1852, De Morgan mencioné el problema a Sir William Rowan Ha-
milton, quien probablemente vislumbrando la extrema dificultad del mismo,
le contestdé que no tenfa intenciéon de considerarlo en un futuro préximo. De
Morgan hablé con frecuencia de este problema con otros mateméticos, de
hecho, se cree que fue él mismo el autor de un articulo anénimo aparecido
en el nimero del 14 de abril de 1860 de la revista Athenaeum y que trata del
problema de los cuatro colores, siendo ésta la primera referencia publicada
de dicha “conjetura”.

En la década de 1860 ya se tenia constancia del problema en Norteamérica,
donde atrajo el interés del filosofo C. S. Pierce. El 13 de junio de 1878 el ma-
teméatico Arthur Cayley pregunt6 si el problema habia sido resuelto, y poco
después publico un articulo sobre el asunto, en el cual exponia las dificultades
inherentes al mismo “On the colourings of maps” [31].

El ntimero del 17 de julio de 1879 de la revista Nature anunciaba que el
problema de los cuatro colores habia sido resuelto, en el sentido de confirmar
la conjetura, por el abogado inglés Alfred Bray Kempe. Su soluciéon apare-
ci6 en un articulo publicado en el ejemplar de la revista American Journal



of Mathematics de 1879. Asi, el articulo de Kempe fue la primera supuesta
demostracion de que las regiones de un mapa cualquiera se pueden colorear
con cuatro colores de forma que a regiones adyacentes correspondan colores
distintos.

Durante la década que siguié a la publicacion del articulo de Kempe el pro-
blema de los cuatro colores se considerd resuelto y por ese supuesto logro,
Kempe fue nombrado Fellow de la Royal Society, y presenté algunos perfec-
cionamientos de su prueba. Tiempo después, P. G. Tait, de la Universidad
de Edimburgo, describi6 otra supuesta demostracion. Lewis Carroll cre6 un
juego para dos jugadores en el cual cada uno de ellos disenaba un mapa, suje-
to a ciertas restricciones, que su oponente debia colorear con cuatro colores,
siendo ganador el que lo conseguia antes. En 1889, el Obispo de Londres,
Frederick Temple, mas tarde Arzobispo de Canterbury, publicé su propia so-
lucién del problema de los cuatro colores en la revista Journal of Education.

Pero en 1890 se comprobd que el problema era mucho més complicado de
lo que parecia. Percy John Heawood anuncié haber descubierto un error en
la demostracion de Kempe, de tal gravedad que él mismo no fue capaz de
corregir.

P. J. Heawood en su articulo “Map-colour theorem” [35|, proporcioné el ejem-
plo de un mapa que, a pesar de poderse colorear facilmente con cuatro colores,
dejaba claro que la técnica de la demostracion de Kempe no tenia validez ge-
neral, cabe notar que el mapa usado por Heawood tenia 18 regiones, que mas
tarde se comprob6 podian reducirse a 9. Sin embargo, debe mencionarse que
Heawood utiliz6 la técnica de la demostracion de Kempe para probar que
cualquier mapa puede colorearse con cinco colores.

El problema de colorear mapas se generaliza a superficies no planas. Heawood
obtuvo una féormula que establecia el minimo de colores necesarios para un
mapa en una superficie cerrada cualquiera, con la excepciéon del caso de la
botella de Klein. Para una superficie cerrada con una caracteristica de Eu-
ler igual a n (el problema de los cuatro colores es también considerado un
problema de topologia), Heawood calcul6 el niimero minimo de colores en:

a) Para el toro, cuya caracteristica de Euler es n = 0, el nimero minimo
de colores es de 7.
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b) Para la esfera, para la que su caracteristica de Euler es n = 2, el nimero
minimo de colores es 4.

No se sabe con seguridad si la formula de Heawood establece la cota inferior
para el numero de colores en todos los casos, dejando aparte el de la botella
de Klein.

A principios de la segunda mitad del siglo XX fue posible demostrar que
bastan seis colores para el caso de la clase a la que pertenece el plano, y
este nimero se redujo también facilmente a cinco, pero rebajar el niimero de
colores a cuatro resulté ser un problema sumamente dificil.

El 21 de junio de 1976 Kenneth Appel y Wolfgang Haken, de la Universidad
de Illinois, anunciaron que, con la ayuda de John Koch, habian resuelto el
problema de los cuatro colores. Su pretension fue recibida con escepticismo,
entre otras razones porque la soluciéon propuesta requeria cientos de horas
de célculos mediante computadora. No obstante, dicha solucién ha resistido
el escrutinio y la prueba del tiempo. Algunos mateméaticos no aceptan esta
prueba como una demostraciéon rigurosa ya que parte de la prueba consiste
en un analisis exhaustivo de muchos casos discretos mediante computadora.
Esta actitud hostil hacia teoremas cuya demostracion descansa en parte en
una comprobaciéon por computadora se ha relajado entre los matematicos
y actualmente se considera que el algoritmo del programa de calculo pue-
de considerarse valido como parte de la prueba. Asi, en agosto de 1998 el
siguiente resultado que se apoya en comprobaciones por computadora es la
prueba de la conjetura de Kepler para el empaquetamiento de esferas, cuya
demostracion fue anunciada por Hales y Ferguson.

Una prueba del teorema de los cuatro colores que ha sido construida re-
cientemente por Robertson, Neil Robertson, Daniel Sanders, Paul Seymour
y Robin Thomas (de la Escuela de Matemaéticas del Instituto Tecnolégico
de Georgia, en Estados Unidos), desarrollada en 1996 y publicada en 1997,
aun utiliza una computadora, pero el desarrollo de la prueba es méas simple.
En un encuentro cientifico que tuvo lugar en Francia en diciembre de 2004,
G. Gonthier de Microsoft Research de Cambridge, Inglaterra, en un trabajo
realizado conjuntamente con B. Werner de INRIA, Francia, anuncio la veri-
ficacion de la demostracion de Robertson, formulando el problema mediante
el programa Coq de ecuaciones de tipo logico, y confirmaron la validez de



cada uno de sus pasos (ver [10] y [36]).

La suma de los antecedentes que da el “Teorema de los cuatro colores”, mues-
tra el gran interés que despertd. En la actualidad se sigue trabajando para
encontrar pruebas més accesibles o relacionarlo con otras areas de la Ma-
temética, como es el caso del articulo de Shalom Eliahou “An algebraic
criterion for a graphs to be four-colourable ” [32| presentado en el se-
minario internacional de Algebra y sus aplicaciones (México 1991), que utili-
za un andlisis algebraico, principalmente con polinomios. En este trabajo se
estudiaran y expondréan los métodos abordados por S. Eliahou en su articulo.

Para comenzar, se mencionaran algunos conceptos que son necesarios como es
el de color y el de mapa. Aunque este trabajo no se enfoca en si, en compren-
der qué son los colores, qué es un mapa, es conveniente reconocer lo siguiente.

El concepto de color es el que entendemos como: “una sensacion que es
percibida por los organos visuales; estd producida por los rayos luminosos y
depende de su longitud de onda y de las caracteristicas del drgano receptor ”.
Como matematicos no es relevante si los colores utilizados son el rojo, verde,
magenta, blanco, entre otros. Desde el punto de vista matematico una paleta
de colores es un conjunto de elementos distintos, por ejemplo: {1,a,©, o},
este conjunto representa una paleta de 4 colores.

Otro concepto importante de abordar es el de “mapa”. En el diccionario de
la Real Academia de la lengua espanola encontramos lo siguiente:
mapa.(Del b. lat. mappa, toalla, plano de una finca ristica.)

1. m. Representacion geogrdfica de la Tierra o parte de ella en una super-
ficie plana.

2. m. Representacion geogrdfica de una parte de la superficie terrestre, en
la que se da informacion relativa a una ciencia determinada. Mapa
lingtiistico, topogrdfico, demogrdfico.

En diccionarios de lengua inglesa se encontraron otras dos interesantes defi-
niciones:
map n.
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1. A representation, usually on a plane surface, of a region of the earth
or heavens. (Una representacion, usualmente en una superficie plana,
de una region de la tierra o del cielo.)

2. Mathematics. The correspondence of elements in one set to elements in
the same set or another set. (En Matemdticas. La correspondencia de
elementos de un conjunto hacia elementos del mismo conjunto u otro.)

En ambas definiciones se refleja muy bien lo que es un mapa desde el punto
de vista de uso practico y desde el punto de vista matematico (correspon-
dencia de elementos entre dos conjuntos, en este caso el conjunto de puntos
sobre la superficie del globo terraqueo o geoide y el conjunto de puntos en
una hoja de papel, que es un plano). Ya que un mapa es una proyeccion de
una realidad en tres dimensiones, es decir, considerando que la tierra es un
geoide que se proyecta de manera grafica en un espacio de dos dimensiones
(una hoja de papel). De esta forma todo mapa tiene una representacion en
forma de grafica [Capitulo 2, Seccion 2.3).

Con esto y los antecedentes antes mencionados, se desarrollo este trabajo. En
la primera parte encontramos definiciones y algunos resultados necesarios de
la Teorfa de Gréficas, sin dejar de mencionar en la seccion 2.4 el Teorema de
los cinco colores. Después se continua con el trabajo del Algebra y al igual que
en el primer capitulo, se mencionan definiciones y resultados esenciales para
el cuerpo de este trabajo. En el tercer capitulo se introducen las herramientas
previas para abordar el resultado principal, el cual muestra que toda grafica
G es 4 coloreable si y solo si su elemento asociado pg # 0. El capitulo 5
se enfoca primordialmente en el desarrollo del polinomio pg asociado a G,
se presentan sus propiedades bésicas y uno de los teoremas mas relevantes
presentados aqui, el “Teorema de Eliahou”. Los capitulos 6 y 7 desentranan a
pa, calculando su término independiente y mostrando algunas propiedades de
este elemento. El tltimo capitulo ofrece ejemplos en donde se aplica la teoria
desarrollada asi como la utilizaciéon de un nuevo elemento: el polinomio de
Laurent asociado a pg.



Capitulo 2

Definiciones y resultados
preliminares de la Teoria de
Graficas.

En este primer capitulo mostramos las definiciones necesarias para desa-
rrollar el cuerpo de este trabajo asi como algunos teoremas que seran nece-
sarios.

2.1. Teoria de Graficas y algunos resultados ba-
sicos.

Definicion 2.1. Una grdfica simple finita o por comodidad, una grdfica
G, es una pareja (V(G), A(G)), donde V(G) es un conjunto finito (posible-
mente vacio), de objetos llamados vértices, denotado por V(G) = {vy, -+ ,v,},
gunto con el conjunto de pares no ordenados de elementos distintos de V (G)
llamados aristas, denotado por A(G) = {(v;,vj)|[{vi,v;} CV(G), v; # v;}.

Durante el desarrollo de todo el trabajo denotaremos por p = |V (G)| y
4= |AG)|.

Cuando hablemos de una arista cualquiera a, utilizaremos la notacién
a = (v;,v;), teniendo en cuenta que en este trabajo no se habla de aristas
dirigidas. Por comodidad a la arista a la denotaremos tnicamente por a y
cuando se trate de varias aristas las denotaremos por A(G) = {a4,...,an}-
En la Figura 2.1 tenemos que para la grafica G,

11
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V(G) = {Ul,UQ,'Ug,U4,U5,U67U7,’08} y

A(G) = {al = (7117712), Ao = (01704), as = (U17U6)7a4 = (03702),
as = (vyg,v2), ag = (v4,v3), a7 = (v7,vs)}.

Es necesario precisar que dentro de la definicion de gréafica no conside-
ramos el caso de aristas multiples, es decir, una arista a = (v;,v;) que
aparece mas de una vez en A(G) y el caso en que i = j denominado lazo.
Por esto tenemos también la siguiente definicion que dentro de nuestro tra-
bajo no requiere mayor importancia que el de ser notado.

Definicion 2.2. Una multigrdfica es una grdfica, cuyo conjunto de vértices
es V(G) = {1, -+ ,vn} y cuyo conjunto de aristas es A(G) = {(v;, v;)| {vi, v;} C
V(G)}, que admite aristas maltiples y/o lazos.

Definicion 2.3. La grdfica vacia es aquella tal que V(G) =0 y A(G) = 0.
La denotamos por Gy.

Grdfica simple G

Vg 4 . Vg e U7
as
a4 a5
aq e Us ay
U3
ag
U1 » Uy e Ug
asg

Figura 2.1: Una gréafica Gy una multigrafica G'.

Definicion 2.4. Si a = (v;,v;) € A(G), diremos que v; es adyacente en
G a v; (denotado por v; adyc vj) y llamamos al vértice v; y al vértice v; ex-
tremos de la arista a. También diremos que a 1ncide en v; o en v;.
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Definicion 2.5. El grado de un vértice v; en una grifica G es el niume-
ro de aristas que inciden en él, denotado como 0(v;). También utilizaremos
la notacion dg(v;) para hacer referencia al grado del vértice v; en la grdfica G.

Definicion 2.6. El grado mdximo de una grifica es maz{d(v;) : v; €
V(G)} vy lo denotamos por A(G). El grado minimo de una grdfica es
min{d(v;) : v; € V(G)} y lo denotamos por §(Q).

G

(5(1)5) =0
NG () =6 =2
2 A(G) =4
5(G) =

Figura 2.2: Una grafica G y algunos de sus grados.

Teorema 2.1. Para cualquier grifica G, > 0(v;) = 2q.

Demostracion. Como una arista tiene dos extremos, entonces al sumar el
grado de cada vértice cada arista es contada dos veces. O]

Definicion 2.7. Se dice que dos grificas G y G' son isomorfas si eziste
una funcion biyectiva ¢ : V(G) — V(G'), tal que, para todo {v;,v;} C V(G);
v; adyg vj sty solo siw; = ¢(v;) adyer p(v;) = w; con {w;,w;} CV(G'). Ala
biyeccion ¢ que preserva adyacencias se le llama tsomorfismo de grdficas.
Cuando dos grifica son isomorfas lo denotaremos por: G = G'.
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G G’

V1 Uy W 4 Wy o(v1) = wy
P(v2) = wy
p(vs) = wy

Uy U3 Wy 4 ws p(va) = w3

Figura 2.3: Una grafica Gy una gréafica G’ isomorfa a G.

Observacion 2.1. Dentro de este trabajo inicamente nos interesaremos en
las grdficas simples, asi cuando tengamos una multigrdafica consideraremos su
grdfica asociada simple, es decir, aquella sin aristas maltiples y/o lazos,
pero que conserva las adyacencias originales: Por ejemplo, si G es la siguiente

grifica:

G G' es su grdfica asociada simple

Definiciéon 2.8. Una grifica H = (V(H),A(H)), es una subgrdfica de la
grifica G, si: V(H) CV(G) y A(H) C A(G).

Definicion 2.9. Diremos que una subgrifica de la grifica G es una subgrd-
fica propia, si V(H) C V(G).

Definiciéon 2.10. Una grdfica H es llamada subgrdfica generadora o grd-
fica parcial de G si: V(H) =V (G) y A(H) C A(G).
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.15

G

U3

a7 Qg

% a2 a5 » U4 Vg

ay as as

V1 Vs (%
aq

Subgrdfica de G

U3

(%) as e Ug

a1

U1 Us

Figura 2.4: Una grafica G y una de sus subgréficas.

U3

a7 Qg

V2 Q2 as » U4 (%3

aq as as

(%1 Us U7
Qy

V2 a2

Subgrdfica generadora H de G

U3

as e Uy e Ug

a1

(%1 Vs e Uy

Qy

Figura 2.5: Una grafica G y una de sus subgraficas generadoras.

Definicion 2.11. Una grifica H es denominada subgrdfica inducida por

vértices si es una subgrifica de G tal que, V' = V(H) C V(G) y su conjunto
de aristas es el conjunto de aristas de G que tienen como vértices extremos
a los elementos de V'. La denotaremos por G [V].
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G Subgrdfica inducida H = G [{vy, v, v3, vy, v7}]
U3 U3
ar ag ar ag
U2 4 Q2 a5 » Uy Vg V2 ¢ G2 Vg
ai as as ai as
(%1 Vs (%4 (%1 o Ut
Q4
. Una grafica Gy una de sus subgraficas inducidas por
Figura 2.6: ~
veértices.

Definicion 2.12. Una grdfica H es nombrada subgrdfica inducida por
aristas o grdfica positiva si es una subgrdafica de G tal que, A"’ = A(H) C
A(G) y su conjunto de vértices es el formado por los vértices extremos de
las aristas de A’. En otras palabras una grdfica positiva es aquella en la que
todos sus vértices son de grado distinto de cero y la denotaremos por G [A’].

Observacion 2.2. La grifica vacia es positiva por definicion.

Observacion 2.3. El nimero de subgrdficas positivas de G es 27 (conside-
rando subgrificas isomorfas y la grifica vacia).

Demostracion. Como una subgrafica positiva esta determinada por un sub-
conjunto de aristas y sus respectivos extremos, el ntimero de subgraficas
positivas es el nimero de subconjutos formados por el conjunto de aristas,
que es 29, ]
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G Subgrifica inducida H = G [{ay, as, ar, as, }]
V3 U3
ar ae ar
V2 ¢ Q2 a5 » Uy ¢ Vg V2 ¢ Q2 Vs
ax as as ax as
U1 Us e Uy U1 U7
Q4
) Una grafica Gy una de sus subgraficas inducidas por
Figura 2.7:

aristas o positiva.

Definicion 2.13. Decimos que G es completa, si todos sus vértices tienen
grado p — 1. La denotamos por K,,.

K K Ks

A K

Figura 2.8: Graficas completas. Ky, K3y K.

Definicion 2.14. Dada una grdfica G y una arista a de A(G), diremos que

la eliminacion de a es aquella grifica que resulta de eliminar la arista a
de G. Lo denotaremos por G — a.

Observacion 2.4. De manera andloga a la Definicion 2.14 podemos hablar
de G — v, siendo v un vértice de G, como la grifica que resulta de eliminar
el vértice v y las aristas que inciden en él.
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R

Figura 2.9: Una grafica G y la eliminacién de una de sus aristas.

Definicion 2.15. Dada una grifica G, diremos que la adicion de a es
aquella grdfica que resulta de aumentar la arista a a G. Lo denotaremos por
G+a.

G Gya G+a

P

o\

Figura 2.10: Una grafica G y la adicién de una arista.

Definicion 2.16. Dadas G, y Go grdficas, la union Gy U Gy de Gy y Gy
es la grdafica cuyo conjunto de vértices es V(G1) UV (Gs) y cuyo conjunto de
aristas es A(G1) U A(Gs).

G1 UG,

G Go
Uus Uy ws e Wy U3 (1 V10 e U11
U7 U7
U2 w Ws Vo (Y V12
Uy Ug wq We (%1 Ve Ug V13

Figura 2.11: Las graficas G; y G y la uniéon de estas.
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Definicion 2.17. Dada una grifica G y una arista a de A(G), diremos que
la contraccion de a es aquella grdifica que resulta de eliminar la arista a de

G e identificar los vértices extremos de esta conservando sus adyacencias. Lo
denotaremos por G e a.

G Gea v,=(vs=uy) G e a asociada simple
V2 (] V2 ¢ Vo ¢
V4 Vg4 Vg V4 Vg
v Ve Vs Vs
a (% Vg
Vs U3 U3
v v U7
U1 Vg U1 ¢ V1

Figura 2.12: Una gréafica GG y la contracciéon de una de sus aristas.

Definiciéon 2.18. Se dice que un subconjunto S de V(G) es un conjunto

independiente de vértices de G si cualesquiera dos vértices de S no son
adyacentes.

G
U o ve Conjunto independiente
de vértices:
v _
Us TS= {01,05706}
U3 Vg

Figura 2.13: U/na' grafica G y uno de sus conjuntos independiente de
veértices.

Definicion 2.19. Un camino en una grdafica G es una sucesion finita no nu-
laW = (vg, a1, v1,a2,0s, ..., Ay, Uy) cuyos términos alternan vértice y arista,
tal que, para 1 < i < m, los extremos de a; son: v;_1 y v;. Diremos que W es
un camino de vy a v,, 0 un vy, v, —camino, donde vy es el vértice inicial y
v el vértice final. La cantidad de aristas por las que pasa este se denomina
la longitud del camino y lo denotaremos por ((W).
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Definicion 2.20. Un camino cerrado en una grdifica G es un camino que
comienza y termina en el vértice vy del camino. Lo denotaremos por W.

Definicion 2.21. En una grdafica G un ciclo es un camino cerrado de longi-
tud mayor o igual a 3, que unicamente repite el vértice inicial y el vértice final
del camino. Lo denotamos por C y al igual que en la definicion de camino
denotaremos su longitud por ((C) = k.

G
Camino W de G (((W) =5) :
U3 W= (Ug,d,vg,f,U5,f7U2,b,U17C,U4)
d € V3, Uy —CaAMIno
J k . .
U2 / \’ Camino cerrado W de G ({(W) =5) :
W = (Uﬁa ka Vs, €, Us, hv V4, hv Vs, 9, UG)
b T h g
¢ Ciclo C de G (£(C) =4):
1 ¢ Vg C = <v17a7U67k7U37d>U2ab7Ul)

Una grafica G con un camino, un camino cerrado y un

Fi 2.14:
eura ciclo de ésta.

Definicion 2.22. Una trayectoria en una grifica G es un camino que no
repite vértices. Denotamos por Y a la trayectoria y denotaremos por £(Y) =
k—1 ala trayectoria de longitud k—1 (k > 2). Al igual que en la definicion
de camino podemos denotarla como una (vg,vy) — trayectoria.
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G
Trayectoria de G :
f U3 Y:(Ul,j,Ug,k,UG,g,U5,f,U2)
e

' O podemos escribir: Y = (vq,vs, Vg, Us, Va)
T/ T N\ F vy =y

V4

b| . hilg

(%) a Vs

Figura 2.15: Una grafica G y una trayectoria de ésta.

Como en este trabajo inicamente nos referimos a graficas simples, la suce-
sion (v, ay, v1, ag, Ve, . . ., a, vx) de términos alternantes de vértices y aristas,
queda determinado por la sucesion (vg, ,v1,,vs,...,,v;) de vértices; asi un
camino, un camino cerrado, un ciclo o una trayectoria en una grafica sim-
ple se especifica con una sucesion de vértices. Por ejemplo, la sucesion del
camino del Ejemplo 2.14 W = (vs,d,vs, f,vs, f,v2,b,v1,¢,v4) la podemos
escribir como: W = (vs, va, v5, U2, V1, Vy).

Definicion 2.23. Una grdfica G es conexa si cualesquiera dos vértices es-
tan unidos por una trayectoria.

Definicion 2.24. Una grifica G es disconexa si no es conexa.

Definiciéon 2.25. Una componente conexa es una subgrdfica de G coneza
tal que bajo la contencion es mdxima, es decir, es mdxrima por contencion res-
pecto a la propiedad de ser conexa. Denotaremos el numero de componentes
conezas de G por w(G).
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G conezxa G’ disconeza con w(G')=3

Gy Go Gs

Una grafica conexa G y una gréfica disconexa G’ con

Figura 2.16:
tres componentes conexas.

Para la demostracion del siguiente Lema haremos uso de la notacion si-
guiente.

Si tenemos una grafica G y una trayectoria Y, digamos Y = (xq, ..., T, ..., Tpm)
junto con los vértices u,v € V(G). Denotamos por (u,Y,v) el camino cuyo
conjunto de vértices es {u, Tg, ..., Tj, ..., T, V}.

Lema 2.2. Sea G una grdfica conexa y a una arista contenida en un ciclo
de G, entonces G — a es coneza.

Demostracion. Consideremos a G — a.

Queremos demostrar que para todo z,y € V(G —a) existe un x, y-camino.
Primero notemos que V(G —a) = V(G), pues tnicamente se elimina una aris-
ta, por lo que x,y € V(G) y como G es conexa existe Y una x, y-trayectoria,
de esto observemos dos posibles casos:

1. Sia ¢ A(Y), entonces Y es una z, y-trayectoria en G — a.

2. Sia € A(Y), denotemos por Y = (x = zg,...,Tj, ..., Ty = Y) y POr
a = (x;,z41). Sea 7 el ciclo de G que contiene a a. Consideremos en
G—aa C=(z,Y,x;) U(xs,y —a,xi11) U (z41,Y,y), el cual es un €
x,y-camino en G — a.
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Definicion 2.26. Una arista de corte o puente de G es una arista a tal

que w(G — a) > w(Q).

Figura 2.17: Una grafica G y sus puentes «, 3, 7.

Proposicion 2.3. Si G es una grifica y a € A(G), entonces

w(G@) <w(G—a) <w(G)+1.

Demostracion. Sea G una grafica y a € A(G). Consideremos dos casos:

1. Si G es conexa, entonces w(G) = 1 de esta forma tenemos dos posibles
subcasos:

l.a) Siw(G) =1=w(G—a), entonces w(G) =w(G—a) <w(G)+1=
2.

1.b) Si w(G) < w(G — a), entonces a es puente de G y como G es
conexa y a tiene dos extremos tenemos que w(G —a) = 2y por lo
tanto w(G) < w(G —a) =2 =w(G) + L.

De (1.a) y (1.b) deducimos w(G) < w(G —a) < w(G) + 1.

2. Si G es disconexa, entonces w(G) = n de esta forma tenemos dos posi-
bles subcasos:

2.a) Siw(G) =n=w(G—a), entonces w(G) =w(G—a) <w(G)+1 =
n + 1.
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2.b) Si w(G) < w(G — a), entonces a es puente de alguna componente
conexa G; de G, entonces por (1.b) w(G; — a) = 2, por lo que
aumenta en 1 el nimero de componentes conexas de G—a respecto
de G, asi w(G —a) = n+ 1y por lo tanto w(G) < w(G —a) =
n+1=w(G)+1.

De (2.a) y (2.b) deducimos también que w(G) < w(G —a) < w(G) + 1.
Por lo tanto, w(G) < w(G —a) < w(G) — 1. O

Teorema 2.4. Una arista a de G es puente de G st y solo si a no estd
contenida en un ciclo.

Demostracion.

=] Sea a un puente de G. Como w(G — a) > w(G), existen vértices v; y
v; de G que estan conectados en GG pero no en G — a. Entonces existe una
v;, v;—trayectoria Y en G la cual, necesariamente, pasa por a. Supongamos
que a = (u,w), es decir, u y w son los extremos de a. Supongamos, sin
pérdida de generalidad, que u precede a w en Y. En G — a, v; es conectado
a u por una secciéon de Y y w es conectada a v; por otra seccion de Y. Si a
estuviera en un ciclo C', u y w estarfan conectados en G —a por la trayectoria
C — a. Asi, v; y v; estdn conectados en G — a.

Contradiciendo el hecho de que v; y v; no estan conectados en G — a.

<] Por contrarresiproca.

Supongamos que a = (u, w) no es puente de G asi, w(G —a) = w(G). Como
existe una u, w—trayectoria, llamemosla uw en G, u y w estdn en la misma
componente conexa de G y también estan en la misma componente conexa
de G' — a, asi, existe una u, w—trayectoria Y en G — a y entonces a esta en
el ciclo Y +a de G. O
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Definicion 2.27. Un bosque F' es una grdfica sin ciclos.

F

Figura 2.18: Un bosque F'

Definicion 2.28. Un drbol T es una grdfica conexa sin ciclos.

Observacion 2.5. Las componentes conexas de un bosque son drboles.

T

Figura 2.19: Un arbol 7.

Lema 2.5. Sea G una grifica, si dos trayectorias de G que empiezan y ter-
mainan en los mismos vértices, Yy y Ys son distintas, entonces al menos existe
una arista a = (v;,v;) de Y1 que no es arista de Ys.

Demostracion. Sean Y; = (v; = z1,...,2, = v;) ¥y Yo = (v; = wy,...,w; =

vj) dos v;, vj-trayectorias tales que Y; # Ya, por lo que existe z, € Yy
w; € Yy tales que z, # wy.
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V; Uj
 —0——0 *——— 0
w1 Wa W3 wq
21 ) Z3 2k

Figura 2.20: Las trayectorias Y7, Y5.

Entonces (z;_1,2;) € Y1y (wi—1,w;) € Y3 pero (z_1,2;) # (w;—1,w;) ya
que z;_1 = w;_1, pero z; # w;.

Afirmamos que (z;_1, 2;) ¢ Ya, pues si sucediera que (z;_1, ;) € Ys enton-
ces (zi—1,2i) = (wi_9,w;_1), luego z; = w;_s = z;_» lo que es una contradic-
cion. Por lo tanto (z;_1,2;) ¢ Y5 y asi hay por lo menos una arista que no
comparten ambas trayectorias. ]

Teorema 2.6. Una grdfica T es drbol si y sélo si cualesquiera dos vértices
son conectados por una unica trayectoria.

Demostracion. =] Por contradiccion.
Sea T' un arbol y supongamos que existen dos v;, vj—trayectorias distintas,
digamos Y; y Y2 en T. Como Y] # Y3, al menos existe una arista a = (z,y)
de Y] que no es arista de Y,. Notemos que la gréfica (Y7 UY;) — a es co-
nexa, ya que a no pertenece a ambas trayectorias. Por lo tanto 1" contiene
una x,y—trayectoria Y. Pero entonces Y + a es un ciclo en T', contradicien-
do el hecho de que T no tiene ciclos. Por lo tanto si T' es arbol, entonces
cualesquiera dos vértices estan conectados por una tnica trayectoria.

<] Supongamos ahora que T' es una grafica en la que cualesquiera dos
vértices distintos estan conectados por una tnica trayectoria. Esto implica
que T es conexa. Ahora supongamos que 7" tiene un ciclo que contiene los
vértices v; y v;, entonces v; y v; son conectados por dos trayectorias distintas.
Contradiciendo el hecho de que T' tiene una tnica v;, v;—trayectoria. Por lo
tanto si en una gréafica T’ cualesquiera dos vértices estan conectados por una
Gnica trayectoria, entonces 1" es arbol. O]
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Teorema 2.7. Si T es drbol, entonces g =p — 1.

Demostracion. Por induccion sobre la cardinalidad del conjunto de vértices.
Sip =1, como T consta Gnicamente de un vértice entonces ¢ = 0 = p — 1.
Supongamos que el teorema es cierto para todos los arboles con menos de
p vértices y sea T' un arbol con p > 2. Consideremos a = (v;,v;) € A(T).
Entonces T'—a no contiene una v;, v;—trayectoria, ya que por el Teorema 2.6,
a es la inica v;, v,—trayectoria en T, asi T'—a es disconexa. Por la proposicion
2.3, tenemos que w(T' —a) = 2. Sean T y T5 las componentes de T — a, estas
son aciclicas, pues de lo contrario T tendria ciclos, contradiciendo el hecho
de que T es arbol. Por lo tanto T} y T, son arboles. Mas atn, son arboles
con menos de p vértices cada una de ellas. Sea p' = |V(11)|, p” = |V (T3)],
¢ =1A(G1)|y ¢" = |A(G3)|. Entonces por hipétesis de Induccion:

q/:pz_lyq//:p//_l
Asi
q:q/+q//+1:p/+p/1_1:p_1

Teorema 2.8. Todo darbol T con p > 2 tiene al menos dos vértices de grado
1.

Demostracion. Sea T un arbol con p > 2 y sea Y una trayectoria de longitud
méaxima en 7, Y = (vy1,...,0,) con {(Y) =m — 1.

Mostraremos que vy y v, tienen grado 1. Pues de lo contrario, tendriamos
que 0(v1) > 2y 0(vy,) > 2. Esto querria decir que existe un vértice vy, 11 #
ve tal que vy adyr vmy1. Si V1 € V(Y), como T es conexa, existe una
Vi, Umi1 — trayectoria para cualquier v; € V(Y), i = 1,2,...,m. Llamemos
a esta trayectoria Y; y consideremos a C' del siguiente modo:

C= (Ul,...,Ui)UY;U(Uerl,...,Ul),

C es un ciclo, lo que contradice la hipotesis de que T' es un arbol.

Si U1 & V(Y), entonces Yy = {v,11} UY tiene longitud m, con lo que
0(Yy) > L(Y) y esto contradice la eleccion de Y. Por lo tanto concluimos
que necesariamente, §(v;) > 2. La situacion para v, se analiza de manera
anéloga, con lo que hemos demostrado que 6(v1) = d(v,,) = 1. O
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Teorema 2.9. Una grifica conexa T es drbol si y sélo si toda arista de T es
puente.

Demostracion.

=] Sea T" un arbol y a € A(T). Como T es aciclica, a no esté contenida en
ningtn ciclo de T' y entonces por el Teorema 2.4 a es puente de T

<] Por contrapositiva.

Supongamos que 1" es conexa pero no es arbol. Entonces T' contiene al menos
un ciclo C'. Por el Teorema 2.4 ninguna arista de C' puede ser puente de 7. [

Definicion 2.29. Un drbol generador de una grifica G es una subgrifica
generadora de G que es drbol.

Un arbol generador 7' (en lineas méas obscuras) de una

Figura 2.21: erafica G.

Teorema 2.10. Toda grifica G conexa contiene al menos un drbol generador.

Demostracion. Sea G una grafica conexa y sea T una subgrafica de G que
sea minima por contenciéon y con la propiedad de ser generadora y conexa.
Por definicion w(7) = 1y w(T — a) > 1 para cada arista a de T. Entonces
cada arista de T' es un puente y por lo tanto, por el Teorema 2.9, como T’ es
conexa, es un arbol. O
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Teorema 2.11. Sea T un drbol generador de una grdfica conexa G y sea
a una arista de G que no pertenece a T, entonces T + a contiene un unico
ciclo.

Demostracion. Como T' no contiene ciclos, cada ciclo de T+ a contiene a
a. Mas atun, C' es ciclo de T'+ a si y s6lo si C' — a es una trayectoria en
T conectando los extremos de a. Entonces por el Teorema 2.6, T" tiene una
Unica trayectoria que conecta a los extremos de a; por lo tanto 7'+ a contiene
un tnico ciclo. O

Teorema 2.12. Sea G una grifica, entonces G contiene al menos (q — p +
w(@)) ciclos.

Demostracion. Sea Q = {G; : G; es componente conexa de G, para i =
1,...,w}asi|Q =w(G) =wyU;_; G; = G. Denotemos por ¢; = |A(G;)| pa-
rai=1,...,w, porloque ) : ;¢ = ¢q. También denotemos por p; = |V (G,)|
para i = 1,...,w, por lo que Y p; = p. Consideremos a G;, entonces G;
es conexa pues es componente conexa de GG, por el Teorema 2.10 contiene un
arbol generador, digamos 7; y el cual, por el Teorema 2.7 tiene p; — 1 aristas.
Notemos que por el Teorema 2.11, por cada arista que aumentemos a 7; se
genera al menos un ciclo. Entonces si aumentamos la cantidad de aristas que
nos falta agregar para obtener a G, es decir, si aumentamos ¢; — (p; — 1)
aristas, tenemos una cota inferior de la cantidad de ciclos de Gj.

Abordando de esta manera el problema para cada i = 1,...,w, entonces
tenemos que:

ag—pm—-D+ - 4+qg—(p.—1) =

— ctq,) — 4, 1441 <
(4 +q)—(Pi++p) + A+ +1)

w—7veces

SZ;Qi—Z;pi—i*Z;l:q—P—w-
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2.2. (Coloraciéon de vértices en Graficas.

Definicion 2.30. Una n-coloracion por vértices de una grifica G es una
asignacion de n colores, digamos: 1,2,...,n; a los vértices de G.

Definiciéon 2.31. Una n-coloracion propia por vértices de una grifica G
es una n-coloracion por vértices tal que vértices adyacentes tienen diferente
color. También podemos decir que G es n-coloreable.

Observacion 2.6. Podemos hablar de la Definicion 2.31 de una forma alge-
braica, considerando una funcion de la siguiente manera. Sea c: V(G) — X,
donde cada elemento de V(G) es asociado con algin elemento de un conjun-
to de indices X, cuya cardinalidad es n y tal que c(v;) # c(v;) si y sélo si
('UZ',UJ') S A(G)

G 6—coloreable G' 3—coloreable
2 1
o4
e e ( 1 5
3
1 e 5 2 1

Figura 2.22: Una grafica G 6-coloreable y una gréafica G’ 3-coloreable.

Ejemplo 2.1. Una grdfica G n-coloreable considerando una funcion c:

Sea c: V(G) — X, donde X = {(a,b),(b,a),(a,a),(b,b)}; |X|=14.
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(b;a) 3

G

(a,b)

(bfa)

(a,b

(a,a)

(b, b)

» (a,a)

» (b, )

G es 4-coloreable

Observacion 2.7. Una n-coloracion propia por vértices de una grifica G,

induce una particion {Vi, ..

., Vo} de los vértices de G en n conjuntos inde-

pendientes tales que, vértices pertenecientes al conjunto V; tienen asignado
el color i y son denominados clases cromdticas.

Figura 2.23: Una grafica G y una particion de sus vértices por co-

loracion.

Sean Vi, Va, Vi,

Vi= {112,?13,?111,?116}

Vo= {714,?19,’01377115}

V= {7)77718,’01077112,7)14}
= {7117715,?16}

Definicién 2.32. El numero cromdtico x(G) = n de una grifica G es el
menor entero n para el cual G es n-coloreable.

Definicion 2.33. Decimos que G es n-cromdtica si x(G) = n.
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En vista de las definiciones anteriores tenemos que toda grafica completa
es (p — 1)-cromdtica y toda grafica vacia por aristas es 1-cromdtica.

G 1-cromdtica G'  4-cromdtica
1
1 1
1 e o]
1 2 2
1 e ° o 1
4
1 e . o1 1 3
1
1 e o] 1 3
xX(G) =1 X(G) =4

Figura 2.24: Una grafica G' 1-cromética y una grafica G’ 4-cromatica.

Definicion 2.34. Se dice que una grifica G es critica si x(H) < x(G) para
toda subgrdfica H propia inducida por vértices de G.

Definicion 2.35. Decimos que una grdafica G es n-critica si es n—cromdtica
y critica.

Notemos sus subgrifica propias

G 4-critica iducidas por vértices no isomorfas.
; Hl H2 H3
1 2
1
1 2 4 2 1 ¢ v 3
(@) =4 Y(H) =1 x(Hy) =2 V) = 3

Figura 2.25: Una grafica 4-critica.
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Teorema 2.13. Si G es n-critica, entonces §(G) > n — 1.

Demostracion. Supongamos que §(G) < n—1, sea vy € V(G) tal que §(vg) =
d(G) <n—1. Como G es n-critica, la subgrafica inducida por vértices G —
{vo} = H[V(G)\{w}], es (n — 1)-coloreable, es decir, x(H) = n — 1.
Tomemos una (n — 1)-coloraciéon propia de G\ {vp}. Como los vértices a los
que es adyacente vy son menos que n — 1, hay algtin color que no usan estos
vértices. Coloreando con este color a vy tenemos una (n—1)-coloraciéon propia
de los vértices de GG, lo que es una contradiccion. O

Teorema 2.14. Toda grifica G n-cromadtica tiene una subgrdfica n-critica.

Demostracion. Sea G una grafica n-cromaética, entonces si G es n-critica ter-
minamos. De lo contrario, existe H subgrafica propia de G tal que x(H) = n,
si H es n-critica terminamos. De no ser asi, existe H' subgrafica propia de H
tal que x(H') = n, si H' es n-critica terminamos. Continuando con este ra-
zonamiento y como G consta de una cantidad finita de vértices, obtendremos
una subgrafica H® n-critica. O

Corolario 2.15. Toda grifica G n-cromdtica tiene al menos n vértices de
grado al menosn — 1.

Demostracion. Por el Teorema 2.14 sabemos que existe H subgrafica de G
tal que H es n-critica, por el Teorema 2.13 6(H) > n — 1, es decir, todo
vértice v; de H tiene

op(v)) >n—1. (2.1)

Por otro lado como H es n-critica, es decir, tiene al menos n vértices y
por (2.1) tienen grado al menos n — 1. Entonces como H es subgrafica de G,
tenemos que G tiene al menos n vértices de grado al menos n — 1. O
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Corolario 2.16. x(G) < A(G) + 1.

Demostracion. Sea G una grafica tal que x(G) = n. Por el Corolario 2.15
existe v; vértice de G tal que n—1 < §(v;) < A(G), por lo tanto n < A(G)+1.
]

Definicion 2.36. El numero de n-coloraciones propias de una grifica G lo
denotamos por P,(G), denominado polinomio cromdtico de G.

Ejemplo 2.2. El nimero de 3-coloraciones propias de K3 es 6, es decir,
Py(K3) =6.
Consideremos el conjunto de colores: {e, e o} entonces:

U3 U3 U3 U3 U3 U3
U1 V2 U1 V2 U1 V2 U1 V2 U1 V2 U1 V2

Notemos que aunque hay exactamente un vértice de cada color en cada
coloracion, todavia podemos observar estas seis coloraciones como distintas.

Observacion 2.8. Sea G una grifica, notemos que:

1. P(G) = 0 si n < x(G), pues el menor entero n que cumple que
P.(G) > 0 es x(G).

2. Py(G) =0 a menos que G = Gy.

3. P,(Gy) =1 para cualquier n.

4. St G contiene un lazo, entonces P,(G) = 0.

5. Si G tiene aristas maltiples la eliminacion de estas no afecta a P,(G).
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Lema 2.17. Si G es una grdfica tal que

1. G es vacia por aristas, entonces

P,.(G) =n”.

2. G = K, la grifica completa, entonces

Po(G) =nn—-1)(n=2)---(n—(p—1)).
Demostracion. Mostremos los dos casos y veamos un ejemplo:

1. Como G es vacia por aristas, entonces cada vértice se le puede asignar
independientemente cualquiera de los n colores disponibles.

2. Como G es completa numeremos los vértices, entonces existen n formas
distintas para colorear el primer vértice, n — 1 formas distintas para el
segundo, n—2 formas distintas para el tercero y asi sucesivamente hasta
completar los p vértices de G.

]

n n (n=1) (n—4)

; A
n * n
° ° n (n—3)
P,(G) =n’ P, (K5) = n(n —1)(n —2)(n—3)(n —4)

Figura 2.26: Polinomio cromético de GG vacia por aristas y de K.
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Teorema 2.18. Si G es la union de dos grificas simples H y H' tal que la
subgrdfica inducida por los vértices de la interseccion, llamemosla L, es una
grdfica completa K, entonces

Pn(H) ) Pn(H/)
Po(L)

Pn(G) -

Demostracion. Sea c¢; cualquier coloraciéon de H y sea ¢} la coloracion induci-
da de L. Notemos que hay precisamente P, (H')/ P, (L) diferentes coloraciones
¢y de H' para la cual ¢] = ¢, donde ¢, es la coloracion de L inducida por c.
Pero una coloracion de G es precisamente un par (¢1,¢z) de coloraciones de
H y H’, respectivamente, tales que ¢] = c.

]

Por ejemplo, si Y3 es la trayectoria con tres vértices, entonces

Observacion 2.9. Sea a = (v;,v;); entonces P,(G — a) > P,(G).

Pues al ser coloreada la grifica G — a los vértices extremos de a pueden
tener astgnado el mismo color o también distinto color. Lo que aumenta al
menos en una coloracion mds a P,(G — a) respecto a P,(G).
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Teorema 2.19. Si G es una grdafica simple, entonces

P,(G)=PF,(G—a)— P,(Gea)

para toda arista a de G.

Demostracion. Sea a = (v;,v;) con {v;,v;} C V(G).

Para cada n-coloracion de G — a que asigna el mismo color a v; y v; le
corresponde una n-coloraciéon de Gea. Esta correspondencia es una biyeccion
y por lo tanto P, (G ea) es precisamente el nimero de n-coloraciones de G —a
en el que v; y v; tienen asignado el mismo color. Ademaés, cada coloracion de
G — a que asigna diferente color a v; y v; es una n-coloracion de G y al revés,
P, (G) es el ntmero de n-coloraciones de G — a en el cual v; y v; se les asigna
diferente color, de esto tenemos que P,(G —a) = P,(G) + P,(G e a). O

Corolario 2.20. Para cualquier grifica G, P,(G) es un polinomio en n de
grado p, con coeficientes enteros, término principal nP y término constante
cero. Mas ain, los coefiecientes de P,(G) alternan de signo.

Demostracion. Por Induccién sobre el nimero de aristas de G.
Si G no tiene aristas, entonces P,(G) = nP, por la Observaciion 2.17.

Supongamos que se cumple la condicion para toda grafica con menos de
m aristas.

Sea G una grafica con m aristas (m > 1). Sea a cualquier arista de G,
entonces como G — a y G e a cumplen la hipétesis de inducciéon pues tienen
m — 1 aristas. Por lo tanto existen ay,as,...,a,-1 y b1,ba,...,b,_o enteros
no negativos tales que:

p—1 p—1

PG —a) =Y (~Vam’ + 07 =Y (1) amn’ + 07,
=1 i=1
p—2 p—2

P,(Gea)= Z(—l)ibini +nPt = Z(—l)p_i_lbini +nP L

i=1 i=1
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Entonces por el Teorema 2.19, tenemos que:

P.,(G)=P,(G—a)— P,(Gea)
= ) (=1)P (@i + bi)n' = (ap—1 + 1)n"~" 40P

7

Observacion 2.10. Si T es un drbol, entonces

P.(T) =n(n —1)P71.

Demostracion. Por Induccién sobre p el ntimero de vértices de G.

Para p = 1 se cumple, pues su polinomio cromético es n = n(n — 1)!~1.
Para p = 2 también se cumple pues el polinomio cromético es n(n — 1) =
n(n — 1)1,

Supongamos que se cumple para todo T arbol con p’ < p.

Consideremos a 1" un arbol con p vértices, por el Corolario 2.8 existe v; €
V(G) vértice terminal, es decir, de grado 1. Supongamos también que a =
(vi,vj) € A(G), entonces T'— v; = T" es tal que |V(1")] = p — 1, entonces
por hipétesis de Induccién se tiene que P,(T") = n(n — 1)P~2. Ahora como
v; tiene grado 1 se le puede asignar cualquier color que no se le asigne a v; y
por lo tanto v; puede elegir n — 1 colores distintos. Entonces:

P.(T)=(n—-1P,(T")=(n—Dn(n— 12 =n(n—1)"".

Observacion 2.11. Si C es un ciclo de longitud k, entonces

P,(C) = (n—1F +(=DF(n —1).

Demostracion. Por Induccién sobre k y k > 3.
Para k = 3 tenemos C' = K3, entonces:

P, (C)=nn—-1)(n—-2)=n>=3n*+2n=(n—1>+ (=1)*(n — 1).
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Ahora supongamos que para todo ciclo de longitud k se cumple que, P,(C) =
(n — 1)k 4+ (=1)¥(n — 1). Probaremos que se cumple para k + 1.

Notemos que por el Teorema 2.19 tenemos que P,(C) = P,(C'—a)—FP,(Cea)
para cualquier arista a € A(C'). Podemos observar que C' — a es un arbol y
por la Observacion 2.10 obtenemos que P,(C' — a) = n(n — 1)P~!, pero por
ser C' ciclo de longitud k se tiene que k = p = ¢, por lo tanto P,(C — a) =
n(n — 1)k1

De P,(C e a) obtenemos un ciclo de longitud k& — 1, llamemos C’' = C' e a.
Por lo tanto, P,(C) = P,(C —a) — P,(C ea) = n(n — 1)*1 — B,(C").

Para concluir consideremos a Cy un ciclo de longitud k£ + 1 y a P,(Cy) =
n(n — 1)k — P,(C}), donde C}, es un ciclo de longitud k entonces por lo
anterior y por hipotesis de induccion tenemos:

P,(Cy) = n(n — 1)* — P,(Cy) = n(n — 1)* — ((n — D)+ (=1D)*(n — 1)) =
=(n—Dn-1D+ D" n-1)=mn-1""+ (-1 (n-1).

]

Observacion 2.12. Podemos aplicar el Teorema 2.19 de dos formas para
poder calcular el polinomio cromdtico de una grifica G.

1. Aplicando repetidas veces P, (G) = P,(G —a) — P,(G e a), y asi expre-
sar P,(G) como una combinacion lineal de polinomios cromdticos de
grdficas vacias por aristas.

2. Aplicando repetidas veces P,,(G —a) = P,(G) + P,,(G e a), y asi expre-
sar P,(G) como una combinacion lineal de polinomios cromdticos de
grdficas completas.

Ejemplo 2.3. Sea G la siguiente grifica. Apliquemos el Teorema 2.19 y la
forma (2) de la observacion 2.12 para encontrar el polinomio cromdtico de G.
(Denotaremos por G' a la grdafica sobre la cual se aplica la recursion durante
el proceso).
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(A+A)+Q _
<A+A>+Q _

Entonces,

P, (K5)+3P,(Ky) =nn—1)(n—=2)(n—3)(n—4) + 3[n(n—1)(n — 2)(n — 3)]
=n(n—1)*(n—2)(n - 3)
=n° —7Tn* +17n® — Tn® + 6n.

Por lo tanto P,(G) = n® — Tn* + 17n3 — Tn? + 6n.
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2.3. Graficas Planas y algunos resultados.

En esta Seccién abordaremos algunos datos necesarios de las graficas pla-
nas y mapas para el desarrollo de nuestro trabajo, sin dejar de lado su pro-
funda relacion con la Topologia. Asi mismo mostramos la primer equivalencia
importante entre graficas planas y el Teorema de los cuatro colores.

Definiciéon 2.37. Se dice que una grifica G puede ser inmersa en el plano
o sumergible en el plano, (también se dice que G es plana), si ésta puede
ser dibujada en el plano de manera que sus aristas unicamente se intersectan
en sus extremos.

Observacion 2.13. Una grdfica G es aplanable si es isomorfa a una grdfica
plana.

Figura 2.27: Una grafica G y su gréfica plana G.

Es importante notar que no toda grafica puede ser inmersa en el plano.
Sin embargo toda grafica puede ser inmersa en el espacio euclidiano R3.

Definicion 2.38. Un mapa M es una grifica plana conexa G junto con un
particular dibujo de esta en el plano.



2.3. GRAFICAS PLANAS Y ALGUNOS RESULTADOS. 43

G M

Figura 2.28: Una grafica G y un mapa M de esta.

Como la Teorfa de graficas tiene una estrecha relacién con la Topologia
en este apartado abordaremos algunas definiciones topoldgicas que necesita-
remos para la demostracion del Teorema de los cinco colores.

Definiciéon 2.39. Una curva cerrada simple o curva de Jordan en un es-
pacio X, es la imagen de una funcion inyectiva y diferenciable (y con derivada
diferente de cero): f:S' — X, donde S'={z = (v1,72) € R? | 2 + 23 =1}
denominada la 1-esfera o circunferencia unitaria.

Definicion 2.40. Una curva de Jordan J trazada en R?, divide a R*\ J en
dos conjuntos abiertos, ajenos entre si: uno es un conjunto acotado, es decir,
estd contenido en una circunferencia de radio M € R centrada en el origen,

denominado interior de J (Int(J)) y el otro, se denomina el exterior de
J (Ext(J)).
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\ Ext(J)

Figura 2.29: Una curva de Jordan.

El siguiente teorema es uno de los mas importante teoremas de la Topo-
logia, en este trabajo no realizaremos su demostraciéon pues los elementos y
herramientas necesarias para esta salen del cuerpo de este trabajo, pero el
lector interesado puede consultar [20] y [22]. Sin embargo lo mencionamos
pues nos sera de utilidad en un futuro para la demostracion del Teorema de
los cinco colores.

Teorema 2.21. Sea J una curva de Jordan en el plano. Cualquier linea
continua que una a un punto de Int(J) con otro de Ext(J), debe cruzar a la
curva J en algun punto.

Definicion 2.41. Sea S*={z = (z1,22,73) € R®| 22 + 23 + 22 = 1} la es-
fera unitaria y consideremos P un plano tangente a S* en el punto S. De-
notemos por N el punto de S* que es diagonalmente opuesto al punto de
contacto de S* a P, asi el diametro NS de S* es perpendicular a P. Enton-
ces la funcion m : S* \ {N} — P, definida por n(z) = y si y sélo si los
puntos y, x y N son colineales, es deonominada proyeccion estereogrdfica
desde N.
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Figura 2.30: Proyeccion estereografica

Observemos que la proyeccion estereografica es una funcion biyectiva que
asocia a cada punto de la esfera S? un punto en el plano P y viceversa, con-
siderando el hecho de que al punto N le asosciamos el punto al infinito oco.

Apartir de las definiciones anteriores podemos dar una nueva equivalencia
para graficas planas.

Teorema 2.22. Una grdfica G es aplanable si y solo si es sumergible en la
esfera.

Demostracion.

<] Supongamos que G puede sumergirse en la esfera y sea G una represen-
tacion de G. Sea s un punto de la esfera que no esté en G y consideremos la
proyeccion estereografica de la esfera desde s. Entonces la imagen de G bajo
esta representacion es una representacion plana de GG en el plano.

=| Supongamos que G es aplanable y sea G una representacion de G. Sea
p un punto del plano que no estd en GG y consideremos la inversa de la
proyeccion estereografica del plano desde p. Entonces la imagen de G bajo
esta representacion es una representacion plana de G en la esfera. m
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G

Figura 2.31: Proyecion de una grafica en el plano (y viceversa)

Definicion 2.42. Una grdfica plana G divide al resto del plano en un nime-
ro de regiones conexas. Llamaremos cerradura de una region a la union
de las aristas que la delimitan.

Definicion 2.43. Una cara de una grifica G es la cerradura de una de las
regiones del plano generadas por G.

Definicion 2.44. La cara no acotada de una grafica G se llama cara exte-
0T Y €S unica.

Definiciéon 2.45. Denotaremos por F(G) el conjunto de caras de la grifica
plana G, es decir, F(G)={f| f es cara de G} y ¢¢ = |F(G)|.
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Figura 2.32: Una grafica Gy F<G) = {f1, f2, f3, fa} (9c = 4). Aqui
f1 es la cara exterior de G.

Definicion 2.46. Llamaremos a la union de las aristas que bordean a una
cara f de una grdfica plana G frontera de f y la denotaremos por b(f). En

la ﬁgura 2337 b(fl) = {a‘17a27a6}'

Definiciéon 2.47. Diremos que una cara incide en los vértices y aristas de su
frontera. Por ejemplo, en la figura 2.33, fo incide en los vértices {vy, v3, vy}
y en las aristas {ag, as, as}.

Definicién 2.48. Decimos que una arista separa a las caras que inciden en
ella. En la figura 2.33, la arista ay separa a fo de f3.

Definicion 2.49. El grado de una cara de una grifica plana G es el ni-
mero de aristas que inciden en ella, es decir, el nimero de aristas de b(f).
Los puentes debemos contarlos dos veces y denotaremos el grado de la cara
f por da(f). Como ejemplo, en la figura 2.33, da(f1) = da(f2) = da(fs) =
dg<f4) — 3
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G

V4

i

aq

U3

Qg a2

S

ai

V1 &

» Ug

Una gréafica plana G donde se muestra la frontera, la
Figura 2.33: incidencia, la separaciéon y el grado de algunas de sus
caras.

Definicion 2.50. Dada una grdfica plana G, definimos su grdfica dual G*
como Sigue:

1. A cada cara f de G la corresponde un vértice f* de G* y a cada arista
a de G una arista a* de G*.

2. Sean f; y f; dos caras en G y fI y [ los vértices correspondientes en

G*, entonces entre [} y fi existen tantas aristas como en la frontera
comin de f; y fj.

3. Dos vértices [} y f; de G* son adyacentes en G* si y sdlo si las dos
caras correspondientes f; y f; estdn separadas en G por la arista a.

G
s
as
Us Uy
ag f3 ay
*
ar | fa ; f2 |3 fi
3
as a9
fi
U1 Vg
a1

Figura 2.34: Una gréfica plana G y su dual G*.
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G*

G
v
f2 ! *
f* a2 f*
ay as 1 2
J1
as
U3 ¢ ” » U2
2

Figura 2.35: Una grafica plana G y su dual G*.

Al observar la grafica dual G* de una grafica GG, notamos que G* no ne-
cesariamente es una grafica simple, a parte esta grafica no siempre es plana,
pero siempre es aplanable y conexa (si G es conexa). En general, resulta ser
una multigrafica como en la Figura 2.35.

Una manera de aplanar a G* en caso de que no resulte plana es la si-
guiente:

1. Coloquemos cada vértice f* de G* en la cara f correspondiente de G.

2. Tracemos cada arista a; de forma que cruce a la arista correspondiente
a; de G solamente una vez, cuidando ademas que a; no cruce a ninguna
otra arista de G.

Intuitivamente, podemos ver que el procedimiento produce gréficas pla-
nas, pero no demostraremos este hecho (Ver [4] para la demostracion de esta
afirmacion).

Un paso posterior a la “aplanaciéon” de G* sera asociarle su grafica simple,
es decir, si G* es una multigrafica eliminamos aristas miltiples y lazos.



50 CAPITULO 2. DEFINICIONES Y RESULTADOS...

Figura 2.36: La “aplanacion” de G* y su asociada simple.

También notemos que si a* es un lazo de G*, entonces a es un puente de
G y viceversa.

Observacion 2.14. De la definicion de G* tenemos las siguientes relaciones:
i) V(G| = ¢a
i) |A(GY)] = |A(G)|

iii) de+(f*) = da(f) para toda f € F(G).

Teorema 2.23. 5i G es una grdafica aplanable, entonces

> do(f) =2q.

fer(G)

Demostracion. Sea G* la grafica dual de G que existe pues G es aplanable y
sea |A(G*)| = ¢'. Entonces,
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Z da(f) = Z dg-(f*) por la Observacion 2.14

JEF(G) frevi(cr)
= 27 Teorema 2.1
= 2q por la Observacion 2.14.

Teorema 2.24 (Formula de Euler). Si G es una grifica conexa y plana con
p vértices, q aristas y ¢g caras, entonces

pP—q+¢a=2.

Demostracion. Procederemos por induccion sobre el nimero de aristas de G,
es decir, sobre q.

Si g =0, entonces p =1, ¢g = 1 y el resultado se tiene.

Si g =1, entonces p = 2, ¢¢ = 1 y el resultado también se cumple.

Supongamos que el teorema es verdadero para cualquier grafica plana y
conexa con menos de ¢ (¢ > 1) aristas.

Sea GG una grafica con q aristas. Si G es arbol, entonces p = g+ 1y
¢c = 1, con lo que se satisface la formula. En otro caso, sea a una arista
de un ciclo de G y consideremos a la grafica G — a, esta gréafica es plana y
conexa (Proposicion 2.2) y tiene p vértices, ¢ — 1 aristas y ¢ — 1 caras. Por
hipotesis de induccion, p—(¢—1)+(¢g—1) = 2, por lo tanto, p—q—¢a = 2,
que es lo que queriamos demostrar. O

Corolario 2.25. 5i G es una grifica aplanable y conexa con p > 3, entonces

qg<3p—6

Demostracion. Sea G es una grafica aplanable y conexa con p > 3.
Como toda cara esta limitada o contiene por al menos tres aristas, dg(f) >
3, entonces para toda cara de GG se cumple

> da(f) =30

JEF(G)
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Como

Y. dal(f) =2

fEF(G)

tenemos que

2q > 3¢.

Por el Teorema 2.24 sabemos que

2q
p—q+§z2

o lo que es lo mismo

q<3p—0.

Corolario 2.26. Toda grifica G aplanable contiene un vértice de grado a lo
mds 5.

Demostracion. Sea (G una grafica aplanable con p vértices y ¢ aristas.

Sea V(G) = {v1,v9,...,0p}.

Si p < 6 el resultado se sigue inmediatamente. En otro caso, por el Teo-
rema 2.1 y el Corolario 2.25, tenemos que

Zé(@i) =2q < 6p —12.

i=1

No puede ocurrir que todos los vértices de GG tengan grado mayor o igual
que 6, pues si asi fuera, sucederia que 2g > 6p, lo que es imposible. De aqui
que existe al menos un vértice v; € V(G) tal que 6(v;) < 5. O
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2.4. Un Teorema bien bonito: “Teorema de los
Cinco Colores .

En esta Secciéon y con el apoyo de los teoremas anteriores daremos la
demostracion del Teorema de los cinco colores. Un hecho relevante relativo
a este problema es que los teoremas correspondientes para superficies mas
complicadas fueron demostrados con anterioridad.

Teorema 2.27. En toda grifica plana G, x(G) < 5.

Demostracion. Procedamos por reducciéon al absurdo.

Supongamos que existe una grafica 6-coloreable que es critica y a la que
llamaremos G. Por el Corolario 2.26 sabemos que 6(v;) < 5y por el Corolario
2.15 tenemos que 6(v;) > 5; por lo tanto §(v;) = 5.

Sea v € V(G) tal que §(v) = 5. Como G es critica, la grafica G — v es 5-
coloreable. Sea {Vi, Vs, V3, Vy, V5} la particion de los vértices inducida por la
5-coloracion de G —v. Dado que G no es 5-coloreable, v debe ser adyacente a
un vértice de cada de las cinco clases cromaticas. Llamemos vy, vo, v3, 04 ¥ U5
a los vértices que son adyacentes a v y donde v; € V;, ¢+ =1,...,5, tomados
siguiendo el sentido contrario de las manecillas del reloj (Figura 2.37).

U1
U2
Us
V3 Vs
Figura 2.37:

Sea G;; = G[V;UV]]. De este modo, v; y v; deben estar en la misma
componente conexa de G;;, pues de no ser asi, podriamos considerar la com-
ponente de G;; que contuviera a v; e intercambiar en ella los colores ¢ y
j. Obteniendose asi una nueva 5-coloraciéon de G — v en la cual solamente
se utilizarian 4 colores (todos los anteriores excepto i) para colorear a los
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vértices adyacentes de v, pero ya hemos visto que esto no puede ocurrir. Po-
demos entonces considerar a Y;; una (v;, vj)-trayectoria en G;; y sea C el ciclo
C = (v,v1,T13,v) (suponiendo i = 1y j = 3; los demés casos son analogos.
Figura 2.38).

T13 U1
Us
U3
V4
Figura 2.38:

Como C separa a vy v a vy, entonces por el Teorema 2.21, cualquier Yo,
trayectoria debe cruzar a C' en algin punto. Pero esto es imposible, ya que
los vértices de una Ys4 trayectoria estan coloreados con los colores 2 y 4, que
no estan asignados a ningtn vértice de C, lo que es una contradiccion.

Por lo tanto, toda grafica plana es 5-coloreable.
O

Acabamos de demostrar que toda grafica plana es cinco coloreable pero
recordemos que el problema de coloracién surge a partir del problema de
determinar cial es el nimero minimo de colores que se necesitan para colorear
un mapa de acuerdo al Problema de Guthrie anunciado en 1853. Para poder
ser resuelto este problema muchos matematicos tuvieron que verlo desde otra
perspectiva, es decir, plantearlo de distintas maneras para poderlo resolver.
Como hemos visto en este Capitulo el Teorema de los cinco colores no tiene
una demostracion complicada, no asi el Teorema de los cuatro colores que
tardo cerca de 123 anos para ser demostrado, hecho realizado por Appel y
Haken en 1976. El siguiente Teorema nos da una importante equivalencia
entre graficas planas y mapas:
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Teorema 2.28. Cualquier mapa es cuatro coloreable si y solo si cualquier
grifica plana es cuatro coloreable.

Demostracion.

<] Sea M cualquier mapa. Entonces consideremos M* su grafica dual la cual
es una grafica plana; asi por hipotesis los vértices de M* pueden ser cuatro
coloreados. Ahora como las adyacencias se preservan entre los vértices de M*
y las regiones de M, unicamente pasamos la coloraciéon de M* a una colora-
cion de M.

=| Para esta parte de la demostracion hagamos la siguiente construccion:

Sea M cualquier mapa. Dibujemos un circulo suficientemente pequeno C,
centrado en cada vértices v € V(M) y borremos el interior de C, incluyendo
a v. Podemos asumir sin pérdida de generalidad que C, no contiene otros
vértices distintos a v, que C, intersecta Gnicamente las aristas incidentes en
vy que si C, intersecta una arista a, entonces C, y a se intersectan en un
tinico punto que denominaremos a,. Definimos un nuevo mapa M de la si-
guiente forma. Las regiones de M consisten de las regiones de M junto con
los interiores de las regiones R, de los circulos C, (podemos asumir que las
regiones I, no intersectan a cualquier otra pues las suponemos lo suficien-
temente pequenas). Los vértices de M son los puntos a, y las aristas de M
los segmentos a’ de las aristas a contenidas entre los vértices a, y a,, donde
a = (v,w) y los segmentos b’ = (a,,b,) contenidos en C, entre los vértices
a, y b, siempre que a “siga” a b en v. Diremos que M es obtenido de M por
“inflacién” de sus vértices (Figura 2.39). Ahora hagamos una modificacion de
M denotada por M. M se obtiene a partir de M por “engrosamiento” de sus
aristas, es decir, observemos la construccién de M en la Figura 2.39 donde
a cada vértice v de M se obtiene una region v y que las regiones v y w son
adyacentes en M si y solo si los vértices v y w son adyacentes en M. Asi, la
grafica plana de G que da el mapa M es una subgréfica inducida por vértices

de M*.

La propiedad clave de M para nuestro proposito es que este contiene una
region v para todo vértices v de M y que las regiones v y w son adyacentes en
M siy sélo si los vértices v v w son adyacentes en M. Asi, podemos obtener
una grafica plana G a partir del mapa M, la cual es una subgréfica inducida
por vértices de la grafica dual M.
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Ahora estamos listos para la demostracion de la implicacion faltante del
Teorema. Sea GG cualquier gréafica plana. Dibujando a G en el plano se produce
un mapa M cuya grafica plana es G. Por hipotesis todo mapa es cuatro
coloreable y por lo tanto el “engrosamiento” M lo es. Ahora coloreando cada
vértice v de G con el color usado para la region v de M nos da una cuatro

coloracion de G.
O

Figura 2.39: La construccion para la “inflacion” de M.



Capitulo 3

Definiciones y resultados
preliminares del Algebra.

Aqui presentaremos algunos resultados y definiciones de Algebra que nos
seran de utilidad para el desarrollo de este trabajo. Comenzamos con defini-
ciones de tipos de funciones. Después daremos las definiciones de monoide,
anillo, campo y espacio vectorial con sus respectivos ejemplos para conti-
nuar con resultados que encierren estos conceptos y algunas observaciones
importantes para comprender mejor el cuerpo de este trabajo.

Definicion 3.1. Sea f: A — B una funcion. Diremos que [ es inyectiva

st para todo ay,as € A, f(a1) = f(ag) implica que a; = as.

Definicion 3.2. Sea f : A — B una funcion. Diremos que f es suprayec-
tiva si para todo b € B existe a € A tal que f(a) =b.

Definicion 3.3. Si X C A se define la funcion inclusion:
i X—— A
T——T

57
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Definicion 3.4. §i X C Ay f: A — B una funcion. Podemos tomar la
composicion © con f, es decir,

A—1sp
|
X
Llamaremos a (f o) la restriccion de f a X y la denotamos por fix.

Definicién 3.5. Una operacion binaria en un conjunto X es una fun-
cion:
f: X xX—X.

En adelante, en lugar de utilizar letras como f, g, h,entre otras. para denotar
una operacion en un conjunto X, usaremos signos como: x,+,0,o, entre
otros.

Ast, *: X x X — X es una operacion binaria. Escribiremos a b, en lugar

de *((a,b)).

3.1. Monoides.

Definicién 3.6. Un monoide (M) es una terna ordenada M = (X, *,e),
tal que:

1. X es un conjunto no vacio.
2. x es asociativa, es decir, x * (y * z) = (x * y) * z para todo x,y,z € X.

3. e es elemento neutro, es decir, x xe = e*xx = x para todo x € X.

Observacion 3.1. El neutro en un monoide es unico.

Ejemplo 3.1. Sea M = (Map(X, X), o, Idx)

Donde Map(X,X) =:{f : X — X| fes funcién y X # 0}.
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1. Map(X,X) es un conjunto no vacio, pues X # 0 y por lo tanto existe
al menos una funcion, a saber Idy.

2. Idyx es el elemento neutro para Map(X, X), ya que, ¥V f € Map(X, X),
foldy = Idyof=f.

3. La composicion de funciones es asociativa: Sean f,g,h € Map(X, X),
entonces para cada v € X,

((hog)o f)(x)=(hog)(f(x)) =h(g(f(z))),

y por otro lado

(holgof))(x)=h((gof)(x))=h(g(f(z))).

Por lo tanto M es un monoide.

3.2. Grupos.
Definicion 3.7. Un grupo (9) es una terna ordenada G = (X, *,e), tal que:
1. (X, *,e) es un monoide.

2. Para todo x € G, existe un elemento y € G tal que rxy=yxx=e. A

"y se le llama el inverso de x, lo denotamos por x~1.

3. St se cumple que x es conmutativa, es decir, T xy = y * x para todo
x,y € G diremos que G es Grupo abeliano o conmutativo.

Observacion 3.2. Si G es un grupo, para cada elemento el inverso es unico.

Definicion 3.8. Se dice que un subconjunto I de un grupo G es un subgrupo
de G si respecto a la operacion x en G, H mismo forma un grupo.
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Ejemplo 3.2. Sea § = (R\{—1}, %, ). Definimos * como: axb = a+b+a-b.

(R denota el conjunto de los nimeros reales, el simbolo de + que aparece
del lado derecho de la igualdad es la suma usual en R y el simbolo de - es
el producto usual en R. Para los ejemplos posteriores R es utilizado como el
campo usual de los nimeros reales (ver seccion 3.4).)

1. R\{-1} #0

2. Afirmamos que e = 0 (el elemento 0 es el neutro aditivo en R.) es el
neutro para G pues, para toda a € R\{—-1}, axe =a+0+a-0 =
a+04+0=a y exa=04+a+0-a=0+a+0=a.

3. Sean a,b,c € R\{—1}, entonces:
ax(bxc)=a+ (bxc)+a-(bxc)
=a+(b+c+b-c)+a-(b+c+b-c)
=a+b+ct+c-b+a-b+a-c+a-b-c (3.1)
Por otro lado
(axb)xc=(axb)+c+ (axb)- c
=(a+b+a-b)+c+(a+b+a-b)-c
=a+b+a-b+c+a-c+b-c+a-b-c (3.2)
Entonces 3.1 y 3.2 son iguales, pues + y - son conmutativos en R. Por

lo tanto (R\{—1},*,€) es un monoide.

4. Afirmamos que para todo a € R\{—1}, existe el “inverso x de a”

1_ —a

denotado por a= =

14+a”
1 1 1 —a —a
axa =a+a +a-a =a-+ +a-
1+a 14+a
=(1+a)-(a) + (—a)+ (a) - (—a)
=d’+a+(—a)+(-a®)=0=c.
Por otro lado
a'xa=a'+a+al a=— +a+—
1+a 14+a

)+ (1 +a)-(a)+(=a)-(a)
—a)+a*+a+(—a*)=0=e.
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Entonces a xa™! = a'xa = 0 = e. Por lo tanto todo elemento

a € R\{—1} tiene inverso respecto '+’
Notemos una cosa mds. Para todo a,b € R\{—1}, axb=a+b+a-b=
b+a+b-a=bxa. (pues+ y - son conmutativos en R).

Por lo tanto G es un grupo conmutativo.

Observacion 3.3. Como es cotidiano hablar de grupos de manera en que las
operaciones binarias son la “suma” o la “multiplicacion” usual, convengamos
lo siguiente,

1. Cuando wutilizemos el simbolo "+" diremos que el grupo se considera
“aditivo”. Asi cuando hablemos de esta manera "0" representa el ele-
mento neutro para esta operacion.

2. Cuando utilizemos el simbolo "*" diremos que el grupo se considera

“multiplicativo”. Asi cuando hablemos de esta manera 1" representa el
elemento neutro para esta operacion.

Teorema 3.1. Sea G un grupo y sean a,b,c € G entonces
St axb=ax*c entonces b= c.

Demostracion. Sean a,b,c € G entonces,

axb=ax*c

-1 o

a xaxb=a " *xaxc
exb=¢exc

b=c.
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Teorema 3.2. Sean a,b € G, donde G es un grupo, entonces
(axb)t =btxa!

Demostracion. Sean a,b € G entonces

(axb)*(axb) ' =e (3.3)

Por otro lado

(axb)x (b 'xa ) =a*x(bxb Hxa'=axexa'=axa'=e (3.4)
Entonces de (3.3) y (3.4) tenemos

(axb)*(axb)™ =(axb)* (b xa )

por el Teorema 3.1 tenemos que

(axb) P =bltxal.

Teorema 3.3. Sea G un grupo en el que a * a = a®

entonces, G es abeliano.

= e para todo a € G

Demostracion. Como para todo a € G, tenemos que a? = e, entonces a~! = a

y junto con el Teorema 3.2, se deduce que para todo a,b € G,

axb=(axb) ' =btxat =bxa.

Definicion 3.9. Sean § = (X, 0,¢e) vy §' = (X', x,¢') dos grupos. Un ho-
momorfismo de grupos es una funcion f : G — G tal que f(udv) =

fu)* f(v).
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Definicion 3.10. Sean § = (X, 0,e) y G = (X', *,€') grupos y consideremos
h:G — G un homomorfismo de grupos entonces, el Nicleo de h denotado
por Ker(h), es el conjunto Ker(h)={x € G| h(z) = €'} (el elemento ¢ es el
neutro para el Grupo G ).

Definicion 3.11. Sean § = (X, 0,e) y G = (X', *,€') grupos y consideremos
h: G — G un homomorfismo de grupos entonces, la Imagen de h denotado
por Im(h), es el conjunto Im(h)={h(z) € §' | x € G}.

Teorema 3.4. Sean § = (X, *,e) y § = (X', «,¢€') grupos y consideremos
h:G — G un homomorfismo de grupos entonces,

he) =€

Demostracion. Sea h : § — G’ un homomorfismo de Grupos entonces,

h(e) = h(e*e) = h(e) " h(e)
h(e)™" « h(e) = (h(e)_1 ' h(e)) " h(e)
¢ =¢ « h(e)
e’ = h(e).

]

Teorema 3.5. Sean § = (X, *,e) y § = (X', €') grupos y consideremos
h: G — G un homomorfismo de grupos, entonces
h(z™h) = h([E)il

Demostracion. Sea h : § — G un homomorfismo de Grupos y sea z € G
entonces,
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Teorema 3.6. Un homomorfismo de grupos h : G — G’ es inyectivo si y sdlo
si, Ker(h) = {e}

Demostracion. <] Supongamos que Ker(h) = {e} y h(xz) = h(y). Entonces
h(z) — h(y) = h(z —y) = €/, lo que significa que z — y € Ker(h) = {e}. Asi,
xr —y = e, por lo tanto x = y, lo que muestra que h es inyectivo.

=| Supongamos ahora que h es inyectivo. Sea x € Ker(h). Entonces
h(z) = €'y por el Teorema 3.4 h(e) = €, pero como h es inyectivo, entonces
r=e.

O
Los siguientes ejemplos tiene la finalidad de mostrarnos los grupos que
denotaremos por (Z,,, +m, [0]m), Gy GX= {f|f X =G f es funcién} que

nos seran de gran importancia en el desarrollo de nuestro trabajo en capitulos
posteriores.

Definiciéon 3.12. Sea m € N y sea

Rn={(a,b) EZXZ| a=b+km; keZ}.

R,, es una relacion de equivalencia en el conjunto Z de todos los enteros
y es llamada congruencia modulo m. El niumero m es llamado el modulo.
Escribimos a = b (mod m) para indicar que (a,b) € R,,.
La clase de equivalencia de a € Z la denotaremos por [a),,, es decir,

[alm ={r€Zl x=a (modm)}={x €Z| x=a+km; keZ}.

Cualquier a € 7. es congruente modulo m a uno y solo uno de los nimeros
0,1,...,(m — 1). De hecho si r es el menor entero no negativo en [a)y,,
entonces 0 < r < m y a =r (mod m). De esto, tenemos que el conjunto
cociente’ (Z)Ry) = Ly, es:

{[0] s [L]ims - - -5 [m — 1} -

!Dada una relacién de equivalencia R en un conjunto A, la familia de todas las clases
de equivalencia médulo R es denotado por A/Ey A/E = {[a] | a € A}. Al conjunto A/E
se le llama conjunto cociente de A por la relacion R.
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Ejemplo 3.3. El conjunto Z,, = ({[0]m, [m,-- -, [m — Um}, +m, [0lm) es un
grupo.

Primero definamos la “suma” +,,. Sean [a|m, [b]m € Zm, entonces

[alm +m [Blm = [a+ D]

Veamos que esta es una buena definicion® para esta operacion:

Sea a = d' (mod m) yb="V (modm). Queremos mostrar que (a + b) =
(@' +b") (modm).

Como a = a' (mod m), esto quiere decir que a = o' + kym para algin
ki € Z y también como b =V (mod m), es decir, b =V + kom para algin
ky € Z. Entonces a+b=a' 4+ kim +b + kom = (' + ') + (k1 + k2)m, es
decir, (a +b) = (a’ + V). Por lo tanto la “suma” estd bien definida.

Ahora estamos listos para demostrar que Z,, €s un grupo.

1. (Zpm, +m, [0]m) es un monoide.

i)- La operacion +,, es asociativa: Sean [alm, [blm, [c|m € Zm, enton-
ces:

ii)- El elemento [0],, es el neutro. Sean [a)y, [0l € Znm, entonces

[l +m [0lm = [a + 0], = [a] .

2Dada una funcién f : X — Y y una relacién de equivalencia R sobre el conjunto X,
queremos definir una funcion ¢ : X/R — Y tal que ¢([z]r) = f(x); esto sucede si y sdlo
si para todo (z,y) € R, tenemos que f(z) = f(y). En este caso decimos que ¢ esta bien
definida.
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2. Cada elemento tiene su propio inverso denotado por —[al, = [—a]m.
Sean [a)m, [—a]|m € Zm, entonces

[l +m —la]m = [a]m +m [—alm = [a+ (=a)]m = [0]m.

Por lo tanto (Zuy,, +m, [0]m) es un grupo.

Los siguientes ejemplos muestran dos grupos de los que haremos impor-
tante uso a partir del capitulo 5.

Ejemplo 3.4. Sea § = {1,z,y,zy}. Mostremos que la siguiente terna G =
(G, *,1) (considerada multiplicativamente) y tal que x* = y*> = 1, es un grupo.
Notemos su tabla para entenderlo mejor:

* | 1 | x|y |xy
111 Yy | xy
x| x| 1 |ay|ly
y |y |lzy| 1| x
zy |lzy |y | x| 1

Por la tabla anterior podemos deducir que 1 es el neutro, que la operacion
's' es asociativa, por el Teorema 3.3 cada elemento es su propio inverso y
conmutan, por lo tanto G es un grupo abeliano.

Ejemplo 3.5. Sea GX = {f|f X — 9; f es funcio’n}. Veamos que este con

Junto junto con el producto de funciones definido por (f*g)(z) = f(x)* g(z)
(notemos que el simbolo %' que aparece del lado derecho de la igualdad es la

operacion para 9) es un grupo (conmutativo).
1. (QX, *, 1) es un monoide.

i)- La operacion * entre funciones es asociativa: Sean f,g,h € GX y
x € X entonces:
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((fxg)xh)(x) = (fxg)(x) hz) = (f(z)+ g(x))+ h(z)
(fx(gxh)(x) = flx)« (gxh)(z) = flx)+ (g9(x)+ h(x))

Por lo tanto ((f * g) = h)(z) = (f * (g* h))(x), pues los elementos
f(z), g(z), h(z) € G.

ii)- La funcion1: X — G definida mediante la regla 1(z) =1 Vz € X
es el neutro, ya que:

2. Cada elemento de (QX, *) €S SU Propio INVErso.

Dada una funcion f € GX su inversa serd ella misma pues:

(f * (@) = f(z)* f(x) = f(z)* =1 Vo € X.

Por lo tanto G* es un grupo donde cada elemento es su propio inverso.

3.2.1. Sucesiones exactas de grupos.

Este apartado consta de una pequena introducciéon a las sucesiones exac-
tas de grupos que seran de utlilidad en el capitulo 7.

Definiciéon 3.13. Diremos que una sucesion de grupos

hi—1 hi
o= G - Si — Gip1— ..

es exacta en G; si y solo si Im(h;_1) = Ker(h;).
St es exacta para cada i, la llamaremos sucesion exacta.
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Definicion 3.14. A una sucesion ezxacta de la forma

e—>9/£/>9i>9”—>e (3.5)

la llamaremos sucesion exacta corta.

Ejemplo 3.6. Consideremos la siguiente sucesion

h h h h
0= Zy =3 Zy =7y = 0.

donde definimos:

hy Do hs hy
0+ [0]z | [0]2 — [0]4 | [0]4 = [0]2 | [0]2 — O
(o= [2]s | [Ua = [1]2 | [1]2 =0
[2]4 = [0]2
[3]4 = [1]2

Por la definicion de las funciones hy, ha, hz, hy vemos que son homomor-
fismos entre grupos y de la tabla anterior notamos que,

Im(hy) = {[0]2} _ _
Ker(ha) = (01 = Tm(f) = {01} = Ker(ho).

Im(ha) = {[0]4, [2]a} B B
Ker(hg) = {[0)s, (21} — [ (R2) = {{0)s, 2la} = Ker(hs).
Im(hs) = {[0]2, [1]2}
Ker(hy) = {[0]5, [1]2}

Por lo tanto la sucesion es una sucesion exacta corta.

— Im(hs) = {[0]2, [1]2} = Ker(hy).

Observemos que decir que (3.5) es exacta, es afirmar tres cosas:
1. B’ es inyectiva,
2. h es suprayectiva,

3. Ker(h) = Im(h).
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3.3. Anillos.

Definicion 3.15. Un anillo (A) con elemento unitario es una quinteta or-
denada A = (X, 0, x,e,¢'), tal que:

1. (X,0,€) es un grupo abeliano.
2. (X, x*,¢€) es un monoide.

3. % se distribuye sobre ¢, por los dos lados, es decir,
rx(yoz)=(vxy)o(xxz) y (yoz)*xx = (y*xz)o(z*x) para todo
x,y,z € A.

1.- Si la operacion x es conmutativa, el anillo se llama anillo con-
mutativo.

II.- Si en A se tiene que para x # e € A existe uny € A,y # e, tal
que x xy = e, entonces diremos que x es un divisor de cero.

II1.- Si A no tiene divisores de cero, el anillo se llama Dominio y se
denomina Dominio entero si A es Dominio y % es conmutativo.

IV.- Si para todo x € A y x # e, existe un elemento denotado por
' € A tal que x * 271 Yy a = ¢, diremos que A es un
anillo con division.

:xi

Observacion 3.4. Notemos que e es elemento neutro para < y €' es elemento
neutro para *. Ademds e # €.

Ejemplo 3.7. Sea A = (R, +,%,0,1),

Donde R = {r\ r=a+bv2 con a,be Q} (el + del lado derecho de la
igualdad es la suma usual en R. El conjunto Q es el conjunto de los nimeros
racionales.) y definimos:

i)- Sir=(a+by/2) € Ryr = (c+dv2) € R entonces, r+r' = (a +
bV2) + (c+dv2) = (a+c) + (b+d)V2. (El + del lado derecho de la

igualdad es la suma usual en los R.)

ii)- Sir = (a+bvV2) € Ryr' = (c+dv2) € R entonces, rir' = (a +
bv2) * (c4+dv2) = (axc+2xbxd)+ (axd+cxb)/2. (El+ y * del
lado derecho de la igualdad es la suma y producto usual en los R.)
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iii)- 0 = (04 0v2) € R.
w)- 1=(1+0v2) €R.
1. (R,+,0) es un grupo abeliano.

i)- Sear = (a+bv2) € Ry 0= (0+0v2) afirmamos que 0 es el

neutro para "+, pues:

r40 = (a4 bv/2) + (04 0v/2) = (0 + 0V2) + (a + bV/2)
=(0+a)+ (0+b)V2
:(a+b\/§):r.

it)- Seanr = (a+bVv?2), ' = (c+dV?2), " = (e+hV2) € R, entonces
"+7 es asociativa, ya que:
rH(r' ") = (a + bV2) + ((c +dV2) + (e + h\/§)>
= (a+bV2) + ((c—i—e) + (d+h)\/§>
=(a+cte)+(b+d+h)V2

Por otro lado

(r4+r")+r" = <(a +b0V2) + (c+ d\/§)> + (e 4+ hV?2)
= <(a+c)(b+d)\/§) + (e +hV2)
=(a+cte)+(b+d+h)V2.

iii)- Sear = (a+bv/2) € R, y —r = (—a — b\/2) afirmamos que (—r)

es el inverso "+ de r, pues:
7

r (=) = (a+bV2) + (—a — bV2) = (—a— bV2) + (a + bV/2)
= (a4 (—a)) + (b+ (-b)V?2)
= (0+0v2) = 0.
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iw)- Seanr = (a+bv2) € R, y 1’ = (c+dV?2), afirmamos que "+ es

conmutativo, ya que:

r4r' = (a4 bV2) + (c+dV2) = (c+ dV2) + (a + bV2) = r'4r.

2. (R, *, 1) es un monoide.

i)- Sear=(a+bv2) €R yl=(1+0v2)€R, afirmamos que 1 es

NI

el neutro para ” %", pues:

ril = (a4 0vV2) * (14 0v2) = (1 +0v?2) * (a + bV?2)
=(@*1+2xbx0)+ (ax0+1%b)V2
= (a+bV2) =r.

ii)- Seanr = (a+bv2), r' = (c+dV2), " = (e+hv/2) € R, entonces

N LN

x’ es asociativa, ya que:

a+bv2) * ((c+dx/§)*(e+h\/§)>

(

= (a4 bV2) ((c*e+2*d*h)+(c*h+d*e)\/§)
=(ax(cxe+2xdxh)+2xbx(cxh+dxe))+
(

+(ax(cxh+dxe)+bx(cxe+2xdx*h))V2
=(axcxe+2%xaxdsxh+2xbxcxh+2xbxdx*e)+

+(asxcxh+axdsxed+bxcxe+2xbxdxh)V2.

ri(r'sr’") =

Por otro lado

(rir') (a—l—b\/_ c+d\/§)> % (e + hV/2)
<a*c+2*b*d) (a*d+c*b)\/§>*(e+h\/§)

(axc+2xbsxd)xe+2x(axd+cxb)*xh)+

(
((axc+2xbxd)xh+ (axd+cxb)*e)V2
=(axcxe+2xaxdxh+2xbxcxh+2xbxdxe)+

+(a*c*h+a*d*e+b*c*e+2*b*d*h)\/§.

_|_
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Por lo tanto (R, *, i) es un monoide. Unicamente falta comprobar la
propiedad distributiva en R.

3. Seanr = (a+bv/2), 7' = (c+dv2), " = (e +hV/2) € R, entonces por

un lado,

i () = (0 VD) ((+ dV2) + (e + hv2) )

(
= (a+bV/2) * ((c+e)+(d+h)\/§>
=(ax(c+e)+2xbx(d+h))+

+(ax(d+h)+bx(c+e)) V2. (3.6)

por otro lado,

7‘ +7‘” ;

r=((c+av2) +(e+hv2)) * (a+0v2)
((

c+e) d+h)\/_>*(a+b\/§)
((c+e)xa+2*(d+h)*b)+
((d+h)*a+ (c+e)*b) V2. (3.7)

+

De aqui tenemos que (3.6) y (3.7) son iguales pues en Q se wvale la
distributividad y la conmutatividad.

Ejemplo 3.8. Z,, = ({[0]n, [1]n, - -, [n — 1|}, +ny *n, [0]n, [1]n) s un anillo.
Denominado el anillo de los enteros modulo n.
Donde '+, y'«! estan definidas por:

Sean [a],, [b]n € Z,, entonces [aly, 4 [b]n = [a + b],.
Sean [a],, [b], € Z,,, entonces [al, %, [b], = [a * b],.

Unicamente falta mostrar que el “producto” esta bien definido.

Sea a =a (modn) yb=1V (modn). Queremos mostrar que (axb) = (a'xV)
(mod n).
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Como a = a' (mod n), esto quiere decir que a = a' + kin para al-
gin ki € Z y también como b = b (mod n), es decir, b = b + kon pa-
ra algin ke € 7. Entonces ab = a'b + bkin y a'b = d'b + d'kon, asi,
ab = a'b+ bkin = a'b’ + d'kan + bkin, por lo que ab = a'b' + n(a’ky + bky), es
decir, (a*xb) = (a’ x ). Por lo tanto el “producto” estd bien definido.

1. ({[0]n, [1]ny - - -y [n = L]0}, +0, [0]) es un grupo abeliano.

En el ejemplo 3.3 se probo que ({[0]n, [1]n,--.,[n — 1n}, +n, [0]) es un
grupo, falta probar que es abeliano.

[aln, +n [b]n = [a+ b, = [0+ al, = [b]n +n [a)n-
Por lo tanto ({[0]n, [1]ns .-, [n — 1n}, +n,[0]n) es un grupo abeliano.

2. ({[0]n, [1]n, - - -, [n— 1]}, #n, [1]n) es un monoide.

i)- Sean [aln, [b]n, [c]n € {[0]n, [1]n,---,[n — 1]}, entonces '], es aso-
ciativa:

it)- Sea [a], € {[0]n, [1n, ..., [n—1]n}, el elemento [1],, es el neutro
para "%, pues:

[a]n *p [1]n = [a % 1],, = [a].

3. Sean [a],, [b]n, [c]n € {[0]n, [1]n,- .-, [n — 1]n}, entonces '« se distribuye
sobre '+ :
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Por lo tanto Z,, es un anillo con unidad.

Definicién 3.16. Sean A = (X, +,*,e,¢') y A" = (X', +,%, f, f') dos ani-
llos. Un homomorfismo de anillos es una funcion f : A — A’ tal que

flu+tv) = fw)+f(v) y fluxv) = f(u)x f(v); y manda €’ a f"

Definicion 3.17. Sea A un anillo. Un subconjunto no vacio I de A se llama
ideal de A si:

1. I es un subgrupo aditivo de A.

2. Dadosac€ A yr e l, entoncesar € I yra e I.

Definicion 3.18. Sean A un anillo e I un ideal de A. Sea A/I el conjunto
de todas las clases laterales de I en A que se obtienen al considerar a I como
un subgrupo de A respecto a"+". En otras palabra, el conjunto
A/T={a+iliel}=a+1 Vac A
y con el cual definimos las siguientes operaciones entre elementos de este

conjunto:

1. (a1+1)—T-(a2+]) = (a1+a2)+1,

2. (ar + Dx(ag+ 1) = (a1 x az) + I.

(Estas operaciones estdan bien definidas, para los detalles ver [17] pag.
116-117.)
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De esta manera hemos dotado a A/I de una estructura de anillo deno-
minado anillo cociente.

Definicion 3.19. Un anillo A (considerado “aditivamente”) tiene caracte-
ristica n, n # e si n es un entero positivo tal que, x +x + --- 4+ x = e para

n—uveces

todo x € A y ningun entero positivo menor que n goza de esta propiedad, si
no existe tal n, decimos que la caracteristica de A es cero.

Para tener una mejor comprensiéon sobre el concepto de carcteristica de
un anillos notemos lo siguiente:

Notacion 3.1. Al conjunto de todos los mailtiplos del nimero n lo denota-
mos pornZ ={s|s=nzz € Z} ={s|s=0 modn}.

Proposicion 3.7. Z/nZ es dominio si y sdélo sin es primo o n = 0.

Demostracion.
<] Supongamos que n es primo, entonces Z/nZ es campo (ver Teorema 3.11)
y por lo tanto dominio.

Si n =0, entonces Z/nZ = 7 que es dominio.

=] Supongamos que n no es primo, entonces, sin pérdida de generalidad, n
se puede factorizar de la forma n = pq. Por lo que

(], = [0],
[pq]n = [0]n
[Plnlgln = [0]n

Lo cual es una contradiccion pues supusimos que Z/nZ es dominio.

Por lo tanto n es primo.
O

Observacion 3.5. Para todo anillo A, existe un inico homomorfismo de
anillos, ¢ : Z — A tal que p(z) = z -1 (es decir, z veces el 1 Yz € Z) y
©(lz) = 14. El Ker(p) = nZ (n > 0), entonces n es la caracteristica de
A.
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~Y

Si D es un dominio, entonces (Z) — D y como es un dominio p(Z) =
Z/nZ y como Z/nZ es dominio si y sélo sin =0 ¢ n es primo, entonces la
caracteristica de D es 0 o p (primo).

3.3.1. El Anillo de polinomios.

El propésito de este apartado es mostrar una estructura sumamente im-
portante para el cuerpo de este trabajo. Aqui definimos a A[z], notamos
algunas de sus propiedades y demostramos algunos resultados que sirven pa-
ra posteriores resultados durante el desarrollo de nuestro trabajo.

Definicién 3.20. Sea A = (R, +,*,0,1) un anillo. Un polinomio p(x) con
coeficientes en A es una suma formal ifinita

oo
E Gr'=cot x4+ a4
i=0
donde ¢; € A y ¢; = 0 para casi todos los valores de i, es decir, son todos
cero excepto para un numero finito de valores de 1.

La x se denomina la indeterminada de p(x) y los ¢; son los coeficien-
tes de p(x). Si para algin i > 0 es cierto que ¢; # 0, el mayor de dichos
valores de i es el grado de p(x) y lo denotamos por grd(p(z)). De no existir
dicha i > 0, entonces p(x) es de grado cero. Al elemento”0” no se le asigna
grado.

Por la definicion de polinomio tenemos que p(x) = co+ 1z + - - -+ c, 2" +
-+, que tiene ¢; = 0 para ¢ > n, entonces podemos denotarlo como p(z) =
Co+cx+ o+ e =Y jeat y su grado es grd(p(x)) = n. También, si
algin ¢; = 1, podemos quitarla de la suma formal, asi que consideraremos,
por ejemplo, 22 + 2 + 1 como el polinomio 122 + 1z + 1. Un elemento de A es
un polinomio constante. Denotaremos por Az| el conjunto de todos los
polinomios en una indeterminada con coeficientes en A.
Ahora definimos las operaciones de “suma’” y “producto” para este nuevo
conjunto.
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Definicion 3.21. Sip(z) = > 2 ax’ y q(x) = Y ooy bz’ son iguales si y
solo si a; = b; para toda 1.

Definicion 3.22. Definimos la suma dep(x) = oo @z’ yq(x) = Y oo, bix'
como el polinomio

p@)+g@) = Y s

donde s, = a, + b, y s; = 0 para cast todos los valores de 1.

Definiciéon 3.23. Definimos el producto de p(z) = > 2 ax’ y q(z) =
Yooy bix' como el polinomio

p(e)ala) = 3 da’

donde d,, = Z?:o a;b,_; y d; =0 para casi todos los valores de i.

Al efectuar el producto entre polinomios hay que tener en cuenta la re-
lacion z%z® = z%t°. También notemos que Z?:o a;b,,—; No necesariamente es
igual a ). ba,—; si A no es conmutativo.

Teorema 3.8. El conjunto Alx] de todos los polinomios en la indeterminada
x con coeficientes en el anillo A, es un anillo bajo las operaciones de suma y
producto antes definidas. Si A es conmutativo, entonces Alx] es conmutativo
y si A tiene unitario "1" entonces 1(x) es unitario para Alz].

Demostracion. Veamos que

1. (Alz],+,0(x)) es un grupo abeliano.
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i)- Sea p(x) =Y rpca’ y 0(x) = Y 0,02, asi tenemos

p(z) +0(z) = (Z cixi> + (Z Oxi>
= Z(Cl +0)a’
= Z; Cil‘i
= p(z).

Por lo tanto 0(z) es el neutro para A[z].

ii)- Sean p(x) = Y oo @ix’, q(x) = Y oo bix’ y r(x) = ooy cix’ en-
tonces

i=0 i=0 i=0
= (Z(ai + bz)xz> + Z '
i=0 1=0

(Cli -+ [bl + Cz]) l’i

= Z a;xt + (2:(19Z + cz)mz>

1=0

I

= p(x) + (q(z) +r(z)).

Por lo tanto + es asociativa.
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iii)- Sean p(z) =Y ooy cix’ y —p(x) = > 2 (—c;)z asi tenemos

<Z cz-a:i> + (Z(—cz)xz>
Z(Ci + (—e)a

= i 0z
= Ozx)

p(x) + (=p(z))

Por lo tanto —p(x) es el inverso respecto a ”+" para p(z).

iv)- Sean p(z) =Y oy ax’ y q(xz) = oo, bz’ entonces

Por lo tanto + es conmutativo.
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2. (Alz],*,1(x)) es un monoide (por

comodidad en el produto de dos poli-

nomios en lugar de escribir p(z)*¢(z) inicamente escribimos p(z)g(x)).

i)- Sean p(z) = > 2 ax’, q(z) = Y2 bix’ y r(z)

tonces,

(p(z)gq(x))r(z)

S, et en-
i=0 Ci

Zaibn—i) Cs—n] x®

aibjck> z°

2

itjt+k=s
S m
Z Gs—m, (Z bjcm_j)] z°
m=0 7=0
(o] m
aixi> (Z bjcj_m> xm]
[m=0 \j=0

aixi> <ZO bzxi> (ZO cle)]
q(z)r(z)).
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ii)- Sean p(z) = Y yaix’, q(x) = Doobix’ y r(z) = Y20, ¢a' en-

OHC(ES,

i=0

!
e
B
&s

~
Il
o

p(x)(q(x) +r(x))

I
e
2
&S

~
Il

o

~

M8

Z ai(bn,i + Cnfi) X
n=0 :i:O
= Z Z(aibn_i + aicn_i)] J]i
n=0 Li=0

3

Nk

Z(azbn_z)xz) -+ Z (Z(azcn_z)ﬂ)

n=0 \i=0 n—0
— Z dix’ + Z dx’ (*)
i—0 i—0
= p(x)q(z) + p(2)r(z).
() eo(dy = D0 Qb y iy = D7 5 iCny)

i
(e

[M]¢

La propiedad distributiva derecha se prueba de manera analoga. De
esta forma probamos que (A[z],+,0(x)) forman un anillo denominado
el anillo de polinomios en la indeterminada x.
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3. Si A es conmutativo y sean p(z) = Y~ @z’ y q(x) = D oo bix’ en-
tonces se verifica que

p(x)g(r) = Zdle (dn = 1o @ibn—i)

= Z d;a’ (dy, = >2ig biatn—i)
=0
= q(x)p(x).
Por lo tanto A[x] también es conmutativo.

4. Si A tiene unitario, digamos 1 y sean p(z) = Y ooqca’ y 1(z) = 1+
O+---4+0+---= Z;’io c;x' con x; = 0 Vi > 1, entonces tenemos que

1(z)*p(z)=1- Zci:pi

Por lo tanto A[z| también tiene unitario.

O

Si A es un anillo y e y son indeterminadas, podemos formar el ani-
llo (A[z])[y], esto es, el anillo de polinomios en y con coeficientes que son
polinomios en x. De una manera analoga podemos definir el anillo de poli-

nomios en n indeterminadas x; con coeficientes en A y denotado por
.A[l’l, . ,.I'n].
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Lema 3.9. Si X es un campo (para campos ver seccion 3.4) y p(x),q(x) €
Klz] polinomios distintos del cero, entonces grd(p(z)q(x)) = grd(p(x)) +

grd(q(z)).

Demostracion. Sean m = grd(p(xz)) y n = grd(q(z)); de esta manera el
polinomio p(x) = Y2, a;x*, donde a,, # 0y a; = 0 para toda j > m, junto
con el polinomio ¢(z) = >.°, bia’, donde b, # 0y b; = 0 para toda j > n.
Tenemos pues, por definicion p(x)q(xz) = > o ¢z’ donde ¢ = Zé:o a;by_;.
Afirmamos que ¢, = amb, # 0y que ¢; = 0 para todo ¢ > m + n. Que
Contn = Ziﬂ.:mm a;b; = a;,b, se tiene pues sii < m entoncesn > jy b; =0
y si @ > m entonces a; = 0. Ahora veamos que sucede con los coeficientes c;
para ¢ > m +n, como ¢; es la suma de los términos de la forma a;b;_;; como
i=j4(i—j)>m+n, entonces o j >m o (i — j) > n. Pero entonces uno
de los dos, a; o b;_; es 0, luego a;b;—; = 0; como ¢; es la suma de todos los
ceros ¢l mismo es 0. O

Lema 3.10. Si X es un campo (para campos ver seccion 3.4) entonces K[z]
es un dominio entero.

Demostracion. Si p(x) # 0y q(x) # 0, entonces grd(p(z)) > 0, grd(q(z)) >
0, de manera que grd(p(z)q(z)) = grd(p(x)) + grd(q(z)) > 0. Por lo tanto,
p(x)q(z) tiene grado, asi que no puede ser 0 (el cual no tiene asignado grado).
Por consiguiente, X[z] es un domino entero. O

3.3.2. Polinomios simétrico y polinomios de Laurent.

El siguiente apartado menciona los polinomios simétrico, cuya importan-
cia se veré reflejada principalmente en nuestro anélisis del elemento pg aso-
ciado a la gréafica GG. Asi mismo, el concepto de polinomio de Laurent que nos
permitira denotar de una manera mas practica a pg en capitulos posteriores.
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Definicion 3.24. El anillo de polinomios simétricos en n wvariables
(Ks[z1, ..., xp)) es un anillo, donde K es un campo (ver seccion 3.4), cada
elemento es denominado polinomio simétrico®; denotado por (Ps(xy, ..., x,))
y tienen la propiedad de quedar invariante bajo permutaciones de las varia-

bles.

Ejemplo 3.9. Ejemplos de polinomios simétricos.

1. Ps(l’l,l’Q) = I% +ZL’% —11

2. QS(Il, .%‘2) = 5$1$2 + 21+ X9

Definicion 3.25. Los polinomios simétricos elementales en n variables
y escritos como Psk(xl, ooy Ty) para k =0,...,n se definen como:

1. PS()(I‘l,...

n)
2. PSk($1,...,$n) Zl<]1< <]k<n le x]k'
)

3. Psy(xq,...,2,

Ejemplo 3.10. Los polinomios simétricos elementales en 3 vartables son:
1. Pso(x1,29,23) = 1.
2. Psy(x1,T9,x3) = 1 + 29 + 3
3. Psy(x1,T9,x3) = X129 + X123 + T3X2
4. Psg(xq,x9,23) =

T1T273

Definiciéon 3.26. Un polinomio de Laurent en una variable sobre el anillo
A es una combinacion lineal de potencias positivas y negativas de la variable
con coeficientes en A. El anillo de polinomio de Laurent lo denotamos por
Alz,x7Y. Por ejemplo, un polinomio de Laurent en Z[x,x '] es 3x +5x~! +
227 — 6272 — 13.

3En algunos libros, principalmente de combinatoria se menciona a los polinomio simé-
tricos como funciones simétricas, en este trabajo las mencionaremos indistintamente.
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3.4. Campos.

Definicion 3.27. Un campo (X) es un anillo con division conmutativo.

Ejemplo 3.11. Consideremos X = (C,+,%, 0, 1).

Entonces, sea C =: {(a,b)] a € Ry b€ R} y definimos:
1. (a,b) = (¢,d) si y sdlo sia=cyb=d.

2. Sixz = (a,b) ey = (c,d), entonces x+y = (a,b)+(c,d) = (a +b,c+d).
(El simbolo de + que aparece en el lado derecho de la igualdad es la
suma usual en el campo R.)

3. Siz = (a,b) ey = (¢,d), entonces xxy = (a,b)*(c,d) = (a*c—bx*
d,axd+bxc). (El simbolo de x que aparece en el lado derecho de la
igualdad es la multiplicacion usual en el campo R.)

4. 0=1(0,0). (ELO que aparece es el neutro aditivo en el campo R.)

5. 1=(1,0). (ElL1 que aparece es el neutro multiplicativo en el campo R.)

Ahora afirmamos que:

1.- ((C, +, 0) es un grupo conmutativo.
i) C# 0 por definicion.

i) 0 es el neutro para + en C. Pues,
sea x € C, x = (a,b) entonces
z+0= (a,b)+(0,0) = (a + 0,0+ 0) = (a,b).
Yy
O0+z = (0,0)+(a,b) = (0 +a,0+b) = (a,b).

ii) Para todo x € C, x = (a,b), existe el “inverso + de x” y lo denota-
remos por —xr = (—a,—b),(—ay — b representan los inversos aditivos
sobre el campo R.) pues:
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z+(—x) = (a,b)+(—a,—b) = (a + (—a),b+ (b)) = (0,0) = 0.
y
(—z)+z = (—a,—b)+(a,b) = ((—a) + a, (=b) + b) = (0,0) = 0.

i) Para todo z,y,z € C, x = (a,b), y = (¢,d) y z = (e, f) se tiene que:

(x+y)+2z = ((a,b)+(c,d))+(e, f) = ((a + ¢, b+ d))+(e, f)
=(a+c+eb+d+ f).

y por otro lado,

v+(y+z) = (a,0)+((c, d)+(e, ) = (a,b)+H((c +e,d + [))
=(at+c+eb+d+f).
Por lo tanto, (z+y)+z = x+(y+2), es decir, + es asociativa.

v) Para todo z,y € C tenemos que:

iy = (a,6) e d) = (a+c.b+d)
=(c+a,d+0)
= (¢,d)+(a,b)
Asi + es conmutativa. Por lo tanto ((C, +, 0) es un grupo abeliano.
2.- (C,%, 1) es un monoide.
i) C 0 por definicion.
it) 1 es el neutro para * en C. Pues,
sea v € C, x = (a,b) entonces,
x%1 = (a,b)*%(1,0) =(ax1 —b%x0,bx1+ax0) = (a,b).
Y
Lix = (1,0)%(a,b) = (1xa—0%b,0xa+bx1) = (a,b).
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iii) Para todo x,y,z € C, x = (a,b), y = (¢,d) y z = (e, f) se tiene que:

(wiy)iz = (0, b)F(c, d))R(e, /)
=((axc—bxd,axd+bxc))x(e, f)
=((axc—bxd)xe—(axd+bx*c)x*f,
(axc—bxd)x f+ (axd+bxc)x*e)
=(a*xcxe—bxdxe—axdxf—bxcxf,
axcx f—bxdxf+axdxe+bxcxe).

y por otro lado,

xx(y*z) = (a,b)*((c,d)*(e, f))
=(a,b)*((cxe—dx* fiex f+dxe))
=(a*x(cxe—d*f)—bx(cxf+dxe),

ax(cxf+dxe)+blcxe—dxf))
=(axcxe—bxdxe—axdxf—bxcxkf,

axcx f—bxdxf+axdxe+bxcxe).

Ast, (x¥y)*z = ax(y*z), es decir, * es asociativa. Por lo tanto (C, %, 1)
es un monoide.

3.- % se distribuye sobre + por ambos lados.

Sean z,y,z € C, x = (a,b), y = (¢,d) y z = (e, ). Entonces, por un
lado:

vk (y+2) = (a,b)% ((c, d)+(e, f))

= (a,0)% ((c+e,d + [))

=(axctaxe—bxd—bxflaxd+axf+bxc+bxe)
=(axc—bxd+axe—bx fiaxd+bxc+axf+Dbxe)
= (
= (a,
= (

axc—bxdaxd+bxc)+(axe—bx fax f+bxe)

b)¥(c,d)+(a,b)*(e, f)
Txy)+(x%2).
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por otro lado:

(y+2)%z = ((c, f)) *(a,b)
(c+ed+f)>( b)
axct+axe—bxd—bxfaxd+axf+brxc+bxe)

= (
= (
=(axc—bxd+axe—bxflaxd+bxc+axf+bxe)
=(axc—bxd,axd+bxc)+(axe—bx faxf+bxe)
= (a,b)¥(c,d)+(a, b)%(e, f)
= (z¥y)+(a%2).

De esta forma % se distribuye sobre + por ambos lados.
4.- % es conmutativa.

Sean x,y € C, x = (a,b) e y = (¢,d). Entonces,

wxy = (a,b)¥(c, d)
=(axc—bxd,axd+bx*c)
= (c*a—d*b,d*a—l—c*b) (Pues + y * son conmutativos en R.)

5.- Para todo x € K con x = (a,b) # 0 y como a,b son reales y no
ambos 0, tenemos que a® +b* # 0, luego existe el “inverso ¥ de x” y lo
denotaremos por x~1 = (a2+b2, a;sz)

-y - a —b

kT _(a’b)*<a2+b2’a2+b2)
- a? N b2 —ab N ab
C\a? b a?+02 a4+ a4 b2

B a’® + b? 0
\a2 4+ b2’
1

= (1,0) =
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Por otro lado,

x Y

b2’ a2+b2) *a, )

b2 —ab ab
a2+b2 a2+b2’a2+b2 a? + b2
a+62

b2’

Por lo tanto K = ((C, +,%,0, 1) es un campo.

Recordemos que en Z si d = (a;b) (el maximo comun divisor de a y b)
entonces, existen enteros u y v tales que, d = au+bv. En el caso en que a y b
fueran primos relativos, es decir, (a;b) = 1 entonces tenemos que au+bv = 1.
Si consideramos el anillo de los enteros moédulo n (Z,,), entonces

ZuAlal, € Zo | (ain) = 1}
Si (a;n) = 1, hay una combinacion lineal entera de a y n, au + nv = 1.
De aqui que [aul,, = [1],,, por lo tanto [u], es el inverso multiplicativo de [a],.

Reciprocamente, si [a],, tiene inverso multiplicativo [u],, entonces [au|, =
[1],,. Esto es equivalente a decir que au = 1 (mod n), es decir, n divide a
(au— 1), que se puede expresar como: Jv € Z tal que nv = au — 1, o sea que
1 = au + nv. Por lo tanto tenemos que (a;n) = 1.

Teorema 3.11. Z,, es campo si y solo si n es primo.

Demostracion.
Z, es campo <= Z,\ {0} =7,
= Aty 2y =1} = {la], €2, | (@sp) =1}
— (kip)=1VEkeZ talquel <k<p
<= pes primo.
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3.5. Espacios vectoriales y Algebra Lineal.
Definicion 3.28. Un espacio vectorial Vi es una quinteta ordenada
Vo = (V,ﬂ?,ﬁ,fK,- Kx V— V>.
Donde V es un conjunto, K es un campo y se satisface que:
1. (V, ¥, 6) es un grupo abeliano.

2. - : K x V—V satisface:

a)-1-7=7 Vie V.

b).- (cd)-T7=c-(d-7) Vie VyVedeX.

c)- (c+d)-T=c-Uxd-0U Vie VyVedeX.
d).-c- (C¥W)=c-v%c -0 Vi, e VyVeeX.

Los elementos de V' se llaman vectores, los elementos de K se llaman
escalares y Vi se lee: "V es un espacio vectorial sobre el campo X". A la
operacion - : K x V— V la denominamos producto por escalares.

Definicion 3.29. Un subconjunto W de un espacio vectorial Vi se dice que
es un subespacio vectorial de Vi si respecto a la operacion ¥ y el producto
por escalares de Vac, W mismo forma un espacio vectorial. Lo denotaremos

por W <V,

Ejemplo 3.12. Sea K un campo y X un conjunto no vacio. Sea:

Map(X,K)={f: X — K| fes funcion}

Definamos:

1. f+¢g:X — X esla funcion que (f + g)(z) = f(x) + g(x) (El + que
aparece del lado derecho de la ultima igualdad es la adicion en K).

2. c-f: X — X esla funcion que (c- f)(x) = cf(z). (La operacion cf(x)
que aparece en el lado derecho de igualdad es el producto en X.)
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Entonces:

Ve = (Map(X, %), 7,0,%, -+ K x Map(X, %) — Map(X, J<)>

es un espacio vectorial.

Ya que:

1.-

i)-

iii)-

(Map(X, X), ¥, 6) es un grupo conmutativo.

Sean f,g,h € Map(X,XK) y z € X entonces,
(fF9)Fh@) = (F1g)@)+h@) = (f@)+g(e)) + h()
(f+(g+h)) () = flz)+ (g+h)(z) = [f(z)+ (9(z)+ h(z))

Por lo tanto ((f+g)+h)(z) = (f+(g+h))(x) pues los elementos f(z),
g(x),h(x) € K.

i)- Sea 0 = 0 la funcion cero: 0(x) =0, Y x € X. Entonces para toda

funcion f € Map(X,X),

(fF0)(z) = f(z) + 0(z) = f(z) +0 = f(z), VaeX.

Para toda funcion f € Map(X,X), sea —f la funcion definida por:
(=f)(x) = —f(x). Entonces,

(fH=M)@) = f@)+(=f)(2) = f(z)-f(z) =0=0(z), VzeX.

w)- Sean f,g € Map(X,XK). Entonces,

(f+9)(z) = f(x) + g(z) = g(z) + f(z) = (9Ff)(z), VzeX.

Luego (f+g) = (g+f) (la igualdad entre f(x) + g(z) = g(z) + f(x) se
da pues en K la operacion + es conmutativa).

Por lo tanto <Map(X, X), +, 5) es un grupo conmautativo.



92 CAPITULO 3. DEFINICIONES Y RESULTADOS...

2.- Comprobemos las propiedades del producto por escalares:

i)- Sea f € Map(X,X) y 1€ XK. Entonces,

iii)- Sea f € Map(X,XK) y a,b € K. Asi,

((a+0)(f)(x) = (a+b)(f(z))
z) +bf(x)
(af)(z) + (bf)(x)
= (af+bf)(x), VzoelX.

I
e
—~ —~

I
)

—H
ol

Por lo tanto Vo = (Map(X, X),
es un espacio vectorial.

LK, K X Map(X, %) — Map(X, J<)>
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Definicion 3.30. Sean Vi = (V,0,ey, K,y : K xV = V) gy

Vi = (V' % ev, K, v : K x V' — V') espacios vectoriales. Un homomor-
fismo de espacios vectoriales es una funcion h : Vo — V' tal que
h(u © v) = h(u)xh(v) y h(c-u) = c-h(u) (el producto por escalares del lado
izquierdo de la igualdad esta en Vi, mientras que el del lado derecho de la
igualdad esta en Vi.).

Por comodidad y cuando no haya confuciéon por la notacion, en lugar de
escribir a un espacio vectorial con la quinteta que lo conforma tnicamente
escribiremos V.

Definicion 3.31. Sean Vi y V'« espacios vectoriales. Un homomorfismo de
espacios vectoriales que es inyectivo y suprayectivo se denomina tsomorfis-
mo.

Cuando exista un isomorfismo entre espacios vectoriales diremos que los
espacios son isomorfos y escribiremos Vi = V4. Cuando el isomorfismo se
da entre un espacio vectorial y si mismo lo llamaremos automorfismo.

Con las siguientes definiciones demostraremos algunos resultados que se
presentan a partir del Capitulo 4, que son referentes a bases de espacios vec-
toriales y unas condiciones para tener espacios isomorfos.

Teorema 3.12. Si {W,},. es una familia de subespacios vectoriales de un
espacio vectorial Vi, entonces (Y1 {Wa},cx es subespacio vectorial del espacio

V.

Demostracion. Basta probar tres afirmaciones:
L. N {Wa},cx es cerrado bajo +.

2. 0€ N {Wa}ex-

3. N {Wa},ex s cerrado bajo el producto por escalares.

(Para una justificacion del porque bastan estas tres afirmaciones ver
24].)
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Entonces tenemos que,

1. Sean 7,y € ({Wa},cy, entonces #,7 € W,V a € X. Como cada
subespacio W, es cerrado bajo +, entonces Z+y € W,, V¥ a € X. Por lo
tanto 77 € (N {Wa},ex-

2. 0€W,,VacX.Porlotanto 0 € ({Wa},cx-

3.8a k€ Xyad e N{Wail,ey, como Z € W,,V a € X, entonces
ki € W,, Vae€ X. Por lo tanto k% € (\{Wa},cx-

]

Definicion 3.32. Sea Vi un espacio vectorial sobre el campo KX y X un
subconjunto de V', definimos

SX)=[{W <V X CW}.

£(X) se llama el subespacio de V generado por X.

Teorema 3.13. Sea Vi un espacio vectorial, entonces £(X) es un subespacio

vectorial de V. Mas ain £(X) es le menor subespacio de Vi que incluye a
X.

Demostracion. Como £(X) = [{W < V| X C W}, es una interseccion de
subespacios de Vq, entonces £(X) también lo es, por el Teorema 3.12.

Por otra parte, si W es subespacio de V4 que incluye a X, entonces
pertenece a la familia de subespacios que estamos intersectando al definir
£(X). Por lo tanto £(X) < V.

m

Definicion 3.33. Sea S CV, decimos que S es linealmente dependiente
(l.d.), si existe T € £(S \ {Z}).

Definiciéon 3.34. Sea S C V, decimos que S es linealmente independien-
te (l.i.), si no es linealmente dependiente.
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Observacion 3.6. Por la definicion de independencia lineal podemos deducir
lo siguiente:

Un congunto I es linealmente independiente si y solo si ¥ v C I, v finito
es linealmente independiente.

Definicion 3.35. Decimos que v C Vg genera Vi, si £(v) = V. También
se dice que v es un conjunto generador de V.

Definicion 3.36. Sea Vi un espacio vectorial sobre el campo K y vq,..., v,
elementos de V. Se dice que un elemento v € V es una combinacion lineal
de vy,...,0, St V=V + -+ + Q,V,, para algunos aq,...,a, € K.

Definicion 3.37. Decimos que  C 'V es una base para Vi si 3 es lineal-
mente independiente y genera a V.

Mencionamos el siguiente Teorema por la importancia que este represen-
ta para el estudio del Algebra linela, sin embargo, omitimos su demostracion
porque las herramientas y resultados necesarios para ello salen del objetivo
principal de este trabajo, para una demostracion ver [24].

Teorema 3.14. Sean ( y ' dos bases para Vi, entonces |B| = |5

Definicion 3.38. La dimension de un espacio vectorial Vi y denotada por
dim(V') es la cardinalidad de su base.

Proposicion 3.15. El anillo de polinomios sobre un campo K es un espacio
vectorial con el producto por escalares definido de la siguiente manera:

k-p(x)==k i a;x" = i ka;x'.
i=0 i=0

donde a;,k € K y a; = 0 para todos, excepto en un niumero finito de
valores de 1.
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Definicién 3.39. El soporte de una funcion es sop(f)={x € Dy | f(x) # 0},
donde Dy denota el dominio de la funcion f.

Definiciéon 3.40. Map(X,K)={f: X — K| sop(f) es finito}.

Proposicion 3.16. Map(X,X) es subespacio vectorial de Map(X,X).
Demostracion.

1. La suma de dos funciones f,g € Map(X,X) de soporte finito, es de
soporte finito, puesto que sop(f+g) C sop(f) U sop(g). (La unién de
dos conjuntos finitos es finita y un subconjunto de un conjunto finito
es finito).

2. La funcion constante 0 tiene soporte @, que es finito.

3. Sic€ Xy [ es una funcion de soporte finito, entonces ¢ f tiene soporte
finito, ya que sop(cf) C sop(f) ((cf)(z) # 0 entonces c(f(z)) # 0 luego
f(x) #0).

O

Definiciéon 3.41. Sea S C X (para un conjunto X ). La funcion caracte-
ristica xs: X — {0, 1} estd definida por:

1 siac S

XS(CL):{ 0 siag¢sS
Teorema 3.17. [ = {X{w}}xeX es una base de Map(X,X).

Demostracion.

1. Si

—

D im1 CiX{aiy = 0
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entonces para una j € {1,...,n} tenemos que

= (ci* X (zj) =¢; Vje{l,...,n}.
i=1

Por lo tanto {X{I}}xe « ¢s linealmente independiente.

2. Sea ahora g € Map(X,X), demostraremos que g = stop(g) 9(2)X{a}-
(a) Para z € X \ sop(g), entonces g(z) =0y

> 9@ | ()= 3 (9@ (=) = 0.

x€sop(g) x€sop(g)

(b) Para z € sop(g), entonces

Y 9@ | )= D (9@xm(2) =g(z) -1 =g(2).

z€sop(g) z€sop(g)

Por lo tanto g = ersop(g) g(f)X{a:}-

Para la demostracion del Teorema 3.19 hacemos uso de la Propiedad
Universal de las bases, que tnicamente mencionamos pero no demostramos
en este trabajo, para una demostracion de dicha Propiedad ver [24] pag. 77.
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Teorema 3.18 (Propiedad Universal de las bases). Son equivalentes para
B C Vk:

i.- 3 es una base para Vi.

i.- N f:8—W funcion, 3 f:V — W funcion lineal tal que conmuta el
siguiente triangulo

B 1%

~

7

w

Teorema 3.19. Sean Vi y Wac dos espacios vectoriales sobre el mismo cam-
po, entonces Vo = Wy si y sdlo si dim(V') = dim(W).

Demostracion.

<] Sea f : f — ~ una biyeccién entre una base de Vi y una base
de Wy. Usemos la propiedad universal de las bases para definir una funciéon
lineal f : Vo — Wy que extienda a f. Definamos también la funcion lineal
f: Wa — Vi que extienda a f~L. Entonces la funcion lineal fo f extiende
a f~'o f = Idg. Por la propiedad universal de las bases, fof = Idy,.

Simétricamente, f o f = Idw,.

—>] Sea ¢ : Vg — Wy un isomorfismo. Una base [ de Vi se mapea
bajo ¢ en una base de Wy, es decir, ¢(3) es base para Wy, ya que:

1. Genera.

Sea = {by,...,b,} base para Vi. Consideremos w € Wy, entonces
existe v € Vq tal que p(v) = w, como [ es base, entonces existen
ki,.... k, € X tal que v = kiby + ... + kb, asi (v) = p(kiby + ... +
knby) = k1o(br) + - -+ + k() € L(p(5)). Por lo tanto ¢(3) genera.

2. Es l.i.

Sea X C () finito y consideremos kypo(x1)+- - -+ knp(z,) = 0, donde
ki€ Xyx; € Xconi=1,...,n. Entonces p(kixi+...+k,z,) =0, por
lo que kyz1+. ..+ k2, = 0 por ser ¢ inyectivo, pero {z1,...,x,} C 3,
entonces k; = 0 para toda i = 1,...,n. Por lo tanto ¢(3) es Li.
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Entonces como ¢ : f — ¢(/3) es una biyeccion, tenemos que dim(Vy)

18] = ()] = dim(Wx). 0

3.6. Algebra con Graficas .

En esta seccion nos enfocaremos en estructuras algebraicas que estan re-
lacionadas con graficas y estudiaremos el espacio vectorial de ciclos asociado
a una grafica G sobre el campo Zs.

Definicion 3.42. Sea G una grdfica en la cual V(G) = {v1,...,v,} y A(G) =
{ar,...,a,} tales que |V (G)| = p y |A(G)| = ¢, definimos una 0-cadena de
G como una suma formal so = Y ey v donde V'(G) C V(G) y una 1-
cadena como una suma formal s1 =} ) o donde A'(G) C A(G).

Observemos que s} = sf, donde s} = >_ 4y @ ¥ ST = X can@ @ sty
solo si A'(G) = A”(G) (anélogo para las O-cadenas).

Definicion 3.43. Consideremos a s\ = Y ,ca(c)@ Y S| = Dpcane) @ 1-
cadenas y recordemos que la diferencia simétrica entre los conjuntos A y B
se define como: AAB = (A\ B)U(B\ A) = (AUB)\ (AN B), entonces
definimos:

sy +s)= E a.

a€A(G)AA"(G)

Por ejemplo si 8§ = a3 + a3 +a4 y s = a1 + ay + a4, entonces
sy + 8] = as + a3. Notemos que esta operacion “aditiva” es conmutativa
y asociativa. Mas atin, 0 = ), a funciona como un neutro (aditivo); esto

es, 0+ 81 =D pan(c) @ =51 =2 acynp @ =51+ 0.

Notacion 3.2. Denotaremos por S1(G) el conjunto de todas las 1-cadenas
de G y por So(G) el conjunto de todas las 0-cadenas de G.
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Como s; + s1 = 0, para cualquier s; € S1(G), S1(G) tiene estructura
de espacio vectorial sobre el campo Zsy. De hecho S;(G) = ZyA(G) el espa-
cio vectorial cuya base consiste del conjunto A(G). Si A(G) = 0, entonces
S1(G) = {0}. Similarmente notemos que Sy(G) tiene estructura de espacio
vectorial sobre el campo Zo, es decir, So(G) = ZV (G).

Dadas estas estructuras algebraicas, pasemos ahora a definir funciones
que las asocien:

Definicion 3.44. Definamos dos homomorfismos entre estos espacios vecto-
riales:

1. El homomorfismo dy : S1(G) — So(G) tal que,
» Sia=(u,v) entonces di(a) = u+v.
denominado homomorfismo (1 —0).
2. El homomorfismo dy : So(G) — S1(G) tal que,
v do(v) = ) €a;, donde ¢; =1 si v es incidente en a;.

denominado homomorfismo (0 — 1).

Ejemplo 3.13. Consideremos la siguiente grdfica G. Mostremos quienes son
el homomorfismo (1 —0) y el homomorfismo (0 — 1), para la 1-cadena
S1 = ay + as + a1 + aie y para la 0-cadena sy = vy + v3 + vg.

G
N
a1 a2 as
RPN
a4 as ag ay asg

KoAN

ag aio ail ai2 ais ai4q
Vg L ais \a/ aie \./ aiz A V11
V9 V10
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Entonces

d1(81) = dl(CL1 + as -+ a1 + a16)
= d1<(11) —+ dl(a5) -+ dl(au) -+ dl(alﬁ)
= (Ul + Uz) + (UQ + UG) -+ (Uﬁ + ’09) + (Ug -+ UlO)

= V1 + V10.

do(s0) = do(v1 + v3 + vg)
= do(v1) + do(v3) + do(ve)
= (a1 +az +az) + (ag + ag) + (as + ag + ar + a; + arz)
= a; + a3+ as+ ar + an + a.

Notacion 3.3. Escribiremos Z(G) para denotar Ker(dy), esto es, Z(G) es
el conjunto de todas las 1-cadenas tales que dy(s1) = 0.

Definicion 3.45. Una 1-cadena sy con di(s1) = 0 se denomina un 1-ciclo
de G y es considerado como un conjunto de ciclos ajenos por aristas. El
congunto de todos los 1-ciclos forman un espacio vectorial sobre el campo Zo
llamado el Espacio de ciclos de G. Pues si dy(s1) =0 y dy(s}) =0, enton-
ces dy(s1 + 8)) = di(s1) + di(s)) = 0. Notemos que todo ciclo, considerado
como conjuto de aristas, es un 1-ciclo.

Como se mencioné en la seccion de Algebra Lineal, en cualquier espacio
vectorial Vi sobre el campo X, un conjunto finito I C V se dice que es
independiente si ninglin elemento de I es una combinacién lineal de los
elementos de /. Un conjunto independiente méaximo 3 C V también es una
base (ver [24] pag 38). Esto quiere decir, que si v € V'\ 3, entonces fU{v} es
linealmente dependiente. Los espacios vectoriales S1(G) y So(G) tiene como
base a A(G) y V(G) respectivamente.
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Definiciéon 3.46. Una base de ciclos B.(G) de G se define como una base
para el espacio de ciclos de G que consiste unicamente de ciclos. El niumero
de elementos de una base de ciclos no depende de la base particular elegida;
la dimension del espacio de ciclos de G, es decir, el nimero de ciclos de la
base, lo denotaremos por B1(G) y se llama primer nimero de Betti.

Para la demostracion del siguiente lema haremos uso de la siguiente ope-
racion entre graficas:

Sea (G una grafica simple y consideremos un arbol generador T' de G,
entonces la operacion G /T consiste en contraer el arbol generador 7" a un
solo vértice y eliminar las aristas de éste. Obteniendo asi una nueva grafica
que consta de puros lazos (aristas que no pertenecian a 7T').

Ejemplo 3.14. Sea G la siguiente grifica y T un drbol generador de G (en
lineas mds obscuras).
G

(%) V3 Us

aq T G/T

i
U1 b Uy

Figura 3.1: La grafica G y la operacion G/T.

Lema 3.20. Si G es una grdfica coneza, entonces B1(G) =q—p + 1.

Demostracion. Sea T un arbol generador de G y consideremos G/T'. Entonces
G/T consiste de un tnico vértice y tantos lazos como elementos hay en A(G)\
A(T). Como cada arista que no estd en 7' genera un ciclo, tenemos que
B1(G) = By (G/T) = [A(G) \ AT =g — (p—1) —q—p+ 1.

[

Corolario 3.21. 5i G es una grdifica con w componentes conexas, entonces
Bi(G)=q—p+w.
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Ahora notemos otra demostracion del lema 3.20 que muestra la construc-
cion (B.(G) a partir de un arbol generador T' de GG. Primero mencionemos un
importante concepto:

Definicion 3.47. En una grdifica conexa G, una cuerda de un drbol gene-
rador T de G es una arista de G que no estd en T'.

Primero observemos que agregando cualquier cuerda a al arbol generador
T produce una grafica T'+ a con exactamente un ciclo, denotemos este ciclo
por C(T,a). En la Figura 3.2 se muestra una grafica G junto con un arbol
generador T (en lineas mas gruesas), aqui ai,as,as,as son cuerdas y los

ciclos independientes que forman son: C(T,a;) = {ay,as,a6},C(T,a2) =
{0/2, a7, e, a5}7 C<T7 CL3) = {a37 az, ag, Clg}, C(Ta CL4) - {a47 Qg, a’ll}-
G
aio
a1

Figura 3.2: Un arbol generador T' de GG, sus cuerdas y ciclos independientes.

Demostracion alterna al lema 3.20. Sea T' un arbol generador de G. Enton-
ces T tiene exactamente ¢ — (p — 1) = ¢ — p + 1 cuerdas y cada una de estas
determina un ciclo. Como los ciclos determinados son independientes (bajo
la diferencia simétrica), se sigue del hecho de que B1(G) < ¢ —p+ 1 que
Z (@) tiene una base de ciclos.

]

Teorema 3.22 (MacLane). Sea G una grifica conexa no trivial. Entonces
G es plana si y solo si existe una base de ciclos Cy,...,C, para G y un ciclo
adicional Cy tal que Cy = Cy + --- + C, y ningun puente de G esta en C;
para precisamente dos de los indices i, 0 < i < r (*). (Note que Cy puede ser
igual algin C;, 1 < j <r.)
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Demostracion. =] Supongamos que G es plana y tomemos C1, ..., C, como
las fronteras de las regiones finitas de un mapa M obtenido por dibujar en
el plano a G y Cy como la frontera de la cara infinita. Entonces C4, ..., C,
son independientes y Cy = Cy + --- + (.. Como cualquier arista que no es
puente esta en la frontera de exactamente dos regiones, tenemos el aserto.

<] Supongamos que se cumple (*). Primero mostraremos que G es plana
por induccién sobre el nimero ¢ de aristas de G. Si ¢ < 5, G es plana asi
que podemos asumir que ¢ > 6 y satisface (*). Si G consta tnicamente de
puentes, entonces GG es un arbol. Por lo que, podemos suponer que G tiene
una arista a = (u, w) que no es puente.

Suponemos, sin pérdida de generalidad, que a esta en Cy y Cy. Sea G' =
G — a. Consideremos los 1-ciclos O] = Cy + Cy, C; = C; (2 < j < 7).
Pretendemos que %, ..., C! forman un conjunto independiente de 1-ciclos
en Z(G') desde que Cs, ..., C, son independientes en Z(G). Mas ain, como
Bi(G') = Bi(G) —1 =r—1,1los Cf,...,C! forman una base de Z(G").
También,

Cl=Co+Ci=(Ci+---C)+Cr=Co+---+C,.

Por lo tanto, (*) se tiene para G’ y asi, por induccion, G' puede ser
dibujada en el plano.

Al agregar la arista a que une los vértices u y w, procuramos que no haya
cruces. 0



Capitulo 4

Las funciénes F, , xg y algunos
resultados necesarios.

En este capitulo abordaremos algunos Lemas que seran de gran importan-
cia para uno de los resultados mas importantes de este trabajo el Teorema
de Eliahou. Primero veremos un funcién conocida, la funcion Fvaluacion
(E,) y algunas de sus propiedades basicas. Desptuies abordaremos la funcion
caracteristica de un conjunto dado y notaremos la relaciéon entre ambas
funciones. Esto nos permitira tener una base firme para poder construir el
elemento pg asociado a la grafica G.

4.1. El elemento pg asociado a la grafica G.

En esta secciéon tnicamente mencionaremos lo que se pretende mostrar
con el elemento pg asociado a la grafica GG. Para ello consideremos a G =
(V(G), A(GQ)), una grafica cuyo conjunto de vértices es V(G) = {v1,va, ..., 0, }
y conjunto de aristas es A(G) = {(v;,v;)| {vi,v;} CV(G) i#j}.

Recordemos que una n-coloraciéon propia por vértices puede definirse me-
diante una funcion ¢ : V(G) — X, donde X tiene cardinalidad n, (Observa-
cion 2.6). Podemos considerar, particularmente, el caso n = 4 pues nuestro
trabajo se enfoca hacia las gréaficas que pueden ser 4-coloreables, hagamos
esto con el conjunto X = Gy x Gy, donde €y = ({—1, 1}, , 1) denota el grupo
abeliano multiplicativo. Entonces el correspondiente criterio algebraico en el
que nos apoyaremos lo describimos a continuacion:

Consideremos el siguiente Anillo cociente:

105
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Q[mla"'axnayly"'ayn]

Ay, = :
T ({a2 =121 i=1,...,n})

A la grafica G le podemos asociar un elemento pg € As,, como sigue:

PG = H (3 — iz — Yy — TiT;Yiy;)-
(’Ui,vj)EA(G)

Donde () denota la clase moédulo el ideal ({z? — 1,97 —1: i=1,...,n}).
Para lo siguiente escribiremos el elemento pg sin la barra superior, dando por
entendido que trabajamos sobre el ideal antes mencionado.

Expliquemos un poco por que pg se definié de esta manera. Primero
nos fijamos en el conjunto de 4 colores Cy x Cy. Buscamos un polinomio en
x1, X2, Y1, Y2 que nos detecte cuando dos elementos (ay, by) v (az, be) de Cy son
iguales o no.

Notemos el polinomio f = (1 + z1x2)(1 + 3192), evaluado en (x1,y;) =
(a1,b1) y (z2,y2) = (a2, bs), vale 4 cuando (a1, by) = (as,by) (pues a? = b? =1
coni = 1,2.) y vale 0 cuando no (porque en tal caso, ajas = —1 0 bjby = —1).

Entonces el polinomio g = 4 — f hace lo contrario: vale 0 sobre pares
iguales y 4 sobre pares distintos. Pero este polinomio g, no es mas que:

g =3— 212 — Y1Y2 — T1T2Y1Y2.

De esta manera uno de los motivos principales de este trabajo es mostrar
que el elemento pg € As,, tiene las siguientes propiedades bésicas:

1. G es 4-coloreable si y solo si pg # 0.

2. El término constante de pg es igual a 44@=IVIGI. P, (@), donde Py(G)
denota el polinomio cromético de la grafica G de sus 4-coloraciones
propias.
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4.2. El isomorfismo FE, y una propiedad funda-
mental de la funciéon ys.

Sea Gy = ({—1,1},%) como grupo multiplicativo. Sea K un campo de
caracteristica distinta de 2.
Consideremos el Anillo cociente:

Kz, ...,z
({22 —1,...;22 —1: i=1,...,n})

A, =

Este anillo se puede identificar, de manera natural, con el espacio vectorial
Map (€5, K) = {f| f: € — K}, de todas las K-funciones evaluadas en Cj.

En particular, vamos a considerar la representacion polinomial de la fun-
cion caracteristica Xz de los subconjuntos de CJ. Recordemos que, para
S C €} la funcién caracteristica x5 : X — {0, 1} esta definida por:

1 sia€e S

XS(O‘>:{0 sia ¢ S

Primero, cualquier f € A, proporciona una K-funcion evaluada en €}, de
la manera siguiente:

Sia=(ai,...,a,) € Ch, entonces f(a) € K se define como la imagen de
f bajo el homomorfismo:

f:A,—K

Ti—ao; t=1,....n

esto por la Propiedad Universal de los polinomios [19].
Asi tenemos la siguiente funcion:
Definicion 4.1.

E,: A, —— Map (€5, K)
E,(f)(a) = f(a) Ve A, & Yae €}
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Observacion 4.1. La funcion E, : A, — Map (C4,K) estd bien definida.

Para ver esto notemos primero el siguiente diagrama:

K[$11-~-7$n]

K—— K[z, ..., 2] — ({a2-1: i=1,..n})

eVa
Fvq

K
Donde
evy : Kz, ...,z — K
ZT; = Q;
K
E’Ua - [1'17' »In] K
{:ci—lz i=1,..., n}
€T; — a;

Esta bien definido ya que, ev,(z? — 1) = 0 pues o; € €y implica que
a=1parai=1,...,n.

Ahora del siguiente diagrama junto con el anterior podemos observar que
la funcién E, esta bien definida:

Klz1,..., Tn
K——K [1]1, . 71'71] E— {ﬁ_[l:l i:l,..].,n}

\ Evl
Map (€3, K)
Donde

x; — E,(z;)
Ev(xz)(al) =q; € GQL

i al o (17 —1)—0
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Observacion 4.2. A, = { LI x’?i my y Map (€4, K) son espacios

vectoriales sobre el campo K.

Klz1,..., Ty . .
Notemos que A, = =" [wgl—l 111 ..... T es Espacio Vectorial (ver [19]
v [17]). Ya que ({? —1,...,22 —1: i=1,...,n}) es Subespacio Vectorial
por que es ideal en K [zy,...,x,], por lo tanto A, Kl @n]

es Espacio Vectorial. Ahora Map (€4, K) es Espacio Vectorial por el ejemplo
3.12 del Capitulo 3 seccion 3.5.

Definicion 4.2. Definimos f, € A, por:

n

Joo = 21n [J +a)

=1

Para entender mejor la funciéon f, definida antes, veamos un ejemplo.
Sean a = (1,—1,1) = (a1, a9, 3) y o/ = (=1, —1,1) = (o}, o}, %) y sea

QLH 1+ azy)
= QL (1 4+ arxy) (1 + agzs) (1 + ages),
Entonces,
fa( ) 23 (1“‘0&10&1) (1+CY2(X2) (1—|—a3a3) =
213 1+ 1)@W) A+ (=1)(=1)) 1+ 1)1)) =
213(1 +1)(1+1)(141) = 213 (2)(2)(2) = 2—13(23) =1.
Por otro lado
fald) = 7 (1+ ) (1 + aacdy) (14 azay) =
= o (L (D) (4 (<D (1) (14 (1)(1)) =
1

= (- D+ D+ = 5O =0
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Lema 4.1. La funcion E, : A, — Map (Cy,K) definida anteriormente, es
un isomorfismo de espacios vectoriales sobre el campo K.

Demostracion. Notemos qué dimension tiene cada uno de estos espacios vec-
toriales y qué tipo de papel juega E, entre estos espacios vectoriales.

1. Para A, notemos que su base esta dada por
B = {u|u es un monomio libre de cuadrados en x1, ..., r,variables}.

Antes de observar que la dimension de A,, es 2™, mostremos que 3 es
una base para A,,.

Entonces veamos que [ es linealmente independiente, por induccion
sobre el nimero de variables de los monomios.

Sea
B = M, = {u|u es un monomio libre de cuadrados en x1,...,T,}
Base: M; = {1, x} es linealmente independiente, (ver [24]).

Hipotesis:  Supongamos que todo conjunto de monomios libre de cua-
drados con menos de n variables es linealmente independiente.

Por demostrar que M,, es linealmente independiente.
Consideremos f(z,) el polinomio en z,.

Demostremos que f(z,) = > anu = 0.

u€Mnp
En efecto, notemos que f(z,) = ho + hix, con ho,hy € K[zq,...,x,].
Ahora como {1, x,} son linealmente independientes en

(K (z1,...,2,)) [xs] (ver [19] y [17]), entonces hy = hy = 0, por lo tanto
M, es linealmente independiente.

Resta demostrar que M,, genera.

Notemos que un polinomio en xy, . . ., x,, variables, digamos: f(x1,...,x,)

es igual a ZueM a,u. Pero esto pasa porque z" = T si n es impar y
n

" =1 sin es par.

Esto concluye la prueba de que § = M, es base de A,,, entonces la
cantidad de monomios libres de cuadrados en zy, ..., x, incluyendo el
1 es 2™, es decir, |B| = 2™.
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2. La dimension de Map (C4, K) es también 2", pues, la base para Map (€4, K)
estd dada por las funciones caracteristicas x,) de todos los conjuntos
unitarios {a} C €4 (ver ejemplo 3.17 Capitulo 3 seccion 3.5).

Por lo tanto, inicamente necesitamos mostrar que x{} puede ser repre-
sentada por un polinomio para toda «, es decir, veamos la suprayectividad
de E, que nos sera de utilidad.

Sea f, € A, como se definié en 4.2:

fo = 1 H(l + ;)

De esta forma

B 1 siace{a}
Ev(fa)(Oé) - fa(a) { 0 sino = X{a}-
]
Como la base para A, estad dada por el conjunto
M, = {u|u es un monomio libre de cuadrados en x1,...,x,},

cualquier f € A, puede escribirse de manera tinica como: f = > . c(f, u)u,
donde ¢(f,u) € K para todo u y el coeficiente del monomio 1, lo denotaremos
por ¢(f,1) y se denomina término constante de f.

Observacion 4.3. Mostremos que Xs = D, cq X{a}-

Sea o € CF y sea S C C3, entonces, st a € 5,

Xs = (Z X{z}) (@) = xgp(@) = xgp(@) = 1

z€S z€S

pues o = z para algin z € S.
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Sia¢ S,

Xs = (Z X{z}> (a) = ZX{Z}(Q) = X{z(a) =0

z€S z€S

ya que o # z para todo z € S.

Lema 4.2. Dado S C C} y dada xs € A, la funcion caracteristica, entonces

=Y (Z 2inu<a>> "

u€M, \a€S

en particular, el término constante c(x,, 1) = 2%\5]

Demostracion. Si S consta tnicamente de un elemento o = (v, ..., ), en-
tonces el Lema 4.1 nos da la forma explicita x .} = 2% [T, (1 + agzy).

Desarrollando el producto de la féormula

n

1 1
Xz} = 5 H(l + ;) = on [(1+ a1z1)(1 4 agaa) - (14 any,)] =
=1

1

= 2—n[1+0z1x1+...+a1a2x1.:1:2+...+a1a2...oznxla:2...a:n] =
1

= on u(a)u.

u€My,

En el caso general, tenemos por la Observacion 4.3 que xs = > cq X{a}
y entonces se tiene que ¢(xs,u) = 55 Y_,cq u(@) para todo monomio u.

El término constante lo obtenemos de ¢(xs,1) = 5= > e @ = 5=|5|. O



Capitulo 5

Propiedades basicas de pg;.

Este capitulo muestra uno de los mas importantes resultados que se pre-
sentan en este trabajo: el Teorema de Eliahou, con el que podremos de-
terminar cuales son las propiedades bésicas de p¢:

= Notaremos que pg es la funcion caracteristica sobre el conjunto de las
4-coloraciones propias de G y

= demostraremos que pg # 0 si y s6lo si G es 4-coloreable, més atn el
término independiente de pg es 44V P (@).

A parte observaremos algunas caracteristicas importantes de pg.

5.1. p¢g y 4 coloraciones de una grafica G.

Primero notemos unos casos particulares de pg. Sea una grafica G =
(V(G), A(G)) tal que V(G) = {vr,... v} v AG) = {(vi,v5)[{vi,v;} C
V(G) i # j}. Asociaremos a G un elemento pg del Anillo cociente As,,
donde:

Qlz1, s xn Y1, - Ynl

de la siguiente manera:

PG = H P(vi,v;5) € A2n
(viyvj)€A(G)

AQn -

113
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donde p(y, ;) = 3—2T;— Yy —:;Y;y; € Agpn, para todo {v;, v;} C V(G).
Observacion 5.1. Si G tiene lazos, entonces pg = 0.

Demostracion.

Ploswr) = 3 = Tili = Yilfi — TililYilYi =
=3—al -y -2ty =3-1-1-1=0.

Ya que 27 = y? =1 en Ay,.
[

Observacion 5.2. Si G tiene aristas maultiples entonces pg = kpg, donde
k= 4°y c es la cantidad de aristas multiples de G.

Demostracion. Primero observemos para una arista multiple de G.

[Pwan]” = B =z = yiys — wizjyy,) 3 — zaw; — yiys — wijyiy,) =
=9 — 3w,w; — 3ysy; — 3Tiwysy; — 3T, + T7TT + Txsyys+
+ataiyiy; — 3y + Ty YLY; + g yy; — 3Tyt
+ ey + T yy; + ey =
=12 — 4wy — Ayy; — 4205995 = 40w 0;)-

Y como

/)G = H p(vi,vj)a (51)

(viv;)€A(G)

cada arista multiple serd contada como un factor 4 en el desarrollo de (5.1)
y por lo tanto pg = 4°p¢.
O

Por la observacién anterior, una multigrafica no serd relevante para el
desarrollo del trabajo, pues 4¢ es un factor distinto de cero.

Notemos también que todos los coeficientes de pg son enteros y todos los
monomios en pg tienen exponentes cuadraticos o uno.
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Ahora estamos listos para demostrar el Teorema principal de este capitu-
lo; pero antes mostremos todos los elementos que nos seran necesarios para
dicha demostracion.

Nuestra paleta de colores sera el grupo multiplicativo

F:C?gx(‘ZQ.

De esta manera podemos identificar el espacio de todas las 4-coloraciones:
Map (V(G),T) con T = (Cy x C3) X -+ X (Cy X Cy) de manera natural; a

J

'
n—veces

una buena 4-coloraciéon de G le correspondera cierto subconjunto P C I, a
saber el subconjunto de puntos s = (s1,...,s,) que satisfacen que s; # s;
siempre que (v;,v;) € A(G).

Notémoslo en el siguiente diagrama:

Map (V(G),T) —»T"

El — P
Donde Sy = {s: V(G) — I'| s es buena 4 — coloracion de G'}.

Por el Lema 4.1, Ay, puede ser identificado con el espacio Map (I', Q)
de las Q-funciones evaluadas en I'".
Bajo el isomorfismo:
E,: Ay, — Map (T™,Q)
f— E,(f)

definida como sigue: sea s = ((a1,71), - - -, (Qn, 1)) € T, EL(f)(s) = f(s) es
la imagen de f bajo el homomorfismo de anillos:
A2n - @
Ti = Q4

Yi — Vi Vi=1,...,n.
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Con esto pretendemos que, bajo esta identificacion, pg es esencialmente
la funcion caracteristica de las 4-coloraciones propias de G.

Lema 5.1. Sea G una grdfica cuyo conjunto de vértices es V(G) y conjunto
de aristas es A(G), entonces

pc =47 xp

donde xp es la funcion caracteristica del subconjunto P C I' de las 4-
coloraciones propias de G.

Demostracion. Sean v;,v; € V(G), entonces:

Ploioy) =3 = LTy — Yiyj — Tixyyiy; = 4 — (L + @) (1 + yiyy)-
Sea s = (81,...,8,) € ', con s; = (e, ;) € CoxCqy paratodai=1,...,n.
Entonces

_ _ 4 st (o) # (a5,75)
Ploswy) =4 — (L4 aioy) (1 +7i75) = { 0 si (i) = (o)
Como pg = H(UWJ,)GA(G) P(vsw;)> S€ tiene:

4lAGI ¢ s e P
—_ AlAG)]
pG(S) { O Si s ¢ P 4 XP-

5.2. Teorema de Eliahou

En esta secciéon mostramos el Teorema més importante de este trabajo
junto con un ejemplo para comprender mejor nuestro resultado. La impor-
tancia del trabajo consecuente radica en calcular el polinomio pg.
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Teorema 5.2 (Eliahou). Sea G una grifica con conjunto de vértices V(QG)
y conjunto de aristas A(G). Entonces:

1. G es 4-coloreable si y solo si pg # 0.

2. El término constante c(pg, 1) de pe es igual a 4977-Py(G). Donde Py(G)
denota el polinomio cromdtico de las 4-coloraciones propias de (5.

Demostracion.

1. Por el Lema 5.1, 441 . yp donde yp denota la funcion caracteristica
de las 4-coloraciones propias de G. Entonces yp # 0 si G admite una
4-coloraciéon propia.

2. Por el Lema 4.2 tenemos que c(xp, 1) = 272"|P| = 4~ V(©@I. P/(G). Por
el Lema 5.1, obtenemos que c(pg, 1) = 4A@I=IVGL. p (@),

O

Ejemplo 5.1. Una grdfica G, su polinomio cromdtico y el resultado de aplicar
el Teorema 5.2.

Sea G = K;

(%1

U3 V2

Calculemos Py(K3) = 4(4 — 1)(4 — 2) = 24 [Ver Seccion 1.4], entonces
JA@I-VO . py(G) = 433 . 24 — 24,

Por otro lado,

Prs = (B—212Z2 —y1Y2 —T122y1Y2) (B— 2123 —Y1Y3 — T123Y1Y3) (3 — T2Z3 — Y2 Y3 — T2L3Y2Y3),

donde el término independiente es:
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(prs, 1) = 3% + (—x120) (—2123) (—2223) + (—y192) (—11Y3) (—Y2y3)+

+ (—$1I2y1y2)(—xl$3y1y3) (—J;2x3y2y3) =

=27 + (—afx323) + (—yiyays) + (—2 sy vays)

=274 (=1) + (1) + (=1) =27 -3 =24.

que es el valor esperado.

5.3. Los automorfismos o, 7, 7» y algunos resul-
tados interesantes con c(pg,1).

Ahora mostraremos ciertas propiedades de ¢(pg,1) que ayudaran para
futuros resultados y nos permitiran estudiar mejor el comportamiento de p¢.

Definicion 5.1. Definamos el automorfismo o : As, — As, por

ox) =y 5 oly)) = Vi=1,...,n.

Definiciéon 5.2. Definamos el automorfismo 1 : As, — As, por

n(x) =z 5 n(y) =y Yi=1,... n.

Definicion 5.3. Definamos el automorfismo 1o : Ag, — Asy, por

To(rs) = (i) =xy Vi=1,...,n
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Lema 5.3. El elemento pg € As, es invariante bajo los automorfismos
0,71, Ty de Ay,.

Demostracion. Por la definicion tenemos que p(, .,y = 3 — TiTj — yiyj —
T;x;y;Y;, entonces:

L. U(P(vi,vj)) =3- Yi¥; — TiTy — YilYiTils = P(v;v5)>

2.

T1 (P(Ui,uj)) =3 — TiYiTY; — YiYj — Tk Yy =
= 3 — LYYy — Vil — Ty =
=3 = Ty — Yilj — Tili = Plos;)s

3.

Tz(/)(ui,vj)) = 3 — L) — YTy — TiTiTY Y =
=3 — TyTy — LikYiy; — TSy =
=3 = 1% — TikYiY; — Yil¥j = Plus,vy)-

Como

PG = P(vi,v5)
a:(viﬂ}j)
acA(G)
el resultado se sigue inmediatamente.
O

A continuacién veremos que el término constante de pg tiene el méximo
valor (absoluto) entre todos los coeficientes de pg. Denotaremos por My, al
conjunto de monomios en As, que en el Lema 4.1 vimos que este conjunto
es una base para A,,, entonces escribiremos cualquier f € A, como f =

ZueM2n c(f,u) - u, donde c(f,u) € Q VYu € Msy,.
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Lema 5.4. Para toda u € Ms,, se tiene:

|clpa, w)| < clpa, 1).

Demostracion. Por el Lema 5.1 tenemos que pg = 44! . yp, donde yp es
la funcién caracteristica de las 4-coloraciones propias de P C I' de GG. Por
el Lema 4.2 y el Teorema 5.2 se tiene que:

c(payu) = AHOVEOL S y(q) y e(pg, 1) = dACI-IVOL. py(q).

acP

Como cada u(a) = £1, para todo u y o y ademés Py(G) > 0, tenemos la
afirmacion. O

Proposicién 5.5. Sea G una grdfica. Para cualquier v;,v; € V(G), se tiene:

1
—§C(PG> 1) < clpa, zizj) < c(pa, 1)

Mis ain, si a = (v;,v;) € A(G), entonces c(pg, zx;) = —c(pa, 1).

Demostracion. Sea G’ la gréafica obtenida de G identificando los vértices v;
y v;. Entonces pgr es obtenido por la identificacion de x; = z; y y; = y; en
pa- Considerando tinicamente los términos constantes, se sigue que:

c(per, 1) = clpa, 1) + clpa, xiz;) + c(pa, viy;) + c(pa, ©ix;y:y;)-

Por el Lema 5.3, que en otras palabras indica que pg es un polinomio
simétrico [Ver Seccion 2.2| respecto a los automorfismos o, 71 y 72, obtenemos:

c(per, 1) = clpa, 1) + 3 - c(pg, rix;) (5.2)
Como ¢(per,1) > 0, se sigue de (5.2) que ¢(pg, z;2;) > —3c(pa, 1).

Por otro lado y por el Lema 5.4, ¢(pq, z;z;) < c(pa, 1).
Es decir —3¢(pe, 1) < c(pa, wix;) < ¢(pa,1).

Supongamos ahora que a = (v;,v;) € A(G). Entonces G’ tiene un lazo
y por la Observacion 5.1, pe = 0 y concluimos de 5.2 que c¢(pg, xiz;) =
_%C(pGa 1) [
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Observacion 5.3. Sea G una grdfica, entonces:

1. c(pg,zix;) = —3c(pa,1) siy sdlo si toda 4-coloracion propia de G
asigna distintos colores a v; y vj, donde v; y v; son vértices arbitrarios.

2. c(pg,vixj) = c(pa, 1) siy solo si toda 4-coloracion propia de G asigna
el mismo color a v; y v, donde v; y v; son vértices arbitrarios.

Demostracion. Sea G = (V(G), A(G)) una grafica y pg su polinomio aso-
ciado, entonces:

1. De la Proposicién 5.5, la hip6tesis sobre v; y v; nos dice que la grafica
contraida G’ no es 4-coloreable, por lo tanto del Teorema 5.2, ¢(pgr, 1) =
0y de la ecuacion (5.2) concluimos que ¢(pg, z;z;) = —5c(pa, 1).

2. La hipétesis sobre v; y v; nos dice que las graficas G y G’ tienen el
mismo nimero de 4-coloraciones propias, es decir, Py(G) = P,;(G’). Por
otra parte, G y G’ tienen el mismo numero de aristas, pero G’ tiene
un vértice menos que G. Por el Teorema 5.2, ¢(pgr, 1) = 4 - c(pg, 1).
Entonces de la ecuacion (5.2) tenemos:

c(per, 1) = clpa, 1) + 3 - cpg, wix;)
4-c(pa,1) = clpa, 1) + 3 - c(pa, ziz;)
c(pa,1) = clpa, ;).

Para concluir esta Secciéon mencionaremos la siguiente observacion de la
reducciéon de pg modulo 3.

Observacion 5.4. Si reducimos todos los coeficientes de pg modulo 3, obte-
nemos un elemento

(viv;)EA(G)
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Sea Zs el campo con 3 elementos, entonces el anillo

ZB [xlw s Ty Y1,y - - 7yn]
({22 = 1,y2 —1)i=1,...,n})
tiene las mismas propiedades bdsicas de pg, por nombrar la mds importante:

A2n =

1. G es 4-coloreable si y solo si pg # 0.



Capitulo 6

Primer calculo del término
independiente de p;.

Aqui enfocaremos nuestra atencion en el célculo de ¢(pg, 1) mediante el
dasarrollo de pg pero estudiandolo apartir de las subgraficas de G y veremos
la relacion de este término con el llamado primer nimero de Betti. Para ini-
ciar y como en el Capitulo 3 seccion 3.6 definimos lo siguiente:

Notacién 6.1. Consideremos a Zo el campo con dos elementos y dado un
conjunto R, denotamos por ZoR el espacio vectorial sobre Zo con base R. Ast
que los elementos de ZoR son combinacion lineal de los elementos de R.

Sea una grafica G = (V(G), A(G)), consideremos el siguiente homomor-
fismo entre los espacios vectoriales Zo A(G) y ZoV (G):

a = (v;,v;) — v; + v, Va € A(G).

Observacion 6.1. La dimension del Kernel de d (Ker(d)), es llamado el
primer numero de Betti de G, denotado por B1(G).

Veamos que todos los elementos que estin en Ker(d) son los ciclos de G.

Sea G la siguiente grdfica, cuyas aristas son: a; = (v1,vs), ag = (v1,v3), a3 =
(v2,v3)

123
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G
U1

a3 ai

U3 (%)
az

Entonces como d es homomorfismo de Espacios Vectoriales, tenemos:

d(a1 + as + ag) = d(al) + d(az) + d(ag)
= (Ul + UQ) —|— (Ul + Ug) + (UQ —|— Ug)
:2U1—|—2?}2+2U3 :2(7}1+U2+U3) =0

pues 2(vy + vy + v3) € ZV(G).
Con este ejemplo hemos visto que los ciclos pertenecen a Ker(d).

Por lo tanto, tenemos por el Teorema 2.12 [Ver Seccion 2.1] y por la
seccion 3.6 que la cantidad de ciclos de G estd dada por: ¢ — p + w, donde
q =|AG)|, p = |V(G)| y w es la cantidad de componentes conezxas de G.

Ast que dim(Ker(d)) =q—p+w.

Consideremos H" ={ H|H es subgréfica positiva de G} y como antes defi-
nimos Zy A(G), entonces existe F' una biyeccion entre estos dos conjuntos, de

la siguiente manera:

Donde H = (V(H), A(H)) es subgréfica positiva de Gy > csmya €

Z,A(G).
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Observacion 6.2. Notemos que bajo esta biyeccion y la Observacion 6.1, las
subgrdficas de G correspondientes al Ker(d) son exzactamente los ciclos de G.

Lema 6.1. El nimero de ciclos de una grdfica finita G es igual a 251
(Considerando la subgrdfica vacia).

Demostracion. Recordemos que las subgraficas positivas o subgraficas indu-
cidas por aristas de G estan determinadas por el conjunto de aristas. Asi
por la observacion 2.3, la cantidad de subgréficas positivas de G es 2. Como
estamos considerando las subgraficas positivas pares, es decir, los ciclos de GG

determinados por las aristas tenemos que esto es 251(%),
m

Con este Lema concluimos las observaciones preliminares.

Recordemos que tenemos asociado a G un elemento pg del Anillo A,,.
También recordemos que si f € As,, denotamos por ¢(f, u) el coeficiente del
monomio u para la funciéon f.

Nuestro trabajo ahora se centra en el célculo de ¢(pg, 1). Como un paso
intermedio en el cédlculo de este término, necesitamos calcular el término
constante del elemento:

(1 + l’il'j) c An:
a=(v;,v;)€A(G)

asociado a G.

Para la demostracion del siguiente Lema desarrollaremos el elemento
o=, o) a1+ ziz;) asociado a Gy mostraremos su relacion con B (G).
Asi que primero veremos un ejemplo para entender mejor las propiedades de
éste.
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Sea G la siguiente gréfica,

U1

U3 V2

entonces,

H(l + QTZ'QZJ') =1+ T1T9 + ToX3 + T1X3 +
acA(G)

+ T7Tox3 + 112573 + 117975 + 237575 ... (6.1)
= 22129 + 22923 + 221203+ 2 =
=2 (l’lfL‘Q + Tol3 + T1T3 + 1) =0

Con este ejemplo saltan a la vista dos propiedades importantes de

HaeA(G)<1 + 2i%5);

1. Los monomios formados por el desarrollo del producto son los posibles
subconjuntos de monomios en xy,. .., x, variables (ver (6.1)) y

2. el producto es cero si G contiene ciclos. De estas observaciones podemos
enunciar el siguiente Lema:
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Lema 6.2. 5i: G = (V(G), A(G)) es una grifica y B1(G) el primer nimero
de Betti de G, entonces

c ] @+may), 1| =22,
a=(v;,v;)€A(G)

Demostracion. Desarrollando el producto, tenemos:

H (1+ zx;) Z H ;%)

a=(v;,v;)€A(G) H)CA(G) A(G

Asi, tomando términos constantes, obtenemos:

c H(l—l—mixj),l = Z c H(xixj),l (6.2)

a€A(G) AH)CAG)  \AG)

Ahora dado A(H) C A(G) el monomio asociado [],c sz (wiz;) = 1 siy
solo si la subgréfica inducida H de G determinada por A(H) es un ciclo. Asi,

1 si H es un ciclo
c H(xlx]) 1] = { 0 sino (6.3)
ac€A(H)

Entonces por (6.2) y (6.3) y el Lema 6.1 concluimos que

c H(l +xx;), 1 | =229,
a€A(G)

Ahora mostraremos el principal resultado de este capitulo.
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Teorema 6.3. Sea G = (V(G), A(G)) una grdfica simple finita, entonces

c(pa,1) = Z (_1)Q’ . 4@=a")+BiL(GIAH)])
A(H)CA(G)
Donde, AH) C A(G), |A(H)| = ¢ y GIA(H)] denota la subgrafica indu-
cida por A(H).

Demostracion. Sea a = (v;,v;) € A(G). Como

pPc = Hpa

acA(G)
donde

Pa = Ploiw;) =3 = Tilj = Yilj — TiljYiYj
=4 — (14 zz;) (1 + yiy;).

Entonces desarrollando el producto

pa =[] 4= 0+ ;) (1 +viyy)
acA(G)

obtenemos,

po=y AWGHEAIDIC )AL TT (14 ma))(1+yyy)  (6.4)
A(H)CA(G) acA(H)

Ahora, observemos que

C( 1T (1+f€¢f'3j)(1+y¢yj)a1> C( 11 (1+xi93j)71) 'C< 11 (1+y¢yj),1)

a€A(H) €A(H) a€A(H)

acA(H)

Esto por la simetria de [[(1 + x;z;) y porque si v es un monomio en las
variables x; y v es un monomio en las variables y; tal que uv = 1, entonces
u=wv = 1. Asi, tomando términos constantes en (6.4), obtenemos:
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2

panl)= S AH@OEAMIC A e | TT (14w 1 || =

A(H)CA(G) a€A(H)
= Z 4\A(G)I—|A(H)I(_1)|A(H)\ . 4 B1(GIA(H))) por el Lema 6.2
A(H)CA(G)

Donde, G[A(H)] es la subgrafica inducida por aristas de G’ determinada
por A(H).
[l
Corolario 6.4 (Whitney). Sea G = (V(G), A(G)) una grifica simple, en-
tonces

PG = 3 (—1)7 - 4 mCiAn)
A(H)CA(G)
Donde, A(H) C A(G), |A(H)| = ¢ y G[A(H)] denota la subgrdfica indu-
cida por A(H).
Demostracion. Por el Teorema 5.2, Py(G) = 4V(I=1AGl¢(pg, 1). Utilizando
el Teorema 6.3 obtenemos,

Py(G) = AV (@)-AG)] Z AA@=[AMH)] (_1)|A(H) . 4B1(G[A(H)))
A(H)CA(G)
— Z (_1)|A(H)\ AWV (@)=AH)|+B1(GA(H)])

A(H)CA(G)

]

Con el mismo argumento de la demostracion del Corolario anterior, po-
demos tener la formula de Whitney para el caso general,

Py(G) = Z (=1)7 . gr=aTBUCIAED)
A(H)CA(G)
De hecho, es suficiente probar la férmula para d = 2™ V m € N, ya que
P;(G) es un polinomio. Para el valor d = 2™, reemplazamos la paleta de
colores €y x €4 por (C5)™, el Anillo As, por el Anillo
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Qlzi] 1 <i<n1<r<m]

A = @ 1)

y el original pg por

pe = H (2m — H(l + :Uir«rjr>> .

a€A(G) r=1

Asi, la misma prueba antes mencionada funciona para este resultado méas
general.



Capitulo 7

Segundo calculo del término
independiente de p;.

En el capitulo pasado, calculamos ¢(pg, 1) por desarrollo de pg respecto
a sus subgraficas inducidas por aristas y con el producto

1T 4+ @)+ viyy).
acA(G)

Aqui, desarrollaremos el producto pg = [],c 4 (3—2ix; —yiy; —xix;y:y;)
por "fuerza bruta". El resultado nos proporcionara una nueva féormula para
Py(G), el cual se vera en la seccion de hipergraficas.

Primero definamos algunos elementos necesarios y notaciones que utiliza-
remos en este Capitulo.

Notacion 7.1. Map*(A(G), Az,) denota el conjunto de todas las funciones

I* 1 A(G) — Aoy,

que satisfacen la condicion:

I*(a) € {3, —zixj, —yiy;, —viz;uy; 1 YV a= (v;,v;) € A(G).

Con la definicién anterior tenemos la siguiente observaciéon sobre

PG = H (3 — mixj — yiy; — Tix;Yiy;)
acA(G)

131
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Observacion 7.1. Desarrollando el producto

HaeA(G)<3 — TiT; — YiY; — TiT;Yiy;) obtenemos

o= > I rw@ (71)

I*eMap*(A(G),A2n) a€A(G)

Observemos que el término HaeA(G)l (a) es un monomio con algin coe-
ficiente.

Lo siguiente es identificar los componentes . Map (AG), Asn) Y [1.c AG) I*(a)
por separado y por ultimo juntar todos los términos en (7.1) que contribuyan
para el término constante de pg.

Notaciéon 7.2. Denotaremos porg al grupo abeliano (ver ejemplo 3.4 Capi-
tulo 3 seccion 3.2):

G={1,7,y,2y| 2> =¢* =1}

Notacion 7.3. Dado un conjunto B, denotaremos por GB ¢l grupo multipli-

cativo de todas las funciones | : B — G. (ver ejemplo 3.5 Capitulo 3 seccion

Definicion 7.1. Dado [ € GB, definimos Sop(l) = {b € B|1(b) # 1}. Deno-

taremos por s la cardinalidad del soporte de l, es decir, s = |Sop(l)].

Ahora notemos que existe una biyeccion natural [ «— [* entre GAG) y
Map*(A(G), Ayy,) definida de la siguiente manera: Si a = (v, v;) € A(G)

1 < [I*(a)=3
r <= l"(a) = —x;z;
l = B 7.2
(a) y = (a) = -y, (7.2)
ry <= *(a) = —ziz;y:y;
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Atn asi la correspondencia entre [ y [* puede ser expresada en una forma
més util, considerando el homomorfismo:

O - §4>M2n
¢i(x) = 4
oi(y) = vi Vi=1,...,n

Usando este homomorfismo, la correspondencia [ «— [* se traduce como
sigue: Si a = (v;,v;) € A(G)

cin | —(¢i-95)ol(a) sia € Sop(l)
r@ = e =5 g Sond 73

Observemos la correspondencia (7.3). Sea | € G4® vy  Sop(l) =
{a € A(G)| l(a) # 1}, entonces

1. Sil(a) = =, entonces —(¢; - ¢;) ol(a) = —(¢s - ¢j)(z) = —(¢i(x) -
¢j(x)) = —x;x; = I*(a) por (7.2).

2. Sil(a) =y, entonces —(¢;-6;)0l(a) = —(d:0;)(y) = —(i(y)-¢5(y)) =
—y;y; = *(a) por (7.2).

3. Sil(a) =y, entonces —(¢; - ¢;)ol(a) = —(¢i - ¢;)(xvy) = —(i(zy) -
¢j(zy)) = —(9i(z)i(y) - ¢;(2)d;(y)) = —wizjyiy; = I*(a) por (7.2).

L Sil(a) =1, entonces 3(d;-6)0l(a) = 3(gr-6)(1) = 3(n(1)-65(1)) =
3:-1-1=3=10"a) por (7.2).

El siguiente Lema nos proporcionara una forma para el producto [ [, e (a).
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Lema 7.1. Sea I* € Map*(A(G), Azn) y sea | € GO la etiqueta corres-
pondiente para I* por (7.8), entonces

Hl =K-Uu

a€cA(G)
donde,
k= (-1)"-3"7"€Q
)
u=TT (@) ola) € My,
acA(G)
Demostracion.
1 r@= 1] { —(¢i-¢;)0l(a)  siae Sop(l)
a€A(G) WEA(G) 3(¢i - ) ol(a) =3 siag¢ Sop(l)
= (_1>|Sop(l)| H (¢ - ¢j) ol(a) - 314(G)|~|Sop(D)]
acA(G)
= (=1)r Ol 3RO H (i - @) o l(a)
a€A(G)
pu— I{/ . u

Ahora deseamos ir mas lejos estudiando el monomio

u= ] (¥i-¢,)0l(a)
ac€A(G)
asociado a un [ € QA(G> dado.

Consideremos GV(9), el conjunto de todas las funciones [ : V(G) — .
Existen dos funciones naturales que involucran a G¥(@
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Definicion 7.2. Dada una grifica G = (V(G), A(G)) definimos:
1. El homomorfismo frontera:
9 : G — gV(@) (7.4)
definido por (1)(vi) = T, ja=(oivpyeae @) V1€ GAD y v € V(G).
2. El homomorfismo de inmersion:
U: GV < M,, (7.5)

definido por U(l) = HviEV(G)(¢i(Z(Ui>>) VieGV@,

Lema 7.2. Seal € 9A<G>, entonces

[T (@05 olla) =U0) € My,

a=(v;,v;)€A(G)

Demostracion. Reagrupando términos, tenemos

[T (@epet= 1] o | JI U

a=(v;,v;)€A(G) v, eV (GQ) vila€ A(G)
= H ¢; 0 O(1(vy)) por definicion de 0.
v, €V (Q)
=U(0(1)). por definicion de U.

]

La composicion U o 0 : GAG) _, M, para este trabajo juega un papel
importante, asi que introduciremos lo siguiente:
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Definicién 7.3. Un monomio u € My, se dice que es representado por la
etiqueta | € G4 siy solo si U(O(1)) = u.

Ejemplo 7.1. Algunos ejemplos de monomios representados:

Sea G la siguiente gréfica,

G
a1
U1 V2
az Q4
Qs as
'U5 A ’U3
Qg

y sea u = T1X3Y1Y2Y4Y5, entonces u es representado por la siguiente eti-
queta:

Pues, por el Lema 7.2 sabemos que U(9(1)) = [1,— (s, 0,)ea(c) (i - ¢5) 0 Ua)
asi:
sea | € GA© dada por

l: AG) — §
aq _— X
ao — Ty
as =y
Qy — 1
as +—— 1
Qg _— X
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Entonces,

(01 - b;) o (I(

s
—_
~—
~—

(i - @) o (I(az)) = (¢i - &) o (I(va, v5))
= (¢2-¢5) 0 (I
= ¢2(l(az)) - ¢5(I(az))

= ¢2(3?y) : ¢5(3:y) = T2Y2 * T5Ys = T2T5Y2Ys.

(¢ - ¢5) o (I(az)) = (¢ - ¢;5) o (I(v1,v4))
= (¢ - ¢a) o (I(a3))
= ¢1(l(a3)) - pa(l(az))

= ¢1(y) - ¢4(y) = Y1 - Ya = Y1Ya.
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—
&
<0
~—
@)
—~
o~
—~
)
(=2
~—
~—
I
—~
<
T
S-
<.
~—
¢}
—~
o~
—~
<
w
<
ot
~—
~—

Por lo tanto

U(o(l)) = (01 - ¢;) o l(a)

a=(v;,v;)€A(G)
= T1%2 - LaX5Y2ys - Yaya - 1 - 1 - 235

= x1x§x3x§y1y2y4y5 = T123Y1Y2Y4Ys = U.

Los siguientes monomios, v = T1T9T3T5Y1Y2 Y W = T1T4Y2l4 SON TEpre-
sentados por las siguientes etiquetas en G respectivamente.

Con las observaciones y resultados anteriores tenemos la siguiente Pro-
posicion:



139

Proposicion 7.3. El elemento pe asociado a G estd dado por:

pa=3 3 (=3) - UOW)

1€GA(G)

Demostracion. Por (7.1) tenemos,

PG = Z H I*(a).

I*eMap*(A(G),A2,) a€A(G)

Donde la suma se extiende sobre todas las I* € Map™(A(G), Aay,). Usando
el Lema 7.1 y Lema 7.2 en el dasarrollo de (7.1), podemos reemplazar el
término

H I*(a) por
a€A(G)

3A@)] . <_%)|Sopa> U)).

Dirigimos ahora nuestra atencion en calcular el término constante de pg.

Proposicién 7.4. El término constante de pg estd dado por:

oo ) =3 3 (—3)"

leKer(0)

Donde Ker(0) es el Kernel del homomorfismo frontera 0.

Demostracion. Por la Proposiciéon 7.3 tenemos,

clpa,1) =3NS (O (o), 1)

1€54(%)
Ahora, como U(9(l)) es un monomio, tenemos

1 siU@() =1

0 en caso contrario

(U(O(0), 1) = {
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Mas atin, como U : §V(©) < M, es una inmersion, tenemos que U(8(1)) =
1 siysolosio(l) =1.
Por lo tanto

1
— 3lA@)] _ Z)\|Sop@)]
clpe, 1) = 34O YT (sl
leKer(0)

O

R El resultado anterior nos fuerza a calcular el Kernel de 0 : 9A<G> —
GV(@), Para conocer la respuesta a {qué es Ker(d)?, tenemos que éste, esta
cercanamente relacionada con el Kernel de la funcién:

d: 7:A(G) — ZV(QG)

Ya mencionada en el Capitulo 5.
Recordemos que los elementos en el Ker(d) corresponden biyectivamente
con los ciclos de G, via la funcién

fiH— Y a €ZA(G)

ac€A(H)

Donde H = (V(H), A(H)) es cualquier subgrafica positiva de G.

Con esta informacion estamos listos para definir lo que es una base de
ciclos bajo este contexto (comparando con la informacioén presentada en el
Capitulo 3 seccion 3.6). Este concepto nos sera de utilidad para los resultados
consecuentes, principalmente para el trabajo con hipergraficas y después con
el desarrollo de algunos ejemplos para el calculo de pg.

Definiciéon 7.4. Una base de ciclos para la grifica G es un conjunto

Be(G) ={C4,...,C.}

de ciclos inducidos por aristas de G, tal que f(CY),..., f(C,) constituye una
base del Kernel de d : ZsA(G) — ZoV(G). Por supuesto, r = B1(G), el
primer numero de Betti, por definicion.
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Definicion 7.5. Una base de ciclos B.(G) = {C},...,C.} es estdndar si
C; € B.(G) i=1,...,r tiene una arista a que pertenece a C;, pero no perte-

nece a otro C; € B.(G) j # i.

Observacion 7.2. Notemos que una base de ciclos estandar siempre existe.
Ya que si elegimos un bosque generador (mdximo) F en G, tenemos que
|A(G) \ A(F)| = B1(G). Denotemos por C* al ciclo generado por la cuerda
a, entonces cualquier arista a € A(G) \ A(F) genera un unico ciclo C* de
G, cuyas aristas son a y la trayectoria en F' que une los extremos de a. La
coleccion {C},c yapacry €5 una base de ciclos estdndar.

Ahora, dada una base de ciclos (.(G) para G, hay una funcién natural

B(G) a
b/
S 3:(G)
HCeﬁg(G) Z(C)

definida por,

@)= T[] 10 (7.6)

Cepé(G)

Donde | € §%© 4 € A(G) y f4(G) denota el conjunto de todos los
C € 5.(G) que contienen a a como arista.

Advertencia 1. En la demostracion del siguiente Lema la interpretacion
de ”17 depende del contexto en donde se encuentre, es decir, el 17 puede
representar el morfismo trivial, el elemento neutro de G, etc.
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Lema 7.5. Sea B.(G) cualquier base de ciclos de G. Entonces la sucesion

1 —s gﬁc(G) RN gA(G) AN gV(G) -1
es exacta.

Demostracion. Sea [.(G) = {Ci,...,C,}. Podemos suponer que (.(G) es
estandar, ya que 8C(gﬂc(G)) no depende de la base particular de ciclos elegida.
Asi, existen aristas ay,...,a, in A(G) tal que a; es arista de C; si y solo si
1 = 7. El punto clave es que, para cualquier [ € QMG), tenemos

(3:(D)(a;) = 1(C)) Vi=1,...7, (7.7)

por definicion de O..
Todavia tenemos cuatro afirmaciones que probar:

1. 0. : QBC(G) — QA(G) es inyectiva.
Sea | € §%(@ que satisface 9,(1) = 1. Por (7.7), 1 = (9.(1))(a;) = (C)
Vi=1,...,r, por lo tanto, [ = 1.

2. 000, =1.

En efecto, sea l € GP(@) Podemos descomponer [ como [y -...-l,. donde

UG sii=
li(cﬁ)‘{ 1 sii#j

Ahora es suficiente probar que (0o d.)l; =1, Vi =1,...,r. Bien,
para toda a € A(G),

| UC;) siaes una arista de C;
<8C<li>>(a) o { 1 en caso contrario.

Como C; es un ciclo de G, vemos que para cada vértice v € V(G),
hay un nimero par (0 o 2) de aristas que son etiquetadas [(C;) bajo ;.
El resto de las aristas quedan etiquetadas con 1. Asi, (00 0.(1;))(v) =
[lea(0c(li))(a) =1 Vv e V(G),lo que concluye esta parte.
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3.8 1 € GAO cumple que 9(l) = 1, tenemos que ver que existe una
I' € G tal que 0.(I') = I. En efecto, vamos a definir I’ por

l/(CZ) :l(ai), Vi = 1,...,7’

Afirmamos que 0.(I') = [. Haciendo h = [ - 0.(I'), queremos mostrar
que h = 1.(Ver Ejemplo 3.5 Capitulo 3 secciéon 3.2) Como GAG) es un
grupo donde cada elemento es autoinverso, 0.(I') = [ es equivalente a
probar que [ - J.(I') = 1.

Primero, 0.(h) = 0.(1) - 0:(0.(I')) = 1. Ahora, por (7.7) y por definiciéon
de I, tenemos que h(a;)) =1 Vi=1,...,r. Por lo tanto,

Sop(h) C A(G)\ {aq,...,a,} (7.8)

Sea ahora H = G [Sop(h)] la subgrafica inducida por aristas de G deter-
minada por el Sop(h). Entonces H es un bosque, porque cualquier ciclo
en H seria un ciclo en G y asi contendria una de las aristas aq, ..., a,;
pero esto esta prohibido por (7.8).

Ahora queremos probar que H es vacia. Si esto no fuera cierto, H
contendria un vértice vy de grado 1 en H. Asi, todas las aristas en G
que inciden en v, serian etiquetadas con 1 por h, excepto tinicamente
una arista a con h(a) # 1. Se seguiria que d.(h)(vg) = h(a) # 1, lo que
es una contradiccion. Pues 0.(h) = 1.

Por lo tanto H es vacia y asi tenemos que 0.(I') = .
4. 9 : GAO) —, GV(D) eg suprayectiva.

Por el primer Teorema de isomorfismos (ver [12]) tenemos:

entonces
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Una primera consecuencia del Lema 7.5 es una caracterizacion de la ima-
gen de U 0 9 : MY — M, cuando G es conexa.

Notacion 7.4. Denotaremos por Mgn el subgrupo de My, que consiste de
todos los monomios bi-pares, es decir, las varibles x's y y's que aparecen en
un monomio aparecen una cantidad par en éste.

Proposicion 7.6. Si G es conexa, entonces la imagen de U o O : GAG)
Moy, es igual a M3 .

Demostracion. Primero notemos que la Img(U o 9) esta contenida en M}
por definicion de U y de 0. Para la otra contencién, sea T un arbol generador
de G. Como |A(T)| = p — 1 se sigue que GAT) s un grupo de orden 22(°—1),
por definicién. Por otro lado la restriccion

Uo 3IQA(T> : 9A(T) . QV(G)

es inyectiva por el Lema 7.5. Como U : GV(® — My, es también inyectiva,
concluimos que U o 9 <9A(T>> es un subgrupo de M$ de orden 22?~1. Pero

esto es precisamente el orden de Mgn. Asi, Uod <QA(G)> =Uo0 (gA(T)> —
MQOn.
O

Ahora demostraremos el principal resultado de este Capitulo.

Teorema 7.7. Sea G = (V(G), A(G)) una grdfica simple finita, con conjunto
de vértices V(G) = {v1, -+ , v}, conjunto de aristas A(G) y base de ciclos
Be(G). Entonces,

1\ [Sop(@ ()|
e =3 ¥ () .

ZEQ’BC(G)
donde 9, : G%(©) — GAC) s la funcion definida en (7.6).

Demostracion. Por la Proposicion 7.4 y por el Lema 7.5 que muestra que
Ker(0) = 0.(G%(@), tenemos el aserto. O
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7.1. Hipergraficas.

Lo siguiente es tratar el resultado del Teorema 7.7 y las funciones de par-
ticion en los modelos Spin para graficas (utilizados también en la interaccion
con la mecénica estadistica). De esta manera reformularemos el Teorema 7.7
en términos de funciones de particion sobre hipergrdficas.

Definicion 7.6. Una hipergrdfica $) es una pareja (V($)), A($)), donde:
1. V(9) es un conjunto finito de elementos llamados vértices;

2. A(9) es un conjunto no vacio de subconjuntos {A, ..., A,} de V(9)
llamados hiperaristas.

Bajo la definiciéon anterior notamos que las graficas son un caso particular
de hipergraficas.

Ejemplo 7.2. Una hipergrdfica $ = (V(9), An(9)), donde
V(ﬁ) = {Ula V2, U3, U4, Us, Vg, U7, U8} y
A9) = {A1 = {v1,ve,v3}, Ay = {ve, s}, A3 = {v2, vg, v5, 07}, Ay = {v6}}

Definiciéon 7.7. El grado de un vértice v en una hipergrifica $ es §(v) =

|{A; |v € A;}|. De esta forma podemos ver del Ejemplo 7.2 que 6(vi) =1y
(5(’(]2) =3.

Definicion 7.8. El tamano de las hiperaristas o grado de las hiper-
aristas en una hipergrdafica $) es |A;|, |Asl, ..., |A4| y lo denotamos por k(A;)
para cada i. Asi del Ejemplo 7.2 tenemos que k(A;) =3 y k(Ay) = 1.
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7.1.1. Modelo spin para graficas.

El siguiente material es tomado del libro “Interaction models” [30] y
del Articulo “Graph invariants related to statistical mechanical mo-
dels: examples and problems” [34]. Lo que se propone en esta seccion
es dar otra formulacion del Teorema de Eliahou para gréficas planas, pero
ahora utilizando modelos spin para hipergréficas.

Primero definimos un modelo spin para una grafica, posteriormente el
Modelo de Vértices para graficas, que nos sera de utilidad para comprender
mejor el Modelo para hipergraficas.

Definicién 7.9. Un modelo spin para una grifica G es una tercia Mg =
(X, N\, A), donde X es un conjunto finito, A es un Anillo conmutativo y

A X xX —A
es una funcion simétrica.

Los elementos de X son llamados “spins” o “colores”, denotaremos por
|X| la cardinalidad de X o simplemente por m.

Definicién 7.10. Un estado en una grifica G = (V(G), A(G)) para el mo-
delo spin Mg es una funcion

v:V(G) — X.

Denotaremos por N el conjunto de todos los estados en una grafica para
un modelo spin. También notemos que el conjunto de todos los estados en
una grafica para un modelo spin Mg es un conjunto finito de cardinalidad
IN| = [X VOl = mp.

Definicion 7.11. Dada una grifica G = (V(G), A(G)) y un modelo spin
Mg, definimos la funcion de particion Fglc de la siguiente manera:

File =" I Aw@).vy) cA

vEN a=(v;,v;)€A(G)
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Ejemplo 7.3. Sea X ={1,2,...,m}, A =C y elegimos o € C.
Definimos el modelo spin por A(a,b) = a VY a,b € X. Entonces la fun-
cion de particion para este modelo es,

M,
F; 9 =mPal.

Para cualquier grafica G.

Ejemplo 7.4. Sea X = {1,2,...,m}, A =C y elegimos a € C.
Definimos el modelo spin por A(a,b) =a si a=be X y Aa,b) =0 en
otro caso. Entonces la funcion de particion para este modelo es,

Fgc = m@(@as.

Donde w(G) es la cantidad de componentes conexas de la grifica G.

Veamos un ejemplo analogo y sencillo de como se calcul6 la funcién de
particion para el modelo spin del ejemplo 7.4:

Sea G la siguiente grafica y G; y G5 sus componentes conexas:

G Gy

U1

V2

Sea X = {1,2}, A = C y elegimos a € C y definimos el modelo spin
por A(a,b) =a si a=b¢e X y Aa,b) =0 en otro caso. Notemos que la
cantidad de estados para este modelo son 8. Veamoslos:

VI‘V2‘V3‘V4‘V5‘V6 V7 Vs
n—1llvy—2|lvuv—2|ilue—1livy—1|lvu—2vy—2v—1

Vo 1= 2 v 1|v—2|vy—1|vy—2|vg—1]|vy+ 2
v3—= 1|vg— 2 vgi—1|lvs—1|v3—2|vys—1|vg—2]|v3—2
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Entonces la funcion de particion para este modelo es:

File =" H/\ v(v;),v(v;))

VEN acA(G
= Ava(v1), 1(02))+>\(V2(U1)7V2(U2)) A(vs(v1), v3(v2))+
+ Ava(v1), va(v2)) + Mvs(v1), v5(v2)) + AWe(v1), v6(v2))+
+ Avz(v1), v7(v2)) + A(ws(v1), vs(v2)) =

=a+a+0+0+a+a+0+0=4a

Un primer paso antes de abordar el modelo spin para hipergaficas veamos
otro modelo denominado Modelo de vértices para grdficas, este modelo
nos permite entender mejor los elementos que componen el modelo spin para
hipergraficas.

Definicion 7.12. Un modelo de vértices para una grifica G es una ter-
na Ng = (X, (Ae)k>0,A), donde X es un conjunto finito, A es un Anillo
conmutativo y una sucesion de funciones simétricas

)\kZXk—>.A

(se entiende que \g, A\ € A).

Definicion 7.13. Un estado en una grifica G = (V(G), A(G)) para el mo-
delo de vértices Ng es una funcion

o:AG) — X.

Definicion 7.14. Dada una grifica G = (V(G), A(G)) y un modelo de vér-
tices Ng, definimos la funcion de particion FC];VG de la siguiente manera:

FYe = Z H Aswy(o(ay), ..., v(ag,)) €A,

T A(G)—X veV(G)

V(G).
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7.1.2. Modelo spin para hipergraficas.

Ahora considerando las definiciones de hipergraficas y las definiciones
antes mencionadas de Modelos Spin y de vértices para graficas podemos for-
mular lo siguiente:

Definicion 7.15. Un modelo spin para una hipergrafica $ es una terna
Mg = (X, (Me)k>0,A), donde X es un conjunto finito, A es un Anillo con-
mutativo y

et XE— A

es una funcion simétrica para toda k > 0.

Definicion 7.16. Un estado en una hipergrifica $ = (V(9), A(9)) para el
modelo spin Mg es una funcion

v:V($H) — X.

Definicion 7.17. Dada una hipergrifica $ = (V($), A($)) y un modelo spin
Mg, definimos la funcion de particion Fg/[ﬁ de la siguiente manera:

=Y [ Mawwd),. vl €A
)

VV(H)—X ACA(H

donde {xf‘, . ,xf(A)} son los vértices de $ que pertenecen a la hiper-

arista A y k(A) es el grado de la hiperarista A.

Nuestra reformulacién del Teorema 7.7 involucra la construcciéon de la
siguiente hipergrafica y el modelo spin asociado.

Sea G = (V(G),A(G)) una grafica simple finita, asociamos a G una
hipergrafica $* = (V(9)*, A(9)*) de la siguiente manera:
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1. V($)* = B.(G) es una base de ciclos para G.

2. A(9)* = {B.(G)*} el cual como en (7.6) B.(G)* denota el conjunto de
todos los C' € B.(G) que contienen a a como arista.

Denotaremos el modelo spin por N = (@, {wi}y. Q), donde G = {1,z,y,xy}

y {ws}, estan definidas de la siguiente manera:

wy:§G—Q

(91,---,gk)'—>{ 3 sl ng‘zl

—1 en caso contrario

Dada una grafica simple finita G = (V(G), A(G)), tenemos que la funcion
de particion de la hipergrafica H* = (V(9)*, A(9)*) y el modelo spin N =

(9, {wi}y, @> nos permite plantear el Teorema 7.7 de la siguiente forma:
FY =477 P(G) = c(pg, 1). (7.9)

Si G es plana, podemos elegir a (§.(G) como el conjunto de las fronteras
delimitadas por las caras de G. La hipergrafica asociada $* = (V($)*, A($)*)
serd la grafica dual de G con uno de sus vértices removido, es decir, el vértice
correspondiente a la cara exterior de G. Bajo este contexto de planaridad, la
formula (7.9) toma la forma

Py(G) = 4 9F]).



Capitulo 8

Calculo de ps para algunas
graficas.

En este Capitulo dedicamos nuestra atencion en calcular pg para arboles,
ciclos y para ciertas triangulaciones del plano. En este Capitulo utilizamos la
representacion del polinomio de Laurent, el lector puede consultar la seccién
3.3.1 del Capitulo 3 para su mejor comprension.

Seré necesario para este Capitulo introducir la siguiente notaciéon auxiliar:

Definicion 8.1. Sea G una grdfica y sea pg su polinomio asociado en As,.
El coeficiente de generacion de series Ag(t) de G (o también de pg), es
el t-ésimo polinomio de Laurent

Aty = D tlrem) ezt +7]

UEMQ'VL

Recordemos que ¢(pg, u) denota el coeficiente del monomio u en pg y que
c(pa,u) es un entero para todo u € Moy,.

El proposito de Ag(t) es recoger informacion de los coeficientes que apa-
recen en pg v su multiplicidad. Serfa conveniente saber como construir di-
rectamente Ag(t), sin tener que conocer pg de antemano, sin embargo, esto
no es posible.

151
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Notemos que por definicion, tenemos nuevamente la propiedad béasica de
PG:

G es 4-coloreable si y solo si Ag(t) # 0

Primero mencionamos un ejemplo cuyo célculo no requiere mas que un
momento de observacion:

Ejemplo 8.1. Si GG es una grafica cuyo conjunto vértices es
V(G) = {v1,ve,...,0,} y cuyo conjunto de aristas es A(G) = () entonces
pc =1 y por lo tanto

Ag(t) =t =t

Ahora consideremos unos ejemplos un poco més elaborados pero sencillos:

Ejemplo 8.2. Sea G = K, es decir, la grifica cuyo conjunto de vértices es
V(K3) = {v1,v2} y conjunto de aristas A(K3) = {(vi,v2)}. Entonces

PK, = 3 — T1T2 — Y1Y2 — T1Z2Y1Y2,

por lo que

Ag(t)y= >t =5 gyttt =3 4 3t
u€M2n

Ejemplo 8.3. Sea G la grdfica cuyo conjunto de vértices es V(G) = {vy, vg,v3}
y congunto de aristas A(G) = {(v1,v2), (v2,v3)}. Entonces

pe = (3 — 2122 — Y1yo — T1T21Y2) (3 — TaT3 — Yoy3 — T2T3Yays) =
=9 — 3w3x2 — 3Ysy2 — 3T3Taysye — 3T1Ty + T1T2 T3 + T1T2Y3Y2t
+ 2122°23Y3y2 — 3Y1y2 + Y1y + Y1y2°Ys + Y1y’ TsToys — 3Ty Y2+
+ T2 1Yo + T1Ta1 Y2 Y3 + T2 Y1y wsys =
=9 —3x13 — 3%23 — 3Y1Y2 — 3Ya2Ys — 3T1T2Y1Y2 — 3 TaT3Y2Ys+
+ T123 + Y1Y3 + T1T2Y2Ys + T1T2Y1Ys + T1T3Y1Y2 + T1T3Y2Y3 + T1X3Y1Y3+
+ T2X3Y1Y2 + T2T3Y1Y3-
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por lo que

Ag(t) = Z elpGu)

u€EMay,
=+t T T T
tt+t+t+t+t+t+t+t+t=
=" +6t7° + 9t.

Ejemplo 8.4. Sea G = K3, es decir, la grifica cuyo conjunto de vértices es
V(K3) = {v1,v9,v3} y conjunto de aristas A(K3) = {(v1,v2), (v1,v3), (v2,v3)}.
Entonces

PKs = (3—$1$2 —Y1Y2 —$1x2y1y2)(3—5€1$3 —Y1Y3 —$1$3y1y3)(3—$39€2 —Ysy2 —5639621/32/2).

De donde, podemos calcular sus coeficientes de dos formas, la primera
por andlisis y aplicacion de los resultados vistos:

c(pg,1) =24
c(pg,u) = -8 + ue€ {xixjayiyjaxixjyiyj}1§i<j§3
c(pg,u) =8 <+ wue€ {xﬂjykyl}{i,j,k,z}:{1,2,3}
Esto por que c(pg,1) = 4777 - Py(G) = 4373 - 24 = 24 por el Teore-
ma 5.2 y el Ejemplo 5.1, para los monomios {xixj,yiyj,xixjyiyj}lgiqg?) Yy
{mizjynyi} i jrn=r103y l@ Proposicion 5.5, el Lema 5.3 que muestra la sime-

tria de pg.

Por lo tanto

A, (t) =2 + 9% + 61°.

La sequnda forma es por "fuerza bruta”, es decir, desarrollando pg.,:
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=27+ 3z123%20 + 3 y1y22y3 — x1229%25% + 321 20ms — 9x123Y1Y3+

+ 3120723 + 32123 Taysys + Y1y T3Tays + 3123 Y1Ys T2 — 9 Ysyo—

— 92379 — 97173 — 9 X3T2Y3Y2 + 3 T1T2 Y1 Yo T3 + 3Ty Toy1Ya Y3+

+ 3x1x22y1y22x3y3 - x12x22x32y1y3 - I12$2$3yly32y2 - x12x22x32y1y32y2—
— Y1213 Ty — Y1y T1T3Y3 — Y1y T3 TaYs — Y1 YaT1 T3 YsTat

+ 3212 T0x3y1Y3 + 3Y1 YaT173Y3 + 3 117 Toy1 Yo w3 + 3 117 Toy Yo T3Y3+

+ 3mywsyrys Y + 3125 Y1ys Loy + 301027 w3ysys — 1 worsysys—

- x12x22x32y3y2 - 3/1224229613?3932 - y12y22:c1x32y32r2 - x12x22y1y2x32—

- x12w2y1y22:v3y3 - $129€22?Jl3/223732y3 - $12x22y12y2$32y3 - x%xgyfygxgyg—
— 22 Y Py s ys” + 3w wayiys — 9miwe — 9Y1ye — I T Y1yt

+ 3Y1Ys’T3Tays — T1T2 Y1Y3T3 — T1T2Y1 Y3 Y2 — T182 Y13 Taya—

- ?/129293903$2 - y12y22y32x3x2 - x1x22y12y2y3x3 - x1x2y12y22y32—

— 2122% 1 Y2 Ys s + 3Y1yet1 s + 3Y1yetsty + 31 T3Ysys + 3 T1TaYsYa—
= 9y1y3 — y1" Y2 ys” + 3Y1ys Y2 + 3Y1 Yays + 32120y *Yoys + 3Y1ysTaTe =

=27+ 31129+ 311ys — 1 + 32003 — 9 2123y1y3 + 32103 + 3 T122Y3Y2+

+ 3y1x322y3 + 3x11Y3T2 — Ysye — I w3re — Y103 — 9 T3X2Y3Y2t+

+ 3 2122y1Y3 + 3 T1Y123Y3 — Y1Ys — T2X3Y1Ye — Y1Y2 — Y1Y2X1T2 — Y1X103Y3—
— Y1T122Y3 — YoT1Y3T2 + 3T2x3Y1Y3 + 3YaT123Y3 + 3 T2y1Yels — TzTa+

+ 32123Y1Y2 + 3T 19122y + 3T123Y3Y2 — T2T3YsY2 — YsY2 — T1T3 — T1Tg—
— Y1Y2 — T2Y123Y3 — Y1Ys — Y2y3 — Tax3 — 1 + 3x122y1y3 — 9 X122 — Y y19y2—
— 9r1Z2Y1Y2 + 3Y1T3T2Y2 — T1Y1Y3T3 — T1T2Y1Y2 — T1Y183Y2 — Y2Y3Tala—

— T1Y2Y3T3 — T1T2 — T1X3 + 3Y1Y2T123 + 3Y1Y223%2 + 3 T1X3Y3Y2—

= 91ys — 1+ 3y1y2 + 342ys + 3x122y2y3 + 3 Y1Y32322 + 3 T1Y1Y223+

+ 3 x2y2x3y3 + 3w1%2Y3y2 =
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=2T—1-1-1-8x1w — 8 1ow3 — 87173 — 8 y1y2 — 8 Yay3 — 8 Y1y —
— 8 1x2Y1Y2 + 8 T1X2Y2y3 + 8 X1 T2Y1Y3 + 8 TaT3Y1Y2 — 8 TaT3Y2ys+
+ 8 Xow3y1y3 + 8 T1x3Yy1Y2 + 8 T1x3Y2y3 — 8 T1T3Y1Y3-

Por lo tanto

A, (t) = 2" + 9% + 6t°.
Ahora consideremos ejemplos en términos mas generales:

Ejemplo 8.5. Si G es un drbol con p vértices, entonces
1

e T
37t :
()

Demostracion. Sea GG un arbol con p vértices, entonces por el Teorema 2.7
tenemos que |A(G)| = ¢ = p— 1. Como G no tiene ciclos, la sucesion exacta
del Lema 7.5 se convierte en el siguiente caso:

Ag(t) =

k=

gA(G’) i QV(G) Y, Mo,..

Esto significa que si un monomio u € My, es representable por alguna
I € GAG) es decir, si u = U(9)(I) (ver la definicién 7.3) entonces [ es tnica.
Por lo tanto, por la Proposicion 7.3, el coeficiente de u = U(9)(l) en pg es

igual a 377! (—%)lSOp(m.
Ahora, Sop(l) es un subconjunto arbitrario de A(G). Si fijamos k €
{1,...,p — 1}, entonces hay exactamente (pgl)?)k elementos | € G4 con

|Sop(l)| = k. En efecto, hay (”,') elecciones para Sop(l) y para cualquier
arista a € A(G) y l(a) € Sop(l) puede ser z,y o zy. Por lo anterior, tenemos
que si GG es un arbol con p vértices, entonces:

1

e R
3"t .
(")

Ag(t) =

k=
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Con este ejemplo y de manera practica calculemos el coeficiente de gene-
racion de serie del siguiente arbol T
U1 Ve

U3 Uy
(%] U7

Us

Figura 8.1: Un arbol T

Entonces

6

6 ka6
AT(t) _ Z (k) gk (=1)"3 k

k=0
= ™9 118t + 1358 + 5404727 +1215¢° + 1458t + 729¢.

Para el siguiente ejemplo es necesario definir ciertos elementos de combi-
natoria y de la geometria algebraica.

Definicion 8.2. El coeficiente multinomaal es

n . n! . ]{Jl k‘1+k32 k1+k2++km
kikay oo k) klksle k! \ Ky ks ko,

SIS

(2

y tal que Y ki =n.
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El coeficiente multinomial tiene una interpretacion en Teoria de combina-
ciones de forma directa, como el niumero de formas de depositar n distintos
objetos en m cajas, con k; objetos en la primer caja, ko objetos en la segunda
caja, y asi sucesivamente. Ademés, el coeficiente multinomial es también el
nimero de maneras distintas de permutar un multiconjunto! de n elemen-
tos, v k; son las multiplicidades de cada uno de los elementos distintos. Por
ejemplo, el nimero de distintas permutaciones de la palabra MISSISSIPPI,
en la cual hay 1 M, 4 S’s; 4 I'sy 2 P’s es

11 11!
= = 34650.
(1,4, 4, 2) 11414121

Otro concepto necesario para el desarrollo del siguiente ejemplo nos lo
brinda la Geometria algebraica y es el siguiente:

Definicion 8.3. Sea f : X — Y wuna funcion. Una fibra es la imagen in-
versa de un conjunto unitario, es decir, la fibra de y es f~'[{y}] = {z €

X | fx) =y}

Ejemplo 8.6. Si G es un ciclo con p vértices,

G

U1

Vs

1'Un multiconjunto (también llamado bolsa o bag, en el original) es un conjunto en el
que cada miembro del mismo tiene asociada una multiplicidad (un ntmero natural), indi-
cando cuantas veces el elemento es miembro del conjunto. Por ejemplo, en el multiconjunto
{a,a,b,b,b,c}, las multiplicidades de los miembros a, b, y ¢ son 2,3 y 1 respectivamente.
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Entonces

_ P=1 N 3o ((=3) T T (=) TR (=) T (g e
Ag(t) = > (nhnmg)t ( ).

0<ni,n2,n3<p—1,
ni+nz+n3<p—1

Donde para | € QA(G); ni, Mo, N3, Ny son las cardinalidades de las fibras
-1

7YY, {2}, Ty}, Y {wy}], respectivamente.

Demostracion. Sea GG un ciclo con p vértices, entonces tenemos que su lon-
gitud £(G) = p = g = |A(G)|. En este caso, G tiene un tnico ciclo no trivial,
G mismo. Podemos tomar (.(G) = {G} como una base de ciclos. Notemos
que GP(@) tiene exactamente 4 elementos, es decir, 1, g,, gy V guy, donde
9:(G) =z, 9,(G) =y ¥ guy(G) = xy. Asi, cualquier monomio representable
u € Ms,, puede ser representado por exactamente cuatro elementos en QA(G)
(por el Lema 7.5).

Consideremos una [ € GA© fija. Diremos que [ es del tipo (nq,n2,n3,n4),
sf la cardinalidad de las fibras I7'[{1}], (7'[{z}], I7*{y}], [7'[{zy}], son
ni,ng, N3, ny respectivamente. Con esta notacion, tenemos que |Sop(l)| =
ny +n3+ng = q—ny = p—ny. Por lo tanto, los coeficientes de los su-
mandos © = U(J(l)) en la expansion de pi dada por la Proposicion 7.3, es

¥ (-5

Las otras tres representaciones de u = U(9(l)), es decir, [ - 9(gs), [ - 0(gy)
y 1 0(gyy), son del tipo (ng,ng, ny,n1), (N3, Ny, n1,n2) y (N, N1, N2, n3) res-
pectivamente. Por lo tanto, concluimos que, sf u = U(A(1)) y si | € G4 es
del tipo (n1,ng, n3, ny), entonces

c(pa,u) = 3° ((—%)p_m + <—%)p_n2 + (—%)p_ng + <—%>n1+n2+m> :

Ahora, entre los cuatro representantes de u = U(9(1)) en G4 hay un
tnico que valuado en la arista a = (vy,v9) es igual a 1. El resto de las p — 1
aristas pueden ser asignadas libremente. Por lo tanto, el nimero de [ € GA®
con l(a) = 1, que manda n; de las restantes aristas a 1, ny a x, ng ay y
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. . . . -1 .
p—ni1 —ng —n3 a xy es igual al coeficiente multinomial (mpn2 n3)3 cualquiera
de esas [ es del tipo (ny + 1,n2,n3,p — 1y — ng — n3).

Por lo anterior, concluimos que el coeficiente generalizado de la serie de
un ciclo con p vértices, es igual a:

IECEIIED S Sow [ G S S )

ny,no, N
0<ni1,n2,n3<p—1, 172,708

ni+nz+nz3<p—1

De manera méas general en la siguiente Proposicion definimos lo que es
una subdivision de triangulos para una grafica G.

Definicién 8.4. Dada una grifica G = (V(G), A(G)) que contiene tridngu-
los (ciclos de longitud 3 o la completa de tres vértices), denotaremos por G

cualquier grafica obtenida de G por una subdivision de uno de sus tridngulos,
es decir:

i) V(G)=V(G)U{v} conv ¢ V(Q)y
i) A(G) = A(G)U{(v,a),(v,b), (v,¢) | (a,b,c,a) es un tridngulo de G},

entonces |V(G)| = V(G| + 1 y |AG)| = |A(G)| + 3. En la Figura 8.2 se
muestra la subdivision de un tridngulo.

a a

Figura 8.2: Subdivision de un tridngulo.
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Proposicion 8.1. Si G es obtenida de G por la subdivision de uno de sus
tridngulos, entonces

Ap(t) =4 - Ag(t'9).

Mas precisamente, si V(G) = {v1,...,v,}, los vértices de la subdivision
del tridngulo son {vi, vy, v3} y si el nuevo vértice es denotado por vy, en-
tonces

Pe = 16 (1 + mol'l/mg/l’g/) (1 —+ yoy1/y2/y3/) PG- (81)

Demostracion. Denotemos por M el grupo multiplicativo de monomios li-
bres de cuadrados en g, 1, ..., %, Yo, Y1, --,Yn, ¥ Por M el subgrupo de
monomios que no involucran las variables xg, yo.

Consideremos la funcién ¢ : M — M tal que o(xo) = x93, O(Yo) =
1y2ys v deja todas las demas variables fijas. Primero supongamos que la
formula (8.1) es cierta, entonces tenemos que

c(pe,u) =16 - c(pa, p(u)).

para toda u € M. Como todas las fibras de ¢ contienen exactamente 4
elementos, tenemos entonces que

Ag(t) = 4+ Ag(t'S).

Ahora probemos la formula (8.1). Notemos que es suficiente considerar el
caso donde G es el tridngulo cuyo conjunto de vértices es {vy,ve,vs3}. (Por
que en el caso general, todas las demas aristas contribuyen con el mismo
factor para pg y pa)-

Sea p = (1 + zor17273) (1 + Yoy1y2y3). Ademas, denotemos por P’ C T,
(T' = @y x Gy) el conjunto de las 4-coloraciones propias de G y por yp: su
funciéon caracteristica. Probaremos que p - pg es un miltiplo escalar no cero
de xp:.

1. Si z = (20,21, 22,23) € P’, entonces todos los cuatro colores estan
presentes y {zo, 21, 22, 23} = {(1,1), (1,-1),(—=1,1),(=1,—1)}, asi p =
4, por definicion de p. Ahora (21, 22, 23) es una 4-coloracioén propia de
G, asi pg(z) = 43 por el Lema 5.1. Por lo tanto p - pg = 4% para toda
zeP.
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2. Siz = (20,21, 22, 23) € I'\P’ debemos probar que p-pg = 0. Si 21, 22, 23
no son todos distintos, entonces pe(z) = 0. Supongamos que zi, 22, 23
son distintos y zy = 2z, sin pérdidia de generalidad por simetria. Si
escribimos z; = (o, ;) € Gy X Gy para i = 0, 1,2, 3 entonces tenemos

p(z) = (1+ apiazasz) (1 + BofiBaf3)
= (14 agas) (1 + B203) ya que zp = 2
=0 ya que zg # 23

Por lo anterior, concluimos que p - pg = 4*xp:. Por otro lado, sabemos
por el Lema 5.1 que ps = 4%p. Por lo tanto, ps = 4%p - pg.
O

Corolario 8.2. Sea G una grifica plana con p vértices, obtenida de un tridn-
gqulo por sucesivas subdivisiones del triangulo. Entonces

Ac(t) = 473 <t24.16P—3 Lgysert 6t8-16p_3) .

Demostracion. Si K3 denota el tridngulo, tenemos ya visto que Ag,(t) =
24 + 9t7% + 6t8, del Ejemplo 8.4. Para el caso general, comenzemos con
K3 y entonces aplicando p — 3 veces la Proposicion 8.1 anterior tenemos el
resultado. O



162  CAPITULO 8. CALCULO DE pg; PARA ALGUNAS GRAFICAS.

Veamos el siguiente ejemplo:

Sea (G la siguiente gréafica obtenida de (G, por una sucesivas subdivisiones
del triangulo,

G Ga

12

Figura 8.3: G obtenida por subdivision del triangulo.

Entonces

Ac(t) = 473 <t24-16773 46T +6t8.16m>
— 256t1572864—|— 1024t_524288—|— 1536t524288.
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Conclusiones.

A lo largo de este trabajo se desarroll6 una equivalencia al Teorema de
los Cuatro Colores:

Cualquier grafica plana es cuatro coloreable si y s6lo si pg # 0.
La cual obtuvimos a partir de los siguientes resultados:

Cualquier mapa es cuatro coloreable si y solo si cualquier grifica plana es
cuatro coloreable.

y
G es 4-coloreable si y sdlo si pg # 0.

Esta nueva equivalencia nos permite abordar el Teorema de los Cuatro
Colores desde una perspectiva algebraica, principalmente con un desarrollo
de Teoria de grupos, anillos de polinomios y espacios vectoriales.

Aunque en este trabajo no se demuestra el Teorema de los Cuatro Colores,
se brinda una herramienta algebraica méas para el estudio de este Teorema, el
elemento pg. Sin embargo este elemento sigue conservando una gran comple-
jidad dentro de su desarrollo y trabajo, por lo que la mayor parte del trabajo
se centro en el estudio de su término independiente c(pg,1). Logrando en
ete trabajo dos importantes maneras de estudiar el término independiente

de PG

163
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CAPITULO 9. CONCLUSIONES.

1. En cualquier grafica simple finita G = (V(G), A(GQ)),

clpe, )= 3 (=1)7 - 4l aITBGIAUD),

A(H)CA(G)
Donde, A(H) C A(G) |A(H)| = ¢ y G]A(H)] denota la subgrafica
inducida por A(H) y Bi(G[A(H ]) es el primer ntmero de Betti para

la subgrafica inducida G[A(H)].

Resultado que nos permite conocer a ¢(pg, 1), a partir de sus subgréficas
inducidas por aristas.

Si G = (V(G),A(G)) es una grafica simple finita, con conjunto de

vértices V(G) = {vy, -+ , v, }, conjunto de aristas A(G) y base de ciclos
B.(G). Entonces,

1\ Iop(@:0)
- ¥ (1)

legﬁc(G)

donde 0, : Qﬁc@) — QA(G) es la funcion definida en (7.6).

Otro importante concepto introducido fue el de hipergrafica y modelo

spin para Grdficas e Hipergrdficas que nos permitié plantear el Teorema de
los Cuatro Colores por medio de funciones de particion para hipergrdficas en
graficas planas y en particular dar otra forma al polinomio cromatico de las
cuatro coloraciones de una grafica:

Py(G) = 471 F.

Por tltimo se hizo uso de un elemento de apoyo denominado coeficiente

de generacion de series Ag(t) de G para el calculo de pg en ciertas graficas
como: darboles, ciclos y subdivisiones de tridngulos en grdficas.
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De esta forma no tnicamente los resultados para mostrar la equivalencia
entre el Teorema de los Cuatro Colores y el elemento pg fueron planteados,
sino también métodos para calcular este elemento. Aun queda abierto el
problema para hallar maneras de reducir y facilitar el complejo trabajo para
la demostracion del Teorema de los Cuatro Colores. Al ser planteada esta
forma algebraica queda una gran cantidad de ideas por seguir explorando;
los conceptos de modelo spin en hipergraficas y el polinomio pg asociado a
la grafica G.
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