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Introduccion

La presente tesis surge de un seminario del Doctor Santiago Loépez de
Medrano donde se presentaron los temas del producto infinito, funciones
especiales como lo son la funcién gamma y la funciéon zeta de Riemann. El
propdsito es integrar diferentes textos que se siguieron para desarrollar dichos
temas, que en el momento se mostraron algo complicados, y de esta manera
unificar y simplificar la presentacion para futuros lectores del tema.

En la actualidad existen muchos libros que tratan la construccion de la
funcién zeta de Riemann. Algunos libros estan dedicados tinicamente al ma-
nejo de la funcion y a resultados que se desprenden de ésta. Otros, que tratan
con el andlisis complejo presentan la funcién, ya que por medio de su cons-
truccion se puede ver una aplicacién de la variable compleja. La funcién zeta
de Riemann es importante por sus repercusiones en la teoria de niimeros, a
pesar de que en la actualidad existen otras demostraciones del teorema de
los niimeros primos que no hacen uso de toda la herramienta de analisis com-
plejo sigue siendo importante el estudio por medio de éste. A continuacion
presento una comparacién entre diversos textos consultados donde resalto si-
militudes, ventajas y desventajas para su uso en la construccion de la funcion
zeta de Riemann.

Como se menciond anteriormente una gran cantidad de libros de anélisis
complejo abordan la construccién de la funcién, en un principio puede parecer
que lo abordan de manera diferente y algunos con una mayor complejidad
como es el caso de Lang [8]. Este libro, como introduccién al tema se puede
mostrar dificil de comprender pero en realidad sigue la misma linea en la
construccién de la funcién que muchos libros.

En general, las demostraciones siguen los pasos a continuacion, se intro-
duce el concepto de producto infinito con el cual se demuestra el teorema
de Weierstrass. Seguir este primer paso tiene la ventaja de que sirve para
argumentar que la funciéon no se anula en el semiplano Rz > 1 y da lugar al
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VI INTRODUCCION

planteamiento de las funciones gamma y zeta.

Un ejemplo de un libro que no sigue esta linea es Ivié [7], ya que es un
libro que esta orientado hacia temas mas avanzados de la funcién y supone el
manejo de temas como productos infinitos, transformadas de Fourier y otros
temas. En lugar de usar el teorema de Weierstrass para justificar la validez de
la expresion de la funciéon como producto infinito, hace uso del teorema que
dice que si f(n) es una funcién de variable real o compleja que satisface que
(m,n) = 1 entonces f(mn) = f(m)f(n) tal que Y o~ |f(n)| < oo, entonces
Yoo f(n) = 1,1+ f(p) + f(P*) + --+). Ademds de que justifica que la
funcién no se anula sacando exponencial y logaritmos usando la expresién de
la funcién como un producto.

El siguiente paso es introducir a la funcién gamma y su teoria. En este
paso existen varias formas de hacerlo y cambian de acuerdo al enfoque del
libro, si el libro esté orientado al andlisis normalmente empieza definiendo
la funcién e inclusive en la forma como definen a la funcién existen dos
formas distintas, por ejemplo: Gamelin [6] Empieza definiendo a la funcién
gamma como la siguiente integral I'(z) = fooo e~ 't*~1 y en contraste Conway
[4], Lang [8] y Ahlfors [1] empiezan usando la definiciéon de Gamma como
producto infinito. Pero entre estos ultimos tres sobresale Ahlfors [1] ya que
su punto de partida no es la definicién sino parte de la construccién del
seno como producto infinito y a partir de ésta se pregunta por una funcion
con ciertos ceros que da pie a la funcién gamma. En particular yo prefiero
el dltimo enfoque constructivo ya que ensena paso a paso como aplicar el
material construido en la parte de productos infinitos. Este es el que se sigue
para el primer capitulo de este trabajo.

El siguiente paso en la construccion de la funcién zeta es demostrar la
igualdad entre las dos formas de la funcién gamma es decir mostrar que el
producto es igual a la integral. Este paso es necesario ya que se necesita la
expresiéon de gamma en forma de integral para extender la funcién zeta. Los
libros toman diferentes formas de mostrar esta igualdad, Ahlfors [1] introduce
la féormula de Stirling con la cual después demuestra la igualdad entre ambas
expresiones, Gamelin [6] usa integracion por partes para demostrar que se
puede escribir como un producto, con esto muestra el comportamiento como
funcion factorial de la funcion gamma y lo compara con un producto factorial
obteniendo el resultado. Conway [4] demuestra este hecho usando el teorema
de Bohr-Mallerup, es interesante este teorema porque hace uso del concepto
de convexidad para demostrar la unicidad de la funcién gamma y una ventaja
de este teorema es la sencillez de la demostracion, por esto se va a usar esta
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demostracion de la igualdad entre las dos definiciones en este trabajo.

Con los preliminares construidos, se introduce la definicién de la funcién
zeta de Riemann. La mayoria de los libros introduce a la funciéon como una
serie ya sea por seguir el desarrollo histérico de la funcién o porque es una
herramienta mas familiar. Después siguen con dar la igualdad entre ésta y
el producto infinito éste resultados conocidos mas antiguos en el estudio de
la funcion y se le atribuye a Euler. En el fondo, las demostraciones que dan
los libros son lo mismo, usan el argumento que un nimero tiene una unica
descomposicién en ntmeros primos, pero entre todas sobresale la de Ahlfors
[1] ya que es sencilla y facil de entender e inclusive el argumento sirve para
probar que la cardinalidad de los niimeros primos es infinita, resultado debido
a Euler.

El siguiente paso es el mismo en Gamelin [6], Ahlfors [1], Conway [4] y en
Lang [8]. Extienden a la funcién demostrando la igualdad entre ésta y una
integral que esta definida en todo el plano con un polo. La tnica diferencia
que vale la pena remarcar es que Lang [8] introduce en general las funciones
zeta de Hurwitz e introduce la transformada de Mellin, que es el proceso
que los otros libros siguen y pronto se reduce al caso de la funcién zeta de
Riemann. Es importante remarcar que los libros orientados exclusivamente a
la funcién zeta enuncian el teorema que se puede extender la funcién a todo
el plano. Este ultimo resultado fue una de las méas grandes aportaciones de
Riemann a la funcién, ya que fue el primero en pensar en la variable de la
funcién como un nimero complejo Edwards [5]. Con este paso se concluye la
construccién de la funcién zeta.

Lo que sigue normalmente es demostrar la ecuacién funcional que cumple
la funcién zeta. Este paso es igual en la mayoria de los libros salvo en Conway
[4] que hace una demostracién larga, con un enfoque analista y con mucho
detalle, lo cual la hace una demostracion complicada de leer y entender. Con
este paso algunos libros concluyen el estudio de la funcién, pero Gamelin [6]
y Lang [8] contintan el estudio para demostrar el teorema de los nimeros
primos, ambos siguen la demostracion dada por Newman y en particular
Gamelin [6] sigue el articulo de Zagier [10]. Ambos demuestran de la misma
manera que la funcion no tiene ceros con parte real 1 por ser una demostracion
que hace uso de series es més complicada que las deméds, Edwards [5] trae la
demostracion de Hadamard de que la funcion no tiene ceros con parte real
1, como es la demostracién original, ésta estd méas complicada de entender.
En esta tesis se sigue la demostracion planteada en las notas de un curso
impartido en MIT por Kiran Sridhara Kedlaya, la demostracion es sencilla
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y no usa herramienta complicada. También existe otra forma de demostrar
el teorema por medio del uso de la transformada de Fourier, ésta se puede
encontrar en Bost, Jean-Benoit [3].

Ofrezco una disculpa ya que por falta de tiempo, este trabajo deja de
lado la presentacion histérica de la construccién de la funcion zeta de Rie-
mann y el contexto en el que surge la funcion. Si algin lector se encuentra
interesado en este desarrollo y en més temas que involucran a la funcion zeta
se recomienda el libro de Edwards [5] en el cual se pueden seguir algunas
demostraciones muy apegadas a las demostraciones originales y se encuentra
una reproduccién del articulo original de Riemann traducido al inglés.



Capitulo 1

Productos infinitos

Un producto infinito de nimeros complejos se denota por [[)2, P, y se
evalua por medio del limite de sus productos parciales P, = pips - pn. Se
dice que el producto converge al valor P = lim P, si el limite existe y es
diferente de cero. Es importante excluir el cero como posible resultado ya
que al permitir que el limite tome el valor cero cualquier producto con un
cero como factor convergeria sin importar el comportamiento de los demés
términos.

Claro que estas condiciones resultaran demasiado estrictas, ya que en
el futuro se buscard la representacién de una funcién con todos sus ceros
determinados con ayuda de los productos infinitos. Por lo tanto, se da la
siguiente definiciéon de convergencia para productos infinitos.

Definicién 1.0.1. El producto [[ 2, P, converge si y sdlo si a lo mds un
numero finito de elementos se anulan y el resto de los productos no nulos
converge a algo distinto del cero.

A continuacién se obtendra una condicién necesaria para la convergencia

de un producto infinito, esta condicién se obtiene del hecho que los términos
pn — 1 esto se debe a que p, = PP"I; bajo estas suposiciones, al pasar al

limite se obtiene que el limp, = 1. Debido a este resultado se acostumbra a
escribir el producto infinito de la siguiente forma

o0

[0 +an) (1.1)

n=1

donde a,, — 0. Si se observa esta condicién necesaria existe un paralelismo
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con la condicién necesaria para la convergencia de series en la cual para que
la serie Zﬁil a, converja es necesario que a, — 0 cuando n — oc.

Se buscara usar toda la herramienta de series para desarrollar la teoria
de productos infinitos. Gracias al comportamiento de la funcién log, es decir
que log(ab) = log(a) + log(b), se podra comparar el producto infinito con
una serie. Es claro que hay que pedir que no se anulen los términos para que
esté bien definido la funcion log.

Entonces se compara el producto 1.1 con la serie

Zlog(l +ay). (1.2)

Como se habla de nimeros complejos se escoge la rama principal del lo-
garitmo es decir la rama es tal que |Jlogz| < m. Se tiene que las sumas
parciales de 1.2 estén relacionadas de la siguiente forma P, = e donde
S, = >0 _log(l + a,,). Con esto, si se tiene que limS,, = s se sigue que
lim P, = P = e°; es decir, es suficiente que la serie converja para que el
producto también converja.

Lo interesante es que ésta resulta ser una condicién necesaria. Antes de
enunciar el resultado y demostrarlo es importante notar que hay que resistir
la tentacion de decir que el valor de la rama principal converge al valor de la
rama principal. En cambio lo que se demostrard aqui es que S,, converge a
un valor de log P para alguna rama del logaritmo.

Teorema 1.0.2. El producto [[~,(1+ay) con 1+a, # 0 converge si y sdlo
si Y o log(l + ay,) converge tomando los valores de la rama principal del
logaritmo.

Demostracidn. Se tiene que £2 — 1 por lo tanto lim, .. log(£2) = 0. Es

claro que existe un h,, tal que log(£2) = S,, —log(P) + h,,2mi; ahora haciendo

Pn+l

1) y factorizando se obtiene

la resta entre log(£2), log(

P, P,
(hn+1 - hn)27m = log ( ;1> - log <?) - Sn+1 + Sn

P, P,
= IOg ( _P+1> — log <F) — log(l + an+1)
en este contexto

by by
(hn—I—l - hn)QTr = Arg ( ;1> - Arg (F) - Al"g(l + an—i—l);




como se tomé la rama principal se tiene que |Arg(l + a,11)| < 7y, por
otro lado, Arg (%) — Arg (%) — 0; entonces como h,, es un entero, para

n suficientemente grande es necesario que h,.; = h, ya que si n es su-

ficientemente grande se puede hacer Arg (%) — Arg (%) < 7 entonces

(hpy1 — hp)2m < 27 lo cual implica que h,,1 — h, < 1y, por ser un entero,
tiene que ser igual a cero. Con esto se concluye que a partir de una n sufi-
cientemente grande h,, es constante y por lo tanto lim S,, = log P — h27. Lo
cual concluye la prueba ya que la otra parte del teorema quedé demostrada
anteriormente. O

A continuacién se probara un resultado que relaciona la convergencia
absoluta de la serie Y 2 log(1+a,) y la convergencia absoluta de "> | a,,.
Esto nos sera 1til ya que gracias al Teorema 1.0.2 se tiene que la convergencia

del producto infinito depende de la convergencia de la serie Y - (1 + ay).

Proposicién 1.0.3. Sea R(z,) > —1, entonces la serie Y -, log(1 + z,)
converge absolutamente si y sdlo si la serie Y -, z, converge de manera
absoluta.

Demostracion. Si se toma la expansion en serie de log(1 4 z) alrededor de
2z = 0 con radio de convergencia 1

[e.o]

2" 22
log(1 = )t =
og(1 + 2) g;() —=z-5+
y |z| < 3 se tiene que:
) log(1 + 2) 1 12+ <1(||+‘|2+ ) 1 || <1
— ==z —=2F . <=2+ 2+ .. ) == =
P 2”7 3 =2 2 \1—1]2]) — 2

usando la desigualdad del triangulo se tienen las siguientes desigualdades

| llog(14+2)] 1
B 2
log(1+2)| | _1
2] S 2

con esto se tiene que
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Asi las cosas, se tiene que si Y - | z, converge entonces para n suficientemente
grande z, — 0; entonces la desigualdad 1.3 nos da que Y>> |log(1 + z,)]
estd dominada por una serie convergente; de manera analoga se tiene el otro
resultado. O

Definicién 1.0.4. Si R(a,) > 0 para toda n entonces el producto T]7,(1+
a,) converge absolutamente si y sdlo si la serie Y .- log(l + a,) converge
absolutamente.

Vale la pena aclarar que la convergencia se define de esta manera para que
la convergencia absoluta del producto infinito implique la convergencia nor-
mal, ya que de definirse de manera que el producto converge absolutamente
si converge el producto [~ |1 + a,| no serfa suficiente para garantizar la
convergencia del producto [[>2, 1+a,. Una muestra que esta definicién seria
insuficiente es el producto [[°7, z, donde z, = (—1)", asi definido se tiene
que converge de manera absoluta y es claro que en este caso el producto no
converge. Gracias a la proposicién anterior y de la definicién es inmediato el

siguiente resultado.

Corolario 1.0.5. El producto [[.~,(1+a,) converge absolutamente si y sdlo
si la serie Y | a, converge absolutamente.

Es claro qué quiere decir que un producto infinito de funciones converja, lo
unico que nos podria causar problema son los ceros de las funciones pero basta
con pedir que a lo mas en un punto se anule un nimero finito de funciones.
Como con todo lo relacionado con convergencia de funciones, nos interesan
condiciones que garanticen la convergencia uniforme de dichas sucesiones de
funciones. El primer resultado estard relacionado con la condicién en la cual
la convergencia uniforme de f,, — f implique la convergencia uniforme de

exp(fn) — exp(f).

Lema 1.0.6. Sea X un conjunto y sean fi, fo,..., fn,-.. funciones de X en
C tales que f, — f de manera uniforme en X. Si existe una constante a
tal que Re(f(z)) < a para toda x en X entonces exp(f,(x)) — exp(f(x)) de
manera uniforme en X.

Demostracion. Sea € > 0, entonces como exp(z) es continua en cero existe
una 0 tal que si |z| < 0 se tiene que |e* — 1| < ee~*. Ahora sea ng tal que
|fn(z) — f(z)| < 6 para toda z € X para n > ny. Con lo anterior se tiene
que:

—a

expfn(z)
expf(x)

_1‘



entonces como |expf(x)| < e* se cumple que para toda z en X con n > ny,

lexpfu(z) — expf(z)| < ee™®lexpf(x)] < e
O

Teorema 1.0.7. Sea {X,d} un espacio métrico compacto. Sea {f,(x)} una
sucesion de funciones continuas de X en C tal que Y oo fu(x) converge
absolutamente y uniformemente para toda x en X. Entonces el producto
flo) =]+ )
n=1
converge absolutamente y uniformemente en X. Ademds, existe un ng tal que
f(x)=0 si y sélo si fn(x) = —1 para alguna n, 1 < n < ng

Demostracidn. Como Y - | f(z) converge de manera uniforme se tiene que
|fn(z)] < % para toda x en X entonces por 1.3 se tiene que

h(z) = log(1+ fu(z))

converge de manera uniforme en X. Como h es continua y X es compacto
entonces h tiene una cota superior, por el lema 1.0.6 se tiene que exp(h(z)) =
[[2,(1+ fu(x)). Como exp nunca se anula alguna de las funciones debe ser
igual a —1. [

Si G(z) = g1(2) - gm(z) se puede obtener la derivada logaritmica de
G(z) de la siguiente manera, se compone el logaritmo con G(z) y, después se
obtiene la derivada con lo cual se obtiene lo siguiente

G'(z 1(z ' (2
(2) _91(x) o gl );
G(z)  a(2) gm(2)
lo importante de este procedimiento es que sigue siendo valido para productos

infinitos que convergen uniformemente, el procedimiento se enuncia en el
siguiente teorema.

Teorema 1.0.8. Sean fi,k > 1 funciones analiticas en un dominio D tales
que TI7", fi(2) converge uniformemente en D a F(z) = [[., fx(2). Enton-

ces Pl .
F(z) ;

donde la suma converge normalmente en D.

fi(2) .
[AO) eD (1.4)
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Demostracion. Primero por hipétesis se tiene que fy(z) — 1 lo cual nos
implica que para k suficientemente grande se tiene que ﬁ“—gz; es analitica en
D y como la convergencia uniforme sobre compactos no se ve afectada por
los primeros términos y los polos de ﬁz) no afectan la convergencia ya que
estos ocurren en los primeros términos. (g‘on lo anterior, se tiene que como la
convergencia uniforme sobre subconjuntos compactos de una sucesion implica
la convergencia uniforme sobre subconjuntos compactos de las derivadas,
tomando los productos parciales y obteniendo la derivada logaritmica de
éstos al pasar al limite se tiene la convergencia uniforme sobre subconjuntos

compactos de la serie. O

1.1. Teorema de Weierstrass para productos

En esta seccion se resolvera el problema de obtener una funcién con una
infinidad de ceros prescritos en ciertos {z,} y con multiplicidades {k,}.

Una funcién es entera si es analitica en todo el plano. Se demostrara que
una funcién que es entera y que no se anula es de la forma e9%). Parg esto
se toma la derivada logaritmica de f, como f(z) # 0 se tiene que J;((zz)) es
analitica en todo el plano complejo, por lo tanto es la derivada de una funcién

entera ¢(z). Entonces se obtiene que

(FR)e ) = [ (2)e® — g (2)f(z)e
= f(2)e 9 — & Ne9() —
e 7 ) 0

por lo tanto f (z)e‘g(z) = k donde k es constante; con esto se obtiene lo que
se queria ya que la constante puede ser incorporada a la funcién g(z).

Siguiendo este método se puede conseguir la representacion de una funcién
entera con un nimero finito de ceros, ya que si f(z) tiene un cero en el origen
de multiplicidad m, y los demas ceros son ay, as, ..., ay, se tiene la siguiente
representacion:

al 2
f(z) = 2med) H (1 — a_) :

Si se quisiera obtener la misma representacion para una funcién con un ntime-
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ro infinito de ceros se podria pensar en la siguiente generalizacion:

F(z2) = 2med) ﬁ (1 - a—Zn> , (1.5)

n=1

el problema de esta representaciéon es que para que tenga sentido es necesario
que el producto infinito converja y, en general, esto no sucede.

Como en general el producto infinito de 1.5 no siempre converge es necesa-
rio introducir factores que aseguren la convergencia. Entonces se probard que
existen factores que aseguran la convergencia del producto dada una sucesién
de nimeros complejos a,, tales que lim,, o, a, = oco.

Es decir se probara que existen polinomios p,(z) tales que

I1 (1 - ai) ePn(2) (1.6)
n=1 n

converge a una funcién entera. Recordando que la convergencia del producto
esta ligada con la serie con término general

ro(2) = log (1 - ai) + pa(2)

n

donde la rama del logaritmo es tomada de tal forma que la parte imaginaria
de r,(z) se encuentra entre —m y 7. Sea R > 0 dado, sélo se considerardn los
términos con |a,| > R. En el disco |z| < R se puede desarrollar log(1 — z/ay)
en una serie de Taylor

| 1 z z 1/2\* 1/2\°
& A, Qp, 2\ ay 3 \an

Si se invierten los signos y se toma a p,(z) como la siguiente suma parcial

z 1/2\> 1/2\° 1 2\
pp=—=+=—) +z|—] +-F+—|— .
a, 2 \a, 3 \a, my, \ a,

Se tiene que 1, se expresa de la siguiente forma

1 2\ 1 2\t
(2) = — z _ = — 1.7
a(z) my + 1 (an) my, + 2 (an> (1.7)
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usando que |z| < R se obtiene la siguiente desigualdad:

1 Z\ ™ 1 2\
my, +1 \a, my + 2 \ ay
1 R\t R\’* R\’
< = 1+ )+
my, + 1 |an’ |an| |an|
) ()
< — 11— - :
“my,+ 1\ ay ||

donde la tultima desigualdad se obtiene de usar el hecho de que |a,| > R

[1(2)] < + +.--

y con lo cual se obtiene que (1 — |a—lz‘> > 0, entonces se tiene la siguiente

7 (2)] (1 — ’i’) < mn1+1 <|ci|>mn+l. (1.9)

Ahora, si la serie

desigualdad

o0 mn+1
> i (1.10)
n=1 M _I_ |an|

converge por 1.9 se tiene r,(z) — 0 cuando n — oo y, ademads la serie
oo .
Y ooy Tn(2) es absolutamente y uniformemente convergente para |z| < R,
con lo cual el producto 1.5 representa una funcién analitica para |z| < R.
Es claro que los términos a,, satisfacen |a,| < R no afectan la convergencia
uniforme ya que se tiene que el lim, ., a, = oo lo cual implica que es un
nimero finito de a, las que no cumplen con que |a,| > R.
Lo tnico que falta es mostrar que la serie 1.10 se puede hacer convergente
para cualquier R, pero esto es facil de lograr si se toma m,, = n entonces 1.10
. . , . o0 R , . .
es dominada por la serie geométrica y -, Tan]" La ultima serie es convergente

gracias a que Tar] ‘ < 1. Todo lo anterior se resume en el siguiente teorema que
n
se debe a Weierstrass.

Teorema 1.1.1 (Weierstrass). Sea {a,} un conjunto finito o infinito (nu-
merable) de nimeros comlejos, en caso de que sea un numero infinito es
necesario que a, — 00. Entonces existe una funcion entera con a, como
sus ceros y cualquier funcion entera que tenga exclusivamente estos ceros se
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puede escribir de la forma
i _zewqj<1__)e%;umﬁx;f%+aum” (1.11)

donde el producto se toma sobre todos los a,, # 0, los m,, son ciertos enteros,
y g(2) es una funcion entera.

Como consecuencia se tiene el siguiente corolario.

Corolario 1.1.2. Toda funcion meromorfa en todo el plano, es cociente de
dos funciones enteras.

Esto es facil de ver ya que se puede encontrar una funcién entera g(z)
con ceros en los polos de F(z). Entonces el producto F'(z)g(z) es una funcién
entera f(z), y se tiene que F'(2) = f(z)/g(2).

En la prueba del teorema de Weierstrass se muestra que el producto 1.11
converge si para ciertos m, se tiene que la serie 1.10 converge. Si se tiene
que se pueden tomar todos los m,, iguales entre si se tendria que el siguiente
producto

(1_£>eg%mwﬂx;f++uaﬁ (1.12)
1

converge si la serie

L) s

converge para toda R, es decir si

Z ™ |h+1 . (1.13)

Cuando esto suceda se toma h como el minimo entero que hace que la
serie converja; entonces al producto 1.12 se le llamara producto canodnico
asociado a la serie a, y, a h se le llamara el género del producto canénico.

Un ejemplo del teorema serd el desarrollo de la funcién sen(rz) como pro-
ducto infinito. Es importante destacar que los ceros de sen(7z) se encuentran
en todos los enteros. Por el teorema 1.1.1 se necesita ver para que h se tiene
que > 1/n"*! converge; entonces se sabe que > 1/n diverge y que Y. 1/n?
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converge por lo tanto se necesita h = 1 entonces sen7z tiene la siguiente
representacion como producto infinito

senmz = ze9?) H <1 — E) en
n

n#0

para encontrar quién es g(z) se toma la derivada logaritmica. Por el teorema
de derivada logaritmica 1.4 se tiene que

1 1 1
7rcot7rz:—+g’+z< +_)
z c\z—non

entonces como

1 1 1
t = — —_
mcotmz Z+E (z—n+n>

n#0

se tiene que ¢’ = 0; entonces, g(z) es constante. Tomando el limite cuando z
tiende a cero en la siguiente expresion

sen mz e9(2) z 2
= 1-— —) en;
(-

n#0

se tiene que e*) = 7 con lo cual se obtiene
z z
senmz = ZWH 1——)en.
n

Con esta ultima representacién se puede reordenar los términos y juntar los
que corresponden a n y —n para obtener la siguiente forma del seno

o0 2
senmz = sz (1 - Z—2> (1.14)
n
n=1



Capitulo 2

La funcion Gamma

En la seccién anterior se construyd una funciéon que tenia sus ceros en
todos los enteros, ahora se cambiara el enfoque a la funcién cuyos ceros se
encuentran en los enteros positivos o negativos. Por lo antes visto la funcion
con ceros en los enteros negativos se puede escribir como

6(2) =[] (1+2) e

n=1

Al comparar esta funcion con la funcion del seno 1.14 se tiene que para que se
de una igualdad hace falta los ceros correspondientes a los enteros negativos
y al cero, los cuales se pueden obtener al multiplicar la funcién G(—z) por
G(z) y z, entonces la representacion 1.14 se puede reescribir como

2G(2)G(—2) = 22 (2.1)

™

Analizando la funcién G(z) se tiene que se construy6 como la funcién
con ceros en los naturales. Entonces al hacer una traslacion del dominio a
la izquierda por una unidad se va a tener que la nueva funcién contara con
los mismos ceros de la funcién G(z) y ademds de un nuevo cero en z = 0.
Con el teorema obtenido antes se puede construir esta funcién usando la
representacion 1.5; entonces se tiene lo siguiente

G(z—1) = 227 G(2)

donde 7y(2) es una funcién entera. Para poder determinar a (z) se usa la de-
rivada logaritmica como se usé en el desarrollo del seno. Entonces, derivando

11
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logaritmicamente se obtiene lo siguiente

YR S U0 ) ()

n=1 n=1

entonces en la suma del lado izquierdo se puede sustituir n por n + 1

S 1 1 1 (1 1
Z(z—l—l—n n> z +Z<z—|—n n—l—l)’

n=1 n=1

ahora sumando un cero dentro de la serie se obtiene

i 1 1 1 Hi 1 1+1 1
z—14n n z z+n n n n-+1

n=1 n=1

1 > 1 1 = /1 1
=~ _1 _ = -
z +Z(z—|—n n>+;(n n+1)

n=1

donde el ultimo paso se justifica porque ambas series existen; de hecho, el
ultimo sumando es una suma telescopica y como el primer término que no se
anula es uno se tiene que suma uno. Entonces se tiene que la ecuacion 2.2 se
reduce a 7' = 0.

Con lo cual y(z) es una constante 7, a ésta se le conoce como la constante
de Euler y G(z) tiene la propiedad G(z — 1) = €?2G(z). Por simplicidad se
toma H(z) = G(z)e?*, ya que tomando asi a H(z) se tiene la siguiente
relacion:

H(z—1)=G(z— 1) Y = MCE DG (2) = 2G(2)e?* = zH(2).
Para determinar el valor de v se evalia en z = 1 y se obtiene que
1=G(0) =¢"G(1)

entonces se tiene que
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Tomando los productos parciales se obtiene lo siguiente

)

Asi las cosas,

e’ = lim P(n)

loge™ = lim log P(n) (2.3)

n—oo

) 1 1 1
v = lim 1+§+—+---+E—log(n—|—1).

n—00 3

Ahora sumando y restando logn dentro del limite en la tltima expresién y
usando que lim,, (”T“) = ( se obtiene que

1 1 1

n—00 3

Ahora como H(z) satisface que H(z —1) = zH(z), entonces I'(z) =
satisface
1 1 I'(2)

A Al P 3y 7 P Rl Py s 7 oo S

0, lo que es lo mismo,

[(z+41) = 2I'(2).

Esta ecuacién es conocida como la ecuacién funcional de I'(z).
Entonces a I'(z) se le conoce como la funciéon gamma de Euler y tiene la
siguiente representacion

(z) = ﬁ (1+ 3)1 e/, (2.5)
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usando las ecuaciones 2.4 y 2.5 se puede obtener la féormula de Gauss para
la funciéon gamma de la siguiente forma

-z m -1
['(z) = ‘ lim (1 + i) e*/m
Z m—oo n
n=1
e 7 o ned/m
- lim (2.6)
Z m—oo H Z+n
~ lim e~ m) JRCEE .

m—>ooz(2+1)-"(2+m)
Analizando qué es
e~ b ) et h et L)
_ e—z7+z(1+%+~~-+%—bgm)+zlogm (27)
_ mzefz'y+z(1+%+---+%flogm)

y sustituyendo en el limite se obtiene la siguiente ecuacion para Gamma.
Ecuaciéon de Gauss para z #0,—1, ...

m*m/!
I =1 .

Con todo lo anterior, la férmula 2.2 se convierte en lo siguiente

1
zH(z)(1—2)H(1 — 2)
1
2H(z)H(—2)
1 (2.8)
2G(2)e*G(—z)e ?
1 T

2G(2)G(—z)  sen —

)01 —2) =

por construccién la funcion Gamma es una funcién meromorfa con polos
en z € {0,—1,—2,...} pero sin ceros. Ademas, como I'(1) = 1 y por la
ecuacién funcional se obtiene que I'(2) = 1 y, de manera general, se tiene que
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['(n) = (n — 1)! en este contexto, se tiene de 2.8 sustituyendo z = 1/2 que
(%) /7. Tomando la derivada logaritmica de I'(z) y usando 1.4, se tiene
e

[e.e]

I(z 1 z
Mo = 2 it 29)

con lo cual para sacar la derivada de 2.9 basta con derivar término a término
la serie, por lo tanto se obtiene

d (T'(z s =
— 2.1
dz(Fz) +HZ (z +n)? — z—l—n (2.10)

1 n

Analizando la funcién I'(22) tiene polos cuando 2z toma algtin valor dentro
del conjunto {0, —1/2, —1,—3/2, ...}, haciendo un andlisis similar I'(z+1/2)
tiene sus polos cuando z € {—1/2+43/2+...} ya que el dominio se traslada
media unidad a la izquierda; con esto se obtiene que I'(2)['(z + 3) tiene los
mismos polos que I'(2z). Ahora usando 2.10 se tiene lo siguiente

entonces integrando

o ()

1
log'(z) + log T’ (z + 5) =logl'(2z) +az+b
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por lo tanto sacando exponencial de ambos lados se tiene que

L(z)l (z + %) =I'(22)e* 0.

Para calcular las constantes a, b se evalia en z = % y 2 = 1. Recordando
que I'(1) =1, I(3) = /7, (1 +3) = 3v/7 y ['(2) = 1 se obtiene que

JT = €3t VT 0+

2 )
0, lo que es lo mismo
1 1
§log7r:%+b, 510g7r—10g2=a+b,

de lo cual se tiene
a=—2log2, y b=3ilogm+log2.

Sustituyendo se tiene la llamada ecuacién de duplicacién de Legendre:

Val(2z) = 22710 (2)T (z + %) :

2.1. Convexidad y el teorema de Bohr-Mollerup

Definicién 2.1.1. Si[a, b] es un intervalo en la recta real, entonces la funcion
f:la,b] = R es convera si para cualesquiera dos puntos x1 y xo en [a,b],

Fxy 4+ Aawa) < A f(21) + Ao f (22)
con )\1,)\2 > 0, )\1 + )\2 = 1.

Proposicién 2.1.2. Sea f : [a,b] — R diferenciable, es convexa si y solo si
f' es creciente.

Demostracion. Sean x7 < x < Xy se tiene que x = A\jx; + ATy con Ay =
(xa —x)/(x9 — 1), A\a = (¥ — x1) /(22 — x1); por definicién, se tiene que
(2 — 1) f(2) < (22 — @) f(21) + (2 — 21) f(02)
(2 —x+2—21)f(2) < (22 — ) f(21) + (T — 21) f(22)
(x — x1) (x9 — )
con lo cual se obtiene lo que se queria demostrar. O
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Lema 2.1.3. Si f es convexa y x1 < x < x5 entonces

f(x) — f(x1) < f(xo) — f(x1)

(x — x1) (zg — 1)

(2.12)

Demostracion. Sean 1 < x < Xy se tiene que x = A\1x1+ Ao con A+ =1
entonces como f es convexa se tiene que f(A1x; 4+ Aaxe) < A f(21)+ Ao f(22).
Con lo cual, se tiene que

f(z) = f(x1) < M f(x1) + Xof(22) — f21)

(x —xy) — M1+ XXy — 1

_ f(x) (A — 1) + Ao f(22)

Zlfl()\l — 1) + )\25(32 (213)
_ f(xa) — f(%)'
[

Retomando la ecuacién 2.10 se observa que el lado derecho siempre es
positivo; es decir, la derivada de logI'(z) siempre es positiva, entonces esto
dice que la funcién I'(z) es logaritmicamente convexa en el eje real positivo,
esta propiedad junto con la ecuacién funcional y I'(1) = 1 determinan de
manera Unica la funcién en los reales, lo cual se enuncia y demuestra en el
siguiente teorema.

Teorema 2.1.4 (Bohr-Mollerup). Sea f una funcion en (0, 00) tal que f(x) >
0 para toda x > 0. Si f cumple lo siguiente:

(i) log f(z) es una funcién conveza;
(i) f(x+1) = af(x) para toda =
(iii) f(1) = 1.
Entonces f(x) = T(z) para toda x.

Demostracion. Como f cumple con la propiedad (ii), se tiene

flx+n)=z(@z+1)---(z+n—-1)f(x) (2.14)



18 CAPITULO 2. LA FUNCION GAMMA

para n € N entonces si f(z) = I'(x) para 0 < z < 1, se tendria que f y T’
serfan iguales para todo el eje real. Sea 0 < x < 1 y sea n natural mayor a
2. Por 2.11 y 2.12 se cumple que

log f(n — 1) —log f(n) _log f(z +n) —log f(n) _ logf(n+1)—log f(n)
(n—1)—n - (x+n)—n - (n+1)—n

usando 2.14 y f(1) = 1, se tiene que f(m) = (m — 1)!; entonces la ecuacién
anterior se convierte en

< log f(z +n) — log(n — 1)!

—log(n—2)!+log(n —1)!
T

<logn!—1log(n—1)!

(n—1)! log f(z+n)—log(n —1)! n!
(n —2)! = x < log (n—1)!

xlog(n — 1) <log f(z +n) —log(n — 1)! <zlogn

log

o lo que es lo mismo tomando exponenciales
(n=1)%(n -1 < flz+n) <n"(n—1)!
usando 2.14

(n—1)%(n—1)!
z(z+1)---(x+n-1)

< flx) <

n®(n)! r+n
z(x+1)---(x+n) | n |

Pasando al limite, usando que lim,, .o £ = 1 y la ecuacién de Gauss se
obtiene el resultado. O

Teorema 2.1.5. 57 Rz > 0 entonces

fo)= [ e

Demostracion. Se demostrara que la integral cumple un criterio de Cauchy
cuando lim,_,q fe ety y de la misma manera que cumple un criterio de
Cauchy para lim,_, ff et Sean S = {z:a <Nz < A} con 0 <a<
A<o0,0<t<1yzeS, setiene que (Rz—1)logt < (a—1)logt. Entonces
le=t*~ 1 < %=1 < ¢97L; como consecuencia si 0 < a < 8 < 1

B
/ e—ttz—l
(03

es convergente.

B
S/ ta—lzé(ﬂa_aa)
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para toda z € S, con lo cual se puede escoger 6 > 0 para toda e. Ahora,
seaz € Syt>1, |t <471 Como la exponencial crece mas rapido que
cualquier polinomio se tiene que lim,_ot4~'e~%/? = 0 entonces existe ¢ cota
superior de t4~1e~%/2 para todo z € S. Por lo tanto, se tiene que

B s, N
/ e i < c/ e z=2(e2—e€ 2)
[0} (03

con lo cual se concluye que la integral es convergente. O

(NI

Teorema 2.1.6. Si %z > 0 entonces

F(z):/ e L,
0

Demostracion. Se probarén las tres condiciones del teorema de Bohr-Mollerup
usando f(z) = fooo e~'t*71, que por el teorema anterior estd bien definida.

L f(1)=[Jet=—et3=1.

2. Integrando por partes se tiene que
o0 [e.e] oo
flz+1) = / et = —/ t*td(e™") = —[tze_t]go—kz/ e 7 tdt;
0 0 0
donde t*e~" se anula en 0 y lim,_, t*¢~* = 0 entonces se obtiene
flz+1)=2f(2).

3. Sean z,y > 0y 0 < A <1 entonces

log f(Az + (1 — N)y) = log/ ot aH(1=Ny—1 4
0

= log /OO e tAFLI=N) Az= A+ (1-A)y—1+A 7y
0

— log/ (e—tt.t—l))\(e—tty—l)l—)\dt
0

o[ ([ ) ()]

= Aog f(z) + (1 — \) log f(y)
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donde la desigualdad es valida por la desigualdad de Holder y por lo
tanto log f(z) es convexa.

Como I'(z) y fooo e~'t*~1 coinciden en el eje real se puede concluir que las dos
funciones son iguales para todo el semiplano derecho. O

Usando la representacion de Gamma como una integral se puede sustituir
z = 1/2 y entonces se obtiene que

VT = / e it dt
0
:/ e 571 (2s)ds (2.15)

0

= 2/ e’szds;
0

esta identidad es muy usada en probabilidad.



Capitulo 3

La Funcion Zeta de Riemann

Cuando se trabaja con la funcién zeta de Riemmann es tradicién denotar
a la variable compleja como s = o 4 it. Hay que notar que si n es un natural
entonces |n®| = |e*1°8"| = ®#1°8™ entonces se tiene que

n n
Z |m—z| _ Z 6S‘Ezlogm
m=0 m=0
n
S
m=0

Se sabe que la serie > °7 , n~7 converge uniformemente para todo real mayor
o igual a un oy > 1 fijo, ya que si o > ogq se tiene que n=?° > n~7. Entonces
por lo anterior se tiene que

()= n (3.1)

estd dominada por la suma » - n~7, con lo cual se obtiene por medio del
teorema de Weierstrass para series que 3.1 es una funcion analitica para toda
s en el semiplano Rs > 1. A la funcién ((s) se le conoce como la funcion zeta
de Riemann.

21
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3.1. Producto Infinito

Teorema 3.1.1. Sean 0 > 1, y {p,} el conjunto de los primos en orden
ascendente. Entonces
1 [e.e]

O H (1—p°). (3.2)
Demostracion. Por el teorema 1.0.7 el producto converge uniformemente pa-
ra o > og > 1silaserie Y oo |p,% = > o, p,°. La tltima serie estd domi-
nada por > o, n”%, yaque Y p.° se obtiene de omitir términos positivos
en la serie geométrica. Usando la convergencia uniforme de la serie geométri-
ca para g > 0g se tiene que el producto converge y esta bien definido como
funcién.

Usando que o > 1 se tiene que

C(s)(1—27° Zn —Z n)_S:Zm_S,

n=1

donde m toma valores en los naturales impares. Siguiendo el mismo anélisis
se tiene que

Cs)(1 -2 =S,

donde ahora m toma valores sobre los naturales que no son divisibles entre
2 0 3. En general,

((s)(1=27)(1=37%) - (1=p,*) = > m™*,

donde la suma de la derecha esta tomada sobre todos los naturales que no
son divisibles entre los primos 2,3, ...,p,. El primer valor de la suma es 1
y cuando se hace tender n — oo se tiene que los términos tienden a cero ya
que la suma es convergente; entonces se concluye que

con lo cual se obtiene lo que se queria demostrar.
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La ecuacién para el producto de ((s) es conocida como la ecuacién de
Euler. Es prudente notar que se utiliza de manera implicita el conocido hecho
que los nimeros primos son infinitos; de lo contrario, al suponer que son
finitos y usando que la serie geométrica diverge se llegaria a que por un lado
es un producto finito que por ser finito existe, mientras que en el otro lado
se tiene una serie geométrica divergente, lo cual es una contradiccion.

La importancia de la ecuacion 3.2 es que nos muestra, por medio de todo
lo visto de productos infinitos, que para o > 1 se tiene que ((s) estd bien
definida y ademaés no tiene ceros ni polos en dicho semiplano. Después en el
texto se retomara la discusién sobre los ceros de la funcién ((s).

3.2. Extension de ((s) a todo el plano

Ahora lo que se busca es extender el dominio de la funcién ((s), para
poder hacer esto se buscard poner a ((s) como una integral de linea que a su
vez nos ayudara obtener una formula para extender el dominio de la funcion.
Se hace un corte rama sobre el eje real positivo para poder considerar la
siguiente funcién

(_2)8_1 _ 6(s—l)log(—z)7 z € C\[Q oo),

con T < (—z) < m, sea v la siguiente curva, donde ésta sigue el corte desde

Figura 3.1: Curva para la integral de linea
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400 a €, después sigue sobre el circulo de radio € con centro en el origen y
regresa desde € a +00. Se considera la siguiente funcion

o(s) = —— / (S, (3.3)

2w e —1

Primero se demuestra un lema sobre la convergencia de la integral pero
sobre el eje real.

Lema 3.2.1. 1. Sea S ={z: Rz > a} donde a > 1. Entonces dada € > 0
existe un 0,0 < 6 < 1, tal que para toda z en S

B s—1
/ @) b
o €5 —1

2. Sea S = {z: Rz < A} donde —o00 < A < oo. Entonces dada € > 0
existe un k > 1, tal que para toda z en S

<€

cuando 6 > 3> a >0

/j Sj)—idx <€
cuando B > a > K
Demostracion. 1. Como €' — 1 >t para toda ¢t > 0, se sigue que
(¢ — 1) <o

Como a > 1 se tiene que la integral fol 192 existe y por lo tanto se
puede encontrar un ¢ que cumpla lo requerido.

2. Comot>1yze€ S, se tiene como en el teorema 2.1.5 que existe una
constante c¢ tal que

(e = )7 < (ef = 1)THATE < cet(ef — 1)L

1

como e%(et — 1)7! es integrable se tiene que existe £ que cumpla lo

requerido.
m



3.2. EXTENSION DE ((S) 25

Uniendo estos dos resultados se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 3.2.2. 1. Sea S={z:a <Rz < A} donde 1l <a < A< 0

se tiene que la integral
o0 s—1
/ (@)
g €e*—1

converge de manera uniforme en S.

2. Sea S ={z: Rz < A} donde —o00 < A < o0 se tiene que la integral

/oo (x)sfl "
1 ex - 1

converge de manera uniforme en S.

Para evaluar la integral se asume Rs > 1, y se parte la integral en la
seccion sobre el corte rama, sobre el circulo y después debajo del corte rama.
Notese que el integrando es analitico y tiene polos en 27ni; entonces, si se
pide que € < 27 se tiene por el teorema de Cauchy que el valor de la integral
no depende de v ya que esta no envuelve a alguno de los polos, por lo tanto
se puede hacer tender € a cero y por todo lo antes dicho se tiene que

1 € (s—1)(log z—im) 1 _S)s—1
/e— &d

- dr + —
o) =55 | T o e -1
1 00 6(371)(10gx+iﬂ')
Y
Tori) o1 ™

Ahora como e* — 1 tiene un cero simple en z = 0, entonces se tiene que

(=2

e —1

—z
er —1

(3.4)

~|=o

s—2

como —=; v (—2)°"° son analiticas alcanzan su méaximo en la frontera y en

particular —= estd acotada en la frontera, entonces se tiene que 3.4 esta aco-

e*—1
tado en el circulo de radio € por C'e®~2; entonces

1 _2)s—1 Rs—2
_/ ﬁdz' < 062 / |dz| = Ce™ L,
|z|=€ |z|=€

271 er —1 s
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Ahora como se supuso que fs > 1, se tiene que al hacer tender a € a cero
la integral tiende a cero. Pasando al limite se tiene que

-1 0o $8_16_(S_1)i7r 1 oo Z,s—le(s—l)iw
=— —dr + — —d
o(s) 2m'/0 -1 o)y Te—1 ™
1 . . o0 sl
— = (p(s=Lyim _ —(s—1)im dz.
2me (6 ‘ )/0 er 1"
El término entre paréntesis es 2isen(m(s—1)) = —2isen(7s); por lo tanto
sen(ws) [ x*7!
=— dx. 3.5
o) = =2 [ s (35

La parte 1/(e” —1) = e=* /(1 — e~ ") se puede ver como una serie geométrica,
entonces se tiene que

00 s—1 oo e
/0 ef — 1dx = /0 (Z e_m) ¥ d; (3.6)

n=1

como la serie geométrica converge uniformemente para todo intervalo [¢,00) y
la integral converge de manera uniforme ya que Rs > 1 se puede intercambiar
la suma con la integral se obtiene

00 s—1 o0 [e'¢)
x
dr = / e "t . (3.7)
Haciendo el cambio de variable nx = t en la siguiente integral se obtiene

o 1 [ r
/ e—n;txs—ldl, — _/ G_tts_ldt — (S>
0 n® Jo

nS

y, entonces, 3.7 se convierte en

o0 .CES_I
/ dx =T'(s)((s), Rs > 1.
0

et —1

Usando esto en 3.5 y usando que I'(2)I'(1 — z) = == de 2.8 se tiene

senmwz

56 = s,

sen(7s) r

#s) = -

0
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o lo que es lo mismo

)= -2 [ Ca .

211 er —1

Esta identidad se demostré para o > 1, pero el lado derecho es valido para
todo el plano; por lo tanto se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.2.3. Para el corte rama de (—2)*~' y para v como en la figura

3.1 se tiene que
t ! L(1—s) [ (=2)t
((s) =— : / dz. (3.8)

211 er —1

Se procede a demostrar que ¢(s) es una funcién entera. Esto se demuestra
usando el siguiente teorema que viene en [8] y ahi se incluye una demostracién
de éste.

Teorema 3.2.4. Sea I un intervalo de numeros reales, posiblemente infinito.
Sea U un conjunto abierto de niumeros complejos. Sea f = f(t, z) una funcion
continua en I x U. Si:

1. Para todo subconjunto compacto K de U la integral

/1 F(t,2)dt

es uniformemente convergente para toda z € K.

2. Para cada t la funcion z — f(t, z) es analitica. Sea
Flz) = / F(t,2)dt.
t

Entonces F es analitica en U.

Con ayuda de este teorema basta demostrar la convergencia uniforme en
cualquier compacto de la integral que define a ¢(s), o lo que es lo mismo, bas-
ta demostrar la convergencia uniforme para discos |s| < A. Es 1til notar que
lo que realmente se tiene que demostrar es que la integral converge unifor-
memente para los segmentos infinitos de la curva, ya que un segmento finito
de curva es compacto e inmediatamente se tiene la convergencia uniforme.
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El integrando sobre el segmento que va de oo a 1 esta dado por

6(871) log x—im xsfleﬂ'(sfl)i
e —1 et —1 7
como e~V no depende de z sale de la integral como constante y la integral

que queda se demostré en el corolario 3.2.2 que converge de manera uniforme
con limites de integracion 1, co. Andlogamente se hace para para el segmento
1 a 0o, y se tiene que ¢(s) es una funcién entera.

La importancia de la ecuacion 3.8 es el hecho de que el lado derecho
de la ecuacién esta bien definido y es meromorfo para toda s € C. Como
se tiene que ¢(s) es una funcién entera y I'(1 — z) es meromorfa con polos
en s = 1,2,... se sabe, gracias a la ecuacién de Euler para ((s), que la
funcién es analitica para todo el semiplano o < 1, entonces debe ocurrir que
los polos en los enteros n > 2 se cancelan con los ceros de la integral. En
s =1,—I'(1 — s) tiene un polo sencillo con residuo 1 ya que por 2.5 se tiene
que lim,_ sI'(s) = 1. Ademds como

1 dz 1
#(1) 2772'/7(?—1 hes [ez—l’ ] ’

se tiene que ((s) tiene residuo 1 en s = 1. Se enuncian estos resultados como
teorema.

Teorema 3.2.5. La funcion ((s) es una funcion meromorfa en todo el plano
con un unico polo en s =1 y con residuo 1.

3.3. Ecuacion funcional

Riemann reconocié que existe una relaciéon entre ((s) y ((1 — s), y la
usé para analizar el comportamiento para ((s) en el semiplano o < 0. Esto
se debe a que si 0 < 0 esto implica que 1 < 1 — o con lo cual nos relaciona el
semiplano negativo con el semiplano o > 1. A la relacién entre ((s) y ((1—s)
se le conoce como la ecuacion funcional de la funcion zeta y se enuncia en el
siguiente teorema.

Teorema 3.3.1. La funcion ((s) satisface la ecuacion funcional

C(s) = 2°7° Lsen (%‘9) D(1 - s)C(1— s). (3.9)
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® 27T(7’L —+ 1)2

¢ 2TN1

AR -
N

—

Figura 3.2: Curva modificada para la integral de linea

Para la demostracién, se va a modificar la curva v usada en la definicién
®(s). Sea 7y, obtenida de v al remplazar el segmento de recta que empieza
en n por el rectangulo R, que tiene sus lados en t = +(2n+ )7 y 0 = +n,
como en la figura (3.2). Fijando a s como un real negativo, se define

buls) = —— L n )

2T e — 1

Asi las cosas como |e* —1| > % en los ejes del rectangulo y como s < 0 se tiene
que s—1 < 0 se concluye que la norma del numerador es decreciente. Entonces
como consecuiencia se tiene que el integrando estd acotado por 2n°~!, por lo

tanto
1 —z)s1
o<k [ e
m Tn

e —1
Con esto, la integral esta acotada y recordando que s < 0 se tiene que el
lado derecho de la desigualdad converge a 0 cuando n — oo, por lo tanto,

2 s—1
dz < —(n(dr +2)+ ).
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®n(s) — 0 cuando n — oo. Ahora se analiza la siguiente diferencia:

—z s—1 —z s—1 —z s—1
[ [ e,
€& =1 5 5 =1 . 5 —1
donde ¢ es la curva cerrada que va sobre el rectangulo y después contintia por
~ y no corta el corte rama; la curva c se ilustra en la figura 3.3. Observando

i27r(n +1)i
[ 2wni
\j

c
—n /\J n
\

N

!

Figura 3.3: Curva c

que la curva envuelve a los polos del integrando es necesario hacer un anélisis
sobre estos puntos. El integrando tiene polos en los puntos £27kz,0 < k < n,
como e* — 1 tiene un cero simple en estos puntos se tiene que cada polo es
un polo sencillo. El siguiente paso es analizar el residuo; para hacer esto nos
fijamos en (—2)*7!/(e*—1)" y evaluamos en los puntos para obtener el residuo
en los puntos. Con esto se obtiene que el integrando tiene como residuo:

s—1
(_Z) _ (27T)S_1|k|s_16(s_1) log(=+%)
€ lmtonki
Por medio del teorema del residuo y agrupando los términos para k y —k
se obtiene

n

¢n<5) - ¢<S) = (271’)871 (e(sfl)m/Q + e*($*1)iﬂ*/2) Z ksfl’

k=1
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sustituyendo en la ecuacién
e=Dim/2 4 o=(s=1im/2 _ 9 g ((s - 1)E> = 2sen <7T—S)
2 2
y haciendo n — oo se obtiene que

—¢(s) = 2°7% ' sen (%S) C(1—ys).

Usando lo anterior en 3.8 se obtiene la ecuacion funcional para s < 0. Como
ambos lados son meromorfos para toda s y ademas se tiene que son iguales
para todo ¢ < 0, por medio del principio de unicidad para funciones mero-
morfas se tiene como consecuencia que la identidad se cumple para toda s
en los complejos.

Otra forma de obtener la extensién analitica a todo el plano complejo de la
funcion zeta es por medio de la ecuacion funcional, como ya se mencion6 antes
el comportamiento de la funcién zeta en el semiplano ¢ < 0 esta dado por
la ecuacién funcional por medio del semiplano o > 1, con lo cual bastaria
obtener una extension de zeta a la franja 0 < o < 1.

Una forma de obtener esta extension puede ser por medio de la funcion
eta de Dirichlet, que se define como

)n—i—l

o =3 L

n=1

observando que la serie anterior es una serie de Dirichlet para encontrar donde
converge basta encontrar un punto z = x4+ iy, en el plano complejo para el
cual converja la serie. Por un resultado de series de Dirichlet se obtiene que
la serie es una funcién analitica en todo el semiplano S = {z : Rz > x¢}. Si se
toma a s como real por un resultado de Calculo se tiene que como es una serie
alternante basta que 1/n® converja a cero pero esto siempre sucede cuando
s > 0 lo cual implica que 7(s) es analitica en todo el semiplano positivo.

Proseguimos a obtener una relacién entre n(s) y ((s). Si se observa que
para Rs > 1 se pueden separar los términos negativos y positivos de n(s) y
sumando un cero se obtiene lo siguiente:

(=)t &K1 1 =1
”<S):Z%:Zﬁ_ Gy~ 2 Gy

“> Y o )~ o)

n=1 n=1

3

»
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Entonces se obtiene que ((s) = 1 ";1) - para s > 1 pero como 7(s) es analitica

en el semiplano positivo, se tiene que ((s) puede ser extendida al semiplano
positivo y usando la ecuacién funcional se obtiene que ((s) es analitica en
todo el plano complejo.

Como se mencioné en el inicio de esta seccién, con la ecuacién funcional
se pueden sacar conclusiones sobre los ceros de la funcién ((s) en el semiplano
o < 0. Para lograr esto, se recuerda que ((s) tiene una representacién como
un producto infinito que no se anula en el semiplano ¢ > 1. Por lo tanto
cuando o < 0 se tiene que 1 < 1 — o con lo cual {(1 — s) no se anula.

Con esto y con el hecho de que I'(1—s) nunca se anula, la férmula funcional
3.9 nos muestra que los ceros de ((s) en el semiplano o < 0 se encuentran en
los ceros de la funcion sen ( 5 ) Entonces cuando s = —2, —4, —6, ... se tiene
que sen( ) tiene un cero simple y por lo tanto ((s) tiene un cero simple.
A estos ceros se les conoce como los ceros triviales de la funcién zeta. A
continuacion se muestra una demostracién de que la funcién ¢ no tiene ceros
con parte real igual a uno.

Lema 3.3.2. Para toda z,y € R con x > 1, se tiene que
|6 ()¢ (2 4+ iy) (o + 2iy)| > 1 (3.10)

Demostracion. Como ((s) para o > 1 se puede representar como el producto
3.2, basta demostrar la desigualdad para todos los primos p, por lo tanto, se
necesita probar que

1)’ 1\’ 1\?
1—-—— 11— , 11— .
pm pm+zy pr+21y

Reescribiendo la desigualdad usando # =ry ﬁ =€ conlocual 0 <7 < 1,

se tiene

<1

|(1—7)*(1 - T€i9)4(1 — re219)2| < 1.

Con lo anterior se tiene que basta demostrar la desigualdad para todo 0 <
r < 1y para todo 6 € R, o lo que es lo mismo demostrar que

(1 —re®)(1 — re?®)?| < (3.11)
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Tomando a r fija sea f(6) = |(1 — re?)*(1 — re?)?| desarrollando a f() se
tiene que

|(1 _ r6i9)4(1 o T62i9)2|
— ‘<1 . T€i9>2(1 o 7,621'0)’2

I o

[(1 —re?)(1— rew)} (1 —re®?)(1 — re2o)
= [(1 —re?)(1 - re’w)]Q (1 —re*)(1 — re?)
= (1+7% = 2rcos0)*(1 +r* — 2rcos 20).

Usando la identidad trigonométrica cos = 2cos?f — 1 y sustituyendo u =
cosf, f(0) se puede reescribir como:

g(u) == (14 7% = 2ru)*(1 + r* + 2r — 4ru?).
Recordemos la siguiente desigualdad entre las medias aritmética y geométrica

de tres numeros: )
abe < (%) 7

tomando a a = (1 +7% = 2ru),b= (1 +r* = 2ru) y ¢ = (1 + r? + 2r — 4ru?)

se tiene 32 (92 49 e
g(u)gh(u)::(+r_r(27u+u_))

el siguiente paso es usar calculo para encontrar su maximo, tenemos que

-2
B (1) = TT (3+3r —27 (202 +2u—1))" (4u +2)
entonces cuando u = —1/2 se tiene un punto critico. Evaluando en la segunda

deriva se puede observar que es un maximo ya que:

1 -8
h"(——):—r(3+3r2—27“)2<0.
2 9
Cuando u = —1/2 se tiene que a = ¢ = 1 + r + 72 con lo cual tenemos que
S (0) = g(—3) = (Lt r+r° < (Lbr 4o 4. )P =

y se obtiene el resultado. ]
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Teorema 3.3.3. ((s) # 0 en el semiplano o > 1.

Demostracion. Por el teorema 3.1.1 se tiene que ((s) # 0 para ¢ > 1, por lo
tanto falta ver que ((s) no tiene ceros tales que o = 1. Si {(s) tiene un cero
en s = 1 + ity, usando la desigualdad 3.10, y el hecho de que el tinico polo
de ((s) se encuentra en s = 1, se tiene que ((s) es analitica en s = 1 + 2it
y por lo tanto

lim ¢*(0)¢* (o + itg)C* (0 + 2itg) = 0

o—+1

lo cual es una contradicciéon con la desigualdad 3.10. O]

Juntando las conclusiones; se tiene que que los ceros no triviales de la
funcién se encuentran en la franja {s € C: 0 < o < 1}; a ésta se lo conoce
como la franja critica. Riemann en su articulo de 1859 [9], el cual se puede
encontrar traducido al inglés en [5], conjeturé que los ceros no triviales de la
funcién zeta se encuentran en la recta real o = %, esta conjetura se ha vuelto
uno de los problemas abiertos importantes de la matematica y sigue sin ser
resuelto.

La importancia de la funcién zeta de Riemann es que la ecuacion 3.2
muestra que la funciéon zeta de Riemann estd relacionada con los nimeros
primos; en el articulo de Riemann [9] se discute la relacién entre la funcién
zeta y sobre la cantidad de niimeros primos antes de un nimero primo.

El teorema 3.3.3 es importante ya que como consecuencia se tiene el
Teorema de los ntiimeros primos que dice que el nimero 7(z) de primos que
no exceden x satisface que w(z) ~ z/logx; en el libro de Gamelin [6] se
presenta una demostracién reciente que sigue el articulo de Zagier [10]. El
libro de Edwards [5] sigue la demostracién que hizo Hadamard en 1896 por
ultimo en el articulo de Bost [3] se puede encontrar una demostracién corta
del teorema para el lector que tiene experiencia en transformadas de Fourier.

Si el lector esta interesado en seguir el desarrollo de la funcién zeta de
Riemann existen varias obras, entre las cuales destaca el libro de Ivi¢ [7], con-
siderado como uno de los principales expertos en el tema. También resulta
interesante leer el articulo de Morales-Luna [2] en el cual se muestra la im-
portancia de la hipotesis de Riemann a través de sus resultados en criptologia
y algunas de las posibles consecuencias de esta hipotesis.
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