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Capitulo 1

Introduccion

Planteamiento, objetivo y justificacion

En este capitulo explicamos el objetivo de la tesis, ademds daremos una pequena
descripcion de la Cromodindmica Cudntica (QCD por sus siglas en inglés). Habla-
remos del modelo para la QCD a bajas energias que motivo este trabajo. Haremos
una breve resena de otros modelos

El objetivo de la tesis es obtener los coeficientes de Clebsch-Gordan para
el grupo U(8). La cadena de grupos involucrada en el célculo es U(8) D
O(8) D SU(3).

Obtener estos coeficientes es importante para determinar las transiciones
y propiedades de decaimiento de los hadrones.

La forma en que obtendremos estos coeficientes no es la habitual, en la
que se obtienen relaciones de recurrencia por medio de operadores de ascenso
y descenso. Para nuestro caso este método generaria al menos 50 relaciones
de recurrencia, lo cual es dificil de manejar.

El método que proponemos tiene su origen en [1]. Nuestro método con-
siste en escribir los estados de forma explicita y calcular traslapes de tres
estados, este calculo lo hacemos con métodos algebraicos-numéricos. La ma-
nera de obtener la forma explicita de los estados es por medio de funciones
generadoras [2]. En este trabajo hacemos una breve introduccién al méto-
do de funciones generadoras con un objetivo ilustrativo, debido a que un
estudio profundo requiere un trabajo mas extenso.
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Un posible inconveniente del método es que solamente se obtienen coefi-
cientes de Clebsch-Gordan para representaciones completamente simétricas.
Lo cual no es tan grave pues no requerimos mucho maés que eso.

Una de las ventajas es la facilidad con que se puede generalizar el método
a grupos de rango mayor. Donde los métodos habituales se vuelven compli-
cados y no se requieren muchas representaciones.

Teniendo los coeficientes de Clebsch-Gordan y los estados de forma
explicita. Obtener elementos de matriz para distintos operadores es viable.
Para esto necesitamos también la forma explicita del operador. Se ha ini-
ciado el trabajo para obtener propiedades de transicion de los hadrones por
medio de un operador de transicién T para el modelo propuesto. Esperamos
pronto tener resultados favorables en esta direccion.

1.1. Motivacidon.

1.1.1. Cromodinamica Cuantica

1. Los quarks son los bloques basicos de construccién de los hadrones y
de todos los procesos fuertes involucrados. La interaccion fuerte tiene
las siguientes propiedades:

a) La interaccién fuerte de los quarks no depende de su sabor.

b) La interaccién fuerte conserva los nimeros cudnticos T3 (tercera
componente del isoespin), S (extraneza), C' (encanto), asi como
también los nimeros cudnticos b (bottom) y t (top).

c¢) La fuerza entre quarks para separar un quark (o antiquark) de
un hadrén debe ser muy grande -posiblemente infinita-.

d) Para quarks masivos que se mueven lentamente, la interaccién
fuerte se puede representar por un potencial que tiene la forma
mostrada en la figura

Premisas de la QCD

Existe un campo de interaccién fuerte, el cual tiene sus propios grados
de libertad y se propaga por si mismo. Los quarks son fuente y sumidero
de este campo y por lo tanto el campo media las interacciones entre quarks.
Ademads los quarks llevan lo que se conoce como carga de color. Los tres
valores posibles para el color son: rojo, verde y azul, denotados por R, G, B
por sus siglas en inglés.
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Figura 1.1: Potencial V(r) que representa la interaccién de parejas quark-
antiquark pesadas en particular ¢¢ y bb. Las barras verticales muestran la rms
( del ingles root mean square), valor cuadrético medio, de varias funciones

de onda de c¢ y bb calculadas de este potencial [3]
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Figura 1.2: Diagramas de Feymann fundamentales de la QCD. Vértices de
quark-gluén, tres guones y cuatro gluones se muestran en (a), (b) y (c),
respectivamente. Donde las lineas sélidas representan quarks y las lineas
enrrolladas gluones [3].

Otra hipotesis es: La interaccion fuerte sélo se acopla a los quarks de
color. Esto es, el campo es igual para todos los sabores, y el quark no cambia
de sabor cuando el campo es emitido o absorbido.

Tenemos que todos los hadrones estan en singulete de color; son invarian-
tes bajo transformaciones unitarias pertenecientes a los tres quarks de color.
Considerando que los estados de color son singuletes, estos deben adquirir
una masa muy grande (posiblemente infinita) por el confinamiento.

Entre otras cosas esto debe influir en la dificultad (imposibilidad) de
aislar quarks pues son miembros de un triplete de color no invariante. La
existencia de un quark libre requiere una energia grande (infinita).

En muchos casos la QCD es similar a la electrodindmica cudntica (QED).
El campo fuerte también es un campo vectorial teniendo componentes color-
eléctrico y color-magnético. Los cuantos del campo son llamado gluones. La
correspondencia entre QED y QCD se resume en la siguiente tabla

QED QCD
electrén quark
carga eléctrica carga de color
foton gluén

positronio (ee™) mesones (¢175)

La diferencia profunda es que las fuentes de QCD tienen un ntmero
cudntico que puede tomar tres valores y no es un escalar como en (QED).
La emisién y absorcién de gluones es acompanado por cambios de color. La
simetria de color requiere que el color total sea conservado, por lo que el
campo también lleva color. Teorias de campos en el cual la carga puede ser
transferida al campo son llamadas teorias no abelianas.
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La figura muestra los vértices fundamentales de la QCD. El diagra-
ma (a) describe la transcisiéon entre quarks, si se lee de izquierda a derecha
es una aniquilacién quark-antiquark en gluén. A primera vista esto deberia
llevar al supuesto que hay nueve gluones. Correspondiente a las nueve com-
binaciones RR, RG, RB, GR, GG, GB, BR, BG y BB. Pero se tiene la
combinacién simétrica (RR + BB + GG) que no tiene color y por lo tanto
no se acopla al campo de gluones. Consecuentemente hay sélo ocho estados
de color independiente. Donde los gluones son acoplados a todos los objetos
de color y en si mismos con carga de color, es decir, ellos son acoplados a
si mismos. Por esta razon la QCD es una teoria de campos intrinsecamente
no lineal. Por lo que la QCD tiene vértices que no tienen contraparte en la
QED. Por ejemplo la emisién o absorcién de un gluén por gluén. (figura

(b)), dispersién directa gluén -gluén (c)).

1.2. El modelo.

La Cromodindmica Cuéntica (QCD) es la teoria de las interacciones
fuertes. Intentar describir el espectro hadrénico con esta teoria resulta dificil
debido a su estructura no lineal. Una forma de atacar el problema es por
medio de modelos esquematicos. Con base en esto, se ha creado un modelo
de juguete que llamaremos Modelo Bosénico Efectivo de la QCD a
Bajas Energias [4]. Los requerimientos a cumplir de este modelo son

= Poder describir estructuras bésicas de QCD a bajas energias.

= Debe ser soluble con exactitud, que significa a lo méas diagonalizar
numéricamente una matriz.

Este modelo estd construido para bajas energias. De manera similar a [5],
en [6] el modelo consiste de dos niveles, uno a energias —wy y otro a energfa
+wy que describen el sector de fermiones (Figura .

Este modelo toma el esquema de Dirac para fermiones, donde los anti-
quarks son observados como agujeros en el nivel inferior. El valor de wy esta
fijado a un tercio de la masa del nucleén (0,33GeV).

La degeneracion de cada nivel de fermion es 22, que se refiere a los grados
de libertad bésicos, espin, color, sabor, nivel y eventualmente otros grados
de libertad. Si consideramos unicamente espin (ny), sabor (ny) y color (n.),
tenemos que 20 = n, - ny - n. en cada nivel [5]. Para sabor (0,0) (en la
notacién de sabor para SU(3)) y espin 0 el modelo es similar a [7] pero con
una interaccién distinta. También es muy similar al presentado en [8], pero
en este sélo quarks fueron considerados y la interaccién conserva su nimero.
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[GeV]
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Figura 1.3: Representacién esquemética del modelo. Los niveles de los fer-
miones son especificados por las energias, nivel 1 para wy y nivel 2 para —wy.
La pareja de gluones esta representada por el nivel a energia wy.

Los quarks y antiquarks reales son identificados asi: los quarks reales
son descritos por fermiones en el nivel superior y los antiquarks reales por
agujeros en el nivel inferior. Para el caso en que la temperatura es cero y no
hay interacciones el nivel bajo se llena con fermiones.

Los operadores de creacién (aniquilacién) de los fermiones, en notacién
10)foi (Ca(l,o)fai)_ El
simbolo (1,0) se refiere al sabor, donde (1,0) es la notacién de sabor para
SU(3), f es la notacién corta para hipercarga Y, isospin T' y tercera com-
ponente T, o representa los dos componentes del spin j:%, i es el indice
para el nivel 1 0 2 y « los restantes grados de libertad que en el caso de
ser color tenemos 3 [9]. Subir y bajar indices de los operadores introduce
una fase, la cual depende de la convencién usada [10]. Un cambio de los
indices a los valores conjugados, lleva a los nimeros cudnticos (1,0)YTT,o
a(0,1)=YT-T,—o.

Los operadores asi definidos contienen los principales grados de libertad
de la QCD. Estos grados de libertad aparecen a todas las energias. Aqui los
quarks y antiquarks son los constituyentes a bajas energias y tienen poco en
comuin (excepto por los nimeros cudnticos mencionados) con los quarks y
antiquarks a altas energias. Este modelo, que contiene los grados de libertad
bésicos y tomando en cuenta la dindmica de los acoplamientos con gluones
como veremos mas adelante, puede describir las principales caracteristicas
de QCD a bajas energias.

covariante y contravariante para los indices, son cL(
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Los operadores de creaciéon y aniquilacion de quark antiquark quedan
definidos en términos de los operadores ¢ y ¢! de la siguiente forma

1 _f —
aafa - Cocfal’ dafo - cOéfUQ’
aocfa _ CchUl’ dTOéfU — CafJQ’ (11)

el cual como ya mencionamos corresponde al esquema de Dirac de particulas
y antiparticulas: los quarks son descritos por fermiones en el nivel superior
y antiquarks por agujeros en el nivel inferior.

El sector de gluones se describe por bosones que representan parejas de
gluones acopladas a espin cero. La energia de un estado de bosones esta fija
al valor w, = 1,6GeV [11].

Las parejas de quarks-antiquarks del modelo estdan dadas por

f2022 _ ptf _ T 22 _ T o
Cffglzl - Bflfftl72 - z:cﬂéflmlcaf2 o= aozf101dTaf2 g
(6% 6%
1 1
CJ{f;?Q - B]J:fgf = Z le1012caf202 = Z daf1a1 aaf2027
(0% 03
Jionl T 1 _ T
Cfgla'gll — Z Caflallcahaz _ Z al o aocf2o2’
(0% 03
0}252122 = Z clflcrﬂco‘f?o'22 = Z dafmldmfz"z. (1.2)
(0% 0%

Las primeras dos ecuaciones describen la aniquilacién y creacién de pa-
rejas quarks-antiquarks. Estas parejas se pueden acoplar a sabores definidos
(A,A) = (0,0) o (1,1) y espin S = 0 o 1. Escribiendo este esquema de
acoplamientos tenemos, BZA, NFSM donde f es el sabor, S el espin y M la
proyeccion del espin.

Ahora nos restringimos a 2{) = ngn.ny = 18 con ng = 2, n, = 3y
ny = 3 para los grados de libertad de espin, color y sabor respectivamente.
Los generadores del grupo U (4€2) son cilflmlc”f?f’2m (con ¢; =1,2,3; fi =
1,2,3; 0, =1,2;yl,m=1,2.

Una posible cadena de grupos para la clasificacion de estados, la cual
incluya los grupos de sabor [SU¢(3)] y espin SUs(2)] es

[1V] [1] = [ha, ha, hs] [n7]
U(36) > U(3) ® U(12)
U U (1.3)
SU(3) SU(3) ® SU.(2)

()‘Caluc) ()‘faluf) SaM
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donde la representacién irreducible (irrep) de U(36) es la completamente
antisimétrica y IV es el nimero de particulas involucradas. El superindice en
[hT] se refiere al diagrama de Young conjugado de [h] donde las columnas
y renglones se intercambian [12]. Debido a que la representacién irreducible
[1¥] es totalmente antisimétrica en U(36), las representaciones de U(3) y
U(12) son conjugadas y la representacién irreducible de U(3), la cual co-
rresponde al grupo de color, tiene maximo tres renglones [12]. En la cadena
de grupos no se indicaron las etiquetas de multiplicidad. Existe una
multiplicidad py para (Af, ) v ps para el espin S. Las etiquetas de color
(Ae, pie) estén relacionadas con h; por A\c = hy —ha y pe = ho — hs. El estado
completo esta dado

IN, (Aes poe)s pr( N g, ) YTT,, ps SM), (1.4)

donde Y es la hipercarga, T es el isoespin y T, es la tercera componente. Para
estados mesénicos los niimeros cuanticos de color deben ser considerados
(A, pie) = (0,0). Estos estados son localizados en un volumen elemental
correspondiente a una esfera de radio 1 fm aproximadamente.

La construccion explicita de estados base y el céalculo de los ele-
mentos de matriz es muy complicado. Una salida es mapear la pareja de
operadores BT y B de pares a bosones y trabajar en un modelo de espacio
de bosones. Los ingredientes béasicos del modelo son la pareja de operadores
dada en . Ellos pueden ser mapeados a primer orden sobre operadores
bosénicos [13]

BTf202 N be202

fio1 fio1
foo2 fao2
Bf1<71 - bflUl (1'5)
donde los operadores de la derecha satisfacen las relaciones de conmutacion
bosénica,

b2 DY) = 61120 fBosoboien - (1.6)

El mapeo exacto es dificil, pero se podria obtener en general [13, 14].

Dentro del modelo se trabaja desde el inicio en el espacio de bosones, se

define el Hamiltoniano correspondiente actuando en el espacio de fermiones

y se selecciona una base. La ventaja de trabajar en el espacio de bosones

radica en la simplificacion para obtener los elementos de matriz. El precio
que se paga es la aparicién de estados no fisicos [13].

La manera en que se escoge una base en el espacio de bosones, es usando

el hecho de que los grados de libertad bésicos estan dados por los operadores
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de creacién bosdnicos bJ(r/\,/\)fSM = bf\fSM, con A=061yS=061. Esto
dé cuatro posibles combinaciones de [\, S|

(A, S) O. arménico en dimensién grupo
(0,00 — bl 1 U(1)
(0,1) = by, 3 U) . (1.7)
(L0) — bl 8 U(8)
(1,1) — bl 24 U(24)

Consecuentemente, el espacio de Hilbert total es el producto directo de los
espacios de Hilbert de los osciladores arménicos de 1, 3, 8 y 24 dimensiones
[15].

El caso con A =1y S =0 va a jugar un papel muy importante
en esta tesis. En éste caso se tienen ocho grados de libertad, por lo que se
ve involucrado el grupo U(8). Una posible cadena de grupos es

U(8) D 0O(8) D SU(3)

el cual también juega un papel muy importante en sistemas de muchos
gluones ademds del modelo esquematico para QCD a bajas energias [4].
El célculo de coeficientes de Clebsch-Gordan para esta cadena de grupos
tiene relevancia debido a la necesidad de poder calcular probabilidades de
decaimiento.

Como Hamiltoniano propuesto obtenido de manera fenomenoldgica para
mesones tenemos

H = 20L)fnf “+ wphy + Z VAs{[(bis)Q + QbLS -bas + (b>\S>2]
AS

x (1 — ;%) b+ b (1 - ;%) (bl )%+ 2bl, - bys + (bxs)Q]}
(1.8)

Si se quiere describir la posicién exacta de los bariones hacen falta términos
que describen la contribucién de los quarks de valencia y su interacciéon con
los pares, ademéds no contiene los términos de Gell-mann-Okubo ni de mezcla
de sabor.

Los términos (bT/\S)z[(bAS)Q] describen la creacién (aniquilacién) de pa-
res quark-antiquark con la creacién o aniquilacién simultanea de una pareja
de gluones. El término bf\s -b)g en la ecuacion describe la dispersién
de una pareja de fermiones con la emisiéon o aniquilacion de una pareja de
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gluones. Todos los procesos pueden ser descritos por graficas de Feynman y
todas las graficas se pueden obtener unas de otras por un apropiado inter-
cambio de lineas. El factor (1 — ny/2Q) representa un corte para el mapeo
de bosones a parejas de fermiones con sabor (0,0) y espin 0. Este término
simula el efecto de un mapeo exacto de bosones [13, 14] y es el responsable
de la desaparicién de interacciones cuando el nimero de parejas es mayor
que 2€). En otras palabras, el término de corte simula el Principio de Pauli
que no permite mas de 2{2 pares.

El Hamiltoniano es de la forma maés simple que uno puede pensar
y contiene sélo cuatro parametros (los valores de V)g). La dificultad més
notoria asociada con el uso de mapeo a bosones, radica en el hecho de que el
espacio de Hilbert de los operadores bosénicos es mas grande (infinito) que
el espacio de Hilbert de parejas de fermiones, un corte simple en el niimero
de estados es ng, < 2().

Un método para eliminar los falsos estados, al menos parcialmente, es
mediante un corte ya mencionado. Por ejemplo, para sabor (0,0) y espin
0, la estructura relevante de grupo es U(36) D U(18) ® U,(2), donde el
subindice n denota el nivel. La representacién irreducible de U(36) tiene
que ser antisimétrica, lo cual implica que las representaciones irreducibles
de U(18) y U(2) son conjugadas. Esto es, si U, (2) esta dado por un diagrama
de Young con dos renglones, el de U(18) tiene que ser el conjugado, el cual se
obtiene por intercambio de renglones y columnas [12]. El limite superior en el
que estados falsos no aparecen es 18 porque U (18) permite 18 renglones en el
diagrama de Young. Este también es el nimero maximo de pares permitidos.
Notemos que 18 = 2.

Si el valor para el sabor es (1, 1) con espin 0, tenemos que la cadena para
estados microscépica es U(36) D U(12) ® Uy(3), lo que nos indica que el
nimero de renglones permitidos es 12. La cadena de bosones es U (8) D Uy(3)
por lo tanto un bosén en U(8) se representa en Uy(3) con [2,1] y m bosones
contienen como una posibilidad la representacién maxima [2m,m], que es
el caso de un acoplamiento lineal (que no es el tnico). Para no rebasar los
doce renglones de U(12) en la cadena microscépica se tiene que 2m < 12
como condicién, lo que implica que m el nimero de bosones es menor igual
que 6, notamos nuevamente que 6 = 2€/3. Por lo tanto los acoplamientos
permitidos en U (3) son 6 para no permitir estados no fisicos. Esto implica
que estados con sabor explicito presentan estados no fisicos sélo para un
nimero de bosones grande.

Si el sabor es (0,0) y espin 1 son considerados, tenemos que la cade-
na microscopica es U(36) D U(18) ® Us(2) y la cadena para bosones es
U(3) D Us(2). La representacién [N] en U(3) le corresponde la represen-
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tacién [h], hy] = [2N,0] (no es el unico) en Ug(2) donde N es el nimero
de bosones. Tenemos que el nimero de renglones maximo es 18 segun la
cadena microscépica, por lo que se tiene 2N < 18 esto implica que el limite
superior para bosones es 9 para el cual estados falsos no aparecen, notamos
que 9 = 2Q/2. La anterior deduccién nos sugiere la siguiente receta:

1. Si la combinacién es (A, S) = (0,0), tenemos que el limite maximo en
que no aparecen estado falsos es 2(2.

2. Si la combinacién es (A, S) = (0,1), el limite maximo en que no apa-
recen estado falsos es 9 = 202/2.

3. Si la combinacién es (A, S) = (1,0), el limite méximo en que no apa-
recen estado falsos es 6 = 2(2/3.

4. Si la combinacién es (A, S) = (1, 1), el limite méximo en que no apa-
recen estado falsos es 3 = 202/6.

De esta manera sencilla podemos obtener para cada caso el nimero maximo
en que estados falsos no aparecen. Si se hace la combinacién de distintos tipos
de bosones todavia pueden aparecer estados no fisicos pero su contribucién
es pequena. Como podemos observar, en el caso en que el tipo de bosén
tiene més grados de libertad, el corte se hace a un nimero de bosones més
pequeno.

Esto da una idea acerca de la secuencia de grupos donde los estados
no fisicos podrian aparecer. Los estados fisicos con un nimero de bosones
grande, no son escenciales porque la contribucién relevante a bajas energias
viene de configuraciones con un nimero pequeno de parejas quark-antiquark
[4]. La comprobacién de que este corte es correcto se verifica en [16].

El mapeo se puede hacer de forma més exacta. La idea consiste en:

. uacién ({1. ri io “microscopi u i
1. La ecuacion (|1.3)) describe el espacio “microscopico”, que es el espacio
del modelo.

2. Construimos el espacio bosénico que resulta ser mas grande que el
espacio microscopico.

3. Cada estado en el espacio bosoénico se le busca el estado correspon-
diente en el espacio microscépico. Si existe, este es un estado fisico. Si
no existe es un estado no permitido.

4. Puede suceder que a un estado en el espacio microscépico le corres-
pondan a lo menos dos estados en el espacio de bosones. Se elige el
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estado més sencillo en el espacio de bosones. Donde sencillo se refiere
a que contiene mas un tipo de bosén con menor grado de libertad.

Este procedimiento es mas exacto, pero también mas complicado y para
objetivos del modelo se muestra que el corte es suficiente [16].
Los principales resultados del modelo que se obtienen son:

1.

El contenido de gluones en el nucleén es de 41 %. Experimentos de dis-
persién han mostrado que la mitad del contenido del nucleén estd he-
cho de gluones [43]

. Aparecen pocos estados por debajo de 1.5 GeV, en concordancia con

los datos, debido a la interaccién de mezcla de particulas. Este re-
sultado deberia ser confrontado con alta densidad de estados a bajas
energias en modelos con un numero fijo de quarks-antiquarks.

Reproduce bien el espectro hadrénico.

El pion es bajo en energia debido a la interaccion fuerte en el octete de
sabor y el canal seudoescalar de espin cero. Su estructura es descrita,
como un estado colectivo, compuesto por parejas quark-antiquark y
gluones.

Los datos de la resonancia Roper son muy cercanos a los datos correc-
tos. Estos se reproducen de manera sencilla, debido a la naturaleza
colectiva del estado.

Debido a que este modelo no conserva el nimero de particulas, los
estados bariénicos se definen mirando el contenido de quarks y la co-
rrespondiente representacion irreducible de sabor SU(3). Este proce-
dimiento nos lleva, por ejemplo, a predecir estados bariénicos exdticos,
como penta-[17, 18, 19, 20, 21] y hepta-quarks los cuales estan presen-
tes de manera natural en el modelo. Sin embargo, el modelo todavia
es incapaz de calcular propiedades de decaimiento de estados multi-
quark, una pieza importante de informacion para identificar estados
bariénicos exéticos. El calculo de propiedades de decaimiento
requiere la determinacion de coeficientes de Clebsch-Gordan
para grupos de alto rango.

El modelo predice que la contribuciéon del espin del niicleo dada por
gluones con espin 2 es despreciable.

Predice el estado fy como remanente del vacio perturbativo.
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Cuadro 1.1: Contenido de particulas para estados seleccionados. En las co-
lumnas se indican: la energfa tedrica (Etc,), €l sabor ((Af,uy)), espin J y
paridad (), valores de expectacién de las parejas quark-antiquark en el
canal (1,1) 07, ({n10)), valor de expectacién del niumero total de parejas
quark-antiquark ({n4g)) y el nimero total de parejas de gluones ((n,4)) con
espin 0.

Particulas Eieo  (Apopg) J™ (nio) (ngg) (ng)
vacio 0.0 (0,0) 0t 3.118 3.177 1.705
fo(400 — 1200)  0.656  (0,0) OF 0.457 0.471 0.321
£0(980) 0.797 (1,1) 0+ 3.781 3.832 1.495
£1(1420) 1445  (0,0) 1T 2392 3434 0.902
£(1270)  1.363  (1,1) 1T 2464 3.519 0.993
7 (958) 0.885  (0,0) 0~ 2509 3.562 1.292
1(1440) 1379 (0,0) 0~ 0.773 1.790 0.444
n(541) 0.602 (1,1) 0~ 2711 2766 1.163
1(1295) 1428 (1,1) 0~ 1611 1.638 0.531
n(1760) 1.671  (1,1) 0~ 3.535 4.581 1.254
w(782) 0.851  (0,0) 1- 2563 3.621 1.341
$(1020) 0943  (1,1) 1~ 2.394 3.438 1.198
w(1420) 1389  (1,1) 1° 0.853 1870 0.468
w(1600) 1639 (1,1) 1= 3.546 4.597 1.206
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En el Cuadro se muestran las parejas de quark-antiquark y parejas
de gluones contenidas en algin estado seleccionado. Esto se puede usar para
investigar la estructura del estado en relacién con otros estados. La relativa
abundancia de gluones y quarks-antiquarks es de particular importancia
porque, por ejemplo, experimentos de dispersién han mostrado que la mitad
del contenido del nucleén esta hecho de gluones.

La tabla es una compilacién de los resultados presentados en [22, 23].
El nimero total de parejas quarks-antiquarks es denotado por (ngg). La
cantidad (ny g) (A =0, 1 denota la representacién irreducible (0,0) y (1, 1)
de SU(3), S =01 es el espin) es el nimero promedio de parejas de bosones
de tipo [A,S], mientras que (ng) es el valor de expectacién de nimeros de
parejas de gluones con espin cero. El nimero total de gluones es dos veces
(ng). Sélo los valores de expectacion para parejas quark-antiquark en la
configuracién (1,0) se muestran ({nig)), porque este es el dominante para
bajas energias. El valor de expectacién (nyg), es la suma de los valores de
expectacién de parejas quark-antiquark en todos los canales considerados.
Uno puede ver que para el vacio el nimero (njp) agota el nimero total de
parejas quark-antiquark. La razén de esto es que el canal de octete-espin cero
es dominante en la interaccién produciendo una transicién de fase cudntica
desde el vacio perturbativo a un condensado.

1.3. Otros Modelos

En esta seccion mencionaremos de manera breve las caracteristicas, lo-
gros y fallas de otros modelos para la QCD a bajas energfas.

1.3.1. Modelo de Quarks

Los quarks son fermiones, que interactuan fuertemente, con espin 1/2 vy,
por convencién, tienen paridad positiva. Por lo tanto los antiquarks tienen
paridad negativa. Los quarks tienen el niimero bariénico aditivo 1/3 y anti-
quarks —1/3. Su carga @ (en unidades elementales de carga e) esta definida
por la férmula generalizada de Gell-Mann-Nishijima

B+S+C+B+T
2

Q=13+ (1.9)
donde B es el ntimero bariénico. La convencién es que el sabor del quark
(T5, S, C, B o T) tiene el mismo signo que la carga Q. Los antiquarks de
sabor opuesto tienen los signos contrarios.
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Mesones

Los mesones tienen niimero barionico B = 0. En el modelo de quarks
ellos estan conformados por parejas ¢’ (los sabores de ¢ y ¢’ pueden ser
distintos). Si el momento orbital de los estados qq’ es [, entonces la paridad
P es (—1)*1. El momento angular total J del mesén esta dado por la relacién
usual |l — s| < J < |l + s|, donde s es 0 (quarks con espin antiparalelo) o
1 (quarks con espin paralelo). La conjugacién de carga o C-paridad C =
(—1)*5, es definida solamente para estados ¢g formados por un quark y
su propio antiquark. La C-paridad puede ser generalizada a la G-paridad,
G = (—1)T**s, para mesones hechos de quarks y sus propios antiquarks
(isoespin T' = 0) y para estados ud y du (isoespin T = 1).

Los mesones son clasificicados en multiplets JC. El estado [ = 0 son los
pseudo escalares (0~1) y los vectores (17 7). Para la excitacién orbital [ = 1
son los escalares (071), los vectores axiales (171) y (177), y los tensores
(271). Debido al tiempo de vida muy corta para los quarks ¢ hace que los
estados acotados de hadrones que contengan quarks ¢ no existan.

Estados en el natural spin-paridad P = (—1)‘] deben, en concordancia
con lo anterior, tener s = 1 y entonces, CP = +1. Por lo que los mesones
con CP = —1 (0t—,177,27~ 37", etc.) son prohibidos en el modelo q¢q'.
El estado JPC = 0=~ esta prohibido también. Mesones con tales ntimeros
cudnticos exdticos pueden existir, pero caen fuera del modelo ¢7 .

Las nueve combinaciones posibles de las parejas g’ dentro de SU(3),
contienen a los quarks ligeros u, d y s que son agrupados dentro de un
octete y un singulete de mesones de quarks ligeros:

303=8a1. (1.10)

Un cuarto quark tal como encanto ¢ se incluye extendiendo SU(3) a SU(4).
Sin embargo, en SU(4) los dieciseis mesones son clasificados en grupos de
un 15-plet y un singulete:

44=1531. (1.11)
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Estados isoescalares con el mismo J¥C se pueden mezclar, pero la mez-
cla entre dos mesones con quarks ligeros del mismo isoescalar se asumen
generalmente despreciables. Entonces los isoescalares fisicos son mezclas de

las funciones de onda g y ¢ de SU(3):

f" = 4scosf —yysind, (1.12)
f = )gsinf + 1y cosb, (1.13)

donde 0 es el dngulo de mezcla y

Py = (ut + dd — 2s3), (1.14)

€
V6

1, =
P = %(uu—i-dd—i—ss). (1.15)

El 4ngulo de mezcla es determinado experimentalmente.

Exitos del modelo de Quarks.

El modelo simple de quarks no relativista da una descripcién 1util de los
niveles bajos de mesones y bosones.

Si los quarks fueran realmente pesados, entonces se pueden justificar
los limites no relativistas de la QCD para describir los hadrones ligeros.
Debemos tener una explicaciéon simple de los niveles bajos de los hadrones.
Los rompimientos p — 7 y A — N resultan de la interaccién del momento de
color magnético entre los quarks constituyentes.

El quark s es pesado y tiene color-magnetico débil. En A, los quarks
ligeros estan apareados con un estados de espin cero, tienen energia menor
que X, en el cual el quark s es apareado con los quarks ligeros. Esta imagen
trabaja mejor de lo que uno espera. Uno puede obtener una buena descrip-
cién de las masas para el octete de espin 1/2 y decuplete de espin 3/2, de los
estados base de los bariones en el modelo de quarks con la expresién simple
24]

M:ij+azsi's’“ (1.16)
i i<k

mimg

donde b;; es el espin del j-ésimo quark. Esta férmula incorpora las masas del
quark de valencia y una imagen simple de la interaccién del momento de
color magnético.

El resultado para

my, = mg = 360MeV, ms; = 540MeV, a = 2,55 X 10MeV (1.17)
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es
’ ‘ Teo ‘ Exp ‘

N | 932 | 940

A | 1112 | 1116

> | 1178 | 1193

© | 1330 | 1318

A | 1227 | 1232

* | 1374 | 1385

©* | 1527 | 1533

QF | 1685 | 1672

Si ¢ esta degenerado con el quark s, entonces para obtener las masas del
mesén con los mismos quarks constituyentes necesitamos un desplazamiento
y un coeficiente diferente para la interaccién espin-espin.

M:ml—i-mg—mg—ka/M . (1.18)
mims
Con
my = mg = 360MeV, ms = 540MeV, mg = 105MeV, o’ = 8 x 10°MeV?
(1.19)
se obtiene
’ ‘ Teo ‘ Exp ‘
w | 152 | 140
p | 769 | 770
Kk | 486 | 495
k* | 898 | 894
¢ | 1044 | 1019

Otro éxito del modelo de quarks es la prediccién de los momentos magnéti-
cos del barién. Los momentos del barién son simplemente las sumas de sus
contribuciones de los quarks individuales.

uS = Zﬂzgz = ZQi@/mi , (1.20)

donde @); es la carga del quark, usamos esta férmula con las masas anteriores

(1.17) y obtenemos
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‘ HQm ‘ HEzxp ‘
D 2.61 2.79
n -1.74 -1.91
A -0.58 -0.61

¥t 2.51 2,48 + 0,05
>—> N | 150 1,61 £0,8

>~ [-097 ] —1,16£0,08
o -1.35 | —1,25+£0,01
O~ |-0.48 ] —0,65=+0,002

Hay cosas muy consistentes sobre el modelo de quarks. Sin embargo,
todo este éxito del modelo de quarks es muy sorprendente pues sabemos por
otras razones que los quarks u y d son muy ligeros -con masa mucho maéas
pequenas que 300MeV-. Por lo que hay algo malo con el modelo de quarks.

1.3.2. El modelo de la bolsa del MIT.

El modelo de la bolsa (MIT) estd basado en la imagen del confinamiento,
el cual es mas realista que el modelo de potenciales, especialmente para
hadrones ligeros. Existen dos suposiciones bésicas

1. Los hadrones son observados como compuestos de quarks que inter-
actuan debilmente y gluones confinados por condiciones a la frontera
impuestas por la superficie de la bolsa.

2. La presion hacia el exterior de los quarks y gluones dentro de la bolsa
son equilibrados por una presién hacia el interior ejercida por la su-
perficie de la bolsa y generada por la suposicién que el interior de la
bolsa contiene una densidad de energia constante positiva B.

Al tener una superficie de discontinuidad, tenemos discontinuidades en mu-
chas propiedades fisicas. Tal superficie de discontinuidad es una propiedad
importante del modelo por sus muy interesantes consecuencias. El quark
en una bolsa no es completamente libre. Ellos interactuan entre si por el
intercambio de gluones. La interaccion quark-quark es complicada, pues los
gluones tambien estan confinados en el interior de la bolsa.Los flujos de gluo-
nes no penetran la superficie de la bolsa. La carga de color total C, de un
hadrén debe ser cero. En este sentido la naturaleza del singulete de color
debe ser asegurada.

Suponiendo una bolsa esférica que contiene n, quarks y ha sido inflada
contra una presién de superficie constante B. La energia contenida en la
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esfera resultante de radio R es

4
E(R) = %R:”B + % (1.21)

donde el término C contiene contribuciones de
1. Energia de particula simple de quarks.
2. Energia de punto cero de quarks y gluones.

3. Interaccion residual quark-quark con la constante fuerte de acopla-
miento

s = g*/4

Esta ecuacion da la energia de la bolsa como funcién de R. La energia E(Ry)
para el minimo es la masa de equilibrio del hadrén.

En particular, si los quarks u y d no tienen masa, se obtiene una férmula
sencilla de la masa de la bolsa [25]. Y C resulta independiente del radio de
la bolsa R. Como resultado la energia minima tiene la forma simple

47

M = E(Rp) = ( 3 R3)4B (1.22)
y el radio de equilibrio es
3M 1
Ry = (167rB)3' (1.23)

Notamos que M y Ry dependen del nimero de quarks y de los nimeros
cuanticos como debe de ser. Ademas la densidad de masa promedio p sobre
la bolsa esférica es la constante universal 4B. Esto significa que B puede ser
deducida de la densidad de masa promedio de un hadrén, digamos el proton

[25]. Se obtiene

GeV

Dificultades del modelo de la bolsa del MIT.

El modelo de masa 4B es demasiado grande. Una desilusién en este
modelo relativista es que el momento magnético calculado para el proton
es solamente 1,9 nm (nuclear magnetons) en lugar del valor experimental
que es 2,8 nm. Otra caracteristica desagradable es que la masa del pion es
demasiado sensitiva a la eleccién de la masa m,, 4. Ciertamente para my, q 2

~
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100 Mew, el pion y otros mesones pseudoescalares tienden a colapsarse a
masa cero, sin llegar a una energia minima.

Otro problema es que el centro de masa del sistema oscila en la bolsa. Y
es necesario sustraer la energia de movimiento del centro de masa. Ademds
para estados excitados se necesita aislar y remover los estados falsos de
excitaciones del CM (centro de masa). Por lo que el modelo de la bolsa
pierde mucho de su simplicidad y atractivo. Finalmente el modelo de la
bolsa no ha sido muy exitoso en describir el espectro de excitaciones del
hadrén.

1.4. Objetivo de la Tesis.

El objetivo es obtener coeficientes de Clebsch-Gordan para el grupo U (8)
que aparece involucrado en este modelo, el calculo de éstos es primordial para
determinar las transiciones y propiedades de decaimiento de los hadrones.
Este grupo en el primer caso (A, S) = (1,0) es reducido al grupo de sabor
SU¢(3). Para el segundo caso (A, S) = (1,1) el grupo U(8) es nuevamente
reducido al grupo de sabor SU¢(3) y al grupo SU(3) describiendo la parte
del espin. Las cadenas de grupos involucradas de manera correspondiente
son:

1. (1,0)
U(8) 5 0(8) > SU3) (1.25)
2. (1,1)
[h1, ha, h3] [h1, ha, h3]
U > UB) @ U@3)
- - (1.26)
0(8) SU(3)
U U
SUL(3) SO(3)

Donde ademaés, en este ultimo caso aparecen representaciones irreducibles
de tres renglones para el grupo U(8). Esta cadena de grupo sirve también
para describir a los gluones.

Esta reduccién estd dada en [11, 26]. Sin embargo la construccién de
estados es menos conocida. En [27] encontramos el primer intento. En la
manera que obtendremos los coeficientes de Clebsch-Gordan es necesario
conocer la forma explicita de los estados.
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El método tradicional para obtener los coeficientes de Clebsch-Gordan es
por medio de relaciones de recurrencia. Por ejemplo en [28] se obtienen estas
relaciones de recurrencia para el grupo SU(2). El nimero de relaciones de
recurrencia que se obtienen es 2. En [10, 29, 30] se obtienen las relaciones de
recurrencia para el grupo SU(3) D U(1) x SU(2), el nimero de relaciones
involucradas en este caso son 4 relaciones de recurencia (6 relaciones del
grupo SU (3) menos 2 relaciones ya conocidos en U(1) x SU(2)), las cuales,
son factibles de manejar. Sin embargo para el grupo que nos interesa U (8) D
U(3) el nimero de relaciones de recurrencia es de al menos 50, (56 relaciones
para el grupo U(8) menos 6 relaciones ya conocidas en SU(3)) que ya no
son facil de manejar. Por lo que estos métodos sélo son practicos con grupos
de rango pequeno. Es por eso que tenemos la necesidad de hacer un
bosquejo de métodos mas practicos.

Hay que notar que los métodos tradicionales nos dan los coeficientes de
Clebsch-Gordan para todas las representaciones. Y como ya hemos mostra-
do, para los casos de interés no requerimos de los coeficientes para todas
las representaciones, sélo simétricas y a lo mas de tres renglones son reque-
ridos. A partir de estas dos observaciones proponemos un método que nos
de solo las representaciones que requerimos. Para obtener estos coeficientes
requerimos de la forma explicita de los estados.

El primer e importante paso hacia la construccion de estados de muchos
gluones y quarks antiquarks es ligar los estados a representaciones irreduci-
bles (irrep) de U(8). Los coeficientes de Clebsch-Gordan (CGC) son entonces
obtenidos como integrales sobre un producto de tres polinomios. Como mos-
traremos en este trabajo este método es factible para los casos de nuestro
interés.

Un ejemplo de un método similar para la cadena U(5) D O(5) D O(3)
se encuentra en [1].
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Capitulo 2

Primeros Pasos

Como antecedente tenemos lo hecho para la cadena de grupos SU(3) D SO(3) D
SO(2) en trabajos anteriores [31, 82]. En este capitulo mencionaremos los procedi-
mientos fundamentales para este caso mds sencillo. Esto nos servird para ilustrar
el procedimiento y senalar los puntos importantes para la aplicacion del método a
la cadena U(8) D O(8) D SU(3).

2.1. Estados en SO(3)

La cadena de grupo de interés tiene los siguientes ntimeros cuénticos

SU(3) D SO(3) D SO(2)
(N,0) l m

donde (N, 0) denota a las representaciones irreducibles de SU(3), [ es el mo-
mento angular y m su proyecciéon. Solamente consideramos representaciones
irreducibles (N, 0) totalmente simétricas. Para este tipo de representaciones
el indice de multiplicidad entre SU(3) y SO(3) siempre es 1.

El primer paso es construir los polinomios que representan los estados
de maximo peso en SO(3). Para esto los acoplamientos elementales deben
ser construidos (también llamados epd’s, “elementary permisible diagram”,
“Integrity basis”) [2, 33]. Los acoplamientos elementales son un conjunto
completo de acoplamientos bésicos en términos de operadores bosonicos de
creacion bIn con m = 0,%1 de tal forma que todos los estados de maximo
peso para un momento angular sean obtenidos por productos y potencias de
estos [15, 34].

Existen dos epd’s, en este caso [15, 34] con

b= (1)1, (2.1)

23
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0
N b x o581, [0) (b11)*0)
0
NRUELIEY (b1,)%/0)
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Figura 2.1: Grafica de niimero de particulas y momento angular
son:
A = b, (2.2)
B = —V3f @bl
(b - bT) (2.3)

Una manera sencilla de mostrar que estos son los dos epd’s que se ne-
cesitan es con la ayuda de la figura En los ejes tenemos el niimero de
particulas N y el momento angular [, la condicién para el momento angular
esl=N,N—2,...,0siel nimero de particulases par 6 l = N, N —2,...,1
si N es un ntmero impar. El vacio N = 0, [ = 0 es representado por |0),
cada linea horizontal representa un estado posible. El estado (N =1, [ = 1)
lo construimos con el epd A actuando al vacio. Los estados (2,2) y (3,3) se
forman por aplicaciones sucesivas de A, es decir, A2 y A® respectivamente.
El estado con 2 particulas y momento angular 0 representado por (2,0) no
se puede construir por potencias de A, lo que nos lleva a la necesidad de un
nuevo epd B. El estado (3,1) es un producto de epd’s conocidos BA y todos
los estado restantes son productos de potencias de A y B, por lo tanto solo
se necesitan dos epd’s.

El estado de maximo peso no normalizado estd dado como:

max peso: |[NIm=1I)~ (b bT)¥(bT)l\O> : (2.4)

A partir de este estado podemos generar todos los estados del momento
angular para un N fijo.
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Para obtener el factor de normalizacién N calculamos
N2 (6™ (b b)"2 (0T - by (] )" o) = 1 (2.5)
Este célculo lo hacemos usando

(oF by =S (-1mefbl, (2.6)

m

™ b5 ] = B - (2.7)

Cabe mencionar que los estados |N | m) se pueden expresar como el
producto de un factor de normalizacién y arménicos esféricos sélidos [28], lo
cual también sirve para calcular el factor de normalizacién del estado.

El estado de méximo peso normalizado obtenido es [15, 31]:

IN 11) = Ny (b! - 1) (1)!]0) (2.8)

con

20+ 1! 2
(2n + 20 + 1)!1(2n )N0!
Hasta aqui tenemos construidos los estados de maximo peso que difieren con

[15] por una fase arbitraria en SO(3), terminando asi el primer paso.
A continuacién buscamos los estados |N [ m) con m # [ los cuales

N,y = (2.9)

expresamos commo:

INIm)=NL-™|N11) (2.10)

donde |N 1) es el estado de méximo peso normalizado, N es el factor de
normalizacién del nuevo estado y L'=™ es el operador de descenso aplicado
(I —m) veces.
Definimos
Ly = V2[b" x bf)lL. (2.11)

y también
b = (=1)17mp™ (2.12)

Con esto L_ esta dado por

Lo = V2 ) (1my, Imgl—1)bf, (=) "m0

mi,m2
= V2 [(1 0,1 11— 1bib1+(1 —1, 10]1 — 1)bT_1(—1)b0]
= ot 0l B0 (2.13)



26 CAPITULO 2. PRIMEROS PASOS

El factor de normalizaciéon se encuentra haciendo el producto con el
estado conjugado

NAN LYLE™LE™IN LD =1 . (2.14)
La expresién que se obtiene para A es

(I +m)!

N = (1 —m)(20)!

(2.15)

En este punto ya tenemos las expresiones para estados arbitrarios con [ # m
con la ayuda del operador de descenso L_.

2.2. Obtencién de CGC de SU(3) D SO(3) D SO(2)
para representaciones completamente simétri-
cas.

Pensemos por ejemplo en un problema de dos particulas en el que cada
particula simple es descrita por la funcién de onda ¢j,m, (1) ¥ ¢jym,(2). La
funcién de onda total del momento angular de las dos particulas estd da-
do por la funcién de onda vj,,(1,2) con un momento angular j y proyec-
cién m. Escribimos 1y, como el producto ¥, m, (1)1j,m,(2). La funcién de
onda total puede ser descrita como una combinacion lineal de productos

¢j1m1 (l)wjgmg (2), es decir,

1/ij(172) - Z (jlmlem?,jm>wj1m1(l)wj2m2(2) (2-16)

mi,ma2

Los coeficientes (j1m1jame|jm) muestran la dependencia de los niimeros
cudnticos, conocidos como los coeficientes de Clebsch-Gordan.

El teorema de Wigner-Eckart dice que acorde a una representacion de
los operadores .J2, .J,, donde los vectores bases estan dados por |Tjm), el
elemento de matriz (7/j'm/ \Tq(k)]ij> de un tensor irreducible estd dado
por el producto de un elemento de matriz reducido (7'j'||T"®)|75), el cual
no depende de m, m/, q, y un coeficiente de Clebsch-Gordan [9, 28]

(73w | TP |7 gmy = ( m, k gl m') (77| T®)|5). (2.17)

en donde T representa otros posibles niimeros cuanticos.
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Los CGC de SU(3) D SO(3) D SO(2) estan relacionados con la inte-
gracion de tres polinomios normalizados para el caso de representaciones
irreducibles totalmente simétricas

(01PN 15 ma(b) Pry 1y my (D) Py 1 my (07)]0) (2.18)

La expresion la escribimos como:
(N3 I3 m3|Pny 1y my (b1)| N2 Iz mo) (2.19)
Ahora aplicamos a el Teorema de Wigner-Eckart de SU(2) obteniendo

(N3l3ms| Payiym, (b)) Naloms)
= (lQmQ, l1m1 |13M3) <N3l3 ||P]\[1l1 (bT) HN2l2> (2.20)

del lado derecho un coeficiente de Clebsch-Gordan y un elemento doble re-
ducido de SU(2).

Pero también a le podemos aplicar el Teorema de Wigner-Eckart
de SU(3) [39]

(N3l3m| P, iym, (b7) | Nalams)
— ((Ny, 0)Llama, (N1, 0)1Lyma|(Ns, 0)1lsms)y
(N3|[| P, (b)]]| N2)1 (2.21)

Tenemos del lado derecho de la expresion un coeficiente de Clebsch-
Gordan y un elemento triple reducido de SU (3). En este caso la multiplicidad
es 1 en el producto (N2,0) x (N1,0) y por tanto no aparece una sumatoria.
Sin embargo se mantendra el indice p = 1 en la notacién del coeficiente de
Clebsch-Gordan y el elemento triple reducido.

Recordando que el coeficiente de Clebsch-Gordan de SU(3) se puede
factorizar como [39]

(A1, 1) krlima, (Ao, p2) kaloma| (A, ) klm)

— (O ), Oha, 2ol |0, D) (L, o lim) - (2.22)
donde el primer factor del lado derecho se llama coeficiente isoescalar y el
segundo factor es simplemente un coeficiente de Clebsch- Gordan de SU(2)
[28].

Tenemos que la ecuacién (2.21)), usando (2.22)), queda como
(N3l3ms| Pa,1ym, (b7)| Nalams)
= ((N2,0)1ls, (N1,0)14 || (N3, 0)1i3)1
(Iama, Lymi [lma) (N || P, (07)[[| N2)1 (2.23)
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El siguiente paso es tomar casos particulares pero a la vez generales
para calcular los coeficientes de Clebsch-Gordan de SU(3). Tomamos los
polinomios en subindice 1 y 3 como estados de maximo peso en SO(3)

mp; = ll (2.24)
m3 = l3 . (2.25)
Sabiendo que se debe cumplir
mi + mg = ms (2.26)
podemos deducir
mo = 13 — ll , (2.27)

ademas que Iy debe cumplir con
|l3 — l1| <l <l+I3 . (228)
Sustituyendo estos valores en (2.20) obtenemos

(N3l3l3| Py, iy1, (b1) [ Nolals — 1p)
— (Lol — Iy, hla|lsls) (Nals | Pty (b1) | Nals) (2.29)

Ahora sustituimos estos mismos valores en (2.21)) obteniendo

(N3l3l3| P11, (b7) | Nalals — 1y)
= <(N2, 0)”2[3 — 1, (Nl, 0)1l1l1|(N3, 0)11313>1
(N3|[| P, (b)]]| N2)1 (2.30)

Ya tenemos las ecuaciones més importantes. A partir de y
obtendremos los coeficientes de Clebsch-Gordan de SU(3). El objetivo en el
caso de interés en esta tesis, es la cadena de U(8) D O(8) D SU(3). Queremos
llegar a las ecuaciones equivalentes a y en esta cadena. Hacemos
notar que vamos a escoger un camino adecuado para tratar la cadena de
U(8) D O(8) D SU(3). Esto implica que aqui tampoco seguiremos el camino
clasico para obtener los coeficientes de Clebsch-Gordan de SU(3).

El siguiente paso es trabajar con la ecuacion . Notamos que :

1. Los coeficientes de Clebsch-Gordan de SU(2) son ya conocidos y tienen
toda la dependencia de m;.

2. El elemento doble reducido no depende de m; .
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Tomando estos puntos en cuenta, notamos que si calculamos el elemento de
matriz para un N; y [; dado, usando obtenemos el elemento doble re-
ducido para esos N; y [;. Finalmente teniendo los elementos doble reducido
y los coeficientes de Clebsch-Gordan de SU(2) = SO(3) ya conocidos, tene-
mos todos los elementos de matriz (N3l3ms| Py, iym, (b7)|Nalama), es decir,
para m; # l; que ya no son estados de maximo peso.

Para realizar el cilculo del elemento (N3l3l3|Py,1,1, (b1)| Nolalz — 1) usan-
do el operador de descenso L_ necesitamos conocer su expresion en términos
de operadores bosénicos, el cual sabemos que estda dado como:

Lo =bb" +b' 80 . (2.31)
Usando L_ podemos calcular
<O|PN3 l3 lg(b) Py (bT) Py, 1, l3—l (bT)‘O> (2'32)

donde Pn,i,1,-1, (b7)]0) se obtiene aplicando Ll_z_(l?’_ll)]PNQZQZQ(I)T)|O>.
Definiendo

bil = T
bg = X9
b, = a3 (2.33)
y
o)
bt = —
8.%‘1
)
o= —
89@'2
)
R — 2.34
B3 (2.34)

podemos hacer el calculo del elemento (N3l3l3| Pyyi,1, (b1)|Nalals —11) de ma-
nera algebraica, usando la representacién de operadores bosénicos de L_.
Se puede usar MATHEMATICA [35] para calular este elemento matriz ha-

ciendo uso de las ecuaciones (2.33) y (2.34).

Sin embargo, para abreviar, aqui vamos a usar la expresion analitica para
el elemento de matriz [28]:

(N3l3l3| P, i1, (b7) [ Nolols — 1p)
o Aty Angy [(211 +1)(205 +1)72
N NN g Ar(2ls + 1)
(L, lols — 11 |I315) (130, 120[130) . (2.35)
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Esta expresién se puede encontrar gracias a la expresién de los estados en
términos de los armoénicos esféricos sélidos [28]. Hasta aqui hemos logrado
nuestro primer objetivo.

Comparando las ecuaciones y obtenemos la expresién del
elemento doble reducido

1
Ayt Anyty [(20 +1)(20 +1)]2
T _ nily Insls 1 2
(Nals|| Py, (b7)[| Nal2) ON3,N1+Na AL (2 1 1)

(110, 150[130) . (2.36)

El siguiente paso es calcular el elemento triple reducido. Para hacerlo parti-
mos de (2.30)) y tomamos el caso donde

N, = [ (2.37)
Ny, = I (2.38)
Ny = I3 . (2.39)

Sustituimos estos valores en ([2.30) teniendo

(N3N3N3| Py, vy, (b1)| NoNoNo)
= <(N2, O)lNQNQ, (Nl, 0)1N1N1’(N3, 0)1N3N3>1
(N3|[| Py, ()| N2)1 (2.40)

Usando (2.22) podemos expresar el coeficiente de Clebsh-Gordan de
(2.40) como

(N3N3N3| Py, Ny, (b1)| NoNo No)
= ((N2,0)1N2, (N1,0)1N1[[(N3,0)1N3)4
(N2Na, Ny Ny |N3N3)(N3||| P, (b0)][| N2)1 (2.41)

La manera de calcularlo ya fue mencionada con anterioridad al hablar del
elemento (N3l3l3| P, 1,1, (b7)|Nalals — 11). Para el caso considerado, el factor
isoescalar y el coeficiente de Clebsch-Gordan de SU(2) son iguales a 1 por
ser acoplamientos lineales teniendo finalmente

(N3N3N3| Py, n, (b1)|[ N2 NoNo) = (N3||| Py, (B0)[[[N2)1 (2.42)

De esta manera podemos calcular el elemento triple reducido el cual sola-
mente depende de N; con i =1,2y 3.
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Usando la ecuacion (2.29) con los valores dados por las ecuaciones (2.37]
2.39) tenemos

(N3N3N3| Py, vy v, (b1)| Na No No)
= (N2N2N1N1]N3N3)<N3N3||PN1N1(bT)||N2N2>. (2.43)

En este caso otra vez el coeficiente de Clebsch-Gordan de SU(2) es igual 1
y tenemos

(N3 N3 N5 Py vy vy (01)[N2N2N2) = (N3 Ns|| Py g (00)[[NoNo) - (2.44)
ademads por ([2.42]) y (2.44) tenemos para este caso particular
(N[ Py (0)[[|N2)1 = (N3Nl Py v, (1) | N2 No). (2.45)

A partir de la expresién, obtenida para el elemento doble reducido (2.36)),
sustitumos los valores dados por las ecuaciones (2.37] , obteniendo
(N3 N3 || P v, (b) || No No)
1
Aon; Ao, [(2N1 +1)(2N2 +1) ]2
A[)N3 47T(2N3 + 1)
(N10, N20|N30) (2.46)

= 5N3,N1+N2

El coeficiente de Clebsch-Gordan de SU(2) de esta ultima ecuacién tiene la
forma analitica conocida que esta dada por

(N1 0, N2 0[N3 0)

Ny 4Nyt N (2N3+1)(]\’1H\2772+NS)!
: (N2+N3—N1)[(N1+N3—N2)|(n1+N2—N3)|
2 : 2 ' 2 :

1
|:(N3+N3—Nl)!(Nl+N3_N2)!(N1+N2—N3)! 2 (2 47)

(N1 + Ng + N3 +1)!
Sustituimos (2.47) en (2.46|) y reduciendo tenemos
(N3 N3[| Py v, (07) | N2 N2)

_ (2N3 — 1) 2
- NN N IEN, — 1)1
Ny 4Nyt N (2N3_|_1)(M‘H\2772+N3)!
— 2

(N2+1\£3—N1 )!(N1+]\273—N2 )!(n1+1\£2—N3 )!

1

(N3 + N3 — N1)!/(N1 + N3 — No)!(N7 + No — N3)!| 2
(N1 + Ny + N3+ 1)! '

(2.48)
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Tomando los siguientes valores

N3 = Ni+ No (2.49)
Ns—N; = No (2.50)
N3 — Ny = N; (2.51)
y sabiendo que
(2N3 + 1)” B 1
2Nz + 1) (2N3)!!
1
podemos escribir (2.48]) como
N3l 12
3t |2
(N3 N3 Py, n, (b1) [ Na Na) = 6y vy 4, [N'N'] (2.53)
1:4Va!
Usando ([2.45)) tenemos que el elemento triple reducido es
1
N3! ]2
N3||| Py, (00| N2)1 = & — 2.54
(P (01N = v | (254)
Una manera més facil de obtener (2.54) es notando que el estado
[Nk NpNy) = \/T—k(bﬂ) 10) (2.55)
entonces
1
(NaNgl| P 3 (B)IN2N2) - = s (018 )™ (6.)™10)
B N3! 5
T UNSING NG et
N3!
= W5N37N2+N1 (2.56)

En este punto ya tenemos las expresiones para los elementos doble y triple
reducido ecuaciones (2.36) y (2.54)), resta encontrar el factor isoescalar pa-
ra obtener los coeficientes de Clebsch-Gordan de SU(3). Para encontrar el
factor isoescalar igualamos las ecuaciones ([2.20) y (2.23)), teniendo
(Iama, lyma |l3ms) (Nals|| Py, (07) || Nals)
= ((N2,0)1ls, (N1,0)111||(N3,0)1l3)1
(lama, Lyma |lzma) (Na| || P, (07)|[| N2)1

(2.57)
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Eliminando el coeficiente de Clebsch-Gordan de ambos lados tenemos

(N3l3|| Pryg, (b7)[| Nal2)
= ((N2,0)1l2, (N1,0)1 || (N3, 0)1l3)1
(N[ Py, (01)][| N2) 1
(2.58)

despejamos el elemento isoescalar de ([2.58))

(N33 Py, (01) [ Nala)
(N2, 0)1l2, (N1,0)10[[(N3,0)1l3)1 = Nal [P, 6D Mo (2.59)

sutituyendo las ecuaciones (2.36]) y (2.54)), para los elementos doble y triple

reducido, tenemos

((N2,0)1l2, (N1,0)1l1]|(N3,0)1l3)4

1
Ap1 Ap 201 +1)(2l2+1) | 2
B ON3, N1 +No Xigl;b [( i;(Q)lg-FQJ )} 2 (10, 1201150) (2.60)

1
5 Ns! |2
N3,N1+N2 | NTIN!

Usando la ecuacién (2.47) que es la expresion del coeficiente de Clebsh-
Gordan, sustituimos en (2.47) los Ny por [ con k = 1,2 y 3 y usando la

expresion para los A,,; dada por

1
4 2
Ay = , 2.61
: [@n+m+1w@mu] (261)
tenemos que la expresién final de (2.60) es
<(N2,0)1l2, (N1,0)1Z1H(N3,0)1l3>1
. (_)l1+122713 lhi+1l—13 |
= 72 |
(Ng + I3 + 1)”(N3 — l3)!!(2l1 + 1)(2l2 + 1)
(Mo 6+ DU, — 1)
1
(l2+l3—1)!(11+l2—l3)!(l1—‘rl3—l2)! ?
(N2 + 1l + 1)”(NQ — lg)”(ll + 1o+ 13+ 1)‘
1
1 NiINy!| 2
(l2+l§711)!(l1+l237l2)!(ll+l227l3)! |: N3| :| (262)
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2.3. Conclusiones

En conclusién el método es efectivo, pues la forma analitica dada en la
ecuacién es equivalente a las ecuaciones en [29, 36] (para ver compa-
raciones por favor revisar [31]).

Finalmente resaltaremos los pasos del método anterior que se generali-
zaran para la cadena U(8) D O(8) D SU(3):

1. Construccion de estados de méximo peso. La construccion de
polinomios que representan estados de maximo peso, se hace por medio
de acoplamientos elementales (epd’s). Un estado de méximo peso de
SO(3) es el producto de potencias de estos epd’s.

2. Construccién de estados distintos a los estados de maximo
peso. Tenemos ya los estados de maximo peso expresados como pro-
ductos de potencias de los epd’s. Por medio de operadores de descenso
definimos los estados distintos a los estados de maximo peso.

3. Calculo de los coeficientes de Clebsch-Gordan y factores iso-
escalares. El calculo de los coeficientes de Clebsch-Gordan y los fac-
tores isoescalares, lo hacemos aplicando el Teorema de Wigner-
Eckart de dos formas distintas para obtener dos ecuaciones (|2.20))
y que nos relacionan elementos doble y triple reducidos. Co-
mo ya conocemos el coeficiente de Clebsch-Gordan de SU(2), calcu-
lando los elementos doble y triple reducido obtenemos el coeficien-
te de Clebsch-Gordan de SU(3), que estamos buscando. Para ha-
cer el cdlculo de los elementos doble y triple reducido aprovecha-
mos las caracteristicas del problema, esto es, cdlculamos el traslape
<N313l3‘PN11111 (bT)’Nzlglg — ll> = <N3Z3HPN111 (bT)HNgl2> donde el esta-
do 1 y 3 son estados de méximo peso y el segundo no lo es. El calculo
del traslape se hace por métodos analiticos en este caso, pero para gru-
pos de rango mayor lo haremos de manera algebraica numérica. Para
obtener el elemento triple reducido hacemos uso nuevamente del tras-
lape, pero ahora para los estados (N3N3N3|Pn,n,n, (bT)|[NoNoNy) =
(N3]||| Py, (b1)|||N2)1 donde nuevamente tenemos estados de maximo
peso. De esta manera obtenemos los elementos doble y triple reduci-
do, para asi poder expresar el factor isoescalar y consecuentemente el
coeficiente de Clebsch-Gordan de SU(3).

En este caso, como ya se menciond, existe un método analitico, gracias
a las expresiones analiticas de los estados [28]. Para la cadena de U(8) D
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O(8) D SU(3) no contamos con esa ventaja por lo que requerimos de ma-
nipulaciones algebraicas para obtener los traslapes. Estos cdlculos se hardan
con MATHEMATICA [35].
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Capitulo 3

Coeficientes de
Clebsch-Gordan para
U(8) D O(8) D SU(3)

En este capitulo desarrollamos de manera detallada el método para obtener los
coeficientes de Clebsch-Gordan.

3.1. Estados de maximo peso en SU(3)

Las particulas en consideracién tienen ocho grados de libertad y perte-
necen a la representacién irreducible (1,1) de SU(3). La cadena de grupos
relevante para las representaciones simétricas es:

UB) > 0B) o SUB) > U1 © SU®2)
N (¥000) () Y TT.

Donde los niimeros cuénticos denotan [/N] nimero de bosones, v seniority
(nimero de bosonos no acoplados en pares a sabor (0,0)), Y es la hipercar-
ga, T el isoespin y T, la tercera componente. Los CGC’s (Clebsch Gordan
Coefficients en inglés) de la cadena SU(3) D U(1) ® SU(2) son conocidos y
disponible [36, 37, 38].

La clasificacién de estados, descritas por la cadena de grupos U(8) D
SU(3), la obtenemos usando [26]. La reduccién de U(8) a O(8) la obtenemos
de manera recursiva: para un valor de N dado, los posibles valores de la
sengority v son v = N, N —2,...,0 6 1. Si conocemos el contenido de estas
sengorities hasta v = N entonces para v = N + 2 se obtiene, determinando
el contenido de la representacién irreducible N + 2 de U(8) y restando el

(3.1)

37
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Cuadro 3.1: Contenido de representaciones irreducibles de SU(3) para una
seniority dada. Cuando una representacién irreducible de SU(3) aparece
mas de una vez (multiplicidad mayor que uno) es indicada por un indice
superior.

Tt W N = O

contenido de SU(3) de todas las seniority para v = N, N —2,...,0 6 1.
Partimos de que el contenido de SU(3) en O(8) es para v =0, (0,0) y para
v =1es (1,1), los cuales usamos como condiciones iniciales. En el cuadro
B.1 se da una lista de la seniorities hasta v = 8.

Los generadores de U(8) estan dados por

Oy, = [bF @ b5, (3.2)

que es un acoplamiento en SU(3) [37, 38] donde I' es una notacién corta
para (A, u) y p es una etiqueta de multiplicidad la cual es 1 excepto para
la representacién irreducible I' = (1,1) donde tiene los valores 1 o 2. Para
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Cuadro 3.2: Linearizacién del indice (YT'T},) a &

O O NI~ tﬁ

= N[N0

0O ~J O U i W N i
(aw]
o= O =l = N

este caso el valor 1 se refiere a acoplamientos antisimétricos y el valor 2 para
acoplamientos simétricos [10, 39]. Los posibles valores de I" son (0,0), (2,2)
y (1,1)2 para acoplamientos simétricos y (3,0), (0,3) y (1,1); para acopla~
mientos antisimétricos. El indice YT'T, se va a linearizar como en el cuadro
0.2

Los generadores de O(8) estdn dados por acoplamientos a representa-
ciones antisimétricas I'; lo cual implica que existen 28 generadores para el
algebra de O(8). Los generadores del subgrupo SU(3) se obtienen restrin-
giendo I' = (1,1);.

El algebra de Lie para los generadores estd dada por

[Cgf Cgr]

— (_)sign(/\o,uo)+sign(>\~#)+p%$)+>\+u—p(1 _ (_)sign(Aw)Jrsign(A’,u’)+si9n(/\o,uo))

(Xo>10)

Pmax Pmaz B
(Ao.u0) _ i Jdim(\ )
__\Pmaz PO _ \Pmaz—P TN T
D PRE LS S 8
pmaz (Ao,p0)&o p'=1
X (A )€, (N, 1)E [(Xo, po)éo) prr
xU[(Ao, 1) (1, 1) (11, (1, 1); (1, 1) pop(X', i) "] CLOH) (3.3)
(Xo,p0)

Donde prmazx - se refiere a la multiplicidad en el acoplamiento (1,1) ®

(1,1) — (No, to)- p%gﬁ? es la multiplicidad en el acoplamiento (1,1)®(1,1) —

(A, 1), Pmaz denota la multiplicidad en el acoplamiento (A, u) @ (N, p') —
(Ao, o) 5 sign(A, ) es la propiedad de simetria de (1,1) ® (1,1) — (A, p)
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bajo intercambio en las primeras dos representaciones irreducibles en el CGC
(simetria o antisimetria ) y U[---] es el coeficiente U, cuya definicién se
encuentra en [39].

El algebra para el subgrupo SU(3), el cual es un subgrupo de U(8)
esta dada por

eV, eI =S e (1L DE A DEanCET (3.4)
o

La relacion con los generadores de SU(3) en la notacién estandar [9] son
Te = Vol @by,

T. = V3l ooy
Ve = V6t oyt

£1(1)(3)
— T (171)1
Us = Vol Ol 3
Y = =2 @bl (3.5)

El siguiente paso es expresar un tensor arbitrario en los operadores de crea-
cién de U(8) en términos de productos de potencias de tensores elementales,
los cuales son llamados acoplamientos elementales (epd’s elementary permi-
sible diagram en inglés). Esto es, cualquier tensor, puede ser expresado en
términos de productos de potencias de estos epd’s. Los epd’s son tensores
béasicos que deben ser acoplados cada uno a tensores de maximo peso en
SU(3). Como estos tensores son de maximo peso en SU(3), cualquier pro-
ducto de dos o mas tensores resulta otra vez en un tensor de maximo peso
en SU(3). Un estado de maximo peso satisface las condiciones

Ty |max) = Vi|maz) = U_|mazx) =0

Productos de potencias en estos epd’s generan estados de U(8) con nimeros
cuanticos N y (A, p) de maximo peso en SU(3). Se debe cuidar que la lista
de epd’s esté completa, checando que todas las representaciones irreducibles
de U(8) puedan ser escritas en términos de ellos. Si un estado hace falta es
necesario agregar un nuevo epd.

En [2] un procedimiento fue desarrollado para obtener estos epd’s usando
funciones generadoras. Este método se ha aplicado exitosamente para varias
areas de la fisica [1, 40]. En [2] los siguientes epd’s fueron obtenidos usando
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el método de funciones generadoras. Los epd’s estan dados por:

A = b(];nv
B = [bT@bT]ooo)
c = plobl)id
D = prepeb® 1)](00)
E = e esftUEY
22
F o= plep ool (3.6)

—133

donde los acoplamientos de dos operadores bosénicos de creaciéon deben ser
siempre simétricos. De otra manera siempre daran cero, por las propiedades
de los CGC’s. Estas expresiones se obtienen por un acoplamiento de un
tensor bg de SU(3) a un nuevo tensor usando los coeficientes de Clebsch-
Gordan de SU(3).

b @ bl ]y,
= Y (LMD (L)YSDT |\ )Y TT),
YiT1Th.YoToTs,
b;r/lT1T1zb;r’2Tngz : (37)

Como se hizo en el capitulo anterior se puede mostrar que los acopla-
mientos en son los tensores necesarios y suficientes, usando argumentos
que no necesitan funciones generadoras. Lo hacemos de la siguiente manera:
Para un nuimero de bosones N de SU(3) el contenido se obtiene sumando
el contenido para la seniority v = N, N —2,...,0 6 1. Para N = 1 necesi-
tamos un tensor (1,1) en SU(3), el cual es justamente A. Sin embargo las
potencias del tipo A™ dan solamente polinomios en SU(3) con representa-
cién irreducible (n1,n1). Revisando el cuadro vemos que para N = 2 el
contenido de SU(3) es (0,0) + (1,1) + (2, 2), lo que implica que necesitamos
tensores en SU(3) con etiquetas (0,0) y (1,1) lo cual nos da B y C. La
representacion irreducible (2,2) se representa por A2. Potencias y productos
de A, By C todavia no son suficientes: para N = 3 el contenido de SU(3)
esta dado por (0,0) 4+ (3,0) + (0,3) 4+ (1,1) + (2,2) 4 (3, 3). Los estado con
(3,3), (2,2) y (1,1) son representados por A3, AC'y AB respectivamente.
Por lo que necesitamos tensores de SU(3) con etiquetas (0,0), (0,3),y (3,0)
los cuales son justamente, D, 'y F. Sin embargo existe una ambiguedad
con el producto de tensores E, Iy potencias de C® al ser consideradas. Por
ejemplo para N = 6 y la representacién irreducible (3,3) en SU(3) existen
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las siguientes representaciones, EF y C3, CA2B y DA3. Tenemos cuatro
maneras de representarlo y solamente aparece tres veces. Esto nos dice que
uno de los polinomios se puede expresar en términos de los otros.

Un estado de maximo peso en SU(3) es un polinomio de estos epd’s
donde acorde a [2] el epd C' aparece solamente en potencias de 0, 1y 2,
esto es, C® puede ser expresado como una combinacién lineal de los otros
epd’s. En nuestro caso en vez de escoger C% como dependiente optamos por
EF. Entonces EF' se debe de poder escribir como combinacién lineal de los
demas. Esto significa que en los polinomios no puede aparecer el producto
EF, es decir, solo aparecen potencias de E o potencias de F'. La relacién
que cumplen con los otros epd’s es (el célculo involucra CGC’s de SU(3)

(39])
1 /15 3 2
EF = ——\/—=C3 \[AzB — —_A3D . )
6,/20 +1/54°BC Vi (3.8)

Esto es, cualquier producto de EF puede ser expresado en términos de
los otros epd’s, implicando que solamente una de los dos puede aparecer y
sus correspondientes potencias. Esta relacién puede ser usada para expresar
potencias cubicas de C' en términos de los otros epd’s como se sugiere en [2].
Tomamos la eleccién como se hace en [27].

Escogiendo F y F' como dependientes epd’s, hay dos tipos de polinomios,
uno con (A + 3k, \) y otro con (A, A + 3k) respectivamente, esto es,

E"D"C"™ B™ A™|0) F"s D" C™s B™ A™0) (3.9)

los cuales cubren todas las posibles representaciones irreducibles de U(8)
[2]. Fijando el nimero total de quantos N, A y p para un primer caso (solo
potencias de E), se obtienen las siguientes relaciones entre las potencias de
los monomios

N = ni+2n9+2n3+3ng+3ns ,
A = ni+n3+3ns,
= ny+ng. (3.10)

Estas relaciones se obtienen, tomando en cuenta el orden del tensor en ope-
radores de creacién bosénico y notando que el tensor A, C son de maximo
peso y transforman como (1, 1), mientras que E transforma como (3,0), el
cual es también de méximo peso en SU(3).
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Relaciones similares son validas para la aparicién exclusiva de potencias
de F

N = nj+2n9+2n3+ 3ng + 3ns
A = np+nsg,
= n1+ns3+ 3ns. (3.11)

Los polinomios anteriores no tiene seniority v definida. Esto se logra
pidiendo que la aplicacién de

B = ey (3.12)

sobre un polinomio en términos de monomios de la ecuacién sea cero
(no parejas de bosones acopladas a sabor (0,0) estén contenidas, ver [1, 40]).
Esto nos da polinomios con un seniority v = N dada. La condicién se escribe
explicitamente como

BPy—,(u(4, B,C, D, E(F))|0) (3.13)

donde el polinomio anterior tiene la estructura para el caso en que solo
aparecen potencias de F

P = EA—1)/3 Z Cn1n2D(n—A—u+m+2n2)/3Cu—m B"™ A™|0)

ning
(3.14)
y una forma similar cuando solo aparecen potencias de F'
Py = F(,ufx\)/3 Z Cn1n2D(fo\f,qunlJang)/SC/\fnlBngAnl ’0>
ning
(3.15)

Se han relacionado parcialmente los nimeros ny, no, n3, ng y ns usando las

ecuaciones (3.11]).

Cada polinomio lo podemos abreviar por

P o= ) comlming) | (3.16)

nina

donde se omite la etiqueta (A, u) y el operador es aplicado sobre el vacio
resultando en un estado ket. Aplicando del lado izquierdo (nnj|B, con
ny +nh +1=mny +ng y el mismo (A, p) sobre ambos lados, llegamos a la
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ecuacién para definir los coeficientes ¢p,n, (cuadro de coeficientes de cp,n,
ver apéndice B)

Z Cryng (MG + 1ning) = 0 . (3.17)
ning
El célculo de los traslapes (njn} + 1|ning) se describira mds adelante. La
ecuacion se resuelve nimericamente, dejandonos en este punto estados de
méximo peso en SU(3) con buen seniority para N = v. Los estados con
N > v se describen mas adelante.

Solamente se han considerado estados de maximo peso en SU(3). En los
estados de méximo peso de la representacion irreducible de (A, ) el valor de
la hipercarga y la tercera componente del isoespin estan dados por (A —p)/3
y (A4 u)/2 [9]. Un estado con peso menor se obtiene via la aplicacién de
los operadores de descenso 1TU _EV]. Si el peso del estado esta dado por
(Y,T), la diferencia de los pesos la denotaremos por —AT, para la tercera
componente del isoespin y +AY para la hipercarga, los exponentes o, 3y
~ cumplen las relaciones:

1
A@:a+§w+w AY = -~

Como se puede ver hay en general més de una posibilidad. El estado final
tiene un isoespin definida solo cuando 3 o 7y es cero.

Para la construcciéon de estados con un isoespin definido el traslape de
estados

INVE(N, p)afy) = Tf‘Uij!maa:)
|a3y) (3.18)

debe ser calculado, donde maz es la abreviacién de mdximo peso y la ulti-
ma linea una notacién corta para un estado dado. Este traslape se obtiene
directamente usando las propiedades de los conmutadores involucrados. El
resultado que se obtiene es (ver apéndice A para el célculo explicito):

(B | aB)
aladYBIBYN AN+ p—a—B—v+ ) (y+ 3 —B)!
A=NMp+y=BA=~v-p+8)!

min(za:ﬂﬁ) (A o k)]

(o — | _ | — _ — :

k=maz(0,8—08") k(a k)(’y k)(>\ +u o /8 v+ k)
(u+v—k)!

(8" = B+K)(B—k)!
(3.19)
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Estados con isoespin definido se obtienen diagonalizando el operador T2 =
T T _+T,(T,—1) en los estados dados anteriormente. Notamos, sin embargo
que los estados |a(7v) no son ortogonales con respecto a distintos valores de
a, 0y v. El método mas practico es resolver numéricamente la ecuacién

(o'8'y'|T?|0fB)
Z 131 130 Qo' 'y
g V(@ ﬂ e’ B {eBr|aby)
=T(T +1) Za , (o! 3"~ |afBy) Qorgiy (3.20)

"Bl By |of By ) (B laBy)

donde los coeficientes aqg, son los coeficientes de la expansién en la base de
los estados |a(7v). Para hacerlo calculamos la matriz

[T?] = (/B |T%|ap) (3.21)
y resolvemos la ecuacion secular que se obtiene haciendo el determinante de
T2 = Al = o (3.22)

donde los \’s son los valores propios 7'(T" 4 1). También necesitamos los
elementos de matriz de 7.7 que se obtiene por medio del traslape

< +109 |a+1py >
V< o[l By >< afylafy >

(3.23)

donde T, es diagonal. Teniendo finalmente que los estados con isoespin de-
finido estan dados por

INv( A, ) YTT, > ZaX;TZ\NV (A, pafy > /v/< afy|lafy >

aBy
(3.24)

con las constricciones sobre «, 3y v dadas por Y = [(A+u)/3]+ (8 —7) ¥y
T,.=[A—pw)/2 —a-— %(ﬁ + 7). Hay que tener cuidado con respecto a la
fase. El estado de peso menor se obtiene por medio de la aplicacion T—, U,
y V_. Por ejemplo, cuando solamente aparecen potencias de 7T aplicadas
al estado de méaximo peso, llegamos a un estado denotado por |a00) con
signo positivo e igual isoespin que el estado de maximo paso. De manera
similar, partiendo del estado de maximo peso, la aplicacién de solamente
Uy o solamente V_ nos lleva a un estado con isoespin (A + pu — 3)/2 para
v=00 (A+pu—=)/2 para § = 0. Una aplicacién posterior de T_ nos lleva a
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un estado con el mismo isoespin. Entonces requerimos que los componentes
|aBy) con alguno B =0 o v =0, en un estado con isoespin definido, tengan
también un signo positivo, para |a0vy) para § = 0 o |af0) para v = 0.
En el caso del programa numérico produce estados con signo opuesto, lo
corregimos multiplicando los coeficientes por (—1).

3.2. Factores isoescalares y coeficientes de Clebsch-
Gordan.

Ya hemos obtenido los estados, ahora procedemos a calcular los CGC’s.
Antes vamos a senialar el Teorema de Wigner-Eckart para una cadena
de grupos G D H: Donde I representa las etiquetas del grupo G, u de su
subgrupo H y TE es un tensor. Entonces los elementos de matriz pueden ser
expresados como [39, 41]

(O | TR | Ty = ST(Tp Topio | D), (T [ T70 || T),  (3.25)
p

donde p es un indice de multiplicidad en el acoplamiento I' ® T'y — I".
El primer factor en la suma sobre p es el CGC y el ultimo es el elemento
de matriz reducido. Para distinguir el elemento de matriz reducido de un
grupo G distinto de SU(2), se usa la notacién de elemento de matriz multiple
reducido. Como en SU(3) [10, 39, 37] donde el elemento de matriz reducido
de SU(3) es llamado elemento de matriz triple reducido. Se usa esa notacién
para el grupo SU(3) y para el elemento de matriz reducido de la cadena de
grupos U(8) D O(8) D SU(3) se propone el nombre de elemento de matriz
cuddruple reducido. La suma sobre el indice de multiplicidad solamente se
hace cuando la multiplicidad es mayor que uno.

Regresamos a la determinacién de los CGC’s de la cadena U (8) D O(8) D
SU(3) y los factores isoescalares.

El primer paso es determinar el elemento de matriz triple reducido con
respecto al grupo SU(3) [39, 37]. La ecuacién a resolver es

<N3V3k3()‘37 M3)Y3T3T3Z’PN1V1/€1()\1,M1)Y1Y1T12 (bT) ’N2V2k2()\27 ,UQ)Y2T2T2Z>
=2 p{( A2, p2) Yoo Tz s (A, p)Y1TA T2 | (A3, p13) Y3T5T52)
X (N3vsk3 (A3, 13) |1 Py vy (0 gar) (0| [ Navka (Aa, pia)) -
(3.26)

Si suponemos que conocemos el resultado de la primera linea en la ecuacién
anterior, el coeficiente de Clebsch-Gordan de SU(3) ya es conocido [39, 37]
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entonces en la ecuacion resta determinar el elemento de matriz triple redu-
cido. Para hacerlo es suficiente considerar estados de maximo peso para los
polinomios 1 y 3, mientra que el peso del segundo polinomio es dado por la
diferencia de los pesos del tercer y primer polinomio.

En el siguiente paso, usamos el teorema de Wigner-Eckart para la cadena
de grupos U(8) D O(8) D SU(3), esto es,

(N3vsks(As, 113) Y3T3Ts | Py ey (0 ) va va T, (OF) [N2vaka (Mg, i) Yo To Tz
(Novaka (A2, p2)YoTo Tz Niviky (A1, p1)YiT1 T2 | Navsks(As, p3) Y3 1313, )
x (N3 [[| P, (b)) || N2).
(3.27)

En esta ecuacion no hay suma sobre el indice de multiplicidad porque las
etiquetas de las representaciones irreducibles de U(8) son los nimeros [N],
dados en la notacién de diagrama de Young, y la multiplicacién de dos
representaciones simétricas no tiene multiplicidades en U(8) D O(8). Com-

parando las ecuaciones ([3.26) y (3.27) obtenemos
(Navoka (A2, pu2)YaToToz; Niviky (v, 1) Y111 T2 | N3vsks(As, p3) Y3 1575,
= 2 (A2, p2) Yoo Tz s (A, p)Y1TA T2 | (A3, p13) Y3T5T52)

(N3vsks(As, 113) 1| Py ey (g 00) (00| Navaka (A2, p12))

- AEGIIES

(3.28)

El CGC del grupo SU(3) es conocido, entonces es suficiente determinar

(Navoka (A2, p2), Niviki (A, p1)|| Navsks(As, i13))

_ (N3v3ks (A3, 13) || Pry vk (o) (00 [ Novka (A2, ), (3.20)
(N3l|[| P, (T[] N2)

El cual llamamos factor isoescalar de la cadena de grupos U(8) D O(8) D
SU(3). La ecuacién anterior nos dice que para determinar el CGC de U(8)
es suficiente calcular el elemento de matriz triple reducido con respecto a la
cadena de grupos SU(3) D SU(2)®U(1) y el elemento de matriz cuddruple
reducido de la cadena U(8) D O(8).

Para determinar el elemento de matriz cuadruple reducido, se asume que
la seniority v, en todos los polinomios es igual a Ni. En este caso los CGC’s
son uno. Los polinomios tienen la forma

_ 1 N
P, = \/WA |0) (3.30)
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con k =1, 2,3, haciendo un célculo sencillo nos da

! ] : (3.31)

[M1] —
el = [

El elemento de matriz triple reducido de la cadena de grupos SU(3) D
SU(2)®U(1) se obtiene usando la ecuacién (3.26]), como ya se ha explicado.

La parte importante es el calculo del lado izquierdo de la ecuacién .
El primer paso es calcular el traslape (nfnf|nini) como se definieron en las
ecuaciones y . Para eso escribimos de forma explicita los epd’s en
términos de operadores bosdnicos de creacién. Para simplificar la notacion,
renombramos el operador bosénico de creacion bg por una coordenada w¢ y
el correspondiente operador de aniquilacién b por una derivada 6%5 Ambos
satisfacen la misma relacién de conmutacién (con esto es facil traducir los
célculos a una rutina algebraica con MATHEMATICA [35])

En términos de esta nueva notacién y usando la asociacién del indice
lineal & a (YTT:) (ver cuadro [3.2), los epd’s de U(8) tienen la siguiente
estructura:

A:$1

1
B = —(:ci — 2r178 + :1:% — 2xox7 + 2x376),

V8

/ 2
cC = 2 1?:)1’3:62—\/5.%1:175

3,3 3
D = 1—0(—5\/§x1$6x7 + \/§$1$5$8 + \2[373555356 -

3 3 3
——T2T5x7 + 5 T2T4TT — iﬁxzxﬂs + 5 L3TATE —

1

3 3 3 3
F = —/=a? \ — —\fQ — . (3.32
\/;x1x7+ 10:61353374 5x3x2+mx1x3x5 ( )

Estas expresiones se obtienen usando los valores explicitos de los CGC’s de
SU(3), como son obtenidas en [29, 36, 37]. Es facil verificar que estan en el
méximo peso de la correspondiente etiqueta de SU(3) (ver ecuacién ([3.5])).
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Las expresiones del conjugado Hermitiano se obtienen cambiando ¢ por

8/8l‘§

También se necesita la expresién explicita de los operadores de descenso
T_, Uy y V_, para obtener los estados de menor peso. Comenzando con la
ecuacién (3.5) y usando la forma explicita de los CGC’s de SU(3) obtenemos

T = \@xgifm;+\@x4;m+x6f§:2+x7ﬁif
U+ - — §$5i+i$4i+x8i_ixi
2 " Oz 2 " Oxs Ox7 /2 ~Oxy
3 0 0
+ 555687%—30267%,
Vo = 1x4a+\/§$58+$88+3¢38
V2 T 0xs 2 "0z 0x¢ 03

2" 05 | /2 Oy
(3.33)

Para los traslapes, aplicamos estos operadores de descenso a los estados de
méximo peso en SU (3), al segundo polinomio, como estd dado en la ecuacién
, usando la norma encontrada en la ecuacién y multiplicamos
este con el primer polinomio en maximo peso. Esto es, debemos construir
PNy ks (g ) Yyraspas pmas (%) PNyvoka(hayua) Yo ToTo. (z) - 2560 N0s da una expre-
sién que solo depende de x¢. Ahora debemos aplicar la expresién conjugada
del tercer polinomio, el cual es una funcién unica de las derivadas, este es,
PNyusks(Agus) Yyras Tyras Tnas (0/0z). En principio, este calculo es involucrado
para ser hecho a mano. Para el cédlculo de los traslapes, debemos aplicar
también operadores de descenso a un estado de maximo peso en SU(3).
Con la ayuda de MATHEMATICA [35] se obtienen los traslapes del lado
izquierdo de la ecuacién (3.5) (para conocer los detalles de las routinas de
MATHEMATHICA ver apéndice C).

No todos los elementos de matriz posibles fueron calculados, solamente
con N1 = v1, Ny = 1, y entonces N3 = v; + 15 y N3 > v3. Se calculan
los correspondiente factores isoescalares en la ecuacién . Para obtener
todos los otros posibles factores isoescalares, con Ny > v , (k = 1,2) y
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N3 = Nj 4+ N, el correspondiente estado puede ser escrito como

2 Ng—vg

v+ 3)!
| Nivebe) = Ny=vp W + 3 <bT'bT) T ukén),
472 !

Ny —vg | Np+vi+6
2 : 2 :

donde ahora ¢, denota todos los otros nimeros cudnticos (A, pg)YeTrTkz,
|Vp&r) es el estado con N = v, y (b - bf) es el producto escalar entre los
operadores bosénicos de creacién. Introduciendo esto en el lado izquierdo de

la ecuacién ([3.27)), obtenemos
(N3v3€s | Pive, (bY) | Navabo) =

(1 + 3)! (v + 3)! (Daje ) (Datlatly)
(N15V1)! (Nz;fz)! (N1+£/1+6)! (N2+21/2+6)! (V1+1/22*1/3)! (V1+u22+1/3+6)!

(3.34)

N

(N3 =11 + 19,1383 | Pny—iyig, (bT) | No = 19, 1980) (3.35)
Usando la ecuacién (3.27)), llegamos a la siguiente relacién de los CGC'’s

(Nowvo&a, Nivi&y | N3vsés) =

(V1—|—3)!N1! (V2+3)'N2'
(o ()] (M) ) (Bt

N

(Maga)! (Ratgatl)) (1 + 1)!
Ns! (V1+V22—V3)! (V1+V2;-V3+6)!
(No = 19,1089, Ny = v1, 1161 | N3 = (v1 +12),1383) . (3.36)

Lo mismo es vélido para factores isoescalares, lo cual se puede verifiar usan-
do la ecuacién . En el apéndice B aparecen las tablas de los factores
isoescalares hasta ocho bosones, involucrando unicamente las representacio-
nes irreducibles (0,0), (1,1), (3,0) y (0,3) y restringiendonos a v; > s
(para 11 < vy se usan las propiedades simétricas de los factores isoescalares
bajo permutacién de las primeras dos representaciones irreducibles).

En el siguiente paso explicamos las pruebas de chequeo para asegurar
que los resultados son confiables. Primero que nada, se calcularon a mano
muchos de los elementos matriz de los traslapes del polinomio 3 a el pro-
ducto de polinomios 1 y 2 y se compararon con los resultados obtenidos via
MATHEMATICA. Esto fué hecho para estados arbitrarios. Se checé que los
factores isoescalares obtenidos satisfacen las condiciones de ortogonalidad.
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Se usaron las relaciones de ortogonalidad de los CGC’s del grupo U(8), que
son:

> vikies (Navekabo, N1voki&1 | Navsks€s)(Navoka&o, Nivaki&1 | Nyvsks&s)
= 5N37N§5V37V§5§3,§’3’
(3.37)

donde el indice ¢ es 1 o 2. Llegamos a las siguientes condiciones para los
factores isoescalares, dados en la ecuacién ((3.29))

Dk )\ V22 k2 (A2, o), Niviky(Ar, ) || Navsks(As, p13))
(Navaka(Az, p2), Niviki(Ar, pn) || N3vaks(As, 13))p = O N3 v Ok
(3.38)

Estas relaciones de ortogonalidad se checaron desde el rango de cero a ocho
bosones.

3.3. Conclusiones

Mostramos como construimos los factores isoescalares para la cadena
de grupos U(8) D O(8) D SU(3). Solamente representaciones totalmente
simétricas [N] en U(8) fueron tomadas en cuenta. Estos factores isoecalares
son importantes en modelos tedricos los cuales traten con parejas quark-
antiquark y/o de gluones, como en los modelos publicados en [4, 11, 22].
Los CGC’s pueden ser usados para calcular probabilidades de transicion
y pueden ser usados en cualquier otro modelo que involucre parejas quark-
antiquark y/o de gluones en un fondo de estados hadrénicos. Los coeficientes
también son importantes para sistemas de muchos gluones, restringiendonos
a representaciones irreducibles completamente simétricas de U(8) los cuales
caen a bajas energias [4, 22].

El método que presentamos es practico para grupos de alto rango donde
sblo se requieren pocas representaciones irreducibles. Ademaés que sirve de
ejemplo para atacer ese tipo de problemas. Es en cierto sentido més poderoso
que los métodos tradicionales donde se usa toda la estructura algebraica para
obtener todas las relaciones recursivas posibles.

Para sistemas de muchos gluones se requieren diagramas de Young de
hasta 3 renglones. Esto involucra representaciones con la estructura [hy, he, hs].
Por consiguiente el siguiente paso es considerar diagramas de Young de dos
renglones.
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El método presentado para obtener CGC’s de la cadena U(8) D O(8) D
SU(3) D U(1)®@SU(2) para representaciones irreducibles simétricas de U (8),
se hace por medio del uso de factores isoescalares.

La importancia de los CGC’s para la cadena que comienza con el grupo
U(8) no solamente es la posibilidad de obtener, via el uso de los coeficientes,
razones de decaimiento de hadrones que involucran parejas de gluones y
quarks-antiquarks, también se pueden usar en cualquier otro problema donde
esté relacionado el grupo U(8), esto es, donde se vean involucrados ocho
grados de libertad, no necesariamente en fisica de particulas. Por ejemplo,
en computacién cuantica [42].

Para obtener la transicién de un estado xy, a los estados x,, Xf,, en el
caso mas sencillo por el operador T :=1 se tiene simplemente el traslape

(Xr X2 X13)- (3.39)

Y la probabilidad de decaimiento queda definida como

’<Xf1’Xf2Xf3>’2' (3'40)

De manera general tenemos que la probabilida de decaimiento esta definida
como

O T 1x X 3) (3.41)

donde T es un operador de interacciéon. Algunos posibles operadores de in-
teraccién son:

1.T=1

2. T = aVju, donde, Vj;,; es un operador de interaccién el cual sélo
conecta estados con numeros cuanticos idénticos.

3. T = (b;S + b/\s).

La forma de obtener las probabilidades de decaimiento es usando el teorema
de Wigner-Eckart, escribiendo el elemento de matriz como el CGC de U()
por el elemento cuadruple reducido. El CGC ya es conocido, resta obtener el
elemento cuadruple reducido o el correspondiente elemento de matriz. Estos
se obtienen de manera algebraica-numérica, teniendo la forma explicita de
los estados y del operador de interaccion.



Capitulo 4

Funciones generadoras de
tensores.

En este capitulo hacemos una introduccion al método de funciones generadoras

y trabajamos ejemplos ilustrativos.

4.1. El grupo SU(2)

Para ilustrar el método que se usa para obtener una funciéon generadora
trabajemos el siguiente ejemplo.

Vamos a construir la funciéon generadora de caracteres para el grupo
SU(2). Definimos 3 = e~*, donde por ejemplo p = m¢. Tenemos que el
caracter para j = 1/2 de SU(2) es X%(ﬁ) = ﬂ% + B_%. El caracter de la
representacion irreducible fundamental para cualquier j en SU(2) estd dada
en [12] por la ecuacién

ﬁjJrl _ 5—]’—%
B3
Para relacionarlo con la férmula dada para el caracter en [9] sustituimos
(3% = a y tenemos

X (8) (4.1)

Q2+l _ o251

(a) = (4.2)

donde j puede ser entero o semientero.
Tomemos como ejemplo un tensor fundamental con A = 3/2, que puede

ser una particula con este espin. Deseamos construir estados que son el pro-
ducto o potencias de este tensor. Primero necesitamos la funciéon generadora

53
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de pesos. Para este caso la funcién generadora de pesos estda dada por
1
1-Ua®)1-Ua)1-Ua (1 -Ua3)
donde cada factor representa una serie geométrica infinita. El exponente de

U es una etiqueta dando el orden con que aparece el tensor j = 3/2.
A continuacién desarrollamos los primeros términos en U:

(4.3)

1. U% =1 el peso a® aparece una vez.
Esto es xo = ¥ = 1.

2. Ua® +a+a~ ! +a~3) aparece una vez la representacion irreducible
de 13/2,

Esto es x1 = XB]

U (S +a'+?+14+ 2 +14+a2+a2+a 4079
= U (a®+ao'+2 +2+ 202 +a +a o’ +1+a7?)
(4.4)

Que nos dice yo = ¥ + x!U

De manera general, tenemos la siguiente forma para la funciéon generadora
de pesos

Fu(e,U) = Uma"Crm = Y Uxn (4.5)

donde C),, es la multiplicidad del peso m en la potencia (grado) n del poli-
nomio y x, representa un caracter reducible. Sabemos que y, = > Criax?,
donde C),y es la multiplicidad del caracter irreducible x* en el caracter re-
ducible x,. Haciendo las sustitucién para el caracter reducible tenemos

Fn<a7 U) = Z UnCn)\X)\(a)' (46)
nA

Para el ejemplo que estamos trabajando tenemos la siguiente situacién donde
se usa la expresion (4.2]) para el caracter irreducible

1 n
(1-Ua3)(1-Ua)(1—-Ua 1) (1—-Ua™3) = ;U Cn)\X)\<O‘)

A+1 —-A—1
(6% —

= YUt

a—

n

(4.7)
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El objetivo es obtener el coeficiente Y U"C, en un desarrollo en po-
tencias de a en la ecuacién (4.7)). Para esto multiplicamos por a — a~! la
ecuacién anterior, teniendo

(@—a™)
1-Ua?)1-Ua)1-Ua (1 -Ua3)

= Z U"Crp (M1 — a7271),
nA
(4.8)

Multiplicamos ahora por A o' +1 ( AV rastrea la representacion irreducible
A) que nos permite obtener el coeficiente para la representaciéon A’. Sumando
sobre ) tenemos

(@—a™h)

io: AA/a)\/+1
= (1-Ua3)(1-Ua)(1 =Ua 1) (1 —-Ua3)

’ ’ _ ’
— Z UnCnAA)\ (O/\ +A+2 o A+A )
niN

(4.9)

Para obtener ) |, U"Cy,) requerimos que del lado derecho no aparezca a, es
decir, requerimos a’. Esto se cumple solamente cuando A = X' y tenemos

(a® 1)
(1—Aa)(1 - Ua®) (1 - Ua)(1l—Ua 1) (1 - Ua3) o0
= - Zn)\ UnC”AA)\

(4.10)

La expresion nos dio cuantas veces esta contenida la representacién irredu-
cible A en la representacién reducible n. Hasta aqui termina el método de
funciones generadoras. De aqui en adelante solamente se requiere manipula-
cién algebraica para obtener el coeficiente. Por tanto, procedemos a obtener
el coeficiente para la potencia o del lado izquierdo. Tenemos que trabajar
con
(1-a?)
(1-—Aa)1-Ua3)(1-Ua)(1 =Ua ) (1 -Ua™3)

Vamos hacer uso de la siguientes férmulas que nos seran utiles para realizar
el calculo.

(4.11)

1 Cz~!

1 1
4.12
1—Bx+1—C’a:_1] ( )

(1-Bzx)(1-Cz1)  (1-BO)
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1 1
(1—=Bzxzm)(1—-Cz™n)
B 1 14+Cx™ 4+ + cm—1,—n(m—1)
- 1-B"C™ 1 — Bg™

+Cmaj_m”(1 + Ba™ + B2 4+ ..+ B"_lzz:m("_l))

e (4.13)

La demostracién de las primeras dos relaciones es sencilla. Haremos la de-
mostracién de la ultima relacién,
1

mf(x)‘xo = f(X) (4.14)

Demostracion

1 = "
A/l = 2oyl

o0

= i anz" Z(m‘lX)l\zo
n=0

=0

o0
= E anz" ' X 0
n,l=0

= iale
=0
= fX) . (4.15)

Donde se hizo una expansién de la funcién f(x) en serie de Taylor, y el
subindice z° significa que estamos tomando solamente el coeficiente para el
exponente cero.

De igual forma podemos demostrar

22 1

mf@mxo ¢ [f(X) —ao— a1 X] . (4.16)

Con la ayuda de estas férmulas comenzaremos el calculo.
Haciendo uso de (4.12)) en la parejas de factores en (4.11)) tenemos

1 1 L Ua™®
1-Ua3)(1-Ua3)  1-U%2[1-Ua® 1-Ua™3
1 1 [ 1 Ua~!

- 1—U04+1—Uoz—1

(I-Ua)1-Ual) — 1-07 ] . (4.17)
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Sustituyendo estas ecuaciones en (4.11)) tenemos la siguiente igualdad

(1-a?
(1—Aa)(1—Ua®) (1 —Ua)(1—Ua 1) (1 = Ua™3) o0
(1—a?) 1 Ua~!
(1= Aa)(1 =022 [1 G

1 n Ua™3 ’
1—Ua3  1—Ua-3|'a"

(4.18)

Vamos a hacer el calculo por partes, es decir, hacemos los productos co-
rrespondientes y buscamos el coeficiente de « a la potencia 0. Por comodidad
haremos las siguientes asignaciones de la ecuacién (4.18)).

(A) = ((11__32) (4.19)
(1) = (l_an) (4.20)
(2) = O_UaUal_l) (4.21)
3) = (1_1w3) (4.22)
4) = O_UO;];_?,) (4.23)
Con esta notacién tenemos que es
(18422)2 (1) + @2)TB) + ()] a0
- (1_1(]2)2 [(A)D)B) + (A)(1)4) + (A)(2)B3) + (A)(2) (4] |ao

(4.24)
Procedemos a hacer los productos correspondientes de (4.18])
(A1) B)a0 =1 (4.25)

pues todos los exponentes son positivos.
Fl siguiente producto es

(A1) (4)]a0 =

Ua™3 Ua™!
(1—Aa)(1-Ua)(1—=Ua™3) (1—Aa)(1—Ua)(l—Ua™3)
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Ahora si tomamos B = U, C = U, m = 1, n = 3 en la ecuacién (4.12))

obtenemos
_ Ua™3 Ua™! 1 1
- <(1 —4a) (1 —Aa)> 1-UH\ (1-Ua)

1+Ua+ U2a2)U0<_3>]

(1-Ua—3)
B 1 Ua=3 (1+Ua+ U%?)U?a~°
(1—-Aa)(1-U* \(1-Ua) (1-Ua™3)
B 1 Ua™! (14 Ua +U??)U%a4
(1-Aa)1-U* \(1-U«a) (1-Ua™3)
B 1 Ua™3 . Ula=8 4+ U3a™> + Uta™)
(1 -Aa)1-UYH \(1-Ua) (1-Ua3)
B 1 Ua~! n Ula=t + U3 3+ Uta™?
(1-Aa)1-U") \(1-U«a) (1-Ua™3)
B 1 Ua=3 n U?a=8 4 U3a™® + Uta™
 (1-UH \(1-Ua)(1 - Aa) (1—Aa)(1—Ua™3)
B 1 Ua~! n Ula=t + U3 + Uta™?
1-U%) \(1-Ua)(1- Aa) (1-Aa)(1—-Ua™3)
1 U?a= 8+ U3+ Uta™

_ -3 ny Anz ,ni+nz

- oa-on LD DAV )

Ula 4+ U3 3 + U4a‘2}
(1—Aa)(1-Ua™3)

niy n2

—Ua™t Z U™ A2 qmtn2 _

n1 n2

(4.26)

Obtenemos los coeficientes para a® en los términos 1 y 3 dentro de los

paréntesis cuadrados. En los términos 2 y 4 usamos la ecuacién (4.12)) con
los exponentes B=A, C =U, m =1, n = 3 y obtenemos
1
= —— U+ UPA+UPA? + UA* - U? - UA
a—on [ + + +
+(U?a S+ U3 + Uta™ — U™ — U3 — Uta™?)
1 1 Ua=3(1+ Aa + A%0?)
d + )
1—-A3U \1- A« (1-Ua=3)
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1
_ m[U4+U3A+U2A2+UA3 _U2_UA
1
+m([]2a_6 + U3a_5 + U4a_4

U204 — U303 — U4oz*2)
* (Z A o™ 4 (Uof3 + AUa™? + AQUofl) Z U"la_?’"l)) .
ni ni

(4.27)

Buscamos los coeficientes de o para la primer sumatoria de los tltimos
paréntesis y hacemos el producto para la segunda sumatoria.

U+ USA+U?A’+UA® - U?-UA

-9
(11 xWM+mﬁ+W&—W&—mﬁ—mﬁ

+(UPa™ + (U + UPA)a™® + (U° — U+ U A+ UPA?)a T
(U A U4 USA+ U*A%)a"
v®

_l’_

+ —U3A? —U*A-U>)a™?

—(UA+U*AY o™ — U5A2a*3) Z U”1a3"1)]
ny

(4.28)

Buscamos los coeficientes de o para la tltima sumatoria. Son todos cero,
pues los exponentes son negativos. Obtenemos finalmente

U+ UBA+U?A2+UA—-U?-UA

(1-U%)
+(1_{43U) (U2A6 +UBAS + UAY —U2AY — U3 A3 — U4A2)

U+ UBA+UPA? +UA% - U?

1
(1— U1 — A30)

—UA-USA3 —U*A?

(4.29)
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El siguiente término es
(A)2)B)]a0 =
(1-a?®)Ua™t
(1—-Aa)(1—-UaH)(1-Ua3)

(4.30)

Usando la férmula (4.12)) con los valores B=A, C =U y = «, tenemos

_ (1-o*)Ua! L, Ua™
T (1-AU)1-Ua® [1—Aa  1-Ua?
_ (1-)Wa) (1 )%
T (1-UA(1-AU)(1—-A4a)  (1-Ua¥)(1-AU)(1-UaD)
1
- - Ua—l Z Un1An2a3n1+n2 —Ua Z UnlAn2a3n1+n2
(1-AU) [ = P
U2a_2
1— 2
+( « )(1 —Ua3)(1 — Uofl)}

1
—_ Z Un1+1An2a3n1+n2—l _ Z Un1+1An2a3n1+n2+1
(1—-AU) [an =
U202
(1-Ua3)(1— Uorl)} o
(1—a?)(U%a7?) ]
(1-Ua3)(1—-Ua™1)

+(1 - a?)

1
= m[UA+

(4.31)

En el segundo término dentro de los paréntesis cuadrados hacemos uso de la
féormula (4.13) con los valores B=U, m =3, C =U y n =1y obtenemos

1 _ 1 1+ Ua ' +U%a?
= Goap VAT - DO [ [ ra
Uda™3
= Uoz—l)H
B 1 (U?a2-U?) (1+Ua !+ U?a?
a—an |V oo ( 1-Ua%)

Usa™3
1= Ta
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1 1 _ _ _ n
= (I—AU) UA—I—(I_m((UQa 2+U3a 3+U4a 4)Z(Ua3) 1
ni
2 7r3.-1 4 -2 3\yn1 Uba™®
f(U + U« + U« );(UQ&) +m
Uda™3
(1-Ua™)
(4.32)
Buscamos los coceficientes de a’, y obtenemos
1 (U*—-U?)
— - A N - 7
a—an |V a— o
(4.33)
Hacemos el dltimo término (A)(2)(4) esto es
B (1—a?)U%a 4
(A4 = (1—Aa)(1 —-Ua 1) (1 -Ua™3)
U2a4
T (1-Aa)(1-Ua H(1-Ua?)
U?a—?
T (1—Aa) Q1 —-Ua )1 -Ua™3)
(4.34)

Usando la férmula (4.12)) con los valores B = A, C = U x = « tenemos

U?a=* 1 1 Ua~!
[~ Ua 3 (1= A0) (1= 4a) T G=Ta D)\
U?a2 1 1 Ua~!
A Ta A0 (1 =Aa) T G=TaT)!
1 U?a4 U3a™>
1-— UA[(l —Ua™3)(1 - Aa) * 1-Ua=3)(1-Ua™)
U?a=2 Uda™3
T (1-Ua3)(1—4a) (1-Ua=3)(1- Uorl)]

(4.35)
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Usamos (4.13)) para los términos uno y tres dentro del paréntesis cuadrado
con los valores B=A,C =U,x = «a, m = 1yn =3y buscamos coeficientes
para o en los términos restantes que es cero.

B U?a=* 1 (14 Aa + A2a®)Ua™3
(1= AU)(1 — A4%0)) [(1 ~Aa) (1= Ua?) ]
U2 1 (14 Aa+ A2a®)Ua™3
1 AU)(1 - A%0) {(1 “Aa) T (1-Uad) Jloo

(4.36)

Buscamos el coeficiente de o, observamos que en los segundos sumandos
dentro de los paréntesis cuadrados solamente hay exponentes negativos, con
coeficiente distinto de cero apartir de a~!. Por lo que es cero el exponente

para a en esos términos.

_ U2 Al -4 Al -2
- (1—AU)(1—A3U)[EI: “ _EZ: “ }

U2A4 . U2A2
- (1-AU)(1 - A3U) (437)

Juntamos todos los resultados (4.25) , (4.29)) , (4.33) y (4.37) que obtu-
vimos

1 1 4 3 2772 3 2
T 1+(1—U4)(1—A3U)[U + AU + A’UP +UA’ - U
1 Ut-U?
—UA— 5A3_ 4A2 - A R
UA-U U }+(1_AU)[U +(1_U4)]

U2A4 o U2A2
A Ama- A3U)}
(4.38)

Reduciendo tenemos que la funcién generadora es
(1+U34%
(1-U242)1-UA3)(1 -U%"

Y UrCpAt = (4.39)
ni

Su interpretacién es

_ 3 T
A =UA = b,
Ay =U%A% — Pl eblll,

Az =U* — [ @b b @bl

3
B=U3A3 — [p'eb)eb: . (4.40)
2
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Por lo que un estado se representa por
D = B A3 A2 A™|0) (4.41)

donde los indice ny = 0,...,00 con k = 1,2,3 y § = 0 6 1. De esta forma
podemos representar todos los estados de maximo peso en SU(2) como pro-
ducto de potencias de los acoplamientos elementales. Donde los epd’s son
obtenidos de la funcion generadora correspondiente.

La funcion concuerda con la funcién generadora para SU(2) con
objeto fundamental j = % presentada en [2]. En [2] el método para obtener
la funcién generadora es ligeramente diferente al presentado aqui.

Teniendo este ejemplo como referencia vamos a generalizar el método
para obtener una funcién generadora.

4.2. Meétodo General para obtener funciones ge-
neradoras de grupos unitarios.

Consideremos de manera general una funcién generadora F'(aq,...,qp)
para pesos con respecto al grupo G unitario de rango [. Se asumen que los
pesos son una completa IR’s(representacion irreducible) y escribimos

F(a) = ZX/\1...>\, (a) Ny (4.42)
(Al

donde ) es el caracter de la IR \; Ny es esencialmente la multiplicidad de A
en F'. Puede depender de otras variables mudas, tales como U en la ecuacion
. Recordamos que el caracter x) puede ser expresado en términos de la
caracteristica £ por la relacién [9]

xa =&/A (4.43)

y A es el escalar caracteristico de la IR. Entonces la ecuacién (4.42)) es

Ala)F(a) =Y &n.n(@)Na. (4.44)
A

Sea [, aZM * el término de peso més alto en &) («); el M; depende linealmente
de los A1,...,\; y supongamos que las coordenadas en el espacio de pesos
son escogidas tales que los coeficientes de la A’s en M, son todos enteros.
Ahora multiplicamos la ecuacion por [, alMiﬂAg\i, y se suma sobre
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A1, ..., A desde 0 a co. La suma es geométrica y se puede hacer explicitamen-
te. Finalmente buscamos el término donde o, dejando A;, y las variables
mudas las cuales pueden ser grados del tensor original.

Ahora mostremos el procedimiento para SU(n). El procedimieto es exac-
tamente el mismo que para U(n), cuidando que tenemos un parametro que
cumple oy, = (@1~ -+ an,l)*l. Lo que produce una expresién distinta para
&y v el término de peso mayor en £. Escribimos
A N (4.45)

i

S

donde |a;;| significa el determinante de la matriz n x n cuyo elemento ij es
a;j. Las s estdn relacionadas con las etiquetas de Cartan por [2]

n—1
=Y Mt+n—j, ly=0; (4.46)
k=j

Desarrollemos nuevamente el ejemplo de SU(2), trabajado en la secién an-
terior, bajo este esquema. Tenemos que

lo I
« «
A=l b (4.47)
y
o«
A = W0 ol (4.48)
Calculando los determinantes tenemos
£ a Ml gl
AT aToa (1449)

que coincide con la expresion para el caracter reducible y) usado en la
ecuacion .

Continuando con el método general, se toma el término de peso menor
en & que es

7Ly, k=t Mt (4.50)

Entonces si F'(aq,...,0q) es una funcién generadora de pesos en SU(n). Se
procede como en el caso de grupos unitarios U(n). Esto es, se multiplica por

[ PYSTSIES IV . .
Hiaizkfl Fn—i A;‘Z. Entonces el exponente en la serie de a correspondiente
al peso mayor se multiplica por este término y nos deja un término con a.

Se suma sobre \; desde 0 a co. La suma es geométrica y se puede hacer
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explicitamente. La funcién generadora de tensores de SU(n) que se obtiene

€S
Al)IP—20- "0+
OI  piay ). (4.51)

75 (1 — Ad o)

4.2.1. SU(9) > SU(3) x SU(3)

El siguiente ejemplo ya se trabajo con anterioridad, pero no fué publicado
en su momento. Aqui lo retomamos para ilustrar el método de funciones
generadoras. En este ejemplo se trabaja con la cadena de grupos

SU(9) > SU(3) x SU(3)

y se obtienen los acoplamientos elementales por medio de funciones genera-
doras. Este ejemplo es muy ilustrativo, para el caso de nuestro interés. Por
ejemplo, tomado para el grupo de color SU(2), este problema corresponde
a un sistema de muchos gluones. Este problema es muy similar al problema
donde buscamos los acoplamientos elementales, epd’s, para dos renglones en
la reduccién del grupo U(8) ya mencionada anteriormente. Ademads se aplica
a gluones con espin 1y color 1 (SU(2) de color) [44] La cadena

U@ o> U®B) x U@)
U U
SUB3)  SU(®3)

modela un sistema de gluones con espin 1 y color 1 con grupo de color
SU(2). El cual es 1itil para describir la dindmica de quarks a bajas energias
y restringidos al nivel S.

Al tener espin 1 y color 1, en cada caso tenemos tres grados de libertad,
por lo que, cada sistema lo podemos describir por el grupo U(3), esto es el
sistema completo es U(3) x U(3) que esta contenido en U(9).

La reduccion completa viene dada de la siguiente forma:

SU9) > SU®B) x SU(3)

N (A 1) (A, )
U U (4.52)
SO(3) SO(3)
T S

Donde [N] denota la representaciéon completamente simétrica en SU(9), y
(A, p) indica las representaciones irreducibles de SU(3), las cuales son iguales
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en ambos grupos por ser la representacion en SU(9) simétrica [12]. Sy T
denota espin entero solamente.

Para obtener la funcién generadora de la reduccién de SU(9) D SU(3) x
SU(3). Creamos la siguiente sumatoria, que satisface la relacién de los niime-

ros cuanticos dada en (4.52)

SN vMEAABrCr DU = Y (UAC)MY (UBD)* Y U
A=0 u=0 ¢=0 A=0 u=0 =0
1
(1-UAC)(1—U?BD)(1 - U3)
(4.53)

Donde los exponentes tienen los siguientes significados: el exponente de U
indica el nimero de particulas, que es N = A+ 2pu. El exponente de A y C' es
la diferencia del niimero de cajas entre el primer y segundo renglén, el expo-
nente de B y D es la diferencia entre el niimero de cajas en el segundo renglén
y el tercer renglén. Finalmente el exponente 3¢ de U representa el niimero
de cajas extras que se pueden agregar al diagrama como columnas con 3 ca-
jas. Todos estos exponentes no tienen limites por lo que las sumatorias van
hasta infinito. La parte izquierda de la dltima igualdad en el ecuacion
es nuestra funcién generadora de la reduccién SU(9) D SU(3) x SU(3).

Ya tenemos la funcién generadora de la reduccién a SU(3) x SU(3). Aho-
ra lo que necesitamos es la reduccién del grupo SU(3) D SO(3). Tenemos
que la reduccién del grupo SU(3) a SO(3) es de la siguiente forma, obtenida
usando la ecuacion (4.51)):

1.
SU3) > SO(3)
©.D) - T (4.54)
Cuya ecuacién generadora es [2]:
FA(C,D,T) = L+CODT (4.55)

(1-CT)(1—C?)(1—DT)(1 - D?)

2. Para el otro grupo que es SU(3) también tenemos una reduccién y
funcién similar

SU@B3) > 80(3)

(AB) — S (4.56)
Cuya ecuacién generadora tiene la misma forma:
1+ ABS
Fy(A, B, S) = i (4.57)

(1- AS)(1 — A%)(1 - BS)(1 - B?)
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3. El siguiente paso es obtener la funcion generadora para la reduccién
SU(9) D SO(3) x SO(3). Para ello tenemos que realizar el producto
de las funciones (4.53)), (4.55) y (4.57) que nos da

1+ ABS N
(1—-AS)(1— A?)(1 - BS)(1 - B?)
1+CDT y
(1-CT)1—-C?)(1—-DT)(1 - D?)
1
(1-UA-1C-H(1-U2B~'D~H(1-U3)
(4.58)
Los factores 1 se han sustituido por !
(1-UAC)’ 1—- U2B'D! PO T raie)

Y 1 2 1p1° Pero no cambiamos el significado, es decir, representa
una sumatoria infinita. El cambio es por comodidad para hacer los cédlculos
y propositos de identificaciéon, es decir, es un truco para obtener una repre-
sentacién (A, ) especifica. La representacién (A, p) se obtiene al hacer un
producto en el desarrollo de la serie. El exponente de A, por ejemplo, es
positivo en una serie, y negativo en otra. Cuando se busca el exponente A°
se tienen que igualar el exponente positvo con el negativo, lo que nos da un
A especifico. De igual forma para B, C'y D. Esta funcién nos va ha dar la
reducciéon

U(9) D SUs(3) ® SUr(3) .
El célculo detallado esta dado en el apéndice D.

De manera ilustrativa haremos un bosquejo del calculo. Tomamos el
producto de las tres funciones que podemos escribir como

1+ ABS 1+ CDT
(1—-AS)(1 - A1 - BS)1—B?) (1 CT)(1 - C2)(1— DT)(1 - D?)
1
"1 —UATC(1 - U2B-1D-1)(1 — U9)

1 L1
— ma +U3CTIDIS + ODT + U3ST) * (I) * (II) * (I11) % (IV)
(4.59)
donde (I), (II), (III) y (IV) son:
! ! (4.60)

(D= —gge (1— CT)]
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(1) = [+ i _102)] (4.61)
(1) == U;SD—l (1 —1TD)] (462)
(V) = [ i _1D2)]. (4.63)

Usando las ecuaciones (4.12)) y (4.13) escribimos (I), (II), (III) y (IV) como

D=1z 1UST[1 —1TC 1 ijffi’_cll] (4.64)
(1) =1 —1U2 3 —102 1 YQUC?;%] (4.65)
(H1) = 1= 11’U2S[1 —1TD 1 ijifigz)l—l] (4.66)
(V) =1 —1U4 3 —1D2 1 ?;IZDQ—?] (4.67)

Sustituyendo los resultados anteriores en (4.59) obtenemos

(1+U3C~1D~1S+CDT+U3ST) x [ 1y usc-1 I L U2c—2 ]
A-UHA-U3(A-UST)A-TU25)(1-U%) 1-TC T 1-USC—1 1-C? T 1-U%C-?
1 U2sp—! 1 U4D—2

*li=rp + 1-g2sp1) * li=p2 + pip—2) (4.68)

Primero calculamos el numerador por los cuatro ultimos factores. Para pro-
ceder consideramos por separado cada sumando del producto anterior. El
primer sumando es el siguiente

5071 2072
1% e + 1o0se) * [imer + 1o05e ]

20p—1 4p—2
*[1—%11D + 1£]U§5D—1] * [171D2 + 1£]U£BD_2] (469)

Haciendo las expansiones y obteniendo los coeficientes para C? tenemos que
1 usc—! 1 u2c—2
Lx [i=p¢ + =psc=1) * lizez + 1-pzc=]
1 U2sD-t 1 U4D=2 7 _
=rp T T-v2sp-1) * licpz + pip=] =

22 2 Q2 4 a2 A2
<1 + l—UUI;T2 + 1_UU§5'2)(1 + 1_UU§52 + l—UU’ET?) (4.70)

!
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que es nuestro primer sumando.
El céalculo del segundo sumando es muy similar

3—1—1 1 Uusc—?! 1 v2Cc—?
U°C™ D8 X [1=r¢ + 1-pso-1] * [=e= + =p7c—=]

2 D1 4D—2
1—1‘FD + 1£]U§SD—1] * [1—1D2 + 1_UU4D—2] (4.71)

*]

Tenemos finalmente que

_ -1 2—2
O™ % [i=pe + 150501) * [ier + 12050
23
=T+ 1HU€T2 + 17%%2] (4.72)
Ahora calculamos la otra parte
1 U2sD-! 1 UiD—2
D71 x
i=rp ticosp it iT e T g
(4.73)
Notamos que hay una simetria entre C'y D por tanto tenemos un resul-
tado similar a (4.72)).
_ 2 -1 4H—2
D! x [1—}Z“D + 1E]UggD—1] * [1le2 + 1HU?D—2]

43 2
= [T+ ;%5 + l_UUfSQ] ) (4.74)

Con esto terminamos con el segundo sumando.
El tercer término de (4.68)), lo hacemos nuevamente por partes, la primer
parte que calculamos es

1 usc—1 1 U2c—2

Cx[1—TC'+1—USC*1]*[1_C’2+1_U2072]' (4.75)
Tenemos los siguientes productos
(S ) = sl tos positivos « C
—rc’\1—c2) ~ solo exponentes positivos
= 0 (4.76)
( C ) U202 - U2o-1
1-TC’1-U20-2  (1-TOC)(1-U2C~2)
2
_ _UT (4.77)

1-021?%"
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donde usamos la ecuacién (4.14) con 2! = C'y X = T. El siguiente pro-
ducto es

Us 1 Us
1-USC-T1—-C?2 ~ 1-0282" (4.78)

donde usamos nuevamente (4.14) con x=! = C~! y X = US. Finalmente

tenemos

Us vie? U3SC2

1-USC-11-U2C~2  (1-USCYH(1-U20-2)
= 0, (4.79)

pues tenemos solo exponentes negativos empezando con C~2.

Para el factor restante tenemos simetrias con C — D y U — U?. Por lo
que tendremos un resultado similar. Recordemos que al resultado de este
producto le hace falta multiplicarse por T. El ultimo término es

SC-t ¢ 2
U3ST x [1_1[0 + 1_UU5071] * [1_104 + 1—UU2C*2]

2S -1 4 y—2
k%’D + 1_UU2§D71] * [1_1172 + 1£]U]Z_)sz] (4.80)

#|

Notamos que este tltimo término es el mismo que el primero que obtuvimos,
solamente multiplicado por U3ST. Siendo asi tenemos finalmente

22 2 Q2
x [(14 U3ST)[1 + IHUETQ + 1_UU§SQ]

1
(1—U%)(1-UST)(1-TU2S)(1-U7)
42 402 23
x[1+ 1t + 120z + UPSIT + 1557 + 3]
43 2 2 4 2
[T+ %z + vpis) + Tt + mhielte + moveell
(4.81)

El resultado para la funcién generadora es

1 1
(1 —U2)(1 - U3 (1 - UST)(1 - TU2S)(1 — U%) {(1 —U25%)(1 - U1S?)
x[14 U3ST + U®S® 4+ U3S?T]

1 42 7 a3 4a2 5 2
+(1_U252)<1_U4T2)x[UT +UTST? + U*S?T + U°ST?
1 22 5 a3 5 a2 4 a2
T T T T
A e X VT +UPST £ UPST + U'ST?
1 64 9 o5 3 a2 63

(4.82)
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Interpretacion De esta iltima ecuacion podemos obtener los acopla-
mientos elementales (N, S,T'). Primero notamos que como factor comin a
todos los sumandos representan epd’s con potencias arbitrarias que son:

h = U
— (3,0,0) (4.83)
k = UST
— (1,1,1) (4.84)
| = U?ST
— (2,1,1) (4.85)
io= U
— (4,0,0) . (4.86)
(4.87)
El primer término presenta dos epd’s con potencias arbitrarias
a = U?S?
— (2,2,0) (4.88)
b = U*'S?
— (4,2,0). (4.89)
Junto con epd’s de potencias limitadas
c = UST
— (3,1,1) (4.90)
d = UTS?
— (3,2,1) (4.91)
e = USS?
— (6,3,0) . (4.92)
(4.93)
f = U*S*T
— (4,2,1) (4.94)
g = U°ST?

— (5,1,2). (4.95)
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Potencias arbitrarias

A = U?

— (2,0,0) (4.96)
v = UT?

— (4,0,2) (4.97)

el superindice asterisco significa cambio de S < T'. Tenemos que las poten-
cias limitadas son ¢g*, f*, d* y f* y la potencia arbitraria a*. Por ejemplo
tenemos los siguientes polinomios

1. A n2]ns jagspne 1 dnse |0) con ny, ng y ng igual a 0 6 1.

2. hMLT2[NE jnagNs pENe fIT gNs hEN9 4110 |()) con ng, Ny, N, Ny ¥ Nig igual a
06 1.

3. WM 2] jrapns o 16 g T8 910 con ny, ng, ng y nig igual a 0 6 1.

notamos que ¢ = ¢ - b* y de manera similar para los demsds.

4.3. Conclusiones.

En este capitulo hemos hecho una introduccion al método de funciones
generadoras para obtener estados de maximo peso como producto de poten-
cias de acoplamientos elementales (epd’s). El método que mostramos es una
pequena variacién del publicado en [2].

Mediante el ejemplo para el grupo SU(2) con j = 3/2 se obtuvieron
los acoplamientos elementales. Este ejemplo sirvio para ilustrar el método.
Posteriormente generalizamos ese método para grupos U(n) y SU(n).

Finalmente trabajamos la reduccién del grupo U(9) D SU.(3) x SU4(3)
muy util para describir sistemas de muchos gluones en la parte de color y
espin, usando el grupo de color SU,(2). Este resultado ya se habia obtenido
anteriormente pero no se ha publicado. Ademas sirve para ilustrar el camino
a seguir en la construccién de epd’s para la cadena U(8) D SU(3) con
representaciones de dos o tres renglones en el diagrama de Young para el
grupo U(8).

En esta direccién hay mucho trabajo por hacer pero ya hemos iniciado
los primeros pasos. Esperamos pronto obtener resultados favorables.



Capitulo 5

Conclusiones

Comenzamos haciendo una breve introduccion sobre la QCD. Menciona-
mos dos modelos importantes, el modelo de quarks y el modelo de la bolsa
del MIT. Con el propésito de comparar con el modelo bosénico efectivo
para la QCD propuesto. En el modelo de quarks podemos mencionar los
siguientes exitos:

1. El modelo simple de quarks no relativista da una descripcién util de
los niveles bajos de mesones y bosones.

2. Hace una correcta prediccién de los momentos magnéticos del barién.

El inconvenientes mas importante que presenta es considerar a los quarks u
y d pesados, cuando se sabe por otros medios que son muy ligeros. Las masa
de estos quark son menores a 300 MeV. Por lo que nos hace pensar que hay
algo mal en el modelo.

El modelo de la bolsa del MIT, tiene la ventaja de ser méas realista que
los modelos de potenciales, especialmente para hadrones ligeros, ademés de
ser simple. Algunos de los inconvenientes que podemos mencionar son:

1. El momento magnético calculado para el protén no coincide con los
valores experientales.

2. La masa del pidn es sensitiva a la elecciéon de las masas de los quarks
uy d.

3. El modelo no ha sido exitoso en describir el espectro de exitaciones del
hadrén.

El modelo propuesto tiene los siguientes logros:

73
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1. El contenido de gluones en el nucleén es de 41 %. Experimentos de dis-
persiéon han mostrado que la mitad del contenido del nucleén esta he-
cho de gluones [43]

2. Aparecen pocos estados por debajo de 1.5 GeV, en concordancia con
los datos, debido a la interaccién de mezcla de particulas. Este re-
sultado deberia ser confrontado con alta densidad de estados a bajas
energias en modelos con un numero fijo de quarks-antiquarks.

3. Reproduce bien el espectro hadrénico.

4. El pidn es bajo en energia debido a la interaccién fuerte en el octete de
sabor y el canal seudoescalar de espin cero. Su estructura es descrita,
como un estado colectivo, compuesto por parejas quark-antiquark y
gluones.

5. Los datos de la resonancia Roper son muy cercanos a los datos correc-
tos. Estos se reproducen de manera sencilla, debido a la naturaleza
colectiva del estado.

6. Debido a que este modelo no conserva el nimero de particulas, los
estados baridnicos se definen mirando el contenido de quarks y la co-
rrespondiente representacion irreducible de sabor SU(3). Este proce-
dimiento nos lleva, por ejemplo, a predecir estados bariénicos exéticos,
como penta-[17, 18, 19, 20, 21] y hepta-quarks los cuales estan presen-
tes de manera natural en el modelo. Sin embargo, el modelo todavia
es incapaz de calcular propiedades de decaimiento de estados multi-
quark, una pieza importante de informacion para identificar estados
bariénicos exéticos. El calculo de propiedades de decaimiento
requiere la determinacion de coeficientes de Clebsch-Gordan
para grupos de alto rango.

7. El modelo predice que la contribuciéon del espin del niicleo dada por
gluones con espin 2 es despreciable.

8. Predice el estado fy como remanente del vacio perturbativo.
Los inconvenientes que podemos mencionar son:
1. Sélo describe el nivel S, es decir, el nivel P no se incluye.

2. No se incluyen pares de gluones con espin 2 pues se considera un
contribucién despreciable.
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3. En la expresién del Hamiltoniano hace falta agregar los términos de
Gell-menn-Okubo para tener una descripciéon completa.

Existen muchos modelos parecidos al propuesto, pero su principal pro-
blema es tener un nimero fijo de quarks y gluones. A diferencia del modelo
esquematico propuesto, en el que el nimero de quarks y gluones cambia.
Esto permite obtener resultados de manera natural que no son posibles en
los otros modelos. Ya se mencionarén las propiedades més relevantes del
modelo desarrollado para QCD a bajas energias, asi como los exitos y me-
joras del modelo propuesto. En la descripcion del modelo encontramos la
justificacién para este trabajo. La cual consiste en calcular coeficientes de
Clebsch-Gordan para la cadena de grupos U(8) D O(8) D SU(3) involucrada
en la descripcion del modelo. Estos coeficientes seran ttiles para encontrar
propiedades de decaimiento en el modelo y poder decidir la existencia de
estados exéticos como el pentaquark [17, 18, 19, 20, 21] dentro del modelo.

En el capitulo 2 mostramos las ideas bésicas del procedimiento para
obtener coeficientes de Clebsch-Gordan para la cadena de grupos U(3) D
SU(2) @ U(1). Los coeficientes de Clebsch-Gordan para esta cadena ya son
ampliamente conocidos. Este trabajo nos sirvié para mostrar el método y el
poder reproducir resultados ya obtenidos por otros método, nos dio confianza,
en el camino que tomamos y animarnos a trabajar una extensién del método
a grupos de rango mayor. Ademds, el propdsito de escribir este capitulo es
poder senalar los pasos importantes para la aplicacién del método a grupos
de rango mayor, en un ejemplo relativamente sencillo. Los coeficientes que se
obtienen en este capitulo concuerdan totalmente con coeficientes obtenidos
en otros trabajos.

En el capitulo 3 el objetivo es obtener los coeficientes de Clebsch-Gordan
para la cadena de grupos U(8) D O(8) D SU(3), involucrada en la descrip-
ci6n del modelo esquemadtico para la QCD [4].

Los coeficientes de Clebsch-Gordan que necesitamos y calculamos lo ha-
cemos por un método distinto a los usuales. Como se muestra, no requeri-
mos de coeficientes de Clebsch-Gordan para todas las representaciones, por
lo tanto, usamos un método distinto al método de relaciones de recursién.
Esta situacién abre la posibilidad para desarrollar un método mas especifico
para el problema. En nuestro método aprovechamos las ventajas del sistema
que queremos describir. Esto se ve reflejado en que solamente calculamos
coeficientes de Clebsch-Gordan para representaciones totalmente simétricas
para las cadenas U(3) D U(2) @ U(1) y U(8) D O(8) D SU(3).

Para calcular los coeficientes, la herramienta mas importante es el Teo-
rema de Wigner-Eckart para los distintos grupos contenidos.
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Los pasos que seguimos en los calculos son:

1. En primer lugar obtenemos la descripcién de los estados de forma
explicita en el espacio de bosones. La forma de hacerlo es escribiendo
los estados de maximo peso en SU(3) como combinacién de estados
elementales (epd’s por sus siglas en inglés). Los estados de menor peso
se obtienen por aplicaciones de operadores de descenso. Los operadores
de descenso también requieren de la forma explicita en el espacio de
bosones.

2. Teniendo la descripcién explicita de los estados se hace uso del Teo-
rema de Wigner-Eckart para tener relaciones entre los Coeficientes de
Clebsch-Gordan, elementos de matriz, elementos triple y cuadruple
reducidos (3.26) y (3.27). Los elementos de matriz son completamen-
te calculables por métodos algebraicos y aprovechando las relaciones
anteriores los elementos triple y cuadruple reducido se pueden calcu-
lar. Consecuentemente se calculan los coeficientes de Clebsch-Gordan.
Todos los calculos se hacen de manera numérica-algebraica con el apo-
yo de programas en MATHEMATICA y Fortran. Se obtienen valores
numéricos de los coeficientes. Los valores que bajo nuestra considera-
cién son mas importantes se calculan y se ponen en una tabla.

3. Finalmente para asegurar la confiabilidad del procedimiento, se reali-
zan pruebas de chequeo muy sensible a errores.

Dentro de las ventajas del método, que podemos mencionar son: es practico,
confiable y generalizable a cadenas de grupos con rango mayor. En nuestro
caso obtuvimos tnicamente los elementos més importantes y de interés.

Lo que se quiere més adelante es no solamente poder hacer descripcio-
nes de estados totalmente simétricos. Nos interesa obtener coeficientes de
Clebsch-Gordan para representaciones no simétricas, i. e. representaciones
de tres renglones [hy, ha, h3] en U(8). De esta manera esperamos poder des-
cribir sistemas més complejos.

En el capitulo 4, describimos el método de funciones generadoras para
obtener acoplamientos elementales. Estos acoplamientos son muy importan-
tes en el desarrollo de nuestro método para poder describir los estados de
forma explicita y poder hacer la traduccién a programas numéricos.

Desarrollamos como ejemplo importante un sistema de gluones. La parte
de sabor fue descrita por el grupo SU.(2). En este esquema los gluones tienen
“espin” -color = 1. Al resolverlo de forma completa, nos di6é una idea de como
continuar para un caso realista.
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Este capitulo nos muestra como comenzar a abordar el trabajo que viene.
En Resumen:

1. El modelo propuesto ha mostrado ser efectivo al comparar los resulta-
dos obtenidos con los experimentos.

2. El método propuesto para calcular los coeficientes de Clebsch-Gordan
del grupo U (8) resulta ser efectivo, confiable, practico y ademas gene-
ralizable a grupos de rango mayor.
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Apéndice A

Calculo de Estados con peso
menor.

En este apéndice hacemos los calculos que se necesitan en la seccién de

coeficientes de Clebsch-Gordan de U(8) D O(8) D SU(3).

A.1. Calculo de estados
La cadena relevante es
UB)D>08)DSUB)DSU(2)eU(1)
donde los ntimeros cudnticos son
N v (A, ) TT, Y.

Estos ntimeros cudnticos denotan N nimero de bosones, v seniority (nimero
de bosones no acoplados en pares con sabor (0,0)), Y es la hipercarga, T el
isoespin y T, la tercera componente. Los operadores de descenso son:

UL, Vo, T

Sabemos que el operador T baja en una unidad el valor propio T, y V_, Uy

bajan el valor propio de T, en % Para el valor de Y, T_ no lo cambia y U

incrementa el valor propio en una unidad y V_ lo decrementa en una unidad.
Aplicando los operadores de descenso a un estado de maximo peso

TUPVP |maz)
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estos operadores cambian los niimeros cuanticos de la siguiente manera

—AT, = a+p
AY = 0
(A.1)

El estado de peso maximo tiene los ntimeros cuanticos T, e Y dados como

A+

|maz) : Topax = T,u
)\_

Ymam = Tlu

En este apéndice vamos a calcular el siguiente elemento
<max|VfoTfo‘UfV,ﬁ|maw), (A.2)

que nos da la norma de un estado arbitrario. Es decir, obtenemos la norma
de un estado que no es de maximo peso. Para realizar el calculo usaremos
el dlgebra de SU(3), dada por:

7., Ty] = T4 (A.3)
[T.,Us] = :F%Uﬁ: (A.4)
T, Vy] = i%Vi (A.5)
Y,Ty] = 0 (A.6)
[Ty, V] = [I3,U-]=[U4, V4] =0 (A7)
T, V] = —U_ (A.8)
Uy, V] = T (A.9)
[T, T_] 2T, (A.10)
UL U] = gY—TZ (A.11)
Vi, V] = Sy im A12

2
= $Ux

] (A12)
] (A.13)
YV, V4] = Vi (A.14)
] = W& (A.15)
] =0 (A.16)
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A.1.1. Aplicacién de T

El célculo lo hacemos por partes. Comenzaremos con la aplicacién del
operador T al estado TE‘Ufo;|max>.
De inicio investigaremos la aplicacion de 7' .

1. Aplicamos una vez el operador Ty

T, TUS VP |maz)
= [Ty, TNWUEVE imaz) + TOT UV maz) (A7)

a) Calculamos el primer término de (A.17)), para eso necesitamos,

a—1
[T, 7% = Y TertRer)Tt
k=0
a—1
= Y TORTRRT, - 2k)
k=0
= T a2T, —a+1) . (A.18)

Donde usamos (|A.10]). Sustituyendo (A.18)) en (A.17) obtenemos

T+TfU£Vf\max>
= T 'a2T, —a+ l)UfV_B]maa:) + TS‘TJFUEV_ﬁ]maa:)
= al2\-20—a+ l)TO‘_lUfV;g\ma@ + TfT+U_€V_ﬁ\max>
(A.19)

2. Hacemos la aplicacién de T2, esto es

727U VP |maz)
= T AT TUVP |maz)} (A.20)
usando (A.19)) en (A.20) tenemos
= TH{a(2\ - 28 — a+ DT UV |maz)
+7°T, UfV_B]max)}
= a2\ —28 — a+ )T T UV |maz)
+T+T2T+va_ﬁ]maw> ,

(A.21)
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usando nuevamente (A.19)) en el primer sumando de (A.21]) con o — 1
obtenemos
= a2 \-20—-a+1)
{(a — 12X =26 — (o — 1) + DT 20UV |max)
+Tf"1T+Uszf]ma:U>} + T T°T, UV maz)
= ala—1)2A =28 —a+1)(2\ — 26 — a + 2)T*2U VP |maz)
+a2) — 26 — a + )T T UV imaz)
T, T T UV \maz) + TCT2UPV_Blmaz) .
(A.22)

Usamos (A.18) en el tercer sumando para tener

— ala—1)(2A=28—a+1)(2A — 28 — a + 2T UV |max)
+a(2A — 28 — a+ DT T, U VP |max)
+T (2T, — a + V)T UV maz) + TOT2UPV_ Blmaz)

= ala—1)(2A=28—a+1)(2A — 28 — a + 2T UV |max)
+a(2X — 28 — a + DT T U VP max)
+a(2\ — 2842 — a4+ V)T T U VP |max)
+TOT2UPV_Blmaz)

= ala—1)2A =28 —a+1)(2A - 28 — a + 2)T* 20V |max)
+2a(2\ — 28 — a + 2T T, UV |max)
+TeT2UPV_Blmaz) .

(A.23)

Este resultado nos sugiere la siguiente férmula general

TPTU VP |maz)
i al (2A =20 —a+n)!
(a—k)!@2N—-20—-a+n—k)!

k=0

n a—kqmn—
(k)T Rk UV ma)

(A.24)
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3. Hacemos la demostracién de la ecuacién (A.24) por induccién.

Demostracion: Ya probamos para [ = 1, suponemos valido para [ = n,
falta por demostrar para [ = n + 1. Esto es, debemos demostrar

Tt Uf VP |maz)
n+1

B al 22X =28 —a+ (n+1))!
B Z(a—k)!(QA—Qﬁ—a+(n+1)—k)!

k=0
n+1 _ _

< k )Tf‘ el kaV;g|maa:> .

(A.25)
Por lo tanto debemos calcular
T U VP |ma)
= T, TTeULVE |maz)

(A.26)

usando la hipotesis de induccién para [ = n

al 2\ =20 —a+n)!
= T
*Z l2A—28—a+n—k)

< )T‘” k= kUBVﬂ]ma@

- al 2\ =208 —a+mn)!
A =20—a+n—k)!

ol
o

(Z) T+Tf"ijZ’kaV_ﬁ|max>

al 2\ =208 —a+mn)!
(=K (2N =28 —a+n—k)!

I
M=

i
=)

(Z) (T, T M1 * UV \maz)

+Tf‘_kT+Tf_kaV;3|maa:>}
(A.27)
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Usando la ecuacion (A.18) con a — k en lugar de o obtenemos
_zn: al 22X —=20—a+n)! [n
_k::O (a—k)!2X—28—a+n—k)'\k

){T*F Yo — k) 2T, — a + k 4+ V)T * U VP max)
TRk gy P nag) )

R al 2AX=28—-a+n)! [n
_k:O (a—k)!(2)\—2ﬁ—a+n—k)!(k)
x{(a—k)2\-08+n—k)—a+k+ 1)Tf‘_k_1Tf_kU_€Vf]maa:>

TR Ry Oy P man) )
B i al 2AX—=28—a+n)! [(n
N — (a—k) (2N =20—a+n—k)!\k
x{(a = k)2A =26+ 2n — k — a + DT U2V P |maz)
+ Tk =k gy P lmag) )

(A.28)

En (A.28) separamos los sumandos k =0y k=n

B zn: al X =28—-—a+n)! [(n
n — (a—k)!@2AN=20—a+n—k)!\k
x{(a@—k) 2\ =264 2n — k — a + V)T * L1 * UV max)
+Tf‘_kT_f+1_kaV_ﬁlmam)} .
_ dd@2A-28—a+n)! (n
ol (2A—28—a+n)'\0
x{(@)(2\ = 26 + 2n — a + VT2 T U VP max)
+ 1MUY |maz) ) (A.29)

+n21 al 2X=28—a+n)! [(n
kzl(a—k)!(2)\—2ﬂ—a+n—k)! k

x{(a—k) 2\ =26+ 2n — k — a + )TV max)

TR Ry Oy P lan) ) (A.30)
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al 2X=28—a+n)!(n
ol @ —23—a) <n>

x{(a—n)2\ =28+ n — a+ DT UVE |maz)
+ T UV Imag)
(A.31)

En las ecuaciones anteriores hacemos los siguientes cambios:

a) en el sumando (A.29)) expandemos y cambiamos en el segundo
sumando (2A —28 —a+n) por (2A—20—a+n+1)y <8) con

n+1
0
b) en el sumando (A.30) expandemos y en el primer sumando cam-

biamos el indice de la sumatoria ¥’ = k+ 1y

c¢) finalmente en ((A.31)) expandemos y cambiamos en el primer su-

d n n+1
mando or .
n P n+1

El resultado es

_d@A=2—a+n+1)!/m+1
Coal(2A=28—a+n+1)!'\ 0

)T“T_ﬁHUfV_ﬁ]mam)
(A.32)
H(@)(2A =26+ 20— a+ DT TPUVE maz)  (A.33)
_ — |
+Z k’+1 ) (27 EQ;ﬁ —2§+3f2'>#1)!<k/111>
(a—k’+1)(2)\—25+2n—k5’+1—a+1)
Tf‘_k/+1_1T1_k/+1U_EV_5\max>

(A.34)

a! 2X=28—a+n)! [n
+Z (v — k) 2\ — 2ﬂ—a+n—k)'<k>
Tf‘ ka‘H kaVﬂma@
(A.35)
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ol (2N —28—a+n+1)
Ta—m+rD)! @ —23—a)

1 a— (1
<"+ >T O OVE Ima)

n+1)
(A.36)
al 2A=28—-a+n)!
ol @ —23—a)
<Z> T " T UPVP |\max)} .
(A.37)

Notamos que (A.33) es el sumando k¥ = 1 de (A.34) y (A.37)) es el
sumando k = n de (A.35)). Entonces asociando los sumandos y cam-

biando k&’ < k tenemos
al2A-28—a+n+1)!m+1
alA=28—a+n+1)I\ 0
7T UV |maz)

(A.38)

n

N 2\ =20 —a+n)! n
k:l oz—k‘—{—l A\=20—a+n—k+1)I\k-1
(a—k+1)2X=28+2n—k+1—-a+1)

T k=t gy max)

(A.39)
n = al 2\ =26 —a+n)!
= -k 2A—20—a+n—k)!
<Z>T "“T”+1 kUﬁvﬁ\max)
(A.40)

ol 2X—=28—-a+n+1)!
Ta—m+rD)! @ -23—a)

<n+ 1>Ta_(n+1)UﬁVﬂ|max> .

n+1
(A.41)
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Asociamos y factorizamos (A.39) y (A.40) para tener
al (2)\—25—a+n+1)!<n+1

) ToTtt Uf VP imaz)

A 2A=268—a+n+1)I\ 0
(A.42)
+Z S(2) = 28 — a + n) T AT RU TV Imaz)
{(2)\—2ﬂ+2n—k+1—a+1) n
A\=20—a+n—k+1)! \k—-1
" 1 n }
2 —28—a+n—k)I\k
A .43
. al 2\ — 28— a+n+1)! (A.43)
(a—(n+1))! (2A =20 — a)!
n+ 1\ a—(nt1);,8(,8
<n L+ 1)T_ U VZ|maz) .
(A.44)

Multiplicamos (A.43)) por
2A-28—-—a+n+1)
X —28—a+n+1)

y tenemos
_oad@A=28—a+n+1)!m+1
oal(2A—28—a+n+1)\ 0

) Tf‘Tf“Ufo\mux)
(A.45)

+Z 2V =28 —a+n+1)

Tf kT_f—H kaVﬂmaz}
{ 2 X=2+2n—k+1—a+1) n
A\=20—-a+n+1-kK)!2x-20—-a+n+1)\k—-1

1 n
+(2)\—26—a+n+1)(2/\—26—a—|—n—k)!<k>}
(A.46)

al (2)\—26—a+n+1)!(n~|—1>

et @ —25—a) \n+1
TO‘_("H)UfV_ﬁ]mam) .

(A.47)
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Multiplicamos el segundo sumando que esta en los paréntesis {...} en

(A.46) por
2CX=28—-a+n+1—-k)

CX—=28—-a+n+1—-k)
y lo factorizamos para tener

a2 -28—-a+n+1)! m+1
al QA =28—a+n+1)!\ 0

)TQTEHU_EVf\ma@

(A.48)

= al CA=28—a+n+1)! &
+;(a—k)!(2)\—25—a+n+1—k)!T
TfH*kUEV,ﬁ]mam)
{(2>\2/B+2nk‘+1a+1)< n >
2 A\—-20—-—a+n+1) E—1
(2/\—26—oz+n+1—k)<n>}
@rx—=28—a+n+1) \k

_l’_

(A.49)
al 2AX—=28—a+n+1)!
Ta—mED)! @ —23—a)

n+1\ a—(nt+1);.81,8
T .
<n . 1) C ULV |mazx)

(A.50)
Ahora solamente trabajemos con {...} en (A.49)
Crx—=20+2n—k+1—a+1)( n
2X=28—-a+n+1) E—1

CA—=28—a+n+1—-k)(n\
2AX—=28—a+n+1) <kz>_

1
2A—20—-—a+n+1)

{(2A—2ﬁ—a+2n—k+1+1)(kﬁl)

+(2/\—25—a+n+1—k)<z>}:

1
2A\—-20—a+n+1)

{((2)\—2ﬂ—a—|—n—k+1)+(n+1))
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*<kn1)+(2/\—2B—a+n+1—k)<z>}:

1
2A\—20—a+n+1

){(2)\—2ﬁ—a+n—k+1)<kﬁl>

+(n+1)<ki1> +(2)\2ﬂa+n+1k)(2)}:

1
(2)\—2ﬁ—a+n+1){

2 @ reeni)) -

1
(2/\—25—a+n+1){(

2 N-20—-a+n—k+1)

1
2/\—2ﬂ—a+n—/~c+1)<n: )

n!

HOH ) R

1
(2)\—2ﬁ—a+n+1){

(2)\2ﬁa+nk+1)<nzl)

(n+1)!
D - k:)!}

1
(2/\—2ﬁ—a+n+1){

+k:<n;:1>}:

1
2/\—2ﬁ—a+n—k+1+k)<n2 )}:

(2>\—25—a+n—k+1)<nzl>

1
(2)\—26—a+n+1){(

Crx=28—-a+n+1)(n+1
(2/\—2,6—a+n+1)< k >

= <nz 1) . (A.51)
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Sustituyendo (A.51)) en (A.49) tenemos

a2V =28 —a+n+1)!
al 2)\—2ﬁ—a—|—n—|—l)

)T“T_’ﬁHUEVﬂma@ (A.52)

@A =28—a+n+1—k)!

+Z": a! (2A —28 —a+n+1)!

>Tf—sz+1—kU£v? maz)

(A.53)
al X —=28—-—a+n+1)!
Ta—m+rD)! @ —23-a)
<Zi DT‘_I_(nH)UfV_ﬁ]ma@ .
(A.54)

Notamos que (A.52) y (A.54]) son los término k = 0y k = n+ 1
respectivamente de (|A.53]). Obtenemos finalmente

TfHTfoVﬂma@
n+1

B al 22X —-28—-a+n+1)!
B Z(a—k)!(Q)\—26—a+n+1—k)!

k=0
1
<n;€|— >Ta_ka+1_kaVﬁ\ma:c>
(A.55)
que es lo que queriamos demostrar.
O

Por lo tanto la férmula es vélida.
Sustituimos n = « en la ltima ecuacién y obtenemos
TeTULVE \max)

«

o! (2X —2p)! O o forer
;;) (a— k) (2x— 26— k)! (k:)T— T UV Imaz)

(A.56)
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Como observamos en la ecuacién anterior, tenemos que continuar con
la aplicacién del operador T ﬁfk a los operadores de descenso U fz, Vo,

Calculemos la aplicacion de
Tf_‘_kU_EV_ﬂ]ma@. (A.57)
Comenzamos con

T+U_€V;6|max>

= [Ty, UPIVP|maz) + UST, VP max) (A.58)
Usando
[T-i-v U—f] = Z Uﬁ . k T—i—v U+]U—]l€-
:ﬁﬁlw (A.59)

en (|A.58)) tenemos
= BUTV VP |\maz) + U T, VP |maz) (A.60)
El segundo término de (A.60)) es cero pues

UST, VP imaz)
= Uf[T+,VE]|max> +TfU£VfT+|ma:z:> . (A.61)

El dltimo sumando es cero ya que el operador de ascenso T es aplicado
a un estado de maximo peso. Usando

6-1
T, V7] = > VIR T, v vE
k=0
= sV (A.62)

en el primer sumando de (A.61)), tenemos
UfT+V_ﬁ|mam> = —ﬁVfﬁlUJmax} (A.63)

que es cero pues U_ es un operador de ascenso aplicado a un estado
de méximo peso. Por lo tanto

UST, VP imaz) =0 . (A.64)
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De este resultado y ({A.60) obtenemos
T UVP |maz) = UV, VP |maz)
Hacemos una segunda aplicacién de T’y

TfUEVﬂmaaz}
= T+T+Ufo!ma:n)
= T+BUE71V+V;3|mam>
= BT UV VP maz).

Usamos (A.65) con § — 1,

= BB - 1)UV max).

Esta dltima igualdad nos sugiere la siguiente férmula

TfoV,ﬂ|max>
J61
n

(8 —n)!

UJB:"VfVﬂma:L‘}.

La demostracién de (A.68]) la hacemos por induccién.

(A.65)

(A.66)

(A.67)

(A.68)

Demostracion: Ya hemos hecho el caso k& = 1, supongamos cierto el
caso para k = n. Demostremos para k = n + 1. Debemos demostrar

TP UV imaz)
0!

= —Uf_(nH)VfHVﬂmam).

(6= (n+1)!

(A.69)
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Comenzamos con el lado izquierdo de la igualdad ({A.69))

TP UV maz)
= T+T1U6Vf]max)

|
= A Uﬂ nV"Vﬁ\ma@

(=]
- (5€ o] UL VIV ma)
! el
- <5€n)!(ﬁ—n)Uf "WvevE maz)
= (/B—il— 0 Ujf e 1Vf+1Vﬁ]max)
= s Y daa)

(A.70)

Esto es lo que queriamos demostrar por lo tanto (A.68) es valida.
O

Aplicamos ({A.68]) en la ecuacién (A.56) con n = a — k,
TeTULVE |maz)

al (2XA —25)!
(a— k) (2X =208 —k)!

I
NE

o a—kpa—
<k>T_ FTek UV max)

i
o

al (2X —23)!
(= k) (2X =26 — k)!
al (2)\ — 25).
(= k) (2X =26 — k)!

B! a—kprB—atkyra—ky,B
— T
(k)(ﬁ PEATE Uy VTRV max)

I
NE

=
I
o

[
o EMQ

(A.71)

Ahora queremos calcular Vf*k VP |maz) para no tener operadores de
ascenso implicados. Procedemos de la misma forma que los anteriores
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casos. Investigamos primero

ViVPiimaz) = [Vi,VP)|maz) + VPV |maz) .

(A.72)

El segundo sumando es cero, pues tenemos la aplicacién de un opera-
dor de ascenso a un estado de méximo peso. Para el primer sumando

usamos

Vi, V7

por lo que tenemos

V+V_ﬂ|maac>

3

=~

Vﬁwgy+n—ﬁ+mmm>

B\ = B+ 1V maz)

Investigamos la aplicacién V2, esto es

v VP |maz)

= Vo ViVPmaz)
= ViBA =B+ 1V max)
= B =B+ 1V VP max)

= BA=B+1DB-1)A=F+1+ DV maz)
= BB-1DA=B8+2)A=B+ 1)V 2 |maz) .

Esta ecuacién nos sugiere la siguiente férmula general

VfV_ﬁ |mazx)

Bl (A= B+n)
(B-n)t (A=p)!

TGY + T8 = B(5 - 1)]

V_ﬁ_n\ma@ .

(A.73)

(A.74)

(A.75)

(A.76)
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Demostracion: Una vez mas demostramos esta férmula por induccién.
El caso k = 1 ya lo hicimos. Suponemos (A.76]) valido. Demostremos
el caso k = n + 1. Demostremos

B Q=B+t D)) g
G-+l G- -

VI mar) = )|maz) .

(A.77)

Tomamos el lado izquierdo de la ecuacién (A.77)

Vf“Vﬂmaaz)
= V+VfV_ﬂ]maa:)
gl (A=pB+n)!

= V+(ﬂ—n)! o) VP mag)

- wﬁky“&féﬁ”wvﬂﬂmw>

- w€2ﬂQ&f;;M5—MO—B+n+UV“”Hmm>
_ B! A=B+(n+ 1))!Vﬁ—(n+1)|mw> ‘ (A78)

G-+l G-@r -

Por lo tanto la ecuacién (|A.76|) es valida.




96 APENDICE A. CALCULO DE ESTADOS CON PESO MENOR.

Aplicamos (A.76) a (A.71) conn =a —k
TTULVE |max)

«

al 2A—20)! [« B!
2 (o — k)! (2)\—2ﬁ—k)!<k‘> (B—a+k)!

k=0

fo‘_ka_a+ka_kV_ﬁ|max>
RS al (2A=208)! [« B!
B a—k)!(2)\—25—k)!<k>(ﬁ—a+k)!

p! (A—ﬁ—i-a—k)!vﬁ—a-i-k
(B—a+k)l  (A-P) -
= o (2X —28)! [« A!

B Z(a—k)!(2A—25—k)!<k>(6—a+k)!

k=0

o

X Tf‘_ka_OH_k |max)

p! A= B+a—k)! ok B-athy B—atk
“Goarml - - Ur

|mazx) .
(A.79)

La ecuacién (A.79)) es lo que estabamos buscando y por lo tanto es
nuestro primer resultado parcial importante.
A.1.2. Aplicacién del operador U’

El resultado de la aplicacién de T{T*U. f 104 |max) lo tenemos en la ecua-

cién 1) Ahora calculamos la aplicacién de U” TTU. fV_ﬁ |max). Por el
resultado anterior, tenemos que calcular

UPTeky oty Bt ag) (A.80)
Vamos a investigar un caso mas general
UPT™ U2V max) . (A.81)
1. Iniciamos con 8 = 1. Esto es,
U_TMUPV™ |max)
= [U_, T UPV3|max) + T U_UP V¥ max)
= [U_,T"|UPV3|max) + T [U_, U]V |mazx)

+T"UPU_V™ max)
(A.82)
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El dltimo sumando de (A.82)) es cero pues [U_,V_] = 0. Tenemos

entonces
= [U_, T"|URV 8 max) + T [U-, U2V % |mazx))
(A.83)
En (A.83) necesitamos
ni—1
oot =y UL, T
k=0
ni—1
= 1ty v
k=0
= mV.Trm! (A.84)
y
no—1
U, U] = Y upTtMuo U uk
k=0
no—1 3
= - Y UGy Ul
k=0
no—1 3
— _qpme-l °y —
= U} Z(Zy T, + 2k)
k=0
1,3
= —UEQ 1(<§Y — Tz)ng + ng(m — 1))
_ _Uj;rlng[gy CTo4me—1] . (A85)

Sustituimos (A.84]) y (A.85)) en (A.83) y tenemos
= [U_,T|URV S max) + T [U-, U2V % |max))

= n V_Tfl_lUﬁ‘" V™| max)

+Tﬁl(_)U12—1n2[gY “ T 4y — 1]V maz))

= mT™ Vo U2V |max)

3
_"2[—5713 - A+ % +ng — UT™ UL~V max)
= m T Vo, UV maz) +n T U VoV |max)
+ng(A — ng +ng + )T U2V maz).
(A.86)
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En (A.86) necesitamos calcular

no—1

V_o,Um] = Z Uty oy ok

n21

= =) vpTtrtruk
k=0

Sustituimos (A.87)) en (A.86|) y tenemos

= m T VL, UV maz) + n T U2 VoV [max)
+n2(A+ 1 —ng + ng) T U~V max)

= T N ()T UR 'V |max) + m T U VoV max)
+n2( A+ 1 —ng + nz) T U~V | max)

= —nem T U W maz) + n T U2V max)
+n2( A+ 1 —ng + ng) T U~V | max)

= —nganflUﬁTlVfS\max)
+na(A+ 1 —ng +nz)T"! Uﬁ2_1Vf3|max>
m T UV max)

= ng(\—n1 + 1 —ng +ng) T UV |max)

T U2V mag)

(A.88)
Tenemos finalmente que
U_TMUPV" |max)
= ng(A—n1+1—ng+n3g)T™ UP_IVf?’\max)
+ T UV  max)
(A.89)

2. El siguiente paso es calcular U2T™ U?*V"?|max) para deducir una
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férmula general. Entonces

UATM U V™ maz)
= U_U_TMUPV™®|max)
= U_{na(A —ny —ng +ng + )T UV |max)
T UV ma) }
= ng(\—ny —ng +ng + DU_T UV |maz)
mU_T" U2V s imax)
(A.90)

Para continuar con el cdlculo usamos (A.89|) con los exponentes nq,
no — 1 y ng para el primer sumando, y ny — 1, no vy n3 + 1 para el
segundo sumando. Obtenemos

= ng()\—nl —n2—|—n3+1)
{(ng ~1)(A—n1 —ng + 1 +ng + )T U2V maz)
—I—mTfl_lUP_lVfBH]max)}
—{—nl{nz()\ —ny+1—ng+ng+ 1+ )T U VS ma)
+(ng — 1)Tf1_2Uﬁ2Vf3+2\max>}
= nag(A—n1—n2+n3+1)(ng—1)
x(A—n1—no+1+n3+ 1)Tf1U12_2Vf3|max>
“I‘TLQ()\ — Ny —ng +n3+ 1)n1Tf171Uﬁ271Vf3+1\mafc>
+ning(A —ng + 1 —ng +ng + 1+ DT U2V mag)
+ni(ng — 1)T7_"°1_2U12 V2 maz)
= na(ne—1)(A—n; —ng+ng+1)
(A=n1 —na+n3+ 2)Tf1U12_2Vf3|max>
+2n1n2(A — ny — ng +ng + 2)T UV max)
+n1(ng — DT 2URV™ Y max).
(A.91)
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Por lo que tenemos finalmente
U2T™U?V™ | max)
= nang—1)(A—n1 —na+ns+1)
(A —n1 —ng +ng + 2)T™ U2V |max)
2ning(A —nyp —ng +ng + 2)Tf1_1U12_1Vf3+1|ma95>

+ni(ng — T 2URV 2 |/maz).

(A.92)
3. Esta ecuacién nos sugiere la férmula general
UrT™M U2V |mazx)
B Zn: 79! nq! n
N — (ng — k)l (n1 —n+k)!'\k
()\ —np —nNg +n3+ n)‘ Till—n+kU$2—kviL3+n—k‘max>
(/\—m —ng—i—ng—i—n—k)!

(A.93)

Estd féormula la demostramos por induccion.

Demostracion: El caso [ = 1 ya lo hicimos. Suponemos (A.93)) vélida
para [ = n. Demostrémosla para [ = n + 1. Esto es

Urt T UV imar)
B ni_:l 19! ny! (n—l—l)
B — (ng—k)l'(ni—(n+1)+Ek)!\ k
()\—nl—ng—i—n;;—i—n—i—l)!
A=n1—ng+ng+n+1-—k)!

Till*(n+1)+kU127kV_n3+(n+1)fk|maw>
(A.94)
Comenzamos con el lado izquierdo de (A.94))
Urti U v max)
= U_UtTM UV max)
~ no! nq! n
= U_
kzzo (ne — k)l (n1 —n+k)! (k)
A—ny— !

( ni n2 + ng + n) 'T:M —n+k‘U:f"l_2—kvl13+n—k|ma$>

(A=n1 —ng+ng+n—k)!
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B " na! ny! <n>
ko(ng—k)'(nl—n+k) k
()\_nl_n2+n3+n) U_Tm- n+kUn2 kvn3+n k|mam>

(A=n1 —ng+ng+n—k)!
(A.95)

Usamos (|A.89) en (A.95) con los siguientes exponentes ny — n + k

ng — k y ng +n — k, obtenemos

n

=D (n:i!k)! (n1 —n711!—|— k)! (Z)

k=0
()‘ — N1 —Ng + N3+ n)‘ U_TiLl*nJrkUiz*kVinS%*nfk’max>

(/\—nl—nz—i—ng—i—n—k)!

n

=2 (n:i!k;)! (n1 —n:+ k)! <Z>

k=0
()\—nl —n2+n3+n)'

(A—nl—n2+n3+n—kz)'
—(ni—n+k)+1—(n2—k)

77,2 — ]{2
+(n3 +n— ))Tn1—n+kUn2—k—an3+n—k|max>

+(n1 —n+k§)Tn1 —n+k— ].UTLQ kvn3+n k+1|max>}

i n! n
0(n2— F(ni—n+k)!'\k
(A—=mn1 —ng +ng +n)!

(A—nl—n2+n3+n—k)!
(ng—k)A=(n1—n+k)+1—(na—k)+ (ng+n—k))

Tnl—n+kUn2—k—1V_TL3+n—k |maaz>

- n! n
+kZO (ng — k) (n1 —n+k)! <k>
(A —n1 —ng +nzg +n)!

()\—nl—n2+n3—|—n—k)!
(nl —n4+ k)Tq_“_n+k_1U12_kV_n3+n_k+l‘max>}
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3

B 19! n! n
N kzo(nz—k—l)!(nl—n+k)! k
(A—=n1 —na+n3+n)!

()\—nl—ng—i-ng—i-n—k:)!

A—n1—nag+ng+2n—k+ 1)Tf1_"+kU12_k_1Vf3+”_k|ma:z>

n

no! nq! n
+kzzo (ng — k) (n1 — (n+1) + k)! <k>

(A—=mn1 —ng +ng +n)!
(A=n1 —ng+ng+n—k)!

Tnl7(n+1)+k‘Un2—k,‘Vn3+n+1—k‘
_ + _

|maz)}.

(A.96)

En el primer sumando de la tltima igualdad en (A.96)) hacemos k' =
k+ 1y tenemos

n+1 ' |

_ Z no: ni. n
= (ne — k) (ng —n+k —1)! <k" - 1>
(A=mn1 —ng +ng +n)!

A=np—ng+ng+n—~k+1)!

A=—n1—mno+ng+2n—k +1+1)

" —n+k'—1 Uzz—k’ Vlzs-kn—k’—i-l

|mazx)

n

na! nq! n
+kzzo (na — k) (ng — (n+ 1)+ k)! <k>

(A—n1 —na+n3+mn)!
(A=n1 —ng+ng+n—k)!
Tn1*(n+1)+kUzg—kVn3+n+1—k

|maz)}.

(A.97)

Como k es un indice mudo, cambiamos k' < k. Ademads separamos los
sumandos k = n + 1 de la primer suma y k£ = 0 de la segunda suma.

~ (m _?i!+ 1))! <ZS! <Z>

(A—=mn1 —ng +ng +n)!
(A —n1 —ng + n3g)!
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(A=n1—ng+ng+n+1)T" Uﬁr("H)Vfﬂma@

"~ 1! nq! n
+; (ng — k)l (n1 — (n+1) +k)! <k— 1>

(A=mn1 —ng +ng +n)!
A=ny—no+ng+n—~k+1)!

(A=n1—ng+ng+2n—~k+2)
Tnl*(nJrl)JrkUzz—kV_ng—&-n-i—l—k

|mazx)

n

19! nq! n
Y B =t D B! <k>

k=1

(A—=mn1 —ng +ng +n)!
()\—nl—n2+n3—|—n—k)!

- 1)+k - _
T”l (n+1)+ U£2 kvil3+n+1 k|m(1117>

19! n! n
) =+ D) <o>

(A—=mn1 —ng +ng +n)!
(A —=n1 —ng +ng +n)!

fl’ilr(nJrl)U_?2 yratntl |mazx)

B 75! ny! (n+1
 (ne— (n+ 1) (ng)! <n+ 1>

()\—nl—ng—i—ng—i—n—i—l)!
()\—nl—ng—i—ng)!

TflUﬁQ_(nH)V_"S |max)

103
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3

712! nl!

P =B — (et D+ )

k=1

()\—m —n2+n3+n+1)!
A=ny1—na+ns+(n+1)—k)!
Tnl_(n+1)+kU127kV7nS+n+1ik

|maz)

{ n \(A—=ny —na+ns+2n—k+2)
k—1 (A=n1—na+n3+n+1)

+<n>()\—n1—n2+n3+n—k+1)}
k A=np1—ng+ng+n+1)

7! nq! n+1
+(n2)!(m—(n+1))!< 0 >

()\—nl—nQ—i—ng—i—n—l—l)!
()\—nl—n2+n3+n+1)!

Tfr(nﬂ) Ul yratntl |maz).

(A.98)
Ahora trabajamos unicamente con lo que esta entre llaves y tenemos

n \(A—ny—ngs+ns+2n—k+2)
k—1 A=ny—ng+ng+n+1)

+<n)()\—n1—n2+n3+n—k:+l)
k (A=n1—na+n3+n+1)

B 1 n
(A =np—ng+nzg+n+1) k—1
()\—nl—n2+n3+2n—k+2)

+<Z>(A—n1—ng+n3+n—k+1)}
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1
(A=n1—na+n3+n+1)

(167 ) O amsmsn o
+(”+1)<kﬁl)}

1
(A=n1—ng+ng+n-+1)

1
{<n+ )(A—nl—n2+n3+n—k+1)

k
n+1
k
1
- (A—nl—n2+n3+n+1){(/\_m_n2+n3+n_k+1+k)

n+1 }
k
_(n+1
B k
Sustituyendo (A.99) en la ultima igualdad de (A.98) tenemos

B 79! n! n+1
(2= (n+ 1) (n)! <n+ 1)

(A—nl—n2+n3—i—n+1)!
()\—nl—ng—i—ng)!

(A.99)

" UT_(TLH)Vl13 |mazx)

- 15! n!
_l’_
]; (ne — k) (n1 — (n+1) + k)!

(A=n1 —ng+ng+n+1)!
(A=n1—ng+ng+(n+1)—k)!
T:ll—(”+1)+kU22—kVi13+n+1—k

|max)
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{ n (A=n1—ng+ng+2n—~k+2)
k—1 A=n1—ng+ng+n+1)

}

N n\(A—ni—na+n3+n—~k+1)
k A=n1—ng+ng+n+1)

19! ny! n—+1
) = (n+ 1))!( 0 >

(A=ny1—ng+nz+n+1)!
A=np1—nag+ng+n+1)!

Tfli(nJrl)Uf yratntl |max)}.

_ 79! n! (n+1
 (n2— (n+ 1) (n1)! <n+ 1>

A=n1—ng+ng+n+1)!
(/\—nl—n2+n3)!

Tfler(nH)V_"3 |max)

- 712! nl!
+; (s — k)l (1 — (n+ 1)+ )

()\—nl—n2+n3+n+1)!
A=n1—na+n3+(n+1)—k)!

T”I*(”+1)+kU12—kas+n+l—k|max> (n + 1>

- k
79! nq! n+1
) (o = <n+1>>!< 0 >

(A=n1 —ng+ng+n+1)!
(A=n1 —ng+ng+n+1)!

Tnl_("H)Uf;2 yratntl |maz)}.

(A.100)
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Notamos que el primer sumando y el ultimo corresponde a k =n + 1
y k = 0 en la sumatoria de (A.100)) y obtenemos

. ng! n1! n+1
 (ng—(n+ 1) (ny)! <n+ 1)

(A—n1—na+n3+n+1)!
(A —=mn1 —ng + ng)!

TflUﬁQ_(nH)VfS |mazx)

" n2! n1!
+
kz:l (TLQ — k:)' (n1 — (n+ 1) + k:)'

()\—nl—n2+n3—|—n—|—1)!
A=n1—ng+ng+(n+1)—k)!

Tnl_(n+1)+kU$2_kVILS+n+1_k‘max) (n —]: 1>

79! n! n+1
T ) (= <n+1>>!< 0 >

(A—nl—ng—i—ng—i—n—i—l)!
(A—nl—n2+n3—i—n+1)!

Tn1—(n+1) Uig Viz3+n+1 |max>}

n+1

. 77,2' 77,1!
N kzz:o (ng — k)l (n1—(n+1)+k)!

(A=n1 —ng+ng+n+1)!
A—n1—na+n3+(n+1)—k)!

(” + 1> T”l_(n+1)+kUﬁ27ka3+”H’k|maz>

k
(A.101)

g
Que es lo que querfamos demostrar. Por lo tanto la férmula (A.93) es
valida.
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La usamos con los siguientes valoresn =3, ni =a—k,no =nzg=F—a+k
y tenemos

Ung‘_ka_a+kVL6_a+k |mazx)

(8 — o —k)! (a—F)! (ﬂ)
lzo(ﬂ—a+k—l)!(a—k—ﬂ+l)! l
A—a+k—-0+a—-k+p—a+k+p)!

A—a+k—0B+a—-k+p—a+k+5-1)!

Ta—k—ﬁ—i—lUﬂ—a+k—lvﬁ—a+k+ﬁ—l
— Jr —

_ oy (Backl (i) (ﬁ)

(B—a+k—1)(a—k=B+D!\1

I
Mm

|max)

A—a+B+k) o kB, 8-atk—l7,26—atk—1
kBt A-arthly 2o

CA—a+tp+k—1D) - imaz)
(A.102)
Haciendo uso de (A.79)) y (A.102) tenemos
UPTeTe UV |max)
= o (2X —28)! [« B!
B kzo(a—k)!(Z)\—2ﬂ—k)!<k> (B—a+k)!
9 A A=pF+a—k)!
(B—a+k)  (A=p)
25: B-a—k)!  (a—k) (5)
Py B—a+k-D'(a—k—=0+D'\I
ST S
(A.103)

A.1.3. Aplicacién de V/
En este punto ya tenemos las aplicaciones de los operadores de ascenso

T, y U_. Nos hace falta la aplicacién de potencias arbitrarias del operador
V.. Procedemos a su investigacion.

1. Hacemos una aplicacién del operador Vi a un estado T U V¥ |max).
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Esto es
VT UV |mazx)
= [V, T™UV™ max) + TV, U™V max) .
[ + + +
(A.104)
Sabemos que
[V_A,_,Tfl] = _an:ll—lU+
Vi, 0] = 0
(A.105)

Entonces sustituyendo (A.105]) en (A.104) tenemos

= T ULUR VS maz) + T U™V, V™ [mazx)
= — T UPRTVS max) + T U™ [V, V) lmaz)
+TM UV VL max)
(A.106)

El dltimo sumando es cero pues V. es un operador de ascenso aplicado
a un estado de méaximo peso. Ademas tenemos que

3
Vi, vme] = Vf3_1n3[§Y—i—Tz—n3+1] . (A107)

Sustituyendo (A.107) en (A.106) tenemos

= —anfl_lUf—HVf:’ |max)

3
+71m U:L2Vf3_1n3[§y + T, — n3 + 1}|max)

= —anfl_lUiQHVfﬂma@
+n3[\ —ng + 1T U™ V"™ Hmaz).
(A.108)

Tenemos el resultado final
VT U2V max)
— —anfl_lUﬁz—HVf“ |maz)

+n3[A = ng + 1T U™V Himaz).
(A.109)
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2. Aplicando por segunda vez V, tenemos

VET™M UV max)
= ViV T UV max)
= Vi| =T UV max)
+ng[A —n3 + 1]T1“U22Vf371]mam)]
= —n1V+Tfl_1U12+1Vf3 |max)

+n3[A = ng + 1|V, T U™ V™ mag)
(A.110)

Usando (A.109) en ambos sumandos, con ny = ny — 1, ng = ng + 1
y n3 = n3 en el primer sumando. En el segundo sumando usamos
ni =ni, ng =ng y ng = ng — 1. Obtenemos

= —n1< —(ng — 1)T(m*1)71U_(~_n2+1)+1Vf3|ma:c>
+n3[A —ng + 1]Tf171Uﬁ’2+1Vf371|maa¢>>
+ng[\ —ng + 1] ( — T U YT mag)
g — )\ = (n3 — 1)+ 1T™ UEQV,(”B‘”‘Hmam))
= (—)?ni(ng — DT U2V max)
+(=1)n12n3(X — nz + DT LUV imag)

+ng(ng — 1)(A —n1 + D)X — ng + 2) T U2V ?maz) .
(A.111)

Tenemos finalmente

VETM U V™ maz)
= (=) *m(m — DT AUV max)
+(=D)ni2n3(A — ng + )T UV ma)
+ng(ng — 1)(A —ng + D)X — ng + 2) T UV maz) .
(A.112)

3. Observando las ecuaciones (A.109) y (A.112). Nos llevan a la suposi-
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cién de la siguiente formula

VT UV max)

B " (n m! ns! (A—ng+n—k)!

k=0
SV S VA T Bl (A.113)

Demostracion: La hacemos por induccion. Ya hicimos los casos n =1
y n = 2. Suponemos valida la férmula (A.113)) para n = k. Tenemos
que demostrar la formula (A.113) para n = k + 1. Esto es

VT UV max)

k=0

na! A=ng+(n+1)—k)!
(ng—(n+1)+k)! (A —ng)!
)Tk gty s =R ) gy (A.114)

Comenzamos con el lado izquierdo de (A.114))
VIt TM UV max)

= V_VITM UV |max)

B " /n nm! ns! (A=ng+n—k)!
= V= <>(n1—k‘)'( ) (ng —n+k)! (A —mn3)!

k
k=0
folka"2+ka37”+k|ma3:>)
R (n) ns! (A—ng+n—k)!
s k (3—n—|—k) ()\—ng)'
xV_ T"1 kUnQJrkVn3 ”+k|maa:>)
R n> ns! (A—ng+n—k)!
= k (ng—n—i—k) (A —ng)!
{ )Tnl k— 1Un2+k+1vn3 n+k|maw>

+(ng—n+k)(A—ng+n—k+1)
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x T ke thyms =ikl gy

_ Z”:<n> ny! () ns! (A —=nz+n—k)!
— k) (ni—k)! (ng —n+k)! (A —ng3)!
(=) (ng — k)T Rt gme Ly stk oy g )

~(n n! \k ng!
& <k> (=R (g~ B!

A—ng+n—k)
( (23_7:)' )(ng—n—i-k)(/\—ng,—i-n—k—i-l)

x T kg tky st gy (A.115)

En el primer término hacemos k + 1 = k’, tenemos

A, n nq! W1 ns!
= 2 (k:’ - 1>(nl—k’—|—1)!(_) (n3g — (n+1) +&)!

k'=1
A=—ns+(n+1)—k)!
()\_n3)! (_1)(n1_k,+1)
Tfl_k,Uﬁﬁk/Vbe*(nHHkl|max>

" /n\  n! X n3! (A—n3+n—k)!
*;ﬂ(k)(nl—k)!(_) 3 —nt k) (=)

X(A—n3+n—Fk+ 1)Tf1_kUﬁz+kV_n37(nH)+k|max> .
(A.116)

Como k' es un indice mudo, lo remplazamos k' < k. Separamos los
sumandos k = n+1 del primer sumando y £ = 0 del segundo sumando.

<n> nil g ns! (A —ng)!
n) (n1—n)! (n3)! (A — ng)!

(ny — n)Tfl_(nH)UZﬁ(nH)VI”\max)

n\ ny! ng! A—ng—n)!
(0) (ni)' o O(Tlgin)!( ()\ _Sns)!) (n3—n)(/\—n3+n+1)
!

gz s —(nt) n al _\k
xTMURve |ma:n>+; b1 (nl—kz)!( )
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ns! A=n3+(n+1)—k)!
(ng—(n+1)+k)! (A —ng)!
Till—kUn2+kVn3—(n+1)+k‘mal,)

(D)

ng!"=* ()\—n3+(n+1)—k:)!

(ng—(n—l—l)—l—k) (/\—’rlg)!
Till—kUﬁz-‘rkv_nZi (TL+1 —Hc\max)
B (n—|—1> nq! (<) ns! (A —ng3)!
 \n+1/(ng— (n+1)! (ng)! (A — ng3)!
(n—|—1> nm! ns! (A—ng+n+1)!
0 ) (n)! (ng — n—l—lzl (A —mng3)!
n n n, n+1 k
T 1U 2V 37 |mCL-T ‘I’Zlik)'(*)
ns! ()\—n3+(n+1) k)!
(ng — (n+1) +k)! (A —ng3)!

_ 1)+k
™™ kUﬁﬁkV,ﬂ?’ (nt+D)+ |mazx)

() ()}
—|—1> nq! (_)n—f—l ns! ()\—ng)!
n+1) (n — (n+ 1)) (n3)! (A = ng)!

Tflf(n+1)UzQ+(n+l) V_nd |max>

<n+1> ni! o ns! A—n3+n+1)!
0 /) (n)! (ng — (n+1))! (A —n3)!

nirrneym3—(n zn: +1 !
XT71U+2V73 ( +1)|max>+ (nk )(nlnik)'(_)k
k=1 '

ns! A=—n3+(n+1)—k)!
(ng—(n+1)+k) (/\—n3)!
Tkgnathy e (1) +k\max)

(A.117)
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Notamos que los sumandos fuera de la sumatoria concuerdan con k =
n+ 1y k=0. Obtenemos

1

k=0
ns! A—ng+(n+1)—k)!
(ng —(n+1)+k)! (A —ng)!
"™ ’“Uﬁﬁ’“vj“ (1) ™ lmaz).
(A.118)
Por lo tanto la ecuacién (A.113)) es valida.
a

Finalizando asi la demostracion.

Con esto hemos practicamente términado el célculo, solamente resta re-
unir los resultados obtenidos. Para eso tomamos los siguientes exponentes
en la ecuacién (|A.113))

n = p

n = a—k—0+I1

ng = ﬁ—()é-i-k—l

nyg = 20—a+k—1. (A.119)

Usando (A.103]) y (A.109) tenemos

<max|VfUﬁTaTaUﬂVﬁ|max>

9 32)\ 25 A=B+a—k)!
= of'f! Ezma— 12X =28 — k)Y(B — a + k)!

A+B—a+k)

8
Xg; (B—a+k=Dla-B~k+D)(B-DA+5~a+k-1)

7 — -« —)!
X§:<> a—k—p+i) oy (28— a+k—1I)!
p=0

a—k—B+l-p! ' @B-at+k—1-B+p)

A=284+a—k+1+5—p)!
A—28+a—k+1)
a—k—f+i— pUﬁ a+k— l+pvﬂ at+k— H_p‘max} (A.120)

(max|T<
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Todos los operadores de descenso, son operadores de ascenso aplicados al
lado izquierdo (max|. Para exponentes equivalentemente a cero ver (3.19).
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Apéndice B

Cuadros de Factores
Isoescalares.

En este capitulo enlistamos los cuadros de coeficientes de la seccién de
coeficientes de Clebsch-Gordan de U(8) D O(8) D SU(3).

B.1. Cuadros
En los cuadros y[B.6]se d4 una lista de polinomios

hasta ocho bosones, con la restricciéon N = v. En el caso de que haya mas de
un estado, se asigna un indice de multiplicidad llamado . Sélo se dan valores
numéricos, sabiendo que muchos de los nimeros listados pueden expresarse
como raices de numeros racionales. Sin embargo, cuando més de un estado
aparece para una sengority y representaciéon irreducible (A, u) de SU(3), se
aplica el método de ortonormalizacién de Schmidt dejando ntimeros sencillos
para el primer estado pero en general niimeros reales para estados con indice
k. En célculos dentro de los modelos [29, 41] no se necesitan mas de seis
bosones.

En los cuadros [B.7], [B.8] [B.9, [B.10] y [B.11] se da una lista parcial de
factores isoescalares hasta ocho bosones, involucrando unicamente las re-
presentaciones irreducibles (0,0), (1,1), (3,0) y (0,3) de SU(3) y restrin-
giendonos a 11 > v (para v < V9 usamos las propiedades de simetria
de los factores isoescalares ante la permutacién de las primeras dos repre-
sentaciones irreducibles). Las representaciones irreducibles para mds altos
valores también fuerén calculadas pero no aparecen en los cuadros. En total
hay aproximadamente 15000 factores isoescalares involucrados hasta ocho
particulas. Solamente damos una lista parcial de los que consideramos los

117
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v | (A p) | n1 | ng | state No. k Cning

0] (0 ]0]0 1 1.

1] (1,1) 1 0 1 1.

21 (22 2|0 1 0.70710678
2| (1,1) | 0| o0 1 0.70710678
3133 ]3]0 1 0.40824829
3022 |10 1 0.59761431
3130 070 1 0.52704628
313 |00 1 0.52704628
31 (0,00 0|0 1 0.22360680
41 (44) | 4]0 1 0.20412415
4133 2|0 1 0.37267800
41 (41) | 1|0 1 0.37267800
41 (14) | 1|0 1 0.37267800
41 (22) 0|0 1 0.28931878
4022 | 2|1 1 -0.01928792
41 (1,1) | 0 |1 1 0.03149704
4@ 1o 1 -0.19518002

Cuadro B.1: Lista de coeficientes de polinomios con seniority definida v = 0
hasta v = 4. Sélo valores numéricos de los coeficientes son dados. Estos
pueden expresarse como raices de numeros racionales. Sin embargo, para
N grande hay casos donde no se puede hacer (ver comentarios en el tex-
to), lo cual es la razén para esta presentacion. Las potencias de los epd’s
pueden ser deducidas usando las ecuaciones (3.14) and (3.15), el valor de la
representacion irreducible de SU(3) y los ntimeros nj, ny listados.
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v | (\p) | ni| ng | state No. Cning

51 (5,5) 5 0 1 0.09128709
5 44) [ 3]0 1 0.19462474
506220 1 0.20412415
5025 |20 1 0.20412415
5033 |10 1 0.22047928
50 (33) | 3|1 1 -0.01259882
51 (4,1) 0 0 1 0.20833333
50 (14) | 0] o0 1 0.20833333
5022 |11 1 0.03458021
5022210 1 0.125

50 (11 0] o 1 0.10910895
50,0 [ 1] 2 1 -0.00352148

Cuadro B.2: Igual que en el Cuadro pero para v= 5.

factores isoescalares de mayor interés. Los cuales involucran las represen-
taciones irreducibles (0,0), (1,1), (3,0) y (0,3) de SU(3). Para ejemplos
donde se consideren estados de muchos quark-antiquark con un gluén adi-
cional, los estados del color de la parte de quark y antiquark deben estar en
la representacién irreducible (1, 1) como el gluén. Cuando una pareja quark-
antiquark estd acoplada a un octete de color, la otra pareja tiene que estar
en el mismo estado (no necesariamente para el caso del sabor) para poder
acoplar a (0,0) para el estado total.
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v | (A\p) | n1 | ng | state No. Cning

6| (66) | 6 |0 1 0.03726780
6| (55) | 4]0 1 0.08951436
6] (63 | 3|0 1 0.09622504
6 (36) | 3|0 1 0.09622504
6| (44) | 2|0 1 0.12562973
6 (44) | 4 | 1 1 -0.00628149
6152 |10 1 0.14433757
6 (25 | 1|0 1 0.14433757
6| (60 |00 1 0.10758287
6| (0,6) | 0| O 1 0.10758287
6133 |00 1 0.07081272
6| (33) | 2|1 1 0.

6 (33 | 3]0 1 -0.02925403
6| (33 | 0] o0 2 0.044592127
6133 | 2|1 2 -0.02862962
6| (33) |30 2 0.06042762
61 (22) | 0|1 1 0.01022896
6 (22 | 1|0 1 -0.08451543
6] (22) | 2|2 1 0.00204579
6|30 |00 1 0.07042952
6| (03) |00 1 0.07042952
6| (00 |00 1 0.02439750
6| (0,00 | 0| 3 1 -0.00050828

Cuadro B.3: Igual que en el Cuadro pero ahora para v= 6.
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v | (A\p) | np| ny | state No. Cnynsg
L@ 7|0 1 0.01408590
71(66) | 5|0 1 0.03726780
T (74) | 4]0 1 0.04066250
7@ | 4]0 1 0.04066250
7155 | 3]0 1 0.06065770
71 (55 | 5|1 1 -0.00269590
7163210 1 0.07607258
71 36) | 2] 0 1 0.07607258
711 10 1 0.06211300
7@ |10 1 0.06211300
71 (4,4) 1 0 1 0.04792122
71 (44) | 3|1 1 0.

71 (44) | 4|0 1 -0.01484785
T (44) 110 2 0.03606636
7 44) | 3|1 2 -0.01683097
T (44) 1 410 2 0.02793688
71 (52 | 0|0 1 0.05517093
71 (52 | 2|1 1 -0.00245204
71 (25 |00 1 0.05517093
71 (25) | 2 1 1 -0.00245204
71 (33 |1 1 1 0.01059403
7133 2|0 1 -0.04923660
7133 | 3| 2 1 0.00092698
71 41 | o |1 1 0.00491046
T (14 1|0 1 -0.04564355
71 4 | o |1 1 0.00491046
T 41 10 1 -0.04564355
7122 |00 1 0.03378515
7122 |12 1 -0.00145388
7122 | 2|1 1 -0.00150156
7 () | o |1 1 0.00406625
7@ 1o 1 -0.01889822
71y |13 1 0.00026248

Cuadro B.4: Igual que en el cuadro para v=T.
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state No. Cring

1 0.00498012
0.01429155
0.01574852
0.01574852
0.02604167
-0.00104167
0.03436609
0.03436609
0.02875273
0.02875273
0.02522706

0.
-0.00625305
0.01991116
-0.00814765
0.01189431
0.03729765
-0.00149191
0.03729765
-0.00149191
0.02961121
0.02961121
0.01467454
0.

-0.01212464
0.00026088

>
E
3
oy
3
N

00 00 00 GO 0O GO 00 00 00 00 00 00 GO GO G0 00 00 00 00 00 00 0O GO 00 00 00| W
wma e RN R S wwo ouotor o oot oo o0 e oy oy ot oo N oo
BRI N OO W WUt Ut Ut Ut Ot Ot 00 NN Y O 00 Ol N 00
S N e e e e e e e e e e e e e e e e e e e S e e N N
B WO OO W WR U RN RNDNDNDWWD R ULl ©
MO R OO HROROOHROOHROOOOOHOOOOO
e = T S e S e R e e T T e S N T N T O e e S S S S R e S S N e T e

N N N N N N ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~

Cuadro B.5: Igual que en el Cuadro Lista parcial para v= 8.
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v | (\p) | n| ny | state No. Cryns

8| (44) | 0] 0 2 0.01136392
8|1 (44) | 2 | 1 2 -0.00893320
8| (44) | 310 2 0.02136460
8| (44) | 4| 2 2 -0.00026118
8| (52) | 1|1 1 0.00450469
8 (52) |20 1 -0.02326211
81 (25) | 1|1 1 0.00450469
sl @25 | 210 1 -0.02326211
8133 |0 ] 1 1 0.00233737
8 (33 |10 1 -0.02414023
8133 | 2| 2 1 0.00072718
81 (33) | 3|1 1 0.00096561
8| (41) | 0|0 1 0.02175971
8| (41) | 1] 2 1 -0.00046819
8| (14) | 0 | O 1 0.02175971
8| (14) | 1] 2 1 -0.00046819
8| (22 | 0|2 1 0.00022988
81 (22) | 1|1 1 -0.00427352
81 (2,2) | 2 0 1 0.01103419
81 (22) | 2| 3 1 -0.00010728
8| (1) |o]o 1 0.00900937
81 (1,1) | 0| 3 1 -0.00012513
8| (1,1) | 1] 2 1 -0.00038770

Cuadro B.6: Igual que en el Cuadro Lista parcial para v= 8.
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Cuadro B.7: Lista parcial de factores isoescalares (denotados por IF) para

la cadena de grupos U(8) D O(8) D SU(3). Unicamente aparecen listadas
v = N (k = 1,2) y v1 > 1», entonces N3 = vy + 1. Por esta razén el

valor de N3 no esta listado. Eq. (3.36) tiene que ser aplicada en orden para

obtener N1 > vy, No > 19y N3 = Ny + No.
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CUADROS

B.1.

IF
-0.12247449

0.12247449
0.05
0
-0.48304589
0.37416574
-0.48304589
0.37416574
0.37416574
0.37416574
0.45825757
0
0
0
0
0.15811388
0.15811388
0.05
1
0.
-0.8
-0.54772256
-0.14142136
0.14142136
-0.8
-0.50596443
0.50596443
0.10327956

p

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

™ o o~ o~

1
1

—~ —~ —~ O —

1
1
1
1
1
1
2

k3 (A3, p13)
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ki (A1, p1)
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ka (A2, p2)
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Cuadro B.8: Cuadro [B.7 continuacién.
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IF

0.
-0.08944272
0.31872763
-0.31872763
0.39036003
0.08908708
-0.08908708
-0.02182179

0

0.
0.02672612
-0.02672612
-0.03273268

0.
0.50539045
0.20865621

0

0

0.
0.00602339

0
0.01807016
0.05714286

1

1.
-0.63245553
0.63245553

0.
-0.25819889

p

1
2
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
2
1
1
1
1
2
1
2
1
1
1
1
1
1
2
1

k3 (A3, 113)
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Cuadro B.9: Cuadro [B.7 continuacion.
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CUADROS

B.1.
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Cuadro B.10: Cuadro [B.T continuacién.
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Cuadro B.11: Cuadro [B.7 continuacién.



Apéndice C

Calculo de la reduccion

SU(9) D SU,(2) ® SUR(2)

El objetivo en este apéndice es obtener la funcién generadora para la
cadena de grupos SU(9) D SU,(3) ® SUr(3). Para ello debemos obtener

1+ ABS 1+CDT
(1 - AS)(1 - A%(1-BS)(1-B?) ~ (1-CT)(1— (1 —DT)(L—D?) -
1

(1-UA-1C-)(1 - U2B-1D-1)(1 - U3)
(C.1)

.z 1 1
Recordemos que en la funcién li los factores (=UAC): T=UZBTDT 5

han sustituido por (1—UA1*10*1) Y 1=t BToT Pero no cambiamos el significa-
do, es decir, representa una sumatoria infinita. EI cambio es por comodidad
para hacer los calculos y propositos de identificacion, es decir, es un truco
para obtener una representacién (A, i) especifica. La representacion (\, p) se
obtiene al hacer un producto en el desarrollo de la serie. El exponente de A,
por ejemplo, es positivo en una serie, y negativo en otra. Cuando se busca
el exponente A% se tienen que igualar el exponente positvo con el negativo,
lo que nos da un A especifico. De igual forma para B, C'y D.

Estamos listos para obtener los acoplamientos elementales, es decir, nos
interesa obtener el coeficiente de las potencias C°, D°, A%y BY. A partir de
aqui la obtencién de la funcién generadora es s6lo manipulacién algebraica.
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Tomamos el producto de las tres funciones que podemos escribir como

1+ ABS 1+CDT
(1—AS)(1— A%(1—BS)(1-B?) ~ (1—CT)(1 - C?)(1— DT)(1 - D?)
|
A —UA-ICN(1 - U2B-1D-1)(1 — U9)
1 1+ UC—YH)U?D19))(1 +CDT)
(=03 (1-UC1S)(1 — U2C2)(1 = U?D-15)
|
A —UID=2)(1 - CT)(1 — DT)(1 — C2)(1 — D?)

1 1
— m(1 +U3C'D7YS 4+ ODT + U3ST) * (I) * (IT) * (II1) * (IV)
(C.2)
donde (I), (II), (IIT) y (IV) son:
1 1

(D =G—r5c= (1— CT)] (C:3)

(1) = =g o] (©4)

(I = [1— U;SD—l 1 —1TD)] (C.5)

(V) = [ ! (C.6)

= UD 2 (1= DY)
Usando las ecuaciones (4.12) y (4.13) escribimos (I), (II), (III) y (IV) como

D=1z ;]ST[l —1TC 1 —USUgg—l] (C.7)
(1) =1 —1U2 3 —102 1 —UQUC;C?—J (C.8)
(1) = 1= Jl“UQS[l —lTD 1 —Ujjigz)l—l] (C.9)
(IV) = 1_1U4[1_1D2 + 1_U22D2_2] . (C.10)

Sustituyendo los resultados anteriores en ((C.2]) obtenemos
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(14U3C~1D~-15+CDT+U3ST) usc—1 1 vic—2
] * [1702 + 1 ]

1
0 (005D T -0 X [i=rc + T=soT —p2C-2
2 -1 47y—2
>|<[1—'1TD + l—UUgngl] * [1—1D2 + 1_UU?D72] (Cll)

Continuando con el cédlculo, este lo vamos ha hacer por partes, es decir,
primero calculamos

1.

_ _ -1 2—2
(1 + U30 1D 15 + CDT+ U3ST) X [171TC + 1?5?071] * [1,102 + 1£]Ug072]

2 D—l 4D—2
1—%“D + 1HUgSD—1] * [1_1[)2 + 15]U4D—2] (C.12)

!

Para proceder consideramos por separado cada sumando del producto
anterior. El primer sumando es el siguiente

—1 2—2
1 % [=re + tops0=1) * e + 120502
2 -1 47y—2
*[=rp + 1—UU§5[*)D*1] * [z + 1optp=2) (C.13)
Ahora consideremos por separado los siguientes factores
1 Usc—! 1 U202
C.14
i—7¢ Ti—usc 1 iz Ti—gie ) (C.14)
Tenemos los siguientes productos
() (omg) = sol tes posit
s S Pos
10\ { ez olo exponentes positivos
=1 (C.15)

( USCc—t ) UCc—2 )
1-USC-1""1-U2C—2

= solo exponentes negativos

=0 (C.16)

1 U2c—2 U2T?
(1—TC')(1—U2(}'—2) o 1-U2?T? (C.17)
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donde la ltima igualda la obtenemos usando la ecuacién (4.14).
El siguiente producto lo obtenemos de la siguiente forma

Usc—1 1 > 1

_ 2n —1
s T—gllee = ;::OC USC™ s

B oo C2n—1US

- L~ 1-USC!
n=0

= Y Y ¢ uscTlus)t
k=0 n=0

= Y R US)H L (Cas)
k,n=0

Como estamos buscando el coeficiente para C?, tenemos que k = 2n—1,
n = 0 implica que £ = —1 por tanto este término no aparece en la
sumatoria y n comienza en 1, tenemos entonces

Usc-1 1 > on
= Y (US)" -1
n=0
_1-(1-U%5?)
N 1—(US)?
U2s?
- w . (C.]-g)
Finalmente tenemos que (C.14) es
[ L Usc-! [o 1 UrC? |
1-TC 1-USC-1" '1-C? 1-U?C—2
U2T2 U2S2
= 1+1—U2T2+1—U282 (C.20)
Ahora calculamos el otro producto de la ecuacion (C.13))
1 UrSD—* 1 UtD—?
. 21
T=7p ti-wesp lic o tiooipe (@2

En primer lugar tenemos
1 1
(1 — TD)( 1—- D2

) = solo exponentes positivos

=1 (C.22)
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ahora
U2SD1 UiD? ,
(1 —25D1 )( - U4D—2) solo exponentes negativos
= 0 (C.23)
y
1 U4D—2 U4T?

= — .24
(l—TD)(l—U4D_2) 1—UT? (C.24)

donde la igualda sale de usar la ecuacién (4.13) , con B =T, C = U*,
r=D,m=1yn=2.
El dltimo producto es

Us*D-! 1 - e
(—egpi) (= pa)loe = UPSD™' Y (USD™1)"D¥|po
l,n=0
— i U2n+25n+1D2l—n—1

l,n=0
(C.25)

Estamos buscando el coeficiente para D° por tanto tenemos que n =
2l — 1, I = 0 implica que n = —1 por tanto este término no aparece, [
comienza en 1 y tomando estas consideraciones tenemos

US?Dt 1 SN
G—gsp7) el = ;U 5
U4s?

En este punto, juntamos los resultados anteriores y obtenemos nuestro

primer sumando de (C.11))

-1 2, v—2
1 x [171TC + 15]5?0—1] * [1,102 + 1£]UgC_2]
1 U2sp—1! 1 U4p-2
*1=7p + T=pzsp—T] * [i=p* + =pip—=) =
22 2 a2 402 P
1+ 20, + 251+ {85 + (2 (C.27)

Ahora procedemos a calcular el segundo sumando de (C.11))
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30—1p—1 1 Usc-1 1 urc—?
U°C~D7S x [l—TC + 1_U5071] * [1_02 + 1—U2C*2]

2gp—1 472
*{171'11[) + 1£]U§5D—1] * [1,1[)2 + 1£]U?D_2] (028)

Calculamos primero el producto de los siguientes factores de la ecua-
cién anterior

L, Usc-! L] L U20‘2]
1-TC 1-USC-Y '1-C?  1-U*C—?

Ct x| . (C.29)

Comenzamos por hacer el producto

1 1
071Xm1_76'2’00 071(1+T0+)(1+C2+)
= T (C.30)
c1 U202 U2Ts
1-TC1-UC—2 ~ 1-UT? (©:31)

en donde se us6 la ecuacién (4.13),con B=T,C=U% 2=C,m=1
yn=2.
El siguiente producto es

USC—2 > 9 TN
I Tsena_cle = Y (UscwscHr(c?)
n,l=0
— Z Un+1Sn+102l—n—2|co (C32)
n,l=0

Estamos buscando el coeficiente para CY por tanto tenemos que n =
2l — 2, 1 = 0 implica que n = —2, este término no aparece, [ comienza
en 1y tenemos

Usc—2 - 20—1 a2l—1
T-Tse gyl = 2U'S
=1
— L[¥_1]
- US'1-U282
Us
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Tenemos finalmente que

_ SCil 2072
C™' X [y + 205e) * [=er + 12050

= [T+ 1% + i) (C.34)

Ahora calculamos la otra parte

1 U2SD-1 1 UAD—2

D—l
“GU—rpt1-wesp 1 i pe T iz pap?

(C.35)

Notamos que hay una simetria entre C' y D por tanto tenemos un

resultado similar a (C.34)).
D71 x|

1 U2sD—! 1 U*D—2
=75 T T-o2sp-1) * li-pz T Topip—2!

= [T+ {2 + 5] . (C.36)

Con esto terminamos con el segundo sumando. Falta multiplicar to-
do por U3S

. Ahora calculamos el tercer término de (C.11)), lo hacemos nuevamente
por partes, la primera parte que calculamos es

1 usc-1 1 U2c—2

Cx[1*TC+1—USC*1]*[17C2+17U2072] (037)
Tenemos los siguientes productos
(E ) = sl tes positivos + C
—rc’\i—c2) ~ solo exponentes positivos
=0 (C.38)
( C ) UQC_Q . UQC—I
I-TC1-tPC> - (1-TO)(1-1U°C)
Ur

donde usamos la ecuacién (4.14) con z71 = C'y X = T. El siguiente
producto es

Us 1 Us
1—USC-'1—-C?2 ~ 1-0282"° (C.40)
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donde usamos nuevamente (4.14) con 27! = C~! y X = US. Final-
mente tenemos

Us U202 U3SC—2
1-USC-11-U2C~2  (1-USC1H)(1-U20-?)
= 0, (C.41)

pues tenemos solo exponentes negativos empezando con C 2.

Para el factor restante tenemos simetrias con C — Dy U — U?. Por
lo que tendremos un resultado similar. Recordemos que al resultado
de este producto le hace falta multiplicarse por T.

4. FEl ultimo término en la ecuacién (C.12)) es

sc-1 202
U3ST x [1=p¢ + 1£]USC*1] * [1—1()4 + l—UUQC*Q]
UZSD__ D2 ] (C.42)

*l1=rp + Toprsp=T] * [imp2 + To0ip—

Notamos que este tltimo término es el mismo que el primero que ob-
tuvimos, solamente multiplicado por U3ST. Siendo asi tenemos final-
mente

1 U2T? U2s?
g s sy X [+ UST)L + e + 1 5]

x[1+ 1—Ug;2 + 135522] +U°S[T+ 19{25;2 + (5w
43 2 2 4 2
[T + %z + i) + Tt + mhiel [Te + worel
(C.43)
Usamos las siguientes igualdades
U2s? 1
14— = ——== C.44
i T 1o (C49)
Uts? 1
4 — = — C.45
T TuiseE T T uise (C45)
U*r? T
T — —=] = ————— C.46
L= =g 1— U217 (C46)
UiT? T
T+ ——| = ———— C.47
L g 1 - UAT? (C47)



Y tenemos finalmente la funciéon generadora que buscabamos

1 1
o —oen =TS X s a—rsy

x[1 4+ U3ST + U®S3 + U3S2T)
+ammren gy X [UYT? + UTST? + US?T + UPST?]
L x [U2T? + USST? + U°S?T + UST?]

+ T =
L UST* + U9ST® + U3ST? + UST3]}

+asrrryasrer X |

137

(C.48)
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Apéndice D

Programas para el calculo de
Coeficientes de

Clebsch-Gordan de U (8)

D.1. Programas
Hay tres programas principales para realizar los cédlculos.

1. su8-copl_fin.f: determina las posibles combinaciones de los productos
(A1, 1) ® (A2, p2) — (A3, u3) en SU(3) que aparecen en el problema.

2. overlaps.m: calcula los traslapes de los estados de U(8), usando MAT-
HEMATICA (versién 5).

3. o8clebsch_fin.f: calcula los coeficientes de Clebsch-Gordan.

D.1.1. su3-coupl fin.f

Este programa crea los siguientes archivos de salida:

1. contentnin2-sus3.dat: Para un ntimero dado N de bosones da su con-

tenido en SU(3).

2. content-sen-sud.dat: Para una sentority v dada crea su contenido en
SU(3).

3. coupling_2.out: Este archivo tiene la lista final de posibles combinacio-
nes de SU(3).

139
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Los archivos de entrada son: u8_N00O.out donde N = 0,1,2,...,12. Estos
archivos contienen los resultados de la reduccién de U(8) D SU(3).

Procedimiento: Solamente se compila y se corre el ejecutable. Durante
la ejecucion del programa, pregunta por el valor mdzimo del operador de
Casimir de sequndo orden de SU(3). Con este valor se excluyen altas repre-
sentaciones irreducibles de SU(3) (cuando es necesario) y el calculo con la
rutina de MATHEMATICA es més rapido. El valor propio del operador de
Casimir esta dado por

M4 A4+ 30+ 3. (D.1)

Enseguida pregunta por el nimero minimo y maximo de bosones. Fija co-
mo el valor 0 por default. El ntimero maximo estd entre 0 y 12. Nota:
Recomendamos que N méximo sea 8 (ver adelante). Déspues de esto el pro-
grama continua y términa. El archivo importante es coupling.out, el cual es
necesario para la rutina de MATHEMATICA-5 overlaps.m.

D.1.2. overlaps.m

Esta rutina se ejecuta sobre MATHEMATICA-5. Determina los trasla-
pes de los polinomios de estado de U(8) (con buen seniority). Al principio
de la ejecucién pregunta por el archivo que contiene los acoplamientos (la
respuesta es : coupling_2.out). Posteriormente pregunta si uno quiere los re-
sultados en términos de racionales, aproximacion nimerica o ambos. Escoga
al menos la opcién numerica (opcién (2)), es necesaria para la rutina que
calcula los coeficientes de Clebsch-Gordan. Después de esto, la rutina calcula
los traslapes e indica en que nimero esta actualmente calculando.

Al final, el programa pregunta por el nombre del archivo donde se guar-
dardn los resultados (responda: numericos.dat). Después de esto: Abrir el
archivo numericos.dat y escribir en la primera linea el niimero de
renglones totales que le siguen. Es importante para la siguiente rutina.

D.1.3. adapter.f

Para que la siguiente rutina sea mas eficiente, tenemos que hacer un
ordenamiento més adecuado de los traslapes obtenidos. Esta ordenacion la
hace el programa adapter.f

adapter.f: recibe como archivo de entrada numericos.daty crea el archivo
numericos2.dat. Este archivo contiene los mismos datos que numericos.dat
pero con un orden distinto. Hay que abrir el archivo numericos2.daty
escribir en la primera linea el niimero de renglones totales que le
siguen. Es importante para la siguiente rutina.
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D.1.4. o8states_fin.f

Otro programa auxiliar es o8sates_fin.f que genera un archivo 1til para
el chequeo de las rutinas y un archivo importante para la obtencién de los
coeficientes de Clebsch-Gordan.

o8states_fin.f. recibe como archivo de entrada numericos2.dat y crea los
archivos o8states.out para chequeo de rutinas y o8states.dat necesario para
la siguiente rutina.

D.1.5. o8clebsch _fin.f

Esta rutina necesita de la libreria de SU(3) de Bahri et al. [36, 38].
Esta librerfa tiene que ser agregada (formalmente sélo se juntaron todos los
programas en dsudtotal.f). Se debe de estar seguro que el archivo de binomios
y factoriales (fakt) este disponible para el paquete de SU(3). Para notacién
de SU(3), consultar [39].

Archivos de entrada:

1. o8clebsch_f.in: Este archivo pregunta por el nombre de tres archivos.
El primer archivo que pide es el que contiene los traslapes después
de la reorganizacién de los datos (numericos2.dat). El segundo archi-
vo que solicita es el que contiene informacién sobre los estados con
buen seniority (o8states.out). Finalmente el tercer archivo es (nume-
ricos2.dat), que es el archivo de salida de la ejecucién del programa en
MATHEMATICA.

2. contentnIn2-su3.daty content-sen-sud.out: Estos archivos fueron crea-
dos con su3-coupl_fin.f

3. o8states.dat
Archivos de salida:

1. o8clebsch.out: El archivo de salida por default para checar los pasos
del célculo.

2. inter.dat: Archivo intermedio.

3. o8clebsch.dat: Factores isoescalares de U(8) D O(8) D SU(3). Sola-
mente aparecen con N3 = vo + vy con Ny =11y No = 1.
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D.1.6. cgco8-total.f

Finalmente para obtener los coeficientes de Clebsch-Gordan para todo
N se ejecuta el programa cgco8-total.f. Este programa recibe como archivo
de entrada o8clebsch.dat y da como archivo de salida cgco§-total.dat que
contiene la lista completa de coeficientes de Clebsch-Gordan.

D.2. Formato de archivos *.dat

A continuacion explicamos brevemente la forma en que estan ordenados
los datos en los archivos *.dat.

D.2.1. contentnln2-su3.dat

Los datos estéan distribuidos de la siguiente forma: Primer renglon: indi-
ca el nimero de estados para un N nimero de bosones dado (1). Segundo
renglon: indice global, lambda, mu, multiplicidad (1,0,0,1). Tercer renglon:
ny, ng y N (nimero total de bosones). Esta estructura se sigue repetida-
mente.

Por ejemplo

o O

O U1 O P NWWERFLRNEFE O R BP-
O =
==
-

_ O O, ON
N ON - NN

D.2.2. content-sen-su3.dat

Un nimero sencillo nos dice cuantos bloques existen en el archivo. La
estrutura de los bloque es similar, excepto que en lugar de N, tenemos la
seniority v.

Por ejemplo
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O PN WNEFL, NP O - -
o =
= o
[N

O = O N
N = NN

D.2.3. oS8states.dat

En la primera linea aparece el nimero global de estados (por ejemplo,
para Np,.. = 8 y todas las representaciones irreducibles tomadas en cuen-
ta, este nimero es 77 ). En la segunda linea es un nimero sencillo, el cudl
enumera el estado considerado. El siguiente renglén tiene 4 ntmeros : se-
niority v, lambda, mu y la multiplicidad.El tercer renglén del bloque lista el
numero de posibles combinaciones ((n1,n2)), la lista correspondiente apa-
rece después con la notacién : n1 ng cp n,. Esta es la estructura de cada
sub-bloque.

I
vooA o mult
nk

ny N2 Cping

(D.2)

con [ siendo el nimero que identifica el estado y nk el nimero de combina-
ciones de (ny,ng).
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