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Introduccion

El ntcleo de una gréfica dirigida o digrafica es un subconjunto de vértices S
que es independiente y absorbente. Independiente significa que no hay flechas
entre los elementos de S; absorbente que, cualquier vértice que no pertenezca a
S, tiene una flecha que va hacia algtin elemento de S.

Este concepto fue introducido en 1944 por Von Neumann y Morgenstern
[15], en el contexto de la teoria de juegos.

Dada la importancia que tiene para resolver juegos, problemas de toma de
decisiones y otros, se han buscado y encontrado condiciones para garantizar su
existencia en algunas digraficas.

El teorema de Richardson [16] establece que toda digrafica tal que la longi-
tud de todos sus ciclos dirigidos es par, tiene nucleo.

En 1981, Maria Kwasnik [13] defini6 (k,!)—ntcleo de la siguiente manera:

Si un subconjunto de vértices J cumple que entre sus elementos no hay tra-
yectorias dirigidas de longitud menor que k (k > 2) y ademds que, para todo
vértice no perteneciente a J hay una trayectoria dirigida de longitud a lo mas
[ (I > 1), que va de dicho vértice hacia algin elemento de J, entonces J es
(k,1)—ntcleo. Esta definicién generaliza el concepto de nucleo pues un nucleo
es un (2,1)—nucleo.

Kwasnik también demostré que toda digrafica fuertemente conexa y tal que
todos sus ciclos dirigidos poseen longitud congruente con cero médulo &, tie-
ne (k,k — 1)—nucleo. Este resultado es una generalizacién del teorema de Ri-
chardson. De entre los (k,l)—ntcleos, el (k, k — 1)—ntcleo recibe el nombre de
k—ntcleo y tiene una gran importancia.

Condiciones suficientes y necesarias para la existencia de k—ntcleos (k > 2)
han sido estudiadas en los ultimos anos por investigadores como Claude Berge
[1], Hortensia Galeana Sanchez [5] [4], Magdalena Kucharska [12], Maria Kwas-
nik [13], Victor Neumann Lara [6], Laura Pastrana Ramirez [7] [8], Hugo Rin-
c6n Mejia [10], Jerzy Topp [18] y muchos otros.



X Introduccion

Tomando como base articulos de investigacion, principalmente de los autores
antes mencionados, en el primer capitulo de este trabajo, recopilaremos algunos
resultados sobre la existencia de k—nucleos en digréficas.

En el segundo capitulo construiremos, partiendo de una digrafica, toda una
familia de digréficas tal que, cada uno de sus elementos tendra k—nucleo.

Para una digréfica D, Jerzy Topp [18] definié las digraficas S(D), Q(D), R(D)
y T(D), ademds demostrd, entre otras cosas, que S(D), R(D) y Q(D) siempre
tienen nucleo y que 7T'(D) tiene nucleo, si D no posee ciclos dirigidos.

En un articulo ain por publicar, Galeana Sénchez y Pastrana Ramirez [7],
generalizaron la idea de la definicién de S(D) para obtener una clase de digrafi-
cas $(D) tal que, cualquier digrifica S*(D) € $"(D) tiene k—ncleo para k > 2.

Las definiciones de Q(D), R(D) y T(D) también fueron generalizadas para
obtener familias de digréficas con k—nucleo.

Daremos a conocer lo expuesto en el articulo mencionado anteriormente y lo
extenderemos con las digraficas QF, (D), T% (D) y otrds mas, obtenidas de S*(D)
y RE(D).

En el tercer capitulo, para una grifica H construiremos su grafica de trayec-
torias. A las aristas de esta tltima grafica se les puede asignar una direccion (o
ambas) para obtener una digréfica que tendrd k—nucleo, bajo ciertas hip6tesis.

Obtendremos los siguientes resultados:

L. Sean G una grafica, T(G) su gréfica de trayectorias, £ > 3y D una orien-
tacién de T'(G) tal que Asim(D) es fuertemente conexa y todo ciclo dirigido de
longitud 3 tiene dos flechas simétricas.

Si todo ciclo dirigido de D, de longitud no congruente con cero médulo k y
mayor que 3 tiene una cuerda larga o dos cuerdas cortas (c,d), (e, f) con (e, f)
distinto de (d, ¢), entonces D tiene k—ntcleo.

II. Sean G una grafica, T(G) su grafica de trayectorias, k > 3 y D una orien-
tacién de T'(G) tal que todo ciclo dirigido de longitud 3 tiene todas sus flechas
simétricas y ademds Asim(D) es fuertemente conexa.

Si todo ciclo dirigido en D, de longitud no congruente con cero médulo k y
mayor que 3 tiene dos cuerdas, entonces D tiene k—nucleo.

Estos teoremas son andlogos a los obtenidos en [8] para orientaciones de la
grifica de lineas.

También veremos una parte de otro articulo inédito de Galeana Sinchez y
Pastrana Ramirez para encontrar ntcleos en orientaciones de T'(G).

En el cuarto capitulo propondremos digréficas asimétricas fuertemente cone-
xas con tantos k—nucleos y k—soluciones como deseemos generalizando de esta
forma, para k—ntcleos, un trabajo de Matt$ Harminc en cuanto a ntcleos [11].



Capitulo1
(Corcopeas bisicys

Nuestra principal tarea en este capitulo es presentar los resultados fundamen-
tales acerca de nucleos en digréficas.

Comenzaremos con la definicién de digrafica, los conceptos de exgrado, in-
grado y niicleo, demostraremos que un nucleo es un conjunto mdximo indepen-
diente y minimo absorbente por contencidn, ademds de demostrar que todas las
digréficas simétricas tienen nucleo.

Veremos que no todas las digréficas tienen nucleo y que algunas pueden tener
miés de uno.

Seguiremos con las definiciones de camino dirigido, ciclo dirigido y probare-
mos que todas las digréficas aciclicas tienen nucleo.

Luego utilizaremos los seminiicleos y cuasiniicleos para encontrar nucleos en
digréficas sin ciclos dirigidos impares y digraficas transitivas, respectivamente.

Finalizaremos con una generalizacién del concepto de nucleo, el (k, 1) —niicleo
y observaremos que un nucleo es un (k,!)—ntcleo parak =2yl=k—1=1,es
decir, un ntcleo es un (k, k — 1)—ntcleo con k = 2. En vista de esta similitud, al
(k, k — 1)—nucleo con k > 3 lo distinguiremos con el nombre de k—nucleo.

Para k y [ arbitrarios, demostraremos que las digréficas aciclicas siempre tie-
nen k—nucleo pero no siempre tienen (k, I)—nucleo.

Observaremos la analogia que hay entre el teorema de Richardson y las di-
grificas fuertemente conexas que no poseen ciclos dirigidos de longitud no con-
gruente con cero mddulo k.



2 Conceptos basicos

1.1. Digraficas

Definicién 1.1.1. Una digrafica D es un par ordenado (V (D), F(D)), tal
que:

= V(D) es un conjunto finito y no vacio.

» (D) C V(D) x V(D).
A los elementos de V(D) se les denomina vértices y a los de F(D), flechas.

A |V(D)| se le llama orden de D y a |F'(D)|, tamafio de D.

Si(z,y) € F(D) o (y,z) € F(D) diremos que z y y son adyacentes.

En una digréfica, a las flechas de la forma (z, z) se les denomina Jazos. A lo
largo de todo este trabajo siempre utilizaremos digréficas sin lazos.

Para apreciar visualmente una digréfica, dibujaremos una serie de puntos y
flechas.

Cada punto corresponderd a un vértice de la digrafica y habra una flecha des-
de el punto que representa a x hacia el que representa a y por cada (z,y) € F(D).
Ejemplos:

1) V(D) ={w}, F(D) = 0.
A esta digréfica se le conoce como la digrafica trivial.

[ ]
U1

2) V(D) = {Uo,vl,vg,vg}. F(D) = {(’Uo,’l}l), (’Uo,UQ), (Uo,vg)}.

Siempre que tenemos una coleccién de objetos y una relacién binaria entre
ellos, es posible obtener una digrafica.

Con las digraficas podemos modelar, por ejemplo, el comportamiento de al-
gunos juegos como el que presentamos a continuacion.
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1.2. Eljuego delos palillos

Es un juego para dos personas. Se puede jugar con cualquier nimero de pa-
lillos, dispuestos sobre una mesa. Cada jugador, en su turno, puede tomar uno,
dos o tres palillos. Pierde aquel que retire el tltimo.

Ejemplo:
Los jugadores A y B deciden jugar con 11 palillos. A tiene el primer turno.

» A escoge un palillo.

B toma uno.

A dos.

B dos.

= A uno.

B tres.

A pierde al tomar el altimo.

Deciden volver a jugar con los mismos 11 palillos y A volvera a tirar primero.

Se sabe que B es uno de los mejores en este juego. ¢Serd posible que A pueda
ganar?

Podemos representar todos los posibles escenarios del juego con una digré-
fica. Cada vértice representard el numero de palillos que quedan sobre la mesa'y
se dibujara una flecha del vértice n al m siempre que, teniendo n palillos, puedan
quedar m al retirar uno, dos o tres de ellos (véase la figura 1.1).

Se puede pensar que, al iniciar el juego, A estd parado en el vértice 11. Cuan-
do A retire palillos, hard que B se pare en algun otro vértice (8, 9 o 10). Pensan-
do asi, el jugador que se pare en el vértice 1 serd el perdedor (pues no puede mas
que tomar el tltimo palillo).

Si A quiere ganar, necesita hacer que B se pare en el 1y, para lograrlo, A debe
poder pararse en alguno de los vértices 2, 3 0 4 (pues en estos vértices, existe una
manera de tomar cierta cantidad de palillos para lograr que B caiga en el 1).

¢Qué sucederia si A se detuviese en el 5?

Si lo hiciera, entonces, a la hora de quitar palillos, B quedaria en alguno de
los vértices 2, 3 0 4 y de ahi, B puede hacer que A caiga en el 1y pierda el juego.
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Figura 1.1. Representacion del juego para 11 palillos.
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De lo anterior, lo més conveniente para A es no pararse en el 5. Y no sélo
eso, si se asegura de que B pise el 5, entonces A se detendrd en alguno de 2,3 o
4 y asi ganard.

Para asegurar que B caiga en el 5, A tiene que pararse en cualquiera de los
vértices 6, 7 u 8.

Si A se parara en 9, entonces B se pararia en alguno de los vértices 6, 7 u 8 y
desde éstos, serfa facil para B hacer que A caiga en el 5 para después derrotarlo.

De nuevo, A no debe pararse en 9 y ademds, si logra hacer que B se detenga
en el 9, entonces A lograria la meta de llegar a 6, 7 u 8 y ganar.

Como estdn jugando con 11 palillos, el primer movimiento de A debe ser:
tomar 2 palillos. Entonces B cae en 9. No importa lo que B haga, A puede obli-
garlo a caer en 5 y luego en 1.

Esa es una forma de que gane A, es decir, hacer que B caiga en los vértices de
{9,5,1} pero, a lo largo de la argumentacién, se vié que si A se equivocase y B
hiciera que A cayera en alguno de esos vértices, entonces A perderia.

Veamos qué tiene de especial el conjunto de vértices {9,5,1}.

Aunque en el ejemplo se usaron 11 palillos, se puede jugar con cualquier can-
tidad, digamos p.

El conjunto que nos interesa ahora es {1,5.9,...4m+1|4m+1 < p} =1.
Cuando el jugador A logra que B juege con una cantidad ¢ = 4n + 1 € T; sin
importar cuantos palillos tome B, siempre dejard sobre la mesa una cantidad ¢/
talqueqg ¢ Tpuesg—1=4n+0,¢g—2=4(n—-1)+3,¢—3=4(n—1)+2.

Después, cuando A juegue con los ¢’ palillos restantes, puede obligar a que B
juege con ¢” € 1 palillos, porque siempre que ¢’ ¢ 1:
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» Sig =4n'+0, Apuedetomar3y ¢’ =¢ —3 € 1.
» Sig =4n'+2, Apuedetomar ly¢" =¢ — 1€ 1.
» Sig =4n’ +3, Apuedetomar2y ¢’ =¢ —2€ 1.

Dibujando una digrafica D con las mismas reglas que aquella mostrada en la
figura 1.1, tenemos que 1 C V(D) tiene la propiedad de que V¢’ ¢ 1 3¢” € 1 tal
que existe una flecha de ¢’ a ¢”.

Otra propiedad que tiene, es que entre dos vértices cualesquiera de 1, no exis-
ten flechas. Lo cual es importante pues, si se recuerda, aquel jugador A que cae
en un elemento de 1 tiene todas las de perder. Si su contrincante B juega de
manera dptima, es imposible que A haga caer a B en algtn elemento de 1.

En digréficas, a un conjunto con tales propiedades se le llama nzicleo. Para dar
una definicién formal de nicleo se necesitan algunos conceptos bésicos.

1.3. Nnucleos en digraficas

Definicion 1.3.1. Sea D una digrafica y sea x € V(D), se definen los
siguientes conjuntos:

I'p(z) ={y € V(D) | (z,y) € F(D)}
[p(2) = {y € V(D) | (y.2) € F(D)}.
A los elementos del primer conjunto se les llama vecinos exteriores de x
en Dy a los del segundo, vecinos interiores de x en D.
A la cardinalidad de I'},(z) se le denota como () y se dice que es el
exgrado de x en D.

De manera andloga, |I';(x)| es denotada por §,(z) y recibe el nombre
de ingrado de x en D.

Definicion 1.3.2. Extendemos la definicién anterior. Sea X C V(D):

FE(X) = U:vEX FB(£)> FE)(X> = UxeX Fl_)<x)

Definicion 1.3.3. Se dice que un conjunto S C V(D) es nucleo de la di-
grafica D si1y solo si:

I) Vo € V(D), siz € S, entonces I'},(z) NS = 0.
IT) Vo € V(D), siz ¢ S, entonces I';,(z) NS # 0.
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Noétese que la condicion II también puede escribirse como Vz € V (D), si
', (x) NS =0, entonces x € S. De ahi, si '} (z) =0, TS (x) NS = 0y luego,
x € S. Es decir, S contiene a todos los vértices de exgrado cero en D.

Ademaés, de nuevo por la condicién II, se tiene que S # 0 1.

Definicién 1.3.4. S C V (D), es independiente en la digrafica D siy sélo
sivVe,y € S (v,9), (y,x) & F(D).

Definicion 1.3.5. S C V(D), es absorbente en la digrafica D siy sélo si
Ve e V(D) —S 3y e Stal que (z,y) € F(D).

Dese cuenta que el conjunto vacio no puede ser absorbente.

Las condiciones I y II de la definicién 1.3.3, son equivalentes a las defini-
ciones 1.3.4 y 1.3.5 respectivamente.

Si suponemos cierta a I, entonces para cualesquiera vértices x,y € S C V (D),
se tiene que I'5(2) NS = 0 = ', (y) N Sy de ahi tenemos que = ¢ T'}(y) y que
y & Th)

Por lo tanto, (z,y), (y,x) ¢ F(D) y con esto, S es independiente en D.

Ahora, si suponemos que S es independiente en D, tenemos que V 2,y € S,
(z,y) ¢ F(D)y se sigue que y ¢ I'}(z).

Por lo tanto, para todo z € S se cumple que '}, (z) NS = 0.

La equivalencia entre IT'y 1.3.5 es inmediata.

Ahora sabemos que se puede reescribir la definicién de nicleo como sigue:

Definicion 1.3.6. S C V(D) es nucleo de D siy s6lo si S es absorbente e
independiente en D.

Notacién. Cuando (7,y) € F(D), usaremos la notacién 7y € F(D) o simple-
mente 7y y leeremos: la flecha de x a y. También diremos que y absorbe a x.

Para simplificar mas, sea S C V(D). Siz € V(D) y 3y € S tal que 7y € F(D),
escribiremos 7.5 y diremos que hay una zS5—flecha o que S absorbe a x.

De forma anéloga, si yi € F(D) con y € S, escribiremos S y diremos que
hay una Sz—Aflecha.

Mas aun, si 51,5 C V(D) y tenemos zS con z € Sy, diremos que hay una
S1S—flecha y escribiremos Lﬁ

Aunque en la digréfica que se usé para representar e/ juego de los palillos ob-
tuvimos un nucleo, no siempre es posible, dada cualquier digréfica, encontrar un
subconjunto de vértices que sea nucleo.

1Si S =0, entonces I'f;(z) NS =0 y no se cumple IL.
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Por ejemplo:

Figura 1.2. C5 es una digrafica sin nucleo.

Vg @< ® Uc

Los unicos conjuntos independientes de vértices que podrian ser absorbentes
en esta digrafica son: {va}, {vp} y {vc}. Pero ninguno de ellos es nicleo pues
{va} no absorbe a vg, {vp} no absorbe a ve y {ve} no absorbe a vy.

¢Qué condiciones debe cumplir una digréfica para tener nacleo?

Para responder a esta pregunta primero demostraremos algunos resultados y
luego definiremos algunos conceptos mas.

1.4. Resultados basicos acerca de nucleos

Lema 1.4.1. Seal = {I C V(D) | I es independiente }. Si S es niicleo de
D, entonces S es mdximo por contencion en I, es decir, para todo I € 1, si
S C I, tendremos que S = 1.

Demostracion. Sea S nucleo de D y sea I € I tal que S C I. Basta probar
que I C S, esto es, para todo =, x € [ implica que x € S o, lo que es
légicamente equivalente, para cualquier z, si x ¢ S, entonces x ¢ 1.

Seax € V(D) talquex ¢ S.

Por ser S nucleo, I';(z) NS # 0 (por II de la definicién 1.3.3). Sea y en
esta interseccién. Tenemos que y € I'},(z) y y € S. Por hipétesis sabemos
que S C I, lo cual indica que y € I y por consiguiente y € I'};(z) N I (ver la
figura 1.3).

Al ser I independiente, se sigue que x ¢ I.

Hemos demostradoque I C Sy S = 1.
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Figura 1.3. Relacion entre x y .

o—>©0

v yeli(x)nI

Lema 1.4.2. Sea A = {A C V(D) | A es absorbente}. Si S es niicleo de D,
entonces S es minimo por contencion en A, es decir, para todo A € A, si

A C S, entonces S = A.

Demostracion. Sea S nucleo de Dy sea A € A tal que A C S. Es suficiente
probar que S C A.

De la misma manera que en la demostraciéon anterior, tomemos x de
forma que = ¢ Ay veamos que x ¢ S.

Como A es absorbente, 3y € A tal que 7y € F(D).

°
X ye AcCS

Por hipétesis A C S, entonces y € S.
Al ser independiente S, se sigue que = ¢ S.
Concluimos que S C Ay S = A.
]

Lema 1.4.3. S C V(D) es ntcleo de D si y sélo si la funcion caracteristica
de S, definida como:

1 sizes,
<I>5(x)—{0 sizé¢S.
Cumple queV xz € V(D), Pg(x) = 1— maxyerg(m){q)s(y)}-

Convenimos que si '}, (z) = 0, entonces maz,er+ ) {Ps(y)} = 0.

Demostracion. Para probar la suficiencia, sea S un ntcleo de D y sea = un
elemento de V(D).

e Si dg(x) = 1, entonces x € Sy, por la condicion I de la definicién
1.3.3, tenemos que I'},(z) N S = (. De lo anterior se sigue que V v,
siy € I'}(z), y no puede ser elemento de S y por ende V y € '} (z),

(1)5<y> = 0.
Por lo tanto, maxyerg(m){@s(y)} = 0.
Asi, Pg(z) =1=1-0=1-— maxyerg(m){és(y)}.
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e Sidg(x) =0, entonces z ¢ Sy T',(z)NS # () (pues S es absorbente), lo
cual implica que 3y € T'}(z) tal que y € S. Por ende existe y € I'},(z)
tal que ®5(y) = 1.

Por lo tanto, maz, .+ () {Ps(y)} = 1.
Asi, @g(z) =0=1—-1=1—maz cp+, {Ps(y)}.

Por consiguiente V z € V(D), ®s(z) = 1 — maz et ) {Ps(y)}-

Supongamos que V z € V(D), ®g(x) = 1 — max cr+ ) {Ps(y)} para probar
la necesidad.

e Siz € 5, entonces Pg(z) =1=1-0, luego, maz crs  {Ps(y)} =
aqui tenemos que Vy € T'5(z), y ¢ Sy se sigue que F+( nre @

Deducimos que si x € S, entonces I'},(z) NS = (.

e Siz ¢ S, entonces Pg(x) = 0 = 1 — 1. De lo anterior concluimos que
max,er+ ) {Ps(y)} = 1y por consiguiente existe y € I'h(z)>y€ S, lo
cual equivale a decir que T'5(z) N S # 0.

En resumen, si z ¢ S, entonces I'},(z) NS # 0.

Hemos probado que S es nicleo de D. ]

1.5. Existenciade nucleos

Veamos algunas condiciones suficientes para que una digréfica tenga nucleo.

Definicién 1.5.1. Si en una digrafica D se cumple que V z, y € V(D) si
zy € F(D), entonces yz € F(D), decimos que D es simétrica.
D es asimétrica siempre que ¥V z, y € V(D) si 7y € F(D), entonces

yt ¢ F(D)

Lo anterior nos permite a enunciar el siguiente resultado:

Teorema 1.5.1. Sea D una digrdfica simétrica. Si S C V(D) es indepen-
diente maximo (por contencion), entonces S es niicleo de D.

Demostracion. Sea S como en la hipdtesis. Como S es ya independiente,
basta probar que es absorbente.

Veamos que S es absorbente.
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Tomemos z € V(D) —S. Sea 51 = SU{z}. Dado que S maximo indepen-
diente, S C S;y S # S, se sigue que S; no es independiente?. Como S si
es independiente y como S; no lo es, debe existir y € S tal que 73y € F(D) o
yi € F(D)3. En cualquier caso, tenemos la flecha 7y pues D es simétrica,
por lo tanto S absorbe a x.

Entonces S es absorbente.

Por consiguiente S es nucleo. ]

Corolario 1.5.2. Toda digrafica simétrica tiene niicleo.

Demostracion. Sea D una digrafica simétrica. Por el teorema anterior, lo
unico que debemos hacer, es encontrar un subconjunto de vértices que sea
independiente maximo.

Sea ( un vértice arbitrario y sea Sy = {x}.

S1 .S, es absorbente, entonces es ntcleo. Si no:

Sea 1 Q_f FE(S@) Yy sea Sl = So U {xl}

S es independiente pues, por la eleccién de z1, 7gz; ¢ F(D). Lo anterior
implica, al ser D simétrica, que 7179 ¢ F(D).

S1 .57 es absorbente, es nucleo. Si no:

Sea x5 ¢ T'5(51) y sea Sy = S U {za}.

S, es independiente ya que, por la eleccién de x9, ;05 ¢ F(D), i = 0, 1.
Como antes, tenemos que Z,z; ¢ F(D),i =0, 1.

S1 .55 es absorbente, es ntcleo. Si no:

Para obtener S;, escogemos siempre un vértice z; tal que z; ¢ I'},(S;-1),
asi, S; = S;_1U{z,;} y ademéas z;7; ¢ F(D)yz;z; ¢ F(D),coni=0,...j—1.
Es decir, todos los conjuntos S; son independientes.

Entonces podemos seguir este procedimiento hasta obtener S,, inde-
pendiente maximo, es decir, S, tal que no podamos tomar otro vértice
para formar S,, 1. Esto se debe a que la digrafica es finita.

O

Si observamos a Cs, es decir, nuestro ejemplo de la digrafica sin nucleo (figura
1.2), notamos que sus vértices y flechas se comportan de una forma particular:

» Todos sus vértices tienen exgrado mayor que cero.

2Recuérdese la definicién de maximo por contencién dada en el lema 1.4.1.
3También recuérdese que no consideramos los lazos, por lo cual no podemos tener la flecha

—
Trx.
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» Todos tienen ingrado no negativo.

» Se puede ir de un vértice a cualquier otro caminando, es decir, siguiendo el
sentido de las flechas.

» También se puede empezar a caminar desde cualquier vértice y continuar
caminando, pasando por todos los otros y utilizando todas las flechas, para
regresar al punto de partida sin haber pasado dos veces por el mismo vér-
tice exceptuando al inicial.

Este tipo de digréficas reciben el nombre de ciclos dirigidos. A continuacién
daremos su definicion.

Definicion 1.5.2. Un camino dirigido, en una digrafica D, es una sucesion
de vértices, C' = (xg, 71,29, ... 7,) tal que 72,11 € F(D) Vi€ {0,1,...n—1}.
Ademas, s1 xg = 1, se dice que C' es un camino dirigido cerrado.
Como caso especial consideramos también a C' = (z;) como un camino
dirigido cerrado.

Definicion 1.5.3. Una trayectoria dirigida, en una digrafica D, es un
camino dirigido 7" = (x¢, x1, 22...x,) tal que z; # z; para todo i y j con
0 <i < j < n. Es decir, las trayectorias dirigidas, son caminos dirigidos
que no repiten vértices.

Definicién 1.5.4. Un ciclo dirigido, en una digrafica D, es un camino diri-
gido cerrado con al menos dos vértices distintos C' = (xg, x1, z2, . .. T, = X0)
tal que paracadaiy jcon 0 <i < j <mn,z; # ;. Es decir, los ciclos dirigi-
dos son caminos dirigidos cerrados cuyos Unicos vértices que se repiten
son el inicial y el final.

Notemos que al camino dirigido cerrado que consta de un sélo vértice
no lo consideraremos ciclo dirigido.

Diremos que dos ciclos C; y C5 son iguales, si tienen los mismos vértices
y para cualquier x, el sucesor de x en (' es el sucesor de x en Cs.

Si en una digréfica no hay mds que los vértices de una trayectoria dirigida y
las flechas de la misma, diremos que la digréfica en cuestién es una trayectoria
dirigida.

Analogamente, cuando en una digrafica no haya mas que los vértices de un ci-
clo dirigido y las flechas del mismo, diremos que la digrafica es un ciclo dirigido.

Acerca de si todos los vértices tienen ingrado o exgrado mayor que cero, se
conocen los dos resultados siguientes.
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Lema 1.5.3. Sea D una digrdfica. SiV x € V(D), §}(x) > 0, entonces existe
un ciclo dirigido en D.

Demostracion. Construyamos un ciclo dirigido.
Sea x1 un vértice cualquiera. Por hipotesis, z; tiene al menos un vecino
exterior, digamos xs.

oe—>©0
T T2

También es cierto que x5 tiene al menos un vecino exterior, llamémoslo
x3. Sixz = x1, C = (21, 29, 71) es un ciclo dirigido. Si no:

° > @ > @
x X2 X3

x3 tlene algin vecino exterior x4. S1 24 = x1 0 Sl 14 = 9, entonces
C = (x1,29,23,71) 0 C' = (29,23, x2) son ciclos dirigidos. Si no:

([ ] > @ > @ > @
L1 T2 T3 Ty

Seguimos hasta obtener, un vértice x,, tal que, alguno de sus vecinos
exteriores, x,.; es igual a x; para algin i = 1,2,...n — 1. Esto se logra

porque la digrafica es finita.

[ > @ >e o > @ > @ >e o > @ >
T o) Z; Tit+1 Tn—1 Tn
De esta manera tenemos el ciclo C' = (z;, 41, - - -, T, ;).

[]

Lema 1.5.4. Sea D una digrdfica. SiVx € V(D), 65(x) > 0, entonces existe
un ciclo dirigido en D.

Demostracion. Apartir de D definimos la digrafica D’ como sigue:

V(D) = V(D).
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F(D') ={(y,2) | (,y) € F(D)}.

En palabras, D’ se obtiene de D cambiando la direccién de las flechas.

Asicomo en D se cumple que todo vértice tiene ingrado mayor que cero,
en D’ se cumple que todo vértice tiene exgrado mayor que cero. Por el lema
1.5.3, D' tiene un ciclo C' = (x4, x9, . . . x,, x1). Lo cual, por definicién de D,

nos da el ciclo C' = (z1,x,,...29,21) en D.
O

Sabiendo ahora que la digréfica mostrada en la figura 1.2 es un ciclo dirigido,
y volviendo a la busqueda de condiciones para que una digréfica tenga nucleo,
dibujemos otra digfafica D; y veamos si tiene nucleo o no.

Figura 1.4. D, es otra digrdfica sin nuicleo.

UB

Up

Vg @< ® Uc

Tampoco tiene nicleo porque si suponemos que R C V(Dy) es un nucleo de
D1, entonces se cumple que vp € Roquevp ¢ R.

Sivp € R, entonces vg ¢ R (pues R es independiente). Ahora, R debe ab-
sorber a vp, por lo cual necesitamos que vo € R pues es el unico vértice que
absorbe a vp. Asi, v4 ¢ Ry va no es absorbido por R.

Sivp ¢ R, se sigue que vg € R, entonces v4 ¢ Ry vc ¢ R pero vc no es

absorbido.

Por lo tanto D; no puede tener nucleo.

Examinando con cuidado la digréfica del juego de los palillos (figura 1.1), se
puede ver que no hay ciclos dirigidos, a diferencia de C (figura 1.2) y D.

Si tenemos una digrafica sin ciclos, siempre es posible encontrar un ntcleo.
Para demostrar la afirmacidn anterior, necesitamos mas definiciones.

Definicion 1.5.5. Se le llama aciclica a aquella digrafica que no tiene
ciclos dirigidos.
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Definicion 1.5.6. Sea D una digraficay X C V(D). Definimos la digrafi-
ca H =D — X como:

« V(H)=V(D) - X.
» F(H)=F(D)—{(z,y) e F(D) |z € X oy € X}.

Teorema 1.5.5. Sea D una digrdfica aciclica. Entonces D tiene un niicleo
y solamente uno.

Demostracion. Por la contrapositiva del lema 1.5.3 y porque no hay ciclos
dirigidos en D, se sigue que 3 z € V(D) tal que 6},(z) < 0, lo cual implica
que hay vértices de exgrado igual a cero pues ningun vértice puede tener
exgrado negativo.

Sea Xy ={x € V(D) | 6, (x) =0} ysea Yy = T'5(Xo)

Noétese que en Yj estan todos los vértices que son absorbidos por el
conjunto Xj.

Si V(D) — (XoUYy) = ), entonces X es nicleo pues es independiente
(al tener todos sus elementos exgrado cero, no puede haber flechas entre
ellos) y es absorbente por definicién de Yj.

Si V(D) — (XoUYy) # 0:

Sea D1 = D — (XoUY)). Entonces D; es aciclica pues se obtuvo de D
quitando vértices y flechas, lo cual no forma ciclos, y se sigue que existe
x € V(D;) tal que 0, (z) = 0.

Sea X| = {z € V(D1) | 65 (z) = 0} y sea Y1 = I';, (X1).

Si1 V(Dl) — (Xl U Yi) = @I
e X, U X; esindependiente en D:
3 X,X, pues los elementos de X, tienen exgrado cero en D.

_—
73X, X, porque los elementos de X; son vértices de D;, la cual se
obtuvo quitando, en particular, a los vértices del conjunto Y; que
son todos los que tienen flechas hacia X,.

X; es independendiente en D. Pues si a,b € Xy, el exgrado en D,
d_>e anll))os es cero, y esto implica que en D; no existen las flechas
ab y ba. Por lo tanto, en D tampoco existen dichas flechas pues
aunque D; fue obtenida eliminando flechas de D, las flechas en-
tre a y b no fueron alteradas de ninguna forma.
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Ya sabiamos que X era independiente.
Por lo anterior Xy U X; es independiente en D.

e X, U X; es absorbente en D:

Seaz e V(D) — (XoU Xy).

Como V(D) =V(D) — (XoUYy) y V(Dy) — (X1 UY]) =0, se sigue
quevVz e V(D) — (XoUXy),z €Ypox €Y.

Por definicion de Y, y Yj, existe alguna zX;—flecha o alguna
x X1 —flecha.

Por consiguiente X, U X; es absorbente en D.

Concluimos que Xy U X; es ntucleo de D.

Sea Dy = D1 — (X7UY)7). D es aciclica y tiene vértices de exgrado
cero.

Sea Xy = {z € V(Dy) | 6}, (x) =0} ysea Yy =T}, (Xy).

Continuamos hasta obtener una digrafica D,, tal que V(D,) — (X,, U
Y,) =0, con X,, = {z € V(D,) | 05 () = 0} y ¥, = T}, (X,) lo cual es
posible porque D es finita.

Entonces, los conjuntos X; definidos en cada paso forman un ntcleo
para D, es decir, N = J_, X; es nucleo de D.

Afirmacion. N es independiente en D.

e Vi, X; es independiente.
Para simplificar, escribimos D = D,.

Sean z,y € X;. Entonces ambos tienen exgrado cero en D;, lo que
implica que no hay flecha entre ellos en D;. Como las flechas se eli-
minan cuando alguno de los dos extremos se quita, y x y y no son
removidos sino hasta la posible obtencién de D, , se sigue que en D
tampoco hay flecha entre ellos.

Por ende cada X; es independiente en D.
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° ﬂ X]XZ y ﬂ XZX] parai 7é ]
Podemos pensar que i < j. Seana € X;y b € X;.
Entonces, d}, (a) = 0y como i < j, se tiene que a,b € V(D;). De ahi,

N
tenemos que en D; 3 ab y por lo tanto tampoco existe esa flecha en D
pues las flechas entre a y b no se quitan hasta eliminar a alguno de
ellos.

Por lo antes dicho, en D, # X, X;.

3 ba € F(D) pues si existiera, como los dos son vértices de D;, b
perteneceria a Y;, lo cual no es posible pues b € V(D;) y D; se obtuvo
después de quitar a X; UY;.

e —
Asi,en D, # X;Xi.

Concluimos que N es independiente en D.

Figura 1.5. Particion de V (D).

Y, | X, Y, | Xi i | Xi | Yo | Xo
o> — o —> — o —|> °
o> °o—> o> o>
o> — o> — Y ®
o> o> o> o>
o> — o —> — o —> ®
V(D)
V(D)
V(D)
-
V(Dy)

Afirmacion. N es absorbente en D.

N es absorbente en D pues si x ¢ N, entonces = € Y; para algin i y es
absorbido por X;.
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Esto se debe a que, como fuimos quitando los X; y los Y;, obtuvimos una
particién { Xy, X1,... X,,, Yo, Y1,... Y, }* de V(D) (ver figura 1.5).

Por lo tanto N es absorbente en D.

N es Unico pues cualquier conjunto S que sea nucleo, necesariamente
tiene a todos los elementos de X, por lo cual S no puede tener a los de Y,
forzosamente tiene a todos los elementos de X; y no puede tener a los de
Y] y asi sucesivamente. Es decir, N C Sy porellema 1.4.1, N = S.

O

A pesar de que el teorema anterior garantiza la existencia de nucleos en las
digréficas aciclicas, resulta no ser tan util, es decir, tenemos digréficas con ciclos
dirigidos que tienen nucleo y no sélo uno. Como ejemplo considerenos la digra-
fica mostrada en la figura 1.6.

Figura 1.6. Cy. {va,vc} y {vp,vp} son nicleos.

UB VA

(e Up

La diferencia de este ejemplo con los anteriores, es que esta digréfica es un

ciclo dirigido de longitud par.

Definicién 1.5.7. Si C = (z1,x9,... 275, T,41) €8 un camino dirigido, dire-
mos que su longitud es el namero de flechas z;z;; 1 coni € {1,2,...n}.

Se conoce un resultado todavia mejor que el teorema 1.5.5.
Teorema. Toda digrdfica sin ciclos dirigidos impares tiene niicleo.

La demostracién original se debe a M. Richardson [16] pero es muy dificil
de explicar, por ello daremos una demostracién que utiliza como herramienta el
concepto de seminiicleo.

4Es posible que en el ultimo paso, Y,, sea igual al conjunto vacio, en ese caso, la particién
seria {XQ,Xl, e Xn, Yb, Yl, . Yn—l}-
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1.6. Seminucleos

Definicion 1.6.1. Sea D una digrafica. Se dice que S C V(D) es seminu-
cleo de D si:

a) S es independiente.

b) Vx € V(D) — S, si existe alguna Sx—flecha, entonces debe existir
alguna xS—flecha.

Las subdigrificas inducidas también nos seran de gran utilidad. Defindmoslas
y veamos, a partir de ellas, algunos ejemplos de seminucleos.

Definicion 1.6.2. H es una subdigrafica inducida de D si:
» V(H) C V(D).
« F(H)={zy € F(D) | z,y € V(H)}.

Si se tiene I C V(D) tal que I # (), se denota por D[I] a la subdigrafica
inducida de D por el conjunto I°.

Ejemplos:

1) Sea D = (4 (figura 1.6), I = {vc, va}. Entonces D[I] es:
vA

°
vco

{va}, {ve} y {va,ve} son semintcleos de D[I].

2) Sea D = Cy como antes, I = {vc,vp}. Entonces D][I] es:

o———o
(%o Up

5A partir de la definicién 1.5.6, se puede definir a la digrafica inducida por I como

DI[Il = D — I¢, siendo I° el complemento de I relativo a V(D).
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{vp} es semintcleo de D[], {ve,vp} no lo es porque no es independien-
te. {vc} tampoco es semintcleo porque tenemos una {ve }vp—flecha pero
ninguna vp{vc }—flecha.

3) Sea D = Cy, I = {va,vp,vc}. Entonces D[I] es:

UB vA
@Q<—©O

°
vc

{vc} es semintcleo de D[I].

También {v4,vc} es seminucleo pues es independiente y para verificar la

otra condicién notemos que vp ¢ {va,vc} y que {va, votvp existe, pero
-

también 3 vp{va, vc}.

4) Sea D = Cj (figura 1.2), recordemos que V(D) = {va, vp, vc}-

{va},{v},{vc} son los tnicos conjuntos independientes no vacios de D.
{va} no es seminucleo pues existe la {v4 }vp—flecha pero no hay ninguna
vp{va}—flecha. Anilogamente {vp} y {vc} no pueden ser seminucleos.

Por lo tanto, el tnico conjunto de V(D) que puede ser semintcleo es el
conjunto vacio, pues es independiente y la segunda condicién de semint-
cleo se cumple por vacuidad.

En el ejemplo 4 podemos observar que, a diferencia del nicleo, el seminucleo
si puede ser ().

Si en D existe v tal que §5(v) = 0, entonces {v} es semintcleo de D al ser
independiente y al no salir ninguna flecha de él.

En el ¢jemplo 3, {vc} es semintcleo pero no es nucleo al no ser absorbente.
Esto prueba que un semintcleo no necesariamente es nucleo.

Veamos ahora la relacién que hay entre nucleos y seminucleos.

Lema 1.6.1. Si S C V(D) es nucleo de D, entonces S es seminticleo de D.

Demostracion. Debemos probar que S cumple las condiciones a y b de la
definicién 1.6.1.
Como S es nucleo, es independiente y entonces cumple a.
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Falta ver que para todo = € V(D) — S, si existe g:, entonces existe 5.
—
Seax € V(D) — S tal que 3 Sx. Como S es nicleoy = ¢ S, x es absorbido
—
por S, es decir, 3 xS.

Por lo tanto S cumple b.
H

Teorema 1.6.2. Sea D una digrdfica. Si toda subdigrdfica inducida de D
tiene semintcleo no vacio, entonces D tiene nitcleo.

Demostracion. Ya que D misma es una subdigrafica inducida de D, tiene
seminucleo no vacio (por hipotesis).

Sea S un semintcleo maximo por contencién de D.® Entonces S # 0.
Consideremos I'/,(.5).

Si V(D) — (SUTL(S)) = 0, tenemos que S es nucleo de D pues es
independiente y ademas es absorbente porque SUI',(S) = V(D).

Asegurémonos que V(D) — (SUT'L(S)) = 0.

Supongamos que V(D;) = V(D) — (SUTL(S)) # 0.

Por hipétesis, la digrafica D; = D[V (D;)]” tiene semintcleo no vacio,
digamos S;.

Noétese que S NSy = 0.

Afirmacion. S U S, es seminucleo de D.

e SU S| es independiente en D.
Entre elementos de S no hay flechas pues es independiente en D.

Siz,y € S, no hay flecha entre ellos en D porque S; es independiente
en D; y las flechas entre vértices de D; no sufrieron ningtin cambio
al quitar a SUT',(5).

s _3_179 en D porque S; C V(D;) y D; se construyd quitando en parti-
cular a I';(.5).

—
# SS; porque S es semintcleo de D y si existiera alguna SS;—flecha,
existiria alguna S;S—flecha (cuya existencia ya se descarto).

Por lo tanto S U S; es independiente en D.

6Como D es finita, ¥ = {V C V(D) | V es semintcleo de D} es finito, y cada V € X es
finito. Para conseguir un semintdcleo maximo por contencién, podemos tomar un V; tal que
|Vi| =n con n =maz{|V||V € Z}.

70 1o que es lo mismo, D; = D — (SUT,(S)).
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Figura 1.7. S' y S} son seminucleos no vacios de D y D, respectivamente.

S1 Il

L _—
e VxecV(D)—(SUSt),s13(SUS))xren D, entonces 3 2(SUS;) en D.
Seax € V(D) — (SUSy) tal que 3 (S U Sy )z.

. S
Como se tiene (S U S1)z, hay dos casos:

S1 tenemos una Sﬁ)—ﬂecha, como x ¢ Sy al ser S semintucleo de D,
deducimos que 3 25 en D.

S1 tenemos una S;z—flecha:

Siz e I';(5), entonces 3 zSen D ysiz ¢ I',(S5), se sigue que x perte-
—

nece a V' (D;). Como x ¢ Sy y éste es seminucleo de Dy, 3xS;en Dy y

por consiguiente en D.

. . %
Por lo tanto V 2z € V(D) — (S U S)) si existe (S US;)x en D, entonces
. é .
existe x(S U Sy) en D (ver la figura 1.7).

Por ende S U S; es seminucleo de D.
Lo cual es una contradiccién pues S C S U S; debido a que los vértices
de S| no estan en S y éste es un seminucleo maximo por contenciéon de D.

Luego, V(D) — (SUT',(S)) = 0 como queriamos demostrar.
[

Sabiendo ahora que los seminucleos nos pueden ayudar a encontrar nucle-
os en una digréfica, recordemos que queriamos demostrar que toda digréfica sin
ciclos dirigidos impares tiene nucleo. Para facilitar la demostracién, probemos
antes un par de lemas acerca de ciclos dirigidos y un teorema.
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Lema 1.6.3. Todo camino dirigido cerrado, de longitud mayor que cero,
contiene un ciclo dirigido.

Es decir, si C = (x1,x2,...71) es un camino dirigido cerrado, entonces
existen x;, Ty, ...x; tales que Cp = (x;, Tit1,. .. 2, ;) es un ciclo dirigido.

Demostracion. Sea C un camino dirigido cerrado.
Procederemos por induccion sobre la longitud de C.

No hay caminos dirigidos cerrados de longitud uno.
Si la longitud es dos, C' es un ciclo dirigido contenido en si mismo.

"

U1

°
V2

Hipotesis de induccion: Si C' es un camino dirigido cerrado de longitud
' con !’ < I, entonces C’ contiene un ciclo dirigido.

Sea C' = (1,3, ...x;,21) un camino dirigido cerrado de longitud (. Hay
que demostrar que C contiene un ciclo dirigido.
Hay dos casos, de acuerdo a la estructura de C:

En este caso, C' mismo es un ciclo dirigido y hemos terminado la de-
mostracion.

e Ji,jconi # jtal que z; = z;. Podemos pensar que i < j.
Entonces C' = (l‘l, L2y o Ty = Tj, Lit1, Li42, - Tj = Tjy, Tj41, - - - 1’1,%1).

Sea A = (x4, %it1,...Tj—1,2; = ;). Entonces A es un camino dirigido
cerrado de longitud menor a [ y, por hipdtesis de induccién, A con-
tiene un ciclo dirigido B.

Por lo tanto, C' contiene también a B.

Se conoce otro resultado, muy parecido al anterior.
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Lema 1.6.4. Todo camino dirigido cerrado de longitud impar, contiene un
ciclo dirigido de longitud impar.

Demostracion. Sea C' un camino dirigido cerrado de longitud impar y sea
[ dicha longitud.

Procederemos por induccion sobre l.

No hay caminos dirigidos cerrados de longitud 1.
Para [ = 3, tenemos que C' mismo es un ciclo dirigido impar.

C:
U1
°

e——— >0
V2 U3

Hipdétesis de induccion: si C' es un camino dirigido cerrado de longitud
I' impar, con I’ < [, entonces C’ contiene un ciclo dirigido de longitud
lmpar.

Sabemos que C' = (x1, x9, X3, ... 21,7, T1)

Tenemos dos casos de acuerdo a la estructura de C:
Entonces C' es un ciclo dirigido de longitud impar y hemos terminado
la demostracion.

e r; = z;, para algun ¢ < j.
ASI, C = (ZL’l, L2y oo o Xy L1y -+ - Lj = Ty Tj41,y -+ TY, .%'1).
Sean A = (ZEl,IQ, Xy = Ty, T4, - xl,xl) y B = (SUZ‘,IZ'_H, e Ty,
r; = x;) caminos dirigidos cerrados contenidos en C.

Necesariamente uno y so6lo uno de los caminos dirigidos A y B posee
longitud impar, pues la longitud de C' es la de A mas la de B.

Podemos suponer que A tiene longitud impar.

Entonces, por hipétesis de induccién, A contiene un ciclo dirigido de
longitud impar, digamos C;, y como A es un camino dirigido con-
tenido en C, tenemos que C contiene a C;. ]
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Definicion 1.6.3. Sean A = (z1,29,...2,) ¥ B = (24, Za+1, - - - Tp) CAMINOS
dirigidos.
Se define AB como el camino dirigido (x1, zo, ... Ta, Tar1, - - - Tp).

Como las flechas se pueden considerar caminos dirigidos, si tenemos
por ejemplo la flecha z,x1, podemos escribir r,x1A 0o Ax,x1.

Ahora veamos un teorema muy importante.

Teorema (Neumann Lara) 1.6.5. Toda digrafica sin ciclos dirigidos de
longitud impar tiene seminticleo no vacio.

Demostracion. Sea D una digrafica sin ciclos dirigidos de longitud impar.

Observemos que 3 vy € V(D) tal que Vv € V (D), si 3 vpv—camino dirigi-
do®, entonces 3 vuyp—camino dirigido.

Pues de lo contrario tendriamos que, para todos los vértices v de D
existe otro vértice w, de tal forma que existe un vw—camino dirigido pero
no existe ningln wv—camino dirigido.

Asi, tomando un vértice cualquiera vy, 3 v y 3 vjv9—camino dirigido
pero 3 vyv; —camino dirigido.

Definimos recursivamente al vértice v;,; como aquel vértice tal que
existe v;v; 41 —camino dirigido pero # v;,v;—camino dirigido.

De esta forma obtenemos una serie de vértices, vy, vy,vs3,... € V(D)
tal que para todo i, existe un v;v;;1—camino dirigido pero no hay ningtun
vi+1v;—camino dirigido. Lo anterior implica que v;11 # v; Vj < ¢ pues sl
vi+1 fuese igual a algun v; con j < i, entonces habria un v;4;v;,—camino
dirigido porque siempre hay camino dirigido desde un vértice con indice
menor hacia cualquier otro con indice mayor o igual.

RS S

| BVAVAVA Y EVaVaVa Y EEEEINEN EVaVaVat X hVaVAVAVAVA-RIEE
U1 V2 U3 Ui Vi1

Entonces, el conjunto V(D) seria infinito.
Por lo tanto 3 vy € V(D) tal que Vv € V(D), si 3 vpv—camino dirigido,
entonces 3 vyp—camino dirigido, pues V(D) si es finito.

Ahora, sean S ={v € V(D) | 3 vpv—camino dirigido de longitud par} e
I ={v e V(D) | 3 vyv—camino dirigido de longitud impar}.

8Es decir, un camino dirigido tal que su vértice inicial es vy y el final es v.
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Afirmacién. SN I = 0.

Sidy € SN, entonces existe un vyy—camino dirigido, digamos A,
de longitud par y existe un camino dirigido B, de vy a y de longitud
impar y, dada la elecciéon de vy, existe un yvy—camino dirigido C.

Si la longitud de C' es impar, entonces C'A es un camino dirigido ce-
rrado de longitud impar y, por el lema 1.6.4, contiene un ciclo dirigido
de longitud impar.

Sila longitud de C es par, entonces C'B es un camino dirigido cerrado
de longitud impar y, por el lema anteriormente citado, contiene un
ciclo dirigido de longitud impar.

Como D no contiene ciclos dirigidos impares, se sigue que S N1 = (.
Afirmacion. S es semintucleo no vacio de D.

e vy € S pues un vyvy—camino dirigido de longitud cero es C' = (vy).

e S esindependiente.

Sean z,y € S. No puede existir 73y € F(D) porque existen caminos
dirigidos Ay B, de vy a ¢ y de vy a y respectivamente, de longitud
[p— . RN , . « e .
par y si xy perteneciese a F(D), Azy seria un vyy—camino dirigido de

longitud impar, lo cual implicaria quey € SN 1.

Anilogamente, no puede existir yz € F(D).

Loﬁg'\md o ®res
® A

0 Ny
L
OOgI[ll qd
pa]‘
[ J
yes

e Vou,w,sidow € F(D)conv € Syw ¢ S, entonces 3 ws € F(D) para
algiin s € S.

Sivw € F(D)conv € Sy w ¢ S, tenemos que 3 A, un vyv—camino
dirigido de longitud par, entonces B = Avw es un camino dirigido de
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vg a w de longitud impar, por lo que w € I y entonces 3 wyy— camino
dirigido (por la propiedad de vy), por consiguiente w tiene exgrado
al menos uno, es decir, 3 ws € F(D). Observemos que Bws es un
vps—camino dirigido de longitud par, por lo cual s € S.

eyvc S

se S

V) @ «NNNNNNNNNNNNNG g,?_f S
Si 3 vgw—camino dirigido,

entonces 3 wvg—camino dirigido

Por lo antes dicho 3 wé con s € S.

Entonces, hemos probado que S es semintcleo no vacio de D. H
Ya podemos dar la demostracién que quedd pendiente.

Corolario 1.6.6. Toda digrafica sin ciclos dirigidos impares tiene niicleo.

Demostracion. Sea D una digafica sin ciclos dirigidos impares. Se de-
mostrara que toda subdigrafica inducida de D tiene seminucleo no vacio.
Sea H una subdigrafica inducida de D, entonces H tampoco tiene ci-
clos dirigidos impares, luego, por el teorema 1.6.5, H tiene semintcleo no
vacio.
Por tanto, toda subdigrafica inducida de D tiene semintcleo no vacio.
Se sigue del teorema 1.6.2 que D tiene nucleo. H

Aunque este ultimo corolario nos garantiza la existencia de nucleos en mas
digréficas sigue sin ser suficiente, por ejemplo:

Es facil modificar a Dy (figura 1.4) para que tenga ntcleo. Sea D, la digréfica
mostrada en la figura 1.8.

{va,vp} es ntcleo de Ds.

Dejemos a los ciclos dirigidos y busquemos nucleos en otro tipo de digraficas.
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Figura 1.8. D, si tiene nucleo y tiene ciclos dirigidos de longitud impar.

Up

VA @ < ® Uc

1.7. Cuasinucleos

Definicién 1.7.1. Una digrafica D se llama transitiva siV u, v, w € V(D),
siuv € F(D)yvw € F(D), entonces uw € F(D).

Se sabe que todas las digraficas transitivas tienen nucleo y la demostracién
es muy sencilla, si se usa una pequefia generalizacién del concepto de nucleo, el
llamado cuasiniicleo.

Definicién 1.7.2. Sea D una digrafica y sean z,y € V(D).

Si existe alguna xy—trayectoria dirigida, denotamos por dp(z,y) a la
longitud de la trayectoria dirigida mas corta de = a y.

Sino existe ninguna xy—trayectoria dirigida, definimos dp(z,y) = oc.

Definicién 1.7.3. Extendemos la definicién anterior. Sea X C V(D) con
X # (. Definimos:

dp(z, X) = mingex{dp(z,y)},
dp(X,x) = minygex{dp(y,x)}.
Definicion 1.7.4. ) C V(D) es cuasintcleo de la digrafica D si:
= () es independiente en D.
n V2 eV(D)—Q,3yeQtal que dp(x,y) < 2.

La segunda condicion se lee: () absorbe a todos los vértices que no pertene-
cen a @, a distancia menor o igual que dos. También se puede escribir asi:
VreV(D)—-Q,dp(z,Q) < 2.

Notese que el cuasintcleo no puede ser vacio.
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Ejemplos:

1) Cs (figura 1.2).

{va} es cuasinucleo porque de,(ve,va) = 1y dey(vp,va) = 2. Andloga-
mente {vg} y {vc} son cuasintcleos.

2) Cy (figura 1.6).

{va,vc} es cuasinucleo porque, directamente de la definicién de cuasint-
cleo, tenemos que todos los ntcleos son cuasinucleos.

3) Sea D la siguiente digrafica.
U1 o\

V2 @

oe——>o
U3 V4

{v4} es cuasintcleo porque dp(v1,v4) = 2, dp(v2,v4) = 2y dp(vs, vg) = 1.
{v1,v9,v4} también es cuasintcleo.

{vs} no es cuasintcleo pues dp(vy, v3) = 0.

En todos los ejemplos anteriores, pudimos encontrar un cuasintcleo. Esto no
fue suerte, se trata de un hecho en general.

Teorema 1.7.1. Toda digrdfica tiene cuasinticleo.
Demostracion. Sea D una digrafica con |V (D)| = n.
Procederemos por induccion sobre n.

Sin = 1, entonces V(D) es cuasinucleo.

°
Lt
Hipotesis de induccion: Si |V (D')| < n, entonces D’ tiene cuasinucleo.

Seaw € V(D).
Si V(D) ={w} UTI',(w), entonces {w} es cuasintcleo.
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Si no:

Sea D' = D—({w}UI',(w)), entonces |V (D')| < n.Sea () un cuasinucleo
de D'.

No existe QQ'w—flecha en D, pues ' C V(D’) y para construir D’ se
quité a I';(w).

Haremos dos casos:

e Jw(@ —flecha en D.

(' es independiente en D porque es independiente en D’ y las flechas
entre sus elementos no se alteraron cuando se construy6 D'.

Tomamos z € V(D) — Q"

Sixz € V(D'), entonces ()’ absorbe a x a distancia 1 o 2 porque @’ es
cuasinucleo de D',

Siz ¢ V(D'), entonces v € I')(w) o z = w. Si z € I';(w), entonces
()’ absorbe a x a distancia 2. Si1 z = w, entonces ()’ absorbe a z a
distancia 1.

Por lo tanto ()’ es cuasintcleo de D.

Figura 1.9. Q' 0 Q' U {w} son cuasiniicleos de D.

'\ /\

o—>o0—> () I'p(w)

/
N

e 3 w(Q' —flecha en D.

Q) U{w} es independiente en D, pues @' lo es y no hay Q'w—flecha ni
w(@'—flecha en D.
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Seaz € V(D) — (Q'U{w}):
Six € V(D'), entonces () absorbe a x a distancia 1 o 2 y por lo tanto,
Q' U{w} absorbe a z a distancia 1 o 2.

Siz ¢ V(D'), entonces x € I';(w) y por lo tanto, Q' U {w} absorbe a z
a distancia 1.

De lo anterior tenemos que ' U {w} es cuasintcleo de D.

Concluimos que toda digrafica tiene cuasintcleo (ver figura 1.9). ]

Conociendo este ultimo resultado es facil demostrar que todas las digraficas
transitivas tienen nucleo.

Teorema 1.7.2. Toda digrdfica transitiva tiene niicleo.

Demostracion. Sea D una digrafica transitiva.

Por el teorema 1.7.1, D tiene un cuasinucleo Q).

Para que (Q sea nucleo de D, sélo hay que ver que es absorbente.

Seax € V(D) — Q, entonces 3 j € ) tal que dp(z,7) < 2.

Sidp(z,7) = 1, hay una trayectoria dirigida de longitud 1 de = a j, es
decir, hay una flecha de = a j y por lo tanto (Q absorbe a x.

Sidp(zx,j) = 2, tenemos una trayectoria dirigida 7' = (z, z, j), de longi-
tud 2 de z a j, lo cual implica que 72, 2 € F(D), luego x_]) € F(D) pues D
es transitiva. Por consiguiente () absorbe a .

Entonces () es ntcleo de D. ]

Con este teorema hemos terminado de presentar los resultados bésicos acer-
ca de la existencia de nucleos en digraficas. Ahora enfocaremos nuestra atencién
hacia una generalizacién del concepto de nucleo, el (k,1)-niicleo, y hacia algunas
condiciones que garantizan su existencia.

1.8. (k,1) —nucleos
Definicién 1.8.1. Sean k,l e N,k > 2yl > 1. J C V(D) es un (k,l)—
nucleo de la digrafica D si:

» Va,y € J,slx #y, entonces dp(z,y) > k.

En palabras: J es k—independiente.

n Ve e (V(D)—J)3Jye Jtal quedp(x,y) <I.

En palabras: J es [—absorbente.
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Ejemplos:

1)

Sea D la siguiente trayectoria dirigida:

< <
< <

W X % 7

{W} es un (2,3)—nucleo pues dp(Z, W) = 3, dp(Y,W) = 2y, por ult-
mo, dp(X, W) = 1. Como sélo tiene un elemento, es 2—independiente.

Si J es un conjunto [—absorbente, entonces V. € (V(D) —J) Jy € J tal
que dp(z,y) <lyporende,Vz e (V(D)—J)Iye Jtal quedp(z,y) <
[+ 1.

Por lo tanto, {W} es (2,4)—nucleo, (2, 5)—nucleo, etc.

{W,Y} es (2,1)—nucleo pues dp(W)Y) = ooy dp(Y,W) = 2, lo cual
muestra que es 2—independiente y es 1—absorbente pues dp(X, W) =
dp(Z,Y) = 1.

{W, Z} no es un conjunto 4—independiente pues dp(Z, W) = 3.

Como dD(Z, W) =3 y dD<W, Z) = 0 dD(Y, W) =2 Yy dD(X, W) =1,
{W, Z} es (2,2)—nucleo.

Sea D esta otra trayectoria dirigida:

<
<

< < ®
V |44 X

< °
Y Z

{V,Z} es un (4,3)—ntcleo, pues dp(Z,V) = 4y dp(V,Z) = oo, ademas
dD(}/, V) = 3, dD(AX7 V) =2 y dD<W, V) =1.

También es un (3, 3)—nucleo y un (2, 3)—ntcleo. Esto porque si un con-
junto J es k—independiente, entonces se cumple que V z, y € J, si x # y,
entonces dp(x,y) > k y también, se cumple que V z,y € J, si z # y,
entonces dp(z,y) > k — 1.

{V,X}y{V,Y} son (2,2)—ntcleos.
{V7 X7 Z} €S (2, 1)_1'11./1(:160.

{V'} es (23,48)—nucleo pues es 23—independiente y para todo i € {WV, X,
Y, 2}, dp(i, V) < 48.
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En los ejemplos podemos observar que los conjuntos que son (2, 1)—ntcleo,
también son nucleo y que aquellos conjuntos que son (2,2)—ntcleo, también
son cuasinucleo. Esto no es coincidencia.

Lema 1.8.1. Sea D una digrdaficay N C V(D).
N es nucleo de D siy sélo si N es (2,1)—ntcleo de D.

Demostracion. Para probar la suficiencia:

S1 N es nucleo, N es independiente, entonces V =,y € N no existe la
flecha de x a y, en particular para = # y. Por lo tanto dp(z,y) > 2.

También tenemos que N es absorbente, entonces Vz € V(D)— N, existe
y € N yla flecha de x a y, de ahi dp(x,y) < 1.

Por consiguiente N es (2,1)—ntcleo de D

Para demostrar la necesidad:

Si N es (2,1)—nucleo, N es 2—independiente, es decir, para cualquier
par de vértices x,y € N, si z # y, tenemos que dp(z,y) > 2, entonces no
hay flechas entre elementos de NN pues si existiese la flecha z7, se seguiria
que dp(x,y) = 1. Por lo tanto N es independiente.

También N es 1—absorbente, asi, si tomamos = € V(D) — N, entonces
Jy € N tal que dp(x,y) < 1. Como dp(z,y) no puede ser cero porque x # y,
se tiene que dp(x,y) = 1. Por lo tanto hay una trayectoria dirigida de
longitud 1 de z a y y la tnica flecha de dicha trayectoria es z7. Luego, N
es absorbente.

Por ende N es nucleo de D.

Lema 1.8.2. Sea D una digraficay QQ C V(D).
@ es cuasintcleo de D si y sélo si Q) es (2,2)—niticleo de D.

Demostracion. En la demostracion del lema anterior se vidé que ) es 2—
independiente siy sélo si (Q es independiente.
La segunda condicién de la definicién 1.7.4 es equivalente a que () sea
2—absorbente.
]

Para k = 2, un nucleo es lo mismo que un (k, k — 1)—nucleo. Dada esta se-
mejanza, una clase especial de (k, I)—nucleos son los llamados k—niicleos.

Definicién 1.8.1. Sea k£ > 2. Un k—nucleo es un (k, k£ — 1)—nucleo.
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En nuestro ejemplo de la trayectoria (Z,Y, X, W, V') podemos decir que:

{V, X, Z} es 2—nucleo.

{V,Y} es 3—nucleo.

{V, Z} es 4—nicleo.

{V} es 5—nucleo pues es 5—independiente y Vi € {W, X, Y, Z} tenemos
que dp(i,V) < 4.

{V} también es 6—ntcleo, 7—nucleo, etc.

No es casualidad que en el altimo ejemplo hayamos encontrado un k—nucleo
para cualquier .

Teorema 1.8.3. Sea k € N, k > 2. Si D es una digrdfica aciclica, D tiene
k—ntcleo.

Demostracion. Sean k'y D como en las hipotesis. Se define la digrafica D;:

» V(Dy) =V(D).
s Vo £y zy€ F(Dy)siysblosidp(r,y) <k—1.

Afirmacion. D), es aciclica.

Si Dy, tuviera un ciclo dirigido C' = (z1,z9,...Ty-1,2, = x1), Se tendria
que, en D, hay una z;z,,,—trayectoria dirigida® V i. Todas esas trayecto-
rias tendrian longitud mayor o igual que 1 y uniéndolas obtendriamos un
camino dirigido cerrado C’, de longitud mayor que cero. Entonces, por el
lema 1.6.3, tendriamos un ciclo dirigido en D.

De lo anterior, siendo D aciclica, se sigue que D, también lo es.

Por el teorema 1.5.5 D;, tiene un nucleo S.
Afirmacion. S es k—ntcleo de D.

o Vux,y€ S, siz#y,entonces dp(x,y) > k.

Sean x,y € S con x # y. Como S es independiente en Dy, 73 ¢ F(D;,)
y por definicién de Dy, tenemos dp(x,y) £ k — 1.

Por lo tanto dp(z,y) > k — 1, lo cual implica que dp(z,y) > k.

9Pues existiria la x;z;,1—flecha en Dy, lo que implicaria que dp(z;,v;11) < k — 1y como
dp(zi,z;+1) es la longitud de la trayectoria dirigida mas corta de z; a z;4+1, resulta que si

existiria la trayectoria arriba mencionada.



34 Conceptos basicos

e VzeV(D)—S3ye Stalquedp(z,y) <k —1.
Sea z € V(D) —S. Como S es ntcleo de Dy, 3y € S tal que 7y € F(Dy)
entonces, por definiciéon de Dy, dp(z,y) < k — 1.

Concluimos que S es k—ntucleo de D.
]

Si nos preguntamos por un resultado similar, para las digraficas aciclicas y los
(k,1)—ntcleos, la respuesta es que no siempre se puede encontrar un (k,!)—nu-
cleo para k y [ arbitrarios.

Por ejemplo:

] >0 > @ > 0@ >0 >0
U1 (%) U3 (] U5 Vg

Esta digrafica no tiene (6,4)—nucleo, porque todo conjunto J que sea 4—ab-
sorbente debe tener como elemento a vg. Si ademds quisiéramos que J fuera
6—independiente, necesitariamos tener a v como unico elemento. Pero el con-
junto {vg} no es 4—absorbente pues la distancia de vy a vg es cinco.

Tampoco tiene (5, 3)—ntcleo, porque si queremos hallar un conjunto J que
sea b—independiente y 3—absorbente a la vez necesitamos que vg pertenezca a J,
lo cual impide que vs, vy y v5 pertenezcan a J. Como la distancia de vy a vg es
cuatro, si vy pertenece a J, se pierde la 5—independencia y si v; no pertenence a
J, se pierde la 3—absorbencia. Por lo tanto no hay (5, 3)-nucleo.

Tampoco hay (4,2)—nucleo ni (3,1)—nucleo. Estas afirmaciones se pueden
demostrar con el siguiente teorema de las autoras M. Kucharska y M. Kwasnik.

Teorema 1.8.4. Si T es una trayectoria dirigida, |V (T)| = m, m = nk +r,
n,r €N,0<r < kyn > 1. Entonces T tiene un (k,1)—nticleo' si y sélo si
E<l+1.

Demostracion. Primero probemos que la hipotesis n > 1 es equivalente a
m > k.

Sin > 1, entonces nk > k, luego, nk +r > k+ryasim=nk+r >
k +r > k, finalmente m > k.

Sim > k, entonces nk +r > k > r y por ende nk > k —1r > 0, luego
nk > 0y por lo tanton > 1.

Por consiguiente n > 1 siy sélo sim > k.

0Recuérdese que los (k,!)—ntcleos sélo estan definidos para k > 2y [ > 1.
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Para la suficiencia:
Sea J un (k,l)—nucleo de T

T se ve asi:
([ > @ > @ >e ¢ o— > @
U1 (% U3 Um
e Si|lJ|=1:

J debe ser igual a {v,,}, por consiguiente dr(v;, v,,) < [ para todo i, en
particular, dr(vy,v,,) < [ pero es obvio que dp(vy,v,,) = m — 1, por lo
tantom — 1 <[, entonces k — 1 <m —1 <[ (pues k < m).

Por lo antes dicho, &k <1+ 1.

o SilJ|> 1L

Sean Vi,V € J con i1 < ] y tales que Vjt1,Vi42, ... Uj-1 ¢ J. Como
J es (k,l)—nucleo, sucede que dr(v;,v;) > k y ademas, sabemos que
dr(vi,v5) = dp(vi, Vig1) + dr(vigr, vj).

Entonces 1 + dp(vit1, v;) = dr(vi, v;) > k, es decir, dp(vig1,v;) > k — 1.

También, como J es [—absorbente, dr(vi41,v;) < [ pues entre v; y v;
ningun vertice pertenece a J, lo cual nos dice que v;;; debe ser [—
absorbido por v;.

Por lo tanto | > dr(viy1,vj) > k—1,esdecir, [ > k—1yk <[+ 1.
Para la necesidad, supongamos que & <[+ 1:

oe—0—>- - —>@0—>- -  —>0—>0—>: - - —>0—> 0O
U1 U2 Up Um—k Um—k-1 Um—1 Um

Afirmacion. J = {vy, Vm—k, - - - Um—nk = 0y} €8 (k,l)—ntcleo de 7.

k—1 yértices

k vértices
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Entre dos vértices consecutivos de J, vy,_(iy1)r Y Um—ik, €S clerto que
A1 (Vm—(i-+1)ks Vm—ik) = & Y dr(Um—ik, Vm—(i4-1)k) = 0O.

De lo anterior, se sigue que V z,y € J, si x # y, entonces dr(x,y) > k.

Sixz ¢ J, x estd entre dos vértices vy,_(i11)k, Um—i de J para algin iy
por lo tanto, = es absorbido a distancia menor o igual que k£ — 1 por v,,_.
Lo cual prueba que Vx € V(T)—J 3 j € J tal que dr(x,j) < k— 1y por
hipétesis, £ — 1 <.

Concluimos que J es (k,l)—nucleo de T O

Ya podemos decir que una digréfica aciclica tiene (k,)—nucleo siempre que
k < 1+ 1. Para obtenerlo sélo hay que encontrar un (I + 1,7)—nucleo, o lo que
es lo mismo un [ + 1—nucleo, el cual existe por el teorema 1.8.3.

Sik <l+1,un (I +1,1)—nucleo, también es un (I,1)—ntucleo, un (I — 1,1)—
nucleo, ... un (k,1)—nucleo, etc.

Una de las hipétesis del altimo teorema es m = nk +r. Cuando tres numeros
enteros, k > 2, m y r cumplen esa relacion se dice que m es congruente con r
mddulo k.

Definicion 1.8.2. Sean a,b, k € Z, k > 2. Se dice que a es congruente con
b médulo k, denotado por a = b mod k, siy sé6lo si (a — b)/k € Z.

Vale la pena mencionar que si m es un multiplo de k, es decir, m = nk, en-
tonces m es conguente con cero moédulo & y viceversa.

Si fijamos k, se sabe que los conjuntos K; = {z € Z | + = i mod k}, con
i=0,...k— 1 forman una particién de Z.

Probemos un lema que nos ayudara a encontrar k—nucleos en mas digraficas.

Lema 1.8.5. Sea C un camino dirigido cerrado. Si todos los ciclos dirigi-
dos que contiene C poseen longitud congruente con cero modulo k, entonces
C tiene longitud congruente con cero modulo k.

Demostracion. Si la longitud de C' es cero, terminamos con la demostra-
cion. Si no:

Como la longitud de C' es mayor que cero, C contiene al menos un ciclo
dirigido (lema 1.6.3).

Sea N el nimero de ciclos dirigidos que contiene C.

Procederemos por induccion sobre N.

Si N = 1, entonces C' debe ser un ciclo dirigido.
Si no lo fuera, tendriamos que al menos dos vértices de C' se repiten,
es decir, C = (xl,asg, ooy = Xy Tiq 1, - T = Ty Tjg1, .- - 331). Entonces,
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A = (z1,29,...,2,%js1,...21) Y B = (v, i1, ...2; = ;) serian caminos
dirigidos cerrados contenidos en C' y cada uno de ellos contendria, al me-
nos, un ciclo dirigido. Por lo tanto C contendria mas de un ciclo dirigido.

Como N = 1, C es un ciclo dirigido que, por hipétesis, tiene longitud
congruente con cero modulo k.

Hipotesis de induccion: Si C' es un camino dirigido cerrado que con-
tiene menos de N ciclos dirigidos y tal que todos ellos poseen longitud
congruente con cero moédulo k, entonces C’ tiene longitud congruente con
cero modulo k.

Supongamos que C contiene N ciclos dirigidos (N > 1), todos ellos de
longitud congruente con cero moédulo k.

Cesigual a (z1,22,...2; = j,Tiy1, ... Lj = Ti, Tj41,...21) PUES NO €S UN
ciclo dirigido.
/ 1
Sea C' = (1‘1,1’2, ey Ty Tjg1, - .5L’1) y sea C" = (Ii;xu—l; Ty = ZL’Z‘), en-

tonces C’ y C" son caminos dirigidos cerrados que contienen menos de N
ciclos dirigidos y ademas, cada ciclo dirigido v contenido en C’ o en C”
también esta contenido en C, por lo que v tiene longitud congruente con
cero modulo k.

C/ C//

X2

T

i1

Por lo tanto tenemos dos caminos dirigidos cerrados, con menos de N
ciclos dirigidos y tales que todos los ciclos dirigidos que contienen poseen
longitud congruente con cero moédulo k.

Entonces, por hipétesis de induccién, tanto ¢’ como C” tienen longi-
tud congruente con cero moédulo £, digamos que tienen longitud nk y nok
respectivamente.

Sabemos que la longitud de C es igual a la de ¢’ mas la de C”, por lo
tanto dicha longitud es nik + nok = (ny + n2)k.

Por consiguiente, la longitud de C' es congruente con cero médulo k.

]
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El lema anterior también nos dice que si tenemos un camino dirigido cerrado
C de longitud no congruente con cero médulo &, entonces C' debe contener un
ciclo de longitud no congruente con cero médulo .

Esto no quiere decir que si tenemos un camino diridigo cerrado de longitud
m = nk + 7, con r # 0, éste va contener algun ciclo dirigido con longitud
mi = nik + r. Lo inico que nos dice es que contiene algun ciclo de longitud
no congruente con cero médulo k.

Por ejemplo, si C' = (v1, vy, . .. v7, v1, s, Vg, V19, V1), entonces C' tiene longitud
11,11 = 2 mod 3 y C no contiene ningun ciclo dirigido de longitud congruente
con 2 médulo 3 pues los dos que tiene son de longitud 4 y 7 (ver figura 1.10).

Figura 1.10. C' = (vy, vy, ... v7, V1, Us, Vg, V10, V1)

U3
@ \ ()
Ug
® °
(2
°
@ U1 o
Vg
°
Vs
°
o 7
Ve
Vimos que las digraficas sin ciclos dirigidos de longitud impar tienen 2—nu-
cleo, o lo que es equivalente, las digréficas tales que todos los ciclos dirigidos que
contienen son de longitud par poseen 2—nucleo.
Si un ciclo dirigido tiene longitud par, entonces esa longitud es congruente
con cero médulo 2.
De lo anterior, podemos decir que si una digrafica es tal que todos sus ciclos
dirigidos son congruentes con cero médulo 2, entonces tiene un 2—nucleo.
Lo ideal seria obtener un resultado similar para las digraficas cuyos ciclos di-
rigidos son todos de longitud congruente con cero médulo £.

Desafortunadamente sélo se puede probar para las digraficas fuertemente co-
nexas.
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Definicion 1.8.3. Una digrafica es fuertemente conexa si para cualquier
par de vértices x, y, se cumple que J un ry—camino dirigido y 3 un yx—
camino dirigido.

Teorema (Kwasnik) 1.8.6. Sea D una digrdfica fuertemente conexa.
Si todos los ciclos dirigidos de D son de longitud congruente con cero
modulo k, entonces D tiene k—nicleo.

Demostracion. Como D es fuertemente conexa, existe un camino dirigido
cerrado C que pasa por todos los vértices de D'!.
Por el lema 1.8.5 sabemos que C tiene longitud congruente con cero
modulo % pues todos los ciclos que contiene C son también ciclos de D.
Escribimos C' = (vg, v1, V9, . . . Uypk—1, Vwk = Vo).

Afirmacion. J = {vo, v, Vo, . . . Vw—1)%} €8 k— nucleo de D.

o Vux,y€J,six #y,entonces dp(z,y) > k.
Sean v;; € Jy vj, € J distintos.

S1 tuviéramos alguna trayectoria dirigida 7', de v, a vj;, de longitud
no congruente con cero modulo %, podriamos construir un camino
dirigido cerrado C’, de v;, hacia si mismo, de longitud no congruente
con cero moédulo k.

Para construir dicho C’, caminamos segin T'; después, cuando llegue-
mos a vj;; caminamos como lo marca C. Si i < j, vamos asi: B =
(Ujk, Vjk+1,---00, V1, - . Uik)- S17 > j, vamos asl: B = (Ujk7 Vik+1, - - - UZ/i’)

B = (vjk;,v]-kjﬂ,...vo,vl,...vik) oB = (vjk,vjk+1,...vik)

Vo vy

Vik+1 Vik+1

?J]'k
Vjk+41

HY(D) = {a1,as,...a,} entonces, al ser fuertemente conexa, hay un a;a;,;—camino dirigido
para todo i y también esta el a,a; —camino dirigido. Juntando todos esos caminos, obtenemos

el que pasa por todos los vértices.
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Entonces tendriamos un camino dirigido cerrado T'B de longitud
(n1k + r) + nok, 7 # 0 pues la longitud de 7" no es congruente con
cero modulo £ y la de B, no importa como sea éste, si es congruente
con cero modulo k.

Por ende, la longitud de 7'B no seria congruente con cero médulo k.

Por el lema 1.8.5, existiria un ciclo dirigido de longitud no congruente
con cero moédulo k£ contenido en T'B y que también estaria contenido
en D. Lo cual es imposible pues todos los ciclos dirigidos de D, si
tienen longitud congruente con cero moédulo k.

Por consiguiente todas las trayectorias dirigidas de v, a vj; son de
longitud congruente con cero moédulo k, es decir, de longitud &, 2k, 3k,
... (cero no porque son distintos).

Por lo tanto dp(vik, vji) > k.

eVr¢ Jdye Jtalquedp(z,y) <k—1.

Sixz ¢ J, entonces * = vy, para algin n y algin r con 0 < r < k,
entonces r es absorbido por v(,41); a distancia menor o igual que k—1.

Concluimos que J es k—nucleo de D. H

¢Por qué es necesaria la hipdtesis de ser fuertemente conexa?
Consideremos la digrifica mostrada en la pagina siguiente.
Esa digréfica no es fuertemenete conexa pues, por ejemplo, no existe un ca-

mino dirigido de v, hacia v,.

Todos sus ciclos dirigidos son de longitud congruente con cero médulo 4,

pero no tiene 4—nucleo.

Tratemos de construir un 4—nucleo, digamos N. Primero hay que tomar los

vértices de exgrado cero, es decir, VO = {0, Uy, Vey s Ves s Ver } C N.

Ningun vértice de {vy, v2, v4, V5, v7} puede pertenecer a N pues dp(vj, ve,) =

3,7 =0,2,4,5,7y necesitamos que N sea 4—independiente.

Tampoco podemos tener en N algun vértice con subindice a o b.

Aun no sabemos si vy, v3 y vg pertenecen o no a N.

Lo que st sabemos es que vy € Nowv ¢ N.

Siv; € N, entonces v3 ¢ N yuvg ¢ N pues vg es 3—absorbido por v; y

dp(vi,vs) = 2. Entonces, N serfa igual a VO U {v1} que no es 4—nucleo porque

no

absorbe a distancia menor o igual que 3 a v,.
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V2
()
U3 (%1
L Vgs L
()
UbQ )
()
e |
()
Vay Uby  Ugy ?Jco Ubo Ua
Vs @ 5@ e _,0 e —

Ves @ .Y<C7
Ups o/ ° Ub7
Uas . .,Ua\

Siv; ¢ N, entonces v; tiene que ser 3—absorbido, por lo que necesariamente
v3 € N. Perosivg € N, vg ¢ N porque dp(vs,vs) = 3. Por lo tanto, N seria
igual 2 V° U {v3} que no es 4—nucleo pues no absorbe a vg.

Por lo tanto, no podemos construir un 4—nucleo.

Con las digréficas simétricas, se puede dar una demostracién analoga a la del
teorema 1.8.3 (probarfamos con facilidad que Dy, es simétrica) para demostrar
que tienen k—nucleo para todo k.

Para finalizar este capitulo, veamos que las digréficas transitivas tienen (k,1)—
nucleo para k y [ arbitrarios.

Sea D una digrafica transitiva. Por el teorema 1.7.2, sabemos que D tiene
2—nucleo J.

Entonces, J es 1—absorbente y por lo tanto, es también /—absorbente para
cualquier /.
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Sean x,y € J, x # y.

Como J es 2—nucleo de D, no hay flechas entre  y y. Ademds, tampoco
hay trayectorias dirigidas entre ellos porque si T = (z, 1,22, ... 2, = y) fuese
una trayectoria dirigida de D, tendriamos la flecha zy pues, por la transitividad,

, NN — . . /
tendriamos las flechas 773, zx3, 74, . .. 7Y, lo cual es imposible. Andlogamente,
si T fuese una yz—trayectoria dirigida, entonces tendriamos la flecha .

Al no existir trayectorias dirigidas entre los elementos de J, dp(z, y) = oc.

Por lo tanto, J es k—independiente para k arbitrario.



Capitulo 2

En este capitulo estudiaremos ciertas operaciones en digraficas, la mayoria de
ellas de aridad uno, es decir, a partir de una digrafica obtendremos una nueva.

Definiremos distintos tipos de digréficas comenzando con las generadoras, en
las cuales, cualquier subconjunto de vértices [—absorbente lo es también en la
digréfica original.

Presentaremos las definiciones de la digrifica de lineas, L(D) y de las digrafi-
cas adberibles. Demostraremos que, bajo ciertas hipétesis, la digrafica que resulta
de adherir dos digraficas con (k,!)—ntcleo tiene (k,I)—nucleo.

Después conoceremos a las digraficas S(D), R(D), Q(D) y T(D) pero no nos
detendremos a recordar los resultados obtenidos por Jerzy Topp [18] para nu-
cleos, ya que muchos de ellos se obtienen de los teoremas concernientes a las
generalizaciones S (D), RY (D), QF,(D) y T (D) para k—nucleos.

Veremos que sin importar la eleccién que hagamos de D, Sk (D), RF,(D) y
QF (D) tendran k—ntcleo para k > 2y T%(D) tendrd también k—ntcleo para
k > 3.

Seguiremos con las definiciones de QF,(D) y T% (D) que son digrificas muy
parecidas a Q¥ (D) y TX (D).

Usaremos las mismas demostraciones de Q% (D) y T%(D) para probar que
QF (D) y Tk (D) tienen k—ntcleo.

Finalizaremos con digraficas obtenidas aumentando la cantidad de flechas en
Sk (D) y RE (D) que también tienen k—nucleo.
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2.1. Digraficas generadoras

Si queremos construir nuevas digraficas a partir de las que ya tenemos, es me-
jor empezar por la que es quizds la méis simple de todas.

Definicion 2.1.1. Sea D una digrafica. Una digrafica generadora de D,
llamémosla G, es tal que:

. V(G) = V(D).

« F(G) C F(D).

Ejemplos:

1) Sea D la siguiente digréfica:

El siguiente es un ejemplo de digréfica generadora de D:

H:
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Obsérvese que dp(2,3) = 1, pero en H la minima trayectoria dirigida de
2 a 3 tiene longitud tres.

Otra digréfica generadora de D es:

2) Para cualquier D, D es una digrafica generadora de si misma.
3) Para cualquier D, D' = (V(D), 0) es una digrafica generadora de D.

En resumen, para obtener una digrafica generadora, basta con eliminar (si asi
lo deseamos) algunas flechas de la digréfica original. Por lo cual, es obvio que
si un conjunto es k—independiente en D, lo es también en cualquier digrafica
generadora de D.

Las digréficas generadoras tienen una propiedad muy util con respecto a los
conjuntos [—absorbentes.

Lema 2.1.1. Sea H una digrdfica generadora de D. Si S C V(H) = V(D)
es |—absorbente en H, entonces lo es también en D.

Demostracion. Sean H y S como en las hipétesis.

Por consiguiente, Vx € V(D) — S 3y € S tal que dy(z,y) <.

Seax € V(D) — Syseayec Stalquedy(x,y) <lI.

Para demostrar que S es [—absorbente en D basta con observar que
dp(z,y) < dp(z,y).

Sea T una zy—trayectoria dirigida en H de longitud dy(x,y). Debido a
que F(H) C F(D), T también es una trayectoria dirigida de D.

Por lo tanto, siendo que dp(z,y) es la longitud de la xy—trayectoria
dirigida mas corta en D y T es una trayectoria dirigida en D, tenemos que
dp(x,y) es menor o igual que la longitud de 7, la cual es igual a dy(z,y).

]
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No hay un lema andlogo para los conjuntos k—independientes, pues si un
conjunto S es k—independiente en H, H digrafica generadora de D, lo mds pro-
bable es que S no sea k—independiente en D, por ejemplo, si D y H son como
se muestran a continuacion:

(\/) (\/)

NS T
TR LT

(/\) f/\)

En H, el conjunto {2,4,6,8,v,} es 4—independiente, mientras que en D no
lo es.

2.2. L(D)

Una digrafica muy famosa es la digrifica de lineas.

Definicion 2.2.1. Sea D una digrafica tal que F/(D) # (. L(D), la digrafi-
ca de lineas de D cumple:

» p=(a,b) € F(L(D)) siysblosia=(u,v)yb=(v,w)cona,be F(D).

Ejemplos:

1) V(D) ={1,2,3,4}; F(D) = {(1,2),(2,3), (1,4)}.
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Dio L4 L(D) (2,3)
o——eo (1,2) o/ o (1,4)
1 4
2) V(D) =1{1,2,3,4}; F(D) = {(1,2), (4,3)}.
D: L(D):

2 3
I ] (4,3)
° ° (1,2) @
1 4

3) V(D) ={1,2,3,4,(1,2)}; F(D) ={(1,2),(3,2),(2,4), (2,(1,2)) }.

D: 3 L(D):
N (3,2) (2,4)

/ o— o

4

> @ > @
2\
o o——>eo

(1,2) (1,2)  (2,(1,2)

Parte de la fama de la digréfica de lineas de D se debe a que tiene tantos
(2,1)—ntcleos como D. Una demostracién de este hecho se encuentra en [18].

Recientemente Lu Qin, Shan Er-fang y Zhao Min [14] demostraron que si
en D todos los vértices tienen ingrado mayor o igual que uno y la longitud de
todos sus ciclos dirigidos es mayor o igual que k, k& > 2, entonces D y L(D)

tienen el mismo niimero de (k,[)—ntcleos con 1 < < k.

Aunque no veremos las demostraciones de estos resultados, emplearemos la

digréfica de lineas para definir otras digraficas.
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2.3. Digraficas adheribles

Notacién. Sean D y D' digraficas. Usaremos la notacién D U D’ para referirnos

a la digrafica definida por:

« V(DUD')=V(D)UV(D).

= F(DUD')=F(D)UF(D).

Ejemplos:

1) DU D = D para cualquier digrafica D porque V(D) U V(D) = V(D) y
F(D)UF(D) = F(D).

2) V(D) = {v1,v2}, F(D) = {(v1,v2)}-
V(D) = {vz, vs}, F(D') = {(vs, v2)}.
Entonces V(D)UV (D') ={v1,vq,v3} y F(D)UF(D') = {(v1,v2), (v3,v2)}.

D: D’
o————>o o<~——— o0
(%] (% (% U3
DUD:
) > @ < )
U1 V2 U3

3) V(D) = {va,vp,ve, (va,vp)}.
F(D) = {(UA7UB)7 (UBa UC)? (vCa (UA; UB))? ((UA7UB)7 UA)}'
D' = L(D).

Sean vz = (va,vp) € V(D), a = (va,vB), b = (vB,vc), ¢ = (vo,vz) Yy
d= (vz,v4).
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D: D' = L(D):

I\,
NS

(va,vB) = vz ve

>
>

V(DUD') ={va,vB,ve, (va,vB), (vB,ve), (va,vz), (vz,va)}.
{(D);J D/> - {(UA7UB)7 (UBJUC)7 (00702)7 (UZ7UA)7 (CL?b)? (b,C), (Cad>7
d,a)}.

Notese que a = vz y entonces D U D’ se ve de esta forma:

VA UB

[ [

Vz =0 @<«—@
vc

; .\z/. :

4) En el ¢jemplo anterior, si vz = vp con vp # (v4, vp), tenemos:
V(D) = {va,vp,vc,vp}. F(D) = {(va,vB), (vB,vc), (ve,vp), (vp,va)}.
a=(va,vp), b= (vp,vc), c= (vo,vp), d = (vp,va).
D' = L(D).
V(DU D) ={va,vp,ve,vp, (va,vB), (vp,ve), (v, vp), (Vp,va)}
{(D)}U D) = {(va,vp), (vs,vc), (vo,vp), (vp,va); (a,0), (b;¢), (¢, d),
d,a)}.

Entonces la forma de dibujar D U D’ seria dibujar tanto D como D', una
junto a la otra.
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En los ejemplos 2 y 3, observamos que las digrificas D y D' se pegaron al
construir D U D'.

Definicion 2.3.1. Se dice que las digraficas D y D’ son adheribles si
V(D)NV (D) # .

Teorema 2.3.1. Sean D y D' digrdficas adheribles tales que J, C V(D) y
Jo C V(D') son (k,l)—ntcleos de ellas respectivamente.
Si JiNJy=V(D)NV(D'), entonces J; U Js es (k,l)—nticleo de DU D'.

Demostracion. Sea H =D U D'.
Afirmacion. J; U Jy es [—absorbente en H.

Seax e V(H)— (J1U.Js).

Siz € V(D), sabemos que = ¢ Ji, por lo tanto, existe y € J; tal que
dp(z,y) < l. Como en H tenemos todas las trayectorias dirigidas de D,
du(x,y) < dp(z,y) <.

Siz e V(D'),x ¢ Jy, por lo tanto, existe y € J, tal que dp/(x,y) < [. Igual
que antes, en H tenemos todas las trayectorias dirigidas de D', entonces
du(r,y) < dp(z,y) <1

Luego, J; U J; es [—absorbente en H.
Afirmacion. J; U J; es k—independiente en H.

Sean z,y € J1U Jy, conz # y. Sea T = (x = x1,29,...2, = y) Uuna
xy—trayectoria dirigida en H.

Si 7;7,;1 € F(D) para todo i, con 1 < i < n, entonces T es una xy—tra-
yectoria dirigida en D, por lo tanto, la longitud de 7" es mayor o igual que
k pues tanto = como y pertenecen a V' (D), de lo cual podemos obtener que
T,y € J11.

Si ;7,41 € F(D') para cada i, con 1 < i < n, entonces T es una ry—tra-
yectoria dirigida en D’, por lo tanto, la longitud de T es mayor o igual que
k pues x,y € Js.

Sien T hay flechas de Dy de D":

Sean n; = min{i | T;w51 € F(D)} y ng = min{i | z;z;41 € F(D')}.

Entonces, 71 = (v = x1,29,... %y, -1, T,,) €s una trayectoria dirigida de
D' por la propiedad de n, y ademas x € V(D’) lo cual implica que = € Js.

Pues x € J; U Jy. Si z € Jo, entonces 2 también pertenece a V(D') y por hipdtesis tenemos

que z € J; N Jy; lo mismo sucede con y.
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Si1 # ny, como Z,,T,, 11 € F(D), tenemos que x,, € V(D) NV (D'). Por
hipétesis, x,,, € J1 N Jy y por consiguiente 77 tiene longitud mayor o igual
que k pues J; es k—independiente en D’.

Por consiguiente la longitud de T es mayor o igual que k en H.

Sil = nq, entonces por la propiedad de ny, 7o = (x = 21 = zp,, To, . . . Tpy)
es una trayectoria dirigida de Dy x € V(D), lo cual indica que = € J;.

Sabemos que z,, € V(D') pues Z,,Z,,11 € F(D'), por lo tanto, z,, € J.

x # x,, pues sl sucediese que r = x,,, tendriamos que z = r; = x,, =
T,,. De esta manera, 7,25 € F(D)y Zp,25 € F(D'), por ende, 2o € V(D) N
V(D') entonces, x5 € J; N Jo. Asi, J; 0 J5 no serian k—independientes.

Por ende, T5 es una trayectoria de longitud mayor o igual que k en D y
se sigue que la longitud de 7" es mayor o igual que k en H.

Por lo tanto J; U J; es k—independiente en H. O

Si miramos de nuevo el ejemplo 3, tenemos que Ny = {vz = a,vp}y Ny =
{a,c} son (2,1)—ntcleos de D y D’ respectivamente; V(D) NV (D') = Ny N Ny
y resulta que {a,vp, c} es (2,1)—ntcleo de D U D'.

Si no nos aseguramos que J; N Jy sea igual a V(D) N V(D’), siendo J; y Jo
(k,l)—ntcleos de Dy D', J;UJs no necesariamente sera (k,[)—nucleo de DUD'.

Para muestra, en el mismo ejemplo 3, {v4,vc} es 2—nucleo de D y {a, c} es
2—nucleo de D', pero {v4,vc, a,c} no es 2—ntcleo de DU D',

Incluso, aunque D y D’ tengan los (k,1)—ntcleos Jy y Jo, si V(D) NV (D') es
diferente de J; N .J3, es posible que D U D' ni siquiera tenga (k, ) —nucleo.

Por ejemplo:

D: D':

VarANAVAY
/7 ¥-><Z

_ 0

J1 = {1,4} es 3—nucleo de D. J; = {6,9} es 3—ntcleo de D'.
V(D)NV(D'") ={6} # 1N Jy=0.
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DUD'"

/ WAV
\/ /\></

Supongamos que H = D U D' tiene un 3—nucleo J.

Si el vértice 6 perteneciese a J, entonces J no seria 2—absorbente pues 1, 2,
3,4,5 ¢ J,du(3,6) > 3ydy(3,i) > 4, para todo i € {7,8,9,10, 11}, es decir,
no habria forma de absorber al vértice 3. Por lo tanto, 6 ¢ J.

Si7 € J,6,89,10,11 ¢ Jy J no es 2—absorbente pues dy(8,7) > 3y
dp(8,7) > 4 paratodo j € {1,2,3,4,5,6}.

Por lo anterior, 7 ¢ J.

Si8 € J,6,7,9,10,11 ¢ J y J no es 2—absorbente pues dy(9,8) > 3y
dp(9,7) > 4 paratodo j € {1,2,3,4,5,6}.

Por lo tanto 8 ¢ J.

Si9 € J, para absorber al vértice 10, necesariamente 6 € J. Como ya sabemos
que 6 ¢ J, tenemos que 9 ¢ J.

Si 10 € J, el vértice 7 no es absorbido y si 11 € J, 8 no es absorbido.

Como conclusién de lo anterior, 6,7,8,9,10,11 ¢ J.

No importa cudl de los vértices 1,2,3,4,5 pertenezca a J pues ninguno de
ellos puede absorber a distancia 2 al vértice 9.

Por lo tanto J no es 2—absorbente y entonces J no es 3—nucleo.

Concluimos que H no tiene 3—nucleo.

De ahora en adelante centraremos nuestra atencion en los k—nucleos.

2.4. S(D)

Usando nuestra notacién, veamos la definicién de S(D) segtin Jerzy Topp.

Definicion 2.4.1. Sea D una digrafica, el conjunto de vértices de S(D)
es V(D) U F(D). A continuacién, para cada vértice de S(D) definiremos
su conjunto de vecinos exteriores, asi tendremos definidas las flechas de
S(D).
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" [ Az} xTh(x) siz e V(D),
Ts)(®) = { {w} siz = (v,w) € F(D).

También definimos las digraficas R(D) = S(D)UD, Q(D) = S(D)UL(D)
yT(D)=S(D)uUDUL(D).

Ejemplos:

1) Sea D dada por V(D) = {1,2,3} y F(D) = {(1,2),(2,3),(1,3)}.

D:

[ I\

le >0 3

Entonces T, (1) = {1} x {2,3}, T, (2) = {2} x {3}, T, (13) = {2},
— —

T'§p)(13) = {3}, T§ () (23) = {3}. Por lo tanto, los vecinos exteriores del

vértice 1 seran las flechas (1,2) y (1, 3) de F(D).

Dibujemos S(D), Q(D), R(D) y T(D).

S(D): Q(D):
2 2
[ } [ ]
B/ \ B B/ \ 5
10/ >0 \203 10/ > \303
13 13

Observemos que, por cada flecha de D tenemos una trayectoria dirigida
de longitud 2 en S(D).
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R(D): T(D):

2 2
[ } [ }

— — — —

12 \\\ 23 12 \\\ 23

/. [ ] /.—».

] 0= > e— %o 3 ] 6= > e— %o 3

— —
13 13

2.5. S&(D)

Dada una digrafica, usando la idea de la definicién de S(D), construiremos
toda una clase de digréficas tal que cada una de ellas tendrd k—nucleo. No im-
portara si la digréfica con la que empecemos posee o no k—nucleo.

Para construir esta clase partiremos de digréficas pertenecientes a lo que lla-
maremos 1" pues, si no se ha dado cuenta el lector, S(D) podria no estar bien
definida si en una digréfica D, V(D) N F(D) # 0.

Definicién 2.5.1. D" = {D | D es digrafica y V(D) N F(D) = 0}.
Definicién 2.5.2. Sean k > 2, D € D" ym : F(D) — N una funcién.

Enumeramos las flechas de D como a', a?, a3, ... a".
. k
Se define €, (D) =
1,11 1
{ats ag, a3, gy 1y,
2 2 9 2
ai, a3, a3, . Q0 oy (e
n n n n
al,ay, ay, ... 7am(a")k+(k71)}

Convenimos que si F(D) = 0, entonces €' (D) = 0.
Ademss, €' (D) cumple:

» Todos sus elementos son distintos dos a dos.

s Vol € F(D), al = afﬁ(ad)m(k—l)'

J

= Cada a{ , con alf # a’, es un objeto arbitrario que no pertenece a V (D),

es decir, V(D) N €L (D) = 0.
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Definicion 2.5.3. Sean k,D y m como en la definicién anterior, y sea
@/ = (u,w) € F(D). o _
Definimos la trayectoria 3, como (u = a,aj, a} ...afn(aj)k+(k_1)

tal que @l € € (D), Vz con 0 < z < m(a))k + (k — 1).

= aj)

Obsérvese que la longitud de (,; es congruente con k£ — 1 médulo k y que el
vértice inicial de la flecha @’ pertenece a V(f3,,) pero el vértice final no.

Otra observacién es que V a',a’ € F(D),sii # j, a' = (u,v) y @/ = (u,w),
entonces el vértice u recibe la etiqueta af) en (3, y también la etiqueta al) en By

Ahora tenemos todo lo necesario para definir S¥ (D), la cual, al variar la fun-
cién m, nos permitird construir la clase de digraficas que habfamos mencionado.

Definicion 2.5.4. Sean k, D y m igual que antes. Se define la digrafica
Sk (D) de la siguiente manera:

= V(SE(D)) = V(D) UC,,(D).

= F(S)(D)) = Uwicrm) F(Ba)] U{(e/,w) | o/ € F(D) y el vértice final
de o’ es w}.

Convenimos que si F(D) = {), entonces F (S (D)) = 0.
Ejemplos:

1) V(D) = {1,2,3,4,5}, F(D) = 0, k = 2.
Entonces €2, (D) = 0; V(S%(D)) =V(D)ub =V (D); F(S%(D)) = 0.

D = S%(D):
[ ] [ ]
3 4
[ ]
1
[ ] [ ]
2 5

2) V(D) ={1,2}, F(D) ={a' = (1,2)}, k = 2, m(a') = 0.
Entonces Cfn(D) = {ai = ain(a1)2+(271)}'

Bar = (ag =1, G151 01y = @):
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V(S2(D)) = V(D)UC, (D) = {1,2} U{a' = a}} = {1,2,(1,2)}.
F(‘S%L(D)) - F(ﬁal) U {(alvz)} = {(Lal)? (a172)}'

D: S2(D):
al 1 al 2
o— e ° >0 >0
1 2 a(l) al

3) V(D) = {1,2,3}, F(D) = {(1,2), (2, 1)}, k = 2, m((1,2)) = 0,
m((2,1)) = 1.

Aunque deberfamos empezar por enumerar las flechas de D, en lugar de
eso, definimos a = (1,2) y b = (2,1), lo cual disminuird los indices y nos
facilitara la escritura.

Entonces €2, (D) = {a; = Um(a)2+(2—1)5 b1, b2, b3 = Diypya(2-1) }-
Ba = (a0 = 1, ama)242-1) = @) = (ag, a1).

By = (bo = 2,b1, b2, byypy2+(2-1) = b) = (bo, b, b2, bs).

V(SZ(D)) = V(D) UC,(D) = {1,2,3} U{ar, bi, ba, by} =
{1,2,3, a1,b1,b2,b3} = {1,2,3,a,by,bs,b}.

F(Sy,(D)) = F(Ba) U F(B) U{(a,2), (b, 1)} =

{(ao,a1)} U {(bo, 1), (b1, b2), (b2, b3)} U {(a,2), (b,1)} =
{(1,a), (2,01), (b1, b2), (b2, b3), (a,2), (b, 1)}

D: S2(D):
o/a\o N
N2 .
b . /ﬂalf\ .
° ° ® b
3 1\b /2
N0,
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4) V(D) = {A, B,C}, F(D) = {(A, B), (A, C)}, k = 3, a = (A, B),
b= (A,C), m(a) =1,m(b) = 1.
Entonces € (D) =
{ar, a, a3, a4, a5 = ap(a)3+3-1), b1, b2, b3, ba, bs = by )34-3-1) }-
Ba = (a0 = A, a1, a9,a3,a4,a5 = a).
By = (bop = A, by, bo, b3, by, bs = b).
V(S%(D)) ={A, B,C, a1, as,as,ay,as, by, ba, bs, by, bs}.
F(Sp(D)) = F(B.) U F(8) U{(a, B), (b, 0)} =

{(CL(), al)’ (ah a2>7 (CL?? a3)’ (a37 a4>7 (CL4, a5)’ (b()? bl)’ (blv b2)’ (b27 b3)a (b37 b4)a
(b47 b5)7 (a7 B)? (b7 C)}
D: S3(D):
A, A
e—  >eo by @ ag
B ) S\ .
b /o
bQ [ ] ® a2
5, b; @ \o as
/ \
b4 ® ® a4
bs @ b a\o as
[ J \.
C B

En este ejemplo, en S (D), se puede observar que A = ag = by pertenece
tanto a la trayectoria 3, como a 3, mientras que B y C' no son vértices de
ninguna trayectoria [3;.

Visualmente, lo que ocurre con S% (D) respecto a D es que, si tenemos la fle-
cha a = (u,v) € F(D), a se sustituye por una trayectoria dirigida de longitud
congruente con cero médulo & en S¥ (D).
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En dibujos:
En D:
v a u
oo
En Sk (D):
v a u
*- am(a)k.;kq) ' . h a.1< a.o

Por lo tanto podemos pensar que S¥ (D) se obtiene, a partir de D, cambian-

do las flechas de D por trayectorias dirigidas de longitud congruente con cero
moédulo k.

Es importante mencionar que, como los elementos de €, (D) son distintos

dosadosyC, (D) NV (D) = 0, las trayectorias 3; s6lo tienen un vértice de D'y
si llegasen a compartir algin vértice, serfa unicamente el inicial.

Es decir, con las trayectorias (3, y £ no sucede lo siguiente:

L4 bm(b)k+(k71) ® (g

® Di(b)kt(k—2) o a

2N
® Um(a)k+(k—2) \. b1
N

® Um(a)k+(k—1) ® b,

Y tampoco ocurre lo siguiente:

y € V(D)

Am(a)k+(k—1) Am(a)k+(k—2) a; =Y ai ap

i#0
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Lo cual es muy util pues nos garantiza que:

Si v € V(D), cualquier flecha, digamos f = (v,w) € F(D), se remplaza
por una trayectoria dirigida en S*(D). Tal trayectoria inicia en v, pasa por los
vértices f1, fa,..., por f quien ahora es un vértice de S*(D) y finalmente llega
aw € V(D). Es decir, fijindonos en S% (D), tenemos una trayectoria dirigida de
longitud (m(f) + 1)k entre v y w.

w f v
®< @< . . < o< °
Jm()k+-1) fi fo

De lo anterior y por construccién de SF (D), podemos concluir que las zy—
trayectorias dirigidas en S% (D), para cualesquiera z,y € V(D), necesariamente
son de longitud congruente con cero médulo k. Esto porque cualquier xy—tra-
yectoria dirigida en S¥ (D), proviene de una trayectoria T = (z = xg, 21, . . . Tn,
Tny1 = y) en Dy cada flecha z;7;11 € F(D), se cambia por una trayectoria
dirigida de longitud congruente con cero mddulo k, en S (D).

Entonces tenemos:

Figura 2.1. Cualquier vy—trayectoria dirigida en S* (D), con x,y € V(D) y x # v,

contiene vértices * = Xo, T1,Ta, ... Tn, Tny1 =Yy € V(D) tales que (z;, ;1) € F(D).

xy—trayectoria dirigida en D.

\4
\4
[
\4
[ ]

[ ] > @ . . .
x sl Tn Yy

xy—trayectoria dirigida en S*(D).

nik nok Nk n.k

A X A e

x Ha| Tn Yy

En cuanto al exgrado de los vértices en D y en S¥ (D) tenemos que:

Si un vértice z, tiene exgrado g en D; en S% (D) también tiene exgrado g.
Esto se debe a que las ¢ flechas que salen de z, se sustituyen por g trayectorias
dirigidas que inician en z.
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Representemos lo anterior con imagenes:

Si en la digréfica D, el vértice x se viese asi:

fs

Iz

Entonces, en S¥ (D), x se veria asi:

Figura 2.2. Las flechas que salen de x, en D, se cambian por trayectorias en S* (D).
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Si z tiene exgrado cero en D, también tiene exgrado cero en S% (D).

De manera natural, si consideramos a = (u,v) € F(D), entonces a es susti-
tuida por una trayectoria dirigida de longitud zk para algun z, y si ahora toma-
mos los vértices {a; | i = 0 mod k}, junto con v, tenemos un k—nucleo para esa
trayectoria.

Esta idea nos ayudard a encontrar un k—ntcleo en S¥ (D).

Veamos la demostracion.

Definicién 2.5.5. Sean D € D" y k > 2. Al conjunto de todas las digréficas
Sk (D) 1o denotamos por 5% (D).

Teorema (Galeana Sanchez y Pastrana Ramirez) 2.5.1. Sean D € ",
k> 2y S¥(D) € §¥(D). Entonces S¥(D) tiene k—niicleo.

Demostracion. Sea a € F(D), definimos K, = {a; € V(5,) | i = 0 mod k}.
También se define V(D) = {u € V(D) | §},(u) = 0}.

Afirmacion. J = [VO(D)uU (U (D) K,)] es k—ntcleo de S*(D).

a€eF

Notemos que V(D) C J, pues siu € V(D) es tal que §},(u) # 0, entonces
tenemos alguna flecha a = (u,v) € F(D). Asi, ap = u € K, C J. Siu tiene
exgrado cero en D, entonces pertenece a .J por definicion.

e J es k—independiente en S*(D).

Sean x,y € J con x # y. Debemos probar que dgrp)(z,y) > k. Tene-
mos cuatro casos posibles:

I> z,y € VO(D).

Entonces dgi(p)(z,y) = oo, pues z tiene exgrado cero en D y por
lo tanto, también en S*(D).

II) 2 €VUD) Y ¥ € Uperp) Ko

Entonces dgx(p)(7,y) = oo.

Six € V(D), entonces dgk(py(7,y) > k pues todas las ry—trayec-
torias dirigidas en S*(D) provienen de flechas de D, y éstas se
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IV>

volvieron trayectorias dirigidas de longitud congruente con cero
moédulo &k en S*(D) (ver figura 2.1).

Entonces dgx(p)(7,y) = 0 mod k% y no es cero, ya que z no es y.
Por consiguiente dgrp)(z,y) > k.

Six ¢ V(D), entonces 3b = (u,v) € F(D) tal que x € K, y no sé6lo
eso, ademas x € V(,) y © = b; para algini # 0 e i = 0 mod k.

U b v
oOe—0@0—> + +—>Q@—> ¢+ +——>@ > @ > @
bo b1 r =10 bn(b)k+(k—2)  Om(b)k+(k—1)

By

longitud congruentevcon cero modulo k.

Por construccién de S*(D), toda trayectoria dirigida que va de =
a y pasa por v, entonces dgr(p)(z,y) = dgrp)(z,v) + dgr(py (v, y).
Al ser i = 0 mod F, se sigue que dgr(p)(7,v) = 0y es diferente de
ceropuesv & V(B3) y x € V(5)3.

Por lo anterior dgrp)(z,y) > k.

2,9 € Uger(p) Ka-

En esta situacion tenemos dos casos.

i) z,y € K. C V(f.) para algin c.
Escribimos ¢ = (w1, ws). Asi, z = ¢;, y = ¢j con i, j = 0 mod k.

Sii < j:
w1 C W
@—>: ¢+ —>Q@—>+ ¢+ —>Q—>¢ o+ +—>Q9—— >0
o T = ¢ Y=g Cm(c)k+(k—1)

Entonces, la Unica trayectoria dirigida que va de x a y tiene
longitud congruente con cero médulo k. Es tinica pues debe
ser (Ci, Citly--- Cj).

Por ende dgr(p)(7,y) > k (recuérdese que = # ).

En realidad dgx(p)(x,y) =0 mod k o dgi(p)(z,y) = oc.
3También, en este caso = ¢ V(D) pero v € V(D).
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Sii> j:
wq C w2
@oQ—>: ¢+ +—>Q@—>+ + —>Q@—>¢ + +—>Q9—— >0
Co Yy=c T =¢ Cm(c)k+(k—1)

i)

Cualquier zy—trayectoria dirigida en S*(D), necesariamente
pasa por ws, asi dgr(p) (7, y) = dgr(p)(x, wa) + dgr(py(w2,y).
Como i = 0 mod k, se sigue que dgp)(z,ws) = 0 mod k.
dgr(py(z,ws) # 0 pues wy ¢ V(B,) (por definicion de f3.), mien-
tras que z € V(5,).

Entonces dgk(py (7, w2) > k.

Por lo tanto dgx(py(7,y) > k.

reK.CV(B.) y yeKyCV(5y) conc #d.
Escribimos ¢ = (wy,ws), d = (w3, ws), x = ¢;, y =d; cond, j =0
mod k.

w1 c %)
o— . >® > > @ > @
Co Tr=¢ Cm(c)k+(k—1)
w3 d Wy
®oe—— > > @ > > @ >0
do y =d, Ay (d)k+(k—1)

Cualquier zy—trayectoria dirigida debe pasar por el vértice
w3, €8 decir, dsk(D)(CL‘, y) = dsk(D)(ﬂ?, wg) + dSk(D)(wg, y)
Podemos suponer que = # w3 pues si x fuera igual a w3, ten-
driamos que z,y € K; y estariamos en el anterior caso i.

Si z = wi, entonces dgrpy(z,w3) > k porque, como vimos
antes, la distancia en S*(D) entre dos vértices cualesquiera
de D, es congruente con cero médulo % (o infinita).

Luego, dgr(p)(7,y) > k.

Six # wy, cualquier rws—trayectoria dirigida debe pasar por
wa, entonces dsk(D)(x, wg) = dSk(D)(.CE, wg) + dsk(D)(wz, wg).
Como z = ¢; e i = 0 mod k, tenemos que dgr(py(z,w2) > k
(recuérdese que w- no es un vértice de 3,.).

Esto dltimo nos indica que dgk(p) (7, ws) > k.

ASi, dsk(D)(I,y) > k.

Hemos probado que J es k—independiente.
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e Jes (k — 1)—absorbente en S*(D).

Consideremos z tal que = ¢ J.
Probaremos que 3y € J tal que dgrpy(z,y) < k — 1.
Siz¢ J,xz¢ V(D)yaque V(D) C J.

Entonces, por construccién de S*(D), z € V(8,) para algtn b € F(D)
con b = (u,v) y también, x = b; tal que i # 0 mod k.

U b v
oe— 00— ¢+ +—>Q@—>+ ¢+ +——>@ > @ > @
bo b D (b)k D)kt (k—2)  Om(b)k+ (k1)

Tenemos que i =nk +rcon0 < r < k.

Sii < m(b)k, entonces = es (k — 1)—absorbido por b, 1), € J pues
dgr(py(bi = bukirs bngr)r) = (K —7) <k — 1.

Uu
®o——> > @ > . > @ > —> 0
bo T =10 bt 1)k Dbk

i =nk+r, 0 <7r <k

Sii > m(b)k, entonces n = m(b) y x es (k — 1)—absorbido por v porque
dgr(py(bi = bpp)ksr,v) = (k — 1) < k — 1. Sabemos que v € V(D) C J.

[ S

®oe—>: ¢+ +—>Q@9—>- - > @ > @ >

bin(b)k T = by (p)ktr O (o) k+(k—2)  Om(b)kt(k—1)

longitud 1

longivtud 2

longitud (k—r)

Por lo tanto J es (k — 1)—absorbente.

Asi demostramos que J es k—nucleo de S*(D). O

Como conclusién tenemos que S¥ (D) tiene k—ntcleo sin importar quiénes
sean Dy m.
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2.6. Q“(D)

¢Cual es la utilidad de la condicién Yo/ € F(D),d/ = o’ (@)t (k1) (D)>

Con eso se garantiza que F'(D) C o m(D) vy por lo tanto, F'(D) C V(Sk (D)).
Si recordamos que los vértices de la digréfica de lineas de D son las flechas de D,
la digrafica que resultard de adherir L(D) con S% (D) serd interesante.

Definicién 2.6.1. Sean D e D", k > 2y m : F(D) — N.
QF (D) = Sk (D) U L(D), siempre que F(D) # 0.
QF (D) = S* (D), cuando F (D) = .

Ejemplos:

1) V(D) ={1,2,3}. F(D) = {a=(1,2),b=(2,3),c=(3,1)}.
k=2yVxe F(D),m(zx) =0.

D: Q?n<D)
1 = ao
| C \/\
QZ.b[) b_bl

De esa forma debe verse Q2,(D) pues:

V(Q%,(D)) = V(S%(D)) U V(L(D)), lo cual implica que V(QZ% (D)) =
V(S5,(D)) porque V(L(D)) = F(D) C V(S3,(D)).

F(Q3,(D)) = F(Sy(D)) U F(L(D)) = F(B.) U F(B) U F(8:) U {(a,2),
(0,3), (¢, 1)} U{(a,b), (b, c), (c,a)}.
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2) En el ejemplo anterior, podemos ver que:

V(Q?, (D)) ={1,2,3,a,b,c}.

F(an(D)) = {(a()?al)? (bOvbl)a (Co,Cl), (CL, 2)7 (b7 3)7 <C7 1)7 (CL, b)a (b7 C),
(c,a)}.

También observamos que: V(Q? (D)) N F(Q?,(D)) = 0.

Por lo tanto, Q%,(D) € D" y podemos construir Q2(Q2,(D)) con p(z) = 0
Vo € F(Q?,(D)).

Q(Qn(D)):

En el dibujo, los vértices negros representan a los vértices de Q2 (D) y los
blancos corresponden a los elementos de F/(Q?,(D)).

Los vértices de Q2(Q7,(D)) son los vértices negros junto con los blancos y
solo esos, pues p es la funcién constante cero.

Recordemos que para cualquier par de vértices, f1, f2 de V(L(QZ%,(D))) =
F(Q?,/(D)), la flecha de f1 a fo pertenece a F(L(Q?,(D))) siy sélo si el
vértice final de f; es el inicial de f5.
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3) Sea D la siguiente digrafica.

Seank=3,azm,b=m,c=@yd=m.

m(a) =m(b) =1, m(c) = m(d) = 0.
Dibujemos Q3, (D).

Lema 2.6.1. Para cualesquiera D € D", k > 2y m : F(D) — N, S¥(D) es
una digrafica generadora de Q* (D

)-
Demostracién. Cuando F(D) = (), tenemos de inmediato que V(S* (D)) =

0,
V(Qr(D)) y que F(S}, (D)) € F(Qr,(D)).
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Si F(D) # 0
V(S5 (D)) = V(Sy(D)) UV(L(D)) = V(Qp,(D)), pues V(L(D)) = F(D) C
V(Sy(D)).
F(Qn(D)) = F(Sy(D)) U F(L(D)), por lo tanto F(Sy,(D)) € F(Qr,(D)).
O

Teorema (Galeana Sanchez y Pastrana Ramirez) 2.6.2. Sean k& > 2,
D e D" tal que F(D) # 0y S*(D) € $"(D).
QF(D) = S¥(D) U L(D) tiene k— niicleo.

Demostracion. Sea J el mismo conjunto usado en la demostracion del teo-
rema 2.5.1.

Entonces J es (k — 1)—absorbente en S*(D) y, como sabemos que ésta
es una digrafica generadora de Q*(D), J también es (k — 1)—absorbente

en QF(D).

Por ende sélo demostraremos que .J es k—independiente en Q*(D).

Sean z,y € J, x # y. Probaremos que dgpy(z,y) > k.

I> z,y € VO(D).

Tenemos que dgk(p(7,y) = o0

II) ze VYD), ye Usern) Ka-

También, dgrp)(z,y) =

Siz € V(D), tenemos que d},(z) > 0 porque = € |J,cp(p) Ka- De esta
forma, si1 f1, ... f, son las flechas que salen de z en D, entonces cual-
quier trayectoria dirigida en Q*(D) que inicie en z, necesariamente
pasa por algun vértice f € {fi,... f,} (véase la figura 2.2).

Por construccién de Q¥(D), z = fo ¥ f = fin(p)k+(h-1)-

Entonces tenemos que dgk(p)(7,y) = dorpy(z, f) + dorp)(f,y) para
alguna flecha f € F(D).

Siz ¢ V(D), entonces = € Ky para alguna f pero ademds = = f; con
f=wv) e F(D),i=0modk, i 20y f = fup)hrr-1)-
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u S

®oe—0—: ¢+ +-—>Q@9—>+ ¢+ +—> 0@ > @

fo i r=f; fm Vk+(k—2) fm

B

longitud congruente con k — 1 médulo k.

Y
o

Y otra vez, por construccién de Q*(D):

dor(p)(2,y) = dorp)(, f) + dr(n) (f, )
Ya sea que x € V(D) o que x ¢ V (D), se sigue que existe f € F(D)

de tal forma que dgr(py(z,y) = dgr(py (7, f) + dorpy(f,y); y en ambos
casos, dgrpy(z, f) =k — 1 mod k.

Como V(D) N F(D) =0, dgrpy(f,y) # 0.
Por consiguiente dgkpy(z, f) > k — 1y dorepy(f,y) > 1
Luego, dgr(p)(7,y) > k.

IV> 2,y € Uper(p) Ka-

i) z,y € K. C V(6.) para algin ¢ = (wy, ws).
Entonces z = ¢;, y = ¢j con 7, j = 0 mod k.

Sii < j:
\\\ ,,’
\\ /
wy W, wa
@—>: ¢+  —>Q@P—> ¢+ +—>QP—> o  —>Q9—— > @
Co r=q¢G Y=cq Cm(c)k+(k—1)

En Q"(D), la Unica ry—trayectoria dirigida es (c;,ciy1,-..c;).
Por lo tanto, dgrpy(z,y) = 0 mod k y no es cero pues = # y.
ASi, ko(D)(CC, y) > k.

Sii> g
\
\\ ,ﬂ
N .
w1 \¥C/l/ w9
@—>: ¢+  —>Q@P—> ¢+ +—>QP—> +  —>Q9— > @

Co Y=g Tr=qG Cm(c)k+(k—1)
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De nuevo, por construccién de Q*(D), para ir de = a y, hay que
pasar primero por c.

Por lo anterior, dgrp)(7,y) = dorp)(, ¢) + dorpy(c, v).
Tenemos que dgr(p)(7,c) = (K — 1) mod k y dgrpy(c,y) > 1.
Entonces dorpy(7,y) > k.

i) ¢ € K., y € Kjcon ¢ # d.

Escribimos ¢ = (wy, ws), d = (w3, ws), T =c¢;, y =d;, i,j = 0 mod k.

\\ ﬁ
wy '\, Wy
@— >+ =+ . > @ > . > @ > @
Co Tr=¢ Cm(c)k+(k—1)
\\ ’
ws d,’ wy
‘ —_ > . . > @ > o . . > ' > @
do y=d; Ain(d)k+(k—1)

S17 =0, se puede cambiar de ¢ para tener que:

dorp) (@, y) = dorp)(, ¢) + dgrp)(c,y).

Sii # 0, nos quedamos con la misma c.

Tenemos que dgr(p)(7,c) = (k — 1) mod k y dgrpy(c,y) > 1.
Por lo tanto dgrpy(z,y) > k

Hemos demostrado que J es k—independiente en Q*(D). O

2.7. R¥(D)

Definicién 2.7.1. Sean D e D", k > 2, m : F(D) — N.
Rk (D) = S* (D) U D.

Ejemplos:

1) V(D) = {va,vp}, F(D) = {b= (vg,va)}, k = 4, m(b) = 1.
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D:
® < °
VA UB
R?H(D):
b UB
@ < @ < @ < @ < @ < @ < @ < @ < [ ]
VA by be bs by b3 by by bo

) ( ) = {1 2,3,4}, F(D) :{a: (1,2),b = (2,3),c = (3,4),d = (4, 1)},
= 4, m la funcién constante 0.

R} (D): 0

/\d3

En este ¢jemplo y en el anterior, podemos darnos cuenta que, en general,

RE(D) ¢ D"
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3) V(D) = {1,2,3,4,5,6,7,8}, F(D) = {a = (3,4),b = (5,6),c = (7,8)}.
m(a) =0, m(b) =1, m(c) =2, k =5.

R> (D):

e e e eT2e
O— 0 —>0—>0—>0 [ ]

Qo a1 a2 as a4

5

bp b1 by b3 by by bg by bg by

7

0>0—>0—>0—>0—>0—>0—>0—>0—>0—>0—>0—>0—>0—>0—>0
cp € C (€3 €4 C5 Cg Cr Cg Cg C10 C11 C12 C13 Ci4

Seau € V(D):

Si 6}(u) = 0, por definicién de Sk (D), 6;5%@)(21) = 0y como RF (D) =
D U Sk (D), se sigue que 5;,%(D)(u) = 0.

Si 05 (u) > 0, por cada flecha f = (u,v) € F(D), tenemos las flechas (u, f1),

(u,v) € F(RE (D)) y sélo estas dos flechas.
Por lo tanto si 6}, (u) = e, entonces § (1) = 2e.

Anilogamente, si 0,(u) = e, entonces 0, (D)(u) = 2e.
Pues, si d,(u) > 0, por cada flecha f = (v,u) € F(D), tenemos las flechas

(f,u), (v,u) € F(Ry,(D)).
La demostracién de que RE (D) tiene k—ntcleo no es tan ficil como la de

Sk (D).

Teorema (Galeana Sanchez y Pastrana Ramirez) 2.7.1. Sean D € »*,
k> 2, S¥(D) e $*(D).

R¥(D) = S¥(D) U D tiene k—niicleo.

Demostracion. Para cada a = (u,v) € F(D) se define:
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K, = {a; € V(B,) Omod kei#0}U{v},sidf(v) =0.
K, = {a; € V(5,) 1 mod k}, sidf(v) # 0.

Ap = {v € V(D) | 5p(v) = 65(v) = 0},

| i
| i

Sea J - AD U (UaEF(D) Ka).
Afirmacion. J es k—ntcleo de R¥(D).
e J es k—independiente.

Sean v,y € J, z # y. Por demostrar que Dk (py(z,y) > k.

I) T,y € Ap.
dprr(p)(7,y) = oo pues no hay ninguna ry—trayectoria dirigida en
D y por lo tanto, tampoco la hay en R¥(D).
II> x € Ap,y € UGGF(D) K,.
Igual que en el caso anterior, dgr(p)(z,y) = oo pues no hay ningu-
na zy—trayectoria dirigida en R¥(D).
III> T € UaGF(D) Ka, Yy E AD.

Tanto el ingrado como el exgrado de y en R*(D) son cero y por

lo tanto dgk(p)(7,y) = oo, al no existir ninguna zy—trayectoria

dirigida en R¥(D).

IV) 2,y € Unerp) Ka-
Tenemos dos casos posibles:
i) x,y € K., c = (wy,ws).

Cuando d}(wq) = 0:
Ke={c;€eV(B)|i=0modkei#0}U{ws}.

Escribimos wy = ¢(epptk = Cm(e)+1)k- Entonces x = ¢;,y = ¢,
coni,j =0modk,i# 0 # j.
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Sii < j, tenemos:

w2 c Y x w1

@ < @ < . . ct—— QP —— . ce—— QP ——— . cc——— @

Cm(c)k+k  Cm(c)k+(k—1) Gy G Co
i #0

Por construccién de R¥(D), la Unica zy—trayectoria dirigida
que hay es (¢;, ¢it1, - . . ¢j) y por lo tanto, dgr(p)y(z,y) = 0 mod k.
Luego, dpr(py(7,y) > k.

Sii > j, tenemos:

w2 c x Y w1

@ < @ < . . ct—— QP —— . ce—— @ ——— . cc——— @

Cm(c)k+k  Cm(c)k+(k—1) G Cj Co
J#0

Entonces, de(D)(ZE, y) = de(D)(l‘, wy) + de(D)<w2, Y).
Pero sabemos que 6} (w2) =0 = 5Ek(D)(w2).

Por lo tanto dgx(p)(w2, y) = oo.

Por consiguiente dgk(p(7,y) > k.

Cuando 67, (ws) > 0:

K.={c; € V(5. |i=1mod k}.
Escribimos wa = ¢(y(c)41)k-
Ahora tenemos que z = ¢;, y = ¢j, i,j = 1 mod k, es decir,

T = Crk+1, Y = Csk+1.

Sii < j:
Yy T
@ < @ < e s e @ < @ < e e ce—— @

Csk+1 Csk Cr+1)k+1 C(r+1)k Crk+1
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De nuevo, dgk(py(z,y) =0 mod £.
ASi, de(D)(.I',y> > k.
Sii> j:
w2 c x Y
— @QQ<— @ <«— . ce— QP ——— . ce— QP ——— . cc——— @
Cim(c)+1)k  Cm(c)k+(k—1) Cm(c)k+1 Crk+1 Csk+1

i)

Entonces dpi(p) (2, y) = dprpy (@, ¢rie)* + drey (Corm ¥)-
Sabemos que dgr(p)(T = crir1, Corr)r) =k — 1.

Y que de(D)(C(r+1)k7 Y = csky1) > 1.

De lo anterior deducimos que dgxp)(z,y) > k

Con esto se termina el caso i.
x €K,y €Ky, conc#d,c=(wy,ws),d= (ws,wy).

Cuando 6},(ws) = 0:

Escribimos wy = ¢p(c)i+k, asi tenemos que z = ¢; con i = 0
mod k e 7 # 0.

1 = 0 mod k

Podemos decir que y # ¢4 para todo s, porque si y fuese
1igual a ¢, para algan s, tanto = como y pertenecerian a K.y
estariamos en el caso anterior.

Entonces, de(D)(:E, y) = de(D)(l‘, w2> + de(D)<w2, y)

Como (5;k(D)(w2) = 0, dgr(py(w2,y) = oo.

Por lo tanto dgx(p)(z,y) > k.

Cuando 67, (ws) > 0:

Ahora x = ¢;, i = 1 mod k; y = d;.
Decimos que wa = Cpy(c)i+k-

4Noétese que c(r+1)k Puede ser igual a wo.
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wQ/\ﬂ)l

«— @ < @ < I @ < e ¢ cee—m—@

Cm(c)k+k  Cm(c)k+(k—1) Ci Co
i =1 mod k

w4mw3

<« --@ =< @ < S @ < e s cEe——@

Ao (d)k+(k—1) j do

Entonces, de:(D)(J?, y) = de(D)(l', wg) + de:(D)<w2, y)
Sabemos que dpr(p)(z, w2) = (k — 1) mod .

wy # y pues para cada flecha f = (wy,2) € F(D), se tiene
que wy = fy y por definicién de Ky, fy ¢ K;. Por lo tanto

wy ¢ UaeF(D) (Ka)-
De lo anterior, dgrp)y(w2,y) > 1.

Por ende dgr(p)(7,y) > k.
Concluimos que J es k—independiente en R*(D).

J es (k — 1)—absorbente.

Sea v € V(R¥(D)) — J. Debemos demostrar que 3 y € J tal que
drr(z,y) < k—1.

Obsérvese que Ap también es igual a {v € V(R*(D)) | Sipy(0) =
Oge(py(v) = 0}

Por lo anterior, z € V(f.) U {wy} para alguna ¢ = (wy,wq) € F(D), es
decir, x € {cp = wy,c1...c,we} con c € F(D).

Escribimos wa = ¢y e k4

Si 65 (we) = 0:

Entonces = & {ck, Cak - - - Com(e)ks Com(e)iti ) = K.
Sesiguequer =c¢y0x = crppj,con0<r<mfc)yl<j<k-1
Siz = g, entonces dpr(p)y(z,w2) =1 <k —1ywy € J.

Siz = ¢y, entonces dpr(p) (2, crpnyp) = (K —J) <k — 1y cpqn € J.
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Ahora, si 6} (ws) > 0:
Entonces = ¢ {c1, cri1, Cons1 - - - Cmoyit1 ) = Ke.
Sabemos que z = ¢; para algin i tal que 0 < i < m(c)k + k.

Haremos dos casos:
a) 0 <i<m(c)k.

Siz = cpconr € {0,1,...m(c)}, dprpy(z,crp1) =1 <k =1y
Crit1 € J°.

Siz = cyprj,conr € {0,1,...m(c) — 1} y2 < j < k — 15, entonces
drr(D)(T; Crgipesr) = [+ D+ 1] = [rk+j] =k + 1 —j.

Como2 <j,k+1—(k—1)<j,porconsiguiente k+1—j < k—1.
Por lo tanto dgrp) (2, c(ryiyps1) <k =1y coqrypgr € J.

b) m(c)k <1 <m(c)k + k.

Tenemos que & # cy(it1 PUes = ¢ K, entonces x € {cp(e)p+2,
Cm(c)k+3 -« - Cm(c)k+(k—1)) Cm(c)k+k = ’LUQ}-

(%) c x
@ < @ < < @ < < @ < [ )
l Cm(c)k+(k—1) Ci Cm(c)k+3  Cm(c)k+2

Como 6 (ws) > 0, existe d = (w2, w3) € F(D).

Si 65 (ws) =0, ws € Ky C J.

Sabemos que dpr(p) (2, w3) = dprpy (T, w2) + dgr(py (w2, w3).
Pero dpe(p)(z,w2) < k — 2y dpr(py(we, w3) = 1.

Luego, dgk(py (v, w3) < k — 1.

Si 65 (ws) > 0, entonces d; € Ky C J.
Similarmente, de(D)(x, dl) = de(D)(x, wz) + de(D)(wQ, dl).
Entonces dgrpy(z,d1) <k — 1.

Por lo tanto J es (k — 1)—absorbente en R¥(D). O

5Si k = 2, aqui terminaria el caso cuando i < m(c)k.
6Esta desigualdad sélo tiene sentido cuando k > 3. Si k fuera igual a 2, no estariamos en
esta situacion.
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2.8. T*(D)

Definicién 2.8.1. Sean D ¢ D", m: F(D) — N, k > 2.
Tk (D) = Sk (D)uU DU L(D), si F(D) # 0.
TF(D) = Sk (D)u D, si F(D) = 0.
Esta definicién equivale a decir que T (D) = QF (D) U D.
De las definiciones 2.7.1 y 2.8.1 tenemos que V(T (D)) = V(RE (D)).
La diferencia entre 7% (D) y R, (D) es afadir, posiblemente, flechas entre los

elementos de F(D) C V(T%(D)).

Ejemplos:

1) V(D) = {1,2,3,4}, F(D) = {a = (2,3),b = (3,4)}, k = 2, m la funcién
constante cero.

D:

4
°

2) V(D) ={1,2,3,4}, F(D) = {a = (2,3),b = (4,3)}, k = 2, m la funcién

constante cero.
Como vemos, esta digrafica D es casi idéntica a la del ejemplo anterior,

s6lo hemos cambiado la direccién de la flecha b.
D: T2 (D):

AN
./
[ ./ "

2 ap 2

\



2.8 TRD) 79

) =1{1,2,3,4}, F(D) = {a = (1,2),b = (2,3),c = (3,4),d = (4,1)},
2, m la funcién constante cero.

3) (

D: f T2(D): dl ./f,'i\
< KT
SN

Veamos que 772 (D) no tiene 2—nucleo.
Supongamos J es 2—nucleo.

Si el vértice 1 pertenece a J, los vértices d; y 4 son absorbidos por 1; por
la 2—independencia, a;,2 ¢ Jy by € J pues al vértice a; ya sélo le queda
ser absorbido por by, entonces 3,¢; ¢ J. Como 4 y d; no pertenecen a .J
pues 1 € J, es imposible absorber a ¢;.

Por consiguiente 1 ¢ J.

Por simetria, podemos dar una argumentacién totalmente andloga para
demostrar que 2,3,4 ¢ J.

Para que J sea absorbente, necesitamos que los vértices ay, b1, ¢1 y dy per-
tenezcan a J para absorber a 1,2, 3 y 4 respectivamente.

Pero si ay, b1, c1 y dy perteneciesen a J, entonces .J no seria independiente.

Por lo tanto no puede existir un 2—nucleo.
Acabamos de ver que T (D) no necesariamente tiene k—ntcleo para k = 2,
pero se puede probar que si & > 3, entonces si tiene k—nucleo.

Observe que si (D) = 0, entonces T (D) = Rk (D) y de hecho T%(D) =
Ry(D) = Q,(D) = Sy,(D) = D.
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Teorema (Galeana Sanchez y Pastrana Ramirez) 2.8.1. Sean k > 3,
D e D" tal que F(D) # 0y S*(D) e $"(D).
TH(D) = S*(D) U D U L(D) tiene k—niicleo.

Demostracion. Para cada a = (u,v) € F(D), se define el mismo conjunto
usado en la demostracion del teorema 2.7.1, es decir:

Ko ={a; € V(3,) | i=0mod k,i # 0} U{v}, sid}(v) = 0.
K, ={a; € V(3,) | i =1 mod k}, sidf(v) > 0.
Ap = {0 € V(D) | 55(0) = 55(v) = 0},

J=Ap U (Usern) Ka)-
Afirmacién. J es k—nucleo de T*(D).
e J es k—independiente.

Sean z,y € J, z # y. Demostremos que drxpy(z,y) > k.

Six € Ap oy € Ap, exactamente igual que en la demostracion del
teorema 2.7.1, se tiene dp+(p)(7,y) = oo.

Nos falta ver qué sucede siz,y € U,epp) Ko
i) z,y € K, c = (wy,wy) € F(D).
Si 6}, (ws) = 0:

Escribimos wy = ¢y (c)ptk» asi, Ke = {ck, cor - - . Coe)es Con(e) ket } -
Luego, x = ¢;,y =cjconi,j =0mod k, 7 # 0 # j.

Sii < j, entonces dprp)(7,y) = 0 mod k pues la trayectoria di-
rigida mas corta de = a y es (¢;, ¢iy1...¢j—1,¢;) y ademads es la
Unica en T%(D).

De lo anterior deducimos que dp«(p)(7,y) > k.
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Sii > j:

Como 67, (w2) = 0, no podemos tener ninguna flecha (ws, z) en D,
por lo cual 5;%:(/3)(0) = 0.

Por lo tanto, no hay ninguna xy—trayectoria dirigida en T%(D).
Entonces dpk(p) (7, y) =

. ., + o ,
Si no supiéramos que 5Tk( D)(C) = 0 podriamos argumentar de la
siguliente manera:

Six = wy, entonces drx(py(7,y) =

Six # wa, dprpy(2,y) = dpripy (T, c) + di (e, ).

Sabemos que dyk(p) (7, c) = (k — 1) mod k 'y drr(py(c,y) > 1.
Luego, drwpy(z,y) > k.

Todo lo anterior es cuando 67,(ws) = 0.
Ahora supongamos que 5 (wz) > 0.

Tenemos que K. = {c1, cp11, Cont1 - - - Cm(c)k—H} C V(Be).

Entonces x = ¢; = ¢yp41, Y = ¢ = Cot1-

Sii < j, entonces dprpy(z,y) = (sk+1) = (rk+1) = (s —=7)k =0
mod k.

Por consiguiente dp«py(z,y) > k.

Sii> g
() Cm(e)k+(k=1) T Yy
— @QQ<— @ «— . ct—— QP ——— . ce—— @ ——— . cxc——— @

/CF‘\ Cm(c)k+1 Crk+1 Csk+1
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Por construccién de T%(D), dzwpy (2, y) = drrpy (2, ¢) +dr(p)(c, ).
Sabemos que drxpy(z,c) = [m(c)k + (k — 1)] = (rk +1) = [m(c) —
rlk 4+ (k —2) = (k — 2) mod k.

Por lo anterior dpxpy(z,c) > (k —2).

En T%(D), las flechas que salen de ¢ son de la forma (c, z), con
z=w9 02z € F(D).

z c T )
@Q<c— @ «— - . ct—— QP ——— . ct— QP ——— . cx——— @
Cm(c)k+(k—1) Cm(c)k+1 Cri+1 Csk+1

Entonces dy+(p)(c,y) = drrpy(c, 2) + drepy (2, 9).

Si z = wq, sabemos que z # ¢y ademas que z # y pues, en este
casoy = coy1 € K. C V(ﬁc) yz=1ws ¢ V(ﬁc)
Por lo tanto dpr(py(c, 2) = 1y dyws(py(z,y) > 1.

Siz e F(D), tenemos que ¢ # z ya que la flecha (¢, z) proviene de
L(D)".

También z # y porque si z fuera igual a y, tendriamos que tanto
¢ € F(D) como z € F(D) pertenecerian a V(.), lo cual no es
posible dado que ¢ # z.

Por ende drx(py(c,z) = 1y drrpy(z,y) > 1.

En resumen, di(D) (.CU, y) = di(D) (l’, C) =+ di(D) (C, Z) + di(D)(Z, y)
y hemos demostrado que dpr(p(7,c) > (k — 2), dprpy(c,2) = 1y
di(D)<Z7y) > 1.

Luego, dp o)z, ) > k.

i) v € K,y € Ky, ¢ = (wy,wy) € F(D), d = (w3, wy) € F(D), ¢ # d.

S1 51_5(102) =0:
Entonces K. = {cx, cor . . . Coneyps w2} Yy = ¢;,i #0ei =0mod k o
T = Wsy.

"Si en L(D) tuviéramos la flecha (c,c), esto implicaria que el vertice final de c es igual al
vértice inicial de ¢, es decir, wo = w; y tendriamos el lazo ¢ = (wy,w;) en F(D), lo cual es

imposible.
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Tenemos que y ¢ K.y que (5;k(D)(c) =0.
Por construccién de T%(D), se sigue que drw(py(x,y) = oo.

Si no supiéramos que 5;5k(D)(C) =0:

Podriamos decir que dyw(p)(7,y) = 0o, si x = w.

w1

Co

Siz # we, se tendria que drv(py(z,y) = drr(p) (2, ¢) + dprpy(c, y).

Sabemos que dpx(py(7,c) > k — 1.

c # y pues si ¢ fuera igual a y, como y € {ws = dp,d; . ..d, ws}, se
tendria que ¢ = wy € V(D), o que ¢ € V() y es imposible que

suceda alguna de estas dos cosas.
Por consiguiente drx(py(c,y) > 1.
De lo anterior, dyrpy(z,y) > k.

Si1 51—;(11]2) > 0:

K. = {e1, chs1, Cont1 - - Cm(eppr1} C V(B:) y = ¢, i = 1 mod k.

[ ]
A
[ ]
A
A
([ ]
A

A

1

1

1
°
A
°
A
A

Heow

A

wy
c——— @

w3
cc——— @
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Sabemos que y = d; para alguna j.
Nuevamente, por construccién de T*(D):

di(D)(ﬁU,y) = dT"'(D)(‘T7C) + di(D)(Ca Z) + di(D)(Z7y)’ con z = w2 O
z € F(D).

Es sencillo ver que dpx(p)(7,c) > k — 2.

Cuando z = ws:

¢ # z y ademas z # y pues sabemos que el Uinico elemento que
podrian tener en comun V(D) y K; es wy (w3 = dy ¢ Ky) y la
unica forma de que wy pertenezca a K, es cuando 05 (ws) = 0;
recordando que z = wy € V(D) y que y € Ky, si 2z fuera igual
a y tendriamos necesariamente que wy = z = y = wy lo cual es
imposible porque 67 (wq) > 0.

Por lo tanto dyw(p)(c, 2) = 1y dpspy(2,y) > 1.

Cuando z € F(D):
¢ # z, pues no podemos tener el lazo (c, ¢).

Para toda flecha f € (D), f ¢ Ky debido a que f = f(f)k+(—1)-
m(f)k+ (k—1) nunca es congruente con cero médulo k£ y tampoco
es congruente con uno moédulo k para k > 3.

Entonces z ¢ J y se sigue que z # y.
ASi, di(D)(C, Z) =1 y di(D)(Z,y) Z 1.

Concluimos que sin importar como sea 2, dpx(p(7,y) > k.

Hemos demostrado que J es k—independiente en T%(D).

J es (k — 1)—absorbente en T*(D).

En T*(D) tenemos los mismos vértices que en R*(D), también tene-
mos las mismas flechas que en R*(D) y posiblemente algunas mas
entre los elementos de F'(D).

De lo anterior, se sigue que R¥(D) es una digrafica generadora de
T*(D).

Como J es un conjunto (k — 1)—absorbente en R¥(D) (ver la de-
mostracién del teorema 2.7.1), por el lema 2.1.1, lo es también en
TF(D).

]
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En general, si D y D’ son aciclicas, D U D’ no necesariamente lo es. Por ejem-
plosi V(D) = V(D) = {1,2}, F(D) ={(1,2)} y F(D) = {(2,1)}.

A pesar de esto, es facil ver que por la forma como esta definida, si D es
aciclica, T* (D) también lo es.

Por lo tanto, T)X (D) tendrd 2—ntcleo, siempre que D sea aciclica.

De la lectura de [7] observamos que los teoremas 2.6.2 y 2.8.1 pueden apli-
carse a otro tipo de digréficas, las cuales hemos llamado Q% (D) y T% (D).

2.9. L(D), Q“(D), T*(D)

En la demostracién anterior, en algunas ocasiones, aun cuando sabiamos que
opi(c) era igual a cero (¢ € F(D)), escribimos también la prueba como si no lo
supiéramos. Hicimos esto porque en realidad no son tan importantes las adya-
cencias entre elementos de F(D) para la demostracion.

Definicién 2.9.1. Sea D tal que F(D) # 0. L(D) = {L | L es digréfica y
V(L) = F(D)}.

Definicién 2.9.2. Sea D € " tal que F(D) # 0,k > 2, m : F(D) - Ny
L(D) € L(D). B
@m(D) = S, (D) U L(D).

Definicién 2.9.3. Sean D, k, m y L(D) como en la definicién anterior.
Tk (D) = Sk (D)u D UL(D).

Notemos que:

Las digraficas QF (D) y T* (D) dependen, en gran medida, de la eleccién que
hagamos de L(D), es decir, no estamos definiendo una tnica digrifica Q% (D) ni
una tnica T* (D).

Podemos obtener alguna Q¥ (D) a partir de S¥ (D), con sélo hacer adyacen-
tes, como lo deseemos, a los elementos de F/(D)®. Del mismo modo, podemos
obtener alguna T% (D) a partir de R¥,(D).

Ejemplos:

1) V(D) = Ao,
(6,7), (7,8

1,2,3,4,5,6,7,8Y, F(D) = {0i | i = 1,2,3,...8} U {(5,6),
), (8,5)}.

8Claro, hacerlos adyacentes sin que se formen lazos.
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D:
1
°
6 5
° °
0
2 ° °4
° °
7 8
°
3
_)Escribimos()_l):a,()__%) _>3:c,0_>:d,0_5):e,_6>:f,0_>:g,_8>:h,
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o
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Sean k = 3ym : F(D) — N definida como m(O_z)) = 1l parai=1,2,3,4,y
m(z) = 0 para las demds flechas.

En lugar de dibujar tnicamente QF,(D) y T* (D), dibujaremos todas las di-
grificas que hemos visto desde S¥ (D) hasta TF (D).
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3t 4

En las digraficas Q3,(D) y T?3,(D) hemos distinguido los vértices que forman
un 3—nucleo para cada una de ellas.

Para demostrar que Q% (D) y T% (D) tienen k—ntcleo para k > 2y k > 3
respectivamente, hacemos exactamente lo mismo que en las pruebas de los teo-
remas 2.6.2 'y 2.8.1.

Por consiguiente, el conjunto J definido en la pigina 61 es k—nucleo tanto
de S* (D) como de QF (D).

Como dijimos antes, Q (D) se obtiene de S¥ (D) haciendo adyacentes a cier-
tos vértices de ésta. Por este hecho, decidimos investigar qué tipo de vértices se
podrian hacer adyacentes en S¥ (D) de manera tal, que J se mantenga como
k—ntcleo de la digréfica resultante.
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2.10. Obteniendo digraficas a partir de S*(D)

Definicién 2.10.1. Sean D € D", k > 2y S*(D) € §"(D).

Llamaremos vértices de clase cero a los elementos de [{v € V(S*(D)) |
5§,€(D)(v) =0lu{veV(S¥D))|v=f.confe€ F(D)yz=0modk}|, a este
conjunto lo denotaremos por X, o por Xj.

De forma similar, llamaremos vértices de clase r, 1 < r < k — 1, a los
pertenecientes a {v € V(S*(D)) |v= f.con f € F(D)y z =r mod k} = X,.

Obsérvese que J de la demostracién del teorema 2.5.1 es igual a X,.

También nétese que si F/(D) # (), entonces los conjuntos X, no son vacios y
forman una particién de V' (S*(D)) pues son ajenos dos a dos.

Sea z un vértice de clase cero y de exgrado mayor o igual a uno.

Asi, z = f, con z = 0 mod k para alguna f € F(D). Si z = 0, todas las
flechas (z, 2) de S*(D) son de la forma (x, a;) siendo a una flecha de D. Si z no
es cero, entonces la tnica flecha en S*(D) con vértice inicial = es (z, f.11).

Por lo tanto, toda flecha (z,y) € F(S*(D)) con z € X; es una XX —flecha.

Ahora sea z un vértice de clase i, 1 <i < k — 1.

Entonces © = f., 2 = ¢ mod k para alguna f € F(D) y z es vértice de la
trayectoria ;. Como i < k—1, z no es el vértice final de 5 y (z, f.41) pertenece
a F(S*(D)) que ademds es la tnica flecha con vértice inicial z.

Por ende, toda flecha 77y € F(S*(D)) con z € X; es una X;X;,1—flecha.

Supongamos que = es un vértice de clase k — 1, es decir, z = f, para alguna
f=(u,v) € F(D)yz=k—1mod k.

Si = no es el vértice final de 3y, la tnica flecha que sale de = es (z, f.+1) y si
x es el vértice final de 3y, entonces (z,v) es la tnica flecha que inicia en . Si
el exgrado de v en D es mayor que cero, v = ag para alguna a € F(D) y si el
exgrado es cero, v también tiene exgrado cero en S*(D).

De lo anterior, todas las flechas z¢ con z € X;_; son Xj,_1 Xo—flechas.

Concluimos ademas que todo X, es 2—independiente.

En S*(D) toda trayectoria dirigida entre dos elementos diferentes de X tie-
ne longitud mayor o igual a k.

Se sigue de los argumentos antes presentados que, si 7' es una XX —trayec-
toria dirigida de longitud mayor a cero, entonces su m—ésima flecha necesaria-
mente es una X,, X,,;1—flecha.
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Diagrama de los vértices de S*(D).

Para obtener mas digraficas que conserven a X, como k—nucleo, podemos
anadir mas flechas de X; a X;,.1, 0 < 7 < k — 1. Esto lo haremos, a la vez, con
todos los X; o con los que deseemos.

Asi, en la digréfica resultante, toda zy—trayectoria dirigida 7" con z,y € Xy y
x # y seguird cumpliendo que su m—ésima flecha es una X,,,_1X,,,—flecha. Por
consiguiente la longitud de 7" sera mayor o igual que k.

Por lo anterior, la k—independencia de Xy no se verd afectada.

Adicionalmente, podemos agregar X; X;—flechas para cualesquiera i y j tales
que 0 < ¢ < j < k — 1. Enfatizamos que en esta ocasion i es diferente de cero.

Haciendo esto, si T es una xy—trayectoria dirigida con z,y € Xoy z # v,
entonces 7' sigue necesitando al menos una X, X, 1 —flecha, y € {0,1,.. .k —1}.
Por lo tanto la longitud de 7" es mayor o igual a k.

Otra forma de argumentar que la longitud de 7" es mayor o igual a & es la
siguiente:

» La primer flecha de T es una X(X;—flecha.

» Los tnicos vértices con flechas hacia X son los de clase £ — 1. Por lo cual,
la tltima flecha de T es una Xj,_; Xo—flecha.
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Por ende T necesita ir de X; a Xj,_.
» La distancia de X; a Xj,_; sigue siendo k& — 2.
Luego, la longitud de 7" es mayor o igual a k.

Tomando en cuenta lo anterior, incluso podemos colocar flechas entre ele-
mentos de X; para los conjuntos X; que deseemos, siempre y cuando i sea dis-
tinto de cero.

Aumentar flechas en una digréfica, no afecta a la (k — 1)—absorbencia de sus
subconjuntos de vértices, pues si las digréficas D y Dy son tales que Dy resulta de
incrementar el nimero de flechas de D, entonces D es una digrafica generadora
de D; y podemos aplicar el lema 2.1.1.

Por lo tanto J = X seguird siendo k—nucleo de todas las digréficas que
hemos obtenido hasta ahora.

Es obvio que anadir flechas de X; a X, coni < i+ 1 < j, puede afectar la
k—independencia de Xj,.

Ejemplos:

— —

1) Sean D = ({1,2,3},{1_2) = a,23 = 0,31 = ¢}), k = 6y m la funcién
constante cero.
Es claro que X; = {a;, bi,¢;}, 0<i<5=Fk— 1.
6 — — ]
Agregamos a Sy, (D) las flechas a;b;, bic;, ¢;a; con i € {1,3} y las flechas
AN
a;C;, cib;, ba; con i € {2,4,5}, es decir, aumentamos la cantidad de X; X;—
flechas, i # 0. Asi obtenemos la siguiente digrafica:
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Notemos que el 6—nticleo J = {ag, by, co} = Xo de SS(D), es también
6—nucleo de esta digrafica.

También, si dibujdsemos alguna flecha de a; hacia b3, by 0 b5, X dejaria
de ser 6—independiente. Lo mismo ocurrirfa si tuviésemos alguna flecha
de ai, as, a3 o a4 hacia ¢.

Sea D como en el ejemplo anterior, m la funcién constante uno y k = 3.
Ahora X() = {ao, as, b(), b3, Co, 63}, X1 = {al, a4, bl, b4, C1, 04},

X2 - {CLQ, as, b27 b57 C2, 05}-

Modificamos S (D) como se explica a continuacidn:

Agregamos (by, ¢1) que es una XoX;—flecha. Entre vértices de clase uno,
afadimos las flechas del ciclo dirigido (a1, a4, b1, ¢4, a1). De X5 a X, dibu-
jamos las flechas (a1, a5) y (b4, c2).

De X, a X; pondremos las flechas (b5, ¢1) y (¢5,¢1). Finalmente coloca-
mos la flecha, de X}, 1 = X5 a X, (b, c3).

/.
{}—).—».—){3}—».—».—»\{}
b() b1 b2 bg b4 b5 o

X sigue siendo 3—nucleo.

Observemos que si anadiéramos la flecha (b1, ¢), la distancia de by a ¢
serfa dos y X dejaria de ser 3—nucleo.

— —

Sean D = ({1,2,3,4,5},{21 = a,13 = b, 41 = ¢, 15 = d}), m(f) = 0 para
todo f € F(D)yk=5.
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Xo = V(D) es 5—nucleo de S3 (D).

Dibujemos dos digraficas obtenidas de S, (D) que conservan a Xy como
5—ntcleo.

En la digrafica de la izquierda, hemos puesto X; X;—flechas y X; X, 1 —fle-
chas, i # 0. En la derecha hemos dibujado flechas de X a X, de X4 a X,
de X3a Xy yde X5 a X;.
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Vale la pena mencionar que en si en D tenemos alguna flecha a = (u,v) y
m(a) = 0, entonces en S¥ (D) tendremos al menos un vértice de cada clase i
con 1 < i < k — 1, a saber, los vértices a1, as,...ax_1. Si m(a) = 1, entonces
tendremos al menos dos vértices de cada clase i, desde la clase uno hasta la & — 1.
En general, si m(a) = z, entonces tendremos al menos z+1 vértices de cada clase
e {12, k—1}

Sea D € D7, tal que F(D) # 0.

Entonces podemos hallar alguna funcién ms tal que el nimero de vértices de
clase uno de S2, (D) sea mayor o igual que [V(D)|.

Modifiquemos a S2, (D).
Sea A un subconjunto de vértices de clase uno de S2,_ (D) tal que A tiene
tantos elementos como V(D) y sea ¢ una funcidn biyectiva de A a V(D).

N _
Colocaremos la flecha 2y con x,y € A siy solo si ¢(z)¢(y) € F(D). Llamare-
mos D; a la digréfica resultante.

Al hacer esto D;[A], la subdigrafica inducida de D, por el conjunto A, tiene
la misma estructura que D.

Sabemos que D, tiene 2—ntcleo pues fue obtenida de S (D) aumentando
flechas entre vértices de clase uno.

Ahora podemos encontrar alguna S3, (D) tal que sus vértices de clase uno
sean tantos o mas que los de D y sus vértices de clase dos sean tantos o méis que
los de D,. Esto es posible pues D, tiene alguna flecha f y si ms(f) = v, siendo
y = maz{|V(D)|,|V(D2)|}, entonces hay al menos y + 1 vértices de clase uno y
clase dos de S3,, (D).

Nuevamente modificamos a S3, (D,) para obtener Ds, una digrafica con 3—
nucleo tal que un subconjunto de vértices de clase uno de S, (D-) tiene la mis-
ma estructura de D y otro subconjunto de vértices de clase dos de S2,, (D) tiene
la misma estructura de Ds.

Siguiendo este procedimiento, obtenemos una digrafica Dy, con k—nucleo la
cual tiene subdigréficas inducidas con (k—1)—ntcleo, (k—2)—ntcleo, . .. 2—nu-
cleo. Sila D con la que iniciamos no es una trayectoria dirigida, se puede asegu-
rar que dichas subdigréficas no son trayectorias dirigidas.

Dy, seria la digrafica obtenida de SF, (Dy—1) tal que existe un subconjunto de
vértices de clase i con la misma estructura que D; para todoi = 1,2,...k — 1,
definiendo D; = D. Para asegurarnos de tener suficientes vértices, elegimos my,
con my(f) =y paraalguna f € F(Dy_1), y = maz{|V(D;)| | 1 <i <k —1}.
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2.11. Obteniendo digraficas a partir de R*(D)

Sean D € D', k > 2y S¥(D) € $"(D). Recordemos la definicién de J, el
k—ntcleo que conocemos para R¥(D) = S*(D) U D.

Para cada flecha a = (u,v) € F(D):

Ko ={a; €V(3)|i=0mod kei#0}U{v},sid}(v)=0.
K, ={a; € V(B3,) | i =1 mod k}, si 65, (v) # 0.

Ap ={v e V(D) | dp(v) = 65(v) = 0}.

J = Ap U (User ) Ka)-

Definimos los vértices de clase cero y los de clase r exactamente igual a la
definicién 2.10.1.

Por lo tanto, cuando §5(v) = 0, K, C Xy y cuando §5(v) # 0, K, C X.
También ocurre que A(D) C Xj.

Sean Jy C Xy Ji C X tales que J = Jy U J;.

Diagrama de los vértices de R*(D).

_Z @) s
oFPsg
I W\

En R*(D) ya no es cierto que todas las flechas que salen de vértices de clase
cero van hacia vértices de clase uno, por ¢jemplo si (u,v) € F(D)y 6}, (v) = 0,
entonces ut € F(R¥(D)).
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Pero se sigue cumpliendo que para salir de los vértices de clase 4, hay que ir a
los de clase i + 1 y para salir de X, se debe ir a X.

Tengamos en cuenta que si en D todos sus vértices tienen exgrado mayor que
cero, entonces X1 = J. Lo cual implica que los vértices de clase uno en R¥(D) se
comportan de forma andloga a los de clase cero en S*(D).

En el caso general, J contiene tanto vértices de X, como de X;.

A diferencia de lo que sucede con S¥(D), si incrementamos la cantidad de
X;Xiy1—flechas coni € {0,1,...k — 1}, J puede ya no ser k—independiente.

Veamos un par de ejemplos:

» Si agregdsemos alguna JyJ;—flecha, J no seria k—independiente.
» Seank >3y D = ({1,2,374},{1_2> = 0,23 =b,24 = c}), m(f) = 0 para
todo f € F(D).

Dibujemos RF,(D) y veamos qué ocurre cuando aumentamos el nimero de

X X;y1—flechas y de X1 Xo—flechas.

k-2 @

k-1 =0 @

c1 C2
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J = {ay,3,4} es k— ntcleo de R¥ (D).
3 es vértice de clase cero y ay es vértice de clase uno. Si agregamos la flecha
3a1, J ya no es k—independiente.

a; y biyr coni € {1,2,...k — 2} son vértices de clase ¢ e i + 1 respectiva-

mente. Como dgx py(a1,a;) =i — 1y dpe py(biv1,3) =k —i — 1, si afadi-
% . . . .

mos la flecha a;b;1, entonces la distanciade a; a3esi—1+1+k—i—1=

k — 1 en la digréfica resultante.

. . .y — . .
Si dibujaramos la flecha ax_14 que es una X;_1 Xo—flecha, la distancia de
a; a 4 se reduciria en uno.

Tampoco podemos agregar flechas entre vértices de clase uno, pues es posible
que J; se vea afectado. Por esta razdn, en ocasiones 7%(D) resulta sin 2—ntcleo
debido a que los elementos de F/(D) son vértices de clase uno para k = 2.

Lo que si podemos hacer es anadir todas las X;X;—flechas que queramos,
paratodoital que2 <i <k —1.

Al hacer esto, cualquier Jy.J; —trayectoria dirigida T, necesariamente tendrd
como primer flecha una Jy(X; — J;)—flecha, la segunda serd una X; X,—fechay
a partir de entonces, debemos regresar de X, a los vértices de clase cero pues
éstos son los unicos que tienen flechas hacia X;. Asi, 7' tendra al menos una
X;X;41—flecha para 2 < i < k — 1y una X;_; Xo—flecha. Por ende, la longi-
tud de T serd mayor o igual que .

Las J; Jo—trayectorias dirigidas contienen al menos una X; X, —flecha para
todoi € {1,2...k—1}°.

Sea T una J; Jy—trayectoria dirigida. Por lo antes dicho, la longitud de 7" es
al menos k — 1. Fijémonos en las primeras k& — 1 flechas de T*:

Si alguna de ellas es una X; X;—flecha para algun 4, entonces la longitud de T
es mayor o igual que k.

Si ninguna es una X; X;—flecha, la primer flecha es una X; Xs—flecha, la se-
gunda una X, X3—flecha y asi sucesivamente. La (k — 1)-ésima flecha de T" es una
Xj,—1Xo—flecha. Como no hemos alterado las X; X; 1 —flechas, con las primeras
k — 1 flechas de T' tenemos una trayectoria dirigida de R*(D). Sabemos que
las J; Jo—trayectorias dirigidas en R*(D) son de longitud mayor o igual que k.
Luego, la parte de T formada por las primeras k£ — 1 flechas no es una J; Jy—tra-
yectoria dirigida.

Por lo tanto T tiene al menos otra flecha y longitud mayor o igual que .

9Recordemos que X = Xo.
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Anélogamente a S* las trayectorias dirigidas de longitud mayor a cero de .Jy a
Jo yde Ji a Ji necesitan al menos una X; X, —flecha paracadai, 0 <i <k —1.

Con esto demostramos que J sigue siendo k—independiente cuando incre-
mentamos la cantidad de X; X;—flechas, 2 < i < k — 1. Es decir, podemos poner
mas flechas entre vértices de la misma clase.

Ademas también probamos que podemos hacer esto con todas las clases de
vértices, desde la dos hasta la & — 1, a la vez o con las clases que deseemos.

Analoga y adicionalmente, también podemos agregar X; X;—flechas siempre
que k —1 > j >4 > 2 sin perder la k—independencia de .J. Nétese que anadir
Xj,—1X1—flechas puede afectar a J;.

J seguirfa siendo (k —1)—absorbente y k—nucleo de las digraficas resultantes.

Al igual que en S* tampoco se pueden incrementar las X; X;—flechas, i < j.



Capitulo3

Orientuciones de @Wémé
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En este capitulo recordaremos lo que es una grdfica y sus orientaciones.

Definiremos T'(G), la grifica de trayectorias de G, para cualquier grafica G.

Para una clase especial de gréficas demostraremos un par de propiedades en
cuanto a orden y regularidad de su grafica de trayectorias.

Veremos que los ciclos con una cuerda larga o dos cuerdas cortas en T(G),
cumplen algunas condiciones que nos seran de utilidad para encontrar k—nu-
cleos en orientaciones de T'(G).

Probaremos que siendo D una orientacién de T'(G), bajo ciertas hipdtesis, si
todo ciclo dirigido de D y de longitud no congruente con cero médulo k tiene
una cuerda larga o dos cuerdas cortas, entonces todo ciclo dirigido de D y de
longitud no congruente con cero méddulo k tiene dos flechas simétricas.

Utilizaremos el resultado anterior, junto con un teorema de Galeana Sdnchez
y Ricédn Mejia [10], para demostrar el siguiente teorema:

Teorema. Sean G una grdfica, T(G) su grdfica de trayectorias, k > 3y D
una orientacion de T'(G) tal que Asim(D) es fuertemente conexa y todo ciclo
dirigido de longitud 3 tiene dos flechas simétricas.

Si todo ciclo dirigido en D, de longitud no congruente con cero modulo k
y mayor que 3 tiene una cuerda larga o dos cuerdas cortas (c,d), (e, f) con
(e, f) # (d, c), entonces D tiene k—niicleo.
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Para los nucleos, usaremos un teorema de Galeana Sanchez y Neumann Lara
[6] acerca de polos consecutivos, para obtener el siguiente resultado:

Teorema. Sean G una grdfica, T(G) su grdfica de trayectorias y D una
orientacion de T'(G) tal que todo ciclo dirigido de longitud 3 tiene todas sus

flechas simétricas.
Si todo ciclo dirigido de D, de longitud impar y mayor que 5, tiene una

cuerda larga o dos cuerdas cortas, entonces D tiene niicleo.

Finalizaremos con algunas reflexiones sobre la definicién de T'(G).
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3.1. Graficas

Definicion 3.1.1. Una grafica es un par ordenado G = (V(G), A(G)) tal
que:

» V(@) es un conjunto no vacio y finito.

» A(G) C {a|aesun subconjunto de V(G) y |a| = 2}.

Los elementos de V(G) reciben el nombre de vértices y los de A(G),
aristas. La cardinalidades de V(G) y A(G) son el orden y el tamano de G

respectivamente.

Ejemplos:

1) La grafica trivial. G = ({v1}, 0).

2) El mono. V(G) = {a, b, ¢, d, e}, A(G) = {{a,b}, {a,c}, {c,b}, {c,d},
{c,e}, {d,e}}.

.\./.

N

b €

3) La gréfica de Petersen. V(G) = {a,b,¢,d,e, f.g9.h,i,5}, A(G) = {{a,b},
{b.c}, {c,d}, {d, e}, {e,a}, {a, f}, {b, g}, {c,h}, {d.i}, {e,j}. {[. h},
{h. 5}, {4, 9} {9, i}, {d, f1}
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Defigici(’)n 3.1.2. Sea G una grafica. Una orientacion de G es una digra-
fica G, tal que, V(G) = V(G) y las flechas de G se obtienen de las aristas
de GG, asignandoles una o ambas direcciones.

Ejemplos:

1) Cualquier orientacién de la grafica trivial es igual a la digréfica trivial.

[
U1

2) La digrafica siguiente es una orientacion del mono:

En esta ocasion, se le ha dado una y sélo una de las dos posibles direc-
ciones a cada arista del mono.

3) Una orientacién de la grafica de Petersen se muestra en la pégina siguien-
te.
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Ahora, al darle ambas direcciones a la arista {c, d}, tenemos las flechas cd
—
y dec.

Notacién. De ahora en adelante, en lugar de usar llaves para escribir las aristas
de las gréficas usaremos corchetes, por ejemplo, en vez de escribir la arista {z, y},
escribiremos [z, y].

Si [a,b] € A(G), decimos que a es adyacente a b y que b es adyacente a a,
ademas si e; = [a,b],e2 = [b, c] € A(G) con a # ¢, decimos que las aristas e y ey
son adyacentes 0 que tienen un extremo en comun.

En las digréficas sabemos lo que es un camino dirigido, una trayectoria dirigi-
da y un ciclo dirigido. En las gréficas tenemos conceptos similares a éstos.

Definicion 3.1.3. Sea GG una grafica. Un camino de GG es una sucesion de
vértices (vy, vy, ... v,), talque Vicon 1 <i <n—1, [v;,v;11] € A(G).

La longitud de un camino es el nimero de aristas [v;, v;1].

Como caso especial, las sucesiones que constan de un sélo vértice de GG
también se consideran caminos.

Si C = (v1,v9,...v,) €s un camino, a v; se le llama vértice inicial o
extremo inicial de C' y a v,, vértice final o extremo final de C.

Cuando v; = v, se dice que el camino es cerrado.

Definicion 3.1.4. Sea GG una grafica. Una trayectoria de G es un camino
(v1,v2,...vy), tal que v; # v;, Vi # j.
Definicion 3.1.5. Sea G una grafica. Un ciclo de G es un camino cerrado

(v1,v2,...v,-1,v1) con al menos tres vértices distintos, tal que (vy,...v,_1)
es una trayectoria.
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Ejemplos:

1) Sea G como sigue:

9\% i/f
/5 Z\.

°
7 8

Cy = (1,5,8,5) es un camino de G pues cumple que [1, 5], [5, 8], [8, 5] per-
tenecen a A(G).

Cy = (1,5) es una trayectoria de G porque todos los vértices que tiene son
diferentes dos a dos.

C3 = (1,5,1) es un camino cerrado pues el extremo inicial es igual que el
extremo final. No es un ciclo porque no tiene 3 vértices distintos.

Cy = (4,5,8,4) es un camino cerrado y si es un ciclo porque tiene al me-
nos 3 vértices distintos y (4,5, 8) es una trayectoria.

Cs = (1,5,4,8,5) no es una trayectoria ya que se estd repitiendo el vértice
5.

Cs = (1,2,3,4,5,6,7,8) es una trayectoria.

En el ejemplo anterior, las trayectorias Cy y Cg comparten un extremo, a saber,
el vértice 1.

Definicién 3.1.6. Sean 7} = (ay,...a,) y 1o = (b1, ...b,,) trayectorias. Se
dice que T y Ty comparten extremos si {a1, a,} N {b1, by} # 0.

Decimos que 77 y T> comparten un extremo y sé6lo uno, si |{a1,a,} N
{b1,b}| = 1.

Ejemplos:

1) Considérese la grafica mostrada en la pagina siguiente.
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Se definen las trayectorias: T, = (1,4), T, = (1,2), 7. = (4,1), Ty =
(4,3,1), T, = (2, 3).

T, comparte un extremo con 7Tj, pues {1,4} N {1,2} # (.

T, y T, comparten un extremo ya que {1,4} N {4,1} # 0. En este caso
comparten los dos extremos.

T, y Ty también comparten los dos extremos.
Como {1,4} N {2,3} = 0, se sigue que 7, y T, no comparten ningin

extremo.

Definicién 3.1.7. Sea T" = (vq,v,...v,-1,v,) Una trayectoria. Decimos
que la trayectoria A es inversa de 7 siy sélo si A = (v, Up—1, . . . U2, V7).

Ahora construiremos una gréfica a partir de otra, pero antes, observemos que
cada que tenemos una trayectoria 73, siempre tendremos una trayectoria inversa
a T3, digamos T5. Para todo lo que sigue, convendremos que 77 = Tb.

3.2. Lagraficade trayectorias

Definicion 3.2.1. Sea G una grafica con A(G) # (. La grafica de trayec-
torias de G, T'(G) es tal que:

» V(T(G)) = {t| t es una trayectoria de G de longitud mayor que 0}.

» A(T(G)) = {la,b] | a,b € V(T(G)), a y b comparten un extremo y sélo
uno }.
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Notese que si tenemos la arista [a,b] € A(T(G)), entonces a # b porque,
al ser adyacentes en T'(G), a y b comparten un extremo y sélo uno (si a fuese

igual a b, compartirfan ambos extremos, el vértice final y el inicial). Por lo tanto,
A(T(Q)) esta bien definido.

Ejemplos:

1) Veamos la siguiente grafica y construyamos su grafica de trayectorias.

G:

° ° ° °
0 1 2 3

— (1,0, T = (1,2) =
0), 75 = (0,1,2,3)

Las trayectorias que se tienen son: 73 = (0,1)
(2,1), T3 = (2,3) = (3,2), Ty = (0,1,2) = (2,
(3,2,1,0), Ts = (1,2,3) = (3,2,1).

Para escribir menos, identificamos cada trayectoria con las aristas que se
definen segun los vértices que tiene. Es decir, escribiremos Ty = a, T = b,
T3 = ¢, Ty = ab = ba, T5 = abc = cba, Ty = bc = cb.

Se puede ver que a serd adyacente a ab y a abc en T(G). También, que b
lo serd a ba = aby a be. En general, las aristas de G seran adyacentes a las
trayectorias que inician (o terminan) en ellas.

Por lo anterior, ab serd adyacente a ¢, pues b es la arista final de ab y es
adyacente en G a ¢, que es la arista inicial o final de la trayectoria c.

T(G):

AN

N

ab =ba ®

eT— "o
bc = cb abc = cba

Vemos que a no es adyacente ac;nibaabe; niababe=cb pues, aunque
ab y cb tienen como arista final a b, no comparten ningﬁn extremo.
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2) Sea G de esta forma:

Enlistamos todas las trayectorias: a, ab, abc, abd, abe, abef, b, ba, be, bd, be,
bef, c, cb, cba, cd, ce, cef, d, db, dba, dc, de, def, e, eb, eba, ec, ed, ef, f, fe,
feb, feba, fec, fed.

Quitamos las trayectorias que se repiten y nos queda: a, ab, abe, abd, abe,
abef, b, be, bd, be, bef, c, cd, ce, cef, d, de, def, e, ef, f.

Escribiremos x — y para indicar que existe la arista [z, y], de esta forma, en
T(G), tenemos las aristas siguientes:

a — ab, a — abe, a — abd, a — abe, a — abef, a — b, a — be, a — bd, a — be,
a—bef, ab— abc, ab— abd, ab— abe, ab— abe f, ab— b, ab— ¢, ab—d, ab— e,
ab—ef, abc — abd, abc — abe, abc — abe f, abc — be, abc — ¢, abc — cd, abc — ce,
abc — cef, abd — abe, abd — abef, abd — bd, abd — cd, abd — d, abd — de,
abd—def, abe—abe f, abe—be, abe —ce, abe—de, abe—e, abe— f, abe f —be f,
abef — cef, abef —def, abef —ef, abef — f, b—bc, b—bd, b — be, b — be f,
b—c,b—d,b—e, b—ef, bc—bd, bc — be, bc — bef, bc — ¢, bc — cd, bc — ce,
bc — cef, bd — be, bd — bef, bd — cd, bd — d, bd — de, bd — def, be — bef,
be — ce, be — de, be — e, be — f, bef — cef, bef — def, bef —ef, bef — f,
c—cd,c—ce,c—cef,c—d,c—e,c—ef,cd—ce, cd—cef, cd—d, cd — de,
cd — def, ce —cef, ce —de, ce — e, ce — f,cef —def, cef —ef, cef — f,
d—de,d—def,d—e,d—ef,de—def,de—e,de— f,def —ef,def — f,
e—ef,e—f,ef — f.
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3) Veamos un ejemplo mids sencillo. Sea G la gréfica que se muestra a conti-
nuacion.
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Entonces, se tienen las trayectorias a, ab, ac, b, be, c.
Las aristas a — ab,a — ac,a — b,a — ¢,ab — ac,ab — b, ab — be, ac — be, ac —

c,b—bc,b—c,bc— c.

T(G):

a
°
ab[‘\ ac
°

J
.—/bc¥.
L

C

4) Tenemos la grafica:

G:
e 3
c
a b
° ° °
0 1 2

Las trayectorias que tiene son: a, ab, ac, b, be y c.

Y las adyacencias en su gréfica de trayectorias: a — ab,a — ac,a — b,a —
c,ab — ac,ab —b,ab — bc, ac — be,ac — ¢, b — be,b — ¢, bc — c.

Entonces, los vértices y las adyacencias son iguales a los de la grafica de
trayectorias mostrada en el ejemplo anterior.
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Si observamos detenidamente los ejemplos 1, 2 y 4, cada par de vértices de la
respectiva grafica T'(G) esta presente en el mismo numero de aristas; por ejemp-
lo, hay tantas aristas con extremo a como aristas con extremo b; lo mismo sucede
conbyc.

Es verdad que la obtencién de la grifica de trayectorias es complicada pero,
para ciertas graficas, la grafica de trayectorias resulta interesante.

3.3. Algunas propiedades de T(G)

Veamos ciertas propiedades de la gréfica T'(G) cuando G es conexa y sin ciclos.
Utilizaremos, sin demostracion, resultados acerca de graficas conexas y sin ci-
clos que pueden ser consultados en [2].

Definicion 3.3.1. Se dice que la grafica G es conexa, siV z,y € V(G), hay
un camino con vértice inicial z y vértice final y.

Definicion 3.3.2. El grado de un vértice, v, en la grafica G es el nimero
de aristas [v, Z] que hay en A(G), Z € V(G), y se denota por d¢;(v).

Definicion 3.3.3. Sea r € N. Decimos que la grafica G es r—regular si
VoeV(Q), dg(v) =r.

Ejemplos:
1) La gréfica trivial es 0—regular.
2) La grafica de Petersen es 3—regular.

3) La siguiente grafica es 1—regular:

o——o
0 1

Teorema 3.3.1. Sean G una grdfica conexa y sin ciclos y n = |A(G)| > 1.
Entonces T'(G) es 2(n — 1)—regular.

Demostracion. Sea G como en las hipotesis. Se sabe que, si G tiene n aris-
tas, entonces G tiene n + 1 vértices (véase [2]).

Sea =z € V(G), entonces para todo vértice z, con z # z, se sigue que
existe un camino de z a z, tal camino forzosamente es una trayectoria
pues G no tiene ciclos.
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Se sabe que la trayectoria que une a dos vértices de GG es Unica (véase
[2]). Asi, existen exactamente n trayectorias de longitud mayor que cero
con vértice inicial z, pues hay una y s6lo una por cada otro vértice de G.

Sea T = (v1,vy,...vs) una trayectoria de G.

En T(G), T es adyacente a todas las trayectorias (de longitud mayor
que cero) que inician (o finalizan) en vy, excepto a si misma y ademas,
es adyacente a todas las trayectorias que empiezan (o terminan) en vy,
excepto a sl misma, valga la redundancia.

Es decir, por el lado de v, T es adyacente a n — 1 trayectorias, pues
sabemos que hay n trayectorias que inician en v, por consiguiente hay
n — 1 trayectorias que inician en v; descartando a la misma 7. Por el
lado de v,, hay otras n trayectorias que inician en v, de las cuales, T es
adyacente a n — 1 pues estamos considerando que la trayectoria inversa
de T'esigual aT.

Exceptuando a 7', las trayectorias con extremo v; son diferentes de las
que tienen como extremo a v,. De ahi que o7 (1) = 2n — 2.

Por lo tanto 7'(G) es 2(n — 1)—regular.

]

Definicion 3.3.4. Analogamente a las digraficas, también se tienen sub-
graficas inducidas. Sean G una graficay S C V(G), S # 0, la subgrafica
inducida de G por el conjunto S, G[5] es tal que:

« V(G[9]) = S.
« AGIS]) = {[a,b] € A(G) | a,b € S}.

Teorema 3.3.2. Sea G una grdfica conexa y sin ciclos, n = |A(G)| > 1.
Entonces |V(T(G))| = >, i.

Demostracion. Procederemos por induccion sobre n.
Sin = 1, entonces GG tiene una unica arista y por ende sélo tiene una
trayectoria de longitud mayor que cero. Por lo tanto |V (T'(G))| = 1.

Hipotesis de induccion: Si G’ es una grafica conexa y sin ciclos, con n
. / o n .
aristas, entonces |V (T'(G"))| =>_._, i

Sea (G una grafica conexa y aciclica con n+1 aristas. Hay que demostrar
que [V(T(G))| = i i,

Otro hecho conocido es que G tiene un vértice de grado 1, digamos v.
Como v tiene grado 1, tenemos una arista a = [v, w| (consultese [2]).



114 Orientaciones de la grafica de trayectorias

Ademas se sabe que G' = G[V(G) — {v}] es una grafica conexa, aciclica
y que tiene todas las aristas de GG, excepto a a (véase [2]).

Entonces todos los vértices de T'(G’) seran vértices de T'(G). Pero T'(G)
tiene mas vértices: aquellos que son trayectorias de GG (de longitud mayor
que cero) y que tienen como extremo a v.

Es decir, |V(T(G))| = |V(T(G"))| + «, donde « representa a las trayec-
torias de (G que tienen como extremo a v.

Por hipétesis de induccién |V(T(G'))| = .1 i. Como G tiene n + 1
aristas, entonces tiene n + 2 vértices, por lo que hay exactamente n + 1
trayectorias, de longitud mayor que cero, que tienen como extremo a v.

Por ende a = n + 1.

Concluimos que |[V(T(G))| = 27 i.

]

También es sabido que para cualquier grafica conexa G existe Ag(G), una gri-
fica con los mismos vértices de Gy con A(Ag(G)) C A(G) tal que es conexa 'y
sin ciclos (consultese [2]). Como consecuencia, T'(Ag(G)) es un subgréfica in-
ducida de T(G). Tomando en cuenta los lemas anteriores, en general, no es raro
encontrar ciclos en T'(G).

A continuacién veremos algunos resultados acerca de ciclos con cuerdas en la
grifica de trayectorias.

3.4. Lemas sobre ciclos con cuerdas en T(G)

Definicion 3.4.1. Sean G una grafica y C un ciclo de G. Recordando que
los ciclos son sucesiones de vértices, s1 i es un vértice de C, al sucesor de i
lo denotamos por ¢ + 1y a su antecesor por i — 1. Cuando no haya riesgo
de confusién, escribiremos simplemente i + 107 — 1.

De esta forma, por ejemplo, el sucesor del sucesor de i en C serda i + 2y
el antecesor del antecesor de i, i — 2.

Se dice que dos vértices de C' son consecutivos si uno es sucesor del otro.

Asi, si tenemos un ciclo C' = (1,2,3,1), 1 y 2 son consecutivos, 2 y 3 son
consecutivos, y por ultimo, 3 y 1 también lo son.

Definicién 3.4.2. Sean G una grafica y C un ciclo de G, se dice que ¢ =
i, 7] € A(G), es una cuerda de C, siiy j son vértices de C'y ademads no son
consecutivos.

cesuna cuerda corta,sij=i+20j=1i— 2.

¢ es una cuerda larga, si no es corta.
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Ejemplos:

1) Sean G la siguiente grificay C' = (vy, v2, v3, vy, Us, Vg, V1)

U4 Us

° °

b
a \
V3 @ ® Ug
c

° °

V2 (]

b es cuerda corta de C' pues vg = vy + 2.

a es cuerda larga porque vg # v3 + 2 = v5 y vg # v3 — 2 = V1.

¢ es cuerda corta porque vs = v — 2.

2) Los ciclos que constan de 4 o 5 vértices solo pueden tener cuerdas cortas.

Definicion 3.4.3. Sea G una grafica, G es completa siempre que para

todo par de vértices =,y € V(G) siz # y, entonces [z,y] € A(G).

Lema 3.4.1. Sean G una grdfica, T(G) su grdfica de trayectorias y C un
ciclo de T(G). Si C tiene una cuerda larga c = [i, j|, entonces al menos una

de las siguientes condiciones se cumple:

a) {[s—1,s+1],[s,t]} CAT(G))con(s=iyte{j—1,j+1})o(s=7jy

tefi—1,i+1))
) {[i—1,i+1],[j — 1,5+ 1]} C A(T(G)).

c) T(G){s—1,s,t,t+1}] =2 Kycons € {i,i+1},t€{j—1,5}.

La expresion T(G)[{s — 1,s,t,t + 1}] = K, se lee: la subgrdfica inducida de T(G) por el

conjunto {s — 1,s,t,t + 1} es una grdfica completa de 4 vértices.
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Ilustrando las condiciones anteriores, tendremos:

a)con s =iyt=j—1
i

- i "
] ./ i.l
[ J [ J
i+l e j-1
J

a)con s =jyt=i-1
i

- i "

1 ./ \.Z

i+l e j-1
J

La condicion b):
i
[ ]

im1 o~ i

/

J+1

a)con s =iyt=j+1
)

- : "
Z 7 -
[ J [ J
i+l e j-1
J

a)con s =jyt=i+1
i

- i "
1 ./ \.Z
[ J [ J
i+l e j-1
J
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Demostracion. Como c es una cuerda larga, j # i+ 2y j # i — 2, por ende
j—1#i+1yj+1#i—1.Comoi # j,sesiguequei—1# j—1lei+1# j+1.
Por lo tanto, C tiene al menos 6 vértices.

1 —2 @ c °

Como C es un ciclo en T'(G), se tiene que i es una trayectoria de G que
comparte un extremo con la trayectoria i — 1.

Entonces tenemos dos casos: i — 1 e i comparten el vértice inicial de i o
comparten el vértice final de i.

Si comparten el vértice inicial de i:

Como i + 1 es adyacente a i en T(G), tenemos otros dos casos: estas dos
trayectorias comparten el extremo inicial de 7 o el final.

Como j es adyacente a i en T(G), de nuevo dos casos: estas dos trayec-
torias comparten el extremo inicial de i o el final.

Como j — 1 es adyacente a j en T(G), otro par de casos: estas dos tra-
yectorias comparten el extremo final de j o el inicial.

Como j + 1 es adyacente a j en T(G), dos casos: estas dos trayectorias
comparten el extremo inicial de j o el final.
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/\/ .é. Z.X §.\/
'w/ \J B J+1
o o |
°
C i
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3.4 Lemas sobre ciclos con cuerdas en 1(G)
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En las dos paginas anteriores se ilustraron todos los posibles casos

descritos para las trayectorias i+1, j, j— 1y j+ 1. Cada caso esta marcado
con una letra.

A continuacion diremos cuél de las condiciones a), b) o ¢) se cumple
segun la situacion.

A. Se cumplenc)cons =i,t =j—1locons=1i,t=jya)cons=j,
t=1—1.

c)econs=i,t=j—1.

c)con s =i, t=j.

a)cons=j,t=1i—1.
a)cons=j,t=i+1;c)cons=i+1,t=j—10ot=7j.
c)econs=i+1,t=j—1.

c)cons=1i+1,t=7j.

a)con s =j,t =1+ 1.

N I N 5 S B o W -

a) y ¢) se cumplen para sy ¢ libres (respetando las respectivas condi-
ciones); b) se cumple.

a)cons=i,t=j—1;c)cons=io0s=i+1,t=75—1.
a)cons=i,t=j+1;c)cons=i0s=1i+1,t=j.
a)cons=j,t=i—1lot=1i+1;b).
a)cons=i,t=j—1ot=j+1;b).

a)s=i,t=j—1.

C 2R D R o«

Noa)s=i t=7+1.

0. b).

El caso cuando 7 e i — 1 comparten el vértice final de ¢ es totalmente
analogo a cuando comparten el vértice inicial. o



3.4 Lemas sobre ciclos con cuerdas en 1(G) 121

Lema 3.4.2. Sean G una grdfica, T(G) su grdfica de trayectorias y C' =
(vo, V1, ... Un—1,v9) un ciclo de T'(G). Si existe i, vértice de C, tal que {[i — 1,
i+1],[i,i+2]} € A(T(Q)), entonces al menos una de las aristas [i — 1,1+ 2],
[i,0+3], [i + 1,0+ 3], [i — 2,4], [¢ — 2,7 + 1] pertenece a A(T(G)).

Demostracion. Supongamos que existe i, vértice de C, tal que {[i — 1,7 +
1], [i, e+ 2]} € A(T(G)).

1 —2 @ °

Entonces la trayectoria i, de GG, comparte su vértice inicial o final con
la trayectoria i — 1.

Los casos son analogos, uno del otro, asi que supondremos que com-
parten el vértice inicial de i.

La trayectoria i — 2 comparte un extremo con i — 1.

Tenemos los dos casos siguientes.
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Si sucede el caso mostrado en la izquierda de la figura anterior, enton-
ces [i — 2,i] € A(T(Q)).

Si ocurre el de la derecha:

Sabemos que la trayectoria ¢ + 1 comparte un extremo con la i — 1,
porque tenemos la arista [i — 1,7 + 1] en T(G).

Entonces tenemos dos casos:

. L NG
] X
N @ ° \/ ;
N// N °
./
° ° ° m/
141 71— 2 o °
1—2

Si ocurre el caso de la izquierda entonces [i — 2,i + 1] € A(T(QG)).
Si sucede el de la derecha:

Ahora, i+ 2 comparte un extremo con i y también comparte un extremo
con i+ 1, y como s6lo puede compartir uno con cada una de las trayectorias
i, 1+ 1, tenemos los siguientes dos casos:
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Z_.
- 2z

Si pasa el de la izquierda, se tiene que [i — 1,7 + 2| € A(T(G)).

Y si pasa el de la derecha:

i + 2 comparte un extremo con i + 3 por lo que i + 3 compartira un
extremo con i o con ¢ + 1.

Sii+ 3 comparte un extremo con i, entonces [i,i + 3] € A(T(G)).

Sii+3 comparte un extremo con i+1, entonces [i+1,i+3] € A(T(G)). O

3.5. k-nucleos en orientaciones de T((3)

Definicién 3.5.1. Decimos que una grafica H satisface la propiedad T si:
Todo ciclo C de H, cumple las dos condiciones siguientes:

I. Si C tiene una cuerda larga ¢ = [i, j|, entonces al menos una de las
siguientes propiedades se cumple:

a) {[s —1,s+1],[s,t]} € A(T(G))con (s=iyte{j—1,7+1})o
(s=jyte{i—1,i+1}).
b) {li—1,i+1,[j — 1,7+ 1]} C A(T(G)).
) T(G){s—1,s,t,t+ 1} =2 Kqycons e {i,i+1},t e {j—1,j}.
I1. Siexiste i, vértice de C, tal que {[i—1,i+1],[i,i+2]} C A(H), entonces

al menos una de las aristas [¢ — 1,i+ 2], [, 4+ 3], i + 1,7+ 3], [ — 2,1],
[i —2,i+ 1] pertenece a A(H).
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De los lemas 3.4.1 y 3.4.2 se sigue que, para cualquier G, T(G) satisface la
propiedad T".

Hasta ahora no hemos dicho nada de los k—ntcleos, pero pronto hablaremos
de ellos, s6lo faltan algunos lemas mas.

Como trabajaremos con ciclos dirigidos, necesitaremos algunas definiciones
que son practicamente las mismas que para ciclos.

Definicion 3.5.2. Sean D una digrafica, C un ciclo dirigido de D e i
uno de sus vértices. Recordando que los ciclos dirigidos son sucesiones, al
sucesor de 7 lo denotamos por ¢ + 1y a su antecesor por i — 1. Cuando no
haya riesgo de confgsién, escribiremos simplemente ¢ + 104 — 1.

Dos vértices de C' son consecutivos, s_1> uno es sucesor del otro.

¢ = (i,j) € F(D) es una cuerda de C, si i, j son vértices no consecuti-
vos de C.

¢ esuna cuerdalargasij#i—2yj #i+2.

¢ es una cuerda corta, si no es larga.

También necesitaremos algunas definiciones para las flechas.

Definicién 3.5.3. Sea D una digréafica. Una flecha 7y es simétrica si
— —
xy,yx € F(D).

Siyz ¢ F(D)yzy € F(D), decimos que 77 es asimétrica.

Lema (Galeana Sanchez y Pastrana Ramirez) 3.5.1. Sean H una gra-
fica que satisface la propiedad €*, D una orientacién de H tal que todo
ciclo dirigido de longitud 3 tiene dos flechas simétricasy k € Z,k > 3.

Si cada ciclo dirigido de D, de longitud no congruente con cero modulo
ky mayor que 3 tiene una cuerda larga o dos cuerdas cortas (c,d), (e, f) con
(e, f) # (d, c), entonces todo ciclo dirigido de D, de longitud no congruente
con cero modulo k, tiene dos flechas simétricas.

Demostracion. Sean H, D y k como en las hipotesis.
Hay que demostrar que todo ciclo dirigido de D, de longitud no con-
gruente con cero modulo £ tiene dos flechas simétricas.

Procederemos por induccion sobre la longitud del ciclo.

SiC = (vo,v1,v0) es un ciclo de longitud 2 de D, entonces, tanto la fle-
—
cha (vg, v1) como la flecha (vq,vg) son flechas de ' y ambas son simétricas.
—

H
Si1 C tiene longitud 3, entonces, por hipétesis, C' tiene dos flechas
simétricas.



3.5 R-niicleos en orientaciones de 1(G) 125

Sea C un ciclo dirigiig de D, de longitud igual an > 3y n # 0 mod k.
Hay que probar que C tiene dos flechas simétricas.

Hipétesis de induccion: Si 6’2 es un ciclo dirigido de D, de longitud [ < n
tal que | #Z 0 mod k, entonces C; tiene dos flechas simétricas.

Como C es un ciclo dirigido de D, de longitud no congruente con cero
modulo £ y mayor que 3, por hipétesis, se sigue que tiene una cuerda larga
o dos cuerdas cortas.

'I_‘z}mbién, ya que C es un ciclo dirigido de D y D es una orientacion de
H, C' proviene de orientar_l)m ciclo C' de H.

Podemos suponer que C y C se definen con la misma sucesion de vér-
tices.

Hay dos casos, dependiendo si C tiene una cuerda larga o dos cortas.

Si ¢ = (i,7) esuna cuerda de C' tal que j ¢ {i — 2,7 + 2}, es decir, si ¢

es cuerda larga:

H
C con la cuerda 7 : C con la cuerda c:

7 {

L S N D
-2 / \ it2 -2 / \ P42
[ ) [ ) { ] [ )
PR NG P Jal T —e— "

J J

Ya que jnoesi—2nii+ 2, en C tenemos la cuerda larga ¢ = [i, j].
Como H es una gréfica que cumple la propiedad T y tenemos en ella
al ciclo C'y a una cuerda larga de C, se sigue que se debe cumplir alguna
de las tres propiedades enlistadas en I de la definici6n 3.5.1.

Supongamos que se cumple la propiedad a):

Entonces tenemos cuatro casos dependiendo de s y .
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al s=1,t=45—1.
Entonces [i — 1,7+ 1],[i,j — 1] € A(H).

C y sus cuerdas:

7
._ . .
1—1 / \ 1+ 1

e/ \, i+

Definimos en H, los ciclos ¢, = (i,7,[C],i), Co = (4,1,[C],j), C5 =
(7/7] - 17 [C]vl])a 04 = (.7 - 17i> [O]aj - 1)

La notacioén (i, j, [C], ) significa que el ciclo C; comenzara en i, segui-
ra con j y, a partir de ahi, continuara con la sucesién marcada por C,
es decir, j + 1, 7 + 2... hasta regresar a . Lo mismo para los otros

ciclos.
1 (3
t — ® ) 71— ® 1
1.6 \.z+1 1.? \. +1
i—2 / \ it2 -2 / \ i+2
([ J [ J [ J ([
Cl CQ . * C3 C4
) )
i e i R

J Jg—1
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Hagamos otros tres subcasos:

L.
IT.

I1I.

a.l.l

Las longitudes de '} y C; no son congruentes con cero médulo k.

La longitud de C es congruente con cero médulo & y la de Cy no
lo es.

La longitud de C5 es congruente con cero médulo &, sin importar
si la de 'y es 0 no congruente con cero moédulo k.

Si (4, 7) es una flecha asimétrica de D:

Entonces el ciclo dirigido C_*l) = (4,7, [C_7>], i) tiene longitud menor

H .
que la de C y no es congruente con cero modulo £ pues la longi-
tud de ] es la misma que la de C].

Por hipétesis de indli(;cién, a tiene dos flechas simétricas que
deben ser flechas de C'.

Si (4, j) es una flecha simétrica de D:

Entonces tenemos en D tanto la flecha (7, j) como la (j,1).
Definimos el ciclo dirigido Cy = (j,i,[C], /) v el ciclo dirigido C;
como antes.

Tenemos que la l())ngitud de C—”; es la misma que la de Cy y es
menor que la de C.

i—1 o it1
o/f\\o
i—2 / C\ \ i+2
o ! \ o
B N
01 ' ' Cz
° \ °

. . ., g g .
Por hipétesis de inducciéon, tanto C; como Cs tienen dos flechas
simétricas.
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—_—
Con certeza, una de las flechas simétricas de C no es (4, j) por lo
ﬁ
que tal flecha es una flecha de C'.
Ciertamente, una de las flechas simétricas de C—”; no es (j,4) por

lo que tal flecha es una flecha de C.
— — . , . — .
Como C; y Cs no tienen flechas en comun, se sigue que C tiene

dos flechas simétricas.

Para evitar escribir mas casos, pensemos que tenemos la flecha
asimétrica (j,7) en D:

g . . . Y . .
Sea CA definido como antes. Entonces, por hipodtesis de induc-
(:_i)(’)n, (s tiene dos flechas simétricas que también son flechas de

C.

a.1.II Como la longitud de C; es congruente con cero médulo k, se sigue
que la de ('3 es congruente con 1.

Ahora fijémonos en la longitud de C}.
Sila longitud de C4 no es congruente con cero moédulo k:

Argumentamos de la misma forma que en el caso a.1.I, cambian-
do j por j — 1 y los ciclos C; por C3 y Cs por Cy.

o
o/.“‘\o !
&

\ i+2

1 —1
i 2 /
[

Cs Cy

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

)
([ J ([ J
i e« j-2

j—1

1
1
1
1
1
1

@

Sila longitud de C; si es congruente con cero modulo k:

Como la longitud de C5 es congruente con 1, se sigue que la lon-
gitud de C' es congruente con k — 1.
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Ya que k > 3, la longitud de C no es congruente con 1.

Como este es uno de los subcasos de a.1, en C tenemos la cuerda
[i — 1,7+ 1], la cual tiene alguna orientacién en D.

Sien D tenemos la flecha asimétrica (i — 1,7 + 1):

{
([ ]

-1 O~ .HJ

LSO N

(] (]
jr1l T~ -1
J

Tenemos el ciclo dirigido C—>A = (i—1,i+ 1, [6],2 —1). Como la
—

longitud de C no es congruente con 1,1_a> de C4 no es congruente

con cero y ademas es menor que la de C'.

Por hipétesis de induccion, Cz) tiene dos flechas simétricas que
también deben ser flechas de C'.

Sien D tenemos el par de flechas (i — 1,i+ 1), (i + 1, — 1):

. . - . , . . .,
]2_e>f1n1m0s C4 como antes, entonces por hipétesis de induccion,
C'4 tiene dos flechas simétricas, una de las cualesnoes (i — 1,7 +

1). Tal flecha es flecha de C.

El ciclo dirigido 7" = (i — 1,4,7 + 1,7 — 1), por hipdtesis, tiene dos
flechas simétricas, una de las cuales no es (i + 1,7 — 1). Tal flecha
es flecha de C'.

H . H .
Como C4 y T no comparten flechas, se sigue que C tiene dos
flechas simétricas.

Sien D tenemos la flecha asimétrica (i + 1,7 — 1):

T, definido como antes, tiene dos flechas simétricas que también
son flechas de C'.
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a.1.IIT Como la longitud de (5 es congruente con cero, la de Cj es con-
gruente con k£ — 1 médulo k.

Consideremos la longitud de Cs.
Sila longitud de C5 no es congruente con cero:

Procedemos de la misma forma que en el caso a.1.Il cuando la
longitud de Cj no es congruente con cero.

Sila longitud de C5 es congruente con cero:

Entonces, la longitud de C; es congruente con £ — 1 (no hay que
olvidar esto pues lo usaremos mas adelante en varias ocasiones).

Ahora vamos a fijarnos en la flecha (i,j). Para ahorrarnos al-
gunos casos, consideraremos posible tener la flecha asimétrica
().

Si la flecha (i, 7) es asimétrica:

Usamos la misma demostracion que en el caso a.1.1.

Ahora nos falta ver qué sucede cuando (j,?) es asimétrica y cuan-
do tenemos el par de flechas (7, j) y (j,7). Antes de continuar ob-
servemos que, como seguimos todavia en el caso a.1, C tiene la
cuerda [i, 7 — 1], la cual en D tiene alguna o ambas direcciones.

Sien D, (j — 1,i) es una flecha asimétrica:

Ya que la longitud de C4 no es congruente con cero, argumen-
tamos como en el caso a.1.I, cuando pensamos que teniamos la
flecha asimétrica (j,1), s6lo hay que cambiar j por j — 1 y C5 por
C}, asi obtendremos el ciclo dirigido 6_)’4 =(j— 1,1, [8],]‘ —1).

En vista de lo anterior, inicamente nos ocuparemos de ver si la
arista [, j — 1] recibi6 la direcciéon (i, j — 1) o ambas.

Notese también, que gracias a la flecha (j — 1,7) se puede cons-
truir 04, el cual tiene una flecha simétrica en comun con C
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Continuamos. Si (j,7) es asimétrica en D:

1
([ ]

i—l./“\.i—‘rl

i —2 / \ 1+ 2

— -1

(]
j1l T~

°
J
Ciertamente tenemos el ciclo (j,i,7 — 1,7), que, por hipétesis,
tiene dos flechas simétricas, las cuales son (j — 1,7), (i,5 — 1).

H

De ahi tenemos la flecha (j — 1,i), la cual permite construir Cy,

quien tiene una flecha simétrica en comun con C dicha flecha,
junto con (5 — 1, 7) son dos flechas simétricas de C.

Si tenemos las flechas, (i,7) y (,7) en D:

Entonces tenemos el ciclo d1r1g1d0 Cl, de longitud congruente con
k — 1y menor que la de C’ que por hipétesis de 1nducc1on tiene
dos flechas simétricas, una de las cuales es flecha de C.

—
C tiene dos flechas simétricas:

1
o

i—l./r \.i—i-l

z’—2./ O \ i+ 2



132 Orientaciones de la grafica de trayectorias

Para encontrar otra flecha simétrica en 6, usamos el ciclo dirigi-
do (j,4,7—1, j), el cual, por hipétesis, tiene dos flechas simétricas.

Si(j—1,7) es simétrica, ya tenemos dos flechas simétricas en C.
Si(i,j—1)es 81metrlca entonces tenemos la flecha (5 — 1 z) y el

ciclo dirigido 04 quien comparte una flecha simétrica con C asi
tenemos dos flechas simétricas en C.

Aqui se termina el caso a.1.III y con él, el caso a.1.
a2 s=1,t=7+1.
Entonces [i — 1,i + 1], [i,7 + 1] € A(H).
Definimos, en H, los ciclos C, = (i,j+1,[C],i), Co = (j+1,4,[C],j+ 1),
Cs = (4, 4,[C).4), Cu = (4,1, [C], J).
Procedemos de la misma manera que en el caso a.1.

Para a.2.1, cambiamos j por j + 1 en a.1.1.

C y sus cuerdas en el caso a.2:

—1 g 1+ 1
./\ +

[ ]
17— 2 / \ 1+ 2
[
(]
\./ i1
J
? T
z—l./.\.z—l—l 7—1./.\.Z—|—1
1—2 / C\ \ 142 1—2 / C\ \ 142
([ [ [ [
Cl CQ CS 04
o 1 o 1
j+2 e j+1 e -1
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a.3

Para a.2.11, si la longitud de C, no es congruente con cero, procedemos
como en a.1.I pero cambiamos C; por C5y Cy por Cy.

Si la longitud de C, es congruente con cero, argumentamos como en
a.1.11.

Para a.2.1I1, argumentamos como en el caso a.1.I1I, pero en lugar de
fijarnos en la flecha (i, j), consideraremos todas las posibles orienta-
ciones de la cuerda [i,j + 1]. También, en vez de utilizar la cuerda
i, 7 — 1] (misma que ya no sabemos si la tenemos), usaremos la flecha

(i, )-
Asi se termina el caso a.2.
s=j,t=1—1.
Entonces [j — 1,7 + 1], [j,i — 1] € A(H).
C'y sus cuerdas para el caso a.3:

7

i—l.///O\\\.i+1
i —2 // \\ i+ 2
° °
N T
i J i
7 — ® 7 i — L i
10? T~ o 10/ T~ o
i—2 / \ i42 i—2 / \ )
° ° ° O °
CQ Cl y C4 C3
) D
j+1.\./.j—1 j+1.\./.j—1
J J

Hacemos lo mismo que en el caso a.1 pero intercambiando i por j
(incluso para definir los ciclos Cy, Cy, C3 'y Cy).
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ad s=j,t=1+1.
Entonces [j — 1,7+ 1],[j,i + 1] € A(H).

Argumentamos como en el caso a.2 pero intercambiando i por j (in-
cluso para definir los ciclos C, Cs, C5y Cy).

Hemos terminado con todo lo que podria pasar si se cumpliera la pro-
piedad a).
Veamos qué sucede si ocurre la propiedad b).

Entonces tenemos que [i — 1,7+ 1],[j — 1, + 1] € A(H).

C' y sus cuerdas cuando se cumple b):

- : o
? ./ \.’L
o [ ]
jH1 e j-1
j

Hacemos cuatro casos, dependiendo de la direccion dada a cada una de
las aristas [i — 1,i+ 1], [j — 1,7 + 1].

b.1 Tenemos en D las flechas (i + 1,i— 1)y (j + 1,5 — 1).

i

7—1 /r.\ 7+ 1
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Los ciclos dirigidos Ty = (i — 1,4,i+ 1,i— 1) yTh = (j— 1,4, + 1,7 —1),
por hipdtesis, tienen dos flechas simétricas cada uno.

- . . » .
Por lo tanto, forzosamente, C tiene dos flechas simétricas.

Obsérvese que no importa si (i+1,i—1), (j+1,j—1), son simétricas o

. , . . - .
asimétricas, basta con tener estas flechas para concluir que C tiene
dos flechas simétricas.

b.2 Tenemos las flechas (i +1,i — 1)y (j — 1,5 + 1).

Podemos suponer que (j — 1,5 + 1) es asimétrica (si fuera simétrica,
estariamos en el caso b.1).

1+1

/

. . . . . . _> ﬁ
Definimos el ciclo dirigido C5 = (j — 1,5 + 1,[C], 7 — 1).

1

17— L 1
1./7 \’ +1

H
Cs
° [
J+2 \ Q / j—2
o<— o
j+1 ° j—1
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Si la longitud de 55) no es congruente con cero médulo k:
. — — = .
Como la longitud de C5 es menor que la de C, C5 tiene dos flechas
simétricas por hipdtesis de inducciéon y como (j — 1,5+ 1) es asimétri-
_)
ca, entonces dichas flechas son flechas de C'.
Si la longitud de 55) si es congruente con cero moédulo &:
Podemos suponer que (i + 1,7 — 1) es simétrica, porque si fuera asi-
meétrica, el ciclo diridigo TQ) (véase el caso b.1), tendria sus dos flechas
simétricas en comun con C' y habriamos terminado.
Entonces tenemos la flecha (i — 1,7 + 1). Definimos el ciclo dirigido
— —
C’6 = (Z - 17Z+ 17 [05]7Z - 1)
7
1—1 L 1+ 1
| e
—>
Ce
° ®
j+2 \ Q / j—2
o< o
J+1 ° J—1
J
Saberg)s que la longitud de C—”é es congruente con k — 1, debido a que
la de C5 es congruente con cero, y es menor que la de C'. Por lo tanto,
por hipotesis de induccion, Cg tiene dos ﬂechag simétricas, una de
ellases (i — 1,7+ 1) y la otra debe ser flecha de C' yaque (j — 1,5+ 1)
es asimétrica.
Ademas, sabemos que el ciclo Tj tiene dos flechas simétricas, una es
(t4+ 1,7 —1) yla otra debe ser (i — 1,7) o (i,7 + 1).
Por consiguiente C tiene dos flechas simétricas.
b.3 Tenemos las flechas (i — 1,i+ 1)y (j+ 1,5 —1).

Utilizamos la misma argumentaciéon que en el caso 5.2, lo Gnico que
hacemos diferente es intercambiar i y j. Notemos que si cambiamos i
por j en la definicion de Tj, obtenemos la de 77.



3.5 R-niicleos en orientaciones de 1(G) 137

b.4 Tenemos las flechas (i — 1,i+ 1)y (j — 1,5+ 1).
Si(i—1,i+ 1) es simétrica, regresamos al caso b.2.
Si(j— 1,7+ 1) es simétrica, regresamos al caso b.3.

Podemos suponer que ambas son asimétricas.

Definimos los ciclos dirigidos C—”g,) y C—‘é 1gual que en el caso b.2.

i

1 — L4 )
1./7 \. +1

—
Cs
(] [ ]
j+2 \ Q / j—2
@Qe—————— O
741 PY 7j—1
J
7
i—1 o 14+ 1

°
Jj+2 \ Q / j—2
°
Jj+1 ° Jj—1
J
Si la longitud de 56) no es congruente con cero médulo k:

Usando que su longitud es menor que la de 6, se sigue que C_>’6 tiene
dos flechas simétric_a)s (por hipoétesis de induccién), las cuales tam-
bién son flechas de C'.

Si la longitud de 56) es congruente con cero médulo k:

H
Entonces la longitud de C5 es congruente con 1 y podemos apli(@)rle
la hipodtesis de induccion para obtener dos flechas simétricas de C'.
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Se han terminado los casos cuando se cumple b). Ahora sé6lo nos falta
ver qué sucederia, si se cumpliese ¢).

Supongamos que H[{s—1,s,t,t+1}] 2 Kycons € {i,i+1},s € {j—1,j}.
cl s=1,t=75—1.

Entonces, tenemos las cuerdas [i — 1,j], [i — 1,5 — 1], [i,j — 1] y la que
ya teniamos [, j].

C'y sus cuerdas para el caso c.1:

1

i—l./.\.i—i-l
17— 2 /\ \ 142
° °
j+1.\./.j—1
J

Definimos los ciclos C; = (i, j, [C], i), Co = (4, i, [C], 7),

C3 = (%J -1, [0]72)7 Cy = (] — 1,1, [C]aj - 1)? Cr = <Z - 1,7 [0]72 - 1)7
C'8: (j,i—l,[c],j)-

Volveremos a usar los mismos subcasos que utilizamos para a):

I. Las longitudes de C; y (5 no son congruentes con cero moédulo k.

II. La longitud de C es congruente con cero moédulo £ y la de C5 no
lo es.

III. La longitud de Cs es congruente con cero moédulo %, sin importar
si la de 'y es o0 no congruente con cero médulo k.

Podemos observar que los ciclos C;, Cs, C3, C, son idénticos a los
definidos en a.1.

c.1.I Hacemos exactamente lo mismo que en el caso a.1.1.
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c.1.11

c.1.I11

Si la longitud de C; no es congruente con cero, regresamos al
caso a.1.II.

Sila longitud de C4 es congruente con cero:

C7 08
[ ] o
jrl T—eg— -1

Dado que la longitud de C; es congruente con cero, la de C; es
congruente con k — 1 médulo k.

Como la longitud de C, es congruente con cero, tenemos que la
de Cg es congruente con 2 modulo k, y como k > 3, se sigue que la
longitud de Cs no es congruente con cero.

Argumentamos de forma similar a la del caso a.1.1, pero fijando-
nos en la direccién dada a la arista [i — 1, j] y utilizando C7 y Cs
en lugar de C; y (5 respectivamente.

Si la longitud de (5 no es congruente con cero, regresamos al
caso a.1.III.

Si la longitud de C3 es congruente con cero:

Como la longitud de C5 es congruente con cero, la de Cy es con-
gruente con 1.

Ya que la longitud de C3 es congruente con cero, se sigue que
la de C; es congruente con k — 1, por ende, la longitud de C; es
congruente con k£ — 2 moédulo k. Como k > 3, la longitud de C7 no
es congruente con cero.

Nuevamente, argumentamos de forma similar a la del caso a.1.1,
pero fijdndonos en la direcciéon dada a la arista [i — 1, j] y uti-
lizando C;7 y Cs en lugar de C y Cs respectivamente.
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c2 s=1,t=7.

C y sus cuerdas para el caso c.2:

7

2/ \, i+

1l T—e— -1

Haremos, principalmente, dos casos: j #i—30j =i — 3.
®j £i—3.
Ahora, definimos C; = (i,5 + 1,[C],7), Co = (j + 1,4,[C],j + 1), C5 =

(iaja [C],Z), Cy= (]71[0]7])’ Cr = (Z —LJ+1, [C]>Z - 1)7 Cg = (] + 10—
L[C],7+1).

C1, Oy, C5, C4, son 1dénticos a los definidos en a.2.

i*l./.\.iﬁLl
Z'—Q./C\ \.i+2
. 07 CS .

[ ] Q [ ] .
ji+2 T~e—
j+1

De nuevo haremos los subcasos I, 11, III.
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c.2.1 Procedemos como en a.1.1, pero cambiamos j por j + 1 (o mismo
que hicimos para el caso a.2.1).

c.2.1I Sila longitud de C, no es congruente con cero, procedemos como
en el caso a.2.11.

Sila longitud de C4 es congruente con cero médulo &:
Argumentamos como en el caso c.1.II cambiando j por j + 1.

c.2.1IT Si la longitud de C3 no es congruente con cero maédulo k, regre-
samos al caso a.2.11.

Si la longitud de C3 es congruente con cero médulo &, argumen-
tamos como en c.1.111.

°j—i—3.

z—l z—|—1

j+1_z—2 i+2

j=i-3

.
j—1

Hay que observar la orientaciéon dada a la arista [i — 2, 1].

Si la flecha (i,7 — 2) es asimétrica, entonces el ciclo dirigido 7, =

(1 — 2,9 — 1,i,i — 2) tiene dos flechas simétricas (por hipdtesis) que
H

también son flechas de C'.

En vista de lo anterior, s6lo nos ocuparemos de ver si tenemos la
flecha (i — 2,4) o las flechas (i — 2,i) e (i,7 — 2).
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N
C:

i

1—1 0\ 1+ 1

[
jH1=i—2 / \ i+2
[ ] o [
([
j=i-3 \

®
7—1

Sean Cy = (i — 2,1, [C],i — 2) y C1o = (4,1, [C], 7).

Si la longitud de Cy no es congruente con cero médulo k:

Si la flecha (i — 2,7) es asimétrica, entonces el ciclo dirigido (79> =
H

— . . .
(i — 2,i,[C],7 — 2) tiene dos flechas simétricas en comun con C, por
hipotesis de induccion.

Si la flecha (i,i — 2)_>es sim_é)trica, entonces en 75 se encuentra una
flecha simétrica de C' y en Cy se encuentra otra.

Si la longitud de Cy es congruente con cero médulo k:

Entonces la longitud de C, es congruente con k — 1.

Si tuvieramos la flecha asimétrica (j,4), entonces al ciclo dirigido

— —

Cio = (4,1, [C], j) le podriamos aplicar la hipdtesis de induccién para
. , . -

obtener dos flechas simétricas de C'.

Si (i, j) es asimétrica, entonces el ciclo dirigido 75 = (j,7 — 2,14, j) tiene

dos flechas simétricas, las cuales son (i — 3,7 — 2) e (i — 2,1).

Entonces tenemos el ciclo 75 y en él una flecha simétricg} de C que

junto con (i — 3,7 — 2) son las dos flechas simétricas de C' que bus-

camos.

Si (i, 7) es simétrica, entonces CTO comparte una flecha simétrica con

— . , . . . . , .

Cy,enTs, (i—3,i—2) es simétrica o (i — 2,4) es simétrica, por lo cual

%
otra flecha simétrica de C se encuentra en 73 o en T5.

Y con esto termina el caso c.2.
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cd s=1+1,t=75—1.

C' vy sus cuerdas para el caso c.3:

i
. ° .
1—1 AT 1+ 1

e/ \, i+

jHl T~e— j-1

Al observar la figura anterior, nos damos cuenta que este caso es

como el caso ¢.2, s6lo que intercambiando j por i, asi que se puede
dar una argumentacion analoga.

cd s=1+1,t=7.
Este caso es como el caso c.1, como si1 hubiésemos sumado 1 a todos

los vértices, por lo que podemos argumentar de forma analoga.

C y sus cuerdas para el caso c.4:

/ / oo

/

)
11— 2

[ ]

J+1

1./.\ 1+ 1
.\.
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a), b) o ¢) ocurrian porque supusimos que C tenfa una cuerda larga.
Ahora supongamos que C mo tiene ninguna cuerda larga.

Por hipétesis, C' tiene las cuerdas cortas (c, d), (e, f), con (e, f) # (d, ).
Por lo anterior, C' también tiene dos cuerdas cortas, A = [a — l,a + 1] y
B=[b-1,b+1].

Ay B pueden compartir un vértice o ninguno.

Tenemos dos casos si comparten algin vértice, aunque en realidad uno
se obtiene del otro intercambiando a y b.

C: C:
a a
a—1=b+1 L] a+1 a—1 L] a+1l=b-1
.A. .A.
b // \\ b
{ ] [ ]
( } [ J
b—1 b+1

Para probar que c gene dos flechas simétricas, procedemos de la mis-
ma forma que cuando C' tenia una cuerda larga y se cumplia b), s6lo hay
que cambiar i por a y j por b.

Si Ay B no comparten ningun vértice, entonces tenemos tres casos,
uno de ellos es el mostrado en la figura siguiente.
C:
a

-1 ° +1
“ .A.a

b+l T—e— b1
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H
De nuevo, para probar que C _’)ciene dos flechas simétricas, procedemos
de la misma forma que cuando C' tenia una cuerda larga y se cumplia b),
s6lo hay que cambiar ¢ por a y j por b.

Los dos casos que faltan son los que se exhiben a continuacion, y de
hecho, uno se obtiene del otro intercambiando a y b:

O C:
a=b+1 a=bb-1
a—lzb./.\.a—i—l a—l./.\.a—i—l:b
b1 / ' ' b+1
[ J . . [ J

Por lo tanto, tenemos un vértice v de C tal que [v — 1,v + 1], [v,v + 2] €
A(H).Dado que C es un ciclo de H y debido a que H satisface la propiedad
T, tenemos cinco posibles casos:

o v—1,v+2] € A(H).

Este caso es analogo al caso ¢.2 cuando j =i — 3.
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e (v, v+ 3] € A(H).

Este caso es similar al caso a.1, si cambiamos ¢ por v y j por v + 3
aunque no tengamos la hipotesisde que j #i —2 (v+ 3 # v —2), la
argumentacion sigue siendo valida.

eee [v+ 1,0+ 3] € A(H).

C:
v+1
v.////.\\\\.v+2
U—l./ \.U—|—3

Este caso ya lo hemos analizado antes, cuando las cuerdas A y B
compartian un vértice.
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eeee [ —2 0] € A(H).

C:
v+1
v.///.\\\.v+2
ny
°

Este caso ya lo analizamos (igual que el caso anterior).

— [v—2,v41] € A(H).
Este caso es similar a a.2, si cambiamos i por v + 1y j por v — 2
aunque no tengamos la hipotesis de que j #i+2 (v —2 # v+ 3), la
argumentacion sigue siendo valida.

C:
v+1
v./.\.v+2
y
°

Por 1o tanto C de longitud n # 0 mod £ tiene dos flechas simétricas.
]
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Lema 3.5.2. Sean H una grdfica que satisface la propiedad €*, D una
orientacion de H tal que todo ciclo dirigido de longitud 3 tiene todas sus
flechas simétricasy k > 3, k € Z.

Si todo ciclo dirigido de D, de longitud no congruente con cero modulo
k vy mayor que 3 tiene dos cuerdas, entonces todo ciclo dirigido de D, de
longitud no congruente con cero modulo k tiene dos flechas simétricas.

Demostracion. Sea Qun ciclo dirigido de longitud no congruente con cero.

Si l_a) longitud de C' es 2 o0 3, hemos terminado.

Si1 C' tiene dos cuerdas:

Una de ellas puede ser larga o ambas son cortas.

S1 usamos la misma demostracion del lema 3.5.1, el Ginico caso que nos
falta es cuando las cuerdas cortas son, digamos, (¢, d) y (d, ¢).

Si (¢,d) = (d, ¢), entonces, como son cuerdas cortas, d =c+2o0d = c— 2.

Si d=c + 2, tendremos el ciclo dirigido (¢,c + 1,¢+ 2, ¢). Si d=c — 2, ten-
dremos el ciclo dirigido (¢ — 2,¢ — 1, ¢, ¢ — 2).

Cualquiera de estos dos ciclos tiene longitud tres vy, por_}lo tanto, sus
tres flechas son simétricas, dos de las cuales son flechas de C.

]

Lema 3.5.3. Sean G una grdfica, T(G) su grdfica de trayectorias, D una
orientacion de T'(G) tal que todo ciclo dirigido de longitud 3 tiene sus tres
flechas simétricas y k > 3.

Si todo ciclo dirigido de D, de longitud no congruente con cero médulo
k y mayor que 3 tiene dos cuerdas, entonces todo ciclo dirigido de D, de
longitud no congruente con cero modulo k tiene dos flechas simétricas.

Demostracion. Se sigue del lema 3.5.2 pues sabemos que 7'(G) cumple la
propiedad T". O

Ya es tiempo de regresar a los k—ntcleos. Los lemas anteriores hablan acerca
de ciclos dirigidos con un par de flechas simétricas, se enunciard un teorema que
relaciona esta situacidn con la existencia de k—nucleos.

Definicion 3.5.4. Sea D una digrafica, la digrafica Asim(D) se define
como sigue:

» V(Asim(D)) =V (D).

« F(Asim(D)) = {(a,b) € F(D) | (b,a) ¢ F(D)}.
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Se puede decir que, para obtener Asim(D), sélo hay que copiar todos los vér-
tices de D vy las flechas que son asimétricas en D.

Ejemplos:

1) Sea D como en la figura siguiente.

(1,2) no es flecha de Asim(D) pues (2,1) € F(D), tampoco (2, 1) ya que
(1,2) € F(D).
Lo mismo sucede con las demds flechas simétricas.

Las flechas asimétricas ciertamente pertenecen a F'(Asim(D)).

Por lo tanto, Asim(D) sera de esta forma:
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Teorema 3.5.4. Sea D una digrdfica tal que Asim(D) es fuertemente co-
nexa y sea k > 2. Si todo ciclo dirigido de D de longitud no congruente con
cero modulo k, tiene al menos dos flechas simétricas, entonces D tiene k—
ntcleo.

Gracias a este teorema, podemos utilizar todo lo que se ha probado hasta
ahora, con s6lo anadir una hipétesis mas.

Teorema (Galeana Sanchez y Rincon Mejia) 3.5.5. Sean G una gra-
fica, T(G) su grdfica de trayectorias, k > 3y D una orientacién de T'(G) tal
que Asim(D) es fuertemente conexa y todo ciclo dirigido de longitud 3 tiene
dos flechas simétricas.

Si todo ciclo dirigido en D, de longitud no congruente con cero modulo k
y mayor que 3 tiene una cuerda larga o dos cuerdas cortas (c,d), (e, f) con
(e, f) # (d, c), entonces D tiene k—nticleo.

Demostracion. Como T(G) satisface la propiedad T, se sigue del lema
3.5.1 que los ciclos dirigidos de D, de longitud no congruente con cero moé-
dulo £ tienen dos flechas simétricas y entonces, se puede usar el teorema
3.5.4 para concluir que D tiene k—nucleo.

]

Teorema 3.5.6. Sean G una grafica, T(G) su grdfica de trayectorias, k > 3,
D una orientacion de T(G) tal que todo ciclo dirigido de longitud 3 tiene
todas sus flechas simétricas y ademds Asim(D) es fuertemente conexa.

Si todo ciclo dirigido en D, de longitud no congruente con cero moédulo
k y mayor que 3 tiene dos cuerdas, entonces D tiene k—niicleo.

Demostracion. Sabiendo que T(G) cumple la propiedad T", usamos el
lema 3.5.2 y el teorema 3.5.4 para concluir que D tiene k—nucleo.
]

En 1976, H. Meyniel conjetur6 que si todos los ciclos dirigidos de longitud
impar de una digréfica D tienen dos cuerdas, entonces D tenia nicleo.

Galeana Sdnchez [4] demostr6 la falsedad de esta conjetura.

Una posible generalizacién de la conjetura de Meyniel para k—nucleos, con
k > 3 serfa: si todos los ciclos dirigidos de D, de longitud no congruente con
cero mddulo %, tienen dos cuerdas, entonces D tiene k—nucleo.

En [8], se muestran ejemplos que prueban la falsedad de esta aseveracion.
Ademis estos ejemplos cumplen todas las hipdtesis del teorema 3.5.5 excepto la
hipétesis de que D es una orientacién de T'(G).
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En el mismo teorema, tenemos como hipdtesis que todos los ciclos dirigidos
de longitud no congruente con cero médulo k y mayor que tres tienen una cuer-
da larga o dos cuerdas cortas.

Para orientaciones de la grafica de lineas, en [8] se muestran ejemplos que
prueban que no basta con pedir que tales ciclos tengan una cuerda (corta).

No hemos podido hallar ejemplos similares para orientaciones de la grafica
de trayectorias por la principal razén de que 7'(G) resulta con muchos vértices y
aristas.

3.6. Nucleos en orientaciones de T(G)

Anteriormente obtuvimos resultados para k—nucleos con k£ > 3. Ahora nos
dedicaremos a encontrar 2—ntcleos.

Deflnlclon 3.6.1. Sean D una digrafica, C un ciclo dirigido de D, i y j
vértices de C tales s que j no es antecesor de 7.

i es un polo de C s1 ]z € F(D).

Siy y z son vértices consecutlvos de C y ademas son polos, decimos
que son polos consecutivos de C.

Con esta definicidn, los vértices finales de las cuerdas cortas o largas de un
ciclo dirigido, son polos del mismo.

También, si en un ciclo dirigido (vo,v1,...v,-1,v9) de longitud mayor que
dos tenemos alguna flecha v;v;17 simétrica, entonces v; es un polo.

Lema 3.6.1. Sean G una grdfica, T(G) su grdfica de trayectorias y D una
orientacion de T'(G) tal que todo ciclo dirigido de longitud 3 tiene todas sus
flechas simétricas.

Si todo ciclo dirigido de D, de longitud impar y mayor que 5, tiene una
cuerda larga o dos cuerdas cortas, entonces todo ciclo dirigido de longitud
impar de D tiene dos polos consecutivos.

Demostracion. Sea C un ciclo dirigido de longitud impar.

Si la longitud de C es 3, entonces tiene todas sus flechas simétricas
(por h1potes1sl> y cualquier vértice de C esun polo.

Entonces C tiene dos polos consecutivos.

Sila longitud de C es mayor que tres:

. y . -
Por hipétesis, en C' hay una cuerda larga o dos cuerdas cortas.
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¢ Si C tiene una cuerda larga ¢ = (4,7):

Debido a que C esun ciclo de D, la cual es una orientacién de 7'(G), 6}
proviene de orientar un ciclo C.

Entonces tenemos en C' una cuerda larga ¢ = [i, j|] y se cumple alguna
de las condiciones a),b) o ¢) del lema 3.4.1.

Sisecumplea)cons=iyt=j—1:
Las aristas [i — 1,7 + 1], [¢, j — 1] tienen alguna orientacién en C:
H
C y sus cuerdas con s =1yt =7j—1:
)

1./.\ 1+1

i—2./ \ t+ 2

17—

o
j—1

j+1 o"/
J

Si[i — 1,7+ 1] estéd orientada como (i + 1,7 — 1), entonces el ciclo dirigido

(t—1,i,i4+1,i—1) tiene longitud tres y, por hipdtesis, las flechas (i —1,i) e

(7,7 + 1) son simétricas. Por lo tanto, i — 1 e i son polos consecutivos de C.

Sila orientacion de [i — 1,7+ 1] es (i — 1,7+ 1), nos fijamos en la direcciéon

de [i,7 — 1]. Si tenemos (i,j — 1), entonces j — 1 y j son polos consecutivos
de C. Si tenemos (j ;1, i), entonces ¢ e ¢ + 1 son polos.

Por consiguiente C' tiene dos polos consecutivos.
Sisecumplea)cons=iyt=j+ 1:

E')ysuscuerdascons:iyt:j+1:
1

1 —1 /.\ 1 +1

A R

4
j+1 .
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Aunque este caso es analogo al anterior, daremos otra argumentacion.

Sitenemos la flecha (7,5 + 1), entonces j y j + 1 son polos.

Si la flecha que tenemos es (5 + 1,1), cualquiera que sea la orientaciéon
de [i — 1,7 + 1], tendremos los polos i — 1 ei,0ie i+ 1.

Por ende C tiene dos polos consecutivos.

Ahora, si ocurre a) con s = j 0 b), C tiene la cuerda [j — 1,j + 1] y en c
tenemos:

Sin importar la direccién que tenga [j — 1, j + 1], tendremos que j — 1 o
j+ 1 son poloi y junto con j, seran dos polos consecutivos.
Entonces C' tiene dos polos consecutivos.

Si se cumple la condicién ¢), existen s y ¢, vértices de C, tales que
T(G)[{s —1,s,t,t + 1}] es una grafica completa con cuatro vértices, siendo
alguna de sus aristas la cuerda larga [i, j|.

C en el caso c):

S

s—1 ()
o

Sabemos que en C estan las flechas (s—1,8)y (t,t+1).
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Si tenemos la flecha (t +1,s — 1):

Si(t+1,5) € F(D),s—1y s son polos de C. Si (s,t + 1) € F(D),
entonces tenemos el ciclo dirigido (s — 1,s,t + 1,5 — 1) y por hipdtesis,
podemos concluir que (¢ + 1, s) € F(D).

Si tenemos la flecha (s — 1,¢ + 1):

Si(s,t) € F(D), entonces ty t+ 1 son polos y si (¢, s) € F(D), tendremos
la flecha (s — 1,t) o la flecha (¢,s — 1), con lo cual obtendremos los polos ¢t y
t+1los—1ys.

Por lo tanto C tiene dos polos consecutivos cuando se cumple c).

. ﬁ . .
e Si C' no tiene ninguna cuerda larga:

Por hipétesis, C tiene dos (llerdas cortas.

Si para algun vértice i de C', tuviésemos la cuerda corta (i + 1,7 — 1),
tendriamos el ciclo dirigido (i — 1,7, + 1,7 — 1) y los polos i — 1 e i que son
consecutivos.

Por lo anterior, supondremos que todas las cuerdas de C son de la
forma (¢ — 1,7 + 1) y son asimétricas.

Sea D1 la digrafica inducida de D por los vértices de C.

. De loi> ciclos de D; tales que al menos una de sus flechas es cuerda de
C, sea (', uno de longitud minima.

. — , . -
Observemos que todos los vértices de C,, son vértices de C'.

Como una ig las flechas de CTI es cuerda de C y éstas son asimétricas,
se sigue que (', no es de longitud 2 ni 3.
H

También veamos que C,, no puede tener cuerdas.

s .

Si C,, tuviese una cuerda:
o l“ [ ]
/ O \
1 1
1 1
1 1
° 0o °
1 1
1 1
— 1 : —

Cm } | Cm
Lt
1 1
1 1
1 1
1 1
V!

‘l
1
.\‘\V b
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Ya que toda cuerda ¢, de CT,L es cuerda de 6, s1 CT)m tuviese una cuerda
cE, tendriamos en D; un ciclo tal que una_gle sus flechas seria cuerda de
C (la flecha c,,), de longitud menor que C,,, lo cual es imposible dada la
eleccion que hicini))s de éste.

Debido a que C,, es también un ciclo dirigido de D, si su longitud fuese
impar mayor o igual que 5:

Por hipétesis tendriamos al menos una cuerda ¢, , cuya existencia ya
descartamos.

Se sigue que la longitud de CTm> no puede ser impar mayor o igual que 5.

De ahi, la longitud de CTn es par y mayor que 2.

Las flechas de CT,L no _pueden ser todas cuerdas de C pues eso i_r)npli-
caria que la longitud de C es par, debido a que todas las cuerdas de C son
de la forma (i — 1,7+ 1).

Por lo anterior, en C?n encontramos una flecha de C_7> iInmediatamente
seguida por una cuerda del mismo C o una cuerda de C inmediatamente
seguida por una flecha de C.Es decir, existe j, un vértice de a tal que en
CT> tenemos las flechas (j -2,/ 1)y (j-1,j 4 1) olas flechas (- 1,5+ 1)
y(ELig2) _

Sea C ( —1L57+ 1 [C ],j = 1). Entonces la longitud de C; es la
longitud de C mas uno.

Por lo tanto, la longltud de 5 es mayor o igual que 5.

Las cuerdas de C’ son cuerdas cortas de C yunadeellases (j—1,7+1).

Por hipoétesis, C tiene otra cuerda s’ ya que es también ciclo de D.

S debe_s)er J=274)o0 (7% Q}pues C’m no tiene cuerdas y el Unico
vértice de C; que no es vértice de C,, es j.

Por ende en C tenemos los polos consecutivos j,j+ 1075+ 1,5 + 2.
]

El lema anterior es ttil debido a que se conoce el siguiente resultado.

Teorema (Galeana Sanchez y Neumann Lara) 3.6.2. Si D es una di-
grafica tal que todos sus ciclos de longitud impar tienen dos polos consecu-
tivos, entonces D tiene nucleo.

Si utilizamos este teorema junto con el lema 3.6.1, obtenemos el siguiente
corolario.
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Corolario 3.6.3. Sean G una grdfica, T(G) su grdfica de trayectorias y
D una orientacion de T'(G) tal que todo ciclo dirigido de longitud 3 tiene
todas sus flechas simétricas.

Si todo ciclo dirigido de D, de longitud impar y mayor que 5, tiene una
cuerda larga o dos cuerdas cortas, entonces D tiene niticleo.

3.7. Acercade lagrafica de trayectorias

En la definicién 3.2.1, seria mas sencillo que dos trayectorias fuesen adyacen-
tes cuando compartiesen al menos un extremo, sin preocuparnos de que sea s6lo
uno. Veamos qué sucede si cambiamos la definicién.

Definicion 3.7.1. Sea G una grafica con A(G) # (. La grafica de trayec-
torias sin restriccién de G, T;(G), es tal que:

» V(T}(G)) = {t | t es una trayectoria de G de longitud mayor que 0}.

» A(TY(GQ)) = {{a,b} | a,b € V(T}(G)), a y b comparten un extremo y
a # b}.

Veamos un ejemplo.

(&
° o— o
\ /
°

Las trayectorias que tiene H son: a, ab, abe, ad, ade, ae, af, b, bad, baf, bc,
bed, bedf, be, be f, befd, ¢, cbaf, cbe, cbef, cd, cdae, cdf, cdfe, d, dae, dcbe, df, dfe,
e ef, f.

Las adyacencias en Ty(H) son: a — ab, a — abe, a — ad, a — ade, a — ae, a — af,

a—b,a—bc, a—bed, a—bef,a—cbef,a—cd, a—cdfe,a—d, a—dfe,a—e,a—ef,
a — f, ab — abc, ab — adc, ab — ae, ab — b, ab — bed, ab — be, ab — bef, ab — be fd,
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ab— cbef, ab— cd, ab— cdae, ab — cdf, ab— d, ab — dcbe, ab—ef, ab— f, abc — ad,
abc — ae, abc — bad, abc — be, abc — bed, abe — be f, abc — be fd, abc — ¢, abc — cbe f,
abc — cd, abc — d, abc — dae, abc — df, abc — dfe, abc — ef, abc — f, ad — adc,
ad—af, ad—b, ad—bad, ad — bc, ad — bed, ad — bedf , ad —be fd, ad — ¢, ad — cba f,
ad — cbe, ad — cdfe, ad — d, ad — d, ad — dae, ad — df, ad — df e, ad — ef, adc — af,
adc — b, adc — bad, adc — ba f, adc — be, ade — bed, ade — bedf, ade — be, adc — bef,
adc—befd, adc— ¢, adc — cd, adc — cdae, abc — cdf, adc — cdf e, adc — df e, adc — e,
adc—ef,ae—af,ae—baf, ae—e, ac—bcd, ae —bedf, ae —be, ae —bef, ae —cbaf,
ae — cbe, ae — cbef, ae — cd, ae — cdae, ae — cdf, ae — d, ae — dae, ae — dcbe,
ae — df, ae — e, ae —ef,ae — f,af — b, af —baf, af — be, af — bed, af — bedf,
af —be, af —cbaf, af —cbe, af — cdae, af — cdf, af —cdfe, af —dae, af — dcbe,
af —df, af —dfe,af —e, af — f, b—bad, b — baf, b — be, b — bed, b — bedf
b—be,b—bef,b—befd,b—c,b—cd, b— cdae, b — cdf,b— cdfe, b— dfe, b — e,
b—ef, bad — baf, bad — be, bad — be, bad — bef, bad — be fd, bad — ¢, bad — cbaf,
bad — cbe, bad— cbe f, bad— cd, bad — cdae, bad — cdf, bad — cdf e, bad — d, bad — dae,
bad—df, bad—dfe, ba f —bcdf, baf —be, baf—bef, baf—befd, baf—c, baf—cbaf,
baf — cd, baf — cdae, baf — cdf, baf — cdfe, baf — dae, baf — dcbe, baf — df,
baf —e, baf— f, bc—bcd, bc—bedf, be—be fd, bc — ¢, be— cba f, bc — cbe, be — cbe f,
bc —d, bc — dae, bc — df, bc — df e, bc — e, bc — e f, bed — bedf, bed — be f, bed — cbe f
bed — cd, bed — cdfe, bed — d, bed — dcebe, bed — dfe, bed — e, bed — ef, bed — f,
bedf — be, bedf — cbaf, bedf — cbe, bedf — cdae, bedf — cdf, bedf — cdfe, bedf — dae,
bedf — dcebe, bedf — df, bedf — df e, bedf — e, bedf —ef, bedf — f, be —be f, be —be fd,
be —c, be — cba f, be — cbe, be — cd, be — cdae, be — cdf , be — cdf e, be — dae, be — dcbe,
be — df, be — e, be — f, bef — befd, bef — ¢, bef — cbef, bef — cd, bef — cdae,
bef —cdf, bef —cdfe, bef —d, bef —dcbe, bef —ef, bef — f, befd—c, befd—cbaf,
befd— cbe, befd— cbef, befd— cd, be fd— cdae, be fd— cdf, befd— cdfe, be fd—d,
befd — dae, befd — df, befd — dfe, c — cbaf, c — cbe, ¢ — cbef, c — cd, ¢ — cdae,
c—cdf, c—cdfe, c—d, c—dae, c—df, c—dfe, cbaf — cbe, cbaf —cbef, cbaf —cdae,
cbaf — cdf, cbaf — d, cbaf — dae, cbaf — dcbe, cbaf — df, cbaf — dfe, cbaf — e,
cbaf — f, cbe — cbe f, cbe — cdae, cbe — cdf, cbe — d, cbe — dae, cbe — dcbe, cbe — df ,
cbe — dfe, cbe — e, cbe — f, cbef — cd, cbef —d, cbe f — dae, cbef — dcbe, cbe f — df,
cbef —dfe, cbef —ef, cbef — f, cd — cdae, cd — cdf, cd — cdfe, cd — d, cd — dcbe,
cd—ef, cd— f, cdae—cdf, cdae—cdf e, cdae—dae, cdae— dcbe, cdae —df, cdae—e,
cdae — f, cdf — cdfe, cdf — dae, cdf — dcbe, cdf — df, cdf — e, cdf — f, cdfe — dfe,
cdfe — e, cdfe — ef, d — dae, d — dcbe, d — df, d — dfe, d — ef, d — f, dae — dcbe,
dae — df, dae — dfe, dae — e, dae — f, dcbe — df, dcbe — e, dcbe — ef, dcbe — f,
df —dfe,df —e,df — f,dfe —e,dfe —ef,e—ef,e— f,ef — f.
Hemos escrito « — y para indicar que tenemos la arista [z, y] en T;(H).

En T;(H) tenemos muchisimos ciclos, pero uno de ellos, C' = (a,ef, b, c,d, a)
merece especial atencion.
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En C, existe i = a tal que [i — 1,i+ 1], [i,i + 2] € A(Ti(H)).

Comoi—-1=d,i—-2=i+3=ci+1=ef,i+2=0D,sesigue que ninguna
de las aristas [i — 1,0+ 2|, [1,9+ 3], [i + 1,0+ 3], [t — 2,4], [i — 2,7+ 1] pertenece a
A(Ty(H)), pues, en T;(H), d no es adyacente a b; a no es adyacente a ¢; ef no es
adyacente a ¢; [ — 2,i] = [i,4 + 3] y por ultimo, [i — 2,i+ 1] = [i + 1,7 + 3].

De lo anterior, concluimos que T;(H) no satisface la propiedad T".

:Sin la hipétesis de que Tj(H) cumple la propiedad T pero con todas las
demads hipdtesis del lema 3.5.1, podriamos demostrar que en cualquier orienta-
cién de T;(H) todo ciclo dirigido de longitud no congruente con cero médulo
k, tiene dos flechas simétricas?

Supongamos que hay una orientacién de 7;(H)[V(T;(H)) — {d, a, ef, b, c}] sin
ciclos dirigidos, llamemos a esta orientacién D;.

Después, orientamos a T;(H)[V(T;(H)) — {a,ef, b, c}], respetando la orienta-
cién de Dy y haciendo que todas las aristas de la forma [Z, d] reciban la direccién
Zd (y sblo esta direccidn). Asi tenemos la orientacién Ds.

Ahora orientemos a T;(H)[V (T;(H))—{ef,b, ¢}], respetando D, y orientando
las aristas [Z, a] como Za, incluyendo a la arista [d, a]. Esta orientacion serd nom-
brada Ds.

Seguimos, esta vez orientando a T;(H)[V(T}(H)) — {b,c}], respetando Ds y
orientando las aristas [Z, e f] como Z—>ef, incluidas las aristas [a, ef] y [d, ef]. Asi
tenemos una nueva orientacion, Dy.

Continuamos orientando a T)(H)[V(T;(H)) — {c}], respetando D, y orien-
tando las aristas [Z,b] como Zb, esto incluye a las aristas [a,b] y [ef,b]. A esta
orientacion la llamamos Ds.

Finalmente, orientamos a Tj(H), respetando Dj y orientando casi todas las
aristas [Z, ¢| como Zc. La tnica arista que incide en ¢ y que orientamos de forma
diferente es [d, ¢], a ésta la orientaremos como cd. Nombramos D a esta ultima
orientacion.

De esa forma lograrfamos construir una orientacién de 7;(H), D, con s6lo
tres ciclos dirigidos, uno C = (d,a,ef,b,c,d), de longitud 5, y otro par de ciclos
de longitud 4.

Sea k = 4. Entonces todo ciclo dirigido de longitud 3 tiene dos flechas simé-
tricas y todo ciclo dirigido de D, de longitud no congruente con cero médulo
k tiene dos cuerdas cortas (las cuerdas de C son (d,e), (a,b)). Por lo tanto, D
cumple con las otras hipétesis del lema 3.5.1.
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Pero el tnico ciclo dirigido de longitud no congruente con cero médulo & es
e} que no tiene dos flechas simétricas.

Por lo tanto, a pesar de que tenemos las demads hipétesis del lema 3.5.1, sin
la hipétesis de que Tj(H) satisface la propiedad T  no podemos demostrar la
conclusion de dicho lema.

La afirmacién anterior todavia no estd demostrada pues supusimos que habia
una orientacién de T)(H)[V (T)(H)) — {d, a, ef,b, c}] sin ciclos dirigidos. Veamos
que en efecto se puede encontrar tal orientacion.

Teorema 3.7.1. Para toda grdfica G existe una orientacion D, tal que D
no tiene ciclos dirigidos.

Demostracion. Sea GG una grafica.
Procederemos por inducciéon sobre el nimero de vértices de G.
Si1 G tiene un unico vértice, D = G es una digrafica aciclica.
S1 G tiene dos vértices, digamos vy y vs:
Si A(G) = 0, entonces D = Gy hemos terminado.
Si A(G) # 0, entonces A(G) = {[v1,v2]} v la orientacién buscada, consis-
tira en asignar una y s6lo una direccién a la arista [vy, vo].

Hipdtesis de induccion: Si1 G' es una grafica con n vértices, entonces
existe una orientacién de G’, D', tal que no tiene ciclos dirigidos.

Supongamos que G tiene n+1 vértices. Debemos demostrar que G tiene
una orientaciéon D, tal que D es aciclica.
Sea g € V(G).
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Sea G la subgrafica inducida G[V(G) — {g}]. Entonces G; es una gra-
fica con n vértices que, por hipdtesis de induccién tiene una orientacion
aciclica, D;.

Sabemos que A(G) = A(G1) U{[z,9] € A(G) | z € V(G) — {g}}.

A las aristas de GG les asignamos la direccién siguiente para construir
la orientaciéon D:

Sia € A(Gh), a recibe la misma direccion que tiene en D;.

Sia = [z, g], a recibe la direccién zg.

Asi, D es una orientacion de G y ademas es aciclica pues:

Para cualquier sucesién de vértices, C' = (vy,v9,...v1), Sl g aparece en
tal sucesién, como §}(g) = 0, se sigue que C no es ciclo dirigido de D y si g
no aparece en dicha sucesion, entonces todos los vértices de C' son vértices

de Dy, con lo cual C no es ciclo dirigido pues D; es aciclica.
]
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Ya hemos visto muchas digréficas con k—nucleo, pero hasta ahora sélo nos
hemos preocupado por encontrar al menos un k—ntcleo en cada una de ellas.

En el primer capitulo demostramos el teorema 1.8.6, el cual dice:

Sea D una digrdfica fuertemente conexa. Si todos los ciclos dirigidos de D son
de longitud congruente con cero médulo k, entonces D tiene k—niicleo

Si observamos con mds cuidado su demostracién, notaremos que toda di-
grifica D con |V(D)| > 1y que cumpla con las hipdtesis, tiene al menos k
k—nucleos, k = k.

Una de las hip6tesis del teorema arriba mencionado es que D debe ser fuer-
temente conexa. De ahi nos surgen las siguiente preguntas:

¢Habra digréficas fuertemente conexas que tengan menos de k k—nucleos,
para k = k, o que tengan mds?

¢Las habrd con tantos k—nucleos como queramos?

Matd$ Harmince [11] resolvi6 estas cuestiones para los 2—ntcleos.

En este capitulo, ademds de presentar sus resultados, daremos nuestros pro-
pios ejemplos de digraficas con exactamente n subconjuntos de vértices que son
k—nucleo, para cualesquiera numeros enterosn > 1y k > 3.

La ultima parte, la dedicaremos a obtener digraficas con tantos k—nucleos y
k—soluciones como deseemos.



164 Exactamente n k-nucleos

4.1. Digraficas fuertemente conexas simétricas

Si nos permitimos utilizar flechas simétricas, entonces resulta muy fécil cons-
truir digréficas fuertemente conexas con exactamente n 2—nucleos.

Basta con tomar una digrifica D con n vértices y tal que para cualesquiera
z,y € V(D), x # y, se tiene que 7y, y& € F(D).

De esta forma, cualquier conjunto {z} C V(D) es un 2—nucleo de D, pues
es absorbente e independiente.

Como el conjunto {{z} | x € V(D)} tiene cardinalidad n, D es una digréfica
con al menos n 2—nucleos.

D no puede tener méds 2—nucleos pues cualquier subconjunto de V(D) con
més de un elemento no es 2—independiente.

Por lo tanto, D tiene exactamente n 2—ntcleos.

Para k > 3 observemos que {z} no sélo es un 2—nucleo, también es un k—
nucleo porque es k—independiente vy, al ser absorbente, es (k — 1)—absorbente.

También es imposible que D tenga mas k—nucleos pues los subconjuntos de
V(D) de més de un elemento no son 2—independientes y mucho menos son k—
independientes para k > 2.

Por lo tanto, D tiene exactamente n k—nucleos para todo k > 3.

Asi hemos terminado pues las digraficas simétricas son fuertemente conexas.

4.2. Digraficas fuertemente conexas asimétricas

Veamos la digrafica con exactamente un 2—ntcleo propuesta en [11].

Es obvio de A; es fuertemente conexa.

N = {a1,¢1} es ntcleo de Aq y es el unico porque cualquier conjunto con un
s6lo vértice no es absorbente; con dos vértices y que no sea N, no es indepen-
diente; con tres o cuatro vértices tampoco es independiente.
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La siguiente digrafica es fuertemente conexa con exactamente un 3—nucleo.

P3,0:
U3

7

>

Vo = Vg

N

V2
)
°
U1

Es fécil ver que ps3 es asimétricay J = {vg, v3} es un 3—ntcleo de ella.
También se puede ver que cualquier conjunto con mas de dos vértices de ps g
no es 3—independiente.

Probemos que J es tnico.

Supongamos que J’ es un 3—nucleo de pso. Entonces vg € J o vg ¢ J'.

Sivs ¢ J', entonces debe ser 2—absorbido por algin otro vértice, de donde
obtenemos que v4, v1 0 v5 pertencen a J'.

Si vy € J', ningun otro vértice puede pertenecer a J' pues J' es 3—inde-
pendiente. Pero si sélo tuvieramos a vy en J', J' no seria 2—absorbente pues no
absorberia a vs.

Si vy € J', ningun otro vértice puede pertenecer a J' pues J' es 3—inde-
pendiente. Pero si s6lo tuvieramos a v1 en J', J' no serfa 2—absorbente pues no
absorberia a vs.

Si vs € J', ningun otro vértice puede pertenecer a J' pues J' es 3—inde-
pendiente. Pero si s6lo tuvieramos a v5 en J', J' no seria 2—absorbente pues no
absorberia a ;.

Por lo tanto, v5 € J'.

Sabiendo ahora que v3 € J', también debe suceder que v € J'.

Como sabemos que ningin conjunto con mds de dos vértices puede ser 3—
nucleo, se sigue que J' = J.

Concluimos que p3 sélo tiene un 3—nucleo.

A continuacién daremos la forma de construir una digréfica fuertemente co-
nexay asimétrica con exactamente un k—nucleo para cualquicr k > 3.
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Definicion 4.2.1. Sea k > 3. La digrafica p; o esta determinada por:

» Vi(pro) = {vo,v1, ... Uk, V1, ... V2% = Vp}.

» Fppo) ={vivig1 |0<i <2k —1}U{vpu | 1 <1<k —1}.
Ejemplos:

1) pap tiene vértices vy, vy, ... v7,vs = vy, flechas (vi,vi41), Vi, 0 <4 < Ty

V441015 V4420U2, Vg44-303.

Vg = Vg

2) En general, py, se ve de esta forma:
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Teorema 4.2.1. Sea k > 3. La digrdfica pio tiene exactamente un k—
ntcleo.

Demostracion. Seaital que 0 <i <k —1.

En p;o tenemos el ciclo dirigido C' = (vg,v1,...v2 = vp), en el que
aparecen todos los vértices. Por lo tanto para v;, existen las trayectorias
dirigidas T! = (v;, [C], vk+i)' y TV = (vk4s, [C], vi), cada una de longitud k.

Sea I C V(pip) un conjunto k—independiente.

Si v; € I, entonces, por las trayectorias 7] y 7}, ningun otro vértice,
excepto posiblemente v, ;, puede pertenecer a I.

Analogamente, si viy; € I, ningln otro vértice, a excepciéon quizas de
v;, puede pertenecer a I.

Por consiguiente, cualquier conjunto k—independiente no puede tener
mas de dos vértices de py .

Seajtalquel <j<k-—1.

Para cada flecha (vi4,v;):

Sivpy; € I, se sigue que I = {vpy;} pues d,, (v, v5) = 1.

Siv; € I, por la misma razén que antes, I = {v;}.

{vj} ¥ {vk+;} no son (k — 1)—absorbentes porque d,, ,(vj4+1,v;) > k'y
dpyo(Vktjs1, Vk+j) = k debido a la estructura de py .

Por lo anterior, los vértices que son extremos de las flechas (vy.;, v;) no
son elementos de ningtn k—ntcleo.

Como {vg, v} es k—nucleo porque las Unicas trayectorias entre vy y vy
son 7)) y Ty, las cuales garantizan la k—independencia y la (k — 1)—absor-
bencia, tenemos en pj( exactamente un k—ntcleo. ]

Para conseguir una digrafica con exactamente dos 2—nucleos, M. Harminc

elimina la cuerda Irdl) en la digrifica Ay, asi obtiene la digrafica A.

AQ:
2

ay
%

b
dy

'Es decir, T} iniciara en v;, continuar4 con el camino marcado por C' y finalizard en vy ;.
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Los dos 2—nucleos que hay en Ay son {as, ca} y {b2, d2}.

Ahora tenemos ejemplos con 1,2, ... k k—nucleos parak = k = 2.

Fijando k£ > 3, seguiremos con ejemplos de digraficas con exactamente dos,
tres, cuatro, . .. hasta k k—ntcleos, k = k.

Definicion 4.2.2. Sea k& > 3. La digrafica p;; con 0 < i < k — 1, esta
definida por:

" V(Pk,i) = V(Pk,o)-
» Fpri) = Fpro) — {(Vk+1,01), (Vg42,02), . . . (Ugps, U3) }
Ejemplos:

3) F(ps1) = F(pso) — {vss101}.
F(p32) = F(p3o) — {03111, U31202}

P31
U3

vy ./O\O vy

N

(%1 O\ /.U5
@)

P3,2:
U3

(@)
vzo/’ \Ov4

]

“10\ /OU5
(@)

Vo = Vs Vo = Vg
4) Podemos pensar que:
ps.1 se obtiene de p5 o eliminando la flecha vgoy.
ps.2 se obtiene de p; 1 eliminando la flecha v7v3.
ps.3 se obtiene de p; 2 eliminando la flecha vgv3.
P5,0- P5.1:
Vs Vs
U4 o Ve Uy o Ve
PY —7 ¥ ° PY —7 ¥ o)
vy /! N U7 vy /! N U7
° ° ° °
° ° ° °
CPIEAN J/ U8 CPIEAN J/ U8
g -~ 4/. O\ 4/.
U1 o V9 U1 o Vg
Vg = V10 Vo = V10
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P5,2¢ P53+
U5 Us
v v v v
4 o >0 0 4 o ° >0 0
vs S N U7 vy /! N U7
) o) e} 0]
o) ) o) O
v2 N / Us vz N /s
Oe_ - ® O« - ®
U1 o V9 U1 ©) Vg
Vo = V10 Vo = V10

En los ejemplos se aprecia que ps; tiene exactamente dos 3—nucleos y que
ps2 tiene tres 3—nucleos. También que p51, p52, p53 tienen, respectivamente,
dos, tres y cuatro 5—nucleos.

Vale la pena mencionar que la minima longitud que puede tener un ciclo di-
rigido de py,, es k + 1. La explicacién de por qué sucede esto es la siguiente:

Todo ciclo dirigido de py,, usa alguna flecha (vj4;,v;) 0 no usa ninguna fle-
cha (Uk_|_j, Uj).

Si el ciclo no usa ninguna flecha de las mencionadas, entonces el ciclo dirigi-
do en cuestidn es (vg, vy, . .. vop = vp).

Si usa alguna flecha (vy4,v;), entonces el ciclo dirigido del que estamos ha-
blando es (v, vjt1, . .. Vktj, V)).

Teorema 4.2.2. Sea y € {1,2,...k — 1} con k > 3. La digrdfica py,, tiene
exactamente (y + 1) k—nicleos.

Demostracion. Como la longitud de todos los ciclos dirigidos de pj, es
mayor o igual que k£ + 1, los conjuntos que constan de un sélo vértice no
son absorbentes, pues para cualquier vértice v., d,,  (v.11,v.) > k, ya que
toda trayectoria de v, a v, forma junto con la flecha (v, v,,1) un ciclo, el
cual tiene longitud mayor o igual que & + 1.

Podemos argumentar de forma analoga a la demostracion del teore-
ma 4.2.1 para obtener que los vértices iniciales o finales de las flechas
(vk+j,vj) no pertenecen a ningun k—nucleo y, que éstos ultimos no pueden
tener mas de dos vértices.

Siendo J un k—ntcleo, es sencillo ver que siv; € J, entonces v, ; € J y
Sivk+¢€J,U¢EJ(OSi§k—1).

Afirmacién. Todo conjunto {v;, vx4;} con 0 < i < k — 1 tal que (vg44,v;)
no pertenece a F'(py,) es k—nucleo.
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La (k — 1)—absorbencia se debe a las trayectorias (v;i1,vii2, ... Vkyi) ¥
(Vktit1s Vktit2s - - - U2k = Vo, - .. ;) que tienen longitud igual a k& — 1.

La k—independencia se da porque las v;v;;—trayectorias dirigidas tie-
nen longitud & y son Unicas (son 77 y 7} de la pagina 167).

Asi, {v;, vp4i} con 0 <@ < k — 1 tal que (viti, vi) € F(pr,y) €s k—nucleo.

Por lo tanto, los k—ntcleos de p;, estan totalmente determinados por
los pares de vértices {v;, vi1i} tales que (viti, vi) & F(pry)-

Por definicion, las flechas vivg, vk+1v1, . . . Ug1yUy NO pertenecen a F(py ).
Lo cual implica que hay exactamente (y + 1) k—ntcleos.

O]
Del teorema anterior, concluimos que pj 1 tiene exactamente dos k—ntcleos,

Prk,2 tiene tres, py 3 tiene cuatro, ... py r—1 tiene k.
Veamos digréficas asimétricas con exactamente (k + 1) k—nucleos.

Para k = 2:
As:

do @<——@ C2

G e—0

by

ds @<—@ C3

a3 @ —> @

b3

Observamos que A3, también prodpuesta por Mat$ Harminc, es fuertemen-
te conexa y sus nucleos son {as, cs, ba, do}, {bs, ds, ag, ca} y {bs, ds, ba, da}.

Para k = 3:
U3
?\3,1: O
Vg / \ o
(@) (@)
oO— >0
2 3

To T0

O O
U1 ‘\] Us
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Rs; es fuertemente conexa y tiene cuatro 3—nucleos: {vo, vs}, {v1,vs, 1},
{va, v5, 2.}, {v2, V5,31, }-

Probemos que R3 1, no tiene mds de cuatro 3—nucleos.

Supongamos que J es un 3—nucleo de Rs ;.

Llamemos CEg y 1 a los ciclos dirigidos (v, v1,v2, ... 05,10) ¥ (1rgs 2r0, 310,
1,,) respectivamente.

Observemos que si v, € J, V.41, Usta, V,—1, U;—2 DO son elementos de J pues
dpy o (U2, 0241) = 1 = dny  (V221,02), dry, (U2, V242) = 2 = dr,, (v.—2,v;). Por lo
tanto, si v; € J con i = 0, 1,2, el unico vértice que podria pertenecer a J es vsy;
y viceversa.

Ademas dx, (%, yr,) < 2 con z,y € {1,2,3}. Por consiguiente, si algiun
vértice de ry pertenece a J, ningun otro vértice de r( pertenece a J.

Siwvy € J, como dy,,(vo,1r,) = 1, dxr,,(v0,2,) = 2y dr,,(3r5,00) = 1,
ninguno de los vértices de r pertenece a J. Por lo que dijimos antes, de los vér-
tices de C'Eg sblo v podria pertenecer a J. Como {vg} no es 2—absorbente al
no absorber a vy, se sigue que v3 € J porque dy, , (v1,v3) = 2.

Siwvs € J, vy, v5 ¢ J. Para absorber a distancia menor o igual que 2 a vy, 0 2—
absorber a v4, vy € Jy, por lo anterior, se sigue que J = {vo, v3}.

Si vy € J, entonces vz, v3 ¢ J. Como J es 2—absorbente tenemos que, para
absorber a vy, v4 € J y entonces J no puede tener a mas vértices de C'Eg.

v; € J implica que 3,, ¢ J pues dx,,(3,,v1) = 2y vy € J implica que
2,, ¢ J porque dx, (2, v4) = 2.

Como {v1,v4} no 2—absorbe a 1,, pues dn,, (1,y,v1) =4y dn,, (15, v4) = 3,
se sigue que 1,, € J y por consiguiente J = {vy, v4, 1, }.

Si vy € J, entonces vy, v3 ¢ J. Si v1 no perteneciese a J, tendria que ser
absorbido por vy 0 por v3, pues son los unicos que 2—absorben a v;. De ahi v
pertenece a J y por lo antes dicho, J = {v1,v4, 1, }.

Sil,, € J, entonces vs3,v5 ¢ J porque dy,,(vs,1y,) = 2 = dy,, (1, v3).
Los vértices que 2—absorben a v son v4 y v5 y por ende vy € J. Por lo anterior,
J = {Ul,’U4, 17'0}-

Sivg € J, entonces v, vy ¢ J, para 2—absorber a v3, necesariamente v; € J.

Sivs € Jy vy no perteneciera a J, deberia ser absorbido por v3 o por v4. Pero
vs € J implica que ni v3 ni vy pertenecen a J. Por lo tanto vy € J.

Por lo tanto vy € J siy sblo si vs € J. El conjunto {vs, v5} no es 2—absor-
bente pues no absorbe a ningun vértice de ro en particular, dx,,(2,,,v5) = 3y
dRS,l (27"0’ UQ) =4

Si2,, € J,v3,vq4 ¢ J porque dx,,(2,,,v3) = 1y dx,,(2,,v4) = 2, entonces
v3 debe ser absorbido por vs. Por lo tanto, J = {v, v5,2,, }.
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Si 3,, € J, entonces ningun otro vértice de ry puede pertenecer a J, tampoco
vp ni vy. Para 2—absorber a vy sélo queda v,. Por lo tanto J = {9, v5, 3,, }.

Por lo tanto, Rz posee exactamente cuatro 3—nucleos.

La digrafica que se muestra a continuacién es fuertemente conexa y tiene
exactamente cinco 4—nucleos.

w
//
VN

.

?\4 1+

’

%\
N

©)
:’US

Sea J un 4—nucleo de R4 ;.

Seani € {0,1,2,3} yz € {1,2,3}.

Siv; € J, para 3—absorber a v;, 1, se necesita que vy44; pertenezcaa J.

Si vy € J, para absorber a v5, necesariamente vy € J.

Sivyy; € J yvj no perteneciera a J, seria imposible absorberlo.

Ahora llamaremos 7 al ciclo dirigido (1,,, 2,9, 31, 4ros Lro)-

Notemos que C = (00, Lrg, 215 3ro U4, Us, V6, U7, Us) es un ciclo de longitud 8.

Ademis, si z,, € J, de los vértices de C' sélo vy, podria pertenecer a J y
viceversa.

Si &y, € J, para 3—absorber a vy, se necesita que v44, pertenezca a J.

Si 4,, € J, entonces vy, v1,v9 ¢ J y para absorber a vy, se necesita que vs
pertenezca a J.

Los conjuntos {v1,vs},{v2, v6}, {v3, v7} no son 4—nucleos pues no absorben
a 1,9, 2095 35, (0 4r,), respectivamente. {1,,}, {210} {3+, }> {4+, } tampoco son 4—
nucleos al no absorber a v;.
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Por todo lo anterior, los Gnicos 4—nucleos que tiene Ryq son {vy,vs, 1,1},

{027 Vg, 27’0}’ {U?n U7, 37‘0}’ {U3vv774ro} Y {U07U4}'

Para k > 3, como ejemplo de digréfica asimétrica con exactamente (k + 1)

k—ntcleos, proponemos a Ry, ;.

Definicion 4.2.3. Sea k > 3. Definimos la digrafica R ; como:

2

roy *

L V(}"k,l) = {UO = U9k, V1, - . .ngfl} U {(1)7«0, (2)7«0, . (k)ro}-
Cuando no haya riesgo de confusién, escribiremos X,, en lugar de
(X)ro-
n FRy1) = {vvig1 | 0 < i < 2k — 1} U {(L1gs2r0)s (200,30, --- ((k —
—
1)7’0, k?"o)a (k’r‘oa 17"0)} U {Uol’f‘oﬂ (k - 1)7’0Uk7 k’I‘OUO}'

Al ciclo dirigido (vg, v, ... v9k_1,v2 = vg) lo llamaremos C'FEo, y a (1,
. kry, 11)s Tko O sSimplemente r.

—2
O ro o/’o O
k - 37'0 /
@)
O ky,
O
3,0 N\
O
¢) 2 Q
V9 \ To 1o / V2k—92
(@) O
Uy = U2k

De la definicién de Ry, 1, podemos darnos cuenta que es fuertemente conexa.
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Teorema 4.2.3. Sea k > 3. R;,; tiene exactamente (k + 1) k—niicleos.

Demostracién. Sean J un k—nucleode R yz € {1,2,...k—2,k — 1}.

Sivy € J, entonces vy, v9,...v5_1 ¢ J. Para (k — 1)—absorber a vy, nece-
sariamente v, € J.

Siwvg € J, entonces vyy1, Vkio, - .- vop—1 ¢ J. Para (k—1)—absorber a vy1,
necesariamente vy € J.

Siwv, € J, entonces v 1,Vz19,...U1k—1 ¢ J pues J es k—independiente.
Para (k — 1)—absorber a v,,1, necesariamente v, € J.

Si v, € J, entonces ningun vértice de CEsy, excepto v, puede per-
tenecer a J. Si1 v, no perteneciese a .J, seria imposible absorberlo pues
los vértices que lo (k — 1)—absorben son v,41,v;49,...vy1+%—1. Por lo tanto,
vy € J.

También, como V y, 2 dy, , (4, 2r,) < K, si algin vértice de 7 pertenece
a J, ningun otro vértice de ry pertenece a J.

dx, , (Try; Vkye) = K, pues la trayectoria dirigida mas corta de z,, a vi i,
es (2, [ro), (k — 1)ry, Uk, [CEok], v+ ), la cual tiene longitud k.

Por consiguiente, si x,, € J, entonces vy, Vg11, . .. Vg1 & J.

dx, , (Vk+a, Tr,) = k porque la Unica trayectoria dirigida de vy, a ,, es
(Vksa, [CEak], vak, Lry, [rol, 21, ) ¥ tiene longitud k.

Por lo tanto, si z,, € J, entonces voy, Vor—1, - - - Vgtat1 ¢ J.

Por ende, si x,, € J, entonces vy, Vg1, - - -, Vkto—1, Vktatl, - - - Vok & J.

Siz,, € J Yy vk, DO perteneciese a J, seria imposible (k — 1)—absorber
a V.

Luego, si x,, € J, vg1s € J.

dx, , (kry,vi—1) = k pues la trayectoria dirigida (ky,,vo,v1,...vx-1) es la
mas corta de k,, a vi_1.

Si k., € J, entonces vy, vy, ...vx_2 ¢ J. Como vy ¢ J, se sigue que vy, & J.
Para absorber a v;, necesariamente v;_; € J.

Cualquier k—ntcleo de Ry, ; tiene algun vértice de 7y o no tiene ningiin
vértice de ry.

Como hemos visto antes, si z,, € J, vg1, € J, por consiguiente v, € J.
Asi, J no puede contener otros vértices. {z,,, U, Ui+, } €8 k—nucleo pues es
obvio que es (k — 1)—absorbente y la k—independencia se obtiene de los
siguientes hechos:

Sabemos que dx, , (Ve; Vkyo) = dx,, (Vkia, Vz) = K.

Vimos que dx, (77, Vita) = dr, , (Vkta; Try) = K.
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Ahora, dy, (v, zr,) > k porque cualquier trayectoria dirigida de v, a
Ty, contiene al camino dirigido (vy, Vi1, ... Var). dx, , (Tr, vz) = k + 1 debido
a que la trayectoria dirigida mas corta de z,, a v, es (xro, (4 1)y, .- (k=
D)rgs kg, V0, V1, . - . Uz), la cual tiene longitud & + 1.

También vimos que si k,, € J, vy € J y por ende vg;,_1 € J.

{ko, Vk—1,v2k_1} obviamente es (k — 1)—absorbente y es k—independien-
te pues dxkg(km?vk*l) = ]{7, dy\k@ (kalakro) > k?, de:,l (ng,hl{?ro) =k + ].,
dpy, (Krg, vor—1) > by dx,  (Vk—1,v26-1) = dx, , (V2p—1,V6-1) = k.

Concliumos que por cada vértice de ry tenemos un k—ntcleo.

S1 J no contiene a ningun vértice de ry, entonces debe absorberlos a
todos ellos, por lo que tendremos algin vértice de C'Ey;, en J y por lo antes
visto, para alguna x se cumplira que {v,, v} = J o {vg, v} = J.

El conjunto {v,,vx4,} no es (k — 1)—absorbente pues no absorbe a z,,.
Por ende J # {v;, Vg1s}-

Se puede ver sin dificultad que {vg, v;} realmente es k—nucleo.

Por lo tanto, tenemos al menos (k + 1) k—ntcleos y no hay mas pues
ningun k—nucleo puede tener mas de dos vértices de C'E,, y tampoco
puede tener mas de uno de r(, debido a la k—independencia.

]

Regresando a los 2—ntcleos, en vez de seguir con digraficas que tengan exac-
tamente cuatro 2—nucleos, veamos la generalizacién hecha por Matu$ Harminc
para obtener digraficas con exactamente n nucleos, n > 1.

Definicion 4.2.4. Sea m > 2. Definimos recursivamente a la digrafica
A,,+1 con los vértices y flechas que a continuacién describimos:

s V(Ani1) = V(AR) UA{am+1, bmt1, Cmt1, dmy1 b siendo éste dltimo un
conjunto tal que V(A,,) N {am+1, bms1, Cmsts dpgr } = 0.

u F(Am—&—l) - F(Am) U {am+1bm+la bm+1cm+1> Cm+1dm+17 dm—i—lam—i—l} U
{Cmi1Cm, 2011, A3Gm+1, - - . G Gmi }-
Ejemplos:

5) Aj de la definicién anterior es la Az que ya conocemos.
Recordemos que A; es el ciclo dirigido (as, ba, ¢2, da, as).
Entonces, V(A3) = {as, be, ca,da, as} U {as, bs, c3,ds, as}.
F(A3) = F(Ay) U {asbs, bscs, c3ds, dzasg} U {e3e2, azaz }
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6) V(Ay) = V(A3) U {ay, by, ca, dy, as}.
F(A4) = F(Ag) U {a4b4, b4C4, C4d4, d4a4} U {04037 a0y, CL3CL4}.

Ay:
do dy

52\\,\ .
.\\ \\

Cy4

as

La digrifica A,, 11 es fuertemente conexa, pues podemos recorrer todos sus
vértices en el siguiente orden: ¢yt1, dpt1s Gmt1s Dntts Cmt1s Compe - - C2, da, a2, b,
Ca> da, 2, A1, bint1, Cmt1. Aclaramos que cuando lleguemos a un vértice ¢;,
recorremos todo el ciclo dirigido (¢;, d;, a;, b;, ¢;) y continuamos con ¢;_1. Esto se
puede hacer gracias a que tenemos las flechas (c3, ¢2), (¢4, ¢3), ... (Cmy1,cm) ¥ 12
flecha (a2, ay11).

Teorema 4.2.4. Sean > 1, A\, tiene exactamente n nicleos.

Demostracion. Para A, Ay y A3z ya hemos comprobado que exactamente
tienen uno, dos y tres nucleos respectivamente.

Procederemos por induccion sobre n.

Hipotesis de induccion: A,, tiene exactamente n nucleos.

Probemos que A, tiene exactamente n + 1 nucleos.

Sea K un nucleo de A,,;;. Entonces b,,1 € K 0b,+1 ¢ K.

Sib,.1 ¢ K, entonces ¢, € K dado que es el tinico vértice que absorbe
a b,.1, entonces d,;; ¢ K pues éste es independiente y por consiguiente
An+1 € K2

’Nétese que b, sélo puede ser absorbido por ¢, y que a d, sélo lo absorbe a,, siendo  un
elemento de {2,3,...n + 1}.
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Seai € {2,3,...n}.

Como en A, existen las flechas asa, 1, aza,11,...a,a,+1, concluimos
que a; ¢ K para todo i.

Los vértices d; s6lo pueden ser absorbidos por el respectivo a;. Sabiendo
ahora que ningun a; pertence a K, tenemos que para todo i, d; € K. De lo
anterior se sigue que ¢; ¢ K y como los vértices ¢; son los Unicos que
absorben a los b;, concluimos que para cualquier i, b; € K.

Por lo tanto K = {Cn+1, Anp41, bn, dn, bnfl, dnfl, Ce bQ, dg}

dy ds dy ds

S1 bn+1 € K, Ap+1, Cp+1 ¢ Ky dn_|_1 € K. Por lo tanto {bn—H; dn_|_1} C K.

De la definicién de A, 1, tenemos que A, = A1 — {ant1, bpt1, Cntt,
dn+1} y ademaés, ningun vértice de A, es adyacente a b, 11 0 a d, 1.

Por lo anterior, K — {b,+1,d,+1} es nicleo de A,, pues como K es nucleo
de A,i1 Y buy1, dyy1 sOlo absorben a ¢, 1 ¥ a,.1 respectivamente, se tiene
que K — {b,1,d,+1} es independiente y absorbente en A,,.

Asi, sib,1 € K, K = K'U{b,1,d,11} para algin nicleo K’ de A,,.

Es sencillo ver que, si K’ es nucleo de A, entonces K’ U {b,,+1,d,+1} €s
nucleo de A, 1.

Por hipétesis de induccion A, tiene exactamente n nucleos.

Por consiguiente, en A, hay exactamente n nicleos que tienen como
elemento a b, y hay un tnico ntcleo al que no pertenece b,, .

Por lo tanto A, 1 posee exactamente n + 1 nicleos.

[]

Hemos visto digraficas con uno, dos, ... k, k + 1 k—nucleos para k& > 3. Pro-
ponemos a Ry, ;, definida a continuacion, como ejemplo de digrafica fuertemente
conexa y asimétrica con exactamente k + j k—nucleos.
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Definicion 4.2.5. Seank >3, > 1y E={0,1,...5 — 1}.

Sea {740,7%1,-.-Tkj—1} una coleccién de ciclos dirigidos tal que para
todo y diferente de z V' (ry,) NV (ry.) = 0, |V (rx;)| = k para cualquieri € E
y finalmente C'Ey, NV (ry;) = ), para todo i € E.

Como hicimos antes, simplemente escribiremos r; en lugar de rj ; cuan-
do no hay riesgo de confusion.

Convenimos que V(r;) = {(1)y,, (2)r;,...(k)r,} Vi, 0 < i < j— 1y es-
cribiremos X,, en vez de (X),,.

Ry ; es la digrafica definida por:

s VRyi) = V(CEy) UULZ V().

s FRy;) = F(CEy) U F(ri) U {(k — 1), knvo, v0ly, | @ € E} U
T
{(k=1)kp, | j—1>2>y>0}

Ejemplos:

7) Para apreciar la estructura de Ry 5, la dibujamos de forma diferente a la
acostumbrada con la finalidad de no encimar los ciclos 7y y 71. Aunque
hemos dibujado dos vértices vy y vy, en realidad sélo hay uno de cada uno.

}’\k’gt
Vk Vg
Vk—1 O O Vk41
Vk—2 / \ Uk+2
o) _ _ o)
k— 2, Ly — 2, Ly,
¢ 5O ! o
k— 37“0 O* \ j
O ky,
fe
3’["0 O*O/ 3’[”1 O*OJ
0 "o Ly " Ly o
(%) \ / V2L —2
o) o)
U1 \o o/ U2k—1

Vo = U2k Vo = U2k

Después veremos que Ry, o tiene exactamente k + 2 k—nucleos.
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8) Podemos construir Ry 3 a partir de los ciclos dirigidos CEg y o, 71, 2.

Para i = 0,1,2 tenemos las flechas (vy, 1..,), (3,,v4), (4r,,v0) ¥ (31, 4r,)
siempre que x > ¥.

O
Vg = Vg

Notese que Ry, ; es fuertemente conexa pues para todo i € {0,1,...5 — 1}
tenemos las flechas (vg, 1;,), ((k — 1), vk) ¥ (kry, vo) las cuales nos permiten ha-
llar, sin dificultad, un camino dirigido cerrado que contiene a todos los vértices.

Si demostrdsemos que tiene exactamente k + j k—nucleos, tendriamos ejem-
plos de digraficas con exactamente n k—nucleos para cualquier n > 1.

Probemos primero algunos lemas para demostrar que, efectivamente, Ry, ; tie-
ne k + j k—ntcleos.
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Lema 4.2.5. Sean k >3, j >2yx € {1,2,...k — 2}. Supongamos que J es
k—ntcleo de Ry ;.

Si existe i € {0,1,2,...j — 1} tal que x,, € J, entonces x,, € J para
cualquier y € {0,1,2,...j — 1} y ademds J = {vy, Upyz, Trgy Ty - - Ty}

Demostracion. Seaital que z,, € J.
Argumentos totalmente analogos a los usados en la demostracion del
teorema 4.2.3 nos permiten concluir que:

I. z,, € Jimplica que vy, v, € J.

II. Esimposible que algin vértice w,, pertenezca a J para algin y y para
algin w € ({1,2,...k—2} —{z}), pues de lo contrario tendriamos que
Vktw, Uw € J, en contradiccion a la k—independencia de J.

III. Es imposible que (k — 1),, o k,, pertenezcan a J para algtin y. Pues
tendriamos que v9;_1,vx_1 € J, nuevamente contradiciendo la k—in-
dependencia de J.

IV. Para todo y, dx, . (r,, Viye) = k = dx, (Vb ye, Tr,).

Para cualquier y, dx, (2, v:) = dx, (s, (k= 1)) +dn, ,((k—=1).,,v0) +
dy, , (vo,v;) = (k—1—2)+2+2x = k+1 pues para ir de x,, a v, forzosamente
hay que pasar por (k — 1),, y después hay que pasar por .

Entonces, por IV y por lo anterior, el conjunto {v,, v;.,} no absorbe a
ningdn z,,. Llamamos a esta conclusion V.

Seana,b € {0,1,2,...5 — 1}, a #b.

Veamos que dy, ,(zr,,7r,) > k.

Cualquier z,, x,—trayectoria dirigida necesariamente pasa primero por
(k —1),,, luego pasa por 1,, y finalmente llega a x,,, es decir:

d?’\k,j (Trgs Try) = d?“\k,j (Trgs (K = 1)p,) + ka,j<(k — Dy 1) + ka,j<1rb> Try)-

dy, (1, 7r,) estd dada por la trayectoria dirigida (1,,,2,,, ... 7,,), la cual
tiene longitud x — 1.

Como no hay flechas de (k — 1), a 1,,, dx, ,((k — 1),,, 1) > 2.

Es sencillo ver que dy,  (7/,,(k —1),,) =k —1— .

Por lo tanto, para a,b € {0,1,2,...j — 1} con a # b, dx, (v, 7r,) > k. A
esta conclusién la llamamos VI.

Queremos demostrar que para todo y € {0,1,2,...5 — 1}, =, € J.
Supongamos que existe y tal que z,, ¢ J.

De I, II, II1, IV, V y VI se sigue que J no (k — 1)—absorbe a z, , contra-
diciendo el hecho de que J es k—ntcleo.
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Por consiguiente x,, € J para todo y.

Luego, {vVe, Vkta, Tro, Trys - Ty, } C .

Ademas, J ya no puede contener otro vértice pues ya tenemos un vérti-
ce de cada ciclo r, y dos de C'Eyy. O

Lema 4.2.6. Sean k > 3, j > 2, a,b € {0,1...j — 1}, a # b. Entonces
dxk,]((k - 1>7“a7 (k - 1)7"b) > ky d}’\k,j<k7"a7 kT},) > k.

Demostracion. Paraira (k—1),, desde (k —1),,, necesariamente pasamos
por 1,, y sabemos que dx, (1, (k—1),,) = k—2 puesla 1, (k — 1), —trayec-
toria dirigida de longitud minima es (1,,,2,,,... (k—1),,) que ademés es la
Unica.

Como no hay flecha de (k — 1), a 1,,, entonces dx, ((k —1),,, 1,,) > 2.

De lo anterior se sigue que:

d?\k,j((k_l)?“av (k_]‘>7'b) = dxk,j((k_l)rtﬂ 17'b)+dxk,j(17'b7 (k_l)rb) > 24+k-2=
k, para cualesquiera a,b € {0,1...j — 1}, a #b.

Ahora veamos qué sucede con dy, (k;,, kr,).
Sia > b:

a>b

| 2% _ Tb \ _ 1ra

k— 3% 070

o ky,

———_) . . . .
Entonces tenemos la flecha (k — 1), k;,. Toda k, k,, —trayectoria dirigi-
da pasa por vy o 1,,.
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S1 pasa por vg, como dy, ;(vo, k) = k, tenemos una k,, k,,—trayectoria
dirigida de longitud mayor a k.

Si pasa por 1,,, como dx, (1., (k—1),,) =k =2y dx, ((k— 1), k) =1,
tenemos una k, k,, —trayectoria dirigida de longitud k.

Sib > a:

Entonces, para ir a k,, desde k,,, debemos pasar por 1,, pues aunque

—_—

existiera alguna flecha (k — 1), k., tendriamos que a > z, con lo que b > =
y entonces k,, # k..

Sabemos que dy, (1., k) = k — 1y la trayectoria dirigida méas corta de
k., a 1., es (k;,,vo,1,,) de longitud 2.

Luego, toda k, k., —trayectoria dirigida es de longitud mayor que k.

Por ende dy, , (K, kr,) > k, para cualesquiera a,b € {0,1...j— 1}, a # .
]

Lema 4.2.7. Sean k > 3y j > 2. Supongamos que J es k—nticleo de Ry ;.
Siexistei € {0,1,2,...5—1} tal que (k—1),, € Jo k,, € J, entonces para
cualquiery € {0,1,2,...5 -1}, (k—=1),, € Jo k., € J.
Ademds, J = {Uk:—l, V2k—1, /{ITO, ]{7,«1 ce k‘T’jfl} oJ = {Uk—h V2k—1, (]{7— 1)7"0; (k—
Dy oo (B =1)p0y By Bragyas - - -k con M = max{y | (k —1),, € J}.

Demostracion. Seaital que (k—1),, € Jok,, € J.
Analogamente a la demostracion del teorema 4.2.3, vy_1, vop_1 € J.

Haremos dos casos: (k—1),, € Jok,, € J.
e Si(k—1), €J:
Sea M = max{y | (k—1),, € J}.

Entonces k., ¢ J para todo m, 0 < m < M, porque siempre esta la
flecha (k — 1),,,k,,,, también (k —1),, ¢ J paratodo L, j—1> L > M, por
la eleccion que hicimos de M.

En vista del lema 4.2.5, (k—1),, o k,, son los tnicos vértices de los ciclos
7, que pueden pertenecer a J.

Supongamos que existe L > M tal que k,, ¢ J.

Entonces k,, no es (k — 1)—absorbido por v;_1, por v9;_1 ni por ningun
k., (por el lema 4.2.6).

(Podria ser que k,, fuese absorbido por (k — 1), para alganm < M?

Supongamos que a > b.
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Figura 4.1. Aspecto de los ciclos rp, ryy y rimcon 0 <m < M < L <j—1.

Vk Vg Vg

O

. 0O . 0O .

.O“ kTm .Ok kTM .Ok er
3r'm (@) 0 37”]&1 (@] 0 3"’L (@) 0

Tm 1 M 1 rL 1

™™ TL

Vo Vo Vo

Entonces, dx, ;(k,, (k — 1)) = k pues necesariamente, de k., debemos
iral,, ydeéstea (k—1),, por lo tanto dy, , (kr,, (k —1),,) = dx, , (kr,, 1,,) +
dp, (1, (k= 1)) =2+k—-2=F.

Por lo anterior y debido a la desigualdad L > M > m, k,, no es ab-
sorbido por (k — 1), Vm < M.

Luego, aunque en J tuviésemos a (k — 1),, Ym < M, si k., ¢ J, J no
seria (k —1)—absorbente, lo cual es una contradiccién pues J es k—nucleo.

Por consiguiente k., € J para todo L > M.

Supongamos que (k — 1), ¢ J para algin m < M.

Entonces (k — 1),,, no es (k — 1)—absorbido por vy_;, por vy;_1 ni por
ningun (k — 1),, (por el lema 4.2.6).

(Podria ser que (k —1),,, fuese absorbido por algtn k,, con L > M > m?

Supongamos que a > b.

Entonces dx, ((k—1),, k;,) > k pues de (k—1),, a k;, s6lo se puede llegar
mediante algun (k—1),.,2>a, y por el lema 4.2.6, dyx, ,((k—1),,(k=1),.) > k.
Como L > m, tenemos que (k — 1),,, no es absorbido por k., V L > m.

Asi, aunque k., € J paratodo L > M, si (k—1),, ¢ J, J no seria
(k — 1)—absorbente, contradiciendo el hecho de que J es k—ntcleo.

Por lo tanto (k — 1),,, € J para todo m < M.
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En resumen, si (k — 1), € J, siendo M = maz{y | (k- 1),, € J},
entonces k,, € J paratodo L > My (k—1), € J paracadam < M, es
decir, {vg—1,v26-1,(k = 1)po, (K = 1)y oo (kK = D)rags Bragyrs Krnryns - - - Ky} C .
Ademas, J no puede contener otro vértice porque ya contiene uno de cada
ciclo r, y dos de C'Eyy.

eSik, € J:
Sea N = min{y | k., € J}.

Entonces (k — 1),, ¢ J para todo L con j —1 > L > N pues tenemos
_
la flecha (k — 1), kyy, ¥ kr,, ¢ J para cada m tal que N > m > 0 por la
cualidad de N como minimo.

Nuevamente, en vista del lema 4.2.5, (k — 1),, o k;, son los tnicos vér-
tices de los ciclos r, que pueden pertenecer a J.

Si hubiese un y tal que k,, ¢ J, entonces k,, no seria (k — 1)—absorbido
POT vi_1 Ni POT v9;_1 Ni por ningun k,. (por el lema 4.2.6).

Por lo tanto, si (k — 1),, ¢ J para todo y, entonces k,, € J para todo y
pues descartando a los vértices (k — 1),,, J ya sélo puede contener a los
vértices k,, y si alguno de ellos faltase, J no seria k—nucleo.

Concluimos que J = {vg_1,vVop—1, krg, kry . . b, }, 81V Y (B = 1), & J.

Sabiendo esto, podemos suponer que existe M € {0,1,...5 — 1} tal que
(k—1),,, yademas, M = mazx{y | (k—1),, € J}.

Es obvio que M # N.

Ya sabemos que M # N pues (k—1),, ¢ JparatodoLyj—1> L > N.

Por ende M < N.

Es facil demostrar que M = N — 1 pues si M fuera menor que N — 1,
entonces, por el caso anterior, tendriamos que ky_; € J contradiciendo
que N es minimo.

Se sigue que M = N — 1.

Por el caso anterior, k,, € Jparatodo L > My (k—1),, € JVm< M.

Por lo tanto, si existe i tal que (k—1),, € J o k., € J, entonces para todo
y, (k—=1),, € Jok, € J. [

Teorema 4.2.8. Sean k > 3, j > 2. La digrdfica R, ; posee exactamente
(k4 j) k—ntcleos.

Demostracion. Sea J un k—nucleo de Ry ;.
Entonces Vi€ {0,1,2,...7—1} JNV(r;) =0o03i€{0,1,2,...5 — 1} tal
que J NV (r;) # 0.
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Sisucede que Vi€ {0,1,2,...5 -1} JNV(r;) = 0:

Entonces, como J es (k — 1)—absorbente, existen vértices del ciclo C Eyy
que pertenecen a J.

Analogamente al teorema 4.2.3, tenemos que J sélo contiene a un par
de vértices de C'Fy; y también que J no puede ser igual a {v,, vi4+} para
algtnw € {1,2,...k — 1}.

Por lo tanto J = {uvy, v}, que ciertamente es k—ntcleo de R, ;.

Si sucede que 3i € {0,1,2,...5 — 1} tal que J NV (r;) # 0:
Entonces existe z,, € J.
Size{l,2,3...k—2}:

Por el lema 4.2.5, {vy, Vg ia, Trg, Ty - - Ty } = .
Por ende, hay un k—ntcleo de la forma {v,, vgys, 2p, Try, ... 2, } pOr
cadaz € {1,2,3...k —2}.

Sixz¢{1,2,3...k—2},entoncesz =k —1ox =k.
Si(k—1), € J:

Entonces fijémonos en M = maz{y | (k —1),, € J}.

Del lema 4.2.7 concluimos que J = {vx_1,vop—1, (k— 1)y, (k—1)py, ... (k—
1)7“1\/17 kTMJrl? kTM+27 s krj—l}'

Como M tiene j posibilidades, es decir, M =0oM =1o0... M =5 —1,
tenemos un k—nucleo por cada una de ellas.

Sik,, € J:

Sea N = min{y | k., € J}.

Si N = 0, entonces no hay ningtn (k — 1), € J, del lema 4.2.7 tenemos
que J = {Uk—h V2k—1, k‘ro, k’rl, R k;rj&}-

Si N > 0, entonces tenemos algin (k — 1),, € Jy también M = N —1
siendo M = maz{y | (k —1),, € J} y tenemos que J = {vp_1,v25-1, (k —
Doy (k= 1)ppso oo (b= 1)pprs Ky Bragias - ey 1

Resumiendo:

Tenemos un Unico k—nucleo que no tiene vértices de los ciclos r,, el
k—ntcleo {vg, vy }.

Cuando hay vértices z,, € Jconz € {1,2,3...k — 2}:

Tenemos (k — 2) k—nucleos de la forma {v,, Vkia, Tros Tryy - .- Tpy_y )
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Cuando no hay vértices z,, que pertenezcan a J:
Si ningun (k — 1),, pertenece a J, es decir, si no existe M = max{y |
(k—1),, € J}, tenemos el k—nucleo {vy_1,Vop—1, kg, krys - ki, )
Tenemos j k—nucleos {vr_1, vor—1, (k= 1)p0s (K = 1)rys . (K = Drrss Kraryrs
rarses - - -k ) slexiste M = maz{y | (k—1),, € J}, M =0,1,2,...5 — L.
Y es imposible que haya mas k—nucleos.

k

Luego, R}, ; posee exactamente 1+ (k—2)+1+j = (k+j) k—ntcleos. [

4.3. Mas ejemplos

Ahora que conocemos digraficas con exactamente n k—nucleos, es natural
preguntarnos si los ejemplos mostrados son los tinicos con tal caracteristica.

Dificilmente son los tnicos. Pensemos en Ry, ;.

Ry, tiene exactamente k + j k—nucleos y en gran medida esto se debe a que,
de cierta forma, si J es un k—nucleo y contiene algtn vértice de los ciclos r;,
entonces estan totalmente determinados los otros vértices que pertenecen a J.

Observemos la siguiente digrafica.

R‘Rg,gt

V10 V11 V12 V13 V14 V15

///+o >0 >0 >0 >0 'o-\\\ V16

| / /N N\
( T1 T1 )
\ / \ /

/ v18
\, /
v~ % O < 0 < O < O<

Us (o U3 V2 U1 Vg = 020

Seank=5,=2yxe{1,2,3,4=k—1}.

Sea Ty, la trayectoria dirigida (vikt1, Vik+2, Vikts, Vik+a) parai € {0,1,2,3}.

Llamaremos 7 a cualquier vértice que pertenezca a {v, | z = 0 mod k} y en
general T, a cualquier vértice que pertenezca a {v, | z = w mod k}.
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Sea J un 5—nucleo de RR; 5.

I Es fécil ver que si vy € J, entonces vs € J;sivs € J, vig € J;sivyg € J,
015€Jysivl5€J,U20:U0€J.

Es decir, si en J estd algtin 7, entonces contiene a todos los 7g y s6lo a ellos.

IT Si J es un k—ntcleo y 3 i tal que J NV (Tj;) = 0, para absorber a vjj1,
necesariamente v(;11y, € J y por I, J es el conjunto que contiene a todos
los 7.

I También, si 3 i tal que JNV (Tix) # 0, entonces v(;11)x ¢ J y por I, sabemos
que J no contiene a ningun Ty

IV Se sigue de I y III que si J N V(Tj;) # 0 para algun 4, entonces para todo i
JOV(Ti) # 0.

V Si JNV(Tix) # 0 para todo i entonces .J contiene a todos los vértices Ty,
paraalgin w € {1,2,3,4 =k — 1}.
Para convencernos de lo anterior, observemos que:
J sélo puede tener un vértice de cada trayectoria Tjg.
La longitud del ciclo dirigido S = (vo, v1, ... ve, = vg) es congruente con
cero mddulo k.

Como J es k—independiente, no pueden pertenecer a J dos vértices Uy, U,
con z # w mod k.

VI Si tenemos en J algin z,_, entonces v, ¢ J pues (Vzk, 1., 25, .. kr., V)
es un ciclo de longitud k& + 1y por II, J NV (T};) # 0 para todo .

VII Si algin z,, pertence a J, entonces fijiandonos en la parte superior de la di-
grifica RR; 5, tenemos que en J no puede haber vértices 75, ni 7y, ... ni
T,—1; ¥ fijdindonos en la parte inferior, en .J no puede haber vértices 7,77, ni
Vyt2s - .. N1 V_q.

Por Vy VL siz,, € Jconx € {1,2,3,4 = k—1}, entonces J debe contener
a todos los T; pues J N V(T};,) # () para todo i.

VIII Podemos demostrar que si k,, € .J, entonces J contiene a todos los 7;_7.

También podemos demostrar que los vértices de 7; no (k — 1)—absorben a
x,, para cualquier z € {0,1 =j — 1}.

Podriamos seguir probando resultados similares a los de R; » para demostrar
que RR; 5 tiene exactamente sicte 5—nucleos (7=k+2=5+2).

En la siguiente pdgina hay un diagrama de la digréfica RR;, ;, k > 3, j > 2. Al
igual que en Ry, ; siempre que = > y, tendremos la flecha ((k — 1), k»,).
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Se invita al lector a demostrar que RR, ; tiene exactamente (k + j) k—ntcle-
os. De hecho, basta con demostrar lemas andlogos a los demostrados para Ry, ;.

V(2j—1)k+2 . . . V(2 —1)k+(k—-2)
o o
V(2j-1)k+1 V(2j—1)k+(k—1)
U(2j-1)k / B 1 m ’\\ vy = Vi
O = O=<
A O Oj ( v
V(2j—1)k—1 v
AR (k=2 No  of @ 5
1 (k= 3)r, (3)ro
V(2j-1)k—2 y V2
o) (@)

V(2j—i—1)k+1 ' " Vik—1

@]
{ /7 \ |
A
U(2j—i—1)k (k - 1)%‘ v Vik
O
/
@]

A
o/’O

O < O
I (Dr,
V(2j—i—1)k—1 V;
(2j—i-1) ! (k—2),. \o o O/ (2).., Y k+1
(k - 3)7"1' (3)7’1
k). .
Vjk+1 ()r,- Y(i-1)k-1
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RR; 3
V12
V11 o) 13
O/ A \ o
V10 / \ V14
) )
) / \ N
e) o )
Ug / \ / \ V16
o) ©) o o)
2,
17‘2 37"0
O« __03n o
e e
(% V17
o
Vg Uy = V18

\

\/02

Asi tenemos otros ejemplos que poseen exactamente (k + j) k—ntcleos con
j > 2. Todavia nos hacen falta més ejemplos con k+ 1, k, .. ., un k—ntcleo, pero
en vez de pensar en dar algunos mas, veamos cémo se puede dar una infinidad
de ¢jemplos con exactamente n nicleos utilizando los que ya tenemos.

Matas Harminc hizo lo siguiente para k = 2.

Definicién 4.3.1. Sea D una digréfica tal que F(D) # () y sea a = ajas €
F(D). La digréfica M?(D) est4 definida por V(M2(D)) = V(D) U {vy,v2},
vi,ve € V(D) y F(M2(D)) = F(D) — {a} U{ajv1, v1, v3, 0203 }.
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Ejemplos:
1) Sea D =A;ya=(by,d1) € F(A;). Entonces se puede construir M2(Ay).
Sea b= (UQ, dl) € F(M3<A1)>

Para construir M7 (MZ(A;)) se necesita un par de vértices que no perte-
nezca a M?(A;). Utilizaremos v3 y vy.

Ay M3 (Aq): M (MZ(Ar)):
b1 C1 bl C1 b1 C1
[ J [ J [ J [ J ([ J [ J

N U1
\ U1 .\
.\ () .\ U3
v 2
[ ] 2 .\
[ J
\ V4 N\
Oc—— O o<—— 0 @O<«— @
a dp W dp @ dy

Obsérvese que {ay, 1}, {a1,c1,v2} v {ai, c1,v2,v4} son los tnicos nucleos
de Ay, M2(Ay) y MZ(MZ(Ay)) respectivamente.

2) Sea D el ciclo dirigido (1,2,3,1). a = (1,2), b= (2,3) y ¢ = (3, 1).
MZ(D): My (MZ(D)): ME(M; (M3 (D))):

1 3 (2} U3 2

v1 / . ./ U1 ./ .\. U6

U2 ./ ./ - V2 ./ \. Us

/ S/ \

L4 >0 o *eo—>0—>0—0
2 3 1 2 U3 U4 3

vi,v2 & V(D); vs, v ¢ V(MF(D)); vs,v6 ¢ V(M (Mg (D))).
Las digraficas D, M2(D), MZ(M2(D)) y M(MZ(MZ(D))) son ciclos de
longitud impar y no tienen nucleo.

En los ejemplos se aprecia que la digrafica M2(D) se obtiene de D rempla-
zando la flecha a por una trayectoria dirigida de longitud 3.
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En el segundo ejemplo, ninguna de las digraficas obtenidas a partir del ciclo
(1,2,3,1) tiene nucleo. Esto no es coincidencia pues M, (D) tiene tantos nucleos
como D.

Lema (Harminc) 4.3.1. Sea D una digrdfica tal que F(D) # 0 y sea
a = (a1,az) un elemento de F(D). Entonces el niumero de niicleos de D es
igual al nimero de niicleos de M?(D).

Demostracion. Sean Ky Q los conjuntos de todos los ntcleos de D y de
M?2(D), respectivamente.

En D:
) )
aq a9
En M2(D):
() > @ > @ > @
a1 (] (% a2

Sea N un nucleo de D y supongamos que as € N.
Sea N1 =NU {Ul}.

Afirmacién. N; es independiente en M?(D).

Por definicién, en M2(D) no se afiade ninguna flecha entre elementos
de V(D).
Por lo tanto, N es independiente en M?(D).
De N hacia v; no hay ninguna flecha pues la tnica flecha que llega a v,
% .
es ajv; y como az € N, se sigue que a; ¢ N.
De vy hacia N no hay ninguna flecha pues la Gnica flecha que sale de v,
- )
es v1v3 y como vy ¢ V(D), se sigue que vy ¢ N.
Por consiguiente N; es independiente en M2(D).

Afirmacién. Ny es absorbente en M?2(D).

Sea z € V(M2?(D)) — Ny = [V(D) U {vi,va}] — [N U {v }].

Entonces x € V(D) — N oz = vs.

Sabemos que, para todo = € V(D) — N, existe y € N C N; tal que y
absorbe a z pues N es nucleo de D y también sabemos que v, es absorbido
por v € Ny.
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Por lo tanto N; es absorbente en M2(D).

Sigamos pensando que N es nucleo de D pero ahora supongamos que
a9 ¢ N.
Sea N2 =NU {’02}.

Afirmacién. N, es independiente en M?(D).

Basta con probar que no hay flechas de N hacia v, ni de v5 hacia V.

De N hacia v; no hay flechas pues la tnica flecha que llega a v, es v105
y vy ¢ N pues vy ¢ V(D).

De v, hacia N no hay flechas pues la tnica flecha que sale de v, es vsa3
y supusimos que ag ¢ N.

Por lo antes dicho, N, es independiente en M?(D).

Afirmacién. N, es absorbente en M2(D).

Sea x € V(M?(D)) — No.

Entonces x € V(D) — N ox = vy.

Sabemos que v; es absorbido por vy y como N es nucleo de D, si x
pertence a V(D) — N, entonces existe y € N C N, tal que y absorbe a x.

Por ende N, es absorbente en M2(D).

Definimos la funcion f : K— 9 como sigue:

o NU{Ul} SiGQEN,
f(N>_{ NU{v} sias ¢ N.

Veamos que f es biyectiva.

Sean A y B son nucleos de D, con A # B, entonces podemos suponer
que existe w € A tal que w ¢ B.

f(A) esla unién de A con {v;} o con {vy}, f(B) es la uniéon de B con {v;}
o con {ve} y como w # vy,vy porque w € V (D), se sigue que w € f(A)y
w ¢ f(B). Por lo tanto f(A) # f(B).

Por consiguiente f es inyectiva.
Sea M un ntcleo de M?(D). Entonces as € M 0 ay ¢ M.

Siay, € M, entonces v, ¢ M y como vy es el Gnico que absorbe a vy, se
sigue que v; € M yquea; ¢ M.

Sea N = M — {v,}. Probemos que N es ntucleo de D.

N es independiente en M2(D) pues M lo es. N C V(D) ya que, por
construcciéon de N, vo ¢ Nyv; ¢ N.
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No hay forma de que N no sea independiente en D, pues en M2(D) te-
nemos todas las flechas de D excepto a, pero a no afecta la independencia
de N pues as € N porque a; € M y a; ¢ N porque a; ¢ M.

Asi, N es independiente en D.

La absorbencia de N en D es facil de verificar pues M es absorbente
en M2(D) y al eliminar a vj, el Unico vértice de V(D) que podria no ser
absorbido por N es a; pero como ya hemos dicho que as € N, entonces a;
es absorbido por as en D.

Por lo tanto, N es nicleo de D y ademas f(N) = N U {v} = M.

Ahora supongamos que ay ¢ M, entonces v, € My v; ¢ M.

Sea N = M — {v,}. Probemos que N es ntucleo de D.

Que N es independiente en D, se debe a que M lo es en M2(D) y la
flecha a;a; no causa conflicto pues ay ¢ N.

N es absorbente en D pues todos los vértices de D que no pertenecen
a M, son absorbidos por elementos de M y de no ser por vy, M estaria
totalmente contenido en V(D).

Luego, N esntcleode Dy f(N) = NU{ay} = M

Por lo tanto, para cada nucleo M de M2(D), existe un nudcleo N, de D,
tal que f(N) = M.
Por consiguiente f es suprayectiva.
Entonces, f es biyectiva y hay tantos ntcleos en D como en M?2(D).
]

El lema anterior nos permite constuir una infinidad de digraficas con exacta-
mente n nicleos. Podemos tomar una flecha z = (z,y) de la digrifica Dy = A,
para obtener D; = MZ(A,) y proceder definiendo D,, = Mfi_%?(Dm_l) donde
v;0; es la flecha que une a los vértices v;, v; tales que no pertenecen a V(D,,_2),
es decir, los vértices que se anadieron para hacer D,,_;.

Generalicemos el lema anterior para los k—nucleos.

Definicién 4.3.2. Sean D una digrafica con F(D) # (), a = ayas € F(D)y
k > 3. La digrafica M*(D) est4 dada por:

» V(MF(D)) = V(D) U {wy,wa,...wp}, wy,wa, ..., wp & V(D).
= F(MF(D)) = F(D) — {a} U{aywi, wras} U {wi, wiry |1 <i <k -1},

Justo como MZ(D) se obtiene de D remplazando la flecha a por una trayec-
toria dirigida de longitud 3, M*(D) se obtiene de D sustituyendo a por una tra-
yectoria dirigida de longitud & + 1.
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Lema 4.3.2. Sean D una digrdfica tal que F(D) # 0,k > 2y a = (va,vp)
un elemento de F(D) con dp(vp,va) > k — 1.
D y MF(D) tienen el mismo niimero de k—niicleos.

Demostracion. Sean Ky Q los conjuntos de todos los k—ntcleos de D y de
MPF(D) respectivamente.

En D:

) )
VA UB

En M¥(D):

[ ] > @ > @ —> . c—> Q@ —> 0
VA w1 (% W UB

Observemos que dp(vp,v4) > k — 1 siy s6lo si dMJ;(D)(vB,vA) >k —1.
Sean J un k—nucleode Dy N = dp(vp, J) + 13.

Sea JN =JU {wN}.

Probaremos que Jy es k—ntcleo de MF¥(D).

Afirmacién. Jy es k—independiente en M (D).

J es k—independiente en M*(D) porque lo es en D y, al eliminar la
flecha a y cambiarla por la trayectoria dirigida (v4,wq,ws, ... wg,vp), las
trayectorias dirigidas entre vértices de D incrementaron su longitud o se
mantuvieron sin cambios. Por lo tanto siz,y € Jy x # y, dypy(,y) > k.

Ahora hay que ver dyp)(J,wn) ¥ dpgpy(wn, J).

Tenemos que wy, wy,1*, Wyie, ... w, & J C V(D).

Entonces, dyx(p)(wn, J) = dygpy(wn, v8) + dpgpy (B, J)-

Sabemos que dyxpy(wn,vp) =k +1— Ny también que dypp)(vs, J) =
dD<UB, J) =N —1.

Por consiguiente dpy(wn, J) = k.

Sea j € J C V(D) tal que dp(vp,j) = dp(vg,J) = N — 1.

SRecuérdese que si X C V(D) y « € V(D), entonces dp(z,X) = minyex{dp(z,y)} y en

particular dp(z, X) = 0 siempre que x pertenezca a X .
4Cuando N = k, definimos wy41 = vp.
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Sabemos que dp(j’,j) > k para cualquier j/ € J, ;7 # j. Para ir de
7' awy (0o de j a wy) en M¥(D), necesariamente hay que pasar por vy y
cualquier j'vs—trayectoria dirigida (o cualquier jv,—trayectoria dirigida)
en MF(D) utiliza sélo flechas de D.

Por lo tanto dyxp) (i, wn) = dp(5',va) + dyrpy(va, wi).

Sabemos que dyxp)(va, wy) = N.

Como dD(UA,j) S dD(UA,UB) -+ dD(UB,j) =1+N—-1=N y dD(j/,j> Z k’,
se sigue que dp(j’,va) > k— N pues toda trayectoria dirigida de j' a j tiene
longitud mayor o igual que k£, lo cual implica que todo camino dirigido de 5’
a j tiene longitud mayor o igual que k y si hubiese una trayectoria dirigida
de longitud menor que k — N de j' a vy, tendriamos un camino dirido de
longitud menor que k de j’ a j.

Por lo anterior, V j' € J, j' # j, dppp) (', wn) > k — N+ N =k,
Tenemos que dyx(py(j,va) = dp(j,va) y dp(vp, j) = N — 1.

Cuando j # va:

Como dp(vp,j) = N — 1y, por hipétesis, dp(vp,v4) > k — 1, se sigue que
dp(j,va) > k— N.

Por ende dypp)(j,v4) > k — N

ASi, dM,i“(D)(]? U)N) = de(D)( ',UA) + dM(lf(D)<UA,’UJN) >k— N+ N=kF.

a

Cuando j = vy:

Entonces, de dp(vp,j) = N — 1y dp(vp,va) > k — 1 podemos concluir
que N > k y mas aun, que N = k.

De esta manera, tenemos que dyx(p)(J, wn) = dyp(py(va, wg) = k.

Por consiguiente d . p)(J, wn) > k.
Hemos probado que Jy es k—independiente en M (D).
Afirmacion. Jy es (k — 1)—absorbente en M¥(D).

J es (k — 1)—absorbente en D, lo cual implica que V = € V(D) — J existe
y € Jtal quedp(z,y) <k —1.

Sea z € V(D) — J. Entonces existe una xJ—trayectoria dirigida en D,
de longitud menor o igual que k& — 1.

Si tal trayectoria dirigida no utiliza la flecha a, entonces esa misma
trayectoria dirigida es también una trayectoria dirigida de M¥(D) y se
sigue que x es absorbido por alginy € J C Jy.
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Si la xJ—trayectoria dirigida antes mencionada forzosamente utiliza
la flecha a, entonces dp(x,J) = dp(x,v4) + dp(va,vp) + dp(vg, J) < k — 1.

Luego, dp(z,v4) + 14+ N —1 <k — 1y entonces dp(z,v4) <k—1— N.

Como dp(z,v4) = dy(py (T, va), entonces dyx py(z, wy) < k—1-N+N =
k — 1 pues dy;(py(va, wy) = Ny se sigue que z es absorbido por wy € Jy.
5 son absorbidos por wy pues N < k.
Nuevamente, sea j € J C V(D) tal que dp(vp,j) =dp(vg,J) =N — 1.
Los vértices wy, wy_1,...wy+1 son (k — 1)—absorbidos por j en MF¥(D)

porque de(D)(wNH,vB) =k—Ny d]\/[j;(p)(”B,j) =N —1.

Los vértices wq, wo, ... wy_1

Por consiguiente Jy es (k — 1)—absorbente en M*(D).
Concluimos que Jy es k—ntcleo de M*(D).

Definimos la funcién f : K— 9 como sigue:

f(J) =JUu {’LUN}, N = dD(UB,J) + 1.

f esinyectiva pues si J', J" € K, J # J' existeu € J' talqueu ¢ J"y
asi, f(J) # f(J").

Veamos que f es suprayectiva.

Supongamos que L es k—nucleo de M*(D).

Sea N = dy(py(vs, L) + 1.

Entonces 1 < N < k.

Sea z € L tal que dy(py(vp, L) = dypp) (v, 2).

Si N < k, entonces wy41,...wx ¢ L pues dM(I;(D)(wNH,vB) = k- N
Y dyppy(vB,2) = N — 1y entonces dypp)(wn+1,2) = dygpy(wnit,vB) +
dyppy(vp, 2) = (k= N)+ (N —1) =k — 1.

Ahora, sin importar el valor de N, wy debe pertenecer a L pues si no
perteneciese a L, la siguiente ecuacion seria cierta:

Ay (py (W, L) = dygppy(wn, vB) +dygepy(vs, L) = (k+1=N)+(N-1) =k
y entonces wy no seria (k — 1)—absorbido por L, contradiciendo que L es
k—nucleo de M* (D).

Sea Ly = L — {wx}. Demostraremos que Ly es ntcleo de D.

5Si N =1, definimos wy_1 = v4.
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Afirmacion. Ly es k—independiente en D.

Sean x,y € Ly, © # y.

Si T es una xy—trayectoria dirigida en D, entonces 1" utiliza la flecha a
o no la utiliza.

S1 T no usa la flecha a, entonces 7' es también una trayectoria dirigida
en M*(D). Como L es k—independiente en M*(D) y x,y € L, se sigue que
la longitud de T es mayor o igual que k.

Si T usa la flecha a, entonces T' = (z,x1, 29, ... v, 08, ...Y).

Como x € Ly C Ly L es k— independiente en M¥(D), tenemos que
dyp(py (T, wN) > k'y entonces dypy(z,v4) > k — N.

Por lo tanto, la parte de 7" que va de x a va, (z,21,29,...,v4), debe ser
de longitud mayor o igual que k£ — N en D, pues tal trayectoria es también
una trayectoria dirigida de M*(D).

Por lo antes dicho, la parte de T' que va de z a vg, es decir, (z, x1, 2, . . .,
v4,vp) tiene longitud mayor o igual que £ — N + 1.

Sabemos que el camino dirigido marcado por 7' que va desde vg hasta
y € Ly C L tiene longitud mayor o igual que dypy(vp, L) = N — 1 pues
las trayectorias dirigidas de vp a y son las mismas en D y en M*(D).

Luego, la longitud de 7" es mayor o igual que (k — N + 1)+ (N — 1) = k.

Por consiguiente, sin importar como sea la trayectoria dirigida que va
de z a y en D, tal trayectoria tiene longitud mayor o igual que k en D.
Asi, para cualesquiera z,y € Ly, six # y, se tiene que dp(z,y) > k.

Por lo antes expuesto, Ly es k—independiente en D.
Afirmacion. Ly es (k — 1)—absorbente en D.

Como L es (k — 1)— absorbente en M*(D), para todo z € V(MF¥(D)) — L,
existe y € L tal que dy;(py(z,y) < k — 1, en particular para los vértices x
que pertenecen a V(D) y no pertenecen a L.

Sea z € V(D) — Ly, entonces z pertenece a V(D) y no pertenece a L.

Entonces existe y € L que (k — 1)—absorbe a z, en M¥(D), es decir, en
MPF(D) hay una ry—trayectoria S de longitud menor o igual que k — 1.

Siy # wy, S no usa la flecha v wi, por consiguiente S es también una
trayectoria dirigida de D y x es absorbido en D por y € Ly.

Si y = wy, entonces la ultima flecha de S es justamente wy_wx y
necesariamente S pasa por vy, es decir, S = (x, 21,2, ... V4, W1, ..., WN).
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Como la longitud de S es menor o igual que k — 1y dy(py(va, wy) = N,
entonces la parte que va desde x hasta v, tiene longitud menor o igual
que k — 1 — N y dicha parte es una trayectoria dirigida en D.

Recordemos que z € L es tal que dyx(p)(vB, 2) = dy(py(vB, L).

z # wy pues dyppy (v, WN) = dpepy(VB,va) + dpppy(va, wn) >k — 1+
N > Ny sabiamos que dyzp)(vs,2) = N — 1.

Sea Z la trayectoria dirigida de longitud N — 1 que une a vg con z.
Entonces S’ = (z,x1, 22, ...v4,vp)Z es un camino dirigido en D de longitud
menor o igual que (k—1— N)+ 1+ (N — 1) = k£ — 1, mismo que contiene
una zz—trayectoria dirigida de longitud menor o igual que &£ — 1.

Por lo tanto, x es (kK — 1)—absorbido por z € Ly.

Por ende Ly es (k — 1)—absorbente en D.
Por consiguiente Ly = L — {wy} es k—ntcleo de D.

Como conclusién, para cualquier k—nucleo L de M*(D), se cumple que
wy € Leon N = dMZ;(D)(vB, L)y Ly = L — {wy} es k— ntcleo de D.

Alo largo de la demostracion se vié que dyxpy(vB, L) # dyr(py(vB, wN).
POI’ 10 tantO, dM§(D)(UB7 L) - dMl;c(D)('UB, L - {U)N}).

Por definicion, f(L — {wnx}) = [L — {wn}] U {wn, }, con Ny = dp(vp, L —
{wn}).

Sabemos que las trayetorias dirigidas que empiezan en vg y no van
a ninguno de los vértices wy,ws, ... w; son las mismas en D y en MF(D).
Entonces dp(vp, L — {wy}) = dypy(vp, L — {wn}), es decir, N = Nj.

Por lo tanto f(L — {wnx}) = Ly asi f es suprayectiva.

Hemos demostrado que f es biyectiva y el nimero de k—nucleos de D
es igual al numero de k—nucleos de M*(D).
]

Para conseguir una infinidad de digréficas con exactamente n k—nucleos, s6-
lo hay que observar dos cosas.

La primera es que las digraficas pyo, pr1, - - - Pri—1> Ri1, R, . .. Ri; tienen
la flecha vgv7 y en todas ellas, la distancia de v; a vy es mayor o igual que k — 1.

La segunda es que, sin importar que flecha se utilice para construir D; =
ME(D), la distancia de x4 a z;, con z;, 7,41 vértices de la trayectoria por la cual
se remplaza la flecha de D, siempre es mayor o igual que k£ — 1 por lo cual pode-
mos usar la flecha ¢ = (2, 2;11) para construir M (D).
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Ejemplos:

3) Sea k = 3. Consideremos p3, definimos Dy = M2 _.(p3).

Vov1

P30 Ml?o—m)(p?”o) = D1:
U3 (5} ()
O o—>eo
v2 / \ v w \E Ug
° ° o} ¢}
> : .
N /"
° °
U1 \ / Us ® °
o wr o« U5
V) = Vg Vo = Vg

J = {vg,v3} es el tnico 3—nucleo de p3p. Como d,, \(v1,J) = 2, el 3—
nucleo de M2 (p30) es J U {ws}.

Ahora, cualquier flecha de la trayectoria T = (vo, w1, wa, w3, v1) cumple
que la distancia de su vértice final a su vértice inicial es mayor o igual que
3 —1, esto es porque hay que pasar primero por el vértice v; y después por
V0 Y dpg o (v1,v0) > 3 — 1, misma que se conserva en M2 (p3 ).

voui
Sea Dy = M3__.(Dy).

w1 w2

M’Iil—’llﬁ(Dl):
w3
(10p) U1
./rO\.
3 / \ V2
i \
T2 O O U3
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En Dy, wy estd a distancia uno del k—ntcleo {vg, w3, v3}, el k—ntcleo de
Dy se forma con w9, siendo x1,x9, 23 los vértices que se anadieron para
formar D-.

La distancia de x5 al k—ntcleo de Ds es cero.

3 L
Construyamos M:—_.(Ds) con los vértices y1, o, y3.

MijQ)(DQ).
xTs W2
i) o—>0 w3
O/’ \O
ys /' N U

Y2 .f .\. (%)
! :

Y1 \ / U3
T \. ./. Uy

w v
1 Vo = Vg 5

a
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Sean JO - {UO7U4}’ ']1 - {U17U57 17“0}’ J2 - {U27v6727“0}’ J3 - {U3av7737’0}
y Ju = {vs3, v7,4,,} los cinco 4—nucleos de D.

Llamamos Dy a M} (R4 ;).

Entonces le (Ug, J()) = 2, le (UQ, Jl) = 3, le (UQ, JQ) == 0, le (UQ, J3) =1
y le(UQ, J4) =1.

Entonces JoU{z3}, J1U{xy4}, JoU{z1}, JsU {2}, JyU{z2} son los cinco
4—ntcleos de D;.

En el lema 4.3.2, usamos como hipétesis que la flecha (v4, vp), cumpliese que
dD(UB,UA) >k —1.

Si una digréfica tiene k—nucleo, no necesariamente contard con una flecha
(va,vp) tal que dp(vp,va) >k — 1.

Por ejemplo:

Sea k = 5917, entonces la digrifica anterior, que es el ciclo (1,3,5,2,4,1),
tiene k—nucleo (cualquier conjunto que conste de un s6lo vértice lo es) y para
cualquier flecha v4v, la distancia de vp a v4 es 4y, ciertamente, 4 es muchisimo
menor que k — 1.

También, si utilizdramos cualquier flecha para reemplazarla por una trayecto-
ria dirigida de longitud £+ 1, no necesariemente obtendriamos una digréfica con
k—nucleo.

Por ejemplo, el mismo ciclo (1,3,5,2,4, 1) tiene k—nucleo para k = 6. Cam-
biemos la flecha (1, 3) por la trayectoria dirigida (1, wy, wa, ws, w4, ws, we, 3). En-
tonces tenemos el ciclo dirigido (1, wy, wa, w3, wy, ws, we, 3,5, 2,4, 1) de longitud
11 que no tiene 6—nucleo.
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4.4. nk-nacleosy m k-soluciones

La digréfica que utilizamos para la demostracién del lema 1.5.4, es decir, la
digrdfica dual de D posee propiedades similares a las de D, por ejemplo, los vér-
tices con exgrado n en D son vértices con ingrado n en la digréfica dual.

Otra propiedad, mds interesante, es que los conjuntos absorbentes en D son
dominantes en la digrafica dual.

Definicion 4.4.1. Sea D una digrafica. En la digrafica dual de D, <l_?,

— —
V(D) =V(D)y F(D) ={(b,a) | (a,0) € F(D)}.
Definicién 4.4.2. Sea D una digrafica. S C V(D) es dominante, si para
todo y € V(D) — S, existe z € S tal que 7y € F(D).

Es facil ver que la digrafica dual de la digréfica dual de D, para cualquier D,
es igual a D.

Recordemos que en el caso de los conjuntos absorbentes, si S es absorbente,
entonces, para cualquicr vértice y que no pertenece a S, existe z € S tal que
yi € F(D).

/ . . H .

Asi, los conjuntos absorbentes en D, son dominantes en D y viceversa.

. . . . .7 Ry

De igual manera los conjuntos independientes en D, lo son también en D y
viceversa. -

Por lo tanto, los nicleos de D, son independientes y dominantes en D y cual-

quier conjunto independiente y dominante en D es ntcleo de D.

Definicion 4.4.3. Sea D una digrafica. L C V(D) es una solucién de D, si
L es independiente y dominante.

Con esta definicién podemos de decir que hay tantos nucleos en D como
soluciones en D.

Matas Harminc también nos muestra una forma de obtener digraficas asimé-
tricas y fuertemente conexas con exactamente n nucleos y m soluciones.

Teorema 4.4.1. Sean n, m niimeros enteros positivos. Existe una digrdfica
fuertemente conexa y asimétrica con exactamente n niticleos y m soluciones.

Demostracion. Consideremos A, y A,,, que tienen n y m nucleos respecti-
vamente.
Construyamos la digrafica G, ).

V(Gmmy) = V(A)U{T | x € V(A,)} U{v}, ademas estos tres conjuntos
son ajenos entre si.
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Llamaremos c(<A—m) a la digrafica con vértices {7 | z € V(A,,)} y flechas
«—

{@.9) | (z,y) € F(Am)}.

F(Glum) = F(An) U F(e(A) U{(z,9)
{(v,a:), (v, d;), (bi, ), (ci,v), (v, b;), (v, ), (@,

Ilustremos lo anterior paran =1y m =

e V(B € VAU
d;,v) para todo i}.

| 2
V), (
2.

Hemos dibujado una flecha gris en lugar de todas las flechas (z, y) tales
que z € V(e(Ay)),y € V(A).

Sencillamente, C(Am) se obtiene de Am cambiando el nombre de sus
vértices.

Sabemos que si D es fuertemente conexa, hay un camino dirigido ce-
rrado que pasa por todos sus vértices C' = (zg,z1,...2,-1,20). Entonces,
Cy = (xg,2,-1,...T1,T0) €S Un camino que pasa por todos los vértices de la
digrafica dual de D.

Por lo tanto, c(<A—m) es fuertemente conexa.

Como A,y c(<A—m) son fuerterr}e_nte conexas y existen flechas de entrada
y salida entre v y V(A,), V(c(An)), se sigue que G, es fuertemente
conexa.

Para probar que G|, ,, tiene exactamente n nucleos y m soluciones,
observemos que {v} es independiente maximo pues existen flechas entre
v y cualquier otro vértice.

{v} no absorbe a los vértices a; y no domina a los @;. Por lo tanto, cual-
quier nucleo o solucién de G, ;) no tiene como elemento a v.
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Ahora, todo conjunto independiente I C V(G(,m)), I # {v}, debe cum-
plir que I C V(A,) oI C V(C(En)) pues {(z,y) | z € V(c(<A—m)),y €
V(An)} C F(Gum))-

Los subconjuntos de vértices de c(<A—m), no son absorbentes porque no
hay ninguna flecha de V(A,) hacia V(c(<A—m)) Analogamente, los subcon-
juntos de vértices de A, no son dominantes.

Por lo tanto, todo ntcleo esta contenido en V' (A,) y toda solucién esta
contenida en V(c(<A—m))

Los nucleos de A, siguen siendo conjuntos independientes pues las
trayectorias dirigidas que se han anadido entre sus vértices, pasan por vy
por consiguiente tig@n longitud mayor o igual que 2. De manera analoga,
las soluciones de ¢(4,,) son independientes.

Ademas, s1 N es nucleo de A,,, como todo nucleo de ésta contiene al
menos un Vér:ci_ce a; o d;, N absorbe a v. Es obvio que N absorbe a todos los
vértices de c(A,,).

Por consiguiente, todo nucleo de A, es ntcleo de G, ).

Luego, G, ) tiene exactamente n nucleos.

Las soluciones de G, ,,,) estan determinadas por las de c(<A_m) y éstas, a
su vez, por los m ntcleos de A,,.
Por lo anterior, de forma similar a los ntucleos, G, ,, tiene exactamente
m soluciones.
]

Generalicemos la idea de las soluciones para [ > 1.

Definicién 4.4.4. Sean D una digrafica, k > 2yl > 1. L C V(D) es [—
dominante si para todo x € V(D) — L existe y € L tal que dp(y,z) <.

El subconjunto L es una k—soluciéon de D, si L es k—independiente y
(k — 1)—dominante.

Si existe en D, una trayectoria dirigida (z,z1,...2,-1,y) de longitud menor
o igual que [, en D tenemos la trayectoria dirigida (y,z.—1,...,21,2) y tam-
bién tiene longitud menor o igual que [, es decir, si y [—absorbe a = en D, y
I—domina a z en D.

Por lo tanto, asi como con los conjuntos absorbentes, si L es [—absorbente en

(_
D, es [—dominante en D y viceversa.

. . . .7 ey .
Los conjuntos k—independientes de D, también lo son en D y viceversa.
H

Por todo lo anterior, D tiene tantos k—nucleos como k—soluciones tiene D.
Veamos un ejemplo.
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%
Ry

//\4

“ O\I/

Los k—nﬁcleo{s_de Rs1, {vo,v3}, {v1,v4, 1,0}, {v2, 05,20} {2, 05,3}, son
k—soluciones de R ;.

Construyamos, de nuestra propia invencion, una digrafica fuertemente cone-
xa y asimétrica con exactamente n k—nucleos y m k—soluciones usando las di-
grificas que ya tenemos.

Definicién 4.4.5. Sea k > 3. €' = {pr0, ... proe—1, Rt Rea, ... ).

Ahora construyamos Eé“n ) con exactamente 'y m k—nicleos y soluciones.

Tomamos D, D,, € €", tales que poseen n y m k—nucleos respectivamente.

Podemos construir la misma digréfica ¢(D,,) usada en la demostracién ante-
rior, es decir, la digrafica dual de D,,, pero con vértices Z en lugar de z.

V(Eé“n’m)) =V(D,)U V(c(b_m)) U{A, As... Ax_1}, siendo todos estos con-
juntos ajenos dos a dos.

F(Ef, ) = F(D2) U F(e(D) U{(z9) | = € V(e(Dn), y € V(Da)} U

{(z, A1) | 2 € V(e(Dm)), 2 # T U{(Ax_1,9) | y € V(Dn),y # vr}U{ (vp, A1) }U
{(Ar-1,0)} U{(4),4511) [1 <j <k —2}

Aunque E?n,m) tiene muchas flechas ninguna es simétrica.

Toda trayectoria dirigida de V(D,,) hacia V(c(m)) tiene longitud k, pues
debe ser igual a (vy, A1, Ag, ... Ap_1,70).
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Vo — Vg

Elkz

(nm P —
una trayectoria dirigida de V(D,,) hacia V(¢(D,,)) y {(z,y) | z € V(e(Dn)),
y € V(Dn)} C F(EE, 1))

fn m) tiene exactamente 1 y m k—soluciones.

%
) €s fuertemente conexa pues: D,, y ¢(D,,) son fuertemente conexas, hay

Veamos que £

SN

Vo = Vg

En adelante, escribiremos d(z,y) en lugar de d B )(m, Y).

Para z =1,2,...k — 1, {A.} es k—independiente maximo porque:
w (Ay, Ag, ... Aj_q) tiene longitud £k — 2.
n Vo eV(D,) —{uw}, d(Asx) <k—1yd(vg, A,) <k—1

« VT € V(e(Dn)) — (W0} d(A.,75) <k — 1y d(T, A.) <k — 1.
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A, no (k—1)—absorbe a vy pues, para cualquier n, dp, (vg+1,v5) > k y toda
U1 A, —trayectoria dirigida pasa por vy.
También, A, no (k—1)—domina a 77 porque dp,, (v1,v9) > k, lo cual implica

que d 00, 01) > k, y toda A, 07 —trayectoria dirigida pasa por 7.

(b'm)<

Por lo tanto los k—ntcleos y soluciones de E*(n,m) no pueden contener a
los vértices A..

Las trayectorias dirigidas que afadimos entre los vértices de D,, son de longi-
tud k, pues contienen a la trayectoria dirigida (A, Ay ... Ax_1). Andlogamente,
las nuevas trayectorias dirigidas entre vértices de ¢(D,;,) son de longitud .

Por lo tanto, los k—ntcleos de V(D,,) y las k—soluciones de c(b_m) siguen

siendo k—independientes en Eé“ )

Todo k—nucleo de Efn .y debe estar totalmente contenido en V/(Dy) o en

V(c(m)) debido a la k—independencia. Lo mismo sucede con las k—solucio-
nes.
%

Como las trayectorias dirigidas entre V(D,,) y V(¢(D,y,)) tienen longitud k:

SilcC V(c(m)), I no absorbe a ningtn vértice de D,,.

SiJ C V(D,), J no domina a aningun vértice de c(b—m)

Por consiguiente, los k—ntcleos estan totalmente contenidos en V(D,,) y las

%

k—soluciones en V(c¢(Dy,)).

k
(n,m)*

Si J es un k—nucleo de D, a J pertenece algun vértice x € {vg, vy, ... vk_1},
b
como d(A,,xz) < k — 1y tenemos todas las flechas de vértices de ¢(D,,) hacia
vértices de D,,, J es (k — 1)—absorbente.

Afirmamos que los k—nucleos de D,, son (k — 1)—absorbentes en E

Es obvio que J absorbe a los vértices de D,, que no pertenecen a J.

k

Por lo tanto, todo k—ntcleo de D,, es k—nucleo de ES )

. . . %
De manera similar, usando que a las soluciones ¢(D,,) pertenece alguno de

los vértices de {Ug, Uk11, ... U2r_1} podemos concluir que toda k—solucién de
%
c(D,,) es k—solucién de EF

(n,m)*

Por ende, Eé“n ) tiene exactamente n k—nicleos y m k—soluciones.
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Para finalizar, es posible construir digréficas fuertemente conexas con ningtn
nucleo o ninguna solucién.

Mata$ Harminc utiliza la digrédfica Ay = (ao, bo, co, ag) que es un ciclo dirigi-
do de longitud tres.

Aunque la digréfica G, ) tiene flechas con extremos d; o d;, no afectard na-
da a la demostracidn del teorema 4.4.1 si no las tenemos cuandon =0 om =0
pues A no tiene nucleos.

Para k > 3y los k—nucleos podemos utilizar py, la digrafica que se obtiene de
pr.o afadiendo la flecha vjvg y se seguird valiendo la argumentacién que hicimos.

Pk:
Vg
Vk—1 ° Vk41
o °
Vg2 S N Uk+2
° °
° °
U2 \. | ./ U2k —2
T\.
U1 V2k—1



Bibliografia

[1] Claude Berge, The theory of graphs, Dover Publications, 2001.

[2] J. Adrian Bondy y U. S. Rama Murty, Graph theory with applications,
North-Holland, 1982, 25--36.

[3] Oleg V. Borodin, Alexandr V. Kostochka y Douglas R. Woodall, On
kernel-perfect orientations of line graphs, Discrete Mathematics 191 (1998),
45--49.

[4] Hortensia Galeana Sinchez, A counterexample to a conjeture of Meyniel on
Kernel-perfect graphs, Discrete Mathematics 41 (1982), 105--107.

[5] Hortensia Galeana Sanchez, Niicleos y seminiicleos en digrdficas, Tesis de li-
cenciatura, Facultad de Ciencias, UNAM, 1980.

[6] Hortensia Galeana Sinchez y Victor Neumann Lara, On kernels and semi-

kernels of digraphs, Discrete Mathematics 48 (1984), no. 31, 67--76.

[7] Hortensia Galeana Sédnchez y Laura Pastrana Ramirez, k—kernels and some
operations in digraphs, Discuss. Math. (en revision).

[8] Hortensia Galeana Sanchez y Laura Pastrana Ramirez, k—kernels in orien-

tations of the line graph, International Journal of Contemporary Mathema-
tical Sciences 2 (2007), no. 31, 1511--1525.

[9] Hortensia Galeana Sdnchez y Laura Pastrana Ramirez, (k,[)—nidcleos en
orientaciones de la grifica de trayectorias.

[10] Hortensia Galeana Sdnchez y Hugo Alberto Rincén Mejia, A sufficient con-
dition for the existence of k—kernels in digraphs, Discussiones Mathemati-
cae, Graph Theory 18 (1998), no. 2, 197--204.

[11] Matd$ Harmince, Kernel and solution numbers of digraphs, Acta Univ. M.
Belii, Math. (1998), no. 6, 15--20.



[12] Magdalena Kucharska y Maria Kwasnik, On (k,1)—kernels of special su-
perdigraphs of P, and C,,, Discussiones Mathematicae, Graph Theory
(2001), no. 21, 95--109.

[13] Maria Kwasnik, The generalization of Richardson's theorem, Discussiones
Mathematicae 4 (1981), 11--14.

[14] Lu Qin, Shan Er-Fang y Zhao Min, (k,1)—kernels in line digraphs, Journal
of Shanghai University (English Edition) 10 (2006), no. 6, 484--486.

[15] John Von Neumann y Oskar Morgenstern, Theory of games and economic
bebavior, Princeton University Press, Princeton, 1944.

[16] M. Richardson, On weakly ordered systems, Bull. Amer. Math. Soc. 52
(1946), no. 2, 113-116.

[17] Adolfo Sénchez Flores, A counter example to a generalization of Richard-
son’s theorem, Discrete Mathematics 65 (1987), no. 3, 319--320.

[18] Jerzy Topp, Kernels of digraphs formed by some unary operations from other
digraphs, Rostock Math. Kollog. (1982), no. 21, 73--81.



	Portada
	Índice
	Introducción
	Capítulo 1. Conceptos Básicos
	Capítulo 2. Operaciones Digráficas
	Capítulo 3. Orientaciones de la Gráfica de Trayectorias
	Capítulo 4. Exactamente n k-núcleos
	Bibliografía

