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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Problema

Consideraremos el siguiente problema

—Au+u = |[ulP?u,
u € HYRY),

(P)

dondeNZQ,Q*:%siN>2, 2* =o00,5i N =2 ycon2<p<2y HY(RY) el
espacio de Sobolev de las funciones u tales que tanto ellas como Vu se encuentran en
L*(RYM). La norma en este espacio es
l|ul[3 = / <|Vu|2 —|—u2> dx.
RN
El objetivo de la tesis es demostrar que este problema tiene una solucion clasica, no

trivial y positiva, donde las soluciones vienen dadas por los puntos criticos del funcional
J: HYRY) - R

J(u) :—;/ (\Vu\2+u2> dx—;/\u|pdx, (1.1)

llamado el funcional de energfa, el cual estd bien definido debido al encaje de H'(RY)

en LP(RY).
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1.2 Resultado principal

El resultado principal de esta tesis fue obtenido por Strauss en 1977, quien demuestra

la existencia de una solucién radialmente simétrica. El teorema se enuncia como sigue.
Teorema 1.1. Ezxiste una solucion clasica, positiva y radialmente simétrica de (77)

Para la demostracion de este teorema se necesitara teoria de regularidad eliptica,
para ver que la solucion débil obtenida con el Teorema de Paso de Montafia es clasica,
hecho que sélo se citard de [8].

La simetria en este tipo de problemas variacionales es relevante, ya que la inyeccién
HY(RY) c LP(RY) no es compacta para 2 < p < 2*, pero si consideramos el gru-
po de transformaciones ortogonales, O(N), encontramos que la inyecciéon del espacio
H(l)( ) (RY), de las funciones u en H'(RY) radialmente simétricas, en LP(RY) se torna
compacta para 2 < p < 2*. Por lo cual nos apoyaremos en el Principio de Criticalidad
Simétrica, demostrado por Palais en 1979.

Haremos uso de la variedad de Nehari para ver que la solucion es de minima energia
y no cambia de signo. Finalmente para ver la positividad nos apoyaremos en el Principio

Fuerte del Maximo, el cual se puede ver en [6].

1.3 Antecedentes

Ecuaciones del tipo (P) surgen naturalmente en varios contextos de la fisica, por ejemplo
en Optica no lineal o, en la aproximacion clasica en mecanica estadistica. Las soluciones
de (P) corresponden a soluciones de estado estacionario (ondas solitarias) en ecuaciones

no lineales del tipo Klein-Gordon

P 2 -2
o~ Lvt|al@) +w e — el e =0, (1.2)

y del tipo Schrodinger

0
iaff — Dy + (a(w) + w)w — || = 0,

2



CAPITULO 1. INTRODUCCION 1.3. ANTECEDENTES

donde ¢ = p(t, x) es una funcién compleja definida en R x RY. Por ejemplo si en (1.2)
buscamos soluciones de la forma onda estacionaria ¢ = e*u(z), con u : RY — R

tenemos que
0 = (iw)’e™u—e™ Au+ (a(m) + w2>emu — |e Wty |[P2e My,
que es equivalente a
0= — Au+a(@)u— |ulf~?u.
Entonces obtenemos el problema modelo
—Au+ a(x)u = |ulP~?u, (1.3)

conu € HY(RY), N > 3y p € (2,2%). Ahora, si consideramos su funcional Lagrangiano

asociado tenemos

J(u) : 2/<|Vu|2+a( ) z — —/|u|pdm

que en analogia con problemas elipticos no lineales en dominios acotados es llamado

(imprecisamente) la energia asociada con (1.3).

Nosotros tinicamente nos enfocaremos al caso en el que a = 1.
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Capitulo 2

Preliminares

Primero daremos una serie de definiciones y demostraremos un par de resultados que
necesitaremos mas adelante, en los que se incluye la demostracién de que el funcional
de energia (1.1) se encuentra en C'(H!'(RY),R), espacio de las funciones continuas
de HY(RY) en R que poseen primeras derivadas Lipschitz continuas localmente. Para
finalizar este capitulo, después de dar la definicion de solucion débil y clasica, veremos

que si tenemos una solucion débil de (P) esta también es clasica.

Definicién 2.1. Sea Q C RY abierto y n € NU {0}. Definimos los espacios

L (Q) = {u :Q — R|u € LY(K) para todo K C compacto}

CH(Q) := {u € C™"(Q) | utiene soporte compacto en Q},

C () = Fj) Cr(Q).

Definicién 2.2. Sean Q C R abierto, u,v € L}, (), y sea o un multiindice. Entonces

v es la a-ésima derivada parcial débil de u si

—dr = (—1)leh /vgpdm Vo e CF(Q), (2.1)
Q
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Definicién 2.3. Sea p € [1, N|. Definimos el exponente de Sobolev por

Np
e,N

N, p€[lL,N)
pt =

00 p=N,

y notemos que se cumplen

1 1 1 .
— = - ——= y  p>p.
p* p N

Notacién 2.4. Sea (X, d) un espacio métrico, z € X, r > 0. Definimos

U(z):= U (2;X) :={y e X|d(z,y) <r} bola abierta,
B.(z) = B.(2; X) :={y € X |d(z,y) <r} bola cerrada,
Sp(z) == Sp(z; X) ={ye X|dz,y) =r} esfera.

Proposicién 2.5. Desigualdad de Interpolacion.
Sea 1 <p<qg<r<oo, tal que
1 A
=4
q p
para X que satisface 0 < A < 1. Siu € LP(RY) N L"(RY), entonces u € L4(RY) y

1—-A
r

[l 2o < [fullZo [l

Demostracion. Sea \ tal que
A 1—A
A (1= Ng
P r
por lo que obtenemos de la desigualdad de Holder

[ lultde = [ fu ) do
RN RN

Aq (A=Mg

< ( [ 1P d:c) p ( [ oo dx) T

RN RN

=1,

A 1—\
= [Ju| 24 [[]| &V
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Definicién 2.6. Sea X un espacio normado. El espacio dual de X es el espacio de las

funciones lineales continuas de X a R, es decir
X' = L(X,R).
Ademés, para L € X’ definimos la norma
IL]|xr = sup{[La] : x € X, [[z[|x <1},

y como R es un espacio de Banach se puede ver que también lo es (X', || - ||x/)-
Definicién 2.7. El espacio de Sobolev H'(RY) se define como

H'(RY) := {u e [*RY): Vu € L*(R")}
con el producto interno

(u,v)gr = /(VUVU +uv> dx
RN

y la norma

ul|3 = / <|Vu|2 —i—u2> de.
RN

Este es un espacio de Hilbert.

Definicién 2.8. Sea U es un subconjunto abierto de un espacio de Banach X. El

funcional J : U — R tiene derivada Gateaux f € X' en u € U si, para cada h € X,
1i ! J th) —J th)l =0
g | I+ th) = I () = (. 1h) | =0,

El funcional J tiene derivada Fréchet f € X’ en wu si

.1 _
;LLH%WLH[J(quh) — J(u) — <f,h>] = 0.

La derivada Fréchet de J en u es denotada por DJ(u). Si X es un espacio de Hilbert
y J tiene derivada Fréchet en u € U, el gradiente V.J de J en u se define por

(VJ(U) : h)X = (DJ(u), h)

para toda h € X.
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Definicién 2.9. Sean X un espacio métrico. Definimos los espacios

CoYX,R) := {u: X — R|u es Lipschitz continua localmente}

CYY(X,R) = {u € C'(X)|Du e C*'(X,R)}.

Para ver que el funcional de energia J, definido en (1.1, p.1), se encuentra en

CH(HY(RY),R) empezaremos demostrando el siguiente lema.

Lema 2.10. Sea N > 2 y p € (2,2*). El funcional ¥V: H'(RY) — R dado por
W@Q::‘/luwdx, (2.2)
RN
cumple que U € C*(HY(RY),R) y

DV (u)[v] :p/ |ulP~?u da.

Ademds DV : HY(RY) — L(HY(RY),R) es Lipschitz continua en conjuntos acotados.

Demostracién. Sean u,v,h € H'(RY), entonces, por el teorema de Sobolev u,v, h €

LP(RY) con 2 < p < 2*. Definamos

A HYRY) — L(HYRY)),R)  por A(u)[v] ::p/ u|P~2uv da

1. Demostremos que A(u) € L(HY(RY),R) y que A : HY{(RY) — L(H'(RY),R) es

continua. Por Holder tenemos

‘A(u)[v]‘ = p/ |[ulP~?uv dx

RN

< p [ Jul2lullo] o
RN

—p [ Jul ol do
RN

< of 1|2

Lr-1

Lp

= pllullgs o]z,
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y por el encaje continuo de H'(RY) c LP(RY)
A)[o]] < pllullf [vlle < Cpllullta o]

Esto demuestra que, para cada v € H*(RY), la funcién A(u) : H'(RY) — R es
continua. Como A(u) es lineal, se tiene que A(u) € L(HY(RY),R). Ademas,
[Afw)[v]]

Alu 1(RN = sup —————
Aeearenn = ko Tolla
< Gyllullz.
Por lo tanto, A es continua.
2. Definimos
f(t) ;= plt|P~2t, (2.3)

de aqui que f'(t) = p(p — 1)[t|P~2. Sean s, t € R, con s < t, por el teorema del
valor existe A\ € (s,t) tal que

|f(t)—f(8)

e TV

entonces

[f(&) = f()] = [F' (M)t = 9)]
< plp—1)ft—s| AP Por (2).

< pp— 1)l sl (1 +1l)

Para u, v € LP(R") esto implica, junto con la desigualdad de Holder, que

) = 173, = [ 15— F@)I da

(r-2)35
< [pp= 07T [Ju— o™ (Jul+pl) " do
RN

1 p—2

< [p(p—l)]zﬁl[/|u—v|pdx]pl[/(\u|+|v|>pdx]pl.

RN RN
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Tomando Cj := [p(p — 1)] obtenemos

p—2
Jul + [v]

1£(w) = F@)I| 2, < Collu — vl

r

p—2
< Collu=vlles (Ileller + lolles) - (24)

3. Demostremos que A: H'(RY) — L(H'(RY),R) es Lipschitz continua en conjun-

tos acotados de H'(RY). Esto es que para cada C; > 0 exista Cy > 0 tal que

1A (u) = A) [l @y ey < Collu—vl[m i [[ullgs, [vl|ar < Cro (2.5)

<Mm—A@mmL

Primero veamos que sucede con

kmm—Aw»mﬂsjﬁﬂm—f@MMMx

RN
< |[f(w) —f(U)HLp?’TthHLp Por Hélder.
p—2
< Collu=olles (luller +10lls) " [lAller Por (2.4).

p—2

CoC llu=vllan (Il + ol ) 1Al

IA

Si elegimos
—
CoC (Ilulls + Il ) < GoC 2P = G,

tenemos

(8w - A

||A(U)—A(U)||£(H1(RN),R) = sup i
heHY(RN), h#£0 || ||H1

< Oy |lu—vl|g.

4. Para z € RY fijoy ¢ € (0,1) definimos la funcién

9z(t) == |u(z) + tv(z)P.

10
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Entonces

95(t) = p |u(x) + to(@) " [u(z) + to(z)] v(z).

Por el teorema del valor medio existe A € (0,1) tal que

|gx(t) — ga:(o)l

= |9, (A1)]
i

= plu(z) + Mo(z) "~ |u(z) + Mv(2)|[v(2)]

= plu(z) + Mo(z) "~ |v(z)|

<p(fu@)] + @) ) o))

Por la desigualdad de Holder tenemos

[ otute) + s i < [ o 1wl + 1o ) i
ol

RN
p—1
<|ur . |vr)
Lp—1

< pliful + ol 172" l[v]lze

<P

-1

p
Cp( Nl + ol ) ol

IN

< 0

va que el encaje H'(RY) C LP(R") es continuo. Entonces

-1

p(lu@)|+ @) ) Jo(@)] € LHRY).

(2.6)

5. Demostremos que ¥ € CHH(HY(RY)). Sean u, v € H'(RY), Cy == ||u|| g2 +]|v|| 11,

11
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y sea Cy dado como en (2.5). Consideremos
U(u+v)—U(u) = / (gx(l) - gx(0)> dx
RN
1
= / / g, (t)dt dx
By
1
= / /g'z(t) dz dt Por (2.6, p.11) y Fubini.
0o %
1
= / /p |u + tv]P~?(u + tv)v dx dt
o

= /01 Au + to)[v] dt

Entonces (2.5, p.10) implica

(W (u+v) — W(u) — :/ (u+ tv) — A(u)) [v] dt

0
1

IN

/ 1A+ tv) — A @y 0]l dt
0

1
( J 1A G+ ) = Afw) o v 2 dt) el
0

< Co|lvl?

—o( llol).

cuando ||v||g1 — 0. Entonces ¥ € CH(HY(RY),R) y DU = A,

Lema 2.11. El funcional de energia (1.1, p.1) se encuentra en CYH(HY(RY),R) y
DJ(u)v] = / (VUVU +uv> dx — / |ulP~?uw da.
RN RN
Demostracion. Recordando que el funcional de energia es

1 1
Tw) = 5 lullfn — ¥,

12
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podemos ver por el Lema 2.10, (p.8), que ¥(u) pertenece a CH(H'(RY),R) y, como
HY(RY) es un espacio de Hilbert la funcién u — ||u||? pertenece a C°(H*(RY), R).
Concluimos que

J e C"M(H'(RV),R),

y que DJ(u)[v] esta dada por

DJ(u)[v] = / <VUVU + uv) dx — / |ulP~?uv dz.

RN RN

]

Definicién 2.12. Sea Q C RY abierto y J : H(Q2) — R diferenciable. Decimos que u

es un punto critico de J si DJ(u) = 0.

Definicién 2.13. Sea u € HY(RY). Entonces u es una solucién débil de (73) siVou e

H'(RY)
<Vu, VU) + (u,v) :/|u|p_2uv dz,
2 2

es decir, si u es un punto critico de J.

Definicién 2.14. Sea v € H'(RY). Entonces u es una solucién clasica de (P) si

u€ C*HRY) y —Au+u = |ulP~2u.

Proposiciéon 2.15. u es solucion débil de (77) sty solo si u es solucion cldsica de
(7).
Demostracion.

= | Sea u solucién débil. Por regularidad v € C*(RY) N H?(RY), véase [8, Le-
ma 1.30]. Entonces Vv € C%°(RY):

(— Au, ’U) = (Vu, Vv)
L2 L2
:—(u,@) +/|u|p’2uvdx.
L2

RN
Y puesto que C(Q2) es denso en L?(§2) para todo dominio 2 C RY vemos que

—Au+u — [uP"2u = 0. Por lo tanto u es solucién clasica.

13
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<] Sea u solucién clasica de (77), de aqui que Vv € C(RY) :
0= <— Au+u— |u|p_2u,v)
L2

= (Vu, Vv) + (u - |u]p_2u,1)> Porque u € C*(RY).
L2 L2

Entonces u es soluciéon débil. O

14



Capitulo 3

Existencia

3.1 Deformacién cuantitativa
Notacién 3.1. Sea J : X — R entonces denotamos J¢ := J‘l( (—o0,d] )

Lema 3.2 (Deformacién cuantitativa). Sea X un espacio de Hilbert, J € C (X, R),

ceR, € > 0. Suponemos que:
(Vu,e(flﬁc——Qa,c%—Qd)> ||DJ(w)]] > 2e.
Entonces existe n € C(X, X) tal que:

(i) Vu ¢ J‘l([c— 2e, ¢+ 25]) : n(u) = u,

(i) n(J<+) C Jee.

Demostracion. Definamos:

A= Je— 2 c+2¢])

B:=JYc—ec+e]
o dist(u, X \ A)
(W) = Gt X\ A) 1 dist(u, B’

15
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La funcién 7 satisface

T(u) =1 siue By (3.1)

T(u) =0 siue X\ A (3.2)

Ademaés T es Lipschitz continua localmente ya que para todo u € X la dist(u, X \ A) y
la dist(u, B) no son cero de forma simultanea y la distancia es Lipschitz continua con
constante uno. Definamos el campo vectorial localmente Lipschitz continuo

VJ(u)

BT u € A.
IV (u)|[*

Cuando u € A tenemos que 7(u) € [0,1] y ||[VJ(u)|| > 2¢ entonces

1 1
IVJ()| — 2
Por lo tanto
M= 1 — VJ(u) 1
L)l = = 7w) 550 o)
IVJ@)]| 1
—IVI@)] VI ()]
<L
- 2e
es decir,
< 1 M X
[f(w)]] < % ue X.

Para cada u € X el problema de Cauchy, véase [3,7],

d
%U(tau) = f(o(t,u)),

o(0,u) = u,

tiene una solucién tnica o(-,u) definida en R. Mas ain, ¢ es continua en R x X

16
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véase [3,7]. Entonces tenemos que

iJ(U(t,u)) = (VJ(U(t,u)), jta(t,u))

H1

- (w(a(t,u)), f(a(tU)))

Hl

[t s 5

— r(o(t,u)) VLG I
= —7(a(t, ))||VJ(0(t,U))||2

=—7(o(t,u)).

Por lo tanto J(o(.,u)) tiene las siguiente propiedades:
1. Es no-creciente, ya que 7 es no negativa.

2. Sio(t,u) € X \ A, entonces

ﬁJ(a(t,u)) = 0.

Para (i) definimos 1 : X — X por
n(u) = o(2¢,u).

Ahoraseau € J¢. Siexiste t € [0, 2¢] tal que J(o(t,u)) < c—e, entonces J(o(2e,u)) <

cC—E¢&.

Sio(t,u) € J '([c—e,c+¢]), para todo t € [0, 2¢] tenemos
J(o(2e,u)) = J(u) + /026 ;;t J(o(t,u))dt
= J(u) — /026 T(o(t,u))dt

2¢
§c+5—/ ldt por (3.1).
0

Entonces n(J¢¢) € J¢. Seau € X \ A. Como f =0 en X \ A, la definicién de o

implica que o(t,u) = u para todo t > 0, es decir, n(u) = u. O

17
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3.2 El Teorema de paso de montana

Teorema 3.3 (Paso de Montana). Sean X un espacio de Hilbert, J € C“(X,R),

e€ X yr >0 tales que ||e|| > r y

b:= inf J(u) > J(0) > J(e).

|lul|=r
Entonces, para cada € > 0 existe u € X tal que
a) c—2e < J(u) <c+ 2,

o) |7 (w)]] < 2,

donde

¢ = fnf méx J(v(t)

[':={y €C([0,1], X) : v(0) =0, v(1) =e}. (3.3)
Demostracion. 1. Primero veremos que

b <c¢< max J(te).
te [0,1]

Sea v en I'. Como v(0) =0y (1) = e tenemos que

IO =0y NIl = llell > 7,

En consecuencia, como 7y es continua, existe un ¢y € [0, 1] tal que ||v(to)|| = 7.

Por tanto

b= if J(u) < J(v(to)) < méx J(y(t)),

[|u||=r t€[0,1]

y entonces

b < inf max J(~v(t)) = e
< inf méx (v(t) = ¢

Definimos 7y € I por y(t) := te. Tenemos que

inf méx J(v(t)) < méx J(y(t))

yET tef0,1] tef0,1]

= Idx J(te).
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Por lo tanto

b<c< max J(te).
te [0,1]

2. Demostremos el Teorema de paso de montafia por contradiccion. Supongamos que
no se cumple la conclusion del teorema, es decir que existe € > 0 tal que para
toda u en J‘1<[c — 2, c+ 28]) se cumple que ||[DJ(u)|| > 2. Como J(0) < ¢

podemos suponer que ¢ es suficientemente pequena, de tal forma que
J(e) < J(0) < ¢ — 2e. (3.4)

Por definicion de ¢ existe v € T' tal que

: < . .
max J(y(t)) <c+e (3.5)
Por lo cual también
eg J! ([c — 2, c+ 26]). (3.6)

Ahora sea 1 como en el Lema 3.2 de Deformacion Cuantitativa, entonces definimos

[ :=mno~. Por lo tanto tenemos que

B(0) = n(v(0)) = n(0) = 0 por (3.4),

A1) = n(y(1)) = nle) = e por (3.6),
y dado que 1 y «v son continuas, § € I'. Por el Lema sabemos

n(Jee) ¢ Jee
y entonces
J(n(JcJ“E)) C (—o0,c—€l.
Ademsés por (3.5), tenemos que para toda t € [0,1] se cumple y(t) € Jt¢ y
entonces
J(B(t) < c—c¢ vt e[o,1].

Por lo tanto

lo cual es una contradiccion a § € I' y a la definicién de c.
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3.3 Principio de criticalidad simétrica

Definicién 3.4. Sean (G,-) un grupo y 7 una topologia en G. Entonces (G, -, 7) es un

grupo topoldgico si y sélo si la funcion

f:GxG— G
(g:h) +— gh™"

es continua.

Definicién 3.5. La accién de un grupo topolégico G en un espacio normado X es un

mapeo continuo

GxX—X, (g,u) — gu

tal que
l-u=u
(gh)u = g(hu)
U — qu es lineal.

Definicién 3.6. La accién de un grupo topoldgico es isométrica si

lgull = ull

Definicién 3.7. Sea G un grupo topologico que actiia en un espacio normado X. El

espacio de puntos invariantes se define como
Fix(G) :={ue X : gu=u, Vg € G}.

Un conjunto A C X es invariante si gA C A para cada g € G. Una funcién J : X — R
es invariante si J o g = J para cada g € G. Un mapeo f : X — X es equivariante si

go f=fogparacada g€ G.
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Proposicién 3.8 (Series de Neumann). Sea E un espacio normado, y A € L(E) tal

que ||A||zp) < 1. Entonces I — A es invertible en L(E) y

1

1= < 5
1—]A]|

Demostracion. Definamos la sucesién {A,} en L(F) como

A, = Z Ak,
k=0
Paro todo n € N tenemos
(I —-AA,=1- At (3.7)

Ya que [|A%|] < [|A]|||A]] por induccién vemos que para todo k € N\ {0}
[1A*]] < [ Al (3.8)

Como ||A|| < 1, por (3.8) tenemos que A* — 0 en L(E) cuando k — oo. En
consecuencia, (3.7) implica que es suficiente demostrar que {A,} es una sucesién de
Cauchy en L(E), porque en ese caso (I — A)~! = dim A,

Dado que la serie geométrica
o0
> llAlf
k=0

converge absolutamente obtenemos que la sucesiéon de sumas parciales es una sucesion

de Cauchy en R. Por (3.8) tenemos para m > n que

[An = Aull = || 30 A% < 30 (141 < X0 141"
k=n+1 k=n+1 k=n+1
En consecuencia {A,} es una sucesién de Cauchy en L(FE). O

Proposiciéon 3.9. Sea E un Espacio de Banach, sea X el conjunto de todos los elemen-

tos invertibles en el dlgebra de Banach L(E), entonces (X,0) es un grupo Topoldgico.

Demostracién. 1. Sean A, B € L(E) tales que A es invertible y || — BA™!|| < 1.
Demostraremos que B es invertible en L(F) y presentaremos una férmula para

B~
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Por Series de Neumann como ||I — BA™!|| < 1 tenemos que
[—(I-BA™Y) =I—-I+BA™ = BA™!

es invertible en L(E) y

1
> T —1y1-1
g 2 - 0= BAT
= Il = 1+ BA7Y
— [|[BAT

Entonces B = (BA™!) A es invertible como producto de dos elementos invertibles.

Ahora presentemos una formula para B.

(e 9]

Y. (I-BA™Y = [I-(I-BA™™
= [BA™]™!
= AB™.

Entonces

B =AY (I-BA™!

k=0
2. Demostremos que X es abierto en L£(F) y que el mapeo
T: X — X,
A ATl
de un operador a su inversa es continuo. Primero encontremos una cota para
|B~'— A7Y|si||[I - BATY| < 1.

Tenemos que

|B™ = A7 = [IB7H(I = BATY)]|
< BT IT = BA™]
= (|47 > (= BAT)H|| i1 = BA™|
k=0
I — BA™Y|
< flay :
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1

Veamos que X es abierto. Sea A € X, tomemos r := m

Si B € U, (A) tenemos que
_ _ _ 1
11 =BAT < [JAT A= BI| < [[A7Hr = 5 <1

entonces U, (A) C X y por lo tanto X es abierto.

Demostremos que la inversion es continua. Sea A € X, B, — Aen X y r :=

STAT Entonces tenemos que para n suficientemente grande B, € U, (A) y

|l — B,A7Y| < 5 < 1, y usando la cota que encontramos

[ — B,A7Y|
B—I_A—l < A—l || n
187 = A7 < A e
|AH? [|A = By
— 1—||I - B,AY]
< 2||[ATYP ||A - Ba|l

cuando n — oo.

3. Sean A, B € X.Demostremos que B,A;' — BA™'siB, - Ben Xy A, — A

en X. Por el inciso (2) tenemos que A;! — A~! entonces

1B A, = BATY| <[|A; = A7 IB, = Bl + AT 1B — Bl + (1B A" — A7

cuando n — oo. Por lo tanto B,A,' — BA™!.

Entonces X es un grupo topologico. O]

Teorema 3.10. (Principio de Criticalidad Simétrica, Palais, 1979). Supongamos que
la accion de un grupo topologico G' en un espacio de Hilbert X es isométrica. Si J €

CH(X,R) es invariante y si u es un punto critico de J restringido a Fix(G) entonces u

es un punto critico de J.
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Demostracion. 1. Como J es invariante tenemos

J(gu + tv) — J(gu)

<DJ(gu), v> = lim

t—0 t
-1 _
_ i Lt tgTi)) — J(gu)
t—0 t
-1 B
— Ym J(u+tg ') — J(u)
t—0 t

= <DJ(u) : g_lv>.

2. Tenemos por una propiedad del producto interior, que para todo u, v € X se

cumple
(VJ(gu), U) = (VJ(u), g’lv) Por el inciso anterior.
VI + g2 VI () = g 2
B 2 2
—1,\ (12 =1\ 2
= g(VJ(u);— g U) — Hg(VJ(u)2 g U) Por ser isométrica.
9V I (W) + gg7 vl HQVJ(U) — g9 'v|?
B 2 2
= (9V (), gg7'v)
= (gVJ(u), v).

Entonces V.J es equivariante.

3. Si u es un punto critico de J restringido a Fix(G) entonces VJ(u) € Fix(G)*t.

Ademés

gVJ(u) = VJ(gu) = V.J(u),

entonces VJ(u) € Fix(G).

Por tanto

VJ(u) € Fix(G) N Fix(G)* = {0}.
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[]

3.4 Compacidad de encajes de funciones radiales

Lema 3.11 (P.L. Lions, 1984). Sear >0 y 2 < g < 2*. Si {u,} es acotada en H'(R")
y St

sup lun|? — 0, n — oo,

ERN
v B(y,r)

entonces u, — 0 en LP(RN) para 2 < p < 2*.

Demostracion. Primero consideremos el caso N > 3. Sean s := 21(2* —q)+qgy A= =2

Por lo que

€@2) vy =it

Sea @, un cubo abierto contenido en B,(0). Entonces para todo x € R" la proposi-

ci6én 2.5, (p.6), implica

s e+ < ||un||}:;();c+QT)||un||22*(x+Qr)

< ||unHLq (wron C Hunmp(HQT) Por encaje de Sobolev.

= Cllwlliztigy | [ (19w + ) o
-T"I‘Qr
Ahora cubrimos a RY con trasladados de Q, de tal forma que estos sélo se puedan inter-
sectar en su frontera. Entonces existe una sucesién {3} C RY tal que cada trasladado

se puede expresar como Ty + @,

R\ J (5 + Qu)| = 0 y

k=1

(2, + Q)N (21 + Q) = 0,
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si k # [. Entonces

/|un| de =Y / |un|® dz

($k+Q1)
<Z C* 1S 00 / (\Vun|2+]un’2> dzv
Zk"‘Qr
< Z C* sup ||un|| / <|Vun|2 + |un|2> dx
yGR xk""Qr
_ _ (1=X)s
q
= sup / | |? dx CSZ / <|Vun‘2+ |un|2> dx
veRY g ] Eolnd o
_ _ (1=X)s
q
~ sup / (|4 dae o / (!VW + |un\2> dz
veBY B ] RN

cuando n — 00, ya que
/ <|Vun|2 + |un|2> dz,
RN

es acotada. Ahora sea p € 2*). Si p < s, entonces la Proposicion 2.5, (p.6), con

(
p € (0,1) que satisface % =5+ 1;“, implica que

1—
[l vy < M2y | un | e Gy

— 0,

cuando n — oo, ya que u, es acotada en HY(RY) y en L2(RY), y p < 1. Si p > s,

: 1 7 1—p
entonces con n e (0, 1) que satisface » S + o se cumple

1—
||u’fl| |LP(RN) S ||un| |us(]RN)||un||L2;*u(RN)

— 0,

cuando n — 0o, ya que u, es acotada en HY(RY) y en L?>" (RY), y u > 0. Esto prueba

el Lema para N > 3. En el caso N = 2, sea p > 2. Escogemos p > p y por encajes
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de Sobolev, HY(RY) — LP(RY), con inyeccién continua. Remplazando 2* por p en la
demostracion N > 3, el resultado se obtiene de la misma manera. O
Definicién 3.12. Sea G un subgrupo de O(N), y € RY y r > 0. Definimos
m(y,r,G) :=sup{n e N:3¢gy,....9, € G: j# k= B,(g;y) N B,(gxy) =0}.
Definicién 3.13. Decimos que RY es compatible con G si, para algin r > 0,
lim m(y,r, G) = oo.

ly|—o0

Definicién 3.14. Sea G un subgrupo de O(N). La accién de G en H*(RY) esta definida
por
gu(x) = u(g™'w).

El subespacio de funciones invariantes esta definido por

HL(RY) := {u c H'RY): gu=uVge G}.
Teorema 3.15. Si RY es compatible con G las siguientes inyecciones son compactas

HL(RY) c LP(RY), 2<p< 2.

Demostracion. Fijemos p € (2,2*) y r > 0 como en la Definicién 3.13. Tomemos u,, — 0
en HL(RY), serd suficiente demostrar que u, — 0 en LP(RY). Como sucesiones que
convergen débilmente son acotadas, existe C' > 0 tal que ||u,||gy@y) < C para toda
n.Seany € RN y g, € G, i = 1,2, ...,m(y,r,G), tal que B,(g;y) N B,.(gry) = 0, si

i # k. Entonces para toda n se obtiene

C > [Juallin = |lunl|Z2

= / |u, | do
RN

> / |, | dor ya que la unién es ajena,
UB:(g;y)
=m(y,r,G) / lu, |? de, porque u,, es invariante.
Br(y)
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Entonces para toda y en RY tenemos

C
m Y /r’
Y By (y)
Tomemos ¢ > 0. Como R es compatible con G existe R > 0 tal que

S ¢ < ¢
up ——— < e.
w>r m(y,r,G)

Se sigue que

sup / un)* <e,
>R
=g )

para toda n € . Como u,, — 0 en H5(RY), el teorema de Rellich implica

|l dz—o,

B(R+T) (D)

cuando n — oo. Entonces

sup / lup | dz < e,
<R
=g )

para n suficientemente grande. Se sigue

sup lun|*de < e,
ERN
A0)

para n suficientemente grande. Como ¢ fué arbitrario, probamos que

sup |u,[* dx — 0
N
Y B

cuando n — oo. Por el Lema 3.11 u,, — 0 en LP(RY). O

Corolario 3.16. (P.L. Lions, 1982)
k

Sea N;>2,5=1,...,k > Nj= Ny
j=1

G := O(Ny) x O(N3) x ... x O(Ny).
Entonces las siguientes inyecciones son compactas:

HLRYY c LP(RY), 2<p< 2"
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Demostracion. Sea RN = RM x RN2 x .. x RN+, Parar > 0y € RN con ||z|| > rVE,

escribimos = = (z1, 9, ..., x1), ; € RY. Entonces

k
lz* = > llill®
=1

< k max ||z,
i=1,....k

1%

Sea ig tal que ||z;||* = ‘IrllékaH:L‘in, entonces 1 < ﬁ||a7|| < ||ziy|]. Como N;, > 2
i=1,...,

podemos tomarnos un subespacio Y C R¥o de dimensién dos. Si Gy C O(Nj,) es el

subgrupo isomorfo a O(2) que deja ) invariante, entonces el subespacio
Y={0} x ... x {0} x Y x {0} x ... x {0}

es invariante bajo G := {I} x ... x {I} x Go x {I} x ... x {I}. Se sigue que la cantidad

de bolas abiertas de radio r disjuntas con centros en

gr = (I’l, 7$i0—1ag'xi07$i0+17 ,.Tk),
donde g € Gy, es decir g € Gy, es mayor o igual a LMJ > L%j Entonces cuando

||z|| — oo la cantidad de bolas abiertas disjuntas aumenta por lo que lim m(z,r, G) =

|z|| =00

oo. Entonces por el Teorema 3.15, (p.27), las inyecciones son compactas.

Corolario 3.17. (Strauss, 1977).

Sea N > 2. Entonces las siquientes inyecciones son compactas:

Hpny(RY) € LP(RY), 2<p<2”.
Demostracion. Es suficiente aplicar el Corolario 3.16 con k =1y G = O(N). O

3.5 Existencia de una solucion radialmente simétri-
ca

Definicién 3.18 (Brézis-Coron-Nirenberg, 1980). Sea X un espacio de Banach, J €
C'(X,R) y ¢ € R. La funcién J satisface la condiciéon (PS). si toda sucesion {u,} € X
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tal que
J(u,) — ¢, DJ(u,) — 0

contiene una subsucesion convergente.
Teorema 3.19 (Ambrosetti-Rabinowitz, 1973). Bajo las hipdtesis del Teorema de Paso

de Montana 3.3, (p.18), si J satisface la condicion (PS). entonces ¢ es un valor critico

de J.

Demostracion. Por el Teorema 3.3, (p.18), tenemos que para cada n € N existe u,, € X

tal que

< J(u,) < c+

¢ 2n—1‘—

2n—1

DI )l < 5o

Entonces cuando n — oo
J(un) = ¢y (DI (un)|[ — 0.
Como J satisface (PS)., {u,} tiene una subsucesién convergente a u € X . Pero entonces
Juw)y=c gy DJ(u) =0,
porque J y DJ son continuas. O

Teorema 3.20. St N > 2 y 2 < p < 2%, entonces existe una solucion radialmente

simétrica y cldsica de (73)

Demostracion. Consideramos el funcional de energia J, como en (1.1, p.1), restringido

a H (1)( N) (R™). Probaremos que J satisface las hipotesis del Teorema 3.19
L. Por el Corolario 3.17, (p.29), existe C' > 0 tal que si u € Hpy(RY)

lullr < Cllul|a-
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Se sigue que

1 1
J(u) = =||ullfn — =|[ul |1,
2 j%

1 1
> §||U||%11 - Z;CPHUH%I

oo,
~ ol (3 - Sl

cpr

Existe r > 0 tal que % - 77"’_2 > (. En consecuencia,

b= fnf J(u) >0 = J(0).

[lull=r

Sea u € Hp ) (RY) con u > 0 en RY, veamos que existe un e € Hp y (RY) tal
que J(0) > J(e) y cuya norma es mayor que r.

Para t > 0.

1 1
J(tu) = §||tu||?{3 — ];IltuH%p
1 tr—2
= t? §||u||?{3 — —||ul|7, | -

— —00

cuando ¢ — oco. Entonces existe un ¢ tal que e := tu cumple ||e|| > ry J(e) < 0.

Por lo tanto

b:= inf J(u) >0=J(0) > J(e).

llull g1 =r

2. Demostremos (PS), para todo ¢ en R. Tomemos una sucesion {u,} C Hpyy(RY)

tal que

sup J(u,) <oo y DJ(u,)— 0.

Veamos que ||u,|| es acotada. Sea d := sup J(u,), entonces para n suficientemente
n
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grande tenemos

1

d+1+||up||m > J(un)—]—gDJ Up) [Un)

P

1
= HWnHLz + S llunllz2

1
/ (VunVun + Up Uy, — \un|p_2unun> dx

1 1
) [lunllzo — p[I\VunH%z +[[unllZ2 = [unllZe

1 1
=l2—J<HWm%erm%>
1 1
= 5 3] ol

por lo cual ||u,||g1 es acotada. Pasando a una subsucesién podemos suponer que

up = uen Hp ) (RY). Como Hpy (RY) C LP(RY) de forma compacta, por el

Corolario 3.17, (p.29), si 2 < p < p*, tenemos que u,, — u en LP(RY). Si definimos
f(u) :== |u[P72u con u € LP(RY), tenemos por (2.4, p.10), que f(u,) — f(u) en
LY(RY) donde ¢ = 57 Observemos que

(VJ(un) - VJ(u), u, — u)

Hl

Es decir,

lwy — ul[2p = (Vj(un) —VJ(w), un — u)

= /V(un—u)V(un—u)dzx + /(un—u)Qdas
~ [ (flw) = @) [un — ] da
— lhun = i = [ (flum) = F(0)) (un = ) da
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De aqui podemos ver que
(VJ(un) - VJ(u), u, — u> — 0.
H1
cuando n — oo, ya que u, — u en HY(RYN), ||lu,||z es acotada y ||V.J (uy,) ||z —

0.

Ademas, por la desigualdad de Holder tenemos
[ () = F @) (= w) o] < 11f ) = FI, ey [t = |10
RN
— 0,
cuando n — oo. Por lo tanto, ||u, — u||gr — 0 cuando n — oo.

3. Por el Teorema 3.3, (p.18), ¢ es un valor critico para J en Hé(N)(RN). Sea u €
Hpy(RY) tal que J(u) = cy DJ|H(1)(N>(RN)<'U/> = 0, es decir u es un punto critico
no trivial de J restringido a Hé( N) (RY). Entonces como J es invariante bajo la
accion de O(N) en H*(RY) y por el Teorema 3.10, (p.23), u es un punto critico de

J en HY(RY). La Proposicién 2.15, (p.13), implica que u es una solucién clésica

de (77)
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Capitulo 4

Positividad

4.1 Variedad de Nehari

Lema 4.1. Sea Y C HY(RY) un subespacio de dimensidon finita. Entonces existe r > 0

tal que J(v) <0 si ||v|| > r.

Demostracion. Sea v € ). Entonces dado que el subespacio es de dimensién finita,

existe C7 > 0 tal que Yv € )

ol < Callv]|Le-

Se sigue que

1 1
I0) = 3ol — Sl

1,1

< 3ol = 2 ol
1 1
2 —2

= Iblfe (5 - eplhiti?)
— —00,

cuando ||v||g1 — co. Entonces, existe r > 0 tal que

sive) y ||| >, entonces J(v) < 0.
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Definicién 4.2. Al conjunto
N ={ue H'®RY)\ {0} : DJ(u)u] =0} (4.1)

lo llamaremos la variedad de Nehari, y al conjunto de puntos criticos no triviales de .J

lo denotaremos por
K ={ue H'RY)\ {0} : DJ(u)=0}.
Entonces se cumple que K C N

Proposicién 4.3. Sea uy € H'(RY) la solucién dada por el Teorema 3.20 (p. 30),
sean

co = J(up) ycy = 12}{[ J(u). Entonces
Co — Cj.
Demostracion. 1. ( > ) Como uy € K C N, entonces

co = J(ug) > ulgj{/J(u)

2. ( < ) Definimos ¢(t) = J(tu) parat > 0y una u € H'(R")\ {0}. Entonces,

P
9(t) = Flulliz = .
g'(t) = lullit = |fullzt""

g"(t) = llullfr — (p = Dllul [t

g"(0) = [Jullf: > 0.

Por lo tanto g(t) tiene un minimo local en cero.
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Si ¢'(t) =0 con t > 0 tenemos que

0 =g'(t) = [lullfnt — |Jullf, "~

Entonces

ullFn = ||ull7.t72
y luego

g"(t) = |lullfn — (p — Dlullf,

= Jul|# (1= (p—1))

= —(p—2) |Jul[7n

< 0.
Ademéis

g(t)> 0 si t es pequena,

g(t) < 0 si t es suficientemente grande,
de hecho por la demostraciéon del Teorema 3.20, (p.30) primer inciso,

lim g(t) = —o0.

t—o00

Entonces g tiene un uinico punto critico ¢, en (0, 00) y este es un maximo. Ademas,
para t > 0 se cumple

Jgit)=0 & tuelN,

porque
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Obtenemos que

Jgit)=0 < DJ(tu)tu=0
& tuelN.
Se sigue que para toda u € H(R™) \ {0} existe un tinico t, > 0 tal que
méx J(tu) = J(tyu) > 0; t,ueN.

Ademas,

{tuw [u e H'(RY)\ {0}} = N.

Siuestaen N, t, =1y

méx J(tu) = J(u). (4.2)
Por lo cual
inf max J(tu) = inf J(tyu) = inf J(u).
weHY(RN)\{0} t>0 weHL(RN)\{0} ueN
Ahora, sea u € Ny sea X := [e, u] el espacio lineal generado por e y u, donde e es

como en el Lema 4.1, (p.35). Entonces existe r > 0 tal que J(v) < 0si ||v||gr > 7,
con v € X. Fijamos 0 < t; < ty < t3 < 1y definimos v, : [0,1] — H*(RY) como

sigue:

(a) De 0 aty, 7, es el segmento de recta en H'(RY) que une al cero con w.

(b) De t1 a t27 Yu €8 el segmento de recta en Hl (RN) que une a u con HuHT.
u

(c) De ty a t3, v, es un arco en X de radio r que une a ||u||r con ||€||7’.
u €

(d) De t3 a1, v, es el segmento de recta en H'(RY) que une a ||6||r con e.
e

Entonces J en 7, de 0 a ty es menor o igual que J(u) = J(7,(t1)), ya que por

(4.2), u es el maximo del mapeo t — J(tu). Ademads, J en 7, de t2 a 1 es negativa,
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porque ||, (t)|| = r para t € [tg, t3], y por la definicién de ~,, r y e. Ademas,
Y €T, donde T' es como en (3.3, p.18). Entonces

co = inf max J(y(t)) < méx J(%(t)) < J(u) VueN,

vel' tef0,1] t€[0,1]

es decir,

cop < ulg/f/J(u)

]

Observamos, por la Proposicién anterior, que el punto critico ug de J es de minima

energia en \V.

4.2 La solucion de minima energia no cambia de
signo
Definicién 4.4. Sean

ut(z) == max {u(x),0},

u” (z) := max {—u(z),0}.

Ademés cumplen que u* > 0y u = u" —u~. Se puede ver que si u € H'(RY) entonces

tambien ut y u~ estan en H'(RY), la demostracién puede encontrarse en [2].
Proposicién 4.5. Siu € K entonces u™, v~ € NU{0}.

Demostracién. Como u € Ky u™ € H'(RY)

0= DJ(u)u"]
= /VuVu+ dr + /uu+ dr — /\u|p’2our dz
RN RN RN
= /(Vzﬁ)2 dr + /(u*) dr — /]uﬂpd:c
RN RN RN
= DJ(u")[u"]
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De forma analoga, como v € K y u~ € HY(RY)

0= DJ(u)[u]
= /VuVu’ dx + /uu’ dx — /\u|p’2uu’ dx
RN RN RN
:/(Vu’) d:c—l—/(u) dx—/]u P dx
RN RN RN
= DJ(u")[u"]
Por lo tanto ™ y u™ estdan en N U {0} O

Proposicién 4.6. Sea ug € HY(RY) como en la Proposicion 4.3, (p.36), entonces ug

no cambia de signo.

Demostracién. 1. Si u € N entonces u # 0. Como
0= DJ(u)u] = |[ullzn — [lullf,
tenemos que ||ul|?, = [|u|[},. Entonces

1 1
s = (5= 3) i > o.
yaque p>2yu#0.

2. Ahora demostraremos que uy no cambia de signo, procediendo por contradiccion,
es decir, supongamos que uj # 0y uy # 0. Como uf y uy estdn en N, por la

Proposicién 4.3, (p.36), y ug es infimo de J en N, tenemos que

J(ud) > J(ug) >0 Yy

J(ug) > J(ug) > 0.
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Por otra parte
1 9 9 1
J(uo):§/ |Vuo|® +ug | do — —/]u0|pdx
p

1
= / <|Vu0|2~|—u(2)>da: + 2
{zeRN :ug(z)>0}

1
_ = / |uol? da _

(]Vu0|2 + u%) dx

{zeRN :up(z)<0}

|uol? dz

SR

{z€RN :up(z)>0} {zeRN :up(z)<0}
1 1
— 5 [ (1vaP s @) a = L [l as
RN pRN
1 P L,
w5 [ (1Vug P+ (g ) do = = [ g7 da
RN pRN
= J(ug) + J(ug)-

Entonces

J(uo) = J(ug) + J(ug)
> J(uo) + J(uo)
= 2 J(up).

Lo cual es una contradiccién porque J(ug) > 0. Entonces

es decir, up no cambia de signo.

4.3 Solucién positiva

Para demostrar el siguiente teorema haremos uso del Principio Fuerte del Maximo, el

cual se puede encontrar en el Teorema 3.5 de [6].

Teorema 4.7 (Strauss, 1977). Eziste una solucidn cldsica, positiva y radialmente si-

métrica de (77 )
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Demostracion. Sea ug la solucion obtenida en el Teorema 3.20 (p. 30). Verifiquemos las

hipétesis del Principio Fuerte del Maximo. Como ug es solucién de (77)

0 = Aug + |UO|p_2U0 — U
= (A + ‘U0|p72 — 1) [Uo]

= LUO,

donde c(z) := |ug(z)|P> =1,y L := A + ¢ es un operador eliptico. Tomemos, por

Proposicién 4.6, (p.40), que uy > 0.

Procedamos por contradiccién, es decir, supongamos que existe z, € RY tal que
up(z9) = 0. Entonces ¢(xy) = —1. Usando la continuidad de ¢ definimos el conjunto
abierto ) como sigue:

Q= {xGRN|c(x)<O}.

Sea )y la componente conexa de xy. Entonces xg es un punto minimo de ug en € y

Lug = 0 en
c <0 en

¢ es acotado.
c > —1

La funcién A del Teorema 3.5 de [6] en nuestra situacién cumple A = 1. Como § es

acotado y xp es un minimo no positivo de uy en g, el Principio Fuerte del Maximo

implica que ug es constante en 2. En consecuencia,
uy =0 en o,

y entonces

c=-1 en .

Tenemos que analizar dos casos.
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Si 0 = 0 entonces Qy = RY y 4y = 0, lo cual es una contradiccién ya que vy no

era la soluciéon trivial.

Si 009 # 0 entonces ¢ = 0 en 9. Que contradice la definicién de Q4 y la
continuidad de c.

Por lo tanto uy > 0. ]
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