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Grandes desviaciones y entropia
Sergio Ivan Lopez Ortega,
30 de enero de 2009.

Resumen

FEn este documento damos una breve introduccién a las Grandes Desviaciones, al con-
cepto de Entropia (desde el punto de vista de teoria ergédica), y finalmente un esbozo de
algunas relaciones entre ambos conceptos.

La Teoria de Grandes desviaciones y el concepto de Entropia tienen como punto en comin
que son utilizadas para dar una medicién de la cantidad de azar en un sistema. La Entropia
nos proporciona una estimacién puntual y la teoria de Grandes Desviaciones una funcion tasa.
La relacién entre ellas es el objetivo de esta tesina.

1. Teoria de Grandes Desviaciones. Introduccion.

En adelante {X;};en denotard una sucesién de variables aleatorias reales, independientes e
idénticamente distribuidas (v.a.i.i.d.). Existen en probabilidad dos teoremas fundamentales que
estudian el comportamiento asintético de la sucesién de sumas parciales {S, = > 7" | X; }nen-
Cuando X tiene esperanza p y varianza o2 finitas, se tiene:

1. La Ley Fuerte de los Grandes Numeros

Sn —pu P—cs. [LFG]
n

2. El Teorema de Limite Central

\/_ﬁ<i - u) -, 7 [TLC]

g n

donde Z es una variable con distribucién normal estandar. (Existen versiones de estos teoremas
con supuestos mas débiles, pero en esta tesina trabajamos con variables aleatorias con genera-
dora de momentos finita, lo que garantiza las condiciones anteriores).

En términos simples, podemos pensar que la Ley Fuerte de los Grandes Numeros nos asegura
la convergencia de la variable % a i, v el Teorema de Limite Central la velocidad de conver-
gencia u orden en que esto ocurre (notando que la convergencia es en el sentido débil). A los
eventos en los cuales ocurren desviaciones de la variable S,, respecto a su media n u de este
orden se les llama desviaciones normales, y su probabilidad se puede cuantificar por medio del
[TLC]. Un ejemplo para a > 0y p < 0o es el siguiente:

{Sn Znu%—aﬁ}.
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Por el contrario, a los eventos en los que ocurren desviaciones respecto a la media sin el factor
Vv/n se les llama Grandes Desviaciones.

Un ejemplo es el evento raro

S

{_ > 2 + CL},

n
donde ;1 < 0o y a > 0, cuya probabilidad tiende a 0 cuando n tiende a infinito (LFGN). El
objetivo es cuantificar la tasa a la que ocurre esta disminucién. Veremos que en este caso, bajo
cierta condicién en la cola de la funcién de distribucion de X, el decaimiento es exponencial
en n, es decir:

IP’(% > 1+ a> ~ exp{—nl(a)}

donde I es una funcién tasa explicita dependiente de la distribucién de la variable X;. Escrito
de otra forma

L1

lim — log P(S, > (u+a)n) =—1(a) <0

n—oo M,
para a > 0 y una funcién tasa I. (En la siguiente seccién definiremos lo que es una funcién tasa
formalmente, por ahora nos conformamos con la nocién intuitiva mostrada arriba).

El estudio de Grandes Desviaciones no se reduce a analizar desviaciones de la variable alea-
toria %; de la misma forma se consideran otros funcionales de X7, ..., X,, tales como la medida
empirica (medida aleatoria) L,, = }1(5 x, + ... +dx,) donde §, es la medida puntual en el punto
x. El grado de generalidad al que nos referiremos se debe a S.R.S. Varadhan desarrollado en
[Varl] para medidas de probabilidad sobre un espacio polaco.

Antes de abordar el contexto general de Grandes Desviaciones hagamos algunos cédlculos
explicitos para mostrar el tipo de resultados que se esperan obtener y generalizar en el estudio
de las grandes desviaciones.

La siguiente definicién nos permite hacer una comparacion para la convergencia de dos suce-
siones en el sentido de la convergencia de las tasas de una gran desviacion.

Definicién 1. Sean {a, }nen, {bn}nen sucesiones de nimeros positivos. Decimos que {ay }nen
Y {bp}nen son logaritmicamente equivalentes, denotado por {a,}nen = {bp}nen, S

1
lim —(log a,, — log b,) = 0.

n—oo M,
Tenemos algunas observaciones inmediatas.
Observacion 1. Si {a, }neny = {bn }nen, entonces
(a). limsup,_, +1log a, = limsup,_ ., + logb,,

(b). liminf, % log a,, = liminf, %log by,.



Demostracion:

(a). Sean {¢y, fnen, {dn}nen sucesiones de niimeros reales tales que
lime, —d, = 0.
Entonces

0 = limsup(c, — d,) > limsup ¢, + liminf(—d,,) = limsup ¢,, — limsup d,,,

n—oo n—oo n—0oo n—oo n—o0
lo que implica que limsup,, . ¢, > limsup,,_, . d,,. Tenemos también que lim, . d,, — ¢, = 0,
asi que por simetria se cumple la desigualdad inversa. Poniendo ¢, = %log Qp, d,, = %log b, se
sigue el resultado.
(b). La demostracién es analoga al punto anterior.

O

Observacion 2. Sean {a, }nen, {bn}nen dos sucesiones de nimeros reales positivos. Entonces
(a). {an + bp}nen = {an V by tnen, donde sV t denota al mdzimo entre s y t.
(b). imsup,, o, = log (a, + b,) = limsup,,_, +log(a, V by)
(c). liminf, % log (a,, + b,) = liminf,,_ % log(ay, V by,)
Demostracion:

(a). Sean {ay, }nen, {bn fnen sucesiones de niimeros positivos. Tenemos que para n fijo a, +b, <

2(a, V b,), pues a, y b, son positivos. También tenemos que % > 1. Por lo tanto

1§h’m1’nf<a+ ) §h’msup<a+ ) §h’m2%:1.

n—o00 an Vb, n—00 an Vb, n—00

Entonces 1
lim —(log (a, + b,) — log(a, V b,)) = 0.

n—oo M,

(b) v (c). Se siguen de (a.) y la Observacién (1).
U

Esta observacién nos dice que la magnitud de una desviaciéon dada por la suma de dos ex-
ponentes esta dada por la magnitud del exponente mayor; es decir, el crecimiento exponencial
dado por e(@n)" eg exactamente el mismo que el crecimiento dado por e(®Vo»)"  Claramente

se puede extender esta propiedad para un numero finito de exponentes.

El siguiente teorema nos muestra cémo calcular la funcién tasa asociada a la suma de variables
aleatorias independientes reales. La funcion tasa es la transformada de Fenchel-Legendre del
logaritmo de la funcién generadora de momentos de las variables aleatorias. La demostracion
es laboriosa pero sencilla debido a la independencia de las variables aleatorias.
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Teorema 1 (Cramér). Sea {X;}ien una sucesion de v.a.i.i.d. reales tales que ¢(t) = E(e'X1) <
oo para t en una vecindad que contiene al 0. Si S, =Y | X; entonces para a > E(X) tenemos

1
lim — log P(S, > an) = —I(a)

n—oo N,
donde
I(z) = sup[zt — log ¢(t)].

teR

Demostracion:

Supongamos valido el resultado para {Y;}ien v.as con E(Y)) <0ya=0,T, =>",Y.
Sean {X;}ieny via’s con a > E(Y1), S, = >, X;. Ponemos Y, = X; —a, T,, = >, Vi; el
supuesto nos dice que

1
lim —logP(7,, > 0) = — sup[— log ¢y (t)].

n—oo 7 teR
Pero
lim = log P(T, > 0) = lim llog]P(Xn:(Xi ~a)>0) = lim L 1og P(S, > na)
n—oo 1, n—oo 1, i—1 n—oo 1,
y
—sup[—log ¢y ()] = —sup[— log(e™ E(e"))] = — suplat —log ox ()],

por lo que el resultado se cumple para la sucesién {X;};en. Por lo tanto podemos suponer
S.P.G. que a =0y E(X;) <0.

También podemos suponer que X; es no degenerada. Si X es degenerada tenemos que P(X; =
¢) = 1 para algin nimero real c. Entonces

o(t) = E(e™) ="

= I(z) = suplzt — ct]
teR

de donde se concluye que I(c¢) =0y I(z) = oo para z # ¢. Por otro lado, S,, = ne, P—c.s., y
como a > ¢ = E(X), tenemos P(S,, > na) = 0. Entonces
1
lim — log P(S,, > na) = —o0,
n—oo N

cumpliendo el teorema.

Definimos p = inf,crp(t). Notamos que

1(0) = sup|—log ¢()] = —inf er[log ¢(t)] = —log[inf ,erd(t)] = —log p.
te
Asi que debemos probar que
1
lim — log P(S,, > 0) = log p.
n—oo N,

Dependiendo de donde esté la masa de P, tenemos tres casos:
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1. Cuando P(X; < 0) = 1. Sean t < s nimeros reales. Como X; < 0 P — c.s., tenemos que

X1t > Xis P—c.s.
= M1t 5 X P — c.s.

= o(t) =E(e™') > E(e™*) = ¢(s).

Se concluye que ¢ es estrictamente decreciente. Por lo que lim; ., ¢(t) = p. Calculamos
explicitamente:

lfim ¢(t) = lim B(e'*1) = E(e/™m—e Y1) = / elimi—ee X1 P — 0,
t—o0 t—00 {X1<0}
Por lo tanto p = 0 y como P(S,, > 0) = 0, se tiene lo deseado.

2. Cuando P(X; < 0) =1 con P(X; = 0) > 0. También aqui ¢ es decreciente por lo que
limy .o ¢(t) = p. Y tenemos

lim ¢(t) = lim E(e™)

t—o00 t—o00

— ]E(eh’mtqoo tX1 )

— / eh’mtﬂoo tdeIP) + / elimtﬂoo tde ]P)
{Xl <0} {X1 :O}

= P(X;=0),

por lo que p = P(X; = 0) > 0. En este caso P(S, > 0) =P(S, =0)=P(X; =... =X, =
0) = p™. Entonces

1 1
lim —log P(S, > 0) = lim — log p" = log p,

n—oo N, n—oo 1

y se cumple el teorema.

3. Cuando P(X; < 0),P(X; > 0) > 0. En este caso limy;_, ¢(t) = lim;—,_ ¢(t) = 0.

Sea F' la funcién de distribucién de X;. Debido a que la generadora de momentos de
X existe y es finita en una vecindad alrededor de t = 0 podemos usar los teoremas de
convergencia de la teoria de integracién de Lebesgue y tenemos las siguientes igualdades:

S = /R eld F(z)
o'(t) = /R:L'2emdF(x).

La segunda derivada es igual a una integral con integrando estrictamente positivo (excepto
en 0) respecto a la funcién creciente F', por lo que ¢”(t) > 0. Por lo tanto, ¢ es una funcién
convexa y ¢'(0) = E(X;) < 0.

Debido a que ¢ es estrictamente convexa, entonces es continua en cualquier intervalo
abierto, por lo que existe un tnico nimero real 7 positivo que satisface ¢(7) = p y

¢'(r) =0



Pit)

Debido a la desigualdad de Chebyshev [Dur|, tenemos la siguiente cota superior
P(S, > 0) =P(e™ > 1) <E(e™") = [¢(7)]" = p"

y entonces

1
lim sup — log P(S,, > 0) < log p.

n—oo n

La cota inferior resulta més dificil de obtener. Utilizaremos una técnica que se puede
generalizar en el contexto abstracto de grandes desviaciones. Sea {X;}ien una sucesién
de variables aleatorias independientes con funcién de distribucién

A 1
Pla) =1 / VA (y).
Y (—o0,x]

A la funcién F se le conoce como la transformada de Cramér de F. Notemos que p =

O(7) = [p e dF(y).
Afirmacién 1. Ocurre que E(X) = i =0 y Var(X;) = 62 € (0, 00).

Sea ¢(t) = E(e'*1). Entonces

in _ tr J1- _1 ter Tx :1
qﬁ(t)—/Re dF(ac)—p/Re e"dF (z) p¢(t+7)<oo.

Lo cual implica que qg es suave en una vecindad alrededor del 0 y

E(X) = és'<0>=§¢'<r>=/:a=o
Var(X)) = ¢"<o>—%¢"<7>e<o,oo>



Afirmacién 2. Sea S, = 3", X;. Entonces P(S, > 0) = p" E(e‘TSnl{gnZO}).
Para demostrar esta afirmacion, basta invertir:
P(S, >0) = / dF(xy) - dF(z,)
{z1+-42n>0}
- / [pe T dE (21)] - [pe T dE ()]
{14 +2n >0}
_ / I g oy AP (@) - dF ()

Afirmacién 3. liminf,_, . % log E(e_Tgnl{gnZO}) > 0.

Por la Afirmacién (1) podemos aplicar el [TLC] a la sucesién {S,}. Tomemos C > 0 tal

que
—a? 1

1 C
I 2 dx > —
,_271-/(; e X 4

y estimemos

/ e’ S"d]P’
5,€0,C]

18y

= / esvn dP
5,.€[0,C6 /0]

A

> TCoVm P(% e o, C))

Y]

o\ 1N

donde IP’(;;E € [0, C’)) > i para n suficientemente grande. Entonces
1 N 1 —7C6/n
liggjlf - log ]E(e_TS"I{gnZO}) > Hﬂglf - log <6T) =0,

demostrando la afirmacion.
Asi concluimos el caso 3.; pues debido a la Afirmacién (2) tenemos

1 | :
lfminf - log P(S, >0) = liminf — log (p”E(e‘TSnl @ >0})>
n n—_

n—oo n n—oo

1 ~
= log p + liminf — log (E(G‘Ts"l{snzo})>

n—oo 1

> log p

donde la tltima desigualdad se debe a la Afirmacién (3).



O

Mediante el teorema anterior podemos calcular la funcion tasa para algunas funciones de
distribucion particulares. La calcularemos explicitamente para la funcién de distribucion més
sencilla: una funcién de distribucién Bernoulli (3).

t
En este caso, ¢x, (t) = 6%1 y para a > % tenemos

I(a) = sup [at — log gzﬁ(t)}

teR

t+1
= Sup[at—log (6;_ )}

teR

Y como la funcién dentro del paréntesis alcanza un maximo en a(a — 1), tenemos que
I(a) =alog a+ (1 —a)log (1l —a)+log 2

Lo notable en este caso es que —I(a) serd precisamente la entropia de una variable Bernoulli
de parametro a. Este tipo de relaciones no es casual y lo estudiaremos en la tltima seccion de
este trabajo.



1. Teoria de Grandes Desviaciones. Contexto general
La relacién encontrada en el calculo de la seccién anterior aparece también en el contexto
general. Planteemos primero este contexto.

Definicién 1. Sea (X, d) un espacio polaco. Decimos que f: X — [—00,00] es semicontinua
inferiormente si ocurre alguna de las siguientes condiciones:

a. liminf, . f(z,) > f(z) para toda sucesion x, — x.

b. lim._o 1/nfyeBs(:t) f(y) = f(.%')

c. Los conjuntos de nivel, que son conjuntos de la forma

fH (=00, d])
son cerrados, para toda ¢ € R.

Observacién 1. Una funcion semicontinua inferiormente alcanza minimo en compactos no

vacios.

Demostracion:

Sean f una funcién semicontinua inferiormente y X' C X un conjunto compacto no vacio.
Sea ¢ = inf,cx f(z). Debido a la definicién de infimo, existe una sucesién {x,}22, C K tal que

fz,) —c.

CASO 1: ¢ > —o0. Entonces, para cada n € N, tenemos que el conjunto
1
An:{xeX:f(x)gc—i——}ﬂK
n

es no vacio, por la existencia de la sucesién {z,}5°, C K tal que f(z,) — c. Ahora, para
cadan € N, f~1[—o0,c+ %] es cerrado, ya que f es semicontinua inferiormente, y como K
es compacto se sigue que A, es compacto. Entonces, por el teorema de Bolzano-Weierstrass,
existe un punto x en la interseccién de los compactos anidados {4, },en, €l minimo de f en K,
por construccion.

CASO 2: ¢ = —o0. Este caso es andlogo al anterior, basta considerar los conjuntos A4,, = {z €
X: f(x) <n}NK.

U

Definicién 2. Sea (X, d) un espacio polaco. Decimos que una funcion I : X — [0, 00] es una

funcion tasa si cumple que

(a). I no es idénticamente co.



(b). I es semicontinua inferiormente.
(c). I tiene conjuntos de nivel compactos.

Claramente (b) es consecuencia de (c) pero es tradicional incluirlo en la definicién. El punto
(c) garantiza que la sucesién de probabilidades {P, },cn sea tensa, es decir, para todo M < oo
existe un compacto K, C X tal que

1
lim sup — log P,,(X \ Ky) < —M;

n—oo n

se puede consultar en [Dem|. Como la condicién (c) se puede relajar, en algunos libros la
definicion anterior se refiere a una funcion tasa buena.

Definicién 3. Una sucesion de medidas de probabilidad {P,},en en X satisfacen un principio
de grandes desviaciones [PGD] (con orden n) y tasa I si

a. I es una funcion tasa en el sentido definido anteriormente.

b. limsup,, o, + log P,(C) < —I(C) para todo C C X cerrado.

c. lim inf, .o £ log P,(O) > —I(O) para todo O C X abierto.
donde I(S) = infresI(x) para S C X.

Observacion 2. Sea {P, },en una sucesion de medidas de probabilidad en X que satisfacen un
PGD. Entonces la funcion tasa asociada es unica.

Demostracion:

Sean [ y J funciones tasa asociadas a {P,},en. Sea € X. Definamos By = B%(x) para
N € N. Entonces

—I(z) < —I(Bni1) pues x € By
1
< lim inf — log P,,(Bn41) se cumple el (PGD) para [
n—oo n
1 _ _
< lim inf — log P,,(Bn+1) Byi1 € Byy1
n—oo n
1 _
< Jim sup— log Po(Bys)
n—oo n
< —J(Bn41) se cumple el (PGD) para J
< —J(Bw) Byi1 C By.

Por lo tanto —I(x) < —J(By) para cualquier natural N. Tomando el limite cuando N crece
tenemos que
—I(z) < lim —J(By)=— lim inf J(y)=—J(x),

N—o0 N—o00 yeBy (a)
donde la tultima igualdad es consecuencia de que J es una funcién semicontinua inferiormente.
Por lo tanto J(x) < I(z) para toda x € X,y por la simetria de la prueba, se cumple la unicidad
de la funcién tasa.



O

El siguiente teorema es importante en la teoria de grandes desviaciones ya que es una de las
posibles generalizaciones del teorema de Cramér.

Teorema 1 (Lema de Varadhan). Sea {P,},en una sucesion de probabilidades que satisface
un (PGD) en X con orden n y funcidn tasa I. Sea F : X — R una funcion continua acotada
superiormente. Entonces

lim 2 log /X PP, (dz) = sup[F(z) — I(z)].

n—0o0 11 zeX

Demostracion:

Para cada S C X boreliano definimos

y ponemos a = sup,.x F(z), b = sup,cx[F(z) — I(x)]. Notamos que —oco < b < a < oo debido
a que I > 0, I no es idénticamente co y F' es acotada superiormente. La demostracion se hace
por medio de estimaciones de los limites superior e inferior de la sucesién {% log J(X) }nen-

Estimacién para el limite superior de la sucesién { log J,(X)}nen.

Dividimos el espacio de acuerdo a los valores de F. Definimos C' = F~1[b, a] y para cada N

natural a los conjuntos
CY =F'e,, N, j=1,.,N

J J J

donde ¢ = b+ L(a —b). Claramente {CN}, constituye una particién de C. Como F es
continua cada C}V es cerrado. Entonces, debido al (PGD)

lim sup logIP’(CN)S (C’]N) Vi=1,--n (%).

n—oo

Por otro lado,

lim sup log Jo(C) = lim sup log Z/ PO P (dx).
Dado que F' < c§v en CJN tenemos

1 1
lim sup -~ log J,(C) < lim sup -~ log Ze"c P (CY).

7j=1



Debido a la Observacién (2), la desviacién crece conforme el mayor exponente, es decir

1 1
lim sup log J,(C) < lim sup — log méx [e"5 P,(C)]

n—oo n—oo n 1<j<N

1
= lim sup méx [cév — log ]P)n(CJN)]
n

n—oo 1<j<N
< N
< ix [ — 1(C})]

donde la tltima desigualdad se debe a (x). Por construccion, cﬁ-v < inf, v F(x) + %(a —b),
J
asi que sustituyendo en la desigualdad anterior nos da

Jim sup ~ L iog Tu(0) < miix { o, F(z) - o, I(x)} + %(a —p)
< s, sup F(o) ~ o))+ rle =D
— suplF(o) — I(a)] + 5y(a— )
< b+ %(a —b).

Haciendo tender N a infinito, se tiene la estimacion

lim sup log Jn(C) <b.

n—oo

Ahora, como F(z) < b para cualquier x € X \ C, tenemos la estimacién trivial

J (X \C) = / PP (dx) < / e P, (dx) < e,
X\C X\C

Usando de nuevo la Observacién (2),

lim sup -~ log [J.(X)] = lim sup% log [J.(C) + J, (X \ C)]

n—oo n—oo

~ lim sup% log méx{.J,(C), J, (X \ C)}

n—oo

IN

1
lim sup méx{ﬁ log J,(C), b}

n—oo

b

IA

obtenemos la cota superior.
Estimacién para el limite inferior de la sucesién {= log J,(X)}nen

Tomemos xz € X y ¢ > 0 arbitrarios. Definimos al conjunto
O ={y € X : F(y) > F(z) — ¢},

4



que resulta ser una vecindad abierta debido a la continuidad de F'. Debido al (PGD), tenemos
que

1
lim inf — log P,(O,.) > —1(0,..).
n

n—oo

Como 1(O,.) < I(x),

1 1
lim inf — log J,(O,.) = lim inf— log / e"F(y)]P’n(dy)
n—00 n n—00 n O
1
> lim fof — log [e"F@~9P,(0,.)]
n—oo n
1
> lim inf F(z) — e+ — log P,,(O,..)
n—oo n
> F(x) —e—1(0,,)
> F(x)—e—1(x).

<~

Ahora usamos el hecho de que J,,(X) > J,(O,.), entonces

1
lim inf— log J,(X) > F(z) —e — I(x).
n

n—oo

Haciendo ¢ tender a 0 y tomando después el supremo sobre todo x € X tenemos

1
lim inf — log J,(X) > b.
n

n—oo

O

Debido a la estructura exponencial subyacente a un (PGD), el Lema de Varadhan es particu-
larmente 1til para resolver problemas relacionados con integrales de funcionales exponenciales.
Hay diversas aplicaciones en conduccion de calor, mecanica estadistica, optimizacion de prue-
bas de hipotesis en estadistica, dinamica hamiltoniana, procesos de difusién, campos aleatorios
entre muchas dreas. Dos libros con un buen panorama de aplicaciones son [den], [Ell]. Un com-
pendio de conferencias dadas por Varadhan [Var2] tiene un enriquecedor panorama de la teoria
general. Cabe mencionar que la teoria de grandes desviaciones se puede desarrollar también en
espacios topoldgicos arbitrarios [Dem]|, aunque el contexto de espacios polacos parece ser una
buena eleccion entre generalidad y simplicidad de las pruebas.



1. La entropia como medida de incertidumbre y comple-
jidad. Marco conceptual de Boltzmann

Supongamos que tenemos un espacio de probabilidad (€2, F,P) en donde ocurre un evento
E. Supongamos que queremos cuantificar por medio de una funcién S : F — R cuanta in-
certidumbre esta asociada a ese evento. Es razonable pensar que la incertidumbre no depende
del evento en particular, sino simplemente de su probabilidad de ocurrencia; es decir, que la
funcién S tan sélo dependa de P(F) (y por lo tanto basta definir S : [0, 1] — R).

A esta funcion también le pedimos las siguientes caracteristicas:

(a). S(1) =0, es decir, cualquier evento seguro carece de incertidumbre.

(b). S(p) es una funcién decreciente respecto a la probabilidad del evento; cudnto més probable
es un evento menos incertidumbre se le asigna.

(c). S(p) es una funcién continua. Si hay cambios pequefios en probabilidad, esperamos cam-
bios pequenos en la incertidumbre asociada.

(d). Supongamos que tenemos dos eventos independientes E y F'. La cantidad S(ENF)—S(E)
representa la incertidumbre de saber que F' ocurre sabiendo que E ha ocurrido. Debido
a la independencia, esta cantidad debe ser simplemente S(F), y por lo tanto

S(ENF) = S(E) + S(F).

Debido a la misma independencia, si P(F) = p, P(F') = q, entonces P(E N F) = pq. Esta
intuicion es una motivacion para la propiedad

S(pq) = S(p)+S(q)  Yp,qe(0,1].

Afirmacién 1. Si S satisface las propiedades (a)-(d) entonces existe k > 0 tal que S(p) =
k log(p).

Demostracion:

Usando (d) es facil ver que S(p™) = m S(p), m > 1, p € (0, 1]. Ahora, para cualquier natural
n tenemos

S(p) = S((p=)") =nS(p~)
por lo que S (p%) = %S (p). Combinando las dos propiedades anteriores tenemos

m

m 1 m
S(pr)=mS(pr) = 55(1)), Vm,n > 1

por lo que para cualquier racional positivo ocurre S(p®) = z S(p). Por la continuidad de S y la
densidad de los nimeros racionales se sigue que S(p*) = x .S(p) para todo p € (0,1], x > 0.



Poniendo y = p* tenemos que

Sly) _Sb) _,
logy logp

vp,y € (0,1].
Por lo tanto S(p) = k logp, donde k = —S(e™!) > —S(1) = 0 por las propiedades (a) y (b).
]

Lo anterior nos da la interpretacion probabilista de la famosa férmula de Boltzmann enunciada
en el marco de la entropia termodinamica

S = k log P(W).

Es decir, la entropia de un estado macroscépico W es el logaritmo de la probabilidad de su
ocurrencia multiplicada por un factor & (la constante de Boltzmann). A continuacién desarro-
llamos este marco conceptual.

Consideremos un conjunto de n particulas con niveles de energia representados por un espacio
finito E. Pensemos que una configuracién de las particulas y sus niveles de energia se puede
representar como un elemento w del espacio E". A esta configuracién le llamamos microestado.

Supondremos que los microestados no son observables, pero que podemos observar como se
distribuyen los niveles de energia, es decir, la informacién accesible son elementos p en el espacio

M(E) = {p: ulw) = 22, me € N, ) = 1, () = 0.

En particular, M(FE) es un subespacio de las medidas sobre E, y cada u puede ser pensada de
dos maneras: como un histograma para n realizaciones, o como un macroestado de un siste-
ma de n particulas. Al conjunto M(E) se le llama el espacio de histogramas de longitud n de E.

Definimos N, (1) como el nimero de microestados w que llevan al macroestado p. Para un
microestado w € E™ definimos la medida aleatoria

w_l .
Ln_E;(swi.

L describe como se distribuyen las particulas sobre los niveles de energia y se le conoce como
distribucion empirica o histograma asociado al microestado w.



Dos microestados con el mismo macroestado asociado.

@ ®
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Entonces podemos expresar a N, (¢) en términos de L¥:

Np(p) = #{w € E" : Ly = p}
que ademads, contando, resulta ser

n! n!
[Toep ma! B [Loep(np(z))! '

La idea de Boltzmann era que la entropia (o cantidad de incertidumbre) del estado w cuando

No(p) =

solo conocemos p se puede cuantificar por el logaritmo de microestados w que llevan a pu.
Entonces la entropia de un histograma de n particulas u resulta ser

H(p) = log Nn(p).

Ahora, si en lugar de querer calcular la entropia para una medida de probabilidad en el espacio
M(E), lo queremos hacer para una medida de probabilidad pg arbitraria sobre E, podemos
aproximar por una sucesién {u, tnen de macroestados con n particulas tales que w, — po
(donde usamos la distancia de variacién total, d(u,v) = 3> . plu{e} — v{e}| ) y definir la
incertidumbre de jy como el limite de la incertidumbre promedio de p, por particula, es decir

.1 .1
H(po) = lim —H (p,) = nh_{{.lo n log Ny (ftn)-

n—oo M,

Verifiquemos la existencia de este limite y calculémoslo.

Teorema 1. Sea {ji,}nen una sucesion de medidas de probabilidad sobre un espacio finito E
tales que n p,(z) € N para todo x € E, n € N y pu,, — po. Entonces el limite

1
lim — log N (ftn)

n—oo N



existe y es iqual a

== po(x) log po(z).

zel

Demostracion:

La demostracion es directa utilizando la aproximacion para n! dada por la formula de Stirling:
n!l~V2rnn"e "

Entonces

n!
V2rnnte™
erE 27 g () (1 pu () ) (@) e = pin () '

~

Y podemos calcular

% log Ny(pn) = [log\/_+ n log< ) Zlog < 2wnun<m)<nun(m)>nun(:p)}

e
relR
= %[log V2mn +n log (g) - ;Elog v 2mnp, ()

— log (g)znun —nZun ) 1og fin( )]
_ [log\/_ > log \/2mnpn(x) = n Y () log i )]

zel zel

Debido a la continuidad de la funcién log(z) y a que p,(x) — po(z), tomando el limite en la
expresion anterior concluimos que

lim = log N, () = — 3 p) og o)

nmee ckE
x



1. Entropia de una particion

Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad y £ = {A;, -+, A} € F una particién finita de €.
Consideremos que la particion £ representa las salidas de un experimento realizado en el espacio
muestral 2. Definamos a la entropia de £, H (), como la cantidad de incertidumbre elimina-
da al realizar el experimento con salidas {Aj, -, Ax}. Notemos que debido a la naturaleza
aleatoria del experimento, la cantidad de incertidumbre depende tan sélo de las probabilidades
{P(A;),--- ,P(Ax)}. Extendiendo nuestro resultado de la seccién anterior, podemos definirla

como
k

H(E) = H(P(Ay), -+ P(A) = — Y _P(A;) log P(A;).

i=1
Otra manera de obtener esta férmula es pensar que la entropia de la particién es el valor
esperado de la entropia de cada elemento de la particién (calculado como el logaritmo de la
probabilidad, al inicio de la seccién anterior).

Ahora, supongamos que tenemos dos particiones £ = {Ay,--+ , Ay} y v ={By, -, B} aso-
ciadas a los resultados de dos experimentos en el mismo espacio de estados (€2, F,P). Buscamos
una manera de medir la incertidumbre del resultado de ¢ dado el resultado de v. Sabemos que
la probabilidad de que ocurra A; dado que ocurrié B; estd dada por P(A4;|B;) y entonces, la
incertidumbre del experimento § dado que ocurrié B; es

k
H(P(A1|B;), -\ P(A|By)) = — Y P(Ai] B)) log P(4i] B)). ()

=1

Teniendo definida la entropia de £ para cada conjunto B; € v, definimos a la entropia de &
dada v como:

H{glv) = Z[Z (4i]B)) log P(4:|B;)| P(B;).

j:1 =1

Notemos que esta definicién es precisamente la esperanza de la funcién (x).

Tenemos distintas expresiones para la entropia condicional:

E(HP(A]), - P(A[-) = ZP P(AL|Bj), -+, P(Ax| B;))

_ ZI[D < — Z]P’(AABJ-) log P(Ai|Bj)>

=1

— _ZP P(A;|B;) log P(A;| B;)
P(A; N By)
= —ZIP’A N B;) TBJ)



Ahora podemos ver que nuestra eleccién para la féormula de la entropia no es arbitraria.
Definamos al conjunto

k
B = {(pl"" o) ERN:pi >0, pi= 1},

=1

y la funcién H : ;- A, — R dada por

k
H(pla' o 7pk) = _sz 1ngi7
i=1

con la convencion p; logp —i = 0 si p; = 0. Khinchine [Khi] probé que cualquier funcién
F U2, &k — R que cumple las propiedades siguientes es de la forma F'= A H con A > 0.

a. F(p1, -+ ,pr) > 0 con igualdad sélo cuando p; = 1 para algun i.
b. F restringida a A\, es continua.

c. F restringida a A es simétrica (sobre los argumentos py, - -+, pg)-
).

e. F' cumple que para cualquier par (py,--- ,pr) € D, (@1, ,q) € Ay,

joB

. F restringida a /Ay alcanza su valor maximo en (%, cee

=

Fpiqi,- ;va, oeqas - soe@) = F(prs-- ooe) + Fqrs -+ s aq)

f. F(plv 7pk’a0) :F(ph 7pk)

Estas propiedades son deseables para nuestra funcién entropia. (a) dice que el tnico experi-
mento que no proporciona ninguna informacién es el experimento con un resultado certero. (d)
nos dice que, entre los experimentos con k resultados, el que tiene mas incertidumbre es aquél
con salidas equiprobables.

Sean dos particiones £ = {Ay,--- , Ay} y v = {By, -+, B} asociadas a dos experimentos.
Definimos a la particion junta de las particiones ¢ y v como sigue

EVr={ANB;:1<i<k1<j<m},

que representa los resultados combinados de ambos experimentos. Llamemos p; = P(A;) v
q; = P(B;). Entonces (e) nos dice que la informacién ganada por realizar dos experimentos £ y
v es la informacién obtenida por realizar £ mas la informacién obtenida por realizar v dado &

FEVv) =F()+ Fv[E),

en el caso particular en que P(A; N B;) = P(A;) P(B;), para toda i, j; es decir, cuando los
experimentos son independientes.

Enunciamos algunas propiedades de la entropia y de la entropia condicional. La demostracién
del siguiente lema es elemental y se omite; la prueba se puede consultar en [Wall.

2



Lema 1. Sean &,v y n particiones finitas de §. Entonces ocurren las siguientes propiedades:

Nuestra definicién de entropia es lo suficientemente general para abordar distintos problemas,
pero nos enfocaremos en algunos aspectos relacionados a probabilidad. A continuacion definimos
la entropia para variables aleatorias discretas.

Definicién 1. Sea X wuna v.a. discreta que toma valores en T = {ty,1q,- -+ }. Definimos la
entropia de X, H(X) como H(§) donde & es la particion dada por ¢ = {X'(t;) : t; € T}.
Entonces

H(X) = ==Y P(X =t;) log P(X =t,).

t;eT

Tenemos la extension para variables aleatorias con densidad, conocida en la literatura como
entropia diferencial [Geo].

Definicién 2. Sea X una v.a. con densidad f cuyo soporte es T'. Definimos la entropia de X

como
—— [ 7o) tog fla)is
T
cuando la integral eziste, y H(X) = oo en caso contrario.

Ahora probamos un pequerno resultado con un doble propdsito: hacer cédlculos de entropias
especificas y enunciar una definicién equivalente de la entropia condicional en un caso particular.

Lema 2. Sean (p1, -+ ,pk), (¢1,- -+ ,qr) € Dg. Entonces

k k
—sz' log pi < _Zpi log ¢
i=1 i=1

con tqualdad solo cuando p; = q; para toda 1.

Demostracion:

Notemos que logx < x — 1 con igualdad sélo cuando z = 1. Entonces

k k k
Zpi log (%) < Zpi <% — 1> Z(% —pi) =0
i=1 v i=1 7 .

& - ZPZIngz < Zququz

=1
y la igualdad se da sélo cuando % =1 para cada 1 = 1, ek

3
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Notamos que el lema anterior se puede extender cuando el conjunto de valores {p;} es numerable,

_Af(z) log f(z)dz < —/Tf(x) log g(x) d

haciendo exactamente lo mismo.

o a su forma continua

Del lema anterior se sigue que podemos definir, equivalentemente, la entropia condicional
para (pi, -+ ,Pk), (@1, qk) € Ay como sigue

H(p17~ o 7pk‘q17 7Qk sz lOg —
4q;

con igualdad sélo cuando (p1, -+ ,px) = (q1,* , qk)-

Calculamos la entropia de v.a. que maximizan la entropia, dadas distintas condiciones.

Teorema 1. Sean U, G, E, Z v.a. que distribuyen Uniforme(n), Geométrica(s ), Exp(5), Normal(0,1)
respectivamente. Entonces

(a). Si X es una v.a. con soporte en {1,--- ,n} entonces H(X) < H(U).

(b). Si X es una v.a. con soporte en {1,2,---} con media A > 1 entonces H(X) < H(G).
(c). Si X es una v.a. con densidad en [0,00) y media A entonces H(X) < H(E).

(d). Si X es una v.a. con densidad en R tal que E(X?) =1 entonces H(X) < H(Z).

Demostracién:

Todos los puntos son andlogos (una aplicacién directa del lema anterior), pero los calculamos
para tener la formula especifica de la entropia en cada caso.
(a). Sea X una v.a. con soporte en {1,--- ,n} y probabilidades p; = P(X =i),i=1,--- ,n.

n n 1 "1 1

(b). Sea X una v.a. con soporte en {1,2,---} con media A > 1y probabilidades p; = P(X = i),

_sz' log p; < —sz log [( )(1_§)11}

1€EN €N

= — Zpl< log (A) +log (A — 1)) — log(A — 1))

ieN

_ [<_ log (A)) +1log (A — 1)E(X) — log(A — 1)]

= log (ﬁ)

4



Y por otro lado

HE) = -3 (3)(1- %)Zfl oe [(5) (1-5)" ]

TR0 [ () s

(c). Sea X una v.a. con densidad f(x) en [0, 00) y media A.

1 .
H(X)=—- : )f(x) log f(z)dx < — ' )f(x) log(xe_i>dx
1 =z
= — o (:c)(logx—x> dx
1 E(X)
= —log = 4 2/
XA
= 1+logA

donde

ex e e 1\ = 1\ E(X
H(E) = — og dr = — —<1 (-)--)d — 1 (-) 2 1 log A
(E) /[0700) S log ——dx /[0700) v log ()= ))de og | + 3 +log

(d). Sea X v.a. con densidad en R tal que E(X?) =1

H(X):—/Rf(x) log f(a)dz < — [ fa) Tog ( ! e—é) dz

R V2r
- (o () %)
= —log(\/12_7r>+%E(X2)
= %—Hog(\/ﬁ).
Y por otro lado
1 - 1 a2
H(Z) = —R\/ﬂe log<\/%62>dx
= — R&e(—log(@)—%)dm
= log(v2rm) + (;(2) —%+log(\/%)




Como hemos visto el concepto de entropia nos da una medicion de qué tan aleatoria es una
variable aleatoria X. A diferencia de la variancia que es una medida de dispersion de los valores
que toma la variable, la entropia no depende de la magnitud de los valores que toma X, tan
sélo de la probabilidad de que los tomen.

Para cerrar esta seccion hacemos notar que a pesar de la dificultad para definir la entropia
de una v.a. arbitraria (o de su ley asociada p) siempre se puede definir la entropia condicional
entre dos leyes de probabilidad.

Definicién 3. Sean pu y v medidas de probabilidad sobre un espacio medible (2, F). Definimos
a la entropia (relativa) de v dado p

o0 en otro caso.

— [hlog hdy cuando v << p, donde h =
H(v|u) = { / &



1. Relaciones entre grandes desviaciones y la entropia

Supongamos que tiramos una moneda justa (equiprobable) n veces y contamos el nimero de
soles k. El nimero de maneras de obtener £ soles esta dado por (Z) Si usamos la aproximacion
de Stirling tenemos que

(n) N V2mne "n"

k V2rmke Fkky\/27(n — k)e=(=k) (n — k)n—k
Vn k E n—k n—k
_ v g B 1
2rk(n — k) P [n[ no°h n 8Ty H

Si fijamos la proporcién de soles % y aguilas "T’k como p y ¢ respectivamente, tenemos que

n 1
~ ———exp{nH(p,q)}.
( k) NCETT p{nH (p,q)}
En este caso la entropia es el factor del crecimiento exponencial del niimero de realizaciones
posibles que corresponden a un nimero fijo & de soles. La probabilidad de obtener k soles al
lanzar n volados es aproximada por

P.(k) ~ \/ﬁ exp{n|H (p,q) — log 2]}.

Ahora supongamos que tenemos una moneda arbitraria, con probabilidad « de sacar un sol
y 1 — « de sacar un aguila. En este caso nuestra aproximacién es

P, (k) ~ \/% exp{n[H(p,q) +plog a+ (1 —p) log (1 — a)}

2Tnpq
es decir, la entropia H(p,q) como factor del volimen, y un término extra, dependiente de p y
a, al que se conoce como el término de energia. Podemos reordenar el exponente para expresar
la aproximacién de manera conceptualmente diferente

P.(k) ~ \/;7 exp{n H(p,q|a,1 —a)},

2mpq
es decir, en este caso nuestra funcién tasa de decaimiento de grandes desviaciones, para « fija,
esta dada por

[a<p):_H<p71_p|a71_a)'

Concluimos que, en el caso de v.a. independientes con distribucién Bernoulli(«), nuestra funcién
de decaimiento para el evento {3, = k}, estd dada por —H(£,1— £|a,1 — a). La funcién de
entropia condicional, definida puntualmente, coincide con nuestra funcion tasa.

A continuacién un teorema en donde sucede lo mismo para otro ejemplo de grandes desvia-

clones.



Teorema 1 (Sanov). Sea S = {1,---,7r} un espacio métrico finito y p una medida de proba-
bilidad sobre (S,B(S)). Supongamos que tenemos una sucesion {X;}ien de variables aleatorias
independientes con ley p donde p; = p{i} > 0 para todo i € S. Definamos a la medida empirica

1 n

y la distancia entre medidas sobre S como la distancia de variacion total, es decir

1
d(v, ) = B Z |Hs — .

seS

Entonces, para todo a > 0,

1
lim = logP(L, € BS(p)) = — fnf I,(1),
M~ 1ogP(Ln € By(p)) = — inf 1,(v)
donde By(p) es la bola de radio a, centrada en p, en el espacio de medidas definidas en S,
M(S) y I,(v) = —H(v|p) representa la funcién tasa de decaimiento exponencial.

Notemos que el enunciado anterior es practicamente afirmar que las medidas {P, },en aso-
ciadas a las medidas empiricas {L,, },en satisfacen un (PGD) con funcién tasa I,; la diferencia
radica en que en un (PGD) debemos probar las desigualdades requeridas para conjuntos abier-
tos y cerrados arbitrarios, en lugar de bolas abiertas, como en esta version. La demostracion es
una prueba similar a la del ejemplo anterior; se utiliza la aproximacién de Stirling para estimar
las probabilidades, la prueba puede consultarse en [den]. La generalizacion de este teorema a es-
pacios arbitrarios se encuentra en [Oli] o en [Dem]; la prueba requiere varios resultados técnicos.

Lo que el teorema de Sanov expresa, es que entre todas las realizaciones posibles de los histo-
gramas o leyes empiricas, las mas probables son aquellas que tienen un histograma mas cercano
a i, donde la cercania estd dada por la entropia relativa.

Finalmente, presentamos una observacién de Varadhan [Var3], en la que se establece una
relacién existente entre cualquier coleccién de medidas que satisfagan un (PGD) en un espacio
polaco y una entropia relativa.

Teorema 2. Sea P una medida de probabilidad sobre S un espacio polaco. Definamos

I =inf{-H(P|Q): Q(A) =1}

Entonces

a. P(A) <e .



b. Supongamos que Q << P. Entonces

P(4) > Q(A) exp{ —1 - Q—E@‘ log z‘}

Demostracion:
Si P es una medida de probabilidad y queremos estimar P(A), entonces lo podemos hacer si
estimamos | = inf {—H (P|Q) : Q(A) = 1}. Lo mostramos a continuacién.

Sea g una funciéon medible cualquiera. Apliquemos la desigualdad de Jensen a la funcion
—log 42 73> bajo la funcién exponencial y la medida Q:

o (o512} <5 e o 12)).
Entonces
exp{/g log%d(@} < /exp{g—log%}d@

exp(g)
> oo{ faie- [{Fueiger} < [t
=  exp{Eq(9) + HP|Q)} < Ep(exp(g)).

Por lo tanto
Eq(g9) < —H(P|Q) + log Ep(exp (g)).

Sea ¢ > 0. Tomando g = c14 en la desigualdad anterior tenemos que

ol

Q(A) < -[-H(P|Q) +log[e°P(A) + (1 — P(A))].

Tomando el infimo sobre las medidas Q con Q(A) = 1, obtenemos:

1 %[[ +log[e“P(A) 4+ (1 —P(A))]
&1 > c—log[l —P(A) + e P(A)]

IN

Haciendo ¢ tender a infinito en el lado derecho de la ecuacién, tenemos:

Cli)rglo c—log[l —P(A) +e‘P(A)] = log (cliglo exp{c —log[l —P(A) + ¢° IP’(A)]})
= log (31% 1-P(A) + eC]P’(A)>
= —logP(A).

Por lo que tenemos [ > —log P(A), es decir P(A) < e



Ahora supongamos Q << P. Llamemos Q(A) = ¢, entonces
1 dQ
PA) = [ —dQ = ¢g- 1 d
()/dQ@ qq/AeXp{ og — }Q
1 dQ

> _ _

> qexp{q/A< )d@}

> qexp{—l——EQ‘log z‘}

O

La primera parte del teorema nos muestra cémo [ proporciona la desigualdad precisa (a) para
el célculo de la probabilidad de A. La segunda parte es una estimacién mas débil dada por

la desigualdad (b); necesitamos tener una cercania “en entropia” (es decir que E@‘ log %5 9

pequeiio) y Q(A) = 1, para que nuestra estimacion P(A) ~ e~! sea buena. Este teorema

nos muestra que los calculos en grandes desviaciones consisten en calcular entropias, donde la
medida () es desconocida y se trata de aproximar. Existen muchas elecciones para la medida Q);
la eleccién 6ptima se convierte un problema de control 6ptimo donde la entropia es el funcional
de costo [Var3].
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