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La entroṕıa como medida de incertidumbre y complejidad.Marco

conceptual.

13
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Grandes desviaciones y entroṕıa

Sergio Iván López Ortega,

30 de enero de 2009.

Resumen

En este documento damos una breve introducción a las Grandes Desviaciones, al con-
cepto de Entroṕıa (desde el punto de vista de teoŕıa ergódica), y finalmente un esbozo de
algunas relaciones entre ambos conceptos.

La Teoŕıa de Grandes desviaciones y el concepto de Entroṕıa tienen como punto en común

que son utilizadas para dar una medición de la cantidad de azar en un sistema. La Entroṕıa

nos proporciona una estimación puntual y la teoŕıa de Grandes Desviaciones una función tasa.

La relación entre ellas es el objetivo de esta tesina.

1. Teoŕıa de Grandes Desviaciones. Introducción.

En adelante {Xi}i∈N denotará una sucesión de variables aleatorias reales, independientes e

idénticamente distribuidas (v.a.i.i.d.). Existen en probabilidad dos teoremas fundamentales que

estudian el comportamiento asintótico de la sucesión de sumas parciales {Sn =
∑n

i=1Xi}n∈N.

Cuando X1 tiene esperanza µ y varianza σ2 finitas, se tiene:

1. La Ley Fuerte de los Grandes Números

Sn
n
−→ µ P− c.s. [LFG]

2. El Teorema de Ĺımite Central
√
n

σ

(Sn
n
− µ

)
w−→ Z [TLC]

donde Z es una variable con distribución normal estándar. (Existen versiones de estos teoremas

con supuestos más débiles, pero en esta tesina trabajamos con variables aleatorias con genera-

dora de momentos finita, lo que garantiza las condiciones anteriores).

En términos simples, podemos pensar que la Ley Fuerte de los Grandes Números nos asegura

la convergencia de la variable Sn
n

a µ, y el Teorema de Ĺımite Central la velocidad de conver-

gencia u orden en que esto ocurre (notando que la convergencia es en el sentido débil). A los

eventos en los cuales ocurren desviaciones de la variable Sn respecto a su media nµ de este

orden se les llama desviaciones normales, y su probabilidad se puede cuantificar por medio del

[TLC]. Un ejemplo para a > 0 y µ <∞ es el siguiente:{
Sn ≥ nµ+ a

√
n
}
.
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Por el contrario, a los eventos en los que ocurren desviaciones respecto a la media sin el factor√
n se les llama Grandes Desviaciones.

Un ejemplo es el evento raro {Sn
n
≥ µ+ a

}
,

donde µ < ∞ y a > 0, cuya probabilidad tiende a 0 cuando n tiende a infinito (LFGN). El

objetivo es cuantificar la tasa a la que ocurre esta disminución. Veremos que en este caso, bajo

cierta condición en la cola de la función de distribución de X1, el decaimiento es exponencial

en n, es decir:

P
(Sn
n
≥ µ+ a

)
≈ exp{−n I(a)}

donde I es una función tasa expĺıcita dependiente de la distribución de la variable X1. Escrito

de otra forma

ĺım
n→∞

1

n
log P(Sn ≥ (µ+ a)n) = −I(a) < 0

para a > 0 y una función tasa I. (En la siguiente sección definiremos lo que es una función tasa

formalmente, por ahora nos conformamos con la noción intuitiva mostrada arriba).

El estudio de Grandes Desviaciones no se reduce a analizar desviaciones de la variable alea-

toria Sn
n

; de la misma forma se consideran otros funcionales de X1, ..., Xn tales como la medida

emṕırica (medida aleatoria) Ln = 1
n
(δX1 + ...+ δXn) donde δx es la medida puntual en el punto

x. El grado de generalidad al que nos referiremos se debe a S.R.S. Varadhan desarrollado en

[Var1] para medidas de probabilidad sobre un espacio polaco.

Antes de abordar el contexto general de Grandes Desviaciones hagamos algunos cálculos

expĺıcitos para mostrar el tipo de resultados que se esperan obtener y generalizar en el estudio

de las grandes desviaciones.

La siguiente definición nos permite hacer una comparación para la convergencia de dos suce-

siones en el sentido de la convergencia de las tasas de una gran desviación.

Definición 1. Sean {an}n∈N, {bn}n∈N sucesiones de números positivos. Decimos que {an}n∈N

y {bn}n∈N son logaŕıtmicamente equivalentes, denotado por {an}n∈N ≈ {bn}n∈N, si

ĺım
n→∞

1

n
(log an − log bn) = 0.

Tenemos algunas observaciones inmediatas.

Observación 1. Si {an}n∈N ≈ {bn}n∈N, entonces

(a). ĺım supn→∞
1
n

log an = ĺım supn→∞
1
n

log bn,

(b). ĺım infn→∞
1
n

log an = ĺım infn→∞
1
n

log bn.
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Demostración:

(a). Sean {cn}n∈N, {dn}n∈N sucesiones de números reales tales que

ĺım cn − dn = 0.

Entonces

0 = ĺım sup
n→∞

(cn − dn) ≥ ĺım sup
n→∞

cn + ĺım inf
n→∞

(−dn) = ĺım sup
n→∞

cn − ĺım sup
n→∞

dn,

lo que implica que ĺım supn→∞ cn ≥ ĺım supn→∞ dn. Tenemos también que ĺımn→∞ dn − cn = 0,

aśı que por simetŕıa se cumple la desigualdad inversa. Poniendo cn = 1
n

log an, dn = 1
n

log bn se

sigue el resultado.

(b). La demostración es análoga al punto anterior.

�

Observación 2. Sean {an}n∈N, {bn}n∈N dos sucesiones de números reales positivos. Entonces

(a). {an + bn}n∈N ≈ {an ∨ bn}n∈N, donde s ∨ t denota al máximo entre s y t.

(b). ĺım supn→∞
1
n

log (an + bn) = ĺım supn→∞
1
n

log(an ∨ bn)

(c). ĺım infn→∞
1
n

log (an + bn) = ĺım infn→∞
1
n

log(an ∨ bn)

Demostración:

(a). Sean {an}n∈N, {bn}n∈N sucesiones de números positivos. Tenemos que para n fijo an+bn ≤
2(an ∨ bn), pues an y bn son positivos. También tenemos que an+bn

an∨bn ≥ 1. Por lo tanto

1 ≤ ĺım
n→∞

ı́nf
(an + bn
an ∨ bn

) 1
n ≤ ĺım

n→∞
sup

(an + bn
an ∨ bn

) 1
n ≤ ĺım

n→∞
2

1
n = 1.

Entonces

ĺım
n→∞

1

n
(log (an + bn)− log(an ∨ bn)) = 0.

(b) y (c). Se siguen de (a.) y la Observación (1).

�

Esta observación nos dice que la magnitud de una desviación dada por la suma de dos ex-

ponentes está dada por la magnitud del exponente mayor; es decir, el crecimiento exponencial

dado por e(an+bn)n es exactamente el mismo que el crecimiento dado por e(an∨bn)n. Claramente

se puede extender esta propiedad para un número finito de exponentes.

El siguiente teorema nos muestra cómo calcular la función tasa asociada a la suma de variables

aleatorias independientes reales. La función tasa es la transformada de Fenchel-Legendre del

logaritmo de la función generadora de momentos de las variables aleatorias. La demostración

es laboriosa pero sencilla debido a la independencia de las variables aleatorias.
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Teorema 1 (Cramér). Sea {Xi}i∈N una sucesión de v.a.i.i.d. reales tales que φ(t) = E(etX1) <

∞ para t en una vecindad que contiene al 0. Si Sn =
∑n

i=1Xi entonces para a > E(X1) tenemos

ĺım
n→∞

1

n
log P(Sn ≥ a n) = −I(a)

donde

I(z) = sup
t∈R

[zt− log φ(t)].

Demostración:

Supongamos válido el resultado para {Yi}i∈N v.a.’s con E(Y1) < 0 y a = 0, Tn =
∑n

i=1 Yi.

Sean {Xi}i∈N v.a.’s con a > E(Y1), Sn =
∑n

i=1Xi. Ponemos Yi = Xi − a, Tn =
∑n

i=1 Yi; el

supuesto nos dice que

ĺım
n→∞

1

n
log P(Tn ≥ 0) = − sup

t∈R
[− log φY (t)].

Pero

ĺım
n→∞

1

n
log P(Tn ≥ 0) = ĺım

n→∞

1

n
log P

( n∑
i=1

(Xi − a) ≥ 0
)

= ĺım
n→∞

1

n
log P(Sn ≥ na)

y

− sup
t∈R

[− log φY (t)] = − sup
t∈R

[− log(e−at E(etX))] = − sup
t∈R

[at− log φX(t)],

por lo que el resultado se cumple para la sucesión {Xi}i∈N. Por lo tanto podemos suponer

S.P.G. que a = 0 y E(X1) < 0.

También podemos suponer que X1 es no degenerada. Si X es degenerada tenemos que P(X1 =

c) = 1 para algún número real c. Entonces

φ(t) = E(eX1t) = ect

⇒ I(z) = sup
t∈R

[zt− ct]

de donde se concluye que I(c) = 0 y I(z) =∞ para z 6= c. Por otro lado, Sn = nc, P− c.s., y

como a > c = E(X), tenemos P(Sn ≥ na) = 0. Entonces

ĺım
n→∞

1

n
log P(Sn ≥ na) = −∞,

cumpliendo el teorema.

Definimos ρ = ı́nf t∈Rφ(t). Notamos que

I(0) = sup
t∈R

[− log φ(t)] = −ı́nf t∈R[log φ(t)] = − log[́ınf t∈Rφ(t)] = − log ρ.

Aśı que debemos probar que

ĺım
n→∞

1

n
log P(Sn ≥ 0) = log ρ.

Dependiendo de dónde esté la masa de P, tenemos tres casos:
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1. Cuando P(X1 < 0) = 1. Sean t < s números reales. Como X1 < 0 P− c.s., tenemos que

X1 t > X1 s P− c.s.
⇒ eX1 t > eX1 s P− c.s.

⇒ φ(t) = E(eX1 t) > E(eX1 s) = φ(s).

Se concluye que φ es estrictamente decreciente. Por lo que ĺımt→∞ φ(t) = ρ. Calculamos

expĺıcitamente:

ĺım
t→∞

φ(t) = ĺım
t→∞

E(etX1) = E(eĺımt→∞ tX1) =

∫
{X1<0}

eĺımt→∞ tX1dP = 0.

Por lo tanto ρ = 0 y como P(Sn ≥ 0) = 0, se tiene lo deseado.

2. Cuando P(X1 ≤ 0) = 1 con P(X1 = 0) > 0. También aqúı φ es decreciente por lo que

ĺımt→∞ φ(t) = ρ. Y tenemos

ĺım
t→∞

φ(t) = ĺım
t→∞

E(etX1)

= E(eĺımt→∞ tX1)

=

∫
{X1<0}

eĺımt→∞ tX1dP +

∫
{X1=0}

eĺımt→∞ tX1dP

= P(X1 = 0),

por lo que ρ = P(X1 = 0) > 0. En este caso P(Sn ≥ 0) = P(Sn = 0) = P(X1 = ... = Xn =

0) = ρn. Entonces

ĺım
n→∞

1

n
log P(Sn ≥ 0) = ĺım

n→∞

1

n
log ρn = log ρ,

y se cumple el teorema.

3. Cuando P(X1 < 0),P(X1 > 0) > 0. En este caso ĺımt→∞ φ(t) = ĺımt→−∞ φ(t) =∞.

Sea F la función de distribución de X1. Debido a que la generadora de momentos de

X1 existe y es finita en una vecindad alrededor de t = 0 podemos usar los teoremas de

convergencia de la teoŕıa de integración de Lebesgue y tenemos las siguientes igualdades:

φ′(t) =

∫
R
x etxdF (x)

φ′′(t) =

∫
R
x2 etxdF (x).

La segunda derivada es igual a una integral con integrando estrictamente positivo (excepto

en 0) respecto a la función creciente F , por lo que φ′′(t) > 0. Por lo tanto, φ es una función

convexa y φ′(0) = E(X1) < 0.

Debido a que φ es estrictamente convexa, entonces es continua en cualquier intervalo

abierto, por lo que existe un único número real τ positivo que satisface φ(τ) = ρ y

φ′(τ) = 0.
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Debido a la desigualdad de Chebyshev [Dur], tenemos la siguiente cota superior

P(Sn ≥ 0) = P(eτSn ≥ 1) ≤ E(eτSn) = [φ(τ)]n = ρn

y entonces

ĺım
n→∞

sup
1

n
log P(Sn ≥ 0) ≤ log ρ.

La cota inferior resulta más dif́ıcil de obtener. Utilizaremos una técnica que se puede

generalizar en el contexto abstracto de grandes desviaciones. Sea {X̂i}i∈N una sucesión

de variables aleatorias independientes con función de distribución

F̂ (x) =
1

ρ

∫
(−∞,x]

eτydF (y).

A la función F̂ se le conoce como la transformada de Cramér de F . Notemos que ρ =

φ(τ) =
∫

R e
τydF (y).

Afirmación 1. Ocurre que E(X̂1) = µ̂ = 0 y Var(X̂1) = σ̂2 ∈ (0,∞).

Sea φ̂(t) = E(etX̂1). Entonces

φ̂(t) =

∫
R
etxdF̂ (x) =

1

ρ

∫
R
etx eτxdF (x) =

1

ρ
φ(t+ τ) <∞.

Lo cual implica que φ̂ es suave en una vecindad alrededor del 0 y

E(X̂1) = φ̂′(0) =
1

ρ
φ′(τ) = µ̂ = 0

Var(X̂1) = φ̂′′(0) =
1

ρ
φ′′(τ) ∈ (0,∞).

6



Afirmación 2. Sea Ŝn =
∑n

i=1 X̂i. Entonces P(Sn ≥ 0) = ρn E(e−τ Ŝn1{Ŝn≥0}).

Para demostrar esta afirmación, basta invertir:

P(Sn ≥ 0) =

∫
{x1+···+xn≥0}

dF (x1) · · · dF (xn)

=

∫
{x1+···+xn≥0}

[ρ e−τ x1dF̂ (x1)] · · · [ρ e−τ xndF̂ (xn)]

= ρn
∫

Rn
e−τ Ŝn1{Ŝn≥0}dF̂ (x1) · · · dF̂ (xn)

= ρn E(e−τ Ŝn1{Ŝn≥0}).

Afirmación 3. ĺım infn→∞
1
n

log E(e−τ Ŝn1{Ŝn≥0}) ≥ 0.

Por la Afirmación (1) podemos aplicar el [TLC] a la sucesión {Ŝn}. Tomemos C > 0 tal

que
1√
2π

∫ C

0

e
−x2

2 dx >
1

4

y estimemos

E(e−τ Ŝn1{Ŝn≥0}) =

∫
R
e−τ Ŝn1{Ŝn≥0}dP

≥
∫
Ŝn∈0,C]

e−τ ŜndP

=

∫
Ŝn∈[0,C σ̂

√
n ]

e
−τ Ŝn
σ̂
√
n dP

≥ e−τCσ̂
√
n P
( Ŝn
σ̂
√
n
∈ [0, C)

)
donde P

(
Ŝn
σ̂
√
n
∈ [0, C)

)
≥ 1

4
para n suficientemente grande. Entonces

ĺım inf
n→∞

1

n
log E(e−τ Ŝn1{Ŝn≥0}) ≥ ĺım inf

n→∞

1

n
log

(e−τCσ̂√n
4

)
= 0,

demostrando la afirmación.

Aśı concluimos el caso 3.; pues debido a la Afirmación (2) tenemos

ĺım inf
n→∞

1

n
log P(Sn ≥ 0) = ĺım inf

n→∞

1

n
log

(
ρnE(e−τ Ŝn1{Ŝn≥0})

)
= log ρ + ĺım inf

n→∞

1

n
log

(
E(e−τ Ŝn1{Ŝn≥0})

)
≥ log ρ

donde la última desigualdad se debe a la Afirmación (3).
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Mediante el teorema anterior podemos calcular la función tasa para algunas funciones de

distribución particulares. La calcularemos expĺıcitamente para la función de distribución más

sencilla: una función de distribución Bernoulli (1
2
).

En este caso, φX1(t) = et+1
2

y para a > 1
2

tenemos

I(a) = sup
t∈R

[
at− log φ(t)

]
= sup

t∈R

[
at− log

(et + 1

2

)]
.

Y como la función dentro del paréntesis alcanza un máximo en a(a− 1), tenemos que

I(a) = a log a+ (1− a) log (1− a) + log 2

Lo notable en este caso es que −I(a) será precisamente la entroṕıa de una variable Bernoulli

de parámetro a. Este tipo de relaciones no es casual y lo estudiaremos en la última sección de

este trabajo.
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1. Teoŕıa de Grandes Desviaciones. Contexto general

La relación encontrada en el cálculo de la sección anterior aparece también en el contexto

general. Planteemos primero este contexto.

Definición 1. Sea (X, d) un espacio polaco. Decimos que f : X −→ [−∞,∞] es semicontinua

inferiormente si ocurre alguna de las siguientes condiciones:

a. ĺım ı́nfn→∞ f(xn) ≥ f(x) para toda sucesión xn → x.

b. ĺımε→0 ı́nfy∈Bε(x) f(y) = f(x).

c. Los conjuntos de nivel, que son conjuntos de la forma

f−1([−∞, c])

son cerrados, para toda c ∈ R.

Observación 1. Una función semicontinua inferiormente alcanza mı́nimo en compactos no

vaćıos.

Demostración:

Sean f una función semicontinua inferiormente y K ⊆ X un conjunto compacto no vaćıo.

Sea c = ı́nfx∈K f(x). Debido a la definición de ı́nfimo, existe una sucesión {xn}∞n=1 ⊆ K tal que

f(xn)→ c.

CASO 1: c > −∞. Entonces, para cada n ∈ N, tenemos que el conjunto

An =
{

x ∈ X : f(x) ≤ c +
1

n

}
∩K

es no vaćıo, por la existencia de la sucesión {xn}∞n=1 ⊆ K tal que f(xn) → c. Ahora, para

cada n ∈ N, f−1[−∞, c + 1
n
] es cerrado, ya que f es semicontinua inferiormente, y como K

es compacto se sigue que An es compacto. Entonces, por el teorema de Bolzano-Weierstrass,

existe un punto x en la intersección de los compactos anidados {An}n∈N, el mı́nimo de f en K,

por construcción.

CASO 2: c = −∞. Este caso es análogo al anterior, basta considerar los conjuntos An = {x ∈
X : f(x) ≤ n} ∩K.

�

Definición 2. Sea (X, d) un espacio polaco. Decimos que una función I : X −→ [0,∞] es una

función tasa si cumple que

(a). I no es idénticamente ∞.
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(b). I es semicontinua inferiormente.

(c). I tiene conjuntos de nivel compactos.

Claramente (b) es consecuencia de (c) pero es tradicional incluirlo en la definición. El punto

(c) garantiza que la sucesión de probabilidades {Pn}n∈N sea tensa, es decir, para todo M <∞
existe un compacto KM ⊆ X tal que

ĺım
n→∞

sup
1

n
log Pn(X \KM) ≤ −M ;

se puede consultar en [Dem]. Como la condición (c) se puede relajar, en algunos libros la

definición anterior se refiere a una función tasa buena.

Definición 3. Una sucesión de medidas de probabilidad {Pn}n∈N en X satisfacen un principio

de grandes desviaciones [PGD] (con orden n) y tasa I si

a. I es una función tasa en el sentido definido anteriormente.

b. ĺım supn→∞
1
n

log Pn(C) ≤ −I(C) para todo C ⊆ X cerrado.

c. ĺım ı́nf n→∞
1
n

log Pn(O) ≥ −I(O) para todo O ⊆ X abierto.

donde I(S) = ı́nf x∈SI(x) para S ⊆ X.

Observación 2. Sea {Pn}n∈N una sucesión de medidas de probabilidad en X que satisfacen un

PGD. Entonces la función tasa asociada es única.

Demostración:

Sean I y J funciones tasa asociadas a {Pn}n∈N. Sea x ∈ X. Definamos BN = B 1
N

(x) para

N ∈ N. Entonces

−I(x) ≤ −I(BN+1) pues x ∈ BN+1

≤ ĺım
n→∞

ı́nf
1

n
log Pn(BN+1) se cumple el (PGD) para I

≤ ĺım
n→∞

ı́nf
1

n
log Pn(B̄N+1) BN+1 ⊆ B̄N+1

≤ ĺım
n→∞

sup
1

n
log Pn(B̄N+1)

≤ −J(B̄N+1) se cumple el (PGD) para J

≤ −J(BN) B̄N+1 ⊆ BN .

Por lo tanto −I(x) ≤ −J(BN) para cualquier natural N . Tomando el ĺımite cuando N crece

tenemos que

−I(x) ≤ ĺım
N→∞

−J(BN) = − ĺım
N→∞

ı́nf
y∈BN (x)

J(y) = −J(x),

donde la última igualdad es consecuencia de que J es una función semicontinua inferiormente.

Por lo tanto J(x) ≤ I(x) para toda x ∈ X, y por la simetŕıa de la prueba, se cumple la unicidad

de la función tasa.
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El siguiente teorema es importante en la teoŕıa de grandes desviaciones ya que es una de las

posibles generalizaciones del teorema de Cramér.

Teorema 1 (Lema de Varadhan). Sea {Pn}n∈N una sucesión de probabilidades que satisface

un (PGD) en X con orden n y función tasa I. Sea F : X → R una función continua acotada

superiormente. Entonces

ĺım
n→∞

1

n
log

∫
X

en F (x)Pn(dx) = sup
x∈X

[F (x)− I(x)].

Demostración:

Para cada S ⊆ X boreliano definimos

Jn(S) =

∫
S

en F (x) Pn(dx), n ≥ 1

y ponemos a = supx∈X F (x), b = supx∈X [F (x)− I(x)]. Notamos que −∞ < b ≤ a <∞ debido

a que I ≥ 0, I no es idénticamente ∞ y F es acotada superiormente. La demostración se hace

por medio de estimaciones de los ĺımites superior e inferior de la sucesión { 1
n

log Jn(X)}n∈N.

Estimación para el ĺımite superior de la sucesión { 1
n

log Jn(X)}n∈N.

Dividimos el espacio de acuerdo a los valores de F . Definimos C = F−1[b, a] y para cada N

natural a los conjuntos

CN
j = F−1[cN

j−1, c
N
j ], j = 1, ..., N

donde cN
j = b + j

N
(a − b). Claramente {CN

j }Nj=1 constituye una partición de C. Como F es

continua cada CN
j es cerrado. Entonces, debido al (PGD)

ĺım
n→∞

sup
1

n
log Pn(CN

j ) ≤ −I(CN
j ) ∀ j = 1, · · ·n (?).

Por otro lado,

ĺım
n→∞

sup
1

n
log Jn(C) = ĺım

n→∞
sup

1

n
log

N∑
j=1

∫
CN

j

en F (x) Pn(dx).

Dado que F ≤ cN
j en CN

j tenemos

ĺım
n→∞

sup
1

n
log Jn(C) ≤ ĺım

n→∞
sup

1

n
log

N∑
j=1

en cN
j Pn(CN

j ).
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Debido a la Observación (2), la desviación crece conforme el mayor exponente, es decir

ĺım
n→∞

sup
1

n
log Jn(C) ≤ ĺım

n→∞
sup

1

n
log máx

1≤j≤N
[en cN

j Pn(CN
j )]

= ĺım
n→∞

sup máx
1≤j≤N

[cN
j +

1

n
log Pn(CN

j )]

≤ máx
1≤j≤N

[cN
j − I(CN

j )]

donde la última desigualdad se debe a (?). Por construcción, cN
j ≤ ı́nf x∈CN

j
F (x) + 1

N
(a − b),

aśı que sustituyendo en la desigualdad anterior nos da

ĺım
n→∞

sup
1

n
log Jn(C) ≤ máx

1≤j≤N

{
ı́nf

x∈CN
j

F (x)− ı́nf
x∈CN

j

I(x)
}

+
1

N
(a− b)

≤ máx
1≤j≤N

sup
x∈CN

j

[F (x)− I(x)] +
1

N
(a− b)

= sup
x∈C

[F (x)− I(x)] +
1

N
(a− b)

≤ b +
1

N
(a− b).

Haciendo tender N a infinito, se tiene la estimación

ĺım
n→∞

sup
1

n
log Jn(C) ≤ b.

Ahora, como F (x) ≤ b para cualquier x ∈ X \ C, tenemos la estimación trivial

Jn(X \ C) =

∫
X\C

en F (x)Pn(dx) ≤
∫

X\C
enb Pn(dx) ≤ enb.

Usando de nuevo la Observación (2),

ĺım
n→∞

sup
1

n
log [Jn(X)] = ĺım

n→∞
sup

1

n
log [Jn(C) + Jn(X \ C)]

= ĺım
n→∞

sup
1

n
log máx{Jn(C), Jn(X \ C)}

≤ ĺım
n→∞

sup máx
{ 1

n
log Jn(C), b

}
≤ b

obtenemos la cota superior.

Estimación para el ĺımite inferior de la sucesión { 1
n

log Jn(X)}n∈N

Tomemos x ∈ X y ε > 0 arbitrarios. Definimos al conjunto

Ox,ε = {y ∈ X : F (y) > F (x)− ε},
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que resulta ser una vecindad abierta debido a la continuidad de F . Debido al (PGD), tenemos

que

ĺım
n→∞

ı́nf
1

n
log Pn(Ox,ε) ≥ −I(Ox,ε).

Como I(Ox,ε) ≤ I(x),

ĺım
n→∞

ı́nf
1

n
log Jn(Ox,ε) = ĺım

n→∞
ı́nf

1

n
log

∫
Ox,ε

en F (y)Pn(dy)

≥ ĺım
n→∞

ı́nf
1

n
log [en (F (x)−ε)Pn(Ox,ε)]

≥ ĺım
n→∞

ı́nf F (x)− ε +
1

n
log Pn(Ox,ε)

≥ F (x)− ε− I(Ox,ε)

≥ F (x)− ε− I(x).

Ahora usamos el hecho de que Jn(X) ≥ Jn(Ox,ε), entonces

ĺım
n→∞

ı́nf
1

n
log Jn(X) ≥ F (x)− ε− I(x).

Haciendo ε tender a 0 y tomando después el supremo sobre todo x ∈ X tenemos

ĺım
n→∞

ı́nf
1

n
log Jn(X) ≥ b.

�

Debido a la estructura exponencial subyacente a un (PGD), el Lema de Varadhan es particu-

larmente útil para resolver problemas relacionados con integrales de funcionales exponenciales.

Hay diversas aplicaciones en conducción de calor, mecánica estad́ıstica, optimización de prue-

bas de hipótesis en estad́ıstica, dinámica hamiltoniana, procesos de difusión, campos aleatorios

entre muchas áreas. Dos libros con un buen panorama de aplicaciones son [den], [Ell]. Un com-

pendio de conferencias dadas por Varadhan [Var2] tiene un enriquecedor panorama de la teoŕıa

general. Cabe mencionar que la teoŕıa de grandes desviaciones se puede desarrollar también en

espacios topológicos arbitrarios [Dem], aunque el contexto de espacios polacos parece ser una

buena elección entre generalidad y simplicidad de las pruebas.
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1. La entroṕıa como medida de incertidumbre y comple-

jidad. Marco conceptual de Boltzmann

Supongamos que tenemos un espacio de probabilidad (Ω,F ,P) en donde ocurre un evento

E. Supongamos que queremos cuantificar por medio de una función S : F → R cuánta in-

certidumbre está asociada a ese evento. Es razonable pensar que la incertidumbre no depende

del evento en particular, sino simplemente de su probabilidad de ocurrencia; es decir, que la

función S tan sólo dependa de P(E) (y por lo tanto basta definir S : [0, 1]→ R).

A esta función también le pedimos las siguientes caracteŕısticas:

(a). S(1) = 0, es decir, cualquier evento seguro carece de incertidumbre.

(b). S(p) es una función decreciente respecto a la probabilidad del evento; cuánto más probable

es un evento menos incertidumbre se le asigna.

(c). S(p) es una función continua. Si hay cambios pequeños en probabilidad, esperamos cam-

bios pequeños en la incertidumbre asociada.

(d). Supongamos que tenemos dos eventos independientes E y F . La cantidad S(E∩F )−S(E)

representa la incertidumbre de saber que F ocurre sabiendo que E ha ocurrido. Debido

a la independencia, esta cantidad debe ser simplemente S(F ), y por lo tanto

S(E ∩ F ) = S(E) + S(F ).

Debido a la misma independencia, si P(E) = p, P(F ) = q, entonces P(E ∩ F ) = pq. Esta

intuición es una motivación para la propiedad

S(pq) = S(p) + S(q) ∀ p, q ∈ (0, 1].

Afirmación 1. Si S satisface las propiedades (a)-(d) entonces existe k > 0 tal que S(p) =

k log(p).

Demostración:

Usando (d) es fácil ver que S(pm) = mS(p), m ≥ 1, p ∈ (0, 1]. Ahora, para cualquier natural

n tenemos

S(p) = S((p
1
n )n) = nS(p

1
n )

por lo que S(p
1
n ) = 1

n
S(p). Combinando las dos propiedades anteriores tenemos

S(p
m
n ) = mS(p

1
n ) =

m

n
S(p), ∀m,n ≥ 1

por lo que para cualquier racional positivo ocurre S(px) = xS(p). Por la continuidad de S y la

densidad de los números racionales se sigue que S(px) = xS(p) para todo p ∈ (0, 1], x > 0.
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Poniendo y = px tenemos que

S(y)

log y
=
S(p)

log p
= k ∀p, y ∈ (0, 1].

Por lo tanto S(p) = k log p, donde k = −S(e−1) > −S(1) = 0 por las propiedades (a) y (b).

�

Lo anterior nos da la interpretación probabilista de la famosa fórmula de Boltzmann enunciada

en el marco de la entroṕıa termodinámica

S = k log P(W ).

Es decir, la entroṕıa de un estado macroscópico W es el logaritmo de la probabilidad de su

ocurrencia multiplicada por un factor k (la constante de Boltzmann). A continuación desarro-

llamos este marco conceptual.

Consideremos un conjunto de n part́ıculas con niveles de enerǵıa representados por un espacio

finito E. Pensemos que una configuración de las part́ıculas y sus niveles de enerǵıa se puede

representar como un elemento ω del espacio En. A esta configuración le llamamos microestado.

Supondremos que los microestados no son observables, pero que podemos observar como se

distribuyen los niveles de enerǵıa, es decir, la información accesible son elementos µ en el espacio

M(E) =
{
µ : µ(x) =

mx

n
, mx ∈ N,

∑
x∈E

µ(x) = 1, µ(x) ≥ 0
}
.

En particular,M(E) es un subespacio de las medidas sobre E, y cada µ puede ser pensada de

dos maneras: como un histograma para n realizaciones, o como un macroestado de un siste-

ma de n part́ıculas. Al conjuntoM(E) se le llama el espacio de histogramas de longitud n de E.

Definimos Nn(µ) como el número de microestados ω que llevan al macroestado µ. Para un

microestado ω ∈ En definimos la medida aleatoria

Lωn =
1

n

n∑
i=1

δωi
.

Lωn describe como se distribuyen las part́ıculas sobre los niveles de enerǵıa y se le conoce como

distribución emṕırica o histograma asociado al microestado ω.

2



Entonces podemos expresar a Nn(µ) en términos de Lωn:

Nn(µ) $ #{ω ∈ En : Lωn = µ}

que además, contando, resulta ser

Nn(µ) =
n!∏

x∈Emx!
=

n!∏
x∈E(nµ(x))!

.

La idea de Boltzmann era que la entroṕıa (o cantidad de incertidumbre) del estado ω cuando

sólo conocemos µ se puede cuantificar por el logaritmo de microestados ω que llevan a µ.

Entonces la entroṕıa de un histograma de n part́ıculas µ resulta ser

H(µ) = log Nn(µ).

Ahora, si en lugar de querer calcular la entroṕıa para una medida de probabilidad en el espacio

M(E), lo queremos hacer para una medida de probabilidad µ0 arbitraria sobre E, podemos

aproximar por una sucesión {µn}n∈N de macroestados con n part́ıculas tales que µn → µ0

(donde usamos la distancia de variación total, d(µ, ν) = 1
2

∑
e∈E |µ{e} − ν{e}| ) y definir la

incertidumbre de µ0 como el ĺımite de la incertidumbre promedio de µn por part́ıcula, es decir

H(µ0) = ĺım
n→∞

1

n
H(µn) = ĺım

n→∞

1

n
log Nn(µn).

Verifiquemos la existencia de este ĺımite y calculémoslo.

Teorema 1. Sea {µn}n∈N una sucesión de medidas de probabilidad sobre un espacio finito E

tales que nµn(x) ∈ N para todo x ∈ E, n ∈ N y µn → µ0. Entonces el ĺımite

ĺım
n→∞

1

n
log Nn(µn)

3



existe y es igual a

H(µ) = −
∑
x∈E

µ0(x) log µ0(x).

Demostración:

La demostración es directa utilizando la aproximación para n! dada por la fórmula de Stirling:

n! ∼
√

2π nnn e−n.

Entonces

Nn(µn) =
n!∏

x∈E(nµn(x))!

∼
√

2π nnn e−n∏
x∈E

√
2π nµn(x) (nµn(x))nµn(x)e−nµn(x)

.

Y podemos calcular

1

n
log Nn(µn) =

1

n

[
log
√

2πn+ n log
(n
e

)
−
∑
x∈E

log
(√

2πnµn(x)
(nµn(x)

e

)nµn(x)]
=

1

n

[
log
√

2πn+ n log
(n
e

)
−
∑
x∈E

log
√

2πnµn(x)

− log
(n
e

)∑
x∈E

nµn(x)− n
∑
x∈E

µn(x) log µn(x)
]

=
1

n

[
log
√

2πn−
∑
x∈E

log
√

2πnµn(x)− n
∑
x∈E

µn(x) log µn(x)
]

Debido a la continuidad de la función log(x) y a que µn(x) → µ0(x), tomando el ĺımite en la

expresión anterior concluimos que

ĺım
n→∞

1

n
log Nn(µn) = −

∑
x∈E

µ0(x) log µ0(x)

�
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1. Entroṕıa de una partición

Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad y ξ = {A1, · · · , Ak} ⊆ F una partición finita de Ω.

Consideremos que la partición ξ representa las salidas de un experimento realizado en el espacio

muestral Ω. Definamos a la entroṕıa de ξ, H(ξ), como la cantidad de incertidumbre elimina-

da al realizar el experimento con salidas {A1, · · · , Ak}. Notemos que debido a la naturaleza

aleatoria del experimento, la cantidad de incertidumbre depende tan sólo de las probabilidades

{P(A1), · · · ,P(Ak)}. Extendiendo nuestro resultado de la sección anterior, podemos definirla

como

H(ξ) = H(P(A1), · · · ,P(Ak)) = −
k∑
i=1

P(Ai) log P(Ai).

Otra manera de obtener esta fórmula es pensar que la entroṕıa de la partición es el valor

esperado de la entroṕıa de cada elemento de la partición (calculado como el logaritmo de la

probabilidad, al inicio de la sección anterior).

Ahora, supongamos que tenemos dos particiones ξ = {A1, · · · , Ak} y ν = {B1, · · · , Bl} aso-

ciadas a los resultados de dos experimentos en el mismo espacio de estados (Ω,F ,P). Buscamos

una manera de medir la incertidumbre del resultado de ξ dado el resultado de ν. Sabemos que

la probabilidad de que ocurra Ai dado que ocurrió Bj está dada por P(Ai|Bj) y entonces, la

incertidumbre del experimento ξ dado que ocurrió Bj es

H(P(A1|Bj), · · · ,P(Ak|Bj)) = −
k∑
i=1

P(Ai|Bj) log P(Ai|Bj). (?)

Teniendo definida la entroṕıa de ξ para cada conjunto Bj ∈ ν, definimos a la entroṕıa de ξ

dada ν como:

H(ξ|ν) = −
l∑

j=1

[ k∑
i=1

P(Ai|Bj) log P(Ai|Bj)
]

P(Bj).

Notemos que esta definición es precisamente la esperanza de la función (?).

Tenemos distintas expresiones para la entroṕıa condicional:

E(H(P(A1|·), · · · ,P(Ak|·)) =
l∑

j=1

P(Bj)H(P(A1|Bj), · · · ,P(Ak|Bj))

=
l∑

j=1

P(Bj)
(
−

k∑
i=1

P(Ai|Bj) log P(Ai|Bj)
)

= −
∑
i,j

P(Bj)P(Ai|Bj) log P(Ai|Bj)

= −
∑
i,j

P(Ai ∩Bj) log
P(Ai ∩Bj)

P(Bj)
.

1



Ahora podemos ver que nuestra elección para la fórmula de la entroṕıa no es arbitraria.

Definamos al conjunto

4k =
{

(p1, · · · , pk) ∈ Rk : pi ≥ 0,
k∑
i=1

pi = 1
}
,

y la función H :
⋃∞
k=14k → R dada por

H(p1, · · · , pk) = −
k∑
i=1

pi log pi,

con la convención pi log p − i = 0 si pi = 0. Khinchine [Khi] probó que cualquier función

F :
⋃∞
k=14k → R que cumple las propiedades siguientes es de la forma F = λH con λ > 0.

a. F (p1, · · · , pk) ≥ 0 con igualdad sólo cuando pi = 1 para algún i.

b. F restringida a 4k es continua.

c. F restringida a 4k es simétrica (sobre los argumentos p1, · · · , pk).

d. F restringida a 4k alcanza su valor máximo en ( 1
k
, · · · , 1

k
).

e. F cumple que para cualquier par (p1, · · · , pk) ∈ 4k, (q1, · · · , ql) ∈ 4l,

F (p1 q1, · · · , p1 ql, · · · , pk q1, · · · , pk ql) = F (p1, · · · , pk) + F (q1, · · · , ql)

f. F (p1, · · · , pk, 0) = F (p1, · · · , pk).

Estas propiedades son deseables para nuestra función entroṕıa. (a) dice que el único experi-

mento que no proporciona ninguna información es el experimento con un resultado certero. (d)

nos dice que, entre los experimentos con k resultados, el que tiene más incertidumbre es aquél

con salidas equiprobables.

Sean dos particiones ξ = {A1, · · · , Ak} y ν = {B1, · · · , Bl} asociadas a dos experimentos.

Definimos a la partición junta de las particiones ξ y ν como sigue

ξ ∨ ν = {Ai ∩Bj : 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ m},

que representa los resultados combinados de ambos experimentos. Llamemos pi = P(Ai) y

qj = P(Bj). Entonces (e) nos dice que la información ganada por realizar dos experimentos ξ y

ν es la información obtenida por realizar ξ más la información obtenida por realizar ν dado ξ

F (ξ ∨ ν) = F (ξ) + F (ν|ξ),

en el caso particular en que P(Ai ∩ Bj) = P(Ai) P(Bj), para toda i, j; es decir, cuando los

experimentos son independientes.

Enunciamos algunas propiedades de la entroṕıa y de la entroṕıa condicional. La demostración

del siguiente lema es elemental y se omite; la prueba se puede consultar en [Wal].
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Lema 1. Sean ξ,ν y η particiones finitas de Ω. Entonces ocurren las siguientes propiedades:

1. H(ν) ≥ 0.

2. H(ν|ξ) ≥ 0.

3. H(ν ∨ ξ|η) = H(ν|η) +H(ξ|ν ∨ η).

4. H(ν) ≥ H(ν|ξ).

5. H(ν ∨ ξ) ≤ H(ν) +H(ξ).

Nuestra definición de entroṕıa es lo suficientemente general para abordar distintos problemas,

pero nos enfocaremos en algunos aspectos relacionados a probabilidad. A continuación definimos

la entroṕıa para variables aleatorias discretas.

Definición 1. Sea X una v.a. discreta que toma valores en T = {t1, t2, · · · }. Definimos la

entroṕıa de X, H(X) como H(ξ) donde ξ es la partición dada por ξ = {X−1(ti) : ti ∈ T}.
Entonces

H(X) = H(ξ) = −
∑
ti∈T

P(X = ti) log P(X = ti).

Tenemos la extensión para variables aleatorias con densidad, conocida en la literatura como

entroṕıa diferencial [Geo].

Definición 2. Sea X una v.a. con densidad f cuyo soporte es T . Definimos la entroṕıa de X

como

H(X) = −
∫
T

f(x) log f(x)dx

cuando la integral existe, y H(X) =∞ en caso contrario.

Ahora probamos un pequeño resultado con un doble propósito: hacer cálculos de entroṕıas

espećıficas y enunciar una definición equivalente de la entroṕıa condicional en un caso particular.

Lema 2. Sean (p1, · · · , pk), (q1, · · · , qk) ∈ 4k. Entonces

−
k∑
i=1

pi log pi ≤ −
k∑
i=1

pi log qi

con igualdad sólo cuando pi = qi para toda i.

Demostración:

Notemos que log x ≤ x− 1 con igualdad sólo cuando x = 1. Entonces

k∑
i=1

pi log
(qi
pi

)
≤

k∑
i=1

pi

(qi
pi
− 1
)

=
k∑
i=1

(qi − pi) = 0

⇔ −
k∑
i=1

pi log(pi) ≤ −
k∑
i=1

qi log(qi)

y la igualdad se da sólo cuando qi
pi

= 1 para cada i = 1, · · · , k.

3
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Notamos que el lema anterior se puede extender cuando el conjunto de valores {pi} es numerable,

o a su forma continua

−
∫
T

f(x) log f(x) dx ≤ −
∫
T

f(x) log g(x) dx

haciendo exactamente lo mismo.

Del lema anterior se sigue que podemos definir, equivalentemente, la entroṕıa condicional

para (p1, · · · , pk), (q1, · · · , qk) ∈ 4k como sigue

H(p1, · · · , pk|q1, · · · , qk) = −
k∑
i=1

pi log
pi
qi

con igualdad sólo cuando (p1, · · · , pk) = (q1, · · · , qk).

Calculamos la entroṕıa de v.a. que maximizan la entroṕıa, dadas distintas condiciones.

Teorema 1. Sean U,G,E, Z v.a. que distribuyen Uniforme(n), Geométrica( 1
λ
), Exp( 1

λ
), Normal(0, 1)

respectivamente. Entonces

(a). Si X es una v.a. con soporte en {1, · · · , n} entonces H(X) ≤ H(U).

(b). Si X es una v.a. con soporte en {1, 2, · · · } con media λ > 1 entonces H(X) ≤ H(G).

(c). Si X es una v.a. con densidad en [0,∞) y media λ entonces H(X) ≤ H(E).

(d). Si X es una v.a. con densidad en R tal que E(X2) = 1 entonces H(X) ≤ H(Z).

Demostración:

Todos los puntos son análogos (una aplicación directa del lema anterior), pero los calculamos

para tener la fórmula especifica de la entroṕıa en cada caso.

(a). Sea X una v.a. con soporte en {1, · · · , n} y probabilidades pi = P(X = i), i = 1, · · · , n.

H(X) = −
n∑
i=1

pi log pi ≤ −
n∑
i=1

pi log
1

n
= log n = −

n∑
i=1

1

n
log

1

n
= H(U).

(b). Sea X una v.a. con soporte en {1, 2, · · · } con media λ > 1 y probabilidades pi = P(X = i),

i = 1, 2, · · · .

H(X) = −
∑
i∈N

pi log pi ≤ −
∑
i∈N

pi log
[(1

λ

)(
1− 1

λ

)i−1]
= −

∑
i∈N

pi

(
i(− log (λ) + log (λ− 1))− log(λ− 1)

)
= −

[
(− log (λ)) + log (λ− 1)E(X)− log(λ− 1)

]
= log

( λλ

(λ− 1)λ−1

)
.
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Y por otro lado

H(G) = −
∑
i∈N

(1

λ

)(
1− 1

λ

)i−1

log
[(1

λ

)(
1− 1

λ

)i−1]
= −

∑
i∈N

(1

λ

)(
1− 1

λ

)i−1 [
− log λ+ i log

(λ− 1

λ

)
+ log

λ

λ− 1

]
= −E(G) log

(λ− 1

λ

)
+ log(λ− 1)

= log
( λλ

(λ− 1)λ−1

)
.

(c). Sea X una v.a. con densidad f(x) en [0,∞) y media λ.

H(X) = −
∫

[0,∞)

f(x) log f(x) dx ≤ −
∫

[0,∞)

f(x) log
(1

λ
e−

x
λ

)
dx

= −
∫

[0,∞)

f(x)
(

log
1

λ
− x

λ

)
dx

= − log
1

λ
+

E(X)

λ
= 1 + log λ

donde

H(E) = −
∫

[0,∞)

e
−x
λ

λ
log

e
−x
λ

λ
dx = −

∫
[0,∞)

e
−x
λ

λ

(
log
(1

λ

)
−x
λ

)
dx = − log

(1

λ

)
+

E(X)

λ
= 1+log λ

(d). Sea X v.a. con densidad en R tal que E(X2) = 1

H(X) = −
∫

R
f(x) log f(x) dx ≤ −

∫
R
f(x) log

( 1√
2π

e−
x2

2

)
dx

= −
∫

R
f(x)

(
log

( 1√
2π

)
− x2

2

)
= − log

( 1√
2π

)
+

1

2
E(X2)

=
1

2
+ log(

√
2π).

Y por otro lado

H(Z) = −
∫

R

1√
2π

e
−x2

2 log
( 1√

2π
e
−x2

2

)
dx

= −
∫

R

1√
2π

e
−x2

2

(
− log(

√
2π)− −x

2

2

)
dx

= log(
√

2π) +
E(X2)

2
=

1

2
+ log(

√
2π).

�
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Como hemos visto el concepto de entroṕıa nos da una medición de qué tan aleatoria es una

variable aleatoria X. A diferencia de la variancia que es una medida de dispersión de los valores

que toma la variable, la entroṕıa no depende de la magnitud de los valores que toma X, tan

sólo de la probabilidad de que los tomen.

Para cerrar esta sección hacemos notar que a pesar de la dificultad para definir la entroṕıa

de una v.a. arbitraria (o de su ley asociada µ) siempre se puede definir la entroṕıa condicional

entre dos leyes de probabilidad.

Definición 3. Sean µ y ν medidas de probabilidad sobre un espacio medible (Ω,F). Definimos

a la entroṕıa (relativa) de ν dado µ

H(ν|µ) =

{
−
∫
h log h dµ cuando ν << µ, donde h = dν

dµ

∞ en otro caso.

}
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1. Relaciones entre grandes desviaciones y la entroṕıa

Supongamos que tiramos una moneda justa (equiprobable) n veces y contamos el número de

soles k. El número de maneras de obtener k soles está dado por
(
n
k

)
. Si usamos la aproximación

de Stirling tenemos que(
n

k

)
≈

√
2 πne−nnn√

2 πke−kkk
√

2π(n− k)e−(n−k) (n− k)n−k

=

√
n√

2πk(n− k)
exp

[
n
[
− k

n
log

k

n
− n− k

n
log

n− k
n

]]
Si fijamos la proporción de soles k

n
y águilas n−k

n
como p y q respectivamente, tenemos que(

n

k

)
≈ 1√

2πn pq
exp{nH(p, q)}.

En este caso la entroṕıa es el factor del crecimiento exponencial del número de realizaciones

posibles que corresponden a un número fijo k de soles. La probabilidad de obtener k soles al

lanzar n volados es aproximada por

Pn(k) ≈ 1√
2πn p q

exp{n[H(p, q)− log 2]}.

Ahora supongamos que tenemos una moneda arbitraria, con probabilidad α de sacar un sol

y 1− α de sacar un águila. En este caso nuestra aproximación es

Pn(k) ≈ 1√
2 πn p q

exp{n[H(p, q) + p log α + (1− p) log (1− α)]}

es decir, la entroṕıa H(p, q) como factor del volúmen, y un término extra, dependiente de p y

α, al que se conoce como el término de enerǵıa. Podemos reordenar el exponente para expresar

la aproximación de manera conceptualmente diferente

Pn(k) ≈ 1√
2πn p q

exp{nH(p, q |α, 1− α)},

es decir, en este caso nuestra función tasa de decaimiento de grandes desviaciones, para α fija,

está dada por

Iα(p) = −H(p, 1− p |α, 1− α).

Concluimos que, en el caso de v.a. independientes con distribución Bernoulli(α), nuestra función

de decaimiento para el evento {Sn = k}, está dada por −H( k
n
, 1− k

n
|α, 1− α). La función de

entroṕıa condicional, definida puntualmente, coincide con nuestra función tasa.

A continuación un teorema en donde sucede lo mismo para otro ejemplo de grandes desvia-

ciones.
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Teorema 1 (Sanov). Sea S = {1, · · · , r} un espacio métrico finito y ρ una medida de proba-

bilidad sobre (S,B(S)). Supongamos que tenemos una sucesión {Xi}i∈N de variables aleatorias

independientes con ley ρ donde ρi
.
= ρ{i} > 0 para todo i ∈ S. Definamos a la medida emṕırica

Ln =
1

n

n∑
i=1

δXi

y la distancia entre medidas sobre S como la distancia de variación total, es decir

d(ν, µ) =
1

2

∑
s∈S

|µs − νs|.

Entonces, para todo a > 0,

ĺım
n→∞

1

n
log P(Ln ∈ Bc

a(ρ)) = − ı́nf
ν∈Bc

a(ρ)
Iρ(ν),

donde Ba(ρ) es la bola de radio a, centrada en ρ, en el espacio de medidas definidas en S,

M(S) y Iµ(ν) = −H(ν|µ) representa la función tasa de decaimiento exponencial.

Notemos que el enunciado anterior es prácticamente afirmar que las medidas {Pn}n∈N aso-

ciadas a las medidas emṕıricas {Ln}n∈N satisfacen un (PGD) con función tasa Iρ; la diferencia

radica en que en un (PGD) debemos probar las desigualdades requeridas para conjuntos abier-

tos y cerrados arbitrarios, en lugar de bolas abiertas, como en esta versión. La demostración es

una prueba similar a la del ejemplo anterior; se utiliza la aproximación de Stirling para estimar

las probabilidades, la prueba puede consultarse en [den]. La generalización de este teorema a es-

pacios arbitrarios se encuentra en [Oli] o en [Dem]; la prueba requiere varios resultados técnicos.

Lo que el teorema de Sanov expresa, es que entre todas las realizaciones posibles de los histo-

gramas o leyes emṕıricas, las más probables son aquellas que tienen un histograma más cercano

a µ, donde la cercańıa está dada por la entroṕıa relativa.

Finalmente, presentamos una observación de Varadhan [Var3], en la que se establece una

relación existente entre cualquier colección de medidas que satisfagan un (PGD) en un espacio

polaco y una entroṕıa relativa.

Teorema 2. Sea P una medida de probabilidad sobre S un espacio polaco. Definamos

l = ı́nf {−H(P|Q) : Q(A) = 1}

Entonces

a. P(A) ≤ e−l.
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b. Supongamos que Q << P. Entonces

P(A) ≥ Q(A) exp
{
− l − 1

Q(A)
EQ

∣∣∣ log
dQ
dP
− l
∣∣∣}

Demostración:

Si P es una medida de probabilidad y queremos estimar P(A), entonces lo podemos hacer si

estimamos l
.
= ı́nf {−H(P|Q) : Q(A) = 1}. Lo mostramos a continuación.

Sea g una función medible cualquiera. Apliquemos la desigualdad de Jensen a la función

g − log dQ
dP , bajo la función exponencial y la medida Q:

exp
{

EQ

(
g − log

dQ
dP

)}
≤ EQ

(
exp

{
g − log

dQ
dP

})
.

Entonces

exp
{∫

g − log
dQ
dP

dQ
}
≤

∫
exp

{
g − log

dQ
dP

}
dQ

⇒ exp
{∫

g dQ−
∫
dQ
dP

log
dQ
dP

dP
}
≤

∫
exp(g)

exp{log dQ
dP }

dQ

⇒ exp{EQ(g) +H(P|Q) } ≤ EP(exp (g)).

Por lo tanto

EQ(g) ≤ −H(P|Q) + log EP(exp (g)).

Sea c > 0. Tomando g = c 1A en la desigualdad anterior tenemos que

Q(A) ≤ 1

c
[−H(P|Q) + log [ec P(A) + (1− P(A))].

Tomando el ı́nfimo sobre las medidas Q con Q(A) = 1, obtenemos:

1 ≤ 1

c
[l + log [ec P(A) + (1− P(A))]

⇔ l ≥ c− log [1− P(A) + ec P(A)]

Haciendo c tender a infinito en el lado derecho de la ecuación, tenemos:

ĺım
c→∞

c− log[1− P(A) + ec P(A)] = log
(

ĺım
c→∞

exp{c− log[1− P(A) + ec P(A)]}
)

= log
(

ĺım
c→∞

ec

1− P(A) + ec P(A)

)
= − log P(A).

Por lo que tenemos l ≥ − log P(A), es decir P(A) ≤ e−l.
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Ahora supongamos Q << P. Llamemos Q(A) = q, entonces

P(A) =

∫
A

dP
dQ

dQ = q
1

q

∫
A

exp
{
− log

dQ
dP

}
dQ

≥ q exp
{1

q

∫
A

(
− log

dQ
dP

)
dQ
}

≥ q exp
{
− l − 1

q
EQ

∣∣∣ log
dQ
dP
− l
∣∣∣}.

�

La primera parte del teorema nos muestra cómo l proporciona la desigualdad precisa (a) para

el cálculo de la probabilidad de A. La segunda parte es una estimación más débil dada por

la desigualdad (b); necesitamos tener una cercańıa “en entroṕıa”(es decir que EQ

∣∣∣ log dQ
dP − l

∣∣∣
pequeño) y Q(A) = 1, para que nuestra estimación P(A) ≈ e−l sea buena. Este teorema

nos muestra que los cálculos en grandes desviaciones consisten en calcular entroṕıas, donde la

medida Q es desconocida y se trata de aproximar. Existen muchas elecciones para la medida Q;

la elección óptima se convierte un problema de control óptimo donde la entroṕıa es el funcional

de costo [Var3].
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