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Introduccion

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y diferente del vacio.

Un hiperespacio es una coleccién de subconjuntos de un continuo, que al
dotarlos de una topologfa, inducida por una métrica, adquieren una estruc-
tura de espacio métrico.

Imaginemos un continuo Z del plano, dados un par de puntos py g en Z,
el segmento de recta que los une pg es un subcontinuo de Z. De esta manera
es muy facil encajar el conjunto de subconjuntos de a lo mas dos puntos de
Z (el cual denotamos por F»(Z)), en el conjunto de subcontinuos de Z (el
cual denotamos por C(Z)) con la funcién g({p,q}) = pq.

De manera natural nos preguntamos:
(%) ¢para qué continuos X se cumple que F5(X) se puede encajar en C'(X)?
En mi tesis de licenciatura “FEncajes de Hiperespacios” ([8]) probamos la

siguiente caracterizacion:

Teorema. [8, Teorema 134] La circunferencia es el unico continuo local-
mente conexo cuyo hiperespacio Fo(X) no se puede encajar en C(X).

El siguiente paso fue averiguar qué pasa con los continuos que no son
localmente conexos. Probamos que los Dendroides, que son continuos arco
conexos y hereditariamente arco conexos, también satisfacen la propiedad
que buscamos.

VII



VIII INTRODUCCION

Este trabajo comenzé tratando de ir més lejos con estos resultados y
comenzamos a estudiar los continuos que son conocidos como Compacta-
ciones del Rayo ccuyo residuo es una gréfica finita y obtuvimos los sigu-
ientes resultados originales:

Teorema. [Teorema 58] Si X es una compactacion del rayo cuyo residuo
es una circunferencia, entonces el hiperespacio F5(X) no se puede encajar
en el hiperespacio C(X).

Teorema. [Teorema 59] Si X es una compactacion del rayo cuyo resi-
duo es un arco, entonces el hiperespacio F5(X) no se puede encajar en el
hiperespacio C(X).

Teorema. [Teorema 64]. Si X es una compactacion del rayo cuyo residuo
es un triodo simple, entonces el hiperespacio F5(X) no se puede encajar en
el hiperespacio C'(X).

Teorema. [Teorema 66]. Si X es una compactacion del rayo cuyo residuo
es un la paleta, entonces el hiperespacio F»(X) no se puede encajar en el
hiperespacio C(X).

Los cuales se encuentran en el Capitulo 4.

Para poder trabajar estos resultados es, muchas veces, necesario saber
como es el hiperespacio de continuos de un continuo.

En la iltima parte de esta tesis, damos modelos de los hiperespacios de
continuos de las graficas finitas que son conocidas como el ocho, las pesas y
la theta.

Estos hiperespacios contienen 4-celdas, pero demostramos que todos ellos
se pueden encajar en R*.

Quiero mencionar que el modelo del ocho es un resultado que obtuvo
Anne Marie Dilks en su tesis doctoral en Tulane University en diciembre
de 1980. Los demds modelos son tabajo originale y no se encuentran en la
literatura.

El modelo de la theta no lo presentamos en este trabajo, pues faltan
algunos detalles por terminar, y una vez terminados dichos detalles tendremos
el siguiente resultado:



IX

Teorema. El hiperespacio de continuos C(X) de un continuo localmente
conexo X se puede encajar en R4 si y solo si X no contiene 5-odos.

Este resultado nos da una caracterizacién muy redonda de los modelos de
continuos localmente conexos que se pueden construir en R*. Para continuos
no localmente conexos, el asunto se complica muchisimo y no parece que se
pueda tener un resultado tan agradable como éste. De hecho una conjetura
de la Teorfa de hiperespacios que aiin no ha sido resuelta, dice que si para
un continuo X, C'(X) se puede encajar en R?, entonces X se puede encajar
en el plano.

Queda abierto el problema de caracterizar a los continuos localmente
conexos X, tales que C(X) se puede encajar en R°. Y en general, queda
abierto el problema respectiva para R™ con n > 5.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Introduccién

En el presente capitulo daremos una pequena introduccién al mundo de
los hiperespacios, enfocdndonos a dos en particular, ya que éstos van a ser de
nuestro total interés a lo largo de los primeros cuatro capitulos de este traba-
jo. También introduciremos algunas definiciones y resultados que nos serdn
de gran utilidad mds adelante; de ellos no incluiremos sus demostraciones
pues nos desviarian de nuestro tema de estudio.

1.2. Continuos e Hiperespacios

Definicién 1 Un continuo X es un espacio métrico, compacto, conexo y
diferente del vacio.

Un subconjunto no vacio de un continuo X que sea conexo y cerrado
recibe el nombre de subcontinuo de X.

Los hiperespacios de un continuo X se definen como:

2X¥ ={AC X : Aes cerrado y no vacio}.

1



2 CAPITULO 1 PRELIMINARES

F.(X) = { A €2% : Atiene alo méds n puntos} (n € N).

Co(X) = {A € 2% : A tiene a lo mas n componentes} (n € N).

Al hiperespacio 2% se le define una métrica, la cual es conocida como la
métrica de Hausdorff ([8, Teorema 3, Pédgina 5]), y estd dada para dos
elementos A y B en 2% como:

H(A,B) =inf{e >0: AC N(¢,B) y BC N(g,A)}.

Donde, dadasr > 0,a € X y A C X, se define B,.(a) como la bola abierta
de radio r y centroen a y N(r, A) = {x € X : x € B,(a) para algin a € A},
a este conjunto se le llama nube de radio r con centro en A.

Dado que los hiperespacios C,,(X) y F,(X) son subconjuntos de 2%, H
también define una métrica en C,(X) y F,(X). Ademds se sabe que éstos a
su vez son continuos para toda n € N ([8, Teoremas 16 y 17.]).

A partir de este momento sélo nos enfocaremos al estudio de los siguientes
dos hiperespacios:

C(X) = C1(X) = {A € 2% : A es conexo}; que es conocido como el
hiperespacio de subcontinuos de X.

Fy(X) = {A € 2% : A tiene a lo més dos puntos}; que es conocido como
el segundo producto simétrico de X.

1.3. Ejemplos de Modelos

Por un modelo de un hiperespacio G entenderemos un objeto que sea
homeomorfo a G pero cuyos elementos sean puntos, en lugar de subcontinuos
de un continuo y que sea un objeto reconocible. A continuacién mencionare-
mos los modelos de los hiperespacios F»(X) y C'(X), para dos continuos muy
particulares que nos seréan de utilidad més adelante.
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Ejemplo 2 [2, Ejemplos 3.1 y 3.7] Sea X el intervalo cerrado [0,1], si A €
C([0,1) entonces A = [z,y] para algunos x,y € [0,1], con x < y. De estd
forma la funcion f : C([0,1]) — R?, dada por f([z,y]) = (x,y), es continua
en inyectiva, y por lo tanto un encaje (Lema 78).

Ast un modelo para el hiperespacio C([0,1]) es homeomorfo {(z,y) € R? :
0 <z <y <1}. Se demuestra también,mediante la funcion h : F5([0,1]) —
R? dada por h({a,b}) = (“£2,|b — a|), que el hiperespacio F5([0,1]) es home-
omorfo a una 2-celda (Figura 1.1).

(0,1) (1,1)

7

v

(0,0)

Figura 1.1: El Hiperespacio C([0, 1]) = F5([0, 1]).

Ejemplo 3 /2, Ejemplos 3.2 y 3.8/ Si S es una curva cerrada simple, en-
tonces un modelo del hiperespacio F5(S) es la banda de Moebius; y un modelo
para el hiperespacio C(S) es una 2-celda (Figura 1.2). En la Seccion 5.3 del
Capitulo 5, se desarrolla la construccion del hiperespacio C(S), pues en esa
parte del trabajo se requieren algunas propiedades de éste. El modelo de F5(S5),
no lo desarrollaremos aqui, también es elemental pero no es tan simple como
el del intervalo.
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F(S) C(S)

2

Figura 1.2: Modelos de F5(S) y C(S5).

1.4. Otros Resultados

Definicién 4 Se dice que un continuo A es un n-odo, si existe un subcon-
tinuo B de A, tal que A— B tiene al menos n componentes. Asi, un continuo
X contiene un n-odo, si existe un subcontinuo A de X el cual es un n-odo.
De manera andloga, se dice que A es un co-odo, si existe un subcontinuo
B de A, tal que A — B tiene una infinidad de componentes. Un continuo X
contiene un oo-odo, si existe un subcontinuo A de X el cual es un oo-odo.

Definicién 5 Un continuo A es un n-odo simple con vértice p, si A es la
unién de n arcos pqi, ..., pqy, tales que, para cualesquiera k,j € {1,...,n},

con k # j, se tiene que pq, N pg; = {p}.

Definicién 6 Una n-celda es cualquier espacio homeomorfo al continuo [0, 1]™.

Teorema 7 [2, Teorema 7.3] Si X contiene un n-odo, entonces C(X) con-
tiene una n-celda.
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Definicién 8 El cubo de Hilbert, que denotaremos por I, es el producto

topoldgico de una cantidad numerable de copias del intervalo [0,1], es decir
I*° =10,1] x [0,1] x [0,1] x ---.

Teorema 9 [2, Teorema 7.4] Si X contiene un co-odo, entonces C'(X) con-
tiene un cubo de Hilbert.

Teorema 10 [2, Teorema 1.2] I es un Continuo Universal, en el sentido
de que todo continuo se puede encajar en él.

Teorema 11 Sean X y Y dos continuos y n € N. Si X se puede encajar en
R™ y Y contiene una n-celda, entonces X se puede encajar en Y .

Demostracién. Como X es un espacio compacto que se puede encajar en
R™, entonces existe un encaje e; : X — [0, 1]". Como Y contiene una n-celda,
existe un encaje ey : [0, 1] — Y. Entonces la composicién e;oe; : X — Y
es un encaje de X en Y, esto termina la demostraciéon del teorema. m

Teorema 12 57 X es un continuo que contiene un cubo de Hilbert, entonces
para cualquier continuo Y existe un encaje e 1Y — X.

Demostracién. Como X contiene un cubo de Hilbert, entonces existe un
encaje e; : I*° — X. Sea Y cualquier continuo, por el Teorema 10, existe un
encaje e; : Y — [°°. Entonces la composicién e; o ey : Y — X es un encaje
de X en Y, esto termina le demostracion del teorema. m

Definicién 13 Una funcion de Whitney es una funcion continua p :
2% — [0,00), que satisface las siguientes condiciones:

(1) u({p}) =0 para toda p € X;
(2) p(A) < u(B) siempre que A & B.

Teorema 14 [2, Teorema 5.3] Para cualquier continuo X, 2% admite fun-
ciones de Whitney.



Capitulo 2

Compactaciones del Rayo

2.1. Introduccién

Con respecto a la pregunta:
(x) ;Para qué continuos X, existe un encaje e : Fp(X) — C(X)?

En [8] logramos demostrar los siguientes dos resultados.

Teorema 15 [8, Teorema 134. Pagina 122] La circunferencia es el inico
continuo localmente conexo para el cual no existe un encaje e : Fp(X) —
C(X).

Teorema 16 [8, Teorema 111. Pdg. 107] Si X es un dendroide, entonces
existe un encage e : Fo(X) — C(X).

En las siguientes pdginas vamos a abordar la pregunta (%), en la clase de
continuos no localmente conexos que son conocidos como Compactaciones
del Rayo.
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2.2. Compactaciones

Definicién 17 Un continuo X es una compactacion del rayo si existe un
encaje h : [0,00) — X tal que h([0,00)) es denso en X.
Al conjunto R = X —h([0,00)) se le llama residuo de la compactacion.

Nota 18 En este capitulo cuando hablemos de un continuo X, que sea com-
pactacion de un rayo, R y L siempre denotardn al residuo (X — h([0,00))) y
al rayo (h([0,00))), respectivamente. De esta forma tenemos que X = RUL.
Ademds supondremos siempre que R es no degenerado.

De estas definiciones y de algunos resultados obtenidos en [8], obtenemos
las siguientes conclusiones, relacionadas a la pregunta (x).

Teorema 19 Sea X una compactacion del rayo con residuo R, si R tiene
interior no vacio en R"™, para algunan > 1, entonces F5(X) se puede encajar

en C(X).

Demostracién. Como R tiene interior no vacio en R" para alguna n > 1,
existe un encaje hy : D — R C X; donde D es el disco unitario con centro en
el origen en R2. Por [8, Lema 40, Pdgina 39.], el hiperespacio C'(D) contiene
un cubo de Hilbert. De esta forma tenemos que existe un encaje hy : [*° —
C(D), por lo tanto el hiperespacio C'(X) contiene un cubo de Hilbert. Pero
por el Teorema 10, tenemos que todo continuo se puede encajar en [°°. Por
lo tanto F5(X) se puede encajar en C(X). m

Definicién 20 Una grédfica finita es un continuo que se puede poner co-
mo una union finita de arcos, que cumplen que cualesquiera dos de ellos se
intersectan en un conjunto finito (puede ser vacio).

Lema 21 [8, Teorema 132, Pdgina 121] Si X es un continuo localmente
conexo y no es graifica finita, entonces X contiene un oo-odo.
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Lema 22 Sea X wuna compactacion con residuo R. Si R es un continuo
localmente conexo y no es una grifica finita, entonces X contiene un oo-odo.

Demostracion. Por el Lema 21, tenemos que R contiene un oo-odo. Como
R C X, tenemos que X contiene un co-odo. m

Teorema 23 Sea X una compactacion del rayo con residuo R. Si R es un
continuo localmente conexo y mo es una grifica finita, entonces Fyo(X) se
puede encajar en C(X).

Demostraciéon. Por el Lema 22 tenemos que X contiene un co-odo. De esta
forma, por el Teorema 9, tenemos que el hiperespacio C'(X) contiene un cubo
de Hilbert. Aplicando el Teorema 10 tenemos que F5(X) se puede encajar en

C(X). =

2.3. Compactaciones cuyo Residuo es un
Dendroide

En esta seccién obtendremos algunas respuestas a la pregunta (%), para
una clase particular de compactaciones del rayo, cuyo residuo no necesaria-
mente es localmente conexo.

Definicién 24 Sea X un continuo, un semapeine en X es un subcontinuo
Y de X que contiene:

(a) un arco A C Y,

(b) dos puntos r,q € A con r # q,

(¢) una sucesién de puntos {r,}>2; contenida en Y — A,
(d) una sucesién de puntos {g,}>° ; contenida en A,

Tales que:

(1) T1q1,72G2, - . ., son arcos ajenos dos a dos, don de los extremos de 7,,q,
son 7, Y qn, para toda n € N,
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(#3) limr, = r, limq, = q,
(i) Y = AU ( ‘Ejl{rnqn :n € N}),
(1v) 1q, N A ={qn}, para cadan € N .

Definicién 25 Sea X un continuo, una semiescoba en X es un subcontinuo
Y de X que contiene:

(a) un arco A C Y,
(b) dos puntos r,p € X con r # p,
(¢) una sucesién de puntos {r,}22, en Y — A.

Tales que:

(1) Y = AU [U{pr, : n € N}|, donde pr,, es un arco en X que une a p con
rn, para toda n € N.

(2) limr,, = r,

(130) pro, O pry, = {p}, sin #m,

(iv) pr, N A = {p} para toda n € N.

Definicién 26 Un continuo X es unicoherente si para cualesquiera dos
subcontinuos A y B de X tales que AUB = X se tiene que AN B es conexo.

Definicién 27 Un continuo es hereditaritamente unicoherente si todos
sus subcontinuos son unicoherentes.

Definicién 28 Un continuo X es un dendroide si es un continuo arco
conexo y hereditariamente unicoherente.

Definicién 29 Un continuo X es una dendrita si y solo si X es un den-
droide localmente conexo.
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Lema 30 [12, Teorema 6.10, Pdgina 62] Sea X un dendroide no localmente
conezxo, entonces X contiene un semipeine o una semiescoba.

Lema 31 Sea X una compactacion del rayo con residuo R. Si R es un den-
droide que no es una grifica finita, entonces X contiene un oo-odo.

Demostracién. Consideremos los siguientes casos para R.

Caso (1). R es localmente conexo. En este caso, como R no es una grafica
finita, por el Lema 22, tenemos que R contiene un oco-odo. Como R C X,
concluimos que X contiene un oo-odo.

Caso (2). R no es localmente conexo. Por el Lema 30 tenemos que R, y
por lo tanto X, contiene un semipeine o una semiescoba. Si X contiene un
semipeine P, de [8, Teoremas 92 y 105] podemos concluir que P contiene un
oo-odo. Andlogamente si X contiene una semiescoba F, de [8, Teoremas 96
y 107] podemos concluir que E contiene un co-odo. Por lo tanto, cuando R
no es localmente conexo, tenemos que X contiene un oo-odo. Asi este lema
queda demostrado. m

Teorema 32 Sea X una compactacion del rayo con residuo R. Si R es un

dendroide que no es una grifica finita, entonces Fy(X) se puede encajar en
C(X).

Demostracién. Por el Lema 31 el espacio X contiene un oc-odo. De esta
forma, por el Teorema 9, tenemos que el hiperespacio C(X) contiene un cubo
de Hilbert. Aplicando el Teorema 10 tenemos que F5(X) se puede encajar en
C(X). =

Debemos mencionar que el Teorema 32 es el tinico resultado, relaciona-
do con (%), que obtuvimos para compactaciones del rayo cuyo residuo no
necesariamente es localmente conexo.



Capitulo 3

Compactaciones cuyo Residuo
es una Grafica Finita

En este capitulo vamos a estudiar algunas propiedades topolégicas de las
compactaciones del rayo cuyo residuo es una gréfica finita y, con ayuda de
éstas, responderemos la pregunta (x) para esta clase de espacios.

3.1. Dimension

A continuacién enunciarmos algunos resultados de Teorfa de Dimensién
que serdn de gran utilidad.

Lema 33 [11, Teorema 13.4, Pdgina 73] Si X es un continuo y dim(X) =
n < oo, entonces X se puede encajar en el continuo [0, 1]*"+1.

Lema 34 [11, Teorema 7.1, Pagina 33] Si X es un continuo que es la union
numerable de subconjuntos cerrados de dimension menor o igual an, entonces
dim(X) < n.

13
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Lema 35 [8, Lema 67, Pdgina 49] Sea G una grifica finita, entonces la
dimension del hiperespacio F5(G) es igual a 2.

Lema 36 [11, Teorema 20.2, Pagina 125] Sea X =Y x Z, donde Y y Z son
continuos. Supongamos que la dimension de Y y Z es menor o igual a n y
m, respectivamente, entonces la dimension de X es menor o igual a n + m.

Lema 37 [11, Ejercicio 1.4, Pagina 7] La dimension de todo arco es igual
al.

Teorema 38 Si G es una grifica finita, entonces la dimension de G es igual
al.

Demostracién. Sea GG una gréfica finita, entonces por definicién G es una
union finita de arcos, los cuales son cerrados en X. Por el Lema 37 la di-
mension de cada arco es 1. De esta forma GG es una unién finita de espa-
cios cerrados de dimensién menor o igual a 1, por el Lema 34, tenemos que
dim(G) < 1. Como G es no degenerada entonces existe al menos un arco J
tal que J C G, esto implica que 1 < dim(J) < dim(G) < 1. Por lo tanto
dim(G)=1. =

Teorema 39 Si X es una compactacion del rayo cuyo residuo es una grdfica
finita, entonces dim(Fy(X)) < 2.

Demostracién. Supongamos que X = h([0,00)) UG, donde G es una gra-
fica finita. Para cada n € N, definimos: L, = {{g,y} € F»(X) : g € Gy
y € h([0,n])}. Observemos que la funcién f : G x h([0,n|) — L,, defini-
da por f((9,y)) = {g9,y} es un homeomorfismo entre estos dos conjuntos
(ver Lema 52). De esta forma L,, es un subconjunto cerrado de F»(X) y
ademds, por el Lema 36, se tiene que dim(L,) = dim(G x h([0,n])) <
dim(G) + dim(h([0,n])). Por el Teorema 38 tenemos que dim(G) = 1y co-
mo h es un encaje, tenemos que h([0,n]) es un arco. De esta manera, por el
Teorema 10, tenemos que dim(h(]0,n])) = 1. Por lo tanto dim(L,,) < 2.
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De manera andloga para cada n € N definimos H,, = h([0,n]). Como h
es un encaje tenemos que h([0,n]) es homeomorfo al intervalo [0, 1], de esto
F5(H,) es homeomorfo a F5([0, 1]) el cual, por el Ejemplo 2, es homeomorfo a
una 2-celda. De esta forma concluimos que dim(Fy(H,,)) = dim(F3([0,1])) =
2.

Por 1ltimo, notemos que Fy(X) = F5(G) U ( f_‘ing(Hn)) U ( flen).

Es decir, F5(X) es la unién numerable de espacios cerrados cuya dimen-
sién es menor o igual a 2. Por el Teorema 34 tenemos que dim(F»(X)) < 2.
u

3.2. Clasificacion con Dimension

Teorema 40 Sea X una compactacion del rayo cuyo residuo es una grifica
finita G. Si G contiene un 5-odo, entonces existe un encaje e : Fy(X) —

C(X).

Demostracién. Como G contiene un 5-odo, entonces X contiene un 5-odo.
Por el Teorema 7, el hiperespacio C'(X) contiene una 5-celda. Como X es
una compactacién del rayo con residuo gréfica finita, por el Teorema 39,
dim(Fy(X)) < 2, de esta forma, por el Lema 33, el hiperespacio Fy(X) se
puede encajar en [0,1]°. Por lo tanto por el Teorema 11, F5(X) se puede
encajar en C'(X). m

Por el Teorema 40, falta estudiar sélo las compactaciones del rayo cuyo
residuo es una gréfica finita G, donde G no contiene 5-odos. Al respecto, en
[8], demostramos el siguiente teorema.

Teorema 41 [8, Teorema 75, Pagina 57] Si G es una grifica finita. Entonces
G no contiene 5-odos si y sélo si G es homeomorfa a alguna grifica de la
Figura 3.1.
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— A +

El arco
El triodo El4-odo La hache
simple simple
La circunferencia ; ; ; El ocho
La paleta
La medalla

Las pesas

El nifio El dulce La theta

Figura 3.1: Gréficas finitas que no contienen 5-odos.

De esta forma sélo debemos preocuparnos en responder la pregunta (*)
para las compactaciones del rayo cuyo residuo es alguna gréfica de la Figura
3.1. A continuacién mencionaremos un resultado conocido que nos permitirg
concentrarnos, en el siguiente capitulo, a determinadas compactaciones.

Teorema 42 [9] El hiperespacio F5([0,1]%) es homeomorfo al espacio [0, 1]*.

Teorema 43 Si X es una compactacion plana del rayo cuyo residuo es al-
guna grifica de la Figura 3.2, entonces F5(X) se puede encajar en C'(X).

Demostracién. Como cada una de las grificas de la Figura 3.2, contiene un
4-odo simple o a la hache (Figura 3.3), y éstas a su vez son 4-odos, tenemos
que X contiene un 4-odo. Por lo tanto, por el Teorema 7, el hiperespacio C'(X)
contiene una 4-celda. Como X es un espacio que se puede encajar en [0, 1]?,
obtenemos que el hiperespacio Fy(X) se puede encajar en el hiperespacio
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i H

El 4-odo

; La hache
simple
El dulce m
El nifio El ocho
La medalla Las pesas
Figura 3.2: .
El 4-odo
simple El dulce
; ; Las pesas
La medalla
El nifio
La hache El ocho

Figura 3.3: Graficas que continen un 4-odo.
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F([0,1]?) el cual, por el Teorema 42, es homeomorfo a [0, 1]*. Por lo tanto,
por el Teorema 11, F5(X) se puede encajar en C(X). m

El Teorema 43 responde la pregunta (%) para una buena cantidad de
compactaciones del rayo cuyo residuo es alguna gréfica de la Figura 3.2.
Debo mencionar que para las compactaciones no planas de estas gréficas
no obtuvimos ningun otro resultado. Asi, se vuelve més interesante ver qué
sucede con las compactaciones del rayo cuyo residuo es la grafica que tiene
forma de Theta, pues ninguna compactacién cuyo residuo ésta grifica se
puede encajar en R2.

En el siguiente capitulo nos enfocaremos a ver qué sucede con las com-
pactaciones del rayo cuyo residuo es alguna gréfica de la Figura 3.4, las cuales
son, precisamente, las que su hiperespacio C'(X) no contiene 4-celdas.

El arco El triodo
simple
La circunferencia La paleta

Figura 3.4: .



Capitulo 4

Cuatro Tipos de
Compactaciones

Por la discusién del capitulo anterior, en éste, nos enfocaremos a demostrar
que las compactaciones del rayo con residuo arco, circunferencia, triodo sim-
ple y medalla; no satisfacen (x). Para esto enunciaremos algunas definiciones
y resultados.

4.1. Resultados Previos.

Lema 44 [3, Lema 13.3, Pagina 106] Sea f : X — Y wuna funcion continua
entre continuos. Entonces la funcion 2/ : 2% — 2Y | dada por 27(A) = f(A),
es continua.

Lema 45 Si {D,}>° ,, es una sucesion de 2-celdas que convergen a una
2-celda D y que son tales que cada D, es ajena D, entonces el conjunto

( OL_len) U D no se puede encajar en R?.

Demostracién. Supongamos que existe un encaje h : ( OleDn) UD — R%
n=

Como para todan € N D, N D = 0 y h es inyectiva tenemos que h(D,,) N

19
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h(D) = (). Por la continuidad de h y por el Lema44, tenemos que lim h(D,,) =
h(D). Ahora demostremos lo siguiente.

Afirmacién 1. El interior de h(D) es vacio en R2.

Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir, existen d € D y g9 >
0 tales que B, (h(d)) C h(D). Como d € D y limD, = D, para toda
n € N existe d, € D, tal que limd,, = d. Por ser h una funcién continua
tenemos que lim h(d,) = h(d); y por lo tanto, para ¢g, existe Ny € N tal
que, si n > Ny entonces ||h(d,) — h(d)|| < &o. Ahora notemos que, como
|h(dn,) — h(d)|| < eo, tenemos que h(dy,) € B, (h(d)) C h(D), lo cual
implica que h(Dy,) N h(D) # 0 lo cual es una contradiccién. Por lo tanto
int(D) = (. Esto termina la prueba de la afirmacion.

Como h es un encaje, la funcién b |p: D — h(D) es un homeomorfismo y
por el Teorema de la Invarianza del Dominio ([11, Teorema 19.2, Pégina 106)),
sabemos que h(int(D)) = int(h(D)), donde int(D) es el interior topoldgico
de D (los puntos de D que tienen una vecindad, en D, homeomorfa a R?),
el cual es diferente del vacio. De esta forma int(h(D)) también es no vacio,
lo cual es una contradiccién a la Aﬁrggacién 1. Esta contradiccién nacié de
suponer que existe un encaje h : (nL_Jan) UD — R2 Esto completa la

demostracion del lema. =

Lema 46 Sea X = RU R((0,1]) una compactacion del rayo con residuo R.
Entonces:

(a) Para cada t € (0,1), h(t) separa a X en los conjuntos RUh((0,t)) y
h((t,1]); y R es un subcontinuo de X .

(b) Si A es un subcontinuo de X tal que ANR # 0 y AN h((0,1]) # 0,
entonces R C A.

(¢) Sip:C(X)— [0,00) es una funcion de Whitney y A € C(X) es tal
que 1(A) < p(R), entonces A C R o A C h((0,1]).

Demostracién. (a) Seat € (0,1). Como R C h((0,1]) = h((0,t])Uh([t,1]) =

R((0,t])UA([t,1]) (pues h(]t,1]) es compacto) y R es ajeno a h(]t, 1]), tenemos
1

que R C h((0,t]). Ya que h([t,1]) es cerrado en h((0,1]), ~((0,¢])NA((0,1]) =
h((0,t]). De manera que h((0,t]) = R U h((0,¢]). Esto demuestra que R U

h((0,t]) es cerrado en X. Dado que R = ori(R U R((0,£])), tenemos que R
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es cerrado en X, pues cada conjunto de la forma h((0, £]) es un subcontinuo
de X y como estos subcontinuos estdan anidados, tenemos que su interseccion
que es R, tambien es un subcontinuo de X [2, Teorema 1.1, Pagina 11].

Ademds (R U h((0,¢]))NA([t,1]) = {h(t)}, entonces X —{h(t)} = [(RU h((0,t])) — {h(t)}U
[h([t,1]) — {h(t)}]. Estos dos conjuntos son no vacios y separados por lo que
h(t) separa a X.

(b) Sea A un subcontinuo de X tal que AN R # 0y Anh((0,1]) # 0.
Elegimos un punto t, € (0, 1] tal que h(ty) € A. Dada t € (0,t), como vimos
en la prueba de (a), h(t) separa a X en los conjuntos RUA((0,t)) y h((¢,1]).
Como A intersecta a ambos conjuntos y es conexo, tenemos que h(t) € A.
Hemos demostrado que h((0,%]) C A. Como A es cerrado, h((0,t]) C A. Y
como vimos en la prueba de (a), R C h((0,%]). Por lo tanto R C A.

(c) Sea pi: C(X) — [0,00) es una funcién de Whitney y A un subcontinuo
de X es tal que u(A) < u(R). Si A ¢ Ry A ¢ h((0,1])), entonces A N
h((0,1])) #0y AN R # 0. Por (b) R C A. De manera que u(A) < u(R) lo
que es una contradiccién. Por lo tanto A C R o A C h((0,1]). =

Nota 47 En el siguiente lema vamos a suponer que X = G U h((0,1]) es
una compactacion del rayo cuyo residuo es una grifica finita G; a los puntos
sobre el rayo h((0,1]) les vamos a definir el orden inducido por el intervalo
(0,1], es decir, para dos puntos a,b € h((0,1]) diremos que a < b si y sdlo si
h=Y(a) < h=1(D).

Lema 48 Sea X = G U L una compactacion del rayo cuyo residuo es una
grifica finita G. St x € G y x no es de ramificacion, entonces para todo
abierto U en X tal que x € U, existe un arco J en G y una sucesion de arcos
{J.}22, contenidos en L, tales que:

(i) zreJCUydJ,CU para toda n € N.

(it) J,NJ =0, para toda n € N.

(z37) lim J,, = J.

Demostraciéon. Sea x € G un punto que no sea de ramificacién y U un
abierto de X tal que x € U. Sea p : C(X) — [0, 1] una funcién de Whitney.
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Como x no es de ramificacién, los continuos pequenos de G que tienen a x
son arcos. Ya que 0 < u(G), la continuidad de p implica que existe € > 0 tal
que € < u(@G), y para todo A € u~!(e), con z € A, entonces A es un arco en
Gy AcCU. Sea {x,}, una sucesién de puntos en L tal que limz,, =z, y
para cada n € N es posible encontrar J,, € p~!(¢) tal que z, € J, ([2, Lema
8.1, Pdgina 109)).

Dada n € N, dado que u(J,,) = ¢ < u(G), por (c) del Lema 46, J, C G o
J, C L. Pero x,, € J,NL, de manera que J,, C L. Ya que C'(X) es compacto,
podemos suponer que la sucesién converge a un elemento J € C'(X). Por ser
p~1(e) cerrado en C(X), J € u~1(¢).

Como para todan € N, z,, € J, y limz,, = x, entonces x € J N G, como
ademds p(G) > e = p(J), tenemos que J C G y por la eleccién de €, se tiene
que J C Uy J es un arco.

Por tltimo, como J C U y U es un abierto de X, debido a que lim J,, = J,
existe una N € N, tal que para toda n > N, J, C U. De esta forma la
sucesion {J,}>° y, satisface las condiciones (i), (ii) y (iii), asi este lema
queda demostrado. m

Definicién 49 Si X es un continuo y Uq,...,U, son subconjuntos de X,
definimos (Uy,...,U,) ={Ae€2X : Ac U, U...uU, yANnU; # 0 para
cadai € {1,...,n}}.

Consideremos la familia de subconjuntos V' = {(Uy,...,U,) : n € Ny
los conjuntos Uy, ..., U, son abiertos de X}, entonces V' es una familia de
abiertos en 2% que genera la misma topologfa que la métrica de Hausdorff. A
esta topologia se le conoce como la topologia de Vietoris ([2, Ejercicio 2.8,
Pég. 27]). A los conjuntos de la forma (Uy, ..., U,) se les llama vietéricos.

Lema 50 /8, Lema 5, Pdgina 7] Supongamos que {A,}.>~, y {Bn}.— son
sucesiones de elementos de 2%, tales que lim A, = A y lim B, = B, donde
A, B € 2. Entonces lim(A,, U B,) = AU B.
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Nota 51 La topologia de Vietoris también se hereda a los hiperespacios. En
lo que resta de este capitulo cuando escribamos (A, B), estamos pensado en el
correspondiente vietorico (A, B) restringido al hiperespacio F5(X), es decir:

(ABy={C e Ih)(X):CCAUB, CNA#0DyCNB#0D} =
H{z,y} € Fy(X):x € Ay y € B}.

Por [2, Ejercicio 2.7, Pagina 26], (A, B) es cerrado en Fy(X), cuando A
y B son cerrados en X.

Lema 52 Sea X un continuo, si A y B son subconjuntos cerrados y ajenos
de X, entonces (A, B) es homeomorfo a A x B.

Demostracién. Sea f : A x B — (A, B) definida por f((a,b)) = {a,b}.

Notemos que:

(i) f estd bien definida: si (a,b) € A x B, entonces {a,b} C AU B,
{a,b} N A ={a} y {a,b} N B = {b}, lo cual implica que f((a,b)) € (A, B)

(i1) f es continua. Si {(an,b,)}>2; es una sucesién en A x B tal que
lim(ay, b,) = (a,b), entonces por el Lema 50, tenemos que lim f((a,,b,)) =
lim{a,, b,} = lim({a, }U{b,}) = {a}U{b} = {a, b}. Por lo tanto lim f((a,,b,)) =
f((a,b)), lo que demuestra que f es continua.

(i73) f es inyectiva. Si (aq,b;), (az,b2) € A X B son dos elementos tales
que f((a1,b1)) = f((az,b2)). Como (a1,b1) € A x B, dado que AN B = (),
y del hecho de que {ay,b1} = {ag, b2}, concluimos que a; = as y by = by, lo
que demuestra que f es inyectiva.

(iv) f es suprayectiva. Si {a,b} € (A, B), entonces el punto (a,b) € Ax B
es tal que f((a,b)) = {a,b}. Por lo tanto f es supreyectiva.

Dado que A x B es compacto y Fy(X) es de Hausdorff, concluimos que
f es un homeomorfismo entre (4,B) y Ax B. m

Lema 53 /8, Lema 4, Pdgina 6] Sea X un continuo. Si A, B € 2% ye >0,
entonces H(A, B) < ¢ siy sdlo si AC N(e,B) y BC N(e, A).
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Recordemos que H denota la distancia de Hasusdorff entre A y B; y
N(r,A) ={z € X : x € B,(a) para algin a € A}, es la nube de radio r con
centro en A.

Lema 54 Sea X un continuo y sea A C X cerrado en X y {A,}5°, una
sucesion de subconjuntos cerrados y no vacios de X tales que lim A,, = A. Si
B es un cerrado no vacio de X , entonces lim (A,,, B) = (A, B), donde esta
convergencia se considera en 2F2(X)

Demostraciéon. Sea ¢ > 0. Como lim A,, = A, existe N € N tal que, para
todan > N, H(A,A,) < e. Sean > N, dada {a,b} € (A,B), con a € A
y b € B, por el Lema 53, ya que A C N(e, A,), existe © € A, tal que
d(a,z) < &, donde d es la métrica de X. Entonces {a,b} C N(g,{z,b}).

Esto demuestra que (A, B) C N(g, (A,, B)) (en el espacio 272(X)). Sim-
ilarmente, (A,, B) C N(e, (A, B)). Por el Lema 53, H((A, B),(A,,B)) < ¢
(en 22(X)). Por lo tanto lim (A, B) = (A, B). =

Lema 55 Sea X = RU h((0,1]) una compactacion del reyo con residuo R.
Entonces:
(a) C(X)=C(R)U{A e C(X):AcCh((0,1]))}U{RUA((0,]) : t € (0,1]}.
(b) Si A e C(X)—C(R), entonces A tiene una vecindad en C(X) que se
puede encajar en R?.

Demostracién. (a) Sea A € C(X). Si A € C(R)y A ¢ h((0,1]), por el
Lema 46 (b), R C A. Sea ty = sup{t € (0,1] : h(t) € A}. Como A es cerrado,
h(to) € A, de manera que A C R U h((0,tp]). Como cada elemento de la
forma h(t) con t € (0,t) separa a X en los conjuntos RU h((0,t)) y h((t,1])
(Lema 46 (a)) y A es conexo, tenemos que h(t) € A. Esto demuestra que
A = RUA((0,ty]). Asi que (a) estd probado.

(b) Sea f : X — [0,1] dada por

0, siz € R,
fz) =
t, six = h(t).
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Notemos que [ [5(0,1): 2((0,1]) — (0,1] es igual a la funcién h~'. Veamos
que f es continua. Por el Lema 46 (a), h((0,1]) = X — R es abierto en X. Sea
U abierto en [0, 1], veamos que f~!(U) es abierto. Consideremos dos casos:

Caso 1.0 ¢ U.

En este caso U C (0, 1], asi que f~}(U) = h(U) que es abierto en h((0,1])
y por lo tanto, abierto en X.

Caso 2.0 e U.

Sea B =[0,1] — U. Entonces B es compacto y no tiene a 0. De modo que
f~YB) = h(B) es compacto en X y, por lo tanto cerrado. De manera que
Y U) = X — f71(B) es abierto en X.

Hemos demostrado que f es continua.

Sea A € C(X)—C(R). Por el inciso (a), A C h((0,1]) 0o A = RUA((0,t]) =
h((0,t]), para alguna t € (0, 1]. Analicemos dos casos.

Caso 1. A C h((0,1]).

En este caso f(A) es un subconjunto compacto de [0,1], asi que existe
sp € (0,1] tal que f(A) C (so,1]. Sea U = h((s¢,1]) C h([so, 1]). Como (s, 1]
es abierto en X y Ah((0,1]) es abierto en X (Lema 46 (a)), h((so,1]) es un
abierto en X y A C h((so,1]). Por lo que el conjunto U4 = {B € C(X) :
B C h((so,1])} es abierto en C'(X). Ya que U C C(h([so,1])), tenemos que
C'(h([s0, 1])) es una vecindad de A en C'(X). Como h([so, 1]) es un arco, por
el Ejemplo 2, C([sg, 1]) es una dos celda. Esto completa la demostracién de
este caso.

Caso 2. A= RUA((0,t]) = h((0,t]), para alguna t € (0, 1].

Como f(A) es no degenerado, existe una vecindad compacta U de A en
C(X) tal que f(B) es no degenerado, para toda B € U. Por el Lema 44 la
funcién de U en C([0, 1]) que manda a B en f(B) es continua. Mostraremos
que esta funcién también es inyectiva.
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Sean B,C € U tales que f(B) = f(C ) Si0 ¢ f(B), entonces C, B €
h((0,1]) y h"¥(B) = f(B) = f(C) = h7Y(C). Por la inyectividad de h™!,
B = C. Supongamos entonces que 0 € f(B). En este caso, BN R # 0y
C N R # ), por lo que existen t,s € (0,1], tales que B = RU h((0,t]) y
C = RUA((0,s]); y entonces f(B) = [0,t] y f(C) = [0,s]; asi que t = s.
Esto completa la prueba de que B = C' y que f es inyectiva.

Por lo tanto U es homeomorfo a un subconjunto de C([0, 1]) el cual, por
el Ejemplo 2, es una 2-celda. Por lo tanto U/ se puede encajar en R%. m

Lema 56 Sea X = G U L una compactacion del rayo cuyo residuo es una
grafica finita G y sea B = (G, L) U F5(G). Si existe un encaje e : Fp(X) —
C(X), entonces e(B) C C(G).

Demostracién. Sea A € B y supongamos que e(A) € C(X) — C(G). En-
tonces, por el Lema 55 (a), e(A) tiene una vecindad U en C(X) tal que U
se puede encajar en R? y ademas U C C(X) — C(G).Ahora tenemos que
considerar los siguientes casos:

Caso (1). A ={z,y} conz € G, y € L y = no es punto de ramificacién
de G.

Por la continuidad de e, existen dos abiertos ajenos U, y U, de X tales
que z € U,, y € Uy y e[(U,,Uy,)] C U. Por el Lema 48, existe un arco J,
contenido en G y una sucesién de arcos {J,}22, en L, tales que:

(1) xe J, CUyJ,CU, para todan € N.
(11) J, N J =0, para toda n € N.
(idi) lim J, = J,.

Como y € U, C L, podemos tomar un arco J, en L tal que y € J, C U,.
Dado que U, N U, = 0, por (i), tenemos que J, N J, = () para toda n € N
y Jy N J, = 0. Para cada n € N definimos D,, = (J,,,J,) y D = (Jp., J).

Entonces se tiene que:

(a) D, ND = para todan € Ny ( Ej’lpn) uUD C (U,,U,).
(b) D,, y D son homeomorfos a una 2-celda para toda n € N (Lema 52).
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(¢) lim, D = D (Lema 54).

Por ser e un encaje y por (b) tenemos que e(D) y e(D,,) son 2-celdas para
toda n € N. Por (c) se satisface que lime(D,,) = e(D); y por (a) notamos

que Clee[Dn] Ue[D] C e[{(U,,U,)] CU — R? lo cual es una contradiccion al

Lema 45. Esta contradicciéon muestra que este caso es imposible.

Caso (2). A={z,y} conx € G,y € L y = es punto de ramificacién de
G.

Por la continuidad de e, existen dos abiertos ajenos U, y U, de X tales
que z € Uy, y € Uy y e[(Uy,,U,)] CU. Por ser U, abierto en X y ser G una
grafica finita, existe z € U, tal que z no es de ramificacién. Consideramos al
punto Ay = {z,y}, entonces z € G, y € L y z no es punto de ramificacion.
Ademis e(Ag) € C(X) — C(G). De manera que Ay cae en el Caso 1, pero ya
habfamos visto que tal caso es imposible. Por lo tanto, este caso tampoco se
puede dar.

Caso (3). A € F5(G).

Supongamos que A = {x,y}, entonces por la continuidad de e, existe dos
abiertos U, y U, de X tales que z € U,, y € U, y e[(Ux,Uy)] C U. Notemos
que ya estamos considerando la posibilidad de que z = y. Como U, y U,
son abiertos de X, podemos tomar dos puntos z € U, y w € U, tales que
z € G, w € Ly zno sea un punto de ramificaciéon de G. Entonces el elemento
Ay = {z,w}, cae en el Caso (1) que no era posible. Por lo tanto, este caso
también es imposible.

De los Casos (1), (2) y (3) concluimos que e(B) C C(G). =

4.2. La Circunferencia como Residuo

El siguiente resultado se demostré en [§8], y es un elemento més que nos
facilita la demostraciéon de que ninguna compactacion del rayo cuyoresiduo
es un Circunferencia satisface ().
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Lema 57 [8, Teorema 31, Pdgina 24] EL hiperespacio Fy(S) no se puede
encagjar en el hiperespacio C(S).

Teorema 58 St X = S U L es una compactacion del rayo cuyo residuo es
una Circunferencia S, entonces el hiperespacio F5(X) no se puede encajar
en el hiperespacio C'(X).

Demostracién. Supongamos que existe un encaje e : Fp(X) — C(X). Por
el Lema 56, elconjunto B = {{z,y} € F5(X) : x € G yy € L} U F5(S), es
tal que e(B) C C(S5). En particular tenemos que € := e |p,(s): F2(S) — C(5)
es un encaje del hiperespacio F5(S) en el hiperespacio C(S), lo cual es una
contradiccién al Lema 57. Por lo tanto no existen encajes del hiperespacio
F5(X) en el hiperespacio C(X) . m

4.3. El Arco como Residuo

Teorema 59 Si X = J U L una compactacion del rayo cuyo residuo es un
arco J, entonces el hiperespacio F5(X) no se puede encajar en el hiperespacio

o(X).

Demostracién. Supongamos que existe un encaje e : F»(X) — C(X). Por
el Lema 48 existe una sucesiéon {J,}5°,, de arcos en L y existe un arco
Jo C J tales que lim J,, = Jy. Para cada n € N definimos D,, = (Jo, J,,) ¥y
D = F5(Jy) = (Jo, Jo). Por el Lema 52, para cada n € N, sabemos que D,, es
homeomorfa a J,, x Jy que es una 2-celda y por el Ejemplo 2, sabemos que
D también es una 2-elda. Como lim .J,, = J ¢, por el Lema 54 sabemos que
lim,, D = D. Por ser e un encaje tenemos que e(D) y e(D,,) son una 2-celda
para toda n € N, y también se satisface que lim e(D,,) = ¢(D).

Por 1ltimo notemos que (OL_len) UD C B = (J,L) U Fy(J), asi, por

el Lema 56, tenemos que ( OL_jle[Dn]) Ue[D] C C(J) — R? lo cual es una

contradiccién al Lema 45. Por lo tanto no existen encajes del hiperespacio
F5(X) en el hiperespacio C(X) . m
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4.4. El Triodo como Residuo

Definicién 60 Un avion A, es un espacio homeomorfo al subespacio en
R? dado por V = ([0,1] x {0} x [0,1]) U ({0} x [-1,1] x [0,1]).

Observemos que si A es un avién, entonces existe un homeomorfismo
h:V — A, con esto tenemos que A es la unién de tres 2-celdas A;, Ay y A3
donde:

Ay = h([0,1] x {0} x [0, 1]),
Ay = h({0} x [-1,0] x [07)1]) y

Notemos que para cualesquiere 4, j € {1,2,3}, coni # j, AyN Ay N Az =
A, NA; = J donde J = h({0} x {0} x [0,1]) es un arco contenido en la
frontera de A; (Figura 4.1).

A

\
1(0,0,1)

A2 A3

(0,-1,0) ~_7(0,0,0) (0,1,0)

1,0,0
s (1,0,0)

Figura 4.1: .
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Definicién 61 Sea {A,}>2, = {A7T U AL U A}}°°, una sucesion de aviones
ajenos dos a dos. Diremos que las sucesion de aviones {A,}2, converge
a un avion A = Ay U Ay U A3 si lim A = A; para cada @ € {1,2,3} y
Im(ATNAFNAY) = A1 NA N A

Por un resultado conocido, que es la generalizacién en R3 del Lema 45,
tenemos el siguiente resultado.

Lema 62 Si {A,}5°,, es una sucesidn de aviones en un espacio Y, que
converge a un avion A y A, N A = 0 para toda n € N, entonces el conjunto

( EleAn) U A no se puede encajar en R3.

El triodo simple, que lo denotaremos por la letra T', estd formado por
la unién de tres arcos que coinciden sélo en un punto, que es un extremo
de cada arco. En esta seccién al triodo lo pensaremos como el subconjunto
de R?, formado por la unién de los tres segmentos convexos que unen a los
puntos (1,0,0),(0,1,0) y (0,0, 1) con el punto (0,0,0).

Lema 63 /2, Ejemplo 3.5] El hiperespacio C(T) se puede encajar en R3.

Teorema 64 St X =T U L es una compactacion del rayo cuyo residuo es
un triodo simple T, entonces el hiperespacio F5(X) no se puede encajar en
el hiperespacio C(X).

Demostracién. Supongamos que existe un encaje e : F5(X) — C(X). Sea
J, el segmento convexo que une al punto (1,0,0) con el punto (%,0,0) y
T, el subtriodo de T formado por la unién de los segmentos convexos que
unen el punto (0,0,0) con los puntos (%,0,0), (0, %,0) y (0,0, %) Notemos
que T, N J, = (). Como J, C T por el Lema 48, existe una sucesién de
arcos {J,}>2, contenida en L, ajenos a J, y existe un arco Jy C J, tales
que lim J,, = Jy. Para cada n € N, sean T, = (J,,,T,,) y T = (Jo, Ty). Por el
Lema 52, T, es homeomorfo a J, x T, que es un avién; de igual forma T es
homeomorfo a Jy x T, que es un avién. Por construccién y por el Lema 54, la
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sucesion de aviones {T,,}5° ; converge al avién T'. Por ser e un encaje tenemos

A~

que e(T) y e(T,) son aviones para toda n € N, y también se satisface que

~

lim e(T,,) = e(T). Por tltimo notemos que ( OL_len) UT C B= (T, L)UF(T),

asi, por el Lema 56, tenemos que (Olee[Tn]) UelT] € C(T). Pero, por el
Lema 63, sabemos que C(T) se puede encajar en R?. Lo cual implica que
( OL_le ) U TcBccC (T) — R? y esto es una contradiccién al Lema 62. Por

lo tanto no existen encajes del hiperespacio F5(X) en el hiperespacio C(X)
.

4.5. Residuo Paleta.

La Paleta, continuo que representaremos por la letra P, para fines practi-
cos, vamos a suponer que es el continuo en R? que se obtiene al unir el triodo
simple, que es la unién de los tres segmentos convexos que unen a los puntos
(1,0,0),(0,1,0) y (0,0,1) con el punto (0,0,0), con el segmento convexo que
une a los puntos (1,0,0) y (0,1,0).

Lema 65 [8, Seccion 2.5, Figura 2.9, Pdgina 31] El hiperespacio C(P) se
puede encajar en R3.

Teorema 66 Si X = P U L es una compactacion del rayo cuyo resido es la
paleta P, entonces el hiperespacio F»(X) no se puede encajar en el hiperes-
pacio C(X).

Demostracién. Supongamos que existe un encaje e : Fy(X) — C(X). Sea
J, el segmento convexo que une al punto (1,0,0) con el punto (%,0,0) y
T, el subtriodo de T formado por la unién de los segmentos convexos que
unen el punto (0,0,0) con los puntos (%,0,0), (0, %,0) y (0,0, %) Notemos
que T, N J, = (. Como J, C T por el Lema 48, existe una sucesién de
arcos {.J,}>°, contenida en L, ajenos a .J, y existe un arco Jy C .J, tales

que lim J,, = Jy. Para cada n € N, sean T, = (J,,, T},) y T = (Jo, T,). Por el
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Lema 52, T}, es homeomorfo a J, x T, que es un avién; de igual forma T es
homeomorfo a Jy X T;, que es un avién. Por construccién y por el Lema 54, la
sucesion de aviones {T,,}°° ; converge al avién T'. Por ser e un encaje tenemos
que e(T) y e(T},) son aviones para toda n € N, y también se satisface que

lim e(T},) = e(T'). Por tltimo notemos que ( OL_len) UT C B=(T,LYUF,(T),
asi, por el Lema 56, tenemos que (OL_jle[Tn]) Ue[T] ¢ C(T). Pero, por el
Lema 65, sabemos que C(T') se puede encajar en R3. Lo cual implica que

( OL_le n) U T c BC C(T) — R3 y esto es una contradiccién al Lema 62. Por

lo tanto no existen encajes del hiperespacio F5(X) en el hiperespacio C'(X)
.



Capitulo 5

Modelos de Hiperespacios.

5.1. Introduccion.

Cuando comenzamos a desarrollar esta parte del trabajo, nuestro propdsi-
to era clasificar a los continuos localmente conexos X, para los cuales su
hiperespacio C(X) se puede encajar en R*. Al respecto, el Teorema 67, nos
dice que los candidatos a satisfacer esta propiedad son las gréficas finitas que
estdn en la Figura 5.1, y que hasta el momento hemos estado estado nom-
brando como: el arco, la circunferencia, el triodo simple, el 4-odo simple, la
paleta, la medalla, el ocho, la hache el nino, las pesas, el dulce y la theta.

En la literatura, mediante la construccién de los modelos de los hiperes-
pacios C(X), se conoce que el arco, la circunferencia, el triodo simple, el
4-odo simple y la paleta, satisfacen esta propiedad. En [4, Seccién 2], la Dra.
Anne Marie Dilks, da la construccién del hiperespacio de subcontinuos de la
grafica en forma de ocho (8). Tomando algunas ideas de ésta construccion,
logramos dar un encaje explicito del hiperespacio C(8) en R*, mds aun, tam-
bién demostramos que hiperespacio de subcontinuos de las pesas se puede
encajar en R*.

Lo anterior responde la pregunta para la medalla, el ocho, la hache el nino
y las pesas. Dejando asi, esta pregunta abierta para el dulce y las pesas. Nos
atrevemos a mencionar que estos dos idltimos continuos también satisfacen
lo deseado, pues estamos a muy poco de construir, en R*, un modelo para el
hiperespacio de subcontinuos de las pesas.

33
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5.2. Un Teorema de Clasificacion

- AN + H

El arco
El triodo El 4-odo La hache
simple simple
La circunferencia ; ; ; El ocho
La paleta
P La medalla
E 3 Las pesas
El dulce La theta

El nifio

Figura 5.1: Gréficas Finitas.

Teorema 67 Sea X un continuo localmente conexo. St X se puede encajar
en R%, entonces X es homeomorfo a alguna grifica de la la Figura 5.1.

Demostracién. C'aso 1. Si X no es gréfica finita. Como X es un continuo
localmente conexo y no es gréfica finita, por el Teorema 21, X contiene un
oo-odo. Por el Teorema 9 el hiperespacio C'(X) contiene un cubo de Hilbert.
Por lo tanto C(X) no se puede encajar en R?*, lo cual es una contradiccién.

Caso 2. Si X es gréfica finita. Si X no es homeomorfa a alguna grafica
de la Figura 5.1, entonces por el Teorema 41, tenemos que las gréficas de la
Figura 5.1, son aquellas que no contienen 5-odos. Por lo tanto X contiene un
5-odo, y por el Teorema 7 tenemos que el hiperespacio C(X) contiene una
5-celda. Por lo tanto el hiperespacio C'(X) no se puede encajar en R?, lo cual
es una contradiccién.

Por lo tanto si X satisface que su hiperespacio C'(X) se puede encjar en
R%, entonces X es homeomorfo a alguna grifica de la la Figura 5.1. m



5.3 LA CIRCUNFERENCIA 35

5.3. La circunferencia

En esta seccién se construlle el hiperespacio C(S), donde S es la circun-
ferencia, pues nos es de gran utilidad méds adelante.

La circunferencia, continuo que denotaremos por la letra S, se define como
{(z,y) € R?: ||(x,y)|| = 1}. Un modelo para C(S) = {A € 2° : A es conexo}

se puede construir de la siguiente manera.

Si A € C(9), tenemos las siguientes posibilidades: que A sea un arco
contenido en S, que A sea un punto de S o que A = S. En el primer caso
el arco A queda determinado por su longitud ¢(A) y su punto medio m(A).
Consideremos la recta L4 que une al punto m(A) con el origen, asi como al
punto p(A) € L4 que esta a distancia 1 — % del origen. Notemos que p(A)
depende tnicamente de m(A) y ¢(A). Tenemos asi asignado un punto p(B),

para cada arco (no degenerado) B en S.

En el caso en que A = {s}, con s € S, siguiendo la idea anterior, po-
driamos pensar que el punto medio de A es m({s}) = s y que la longitud de
A es (({s}) = 0. Entonces, al considerar la recta L, que une a s con el ori-
gen y al punto p({s}) en Ly y que dista del origen 1 — @ = 1, tendrfamos
que p({s}) = s. En este caso, también tenemos que p(A) queda determinado
unicamente por m(A) y por ¢(A). Por lo tanto, dado un subcontinuo de la

forma {s}, con s en S, lo podemos representar por el punto s.

Cuando A = S, tratando de seguir la idea de los casos anteriores tenemos
lo siguiente; ¢(S) = 2m. Supongamos que podemos definir m(S) = r para
algiin r € S. Al considerar la recta R que una a 7 con el origen y, al punto

1(S)

p(S), que por definicién p(S) es el punto sobre R que dista del origen 1—-=>> =

— 3—: = 0, tendriamos que p(S) = (0,0). Notemos que esto es independiente
de la eleccién de r, por lo tanto podemos definir p(S) = (0, 0).

De lo anterior concluimos que una representacién de C'(S) es el disco D =
{z € R?: ||z|| < 1} y la asignacién queda determinada por el homeomorfismo
f :C(S) — D donde acada A le asignamos el punto:
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Figura 5.2: Conjunto A representado en C'(S5).

Notemos que en este modelo para C(S), los continuos que constan de
un solo punto quedan representados por la frontera de D. Ahora fijemos
r = (1,0), diremos que r es extremo izquierdo (respectivamente extremo
derecho) de un arco de S, si r es el extremo del subarco que queda a la
izquierda (derecha) cuando nos paramos sobre el arco y vemos en la direccién
del origen. Si B; es el conjunto de todos los subarcos que tienen como extremo
izquierdo a r entonces, para cada A € By, m(A) estd en {(z,y) € S :y > 0},
ademds, cuando ¢(A) es muy pequena y distinta de cero, A se parece mucho
a {r}y, asi el nimero 1 — % es casi uno, de donde p(A) es un punto muy
cercano a r, en el interior de la mitad superior del disco D. Por otro lado,
cuando ¢(A) se aproxima mucho a 27 tenemos que m(A) se acerca al (—1,0)
y, ademads, 1 — % decrece a cero, de donde p(A) es un punto muy cercano
al origen, también en el interior de la parte superior del disco D. De donde
se observa que B; queda representado por el conjunto que se ilustra en la
Figura 5.2, en la cual se incluye una representacién de By que es el conjunto
de subarcos que tienen como extremo derecho a r.

De lo anterior obtenemos que el conjunto A = {A € C(S) : r € A} estd
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representado por la regién delimitada por B; y By. Mas precisamente A, es
una dos celda contenida en D que intersecta s6lo en un punto a la frontera
de D (el gorazén relleno"que se muestra en la Figura 5.2).



Capitulo 6

El Ocho

6.1. Introduccion

En este capitulo vamos a construir, en R*, el modelo del hiperespacio
de subcontinuos de la grifica en forma de ocho. Para esto enunciaremos un
lema que nos ayudard a probar mds facilmente la continuidad de algunas
funciones.

Debemos recordar que el modelo del hiperespacio de subcontinuos del
ocho ya fue construido en [4, Seccién 2| por la Dra. Anne Marie Dilks, y
en este trabajo recuperamos las ideas principales de ésa construccion, y le
damos un enfoque mads analitico.

Sea X un continuo, supongamos que X = F' UG, donde F' y G son dos
subcontinuos de X tales que F'N G = {p}. Sean:
C,={A€C(X):pe A}y

f:C, — C(F), dada por f(A)=ANF.

39



40 CAPITULO 6 EL OCHO

Lema 68 f estd bien definida.

Demostracién. Para demostrar que f estd bien definida necesitamos ver
que si A € C,, entonces AN F es un subcontinuo de F. Como AN F' es la
interseccién de dos subconjuntos cerrados de X y como ademds p € AN F,
tenemos que A N F' es un subconjunto compacto y no vacio de F'. Por lo que
s6lo resta ver que AN F' es conexo.

Supongamos que A N F' es disconexo, entonces existen dos subconjuntos
cerrados en F' (y entonces en X ) ajenos y no vacios K y L tales que ANF =
K U L. Podemos suponer que p € K. Entonces A = (ANF)U(ANG) =
LU(KU(ANG)). Notemos que LN (ANG)C LN(FNG)=Ln{p}=0.
De manera que L y K U (AN G) son cerrados, ajenos, no vacids y su unién
es A. Esto contradice la conexidad de A y esto termina la demostracién de
que f estd bien definida. m

Lema 69 La funcion f : C, — C(F'), dada por f(A) = ANF, es continua.

Demostracién. Supongamos que la métrica de X es d. Sea e > 0. Como F'—
B.(p) y G — B-(p) son compactos ajenos, el nimero n = min({1} U {d(z,y) :
r € F— B.p), y € G— B.(p)}) existe y es positivo. Sea § = min{n,e}.

Sean A, B € C), tales que H(A, B) < 0. Aseguramos que H(f(A), f(B)) <
2e. Dada x € AN F, consideramos dos casos: si z € B.(p), comop € BN F,
tenemos que x € N(e, BN F). Sixz € F — B.(p), como H(A,B) < n < ¢,
existe b € B tal que d(x,b) < n. Por la definicién de 7, no es posible que b €
G — B:(p), de manera que b € F'— B.(p). Sib € F, entonces x € N(¢, BNF),
y si b € B.(p), entonces d(x,p) < d(z,b) + d(b,p) < 2¢ y como p € BN F,
concluimos que z € N (g, BN F). Hemos probado que ANF C N(2¢, BNF).
Similarmente se demuestra que BN F C N(2¢, AN F'). Por lo tanto, por el
Lema 53, H(f(A), f(B)) < 2¢. Con esto terminamos la prueba del lema. m
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6.2. Modelo de C(8)

En este capitulo denotaremos por 8 al continuo que tiene la forma de un
ocho. Es decir, P = 51 U Ss, donde S; y S, son dos circunferencias que se
intersectan inicamente en un punto, el cual de llamaremos p (Figura 6.1).

St Sy

Figura 6.1: El Ocho.

Observemos que si A es un subcontinuo del 8, entonces p € A o A C S;
para alguna i € {1,2}. Denotemos por:

C,={AecC(8):pe A},
C(S1)={AeC(8): Ae 5},
C(Sy) ={Ac€C(8): Aec Sy}

Con esta notacién tenemos que :

C(8) = C(S1) U C(S5) UC,.
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Nota 70 Observemos que se satisfacen las siguientes iqualdades:

(a) C(51) NC(S2) = {{p}},
(b) C(S1)NC,={A€C(S)) :pe€ A} =C(p,S),
(€) C(S,)NC,={A€C(S) :p€ A} =C(p,Sa),

Sea Dy = {(z,y) € R? : |[(z,y) = (2,0)] < 2} y Dy = {(z,y) € R*:
Iz, y) — (1,0)[} < 1}.
Observemos que Dy C Dy y Fr(Dy) N Fr(Ds) = {(0,0)}.

Por la construccién del hiperespacio C'(S), donde S es la circunferen-
cia (Capitulo 5, Seccién 5.3), sabemos que, para cada i € {1,2}, existe un
homeomorfismo ¢, : C(S;) — Ds, tal que:

(1) ¢:({p}) = (0,0).
(i) @;(C(p. Si)) = D

Vamos a encajar a C'(8) en R*, dando las férmulas explicitas del encaje.
Para esto, daremos férmulas explicitas para encajar cada uno de los uniendos
que componen a C'(8).

Sea ¢ : C'(8) — R*, dada por:

(901(A)7 07 O)? si A€ C(Sl)a
¢(A) =7 (0,0,¢,(4)), si A € C(52),
(P (AN S1), (AN Sy)), si A e C,.

Lema 71 La funcion ¢ : C(8) — R* estd bien definida.
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Demostracion. Para verificar que la funcién ¢ estd bien definida tenemos
que checar los siguientes casos.

Caso 1. A € C(S1) NC(S,).
Por (a) de la Nota 70, sabemos que A = {p}. De esta forma tenemos que:

Cuando {p} € C(S1), por definicién ¢({p}) = (¢1({p}),0,0) = (0,0,0,0).
Cuando {p} € C(S,), por definicién ¢({p}) = (0,0, p,({p})) = (

Por lo tanto ¢ estd bien definida en C'(S7) y en C(S2).
Caso 2. A e C(S1) NC,.

Por (b) de la Nota 70, sabemos que A € C(p, S}), es decir, A C Sy y asi
se tiene que ANS; = Ay ANSy = {p}. De esta forma al calcular ¢ tenemos
que:

Cuando A € C(S;), por definicién ¢(A) = (¢,(A),0,0).
Cuando A € C,, por definiciéon ¢(A) = (p(A N S1), (AN Sy)) =
(#1(A), 2 ({P})) = (1(A),0,0).

Por lo tanto ¢ estd bien definida en C(S) y en C,.
Caso 3. A € C(5) N C,.

Por (c) de la Nota 70, sabemos que A € C(p, Ss), es decir, A C S} y asf
se tiene que ANS; = {p} y AN Sy = A. De esta forma al calcular ¢ tenemos
que:

Cuando A € C(Sz), por definicién ¢p(A) = (0,0, p5(A)).
Cuando A € C,, por definicién ¢(A) = (p;(A N S1),p(ANSsy)) =
(01({2}); 2(A)) = (0,0,,(A)).

Por lo tanto ¢ estd bien definida en C(S3) y en C,,.

Los Casos 1, 2 y 3 demuestran que ¢ esta bien definida en C'(S1)UC(S;)U
C,=C(8). m
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Lema 72 La funcion ¢ : C(8) — R?* es continua.
Demostracion. Observemos que ¢ estd definida en tres subconjuntos ce-
rrados C(S1), C(S2) y Cp de C(8). Adicionalmente ¢ |c(s,)= (¥1,0,0) y
¢ |cesz)= (0,0,¢,) son funciones continuas, pues ¢; es un homeomorfismo
para i € {1,2}.

Por el Lema 69, para cada i € {1,2}, la funcién f; : C, — C(S5;), dada
por fi(A) = AN S;, es continua. Asf la funcién ¢ |c,= (1 0 f1,¢5 0 f2) es

continua por ser composiciéon de funciones continuas.

Esto demuestra que ¢ es una funcién continua. m
Lema 73 La funcion ¢ |c,: C, — R* es inyectiva.

Demostracién. Observemos que para toda A € C,, tenemos que A = (AN
S1)U(ANSy). Ast, si Ay B son dos elementos en C),, tales que ¢ |¢, (A) =
¢ |c, (B), entonces:

(P1(ANS1), pa(ANS2)) = (1(B NS, pa( BN Sy)).

Por lo tanto, ¢1(ANS1) = (BN S1) y (AN Sy) = po(BNS,y), por
ser o, un homeomorfismo para i € {1,2}, tenemos que ANS; = BN S, y
ANSy; = BN Yy, lo cual demuestra que A = B.

Por lo tanto ¢,, es inyectiva. m
Lema 74 La funcion ¢ : C(8) — R?* es inyectiva.

Demostracién. Sean A y B dos elementos en C'(8), tales que ¢(A) = ¢(B).
Como C(8) = C(S1) U C(S2) U C,, debemos considerar los siguientes casos.

Caso 1. A, B € C(S;), para alguna i € {0, 1}.

Como ¢; es un homeomorfismo, se concluye que A = B.
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Caso 2. A, B € C,,.
Por el Lema 73, sabemos que la funcién ¢ |¢, es inyectiva, asi que A = B.

Caso 3. A€ C(S1) y B € C(Ss).

(1(A),0,0) y ¢(B) = (0,0, p5(B)).

Por definicién de ¢ tenemos que ¢(A) =
= (0,0), por ser ¢, y ©, homeomorfismos

Por lo tanto ¢, (A) = (0,0) y ¢, (B)
tenemos que A = B = {p}.

Caso 4. Ac C(51) y B e C,.

Por definicién de ¢ tenemos que ¢(A) = (¢1(A),0,0) vy ¢(B) = (¢1(BN
S1), p5(BNS2)), lo que implica que ¢, (A) = ¢1(BNS1) y (0,0) = po(BNS,).
Como ¢, y p, son homeomorfismos tenemos que A = BNS; y {p} = BN Y,.
Lo que demuestra que B = (BN S;) U (BUS,) = A.

Caso 5. A€ C(S;) y B € C,.

Por definicién de ¢ tenemos que ¢(A) = (0,0, p5(A)) v ¢(B) = (¢1(B N
51), ¢2(BNS2)), lo que implica que (0,0) = 1 (BNS1) y p3(A) = p5(BNS2).
Como ¢, y 5 son homeomorfismos tenemos que {p} = BNS; y A = BN S;.
Lo que demuestra que B = (BN S;) U (BUSy) = A.

Esto concluye la demostraciéon de que ¢ es una funcién inyectiva. m

Teorema 75 El hiperespacio C(8) se puede encajar en R*.

Demostracién. Por los Lemas 72 y 74, sabemos que la funcién ¢ : C'(8) —
R* es continua e inyectiva. Ya que C(8) es un espacio compacto y R* es un
espacio Hausdorff, tenemos que ¢ es un encaje. Por lo tanto el hiperespacio
C(8) se puede encajar en R*. m



Capitulo 7

Las Pesas

7.1. Introduccion

En este capitulo denotaremos por P al continuo que tiene la forma de unas
pesas. Es decir, P = S;ULUJS5, donde S7 y S5 son dos circunferencias ajenas,
L es un arco cuyos extremos serén llamados p; y po; v ademés S; N L = {p;}
y SaN L = {ps} (Figura 7.1).

A continuacién daremos los elementos necesarios para demostrar que el
hiperespacio C'(P) se puede encajar en R%. La técnica que utilizaremos, serd
la misma que empleamos para construir el modelo del hiperespacio C'(8).

S'I Sz

P, P,

Figura 7.1: Las Pesas.
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7.2. Elementos de Construccion

Observemos que si A es un subcontinuo de P, entonces A tiene que caer
en alguna de las siguientes categorias:

(a) p1,p2 ¢ A. En este caso se tiene que A C S1, AC Sy 0 AC L.
(b) p1 € Ay py ¢ A. En este casop; € A C S;UL.
(¢c)p1 ¢ Ay py € A. En este caso p; € A C Sy U L.
(d)py € Ayps € A. En este caso L C A
Definimos:

Ci={AeC(P):ppe AC S UL},

Co={A€C(P):py€ AC LUS,},

Con esta notacién tenemos que:

C(P) = C(S1) U C(S) UC; UCyUCyUC(L).

Para cada i € {1,2} definimos:

C(pi, Si) ={A € C(Si) :pi € Si}y
C(pi, L) ={A e C(L):p; € A}.

Nota 76 Observemos que se satisfacen las siguientes igualdades:
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(a) C(S1)NC(S2) =0, pues S1 NSy =0

(b) C(S1)NCL={A € C(S):p € A} = C(p1, S1)
(C) C(Sl> N 02 == @

(d) C(S1)NCr = 0.

(e) C(S1)NC(L) = {p:}.

(f) C(S2)NCrL =10

(g) C(S2) N Cy={A € C(S2) : p2 € A} = C(p2, S2)
(h) C(S2)NCL =10

(i) C(S2) NC(L) = {p2}

NGy ={L}.
(k) ClﬂCL—{AeC(SluL):LCA}.
1) CiNC(L)={AeC(L):pr € A} = C(p, L).

(m) CgﬂCL:{AEO(SQUL)ZLCA}.
() CoNC(L) = {A € C(L) : ps € A} = Clpy, L).

(n) CL,NC(L) ={L}.

Sea « : [0,1] — L un homeomorfismo tal que «(0) = p; y a(1) = ps.
Dado un continuo A € C(L), existen elementos = y y en el intervalo [0, 1],
tales que a([z,y]) = A.

Con esta notacién tenemos las siguientes igualdades:

(i) Clp1, L) ={A € C(L) : pr € A} ={a([0,y]) : y € [0, 1]}.

(i) C(p2, L) ={A € C(L) : p» € A} ={a([z,1]) : 2 € [0, 1]}

(i13) Si A € C, entonces A = (AN S1) U «([0,y]), para alguna y € [0, 1].

(iv) Si A € Cy, entonces A = a([z,1]) U (AN Sy), para alguna z € [0, 1].

(v) Si A € C(py,5S1), entonces A = AU «([0,0]).

(vi) Si A € C(p2, S2), entonces A = a([1,1]) U A.
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7.3. Modelo de C(P)

Recordemos que Dy = {(z,y) € R? : |(z,y) — (2,0)]] < 2} y Dy =
{(z,y) e R+ [[(z,y) — (1,0)]| < 1}.

Por la construccién del hiperespacio C'(S), donde S es la circunferen-
cia (Capitulo 5, Seccién 5.3), sabemos que, para cada i € {1,2}, existe un
homeomorfismo g; : C(S;) — D», tal que:

(4) g:({pi}) = (0,0).
(ii) gi<c(pi> Sz)) = D;.

Estamos listos demostrar que el hiperespacio C'(P) se puede encajar en
R%. Para esto vamos a dar las férmulas explicitas de una funcién e : C(P) —
R* y después demostraremos que, efectivamente, e es un encaje.

Sea e : C(P) — R*, dada por:

(91(A), —1,0), si A€ C(51),
(—1,0,92(A)), st A € C(5),

o(A) — (g1(ANSy),y—1,0), siA=(ANS;)Ua(]0,y]) € Ch,
(—x,0,92(ANSy)), si A=a([z,1])U(ANSy) € Oy,
(g1(ANS1),g2(ANSY)), si A ey,

| (=2,0,y —1,0), si A= a(z,y]) € C(L).

Lema 77 La funcion e : C(P) — R* estd bien definida.

Demostracién. Para demostrar que e estd bien definida, debemos verificar
algunos casos, los cuales se enlistan en las igualdades de la Nota 76. Asi,
s6lo mencionaremos aquellos casos en que el conjunto resultante no es vacio.
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Siempre que mencionemos un inciso, estaremos refiriéndonos a los casos de
la Nota 76.

Caso 1. A € C(S;) N Ch.

Por (b), sabemos que A € C(py, 51), asi A = ANS; = (ANS;)Ua([0,0]).
De esta forma, al calcular e tenemos que:

Cuando A € C(5}), por definicién e(A) = (¢1(A), —1,0).
Cuando A € C}, por definicién e(A) = (g1(ANSy),0—1,0) = (¢1(A4), —1,0).

Por lo tanto e estd bien definida en C'(S7) U C}.
Caso 2. A € C(S1)NC(L).

Por (e), sabemos que A = {p;} = «([0,0]). De esta forma, al calcular e
tenemos que:

Cuando A € C(S;), por definicién e(A) = (¢9:({p}),—1,0) = (0,0,—1,0).
Cuando A € C(L), por definicién e(A) = (-0,0,—1,0) = (0,0, —1,0).

Por lo tanto e esta bien definida en C(S7) N C(L).
Caso 3. A € C(S2) N Cs.

Por (g), sabemos que A € C(pg, Sy), ast A = ANSy = a([1,1]) U(ANSy).
De esta forma, al calcular e tenemos que:

Cuando A € C(953), por definicién e(A) = (—1,0, g2(A)).
Cuando A € Oy, por definicién e(A) = (—1,0, g2(ANSy)) = (—1,0, g2(A)).

Por lo tanto e estd bien definida en C'(S3) U Cs.
Caso 4. C(S2) N C(L).

Por (i), sabemos que A = {p2} = «([1,1]). De esta forma, al calcular e
tenemos que:
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Cuando A € C(S;), por definicién e(A)
Cuando A € C(L), por definicién e(A)

(=1,0,92({p2})) = (~1,0,0,0).
(—1,0,1—1,0) = (—1,0,0,0).

? Y

Por la tanto e estd bien definida en C'(S3) U C(L).
Caso 5. Ae CiN(Cs.

Por (j), sabemos que A = L. Entonces ANS; = {p;} parai € {1,2}, y asi

A={p1} Ua(0,1]) = a([0,1]) U {p2}. De esta, forma al calcular e tenemos
que:

Cuando A € Cf, por definicién e(A) = (¢1(A N S1),0,0) = (¢1({p1}),1 —

1,0) = (0,0,0,0).

Cuando A € Cy, por definicién e(A) = (0,0, g2(ANS3)) = (0,0, g2({p=2})) =

(0,0,0,0).

Por lo tanto e estd bien definida en C; U Cs.
Caso 6. AcCinNCy.

Por (k), sabemos que A € C(P) es tal que L C A C LU S;. Entonces

A= (ANS))Ua([0,1]) y ANSy = {p>}. De esta forma, al calcular e tenemos
que:

Cuando A € (4, por definicién e(A) = (g1(ANS1),1 —1,0) = (1(AN

S1),0,0).

Cuando A € Cy, por definicién e(A) = (g1 (AN S1), g2(ANSy)) = (g1(AN

Sl)a 92({p2})) = (gl(A N Sl)a 07 O)

Por lo tanto e estd bien definida en C; U C,.
Caso 7. Ae C;NC(L).

Por (1) sabemos que A € C(p1,L). Entonces A = (AN Sy) U a([0,y]),

donde AN Sy = {p1}. De esta forma, al calcular e tenemos que:

Cuando A € C}, por definicién e(A) = (g1(ANS1),y—1,0) = (1 ({p1}), y—

1,0) = (0,0, — 1,0).
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Cuando A € C(L), por definicién e(A) = (0,0,y — 1,0).
Por lo tanto e esta bien definida en Cy U C(L).
Caso 8. Aec (Cy,nNCL.

Por (m) sabemos que A € C(P)y L ¢ A C LU S,. Entonces A =
a([0,1]) U (AN Sy) y AN Sy = {p1}. De esta forma, al calcular e tenemos
que:

Cuando A € Oy, por definicién e(A) = (—0,0,92(AN S3)) = (0,0, g2(AN

Ss)).
Cuando A € (', por definicién e(A) = (g1(A N S1),92(A N Sy)) =

(91({p1}), 92(A N Sa)) = (0,0, ga(A N Sy)).
Por lo tanto e estd bien definida en Cy U Cf.

Caso 9. A ConC(L).

Por (n) sabemos que A € C(py, L). Entonces A = a([z,1]) U (AN Sy),
donde AN Sy = {pa}. De esta forma, al calcular e tenemos que:

Cuando A € Oy, por definicién e(A) = (—,0, g2(ANS2)) = (—x,0, g2({p2})) =
(—2,0,0,0).

Cuando A € C(L), por definicién e¢(A) = (—z,0,1 —1,0) = (—=z,0,0,0).

Por lo tanto e estd bien definida en Cy U C(L).

Caso 10. A€ C,NC(L).

Por (1) sabemos que A = {L}. Entonces ANS; = {p1} y AN Sy = {ps}.
De esta forma, al calcular e tenemos que:

Cuando A € (', por definicién e(A) = (g1(A N S1),92(A N Sy)) =

(91({p1}), 92({p2})) = (0,0,0,0).
Cuando A € C(L), por definicién e(L) = e(a([0, 1])) = (0,0,0,0).

Por lo tanto e esta bien definida en C, U C(L).
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Este andlisis por casos demuestra que e estd bien definida. m

Lema 78 Sea h : C(L) — R? la funcion dada por h(a([z,y])) = (z,y).

Entonces h es continua e inyectiva.

Demostracién. Para ver que h es continua, sea {a([z,, yn]) } 7, una sucision
de elementos en C(L) que converge a «([z,y]). Como « es un homeomorfis-
mo, tenemos que {[z,,y,]}>2; es una sucesién de elementos en [0,1] que
converge a [z,y|. Esto implica que limz,, = z y limy, = y. Por lo tanto
lim h(a([zn, yn])) = lim(z,,y,) = (x,y) = h(a(]z,y])). Lo que demuestra
que h es continua.

Verifiquemos que h es inyectiva. Sean o([x1, y1]) v a([x2, y2]) dos elemen-
tos en C'(L) tales que h(a([x1,y1])) = h(a([z2, y2])). Esto implica que z1 = x5
Yy y1 = Y2, por lo tanto a([z1,y1]) = a([ze, y2]). Lo que demuestra que h es
inyectiva. m

Lema 79 Las siguientes funciones son continuas e inyectivas.
(1) elees) = (91, —1,0)

(”) €|C(S2) = (_170792)

(1i1) e|c,

(1v) elc,

(U e|CL

(vi) elc(r)

Demostracién. Para ver (i) y (i), notemos que e|c(s,) ¥ €|c(s,) son contin-
uas e inyectivas por que g, y go son homeomorfismos.

Para ver (vi), recordemos que la funcién e|c () se aplia ast: e[y (a([z, y])) =
(=2,0,y—1,0). Por el Lema 78, e|¢(1) es composicién de funciones continuas
e inyecticas, por lo tanto e|¢(z) es continua e inyectiva.

Recordemos que, por el Lema 69, las funciones f; : C; — C(S;), dadas
por f;(A) = ANS,, son continuas para cada i € {1,2}.
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Recordemos que e|c, (AN S1) Ua([0,y]) = (1(ANSy),y — 1,0). Por
lo tanto e|¢, es composicién de funciones continuas, asi que e|¢, es continua.
Similarmente e|¢, es continua. Ademds e|c, = (g1 © f1, 92 o f2) es continua.

Veamos que e|¢, es inyectiva. Sean A = (AN S1)Ua([0,y]) y B= (BN
S1) U a([0, z]) dos elementos de C} tales que e|¢, (A) = e|¢, (B). Entonces,
por definicién:

(gl(Am Sl)vy - 1>0) = (gl(B N Sl)vz - 170)

Lo cual implica que g;(ANS;) = ¢1(BNSy) y y = z. Como g; es inyectiva,
tenemos que AN S; = BN Sy, por lo tanto A = (AN Sy) Ua(0,y]) =
(BN S1)Ua(]0,z]) = B. Esto demuestra que e|¢, es inyectiva.

Veamos que e|c, es inyectiva. Sean A = a([z,1]) U (AN Sy) y B =
a([w, 1])U(BNSs) dos elementos de Cs tales que €|, (A) = e|¢, (B). Entonces,
por definicién:

(—x,0,92(ANS)) = (—w,0,g2(BNSy)).

Lo cual implica que g2(A N Ss) = ¢2(BNSs) y x = w. Ya que g; es
inyectiva, tenemos que ANSy; = BNSsy, por lo tanto A = a([x, 1])U(ANSy) =
alw,1]) U (BN Sy) = B. Esto demuestra que e|¢, es inyectiva.

Veamos que e|¢, es inyectiva. Sean A y B dos elementos de C}, tales que
ele, (A) = e|e, (B). Por definicién tenemos que:
ele, (A) = (g1(ANS1), 92(AN S2)) = (91(B N S1), 92(BNS2)) = ec, -

Lo cual implica que ¢1(ANS;) = g1(BNS1) y g2(ANSy) = go(BNSy).
Como g1 y go son inyectivas, tenemos que ANS; = BNYS;, paracadai € {1,2}.
Por lo tanto A = (AN S;)ULU(ANSy) =(BNS;)ULU(BNS,) = B.
Esto demuestra que e|¢, es inyectiva.

Con esto terminamos la demostracion de este lema. m

Estos resultados nos para probar que la funcién e : C(P) — R* es con-
tinua e inyectiva.
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Lema 80 La funcion e : C(P) — R* es continua.

Demostraciéon. Notemos que e estd definida en seis conjuntos cerrados de
C(P), a saber C(Sy), C(Sz2), Cy, Cy, Cp y C(L).

Por el Lema 79 sabemos que la funcién e restringida a cada uno de esos
conjuntos es continua. En el Lema 77 verificamos que e estd bien definida
(pues coinciden las definiciones parciales de e en las respectivas intersec-
ciones). Por lo tanto e es continua. m

Nota 81 Si(z,0) pertenece a g;(C(S;)) = Dy = {(2,y) € R?: ||(z,y) — (2,0)|| <
2}, con i € {1,2}, entonces |z — 2| < 2. Por lo tanto z > 0.

Lema 82 La funcién e : C(P) — R* es inyectiva.

Demostracién. Sean A y B dos elementos en C'(P), tales que e(A) = e(B).
Recordemos que C(P) = C(S;) UC(S:) uC, UC,UuCLUC(L). Si Ay B
pertenecen a un mismo uniendo, por el Lema 79 tenemos que A = B, pues
este lema nos dice que la restriccién de e a cualquiera de esos conjuntos es
inyectiva. Ahora debemos ver qué sucede si A y B no pertenecen al mismo
uniendo. Analizamos los casos posibles.

Caso 1. Ae C(S1) y B € C(S,).
Entonces e(A) = (g1(A),—1,0) y e(B) = (—1,0, g2(B)).

Lo que implica que g1(A) = (—1,0) = go(B). Lo que contradice la Nota
81, pues —1 2 0. Por lo tanto este caso no puede ser posible.

Caso 2. Ae C(S))y Be(h.

Entonces B = (BN Sy) Ua([0,y]), asi e(A) = (g1(A),—1,0) y e(B) =
(g1(BNSy),y —1,0).
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Lo que implica que ¢g1(A) = ¢1(BN S;) y y = 0. Por ser g; inyectiva,
tenemos que A = BN S;. Por lo tanto B = (BN S;)Ua([0,0]) = BNS, = A.

Caso 3. A€ C(S1) y B e Cs.

Entonces B = a([z,1]) U (AN S,y), asi e(A) = (g1(A),—1,0) y e(B) =
(—2,0,92(BNSy)).

Lo que implica que g2(BNSy) = (—1,0). Esto contradice la Nota 81, pues
—1 % 0. Por lo tanto este caso no puede ser posible.

Caso4. A C(S) y BeCf.

Entonces B = (BN S1) UL U (BNS,y), asi e(A) = (q1(A),—1,0) y
e(B) = (91(B N 51), 92(B N 53)).

Lo que implica que g2(BNS,) = (—1,0). Esto contradice la Nota 81, pues
—1 # 0. Por lo tanto este caso no puede ser posible.

Caso 5. Ae C(S1)y Be C(L).

;Entonces B = a([z,,y]), asi e(A) = (¢1(A),—1,0) y e(B) = (—z,0,y —
1,0).

Lo que implica que ¢;(A) = (—x,0) y
tenemos que = 0. De esta forma g¢;(A) = (0,0)
0
Caso 6. A € C(Sy) y B € (4.

Entonces B = (BN Sy) Ua([0,y]), asi e(A) = (—1,0,92(A)) y e(B) =
(gl(B N Sl)vy - 17 0)

Lo que implica que ¢g;(BNS;) = (—1,0). Esto contradice la Nota 81, pues
—1 # 0. Por lo tanto este caso no puede ser posible.

Caso 7. A€ C(Ss) y B € Cs.
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Entonces B = a([z,1]) U (BN Sy), asi e(A) = (—1,0,g2(A)) y e(B) =
(—2,0,91(BNSy)).

Lo que implica g2(A) = g2(BNSy) y z = 1. Como 1 = z < y = 1, tenemos

que y = 1, de esta forma B = (BN Sy) U «([1,1]). Ya que gy es inyectiva,
tenemos que A = (BUJS3). Por lo tanto B = (BNS;)Ua([1,1]) = BNSy = A.

Caso 8. A€ C(Sy) y B € (.

Entonces B = (BN S;) UL U (BNS,y), ast e(A) = (—1,0,92(A)) v
e(B) = (g1(B N 51),92(B N S3)).

Lo que implica que g;(BNS;) = (—1,0). Esto contradice la Nota 81, pues
—1 # 0. Por lo tanto este caso no puede ser posible.

Caso 9. Ac C(S) y Be C(L).

;Entonces B = af[x,y]), asi e(A) = (=1,0,¢92(A)) y e(B) = (—x,0,y —
1,0).

Lo que implica g3(A) = (y — 1,0) y = =
tenemos que y = 1, de esta forma go(A) =
es inyectiva, tenemos que A = {pa} = a([1,

Caso 10. A€ Cy y B € (.

Entonces A = (ANS;) Ua([0,y]) y B=a([z,1]) U(BNS,), asi e(A) =
(gl(A A Sl)ay - 170) y €(B) = (—.’L’,O,gQ(B A SQ))

Lo que implica que ¢1(ANS1) = (—2,0) y g2(BNSy) = (1 —y,0). Por
la Nota 81, sabemos que —x > 0y y — 1 > 0, de donde deducimos que
r=0yy=1pues 0=z <y <1 Porlo tanto g;(ANS;) = (0,0) y
92(B N S2) = (0,0).

Como ¢; y go son inyectivas, tenemos que ANS; = {p1} y BNSy = {pa}.
Por lo tanto A = {p1} U«a([0,1]) = L = ([0, 1)) U {p2} = B.

Caso11. AcCiyBe(Cp.={AcC(S1UL): L C A}.
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Entonces A = (AN Sl) a([0,y]) y B=(BNS;)Ua([0,1]) U (BNSy),
asf e(A) = (1(ANSy),y —1,0) y e(B) = (¢1(BNS1),g2(BNSy)).

Lo que implica que ¢g;(ANS)) = g1(BNS1) y que g2(BNSy) = (y—1,0).
Por la Nota 81, sabemos que y — 1 > 0, asf que y = 1.

De esta forma g2(BNSy) = (0,0), y como g; y go son inyectivas, tenemos
que ANS; = BNS;y BNSy = {p2}. Por lo tanto A = (AN S1)Ua([0,1]) =
(BN S;)Ua([0,1]) U{p:} = B.

Caso 12. Ae Cy y Be C(L).

Entonces A = (AN S;) Ua([0,y]) y B = a([z,2]), asi e(A) = (g1(A N
S1),y —1,0) y e(B) = (—x,0,z — 1,0).

Lo que implica que ¢g;(A N S;) = (—2,0) y que y = 2. Por la Nota 81,
tenemos que —z > 0 y como 0 < z, obtenemos que x = 0. De esta forma
g1 (AN S;) = (0,0). Ya que g; es inyectiva, tenemos que AN Sy = {p;}. Por
lo tanto A = {p1} U a([0,y]) = «([0, z]) = B.

Caso 13. Ae Cyy Be (.

Entonces A = o[z, 1)) U(ANSs) y B=(BNS;)Ua([0,1]) U (BNSy),
asf e(A) = (—2,0,92(ANSy)) y e(B) = (g1(B N St), g2(BNS,)).

Lo que implica que ¢1(B N S1) = (—x,0) y que g2(A N Ss) = g2(B N Sy).
Por la Nota 81, tenemos que —x > 0 y como 0 < x, obtenemos que z = 0,
de esta forma g;(B N .S;) = (0,0). Como g; y g2 son inyectivas, tenemos que
BNSy = {p1} y ANSy = BNS,. Por lo tanto B = ({p1})Ua([0, 1)) U(BNSy) =
a([0,1]) U (AN Sy) = A.

Caso 14. Ae C, y Be C(L).

Entonces A = o[z, 1])U(ANS2) y B = a([z,y]), asi e(A) = (—x,0, g2 (AN
82)) y e(B) = (—Z,O,y - 170)'
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Lo que implica que z = z 'y g2(ANSs) = (y—1,0). Por la Nota 81, tenemos
que y — 1 > 0, de esto y = 1. Por lo tanto go(A N Sy) = (0,0); y como go
es inyectiva, tenemos que A NSy = {pa}. Asi A = a([z,1]) U (AN Sy) =
a([z,1]) U {p:} = B.

Caso 15. Ae Cy Be C(L).

Entonces A = (AN S;)Ua([0,1])U(ANSy) y B=a([z,y]), asi e(A) =
(gl(A N 51)792(14 N 52)) y 6(B> = (-J],O,y - 170)

Lo que implica que ¢g;(ANS;) = (—2,0) y g2(BNS2) = (1 —y,0). Por
la Nota 81, sabemos que —x > 0y y — 1 > 0, de donde deducimos que
r=0yy=1pues 0=z <y <1 Porlo tanto g;(ANS;) = (0,0) y
QQ(B N SQ) = (0,0)

Como g; y go son inyectivas, tenemos que ANS; = {p1} y BN Sy = {p=2}.
Por lo tanto A = {p1} U a([0,1]) U {p2} = L = ([0,1]) = B.

Esto termina demostracién de que e es una funcién inyectiva. m
Teorema 83 El hiperespacio C(P) se puede encajar en R

Demostracién. Por los Lemas 80 y 82, sabemos que la funcién e : C(P) —
R* es continua e inyectiva. Ya que C(P) es un espacio compacto y R* es un
espacio Hausdorff, tenemos que e es un encaje. Por lo tanto el hiperespacio
C(8) se puede encajar en RY. m



Bibliografia

[11]

A. Tllanes, Cells and Cubes in Hyperspaces, Fund. Math., 130 (1988),
5765.

A. Illanes, Hiperespacios de Continuos, Sociedad Matematica Mexicana,
Ntmero 28, 2004.

A. Illanes and S. B. Nadler, Jr., Hiperspaces, Fundamentals and Recent
Advances, Monographs and Textbooks in Pure and Applied Mathemat-
ics, 216, Marcel Dekker, Inc., New York, 1999.

A. M. Dilks, Structure of Hyperspaces, Dissertation, Tulane University,
New Orleans, La., (1980); J. T. Rogers, Jr., Director of Dissertation.

G. T. Whyburn, Analytic Topology, Amer. Math. Soc. Colloqg. Publ.,
vol. 28, Providence, RI, 1942, reprinted with corrections 1971.

J. J. Charatonik, On ramifications points in the classical sence, Fund.
Math. 51 (1962), 229-252.

Lynn Arthur Steen, J. Arthur Seebach, J.r., Counter Examples in Topol-
ogy, Douver, 1970.

N. Ordonez R., Encajes de Hiperespacios, Tesis de Licenciatura, Facul-
tad de Ciencias UNAM, Febrero 2007.

R. Molski. On Symmetric Products, Fund. Math, 44 (1957), 165-170.

S. B. Nadler, Jr., Continuun Theory: An Introduction, Marcel Dekker,
Inc., New York, Besel and Hong Kong, 1992.

S. B. Nadler, Jr., Dimension theory: an Introduction whit FExercises,
Sociedad Matemadtica Mexicana, Nimero 18, 2002.

61



62 BIBLIOGRAFIA

[12] V. Martinez de la Vega, El Hiperespacio de Continuos con la Topologia
Producto, Tesis de Licenciatura, Facultad de Ciencias UNAM, Julio
1998.



	Portada

	Índice
 
	Introducción

	Capítulo 1. Preliminares
	Capítulo 2. Compactaciones del Rayo

	Capítulo 3. Compactaciones cuyo Residuo es una Gráfica Finita

	Capítulo 4. Cuatro Tipos de Compactaciones

	Capítulo 5. Modelos Hiperespacios

	Capítulo 6. El Ocho

	Capítulo 7. Las Pesas

	Bibliografía


