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Introduccién.

El 4lgebra lineal cobra sus mayores brios cuando es aplicada. En el presente trabajo
nos moveremos en la frontera del dlgebra lineal avanzada y el dlgebra lineal numérica, sin
pretender en ningin momento instalarnos en el andlisis numérico. El resultado que aqui
demostraremos, a saber, el teorema de Stein-Rosenberg, es enunciado en muiltiples libros
de andlisis numérico sin demostracién y en algunos especializados en métodos iterativos
como un resultado bésico, estos hechos son la principal motivacién para presentarlo de una
manera breve como una aplicacién del teorema de Perron-Frobenuis. Este ultimo es un
teorema cuya demostracién no es objeto de estudio de los cursos bésicos de dlgebra lineal
que se imparten en nuestra facultad. Asi llega a ser uno de nuestros principales objetivos
enunciarlo y demostrarlo.

El capitulo uno contiene las nociones preliminares necesarias para el desarrollo de este
trabajo.

En el capitulo dos se da la demostracién clésica del teorema de Jordan para poner en
contexto un lema que nos ilustra el comportamiento de las potencias de los bloques de
Jordan, este tltimo es la base del tratamiento que le damos a la convergencia de matrices.

Precisamente en el capitulo tres desarrollamos los resultados clésicos de la convergencia
de matrices, definiendo normas de matrices y centrandonos en la que se conoce como norma
espectral. Concluimos dicho capitulo con la demostracién del teorema de Perron-Frobenius
para matrices irreducibles no negativas, cuya demostracién viene a ser consecuencia légica
de una serie de lemas. El teorema bdsico de Perron establece que si A es una matriz positiva
entonces A tiene un valor propio positivo p de multiplicidad uno, tal que para todo valor
propio A; de A se tiene que p > |\;| y p tiene asociado un vector propio z positivo.

En el capitulo cuatro describimos los métodos iterativos de Jacobi y Gauss-Seidel para
la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales, que son el objeto del teorema de compara-
cién de Stein-Rosenberg. Se define la velocidad promedio de convergencia, la velocidad
asintética de convergencia para una matriz y se establece el teorema de comparacién de
Stein Rosenberg en base al radio espectral de la matriz de iteracién de Jacobi y de la
matriz de iteracién de Gauss-Seidel con la restriccién de que estas tltimas sean L-matrices
0 M-matrices segiin convenga para la simplicidad.



1 Nociones preliminares. .

En el desarrollo del presente trabajo k denota un subcampo de los nimeros complejos C
y M, (k) el k-espacio vectorial de las matrices de n x n con coeficientes en k.

Con el propdésito de hacer este trabajo autocontenido, en este capitulo presentamos una
resena de los resultados basicos del dlgebra lineal que en él se utilizan y cuyas pruebas el
lector puede encontrar en [5].

1.1 Espacios con producto interno.

Definicién 1.1.1. Sea V un espacio vectorial sobre k. Un producto interno en V es una
funcion (-,-) : V x V — k, tal que para todo z,y,z € V y todo a € k se tiene que:

) (z+zy)=(z,9)+(zy).

i) (az,y) = a (z.y).

%) {(z,y) = (y,z), donde la barra indica la conjugacién compleja.

) (z,z) > 0siz #0.

Ejemplo 1.1.1. Sea V =k". Para z = (21,22,...,Z2) Y Y = (Y1, Y2, - - -, Yn) definase

Ejemplo 1.1.2. Sea V = H ([0, 2x]) el espacio vectorial de las funciones continuas de

2w
valor complejo en [0, 2n]. Para f,g € V, definase (f,g) = 5- / f®)g(t)dt.
0
Ejemplo 1.1.3. Sea V = M, (k) y definase (A, B) = tr(B*A) para A, B € V, donde

B* representa la matriz transpuesta conjugada de B y tr(A) = ) a;; es la traza de A.
i=1
3

Ejemplo 1.1.4. Sea V = P;[R] y definase (p,q) = 3 p(z:)g(x;), donde p,q € P3[R],
:1:1:—~1,:E2=0ym3==1. =

Definicién 1.1.2. Sea V un espacio vectorial con producto interno. Para x € V
definimos la norma (o longitud) de = mediante ||z|| = v/{z, z).

Teorema 1.1.1. Sea V un espacio vectorial sobre k con producto interno. Entonces
para toda z,y € V y o € k tenemos:

i) ||z]| = 0 si y s6lo si z = 0; en cualquier caso ||z|| > 0.

i) ozl = |a] ||z]|-

i11) [{z,y)] < |lz||lly]l (desigualdad de Cauchy-Schwarz).

w) [z +yll < |lz|l + llyl| (desigualdad del tridngulo).

Definicién 1.1.8. Sea V un espacio vectorial sobre k con producto interno. Un vector
z € V es un vector unitario si ||z|| = 1. Los vectores z y y son ortogonales (perpendiculares)
si (z,y) = 0. Un subconjunto S de V' es ortogonal si cualquier par de elementos distintos
de S son ortogonales. Finalmente, un subconjunto S de V' es ortonormal si S es ortogonal
y estd formado tnicamente de vectores unitarios.
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Ejemplo 1.1.5. Sean V = H ([0,27]) y S = {€*® = cosazx + isenaz : a € Z}. Clara-
mente, S C H y dado que < oz eiP7) = (0 si o # By (e, €*") = 1, se tiene que S es un
subconjunto ortonormal de H.

Ejemplo 1.1.6. El conjunto S = {(1,1,1,1),(—1,4,4,-1),(4,-1,2,0)} es base de
un subespacio W de dimensién 3 en R*. Este conjunto no es ortogonal, sin embargo S’ =
{3.3,3.3), (-3, 3, ;, 1), (3,-1,1 —1)1 es una base ortonormal de W.

Si V' es un espacio vectorial sobre k con producto interno y S es un subconjunto finito
linealmente independiente de V, el proceso de Gram-Schmidt nos permite construir una
base ortogonal del subespacio generado por S. Normalizando los vectores de dicha base
obtenemos una base ortonormal del subespacio generado por S. Como consecuencia de
este hecho obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.1.2. Si V es un espacio vectorial sobre k con producto interno de dimensién

finita entonces V tiene una base ortonormal.

1.2 Vectores y valores propios. Diagonalizabilidad.

Definicién 1.2.1. Sea T un operador lineal sobre un k-espacio vectorial V' de dimensién
finita. Se dice que T' es diagonalizable si existe una base ordenada 8 para V' tal que [T],
es una matriz diagonal.

Una matriz A € M, (k) es diagonalizable si A es similar a una matriz diagonal.

Claramente, T es diagonalizable si y sélo si [T g €s diagonalizable para cualquier base
ordenada 5 de V.

Definicién 1.2.2. Sea T un operador lineal sobre un k-espacio vectorial V' de dimen-
sién finita. Un elemento 0 # x € V se llama vector propio de T' si existe un escalar \ tal
que T'(z) = Az. Al escalar X se le llama valor propio de T correspondiente al vector z.

Anjlogamente, si A € M, (k), un elemento 0 # z € k™ se denomina vector propio de A
si Az = Az para algin escalar A. Al escalar A se le llama valor propio de A correspondiente
al vector .

Se sigue de las definiciones anteriores que un operador lineal T' sobre un k-espacio
vectorial V' de dimensién finita es diagonalizable si y s6lo si existe una base ordenada 3 de
V' compuesta por vectores propios de 7. En este caso, [T 5 €8 una matriz diagonal cuyos
elementos diagonales son los valores propios de 7.

Teorema 1.2.1. Sea 7" un operador lineal sobre un k-espacio vectorial V' de dimensién
finita. Entonces:

1) Un escalar A € k es valor propio de T si y s6lo si det(T — AIy) = 0.

2) Si A es un valor propio de T', un vector € V es un vector propio de T correspondiente
aAsiysblosiz #0yz € Ker(T — Ay).

Corolario 1.2.1. Sea A € M, (k). Un escalar A € k es un valor propio de A si y sélo
si det(A — AI) = 0. Si A es un valor propio de A, un vector z € k™ es un vector propio de
A correspondiente a A si y sélosiz £0y x € Ker(A — AI).

Sean 7" un operador lineal sobre un k-espacio vectorial V' de dimensién finita, 8 una
base ordenada de V'y A = [T];.Ya que det(T'— Ay ) = det(A— AI) se tiene que los valores
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propios de 7" son los de A.

Definicién 1.2.3. Sea A € M,(k). El polinomio det(A — tI,) en la incdgnita ¢ se
denomina polinomio caracteristico de A.

Los valores propios de A son entonces las raices o ceros del polinomio caracteristico de
A y como éste es de grado n, A tiene a lo més n valores propios distintos.

Se prueba fdcilmente que las matrices similares tienen el mismo polinomio caracteristico
por lo que podemos dar la siguiente definicién.

Definicién 1.2.4. Sea T un operador lineal sobre un k-espacio vectorial V' de dimen-
sién finita con base ordenada . Definimos al polinomio caracteristico f(t) de T como el
polinomio caracteristico de A = [T 5; esto es,

F(£) = det(A — t1).

Al igual que para las matrices, los valores propios de T son las raices del polinomio
caracteristico de T', por lo que T tiene a lo mas dimV wvalores propios distintos. Es
importante senalar que 7' puede no tener valores propios, como lo muestra el siguiente

ejempio.
Ejemplo 1.2.1. Sea T el operador lineal sobre R? representado en la base canénica
por la matriz A = (1) _01 . Entonces el polinomio caracteristico de A (y por lo tanto

deT) es f(z) = det(A—xI) = 2%+ 1, cuyas raices son complejas. Luego T no tiene valores
propios reales.

Definicién 1.2.5. Sea T un operador lineal sobre un k-espacio vectorial V' y sea A un
valor propio de T'. Definamos

Eyx:={z eV :T(z) =Xz} = Ker(T — \y)

El conjunto E) se denomina el espacio propio de T correspondiente al valor propio
A. Ansdlogamente, si A € M,(k) y A es un valor propio de A, el espacio propio de A
correspondiente a A es E) = Ker(A — \I).

Los siguientes resultados estdn encaminados a determinar cusndo un operador lineal o
una matriz son diagonalizables.

Teorema 1.2.2. Sea T un operador lineal sobre un k-espacio vectorial V' y sean
A1, ..., A, valores propios distintos de T'. Si zy, ..., zx son vectores propios de T' correspon-
dientes a A, ..., Ar respectivamente, entonces {zi,...,z;} es linealmente independiente.

Corolario 1.2.2. Sea T un operador lineal sobre un espacio vectorial V' de dimensién
n. Si T tiene n valores propios distintos, entonces T es diagonalizable.

Corolario 1.2.3. Sea T un operador lineal sobre un espacio vectorial V y sean
A1, - .-, A valores propios distintos de T. Entonces

Ex Nl ={0} 1<i<k
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Esto es. los espacios propios correspondientes a valores propios distintos de T son
independientes.

Cuando un operador lineal T' sobre un espacio vectorial V. de dimensién n es diago-
nalizable, el polinomio caracteristico de T se descompone en un producto de n factores
lineales no necesariamente distintos en k [z] .

Definicién 1.2.6. Sea A un valor propio de un operador lineal T' 0 de una matriz A
cuyo polinomio caracteristico es f(t). La multiplicidad algebraica de X es el mayor entero
positivo k para el que (t — A\)* es factor de f(¢).

Lema 1.2.1. Sea T un operador lineal sobre un espacio vectorial V' de dimensién
finita. Si A es un valor propio de T de multiplicidad m, entonces 1 < dim E) < m.

Finalmente, tenemos

Teorema 1.2.3. Sea T un operador lineal sobre un k-espacio vectorial V' de dimensién
n tal que su polinomio caracteristico se descompone en un producto de factores lineales en
klz] y sean Ay, ..., Ak los valores propios distintos de T'. Entonces son equivalentes:

a) T es diagonalizable.

b) V=E\ ®---BE),.

c)n=dimFE), +---+dimFE,,.

d) Si m; es la multiplicidad de A;, entonces dim £\, = m; para 1 < j < k.

Ejemplo 1.2.2. Sea T un operador lineal en R® definido mediante

T(x1, 22, z3) = (421 + x3, 221 + 322 + 223, 21 + 423).

Si 3 es la base ordenada canénica para R3 entonces

det([T]5 —tI) = det 2 3-t 2 = —(t — 5)(t — 3)*
1 0 4-t

Luego, los valores propios de T" son A\; = 5 y Ay = 3 con multiplicidades 1 y 2 respecti-
vamente. Dado que

1 -1 0 1 T 0
E,, = Ker(T — \I) = T2 | €R3: 2 -2 2 T2 =10 ,
T3 1 0 —1 T3 0
1

E), es el espacio generado por | 2 |, de donde dim F,, = 1.
1
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De manera analoga, E\, es el espacio generado por 0 11 y
-1 0
dim E‘)‘2 = 2.
En este caso la multiplicidad de cada valor propio A; es igual a la dimensién del espacio
1 1 0
propio correspondiente Fy, y 2 79, 0 11 es una base para R? que consta
1 -1 0

de vectores propios de T. Por lo tanto, T' es diagonalizable.
Ejemplo 1.2.3. Sea T un operador lineal en R® definido mediante

T(z1, 2, 23) = (T2, T3, T1 — 3T2 + 323).

Si 8 es la base ordenada canénica para R3 entonces

W = O

0 1
T,=] 0 0
1

por lo tanto, el polinomio caracteristico de T es

-t 1 0
det([T]g —tl)=det| 0 —t 1 = —(t—1)%
1 -3 3-—t
Luego, los valores propios de T son A; = 1 con multiplicidad 3. Dado que
. -1 1 0 Ty 0
E,, = Ker(T — )\ I) = zo | €R3: 0 -1 1 9 | =120
I3 1 -3 2 3 0
1
E), es el espacio generado por | 1 |, de donde dim E, = 1 # 3. Por lo tanto, T no
1

es diagonalizable.

1.3 Operadores autoadjuntos, unitarios y normales.

Cuando V es k-un espacio con producto interno de dimensién finita cualquier funcional
f sobre V es el producto interno con un tinico vector fijo en V', esto es, existe un tinico
vector y € V tal que f = (_,y) . Este resultado permite probar la existencia del operador
adjunto de un operador lineal T" sobre V.

Teorema 1.3.1. Sean V un k-espacio vectorial con producto interno de dimensién
finita y 7' un operador lineal sobre V. Entonces existe un tinico operador lineal T* sobre
V, llamado el adjunto de T, tal que (T(z),y) = (z,T*(y)) para cualesquiera z,y € V.

Un resultado 1til para obtener adjuntos es la siguiente proposicion.
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Proposicién 1.3.1. Sean V un k-espacio vectorial con producto interno de dimensién
finita, 8 una base ordenada ortonormal de V, T un operador lineal sobre V' 'y A = [T 5
Entonces [T™]; = A*, la matriz adjunta o transpuesta conjugada de A.

En lo que sigue, V' es un k-espacio vectorial con producto interno de dimension finita.

Definicién 1.3.1. Un operador lineal T sobre V' se llama autoadjunto (o Hermitiano)
si T = T*. Una matriz A € M, (k) se llama autoadjunta (o Hermitiana) si A = A*.

Definicién 1.3.2. Un operador lineal T sobre V se llama unitario si UU* = [, = U*U.
Una matriz A € M,(k) se llama unitaria si AA* = I. Cuando k = R tales operadores o
matrices se llaman también ortogonales.

Definicién 1.3.3. Un operador lineal T sobre V' se llama normal si T7* = T*T. Una
matriz A € M, (k) se llama normal si AA* = A*A.

Claramente, todo operador autoadjunto o unitario es normal. Ademss, si 8 es una base
ordenada ortonormal de V', entonces T' es autoadjunto, unitario o normal si y sélo si [T]] s
es autoadjunta, unitaria o normal, respectivamente.

Ejemplo 1.3.1. Sea 0 < 8 < 7 y definase a T : R? — R? como la rotacién por un
cosf —send

senf cosf )
Claramente, AA* = A*A, pero A # A*. Esto significa que A es normal y es unitaria pero
no es autoadjunta.

Las principales caracteristicas de estos operadores estdn contenidas en los siguientes
resultados.

Teorema 1.3.2. Sean V un k-espacio vectorial con producto interno de dimension
finita y T" un operador lineal autoadjunto sobre V. Entonces:

a) Todo valor propio de T es real.

b) Vectores propios asociados a valores propios distintos de T' son ortogonales.

¢) Sik =R, T tiene un valor propio real.

Teorema 1.3.3. Sean V un k-espacio vectorial con producto interno de dimensién
finita y U un operador lineal sobre V. Las siguientes condiciones son equivalentes:

a) U es unitario.

b) U es un isomorfismo de espacios con producto interno.

¢) (U(x),U(y)) = (z,y) para cualesquier z,y € V.

d) |U(z)|| = ||z|| para todo z € V.

e) Para toda base ortonormal 8 de V, T'(3) es base ortonormal de V.

f) Existe una base ortonormal 8 de V tal que T(83) es base ortonormal de V.

Teorema 1.3.4. Sean V un k-espacio vectorial con producto interno de dimensién
finita y 7" un operador lineal normal sobre V. Entonces:

a) |IT(@)]| = |T*(z)] para todo z € V.

b) Si x € V, = es un vector propio de T con valor propio A si y sélo si z es un vector
propio de T* con valor propio A.

¢) Vectores propios asociados a distintos valores propios de T' son ortogonales.

La importancia de estos operadores radica en el siguiente teorema.

dngulo 0. La matriz de T en la base ordenada candnica estdndar es A =
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Teorema espectral 1.3.5. Sean V un k-espacio vectorial de dimension finita con
producto interno y 1" un operador lineal sobre V.

a) Si k = R, entonces T es autoadjunto si y sélo si V tiene una base ortonormal
compuesta por vectores propios de 7.

b) Si k = C, entonces T es normal si y sélo si V tiene una base ortonormal compuesta
por vectores propios de 7.

Corolario 1.3.1. Sea T un operador lineal sobre un espacio vectorial real V con
producto interno de dimensién finita. Entonces T" es autoadjunto y ortogonal si y sélo si V
tiene una base ortonormal de vectores propios de T' con valores propios de valor absoluto
1.

Corolario 1.3.2. Sea T un operador lineal sobre un espacio vectorial complejo V con
producto interno de dimension finita. Entonces T' es unitario si y sélo si V' tiene una base
ortonormal de vectores propios de T' con valores propios de médulo 1.

Para dar la versién matricial del teorema espectral necesitamos la siguiente definicién.

Definicién 1.3.4. Sean A, B € M, (k). Se dice que B es unitariamente equivalente a
la matriz A si existe una matriz unitaria P tal que B = P71AP = P*AP.

Corolario 1.3.3. Sea A € M,(R). Entonces A es autoadjunta (simétrica) si y sélo si
A es ortogonalmente equivalente a una matriz diagonal real.

Corolario 1.3.4. Sea A € M,,(C). Entonces A es normal si y s6lo si A es unitariamente
equivalente a una matriz diagonal.



2 El teorema de Jordan. 0

Como se ha exhibido en el capitulo anterior, no todos los operadores lineales y, por con-
siguiente, no todas las matrices cuadradas son diagonalizables, de hecho si lo fueran, no
habrfa casi nada que hacer en la teorfa de matrices. Sin embargo, muchos problemas, por
ejemplo en geometria y ecuaciones diferenciales, se pueden atacar a través de una variacién
de los planteamientos hechos en el capitulo anterior, aunque no tengamos matrices dia-
gonales de que echar mano. Nos bastard contar con matrices suficientemente sencillas,
estructuralmente “casi diagonales”.

2.1 Vectores propios generalizados.

Definicién 2.1.1. Sea T un operador lineal sobre un k-espacio vectorial V. Un subespacio
W de V se llama subespacio T — invariante de V si T(W) C W, esto es, T(z) € W para
toda z € W.

Son subespacios T-invariantes {0}, V, ImT y KerT. Si x es un vector propio de T
entonces el subespacio generado por {z} es T-invariante; mds atin, dado un valor propio A
de T', E) es T-invariante. Cuando el subespacio W es T-invariante, T' induce un operador
lineal Tw en el espacio W. El operador Ty, estd definido por Ty (z) = T'(z) para todo
zeW.

Definicién 2.1.2, Un blogue de Jordan J,(A) es una matriz de n X n de la forma

A1 0 ... 00
0A 1 ... 00
T 1 :
00 0 Al
\0 0 0 0 A

El tnico valor propio de J,(A) es A. Podemos escribir también J,(\) = AL, + J,(0)
Una matriz de Jordan se construye por medio de bloques de Jordan colocados en forma
diagonal, de la manera siguiente:

0 Ju,() 0 ... 0 0
0 0 0 ... Ju,(As1) O
0 0 0 ... 0 Ins(As) ),

Esta matriz también se denota por J,, (A1) @ Jn,(A2) B -+ - @ Jn, (As).
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Para los fines que se persiguen en el presente trabajo, serd suficiente considerar el caso

de los operadores T sobre un k-espacio vectorial V' de dimensién finita cuyos polinomios

caracteristicos se descomponen en un producto de factores de grado 1. Demostraremos en
este caso que existe una base ordenada 5 de V tal que:

A= [T]B = ']’nl (>‘1) D Jn, (>‘2) DD Jns (As)

La matriz A se denomina forma candnica de Jordan de T y la base 3 se denomina
base candnica de Jordan.
Consideremos por ejemplo, la matriz de J € Mg(R)

e 10000
0 a1l 000

00a 000

J=n© Rt = OOgbOO
0000 c 1

0 0 0 00 c

J es una forma canénica de Jordan de un operador lineal 7" : R® — RS, es decir, existe
una base B = {1, Zs, ..., 76} para R tal que [T|z = J. Aqui el polinomio caracteristico de
T vy, por consiguiente de J es f(t) = det(J — tI) = (t — a)*(t — ¢)*(t — b).

Por otra parte, de los vectores x1, x2, ..., Zg Solamente z1,z4 y x5 son vectores propios
de T, esto significa que z3, 23 y 76 0o lo son. Sin embargo, como [Tz = J, T(z2) = z1+axs
y T(z3) = z3 + azs. Entonces

(T — al)*(z2) = (T — al)(T(x2) — azs) = (T — al)(z1) =0
y similarmente,
(T — al)*(z3) = (T — al)*(T(x3) — ax3) = (T — al)*(zz) =0

Asi, atin cuando (T'— al)(z2) #0 y (T —al)(zs) # 0, (T — al)P(z2) =0 = (T —
al)P(z3) parap > 3.S5i lamamos 5; = {z1, 22,23}, By = {x4}, B3 = {z5, 26} , entonces el
subespacio W; generado por 3;, 1 <i < 3, es un subespacio T-invariante y, [Tw,|s, = J;
para 1 <1 < 3.

Definicién 2.1.3. Sea T un operador lineal en un k-espacio vectorial V' de dimensién
finita. Un elemento z # 0 € V se llama vector propio generalizado de T si existe un escalar
A tal que (T'— AI)P(z) = 0 para algin entero positivo p. Diremos que z es un vector propio
generalizado correspondiente a A.

Definicién 2.1.4. Sea T un operador lineal en un k-espacio vectorial V' de dimensién
finita y sea x un vector propio generalizado de T' correspondiente al valor propio A. Si p
es el entero positivo mds pequeno tal que (T — AI)P(z) = 0, entonces el conjunto ordenado

{(T — XDP~Y (), (T — A[)P~2(z),...,(T — M\ )(z),z}
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se llama ciclo de vectores propios generalizados de T que corresponden a A. Los elemen-

tos (T'—AI)P~Y(z) y z se llaman vector inicial y vector terminal del ciclo respectivamente
y p es la longitud del ciclo.

Teorema 2.1.1. Sea T un operador lineal en un k-espacio vectorial V' de dimensién
finita v sea 7y un ciclo de vectores propios generalizados de T que corresponden al valor
propio A. Entonces:

a) El vector inicial de v es un vector propio de T’ correspondiente al valor propio A y
ningin otro elemento de v es vector propio de 7.

b) -y es linealmente independiente.

¢) Sea § una base ordenada de V. Entonces  es una base canénica de Jordan para T
si y s6lo si 8 es unién ajena de ciclos de vectores propios generalizados de T

Demostracién

Para a), sea v = {(T' — AI)P" (), (T — AX)P=%(x), ..., (T — M){z), 2} un ciclo de vec-
tores propios generalizados de longitud p. Consideremos el vector inicial y = (T—\I )P~ (z),
aplicdndole (T' — AI) obtenemos

(T = M) (y) = (T = AI)(T — M)P~Yz) = (T — A)P(z) =0,

lo cual implica que (T'— AI)P~(z) es vector propio de T correspondiente a A. Por otra
parte, como (T'— A )(T — M )P7J(z) # 0 para 2 < j < p, tenemos que ningiin otro vector
del ciclo es vector propio de T' correspondiente a A.

La demostracién para b) se hard por induccién sobre la longitud del ciclo «y. Si -y tiene
longitud 1, entonces v = {z} es linealmente independiente ya que x es vector propio y,
por lo tanto, no nulo.

Supongamos que los ciclos de longitud k£ — 1 son linealmente independientes para algtn
enterok—12>1.

Supongamos que v = {(T — X )*"}(z), (T — AXI)*~*(z), ..., (T — M)(z),z} es un ciclo
de vectores propios generalizados que corresponden al valor propio A y que

k
3 ap—i(T — XI)*%(z) = 0,
i=1

donde o; € k Vi=1,2,..., k. Aplicando (T — \I) a esta ecuacién se tiene

i ak_i(T — )\I)k*ﬂ_l(l’) = i Qs (T — )\I)kﬁﬂ'l (.’E) =0,

=1 =
donde esta suma es una combinacién lineal del ciclo {(T~AI) (), (T—-AI)*%(x),...,(T-

Al)(z)} de longitud k — 1. Por lo tanto, ay_; =0 parai=2,3, ..., k, por lo que

> ol — AD () = 0

=1
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se reduce a ay_1(T — M) 1(x) = 0. Pero como (T — AI)*1(z) # 0, se tiene que
ag-1 = 0, de manera que ar; = 0 Vi = 1,2,...,k. Por lo tanto, vy es linealmente
independiente.
Demostremos finalmente c¢). En efecto, supongamos que S es una base canénica de
Jordan para T, es decir,

[T],B = Jn, ()‘1) @ J'nz()‘2) DD Jp, ()‘s)a

donde ny +ng+-+-+ny =dimV. Para 1 < k < s, sea 8, = {z1,22,...,Z,, } €l sub-
conjunto de S que da lugar al bloque de Jordan J,, (\x). Entonces T'(x1) = A\ez1, T(x2) =
T+ AT, - -, T(Tn,, ) = Tnpe1 + AkTn,, €8t0 €8, (T — M) (1) = 0, 21 = (T — M) (z2), . . -,
Tn,1 = (T—=AI)(zy,)- Porlotanto, By, = {(T — M)™ Yz, ), (T — Me)™ *(zp,),- -, Tny }
es un ciclo de vectores propios generalizados de T' correspondientes a A.

Claramente, 8 = |} (3} es la unién ajena de ciclos de vectores propios generalizados de

k=1
T.

8
Inversamente, si 8 = |J 8}, donde
k=1

/

B = {(T = M )™ (), (T — M )™ 2(z), ..., (T — \pI)(z), 2},

es un ciclo de longitud n; de vectores propios generalizados de T correspondientes a,
Ak, entonces el subespacio Wy, generado por 3, es T-invariante y [Tw, |5, = Jn.(Ax), lo cual
implica que

[T}B = Jn, ()\1) D Jng()‘2) NERRR Jnn()‘s)

quedando demostrado el teorema. []

Definicién 2.1.5. Sea A un valor propio de un operador lineal T en un k-espacio
vectorial V de dimensién finita. El espacio propio generalizado de T correspondiente a X
y denotado por K, es el conjunto

Ky={z €V :(T - A)?(z) =0 para algtin entero positivo p} .

Luego, K) consta del vector nulo y de todos los vectores propios generalizados de T
correspondientes a .

Teorema 2.1.2. Sea A un valor propio de un operador lineal 7' en un k-espacio vectorial
V de dimensién n. Entonces K es un subespacio de V' que contiene a E).

Demostracién

Es claro que 0 € K. Supongamos que z,y € K, entonces existen enteros positivos p
y q tales que (T — A)P(z) =0 y (T — AXI)%(y) = 0. De aqui

(T — ADP*(z +y) = (T — AD)PH(z) + (T — A)PH(y)

= (T — ADYT — ADP(z) + (T — XDP(T — X)%(y)

= (T — A)9(0) + (T — AI)?(0)

=0+0=0,

y entonces z + y € K. Finalmente, para cualquier escalar o,
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(T — AP (azx) = a(T — A)P(z) =a0 =0,

es decir, ax € K. Por lo tanto K es subespacio de V.

Claramente, E, = Ker(T — A\I) C K. I

Teorema 2.1.3. Sean A\, Ao, .... A\ los distintos valores propios de un operador lineal
T en un k-espacio vectorial V de dimensién n. Entonces

K)\iﬂZK,\j - {0} para 1= 1,2,...,k’.
j#

Demostracién
Sin pérdida de generalidad, sea ¢ = 1. Supongamos que

k

> T =1,

i=2

conz; € K, para 1 <j<k.

Sea p; (1 < j < k) el entero positivo més pequefio tal que (T — M\I)P (z;) = 0.
Supongamos que z; # 0, entonces (T"— A I)**~1(z1) es un vector propio correspondiente
al valor propio ;. Aplicando (T' — M I)Pr=HT — AI)P2 .. (T — \x)P* a ambos lados de
la ecuacién anterior y en virtud de que para cualquier polinomio g(z) € k(z), g(T)(T —
MDPr(zy) = g WT — M IP1(zy) se tiene que

0= (T — NPT = DI ... (T — NI )P* (1)
= (T = XaI)P2 .. (T = NeI)PH(T — \)P (1)
— (= 20 (g = AP (T = A )P ()

Por lo tanto, dado que A1, Ao, ..., A\x son distintos, se tiene que (T'— A\ )P~ (z1) = 0,
contradiciendo el hecho de que (T'— A\ I)P1~1(z;) es un vector propio. Asi z; = 0, de donde

se deduce que Ky, (> Ky, = {0} parai=1,2,....k. O
J#i

2.2 Existencia de la base de Jordan.

Lema 2.2.1 Sea T un operador lineal en un k-espacio vectorial V' de dimensién finita.
Sea S; (1 < i < k) un ciclo de vectores propios generalizados de T correspondientes
al valor propio A y sean p; v ; la longitud y el vector inicial de S;, respectivamente.
Si {y1,¥2,..-,Yx} €8 un conjunto linealmente independiente que contiene k elementos,
entonces
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k
es un conjunto linealmente independiente que contiene ) p; elementos.

=1
Demostraciéon

Supongamos sin pérdida de generalidad que p; > py -+ > pr. La demostracion se hard
por induccién sobre p;.

Sip =1, entonces p; = pp = --+ = p = 1. Por lo tanto, cada S; contiene un solo
elemento, de manera que

ICw

S; = {yl, Y25 -ees yk}

B

k
es un conjunto linealmente independiente que por hipétesis contiene Y | p; = k elemen-
tos. =
Supongamos ahora, que el teorema es cierto para p; < n y sea S; (1 <14 < k) un ciclo
de vectores propios generalizados de T' correspondientes al valor propio A con longitud p; v
vector inicial 3;. Supongamos quen =p; > py > --- > prysea r (1 <r < k) el subindice
mas grande tal que p, > 1. Sea

S=US5;,

y sea S; (1 <7 < r) el ciclo obtenido al suprimir el vector terminal z; de S;. Entonces
S! es un ciclo de vectores propios generalizados que corresponde al valor propio A con
longitud p; — 1 y vector inicial ;. Como {1, ..., v} es linealmente independiente, se tiene
por hipétesis de induccién que '

es un conjunto linealmente independiente que contiene ) (p; — 1) elementos. Es claro
=1 .
ahora que

k
L_Jl S,,; = S’U{xl, ,xk}

es una unién ajena. Entonces ij S; contiene i(pz —D+k= i(pz -1 +k= i D;
elementos. = = = =

Finalmente, demostraremos que S = Lk) S; es un conjunto linealmente independiente.
Supongamos que para algunos escalares OZI

do,z2=0 (1)

z€S
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Por el teorema 2.1.1 a), y; es un vector propio de T' correspondiente al valor propio A,

luego (T — AI)(y;) = 0 para 1 <7 < k. Por lo tanto, al aplicar (7" — AI') a ambos lados de
la ecuacién (1) se tiene

0= anz(T——/\I)(z) = Z;az(T~)\I)(z), (2)
ZES dy4

donde Z = {v€ S:v#y para 1<i<k}. Pero la suma final en la ecuacién (2)
es una combinacion lineal de elementos de S’ y como S’ es linealmente independiente, se
tiene que a, = 0 si z € Z. Luego la ecuacion (1) se reduce a una combinacién lineal de
{v1,...,yr}, €l cual, por hipétesis, es linealmente independiente. Por lo tanto, todos los
coeficientes «, de la ecuacién (1) son iguales a cero, demostrando que S es linealmente
independiente. [J

Teorema 2.2.1. (Jordan) Sea T' un operador lineal en un k-espacio vectorial V' de
dimensién n. tal que el polinomio caracterfstico de T' se descompone en un producto de
factores de grado 1. Entonces existe una base canénica de Jordan para T'; esto es, existe
una base ordenada /3 para V que es unién ajena de ciclos de vectores propios generalizados
deT.

Demostracién

La demostracién se hars por induccién sobre n.

Es claro que el resultado es verdadero para n = 1, ya que toda matriz de 1 x 1 es
una forma candnica de Jordan. Supongamos que la conclusién es cierta para espacios
vectoriales de dimensién menor que n y que dim V = n. Entonces tenemos:

Caso 1. dimIm7T < n. Puesto que Im T es un subespacio T-invariante de V podemos
definir a 77 : ImT — ImT como la restricciéon de 7' a ImT. Ya que el polinomio carac-
teristico de 77 divide al de T, la suposicién del Caso 1 nos permite aplicar la hipé6tesis
de induccién a T para concluir que existe una base canénica de Jordan v para 1) que
contiene r elementos (r < n). Por lo tanto, en virtud del teorema 2.1.1 ¢),y es una unién
ajena de ciclos de vectores propios generalizados de T (y por lo tanto de T).

Sean Sy, S, ..., Sk todos los ciclos en v que corresponden al valor propio cero, y sean
y; v w; respectivamente los vectores inicial y terminal de S;. Como w; € v C Im T, existe
z; € V tal que T'(x;) = w;. Ahora definamos Y = {y1, 90, ..., e}, X ={x1, 20, ..., 2} ¥

k

Supongamos que vy, contiene p elementos (p < r). Por el teorema 2.1.1 a) cada y; es
un vector propio que corresponde al valor propio cero, por lo tanto Y C KerT y como
Y es linealmente independiente por ser un subconjunto de -y, puede ser extendido a una
base YU Z para KerT. Observemos que Z debe contener n — r — k elementos puesto que
dim KerT =n —dimImT.

Sea S! = S, U {z;}, entonces S; es un ciclo de vectores propios generalizados de T’ que
corresponden al valor propio cero y que tiene como vector inicial a ;. Ademds, si z € Z,
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entonces {z} es un ciclo correspondiente al valor propio cero cuya longitud es 1. Por lo

k
tanto, el lema 2.2.1 implica que | |J S{) UZ = (y,UX)UZ es un conjunto linealmente
i=1

i
independiente que contiene p+k+(n—r—k) = n—(r—p) elementos, puesto que Y UZ es un
conjunto linealmente independiente de vectores iniciales para los ciclos que corresponden
al valor propio cero.

Ahora, probaremos que 8 = vy U X U Z es la base que se desea encontrar. En primera
instancia, observemos que si vy, = -y (de manera que p =), entonces f =7, UXUZ es
un conjunto linealmente independiente que contiene n — (r — p) = n elementos. Entonces
B es una base para V.

Por otra parte, si 7y, # -y, entonces v; = {v € y:v € v,} es una unién no vacfa de
ciclos ajenos de vectores propios generalizados que corresponden a valores propios no nulos
A2, ...y A de T. Supongamos que

0= av= Y. v+ Y. .

vEB vey, UXUZ vEYy

Entonces

> (ran)u =Y ayv.

vEy UXUZ vEY,

Pero el lado izquierdo de la igualdad anterior es un clemento de K),, donde Ay =0 y
el lado derecho es un elemento de K, + ... + K, . Luego, por el teorema 2.1.3, ambos
lados de la igualdad anterior son iguales a cero. Asi, como v, UX UZ y 7y, son conjuntos
linealmente independientes, se tiene que a,, = 0 Vv € 3. Por lo tanto., S es linealmente
independiente, y como 8 = vU X U Z contiene r+k+ (n—r—k) = n elementos, 8 es una
base para V. Finalmente, es claro que 3 es una unién ajena de ciclos de vectores propios
generalizados de T, en virtud del teorema 2.1.1 ¢), 8 es una base canénica de Jordan para
T.

Caso 2. dimImT = n. Como el polinomio caracteristico de T se descompone como
un producto de factores de grado 1. 7" tiene un valor propio A. Utilizando el caso 1 para
el operador no invertible T'— Al en V, se obtiene una base ordenada 3 para V, tal que
[T — Mg = J es una forma canénica de Jordan para T — AI. Por lo tanto, [T)g = J + A,
es una forma canonica de Jordan para 7. [J

Teorema 2.2.2. Sea T un operador lineal en un k-espacio vectorial V de dimension
n tal que el polinomio caracteristico de T se descompone en un producto de factores de
grado 1. Supongamos que Ay, Aa, ..., Ar son los distintos valores propios de T y que la
multiplicidad de A; es m; (1 < i < k) y sea 8 una base canénica de Jordan para T.
Definamos 3; = 6N Ky, (1 <i < k). Entonces

0,) Vv‘—“l"{)‘1 ®K>\?$...@Kz\k'

b) B, es una base para K,.

¢) Ky,(1 <i < k) es un subespacio T-invariante de V.

d) dim K, =m;, para 1 <i < k.
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e) Ky. = Ker(T — \;I)™, para 1 <i < k.
f) T es diagonalizable si y s6lo si E), = Ky, paratodo ¢ =1,... k.
Demostracién
a) y b) Para 1 < i < k, sea W; el subespacio generado por ;. Entonces W; C K, y
por lo tanto dim W; < dim K,. Por el teorema 2.1.3, K,,, ..., K,, son independientes y
consecuentemente, 4 es la unién ajena de B] ..... Br.porloque V=W, @---eW, C
K,® - -®K, CV.LuegoV =K, ®---® K,,. Ademds W; = K,, para todo i =
.,k pues de lo contrario se tendrfa que dJmI/VJ < dim K, para algin j € {1,...,k} y
E k
consecuentemente, dimV = Y dimW; < Y~ dim K, = dim V] lo cual es una contradiccién.

i—1 i=1
c) Por el teorema 2.1.2, K. es subespacio de V. y por el inciso b), §; es una base para
K, formada por ciclos de vectores propios generalizados que corresponden a ;. Pero la
imagen bajo T de cualquier vector en un ciclo es una combinacién lineal de vectores en
dicho ciclo y en consecuencia es un elemento de Kj,. Asi, T(3;) C K, y por lo tanto, K,
es T-invariante.
d) Definamos a T; (1 < i < k) como la restriccién de T' a K. Entonces, de acuerdo con
elinciso b), A; = [T;]5, es una forma canénica de Jordan paraT; y [T)s = A1BAs®- - - P Ay.
Si n; = dim K., entonces el polinomio caracteristico de T; es det(A; —tl,,) = (A —t)™
puesto que A; —tI,. es una matriz triangular superior que tiene a A\; —t en cada posicién
diagonal. Si f(t) es el polinomio caracteristico de T, entonces

f(t) = det(A1 - tInl)det(AQ - tInQ) s det(Ak — tInk)
= (M =) Az — )" -+ (Mg — )™,

por lo que la multiplicidad de A; es n;; esto es, m; = n; = dim K.

e) Es claro que Ker(T — \;1)™ C K,,. Sea z € K., entonces el ciclo S con un vector
terminal = es un subconjunto de K, linealmente independiente segin el teorema 2.1.1
b). Como dim K, = m;, se tiene que la longitud de S no puede exceder a m;, es decir,
(' — A\I)P(z) = 0 para algin entero positivo p < m;. Por lo tanto, z € Ker(T — X\I)™,
de donde K, C Ker(T — X\ I)™.

f) En efecto, si E), = K, para 1 <1<k, entonces, por el inciso a)

EA] @EAQGB"'@E)\;T:KAI @KAQGB"'@KAk:V

y asi, por el teorema 1.2.3 b), T es diagonalizable.

Inversamente, si T es diagonalizable entonces dim E,, = m; por el teorema 1.2.3 d).
Pero como E), es subespacio de K, y dim K, = m; por el inciso d), se tiene que E), = K,
para 1 <: < k.[J

Definicién 2.2.1. Sea A € M, (k) tal que el polinomio caracteristico de A se descom-
pone en un producto de factores de grado 1. Entonces la forma candnica de Jordan de A
se define como la forma canénica de Jordan del operador lineal L, de k™ en k™ dado por
la multiplicacién por A.
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Ejemplo 2.2.1.
Sea D el operador derivacién sobre el espacio vectorial V generado por €%, ze®. z%e® v
e?*. La matriz que representa al operador D en esta base es

100
2 0
10
0 2

1

01
A= 0 0
00

cuyo polinomio caracteristico es f(z) = (z — 1)3(xz — 2). Luego los valores propios de
Av Dson A =1y A =2. Sabemos que V = K, ® K\, donde K, = Ker(A—1)3y
K>, = Ker(A — 2I) = E,, tienen dimensiones 3 y 1 respectivamente. Ya que

0100
0020
A=I=1 9000
0 001
es de rango 3, E\, = Ker(A — I) es de dimensién 1, por lo que hay sélo un ciclo

(de longitud 3) de vectores propios generalizados correspondientes a A1. Un simple cdlculo
muestra que K, = (%, ze®, z%e%) v Ky, = (e?®), asi que B, = {27, 2z¢%, 2%e*} es el ciclo
de vectores propios generalizados correspondientes a \; que es base de Kj,. Si 8, = {e**}
entonces 3 = 8, U 5 es una base de Jordan para D y la forma canénica de Jordan de D

|

/

Observacién:

Puede haber muchas bases canénicas de Jordan para el mismo operador 7". Sin em-
bargo, sujetos a la convencién de que podemos ordenar los ciclos en orden de longitud
decreciente, la forma candnica de Jordan de un operador lineal es tinica hasta el orde-
namiento de sus valores propios.

Terminamos este capftulo con el siguiente lema que nos serd de mucha utilidad en los
siguientes capitulos.

OO O =
O D - -
O = e OO
O OO

Lema 2.2.2 Sea J € M,(C) el siguiente bloque de Jordan
(A1 0 .00
0O x 1 ... 00
=T i e
00 A

—
<o
o
- .
o]
>



Fntoneces

a) EP =0 yparal <r<p,

{1 s j=idr
Y47 )} 0 en otrocaso

b) Para cualquier entero m > p

(X CRAmTeRAT L e

VI Lo 5 o RO & Ao e ol

0 0 ™ot L Oy med)

Jm — m
: 0 ER :

: : z : A" CpA™

\ o o 0 o 0 X )
donde C7, = m(m—l)...(m—-r%—l)_

7!
Demostracién

Un célculo directo (o bien induccién sobre r) prueba a).
Por la expansién binomial y a) se tiene, para m > p, que

J™ = (M + E)™ = X™] + CLA™'E + C2A™ 2E2 4 ... 4 CPrIN™PHEr1 =

(X“ CiA™ C2xm=? L O meeh)
0 ™ CLA™T L L O ymeed)
0 0 AT LA L O med)
=1 . . " , , O
o _ :
M /\m Crln /\m——l

\o o o 0o o %

20
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3 El teorema de Perron-Frobenius.

En 1907 el matematico aleman Oskar Perron demostré el teorema para el caso de ma-
trices cuyas entradas son todas positivas. Mis tarde el teorema fue generalizado por el
matemsdtico alemdn Georg Frobenius a cierta clase de matrices con entradas no negativas.
La version que demostraremos aqui es para matrices irreducibles con entradas no negativas.

3.1 Normas Vectoriales.

En este capitulo y el siguiente trabajaremos con el espacio M,«1(C) al que denotaremos
por V,(C).

Definicién 3.1.1. Una funcién ||-|| : V,,(C) — R es una norma vectorial si para todo
z,y € Vo(C) y para todo a € C se satisfacen:

i) ||lz|| > 0; ||z]] =0siysolosiz =0

) |laz| = |of ||l

) ||z +yll < =l + llyll -

Para la norma de la diferencia de 2 vectores se cumple una desigualdad importante que
se obtiene a partir de la definicién 3.1.1 4i), a saber,

lz = yll = {llll = llyll] Vz,y € Va(C).

Ejemplo 3.1.1.
a) La norma ¢; estd dada por

ol = 3 fos

b) La norma ¢, (o norma euclidiana) estd dada por

mm=(§mf)%

¢) La norma £, estd dada por

2]l = max {|z1], ..., |za|}

d) La norma ¢, estd dada por

Hﬂb=@i@#)ép21

oo

Definicién 3.1.2. Sea {z(®} " una sucesién infinita de vectores en V,,(C), decimos
que esta sucesién converge al vector z € V,(C) si
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lim,, . m_g-m) =z; para 1<j7<n,

donde xgm) y z; son la j-ésima entrada del vector z(™ y el vector z respectivamente.

Analégamente, por la convergencia de una serie infinita Z y™ de vectores en V,,(C)
m=0

al vector y € V,,(C), entenderemos que
N o
my e Y. 9 =y pora 1<j<n
m=0

Se sigue de la definicién 3.1.2 que la condicién necesaria v suficiente para la convergencia
de la sucesién de vectores {2} al vector z es la convergencia de la sucesién de escalares

{xz(k)} al escalar z; parat=1,...,n. Ya que

RO

12 — af| , = max |a
esta condicion es equivalente a la convergencia a cero de la sucesién de normas ||z*) — z||__
Podemos afirmar arin mas:

Teorema 3.1.1. Sea ||-|| una norma en V,,(C). Si { :v(k)}:; es una sucesion de vectores
en V,(C) y z € V,,(C). entonces la sucesién {2} converge a z si y slo si la sucesién de
normas H:U(k) — 3“” converge a (.

La prueba de este teorema se sigue de los siguientes resultados:

Recordemos que una sucesién de funciones f : V,,(C) — R es uniformemente continua
en A C V,(C) si para todo € > 0 existe §(g) > O tal quesiz,y € Ay ||z — y||, < § entonces
|f(z) = fly)l <e.

Lema 3.1.1. Cualquier norma ||| en V,,(C) es uniformemente continua.

Demostraciéon

Sean 8 = {e;,es,....€,} la base canénica, T = T Tie; VY = Z y;€;, donde z;.1y; € C

=1 =1
para 1 <z < n. Entonces

ezl = iyl < llz =yl =

l g:l (i ~ yi)es

< 3 fos = wil el < mma o — il

Luego
2l = llylll < nmax j2; — w| <nl(@1, 22,5 20) = (Y1, Y25 - Y0 Il
Entonces, para que |||z]| — ||y||] < & basta con elegir § = ‘o

Teorema 3.1.2. Sea 8 = {v;,vs....v,} una base orcﬂmada de V,(C). Si fi.fs :
V..(C) — R son funciones que satisfacen:

a) fi{v) > 0 para todov € V; f;(v) = 0siysélosiv=0,

b) filav) = |a| fi(v) para todo a € R y todo v € V,,(C),

¢) fi(v(z)) es continua en R", donde z = (21, Zs, ..., T,) € R* y v(z) = }: Tk Uk,

entonces existen C,,.Cy € Rt tales que para cualquier v € V,,(C),
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Crn fi(v) < folv) < Curfilw).

Demaostracion
Sea S = {r € R": ||z||, = 1} 1a esfera unitaria v sea h : S — R la funcién dada por
~ fo(v(z))
ha) = 2228,
A ACTES)

donde v(z) = vy + -+ + T,v,. Ya que v(z) = 0 s1 v s6lo si z = 0, por a). h estd
bien definida en S; de hecho, h(z) > 0 para todo z € S. Por ¢), h es continua en S que
es un compacto en R”. Luego, por el teorema del valor méximo v minimo ([8] pag. 65). h
alcanza su méximo Cjs v su minimo C,, en S v ambos son positivos. De aqui, para todo
r €S,

Crn fi(v(z)) < folv(z)) < Corfi(v(z)).

Probaremos que las de&gualdadeq anteriores valen para cualquier z € R™. Por a) valen

Illl,

para z # 0. Finalmente, como S es base, cualquier vector v € V,,{C) es de la forma v = »(x)
para algiin z € R™. Por lo tanto, para cualquier v € V,(C).

para z = 0. Si z # 0, entonces —— € Sy (M )= Izli ——v(x); luego, por b), valen también

Cr f1(v) < fao(v) < Crrfr(w). O

Corolario 3.1.1. Sean |-, v ||/l normas en V,,(C). Entonces existen constantes
positivas C,, y Cy tales que Vz € V,(C)

Col|zll, < ll2lls < Cwr |, -

Corolario 3.1.2. Sean ||-]|,, v |||] g normas en V,(C). Si {a:(k)}:: es una sucesion de

vectores en V,,(C) entonces ||$("“)||(x converge a 0 siy soélo si ||x(k)|| s Eonverge a 0.
Pemostraecicdn
Por el corolario 3.1.1 existen C,,,, Cas € R tales que para todo k € N

Crm e @], < [l2®]]5 < Cur [J2@1],

Por lo tanto, ||z®)|| converge a 0 siy sélo si ||z®]| , converge a 0. O
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3.2 Normas matriciales.

Sea A € M,(C). Ya que M,(C) es un espacio vectorial de dimensién n?, podemos tomar
cualquier norma vectorial en V,,2(C) para definir la norma de A, y ésta deber4 satisfacer las
condiciones de la definicién 3.1.1. Como el producto de 2 matrices de orden n es también
una matriz de orden n, habrd que anadir una cuarta condicién para la norma de matrices
que considere este hecho.

Es posible selecionar un nimero ilimitado de formas distintas para definir la norma de
la matriz A y que ésta cumpla las condiciones anteriores. Sin embargo, en la mayoria de
los casos en que se utiliza la teorfa de las aproximaciones para analizar un problema, se
considerardn al mismo tiempo matrices y vectores, como ocurre con la ecuacién matricial
Ax = b. Por lo tanto, es conveniente que al definir las normas de matrices éstas estén
relacionadas de manera légica con las normas de vectores.

Dados una norma vectorial ||| en V,(C), 0 # z € V,(C) y A € M,(C), la proporcién
| Az]]

ll]] _ : :
medir la ‘magnitud’ de A como e} ‘alargamiento’ relative.—

Definicién 3.2.1. Sean A € M,(C) y ||-|| una norma vectorial en V,(C) entonces

muestra qué tanto la multiplicacién por A magnifica la norma del vector . Podemos

41 = mac ]

es llamada la norma de la matriz A inducida por |-||.
Para que esta definicién tenga sentido, debemos mostrar que el maximo existe. Ob-

l|Az|
]l

servemos que el valor no varia si x es reemplazado por az, donde o es un escalar.

Asi podemos escribir

|A|l = max || Az] .

flzl=1

Pero el conjunto de todos los vectores en V,,(C) con ||z|| = 1 es compacto y ||Az|| es una
funcién continua de z definida en este conjunto, entonces por el teorema del valor maximo
y minimo ([8] pag 65) existe un vector y € V,,(C) con |jy|| = 1 tal que

Al = max || Az]| = || Ay] -

llzll=1

Las principales propiedades de la norma inducida estan contenidas en el siguiente teo-
rema.
Teorema 3.2.1. Si A, B € M,(C), entonces se satisfacen:
a) |4 > 0; JJA|l =0 siysclosi A= 0.
b) |laA|| = |a| ||A]| para todo escalar o € C.
o [[A+ B|| < || Al + B
d) |AB| < ||A]l | B].
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Demostracién
a) Por el parrafo anterior, para cada A € M,(C) podemos hallar u € V,,(C) unitario
tal que ||A]| = ||Au]|. Ademss, de la definicién 3.2.1 se deduce que para cualquier vector

z € V,(C) se cumple la condicién ||Az|| < ||A||||z||. De estas dos observaciones se sigue

a).

b) Sea u el vector unitario tal que ||aA = ||(c:A)ul| . Entonces
el = [(eA)u| = [|a(Aw)|| = |a} |Aul] < ol Al lul] = laf |A]l-
Sea ahora v el vector unitario tal que ||A|| = || Av||. Entonces
ol [|All = la [|Av]| = la(Av)|| = [[(aA)v]| < llaAl |lv] = Al -

De estas desigualdades se sigue b).
c) Sea u €l vector unitario tal que ||A + BJ| = ||(A+ B)ul|. Entonces

|A+ Bl = [(A + B)ul| = ||Au + Bul| < |Aul| + || Bul| < [|A]|{jul] + | B]| [l -
Ya que [|Auf] < | Al fjull, | Bull < ||B]|[lufl v flull =1
A+ Bl < [lAll + B
d) Finalmente, sea u €l vector unitario tal que ||AB|| = ||(AB)ul| . Entonces
IAB|| = [[(AB)ul| = [|A(Bu)[| < A} [|Bull < [IAILIBI lull = 1Al B O

Una funcién ||-|| : M,(C) — R que satisface las propiedades a), b), ¢) y d) del teorema
anterior se llama norma matricial. Luego, las normas inducidas por normas vectoriales en
V2(C) son normas matriciales. Claramente, toda norma matricial es una norma vectorial.

Concluimos esta seccién con la descripcién de las normas inducidas por [|-f| v |||, en

Vo (C).

Teorema 3.2.2. Sea A € M,(C). Entonces |4, = 1r£1a<x Z lai;] -

Demostracién

Sea 0 # z € V,(C). Consideremos la componente k del vector Az, que se obtiene
multiplicando el renglén & de la matriz A por el vector z. Entonces de la definicién de
I Il se sigue que

n

|(Az)i| = < S lawst 125] < flollon z o).

J=1

n
> kT
7=1

Pero Z lag;| < max Z |as;{, por lo que
=



26
[(Az)e| < ||zl max Z lay|

1<ikn

La desigualdad anterior se cumple para cualquier componente k del vector Az, por lo
tanto se cumplird para la componente que posee el mdximo valor, as{ que

|4zl = max [(Az)x| < [llo, maXZl%l

De la definicién 3.2.1 tenemos que

Al < max Z |as;| -

— 1<Li<n

Supongamos ahora que el médximo en la desigualdad anterior se obtiene para el renglén
k, es decir,

max Z laij| = Z lax;| ,

1<i<n

y consideremos el vector y con componentes
7] .
Jais] si ar; # 0

1 si ar; =0

La componente k£ del vector Ay serd entonces

(Ay), = E OkjY; = Z lax;] = max Z las;]

1<itn

De la definicién de |||, se tiene que
40l > (AUl = s 3o
y como [ly||, = 1 se obtiene

14]loo = max [|Az]l > [|Ayllo > max Zlanl

llz||=1 T I<ign

con lo que queda demostrado el teorema. [J
Teorema 3.2.3. Sea A € M,(C). Entonces {|Al|; = max Y . |a;|-

1<j<n
Demostracién
Sea 0 # x € V,,(C). Entonces
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Y QT

i=1

< 3 S lagllosl = 3 Loyl (ool

=1 j=1 j=1

|A], = 5:: (Az)i = 3

=1

Pero max Z las;| > Z |a:;|, por lo que

1_

sl < 2 sl o, 3 ool ) = Vil (ums 3 ).
De la definicion 3.2.1 se sigue que

IA]l; < max Z |as] -

1<i<n

Supongamos que el maximo en la desigualdad anterior se obtiene para la columna k,
es decir,

max Z lai| = Z ||

1<i<n
y consideremos el vector y con componentes

[0 s j#k
YTY1 osi j=k

Es evidente que |lyll; =1 y que Ay = (a1x, a2, - - -, Gnz). Entonces

Al = max [[Az]l, > [ Ay, = Z |aik| = max Z |asj]-

flfl=1 1<j<n

Por lo tanto, queda demostrado el teorema. []
Dejamos la descripcién de la norma inducida en M,,(C) por la norma euclidiana para
la siguiente seccién.

3.3 El radio espectral y la norma espectral.

Definicién 3.3.1. Sea A € M,(C), con valores propios \;, 1 < ¢ < n. Entonces

p(A) = max |\

1<i<n
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es llamado el radio espectral de la matriz A.

1 2 -4
Ejemplo 3.3.1. Sea A € M3(R) tal que A = 2 =2 -2 | que tiene como
-4 -2 1

polinomio caracteristico det(A — AT) = —A\*+27A+54 = —(A+3)%(A—6). Luego p(A) = 6
Lema 3.3.1. Si Ay, Ag, ..., Ag son los valores propios distintos de A € M,,(C) entonces

para cualquier m € N, AT", A", ..., A" son todos los valores propios (no necesariamente
distintos) de A™.

Demostracién

Sean Ap, Ag, ..., Ax los valores propios distintos de A con multiplicidades ny,nsg, ..., ng

respectivamente y sea J una forma canénica de Jordan de A. Entonces cada A; aparece
repetido n; veces en la diagonal principal de J. Sea Q € M,,(C) la matriz invertible tal que
A = Q71JQ. Entonces para cualquier m € N, A™ = Q~1J™Q y, por el lema 2.2.2, cada A"
aparece repetido n; veces en la diagonal principal de J™. Luego A", A%', ..., Ay son todos
los valores propios de A™. [J

Corolario 3.3.1. Sean A € M,(C) y m € N. Entonces p(A™) = p(A4)™.

Demostracién

Sean Ay, A9, ..., A, los valores propios distintos de A y sea j € {1,...,k} tal que
|A;] = p(A). Luego para todo i # j con 1 < i <k, |A;] < p(A). Por lo tanto |AT| = |);|™ =
p(A)™ y para todo ¢ # j con 1 < i < k, |A"| = |[M|™ < p(A)™. Por el lema anterior,
p(A™) = p(A)™. O

Definicién 3.3.2. La norma inducida en M,(C) por la norma euclidiana es llamada
norma espectral.

Teorema 3.3.1. Sea A ¢ M,(C), entonces ||Afl, = (p(A*A))=.

Demostracién

La matriz A*A es Hermitiana y sus valores propios son reales. Probaremos ahora que
son no negativos. Sean A un valor propio de A*A y x un vector propio asociado a A.
Entonces

I Az|l; = (Az, Az) = (z, A*Az) = (z,)z) = A (z,2) = A||«]]3,

de donde A > 0. Por el teorema espectral existe una base ortonormal {z1,...,z,}
de V,(C) formada por vectores propios de A*A. Supongamos que A*Az; = \z; para
1 <i<n,donde A\; > Ay > --- > X, > 0; es decir que \; = p(A*A).

Siz =73, ¢z es un vector no nulo, entonces

HA"E”; = (A:E, A"E) = (iL‘,A*A:L'> = <Z?:1 Cii, Z?:l cj)‘jmj> =
=Y lal* X <M T el = M iz,

de donde [|Az||, < VA1 ]jz]l,. Observemos que para & = z; se da la igualdad, por lo
que '

[l

lAzll, = VA1 = [po(A"A)}E. O
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Corolario 3.3.2. Sea A € M, (C) una matriz Hermitiana, entonces || A}, = p(A).

DNemastracidn

Si A es Hermitiana, entonces
IAIlS = p(A*A) = p(A?) = [p(A)]%,

de donde ||All = p(4). O

A continuacién probaremos qgue las normas inducidas proporcionan cotas superiores
para el espectro de una matriz. De hecho no es dificil ver que lo mismo ocurre para
cualguier norma matricial.

Teorema 3.3.2. Sea ||:|| cualquier norma inducida en M,(C). Si A € M,,(C) entonces
Al > p(A).

DNemostracian

Si A es cualquier valor propio de A y x es un vector propio asociado a A, entonces

Azl = Azl = | Azl] < |AlHI=]],
de donde se concluye que [|All > |A\| para todo A valor propio de A. U
Corolario 3.3.3. Si A € M,,(C) y v = || 4], = max > i1 lai;|, entonces p(A) < v
Corolario 3.3.4. Si A € M,(C) y v' = ||All; = max > ., |a;;|, entonces p(A) < V.

1<5<n

Corolario 3.3.5. Si A € M,,(C) entonces p(A) < min{v, '} .

Ejemplo 3.3.2.
1 2
a=(i3)

Sea A € My(R) tal que

entonces p(A) < min {5, 7} ; de hecho los valores propios de A son A\{ =5y Ay = —1.

Corolario 3.3.6 Sea A € M,(C) y z1,Z2,...,T, n niimeros reales positivos cua-
lesquiera. Si

n
2 laij|
j=1 LLJ Iaijl
v=1Inax { ———— »; V' = max{z;y. ,
1<i<n x; 1<ji<n i=1 I
entonces p(A) < min{v,v'}.
Demostracién
Sea D = diag(x1, %2, ..., T,) una matriz diagonal con entradas z1,zs, ..., Z,. El re-

sultado se obtiene aplicando los corolarios 3.3.3 y 3.3.4 a la matriz D™'AD, cuyo radio
espectral coincide necesariamente con el de A. [
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Para ilustrar este importante resultado consideremos la matriz A = %

—— O D
—_ OO
OO e
O O =

y 1 =1=14, o =2 = x3, entonces v =1 = %, lo cual implica que p(4) < —Z Mais atin,
8i T} = Ty = T3 = T4, entonces v = ' = %, que es el valor exacto de p(A). Esto finalmente
muestra que la igualdad es posible en los corolarios 3.3.3, 3.3.4, 3.3.5 v 3.3.6

En un intento por mejorar lo que dice el corolario 3.3.3, supongamos gue las sumas de
los médulos de las entradas de cada renglén de la matriz A no fueran todas iguales a v.
;Podrfamos esperar que p(A4) < v?

La respuesta es no, el contraejemplo estd dado por la matriz

11
B= ( 0 3 ) )
Para esta matriz v =3 y p(B) = 3.

3.4 Matrices convergentes.

Definicién 3.4.1. Sea {A(™1}”  una sucesién infinita de matrices en M, (C), decimos
que esta sucesion converge a la matriz A € M, (C) si

hma()—aij 1<1,5<n,

T

donde a7

mente.

y a;; son la ij-ésima entrada de la matriz A" y la matriz A respectiva-

Anéglogamente, por la convergencia de una serie infinita 3 B de matrices B™ =
m=F

(bg-n)) en M,(C) a la matriz B = (b;;) € M,(C), entenderemos que

lim Zb@“:bﬁ 1<4,5<n
N—oo m=0

Como en V,,(C), la sucesién de matrices { A™ 17 converge a la matriz A si y sélo si
para cualguier norma matricial

I|A™) — Al| — 0, cuando m — oo,

oo
y anslogamente la serie de matrices Y B(™ converge a la matriz B si y sélo si
m=0

” }: B{m) ” — 0, cuando m — oo
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Cuando lim A = A se tiene que lim HA(m) || = || Al| por la continuidad de la norma

T~

Por otra parte, si ||-|| es una norma inducida y z € V,(C) se tiene que
|A™z — Az|| = ||(A™ — A)z|| < ||A™ — Al ||z

Por consiguiente, si [|A®™ — A|| — 0, cuando m — oo, también |[A™z — Az|| — 0
cuando m — oco. Inversamente, si lim Az = Az para todo x considerando u € V,,(C)

tal que |jul| = 1; [|AT™ — All = H(A(m) — A)ul] — 0 cuando m — oco. De aquf se deduce
lim A™ = Asiysélosi lim A™x = Az para todo z € V,(C).

Los sigulentes resultados nos serdn de utilidad.

Proposicién 3.4.1. Sea { A™1}>  una sucesién de matrices en My(C) tales que

lim A™ = L € M,(C).

M—0

Entonces para cualquier B € M,,(C) y D € M,(C),
lim BA(™ = BLy lim A"™D = LD.

DNemostracién
Para cualquier i (1 <i<n)yj(1<j<n), se tiene que

i ,
lim [(BA™);] = lim [Z By ALY = }: Bid lim [A7V]} = - BueLiy = (BL).
m—oo k=1

Por lo tanto, lim (BA)™ = BL.

La demostracién de la segunda afirmacién es ansloga. [

Corolario 3.4.1. Sea A € M,,(C) y sea lim A™ = L. Entonces para cualquier matriz

invertible @ € M,(C), lim (QAQ™")™ = QLQ™*.
Demostracion ‘
Puesto que

(QAQ™H™ = (QAQ™(QAQ™) .. . (QAQ™Y) = QA™Q ™,

tenemos, de acuerdo con la proposicién 3.4.1, que

Jim [(QAQ™)™] = lim (QA™Q™) = Q( lim A™)Q™ = QLQ . O

Deﬁmcmn 3.4.2. Sea A e M,(C), se d1ce que A es convergente a cero si la sucesion
de matrices {A, A%, A%, ...} converge a la matriz cero, y que es divergente en cualquier otro
caso.

Teorema 3.4.1. Sea A € M,(C), entonces A es convergente si y s6lo si p(A) < 1.

Demostracién

En efecto, sea A € M,,(C), entonces existe una matriz invertible Q que reduce a A a
su forma canénica de Jordan, es decir,
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QAQ = J = .
0 JIr

donde cada una de las matrices J; para 1 <[ <r tiene la forma

Al 0
A1
J = .
-1
0 Al

Ahora bien, como cada una de las submatrices Ji es triangular superior, también J lo
es v el conjunto {\;},_, incluye todos los distintos valores propios de las matrices Ay J,
puesto que son similares. Por cédlculo directo tenemos para m > 1 que

Jp 0
Jm
Jm = °
0 Jr

v por el lema 2.2.2 tenemos para m > n; que

ATl ozt ey

0 Am Clam L om e ymee)
_ 0 0 oot oy
=l . |

: : : : A™ CL ™1

0o 0 0 0 0 ™ )

donde n; es el orden del bloque de Jordan J;

Luego, si A es convergente, entonces A™ — O cuando m — oo, y como J™ = QA™Q L,
por el corolario 3.4.1 se sigue que J™ — O cuando m — oco. Consecuentemente, cada
(J;)™ — O cuando m — oo. De esta manera, las entradas diagonales \; de J; deben
satisfacer que |A;| < 1 para 1 <! < r. Claramente p(A) = p(J) = max A < 1.

Inversamente, si p(A) = p(J) < 1, entonces | )| < 1 para 1 < [ < r. Haciendo uso
directo de este hecho v de que

lim (J;)™ =0,

T~
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tenemos que cada J; es convergente, lo cual implica que JJ también es convergente. Por
lo tanto, como  A™ = Q1J™(Q), tenemos que A es convergente. [

Recordemos que una serie infinita de matrices > A converge a A si la sucesién de
m=0

sumas parciales SO = AM, §@ = AW 4 A® etc., converge a A.

Corolario 3.4.2. Sea A € M,(C), entonces la serie i A™ converge si y sélo si
p(A) < 1. En este caso, la matriz I — A es no singular yis:l inversa es (I — A)™' =
T+ A+ A%+ = fj Am™,

Demostracidn

Sea S™ =T 4+ A4+ A%+ ... 4+ A" entonces AS™ = A+ A2 ... + A" de donde

(I — A)S™ = 8§ _ AS(M) — T _ An+1,

Si p(A) < 1 entonces I — A es no singular. Pues si I — A fuese singular entonces 1
serfa valor propio de A, lo que contradice que p(A) < 1. Por otra parte tenemos que

(I — AT — A)S™ = (T — A — A™),
luego
S™ — (I — Ayt =—(I - A)1AM,

ast [|[S™ — (I — A7 < (I — A7 |A™*|, de aqui y del hecho que ||A™1]| — 0 se
deduce que 5™ converge a (I — A)~'cuando n — co.

Inversamente, si Y, A™ converge entonces claramente A™ — 0 y por el teorema ante-

rior p(A) < 1.0

m=0

3.5 Matrices irreducibles

Definicién 3.5.1. Una matriz P € M,,(C) se llama una matriz de permutacion si existe

una permutacién « del conjunto {1,2,...,n} tal que
[ tsi j=7n()
Pis = 0 si j#£n@)

Observemos que cada renglén v cada columna de una matriz de permutacién tiene
exactamente una entrada no cero. La multiplicacién por la izquierda (derecha) de una
matriz A por P permutard sus renglones (columnas) de acuerdo a la permutacién 7.

Definicién 3.5.2. Una matriz A € M,,(C) se llama reducible si existe un subconjunto
novacio S C N ={1,2,...,n} con S # N, tal que a;; = 0 para todos los pares de indices
(i,j) donde i € Sy j € N — 5. Una matriz es irreducible si no es reducible.
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Si A es una matriz compleia de 1 x 1. entonces A es irreducible si su vinica entrada es
distinta de cero y reducible en otro caso.
Ejemplo 3.5.1.
Ses 4 1ma matriz de 1a forma

z xz 0 0z
z x 0 0 z
r r T T x
r T T T T
rr 0 0 z

Sea S =1{1,2.5} v N—8 = {3,4}, entonces a;; =0 siemprequeie Sy j€ N—-S.
Por lo tanto. A es reducible. Notemos que st P es la matriz de permutacion

00010
g 01080
P = 0 1 0 0 Q — p
10 00 0
c 0001
antonees
r r T T
r » 0 0 =«
\95 z 0 0 =z
vy
00z z «
0 0 =z =z z

Teorema 3.5.1. Una matriz A € M,(C) es reducible si v sélo si existe una matriz de
permutacion P € M, (C) tal que PAP? tiene la forma

A Ai
T
PAP" = ( 0 A )
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NeomnatraciAn

Si A es reducible, existe un subconjunto propio no vacfo S € N = {1.2,....n} tal
que a;; = 0 siempre que 2 € S v 1 € N — S. Podemos suponer que S = {k,o1..... kb Vv
N-8=1ki.....k.}.

Sea P=lew,.....€4 .€t.\.... €], donde e, = (0,....1... .. 0)t es el k;-ésimo vector
coordenado v donde k; # k; si i1 # 7, esto es, la permutacién « de {1,2,....n} que define

a P estd dada por n(i) = k;.
Entonces (PAPY),; = 3~ pix (AP),; = (AP")

vk;e N—-Sestoes,sir+1<i<nyvl<j<r Porlo tanto,

P‘4Pt — ( *411 A12 )

kij = Y GkkPjk = Okghy, que es 0sik; € .S
[

. , A A . .
Inversamente, si B = PAP! = ( 51 412 para alguna matriz de permutacion
Aoz

P € M,(C). podemos suponer que la permutacién « de {1.2.....n} que define a P estd
dada por 7 (i) = k;.

Como arriba ay,z, = b;; quees O0sir+1<i1<nyl<j<r estoes, sik; €5 =
{kpiv,.. . kY vkieN—-S={k....,k}. Luego A = P'BP es reducible. [

Ejemplo 3.5.2.

Qi

(0,11 e /5 ¥ S £ A

\ n1 oo oo Qe ... ... Qpy /

entonces A esreducible. En este caso, tenemosque S = {rt v N—S={1.....r—1Lr+1.....n}
En efecto. con la matriz de permutacién P = I,.. 1a cual permuta los renglones r-ésimo
v n-ésimo, tenemos que

( ail ... Qip ... Oip—1 a1y

t
PAP* = Gn1 -+ OGpn --- Oup-i Cur
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Observemos que si A es reducible con la forma dada por el teorema 3.5.1, entonces
Azx = y puede ser escrita como

(An A12>($1)___(y1
O Ao T2 Yo

Anzy + Ay = Y1
Axpy = 1o

o bien,

Luego, si Ass es no-singular, podemos resolver primero para xo y entonces sustituir las
soluciones en el primer conjunto de ecuaciones para calcular z;.

Frecuentemente es dificil determinar cudndo una matriz dada es reducible o no lo es.
En este sentido, la interpretacién geométrica del concepto de irreducibilidad por medio de
la teorfa de graficas es bastante ttil. Para esto consideremos algunas nociones elementales
de la teorfa de gréficas.

Sea A € M,(C) y consideremos Py, P, ..., P, n puntos arbitrarios en el plano, a los
cuales llamaremos vértices. Para cada entrada a;; # 0 de la matriz A, conectamos el vértice
F; al vértice P; por medio de la trayectoria dirigida }?1—15; de P; a P;. De esta manera, a
cada matriz A de n X n se le puede asociar una grdfica dirigida finita G(A).

Ejemplo 3.5.3. Sea

i R )
— - o
O DO =
OO

La matriz A tiene asociada la grafica dirigida siguiente

1 3
\—/

_/—_\
4.‘\__/'2

Anal6gamente la matriz B = ( (1) ; ) tiene asociada la grafica dirigida
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T~

Notemos que la gréfica dirigida de una matriz A es independiente de los valores de las
entradas no cero. Asi, cuando hablemos de gréficas de matrices, es suficiente considerar
la llamada ”matriz Booleana” asociada con A, la cual tiene una entrada 1 en la posicién
ij-ésima si y sélo si a;; # 0.

Ademss, es fécil ver que para cualquier reordenamiento simétrico B = PAP* de A,
donde P es una matriz de permutacion, las gréficas dirigidas de A y B difieren sélo con
respecto a la etiquetacién de los puntos.

Definicién 3.5.3. Una gréfica dirigida es fuertemente coneza si para cualquier par de
vértices distintos P, y P}, existe una trayectoria dirigida

PiPlu ‘PliPlza' R Br-—lplr:j

que conecta a F; con P;.

Observemos que en el ejemplo anterior G(A) es fuertemente conexa, mientras que para
G(B) no existe una trayectoria de P; a P, y por lo tanto no es fuertemente conexa.

Teorema 3.5.2. Sea A € M,(C), entonces A es irreducible si y sélo si la grafica
dirigida de A es fuertemente conexa.

Demostracién (Richard Varga, 1962)

En efecto, sea A una matriz irreducible y sea i, un indice arbitrario. Entonces existe
al menos un indice j para el cual a;,; # 0, porque de otra manera A seria reducible (como
se muestra en el gjemplo 3.5.2).

Sea T el conjunto de todos los indices j tales que existe una trayectoria dirigida de P;,
a P;, y sea S el conjunto restante, esto es, S =N — T, donde N = {1,2,...,n} . Entonces
T y S son ajenos y T' es no vacio. Asumamos que S es no vacio y tomemos j € Ty
k € S. Entonces a;;, = 0, ya que de no ser asf existiria una trayectoria dirigida de P, a P
via FP;, esto es,

Pio})ila le})z PjJ Pij

2y -1

lo cual significa que k € T. Ahora, notemos que a;; = 0 para cualquier j €e T, k€ Sy
SNT =, implica (por definicién) que A es reducible. Esta contradiccién implica que S
debe ser vacio; de aquf, la grafica de la matriz es fuertemente conexa.

Inversamente, sea A € M,(C) y supongamos que su gréifica asociada es fuertemente
conexa. Si A es reducible, entonces existen conjuntos S y T ajenos no vacios tales que
a;rz =0 siempreque j € Sy keT.

Dado que la gréfica es fuertemente conexa, existe una trayectoria dirigida
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donde i, =3€5,i.=keT.

En la sucesién 4, . . ., 4,1 hay un indice final i, tal que i,_; € S e i, € T' (posiblemente
is = k). Pero se tiene que a;, ,;, # 0, lo que contradice la definicién de S y 7. Por lo tanto
A es irreducible. [J

Es claro, por el teorema anterior, que todas las entradas fuera de la diagonal de cualquier
renglén o columna no pueden ser cero si la matriz es irreducible.

Un resultado clésico es el siguiente

Teorema 3.5.3. (Gerschgorin) Sea A € M,(C) y sea

n
=14
Entonces, todos los valores propios A de A caen en la unién de los discos

|z — aiu| < Ay, 1< <n.

Demostraciéon
Sean A cualquier valor propio de la matriz A, x un vector propio de A correspondiente
a A y supongamos que |,,| = max |z;|. Como (Al — A)z = 0 entonces (A — G )Tm +
<<

> (—amj)z; =0, de donde tenemos que
j#m

> AmjLj

JFm

< Z lams| |25] < 32 lams| |Zml -

J#Fm Jj#Em

A = G| |Zm]| =

Luego, dividiendo ambos lados de esta desigualdad entre |z,,] > 0, obtenemos que
A= @mm| < 37 |amgl -
j#m

Asf, el valor propio A de A cae en el m-ésimo disco de Gerschgorin, |z — amm| < Am.
Pero como A fue tomado arbitrariamente, se sigue que los valores propios de la matriz A
caen en la unién de los discos |z — a;| < A; para 1 <7< n. 0O

Ejemplo 3.5.4.

Sea A € M3(C) tal que

0 1 -1
A=113 2 =07
0.5 03¢ 43

Los discos de Gerschgorin son los que se muestran en la figura siguiente.
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@
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DO DZ

Con el concepto de irreducibilidad podemos afinar el teorema anterior como sigue.

Teorema 3.5.4. Sea A € M,(C) una matriz irreducible. Supongamos que A es un
valor propio de A en la frontera de la unién de los discos |z — a;;| < A;, entonces todos los
n circulos |z — a;| < A; pasan por el punto .

Demostracién
Sea A un valor propio de A y z un vector propio de A asociado a A. Multiplicando
a  por un escalar apropiado podemos suponer que 1 = |x,| > |z;|, dondei =1,...,n.

Entonces, como en la demostracién del teorema 3.5.3

A= apr| <3 ars] 5] < A,
i

pero como A estd en la frontera de la unién de todos los discos |z — a;;| < A;, necesari-
amente tenemos que |A — a,.| = A,. Por lo tanto, tenemos que

Yo lani| z;] = 37 lar] = A,
i i

Luego, |z;| = 1 para todo j tal que a,; # 0. Como A es irreducible, existe al menos un
indice r; # r tal que a,, # 0, asf |z,,| = 1. Repitiendo el mismo argumento, se tiene que

p‘ - a’Tl"'ll = Z Iarljl lle = ATU
J#ra

donde |z;| = 1 para todo j tal que a,,; # 0, y existe al menos un indice 9 # r; tal que
ar.r, 7 0, y asi sucesivamente. Dado que A es irreducible, se sigue del teorema 3.5.2, que
existe una trayectoria dirigida

P.P.,P.P,, ...,P. P,
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paracada j = 1,...,n y cualquier 7. Asi, @rr, # 0, Grypy #0,..., ;i 0y |A—aj| =
A; para j =1,...,n; de aqui se tiene que X estd en la interseccién de todos los n circulos.[]
En virtud de este teorema, obtenemos un refinamiento del corolario 3.3.6.
Corolario 3.5.1. Sean A € M,(C) una matriz irreducible y z1, 23, . .., z, n nimeros
reales positivos arbitrarios. Si

n
> lasj| z;
7=1

Z;

<v para 1<1<n,

con la desigualdad estricta satisfaciéndose para al menos un subindice ¢, entonces
p(A) <w.
Ansdlogamente, si

'(;iilgy’ para 1 <j<n,
K

n
Ty
=1

con la desigualdad estricta satisfaciéndose para al menos un subindice 7, entonces
p(A) < V.

Demostracién

Sin pérdida de generalidad, supongamos que z; = x5 = - -+ = &, = 1. La demostracion
completa se sigue de la demostracion del corolario 3.3.6 y del teorema 3.5.3. Si

n
Y aij|l v para 1<i<n,
j=1

con la desigualdad estricta satisfaciéndose para al menos un subindice #, entonces todos
los circulos
n
|z —ai| =Ai= > |ay]

J=13%#i

no pasan por un punto comin o, donde |o| = v. Ademads, dado que |z| = |z — a; + a;| <

n
|z — ai| + |au] < Y7 |ai;| < v, todos los discos |z — a;;] < A; son subconjuntos del disco
|z| < v. Por lo tanto, por el teorema 3.5.4, ningtin punto del circulo |z| = v es valor propio
de A, lo cual implica que p(A) <v. O

3.6 El teorema de Perron-Frobenius para matrices irreducibles
no negativas
En esta seccién probamos el teorema de Perron-Frobenius para matrices irreducibles no

negativas y vemos qué tanto se puede generalizar al caso de matrices reducibles no nega-
tivas. '
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Definicién 3.6.1. Sean A = (a;;) y B = (b;;) dos matrices de m x n con coeficientes
reales. Entonces A > B (respectivamente, A > B) si a;; > b;; (respectivamente, a;; > b;;)
para todo z,j talesque 1 <2< m,1 <j < n.

Si A > O ( respectivamente, A > O), decimos que A es una matriz no-negativa
(respectivamente, positiva).

Precisemos que A > Bsi A > By A # B, es decir, si a;; > b;j; paratodo 4,5 y ag > by
para algin k,[.

Finalmente, si B € My, x,(C), entonces |B| denota a la matriz con entradas {b;;| .

Observemos que como los vectores columma son matrices de n X 1, entonces tienen
sentido los términos vector no-negativo y wvector positivo.

Los hechos simples contenidos en el siguiente lema se siguen inmediatamente de las
definiciones anteriores.

Lema 3.6.1. Sean A € M,(C) y =z € V,(C). Entonces se cumplen:

a) |Az| < |Al |z}

b) SiA> 0O,z >0y z #0, entonces Az > 0.

¢)SiA>0,z>0y Az =0, entonces A = O.

Lema 3.6.2. Si A > O es una matriz irreducible de n x n, entonces (I + A)"~* > O.

Demostracién

Basta probar que para cualquier vector no nulo z > 0 se tiene que (I + A)" 'z > 0.

En efecto, definiendo la sucesién de vectores no-negativos zpy; = (I + A)zi para
0 <k <n-—2, donde z, = z, la demostracién se sigue mostrando que xx,; tiene menos
componentes cero que ry para cada 0 < &k < n — 2, siempre que z; tenga al menos una
componente cero.

Ya que zg41 = zx + Az, es claro que el mimero de componentes 0 de 21 es menor o
igual que el niimero de componentes cero de zg.

Por otra parte, si xx+1 ¥ Zx tienen exactamente el mismo niimero de componentes cero,
entonces para una matriz de permutacién P de n x n adecuada podemos escribir

Pwk+1=<g), P:z:k=<g), a>0,6>0, (1)

donde ambos vectores a y [ tienen m componentes positivas con 1 < m < n.
Considerando la matriz PAP!, y sujetdndola a la particién inducida por (1) tenemos

que
a 'y _ I5] n A Ase B
0 0 Ay Ag 0
donde A1 y Asg son cuadradas y Aj; es de m x m. Esto implica que Ay 8 = 0, pero
como Az > Oy B > 0, ésto s6lo puede ocurrir cuando Ay = O.
Esto tltimo contradice la hipétesis de que A es irreducible, por lo tanto z,; tiene
mMenos componentes cero que zx y como z, tiene a lo mas (n — 1) componentes cero,

entonces xx tiene a lo méas (n — k — 1) componentes cero. Luego, z,_; = I+ A)"—lmo es
un vector positivo, con lo cual tenemos la conclusién deseada. [
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Si A = (a;;) > O es una matriz irreducible de n x n y z > 0 es cualquier vector distinto
de cero, entonces podemos definir

k(3
Y GiT;
j=1

> = i —_— 3.1
ry = Imin = (3.1)

donde el minimo es tomado sobre todos los subindices ¢ para los cuales z; > 0. Clara-
mente 7, es un nimero real no-negativo y es el supremo de todos los mimeros p > 0 para
los cuales Az > pz, esto es

re =sup{p>0| Az > pz} (3.2)
Consideremos ahora el mimero real no negativo r definido por

T = SUp,5o{7s} (3.3)

Como 1, tiene el mismo valor que r, para cualquier escalar a > 0, en la definicién de
r necesitamos considerar s6lo el conjunto P de vectores z > 0 con ||z|| = 1. Como no es
n

) 0T
. ., g=1
claro que r,, sea continua en P ya que el factor — en la expresién ———— puede tender a
T L

infinito, podemos definir el conjunto ) de todos los vectores y= (I+A)" 'z, dondex € P.
Por el lema 3.6.2 ) consiste sélo de vectores positivos. Ademads todas las componentes y;
de un vector y € () estdn alejadas de 0. De hecho si § es la menor componente de la matriz
positiva (I +A)"!, entonces y; > 8 > 0 para todo i = 1,...,n. Multiplicando ambos lados
de la desigualdad Az > r,z por (I + A)"! tenemos que Ay > 7,y y concluimos por (3.2)
que Ty > 5. Por lo tanto el ndmero real no negativo r puede ser definido equivalentemente
como

r= SupyeQ {Ty}

Como P es un conjunto compacto en V,(C), ) también lo es, y como r, es una funcién
continua sobre (), entonces necesariamente existe un vector positivo z en () para el cual
Az > rz y no existe ningiin vector w > 0 para el cual Aw > rw. Llamaremos a todos los
vectores no-negativos y no nulos z que satisfacen esta desigualdad vectores extremales de
la matriz A.

Lema 3.6.2. Si A > O es una matriz irreducible de n X n, el nimero real r es positivo.
Ademds, cada vector extremal z es un vector propio positivo de la matriz A con valor
propio asociado r, esto es, Az = rz con z > 0.

Demostracién
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Si z es un vector cuyas componentes son todas uno, entonces ya que la matriz A es

irreducible, ningiin renglén de A puede ser cero, y consecuentemente ninguna componente
de Az puede anularse. Asi, r, > 0, probando esto que r > 0.

Para la segunda parte del lema, sea z un vector extremal tal que Az —rz =n. Sin # 0,
entonces alguna componente de 7 es positiva; multiplicando ambos lados por la matriz
(I +A)™!, tenemos que Aw—rw > 0, donde w = (I + A)""'z > 0. Sin embargo, por (3.1)
esto implicaria que 7, > r, 1o cual contradice a la definicién de r. Por lo tanto, Az = rz.
Ahora, un célculo directo muestra que w = (1+7)" "'z y como w > 0 y 7 > 0 se tiene que
z>0.0

Lema 3.6.3. Sea A = (a;;) > O una matriz irreducible de n X n, y sea B = (b;;) una
matriz compleja de n x n tal que |B| < A. Si 8 es cualquier valor propio de B entonces
|8] <, donde r es la constante positiva definida en (3.2). Més atn, |3] = r si y s6lo si
|B| = A, y B tiene la forma

B=¢?DAD™ !

donde D es una matriz diagonal cuyas entradas tienen médulo uno.
Demostracién
Si By = By con y # 0, entonces por el lema 3.6.1 a) se sigue que

1Bl 1yl <|Bllyl < Alyl,

lo cual implica que |3| < 7y, < 7.

Por otro lado, si |B] = r, entonces |y| es un vector extremal de A. Luego, por el lema
3.6.2 |y| es un vector propio positivo de A con valor propio positivo asociado r, de aqui
que

rlyl = [B]ly| = Alyl,

lo que implica, por el lema 3.6.1 c), que |B| = A.

Para el vector y, donde |y| > 0, definimos D = dz'ag(—y—L,..,,‘—y"T). Es claro que
Yn

w1l
las entradas de la diagonal de D tienen médulo uno y y = D |y|. Poniendo 8 = re¥ y

sustituyendo en By = Sy se tiene que
BD |yl =re’Dlyl,

de donde e ”D'BD |yl = r|y| = |B| |yl = Aly|.
Sea C' = e ®D™BD, entonces |C| = |B| = A y, por el lema 3.6.1 a), se tiene que

Alyl = Clyl = [Clyll < [Cllyl = |Bllyl = Alyl.

Luego para cada i = 1, ..., n, los nimeros complejos ¢;; |y;| con (1 < j < n) tienen el
mismo argumento y podemos escribir ¢; = |c;;]€? (1 < j < n), donde # es independiente
de j.

Entonces C |y| = r |y| implica
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e Z |CU| ly;| = Tyl -

.7_

Como A es irreducible ningiin renglén de A, y en consecuencia de |C|, pueden ser cero.

Luego €® es un nimero real positivo, de donde § = 0. Se sigue que C = |C| = A y por
lo tanto B = e DAD™!.

Inversamente, es obvio que si B es como en el enunciado del lema, entonces |B| = Ay
B tiene un valor propio 3 tal que |3| = r, lo cual concluye la demostracién. [

Poniendo B = A en el lema 3.6.3. obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.6.1. Si A > O es una matriz irreducible de n x n, entonces el valor propio
positivo r del lema 3.6.2 es igual al radio espectral p(A) de la matriz A.

Teorema 3.6.4. (Perron-Frobenius) Sea A > O una matriz irreducible de n x n,
entonces

a) A tiene un valor propio real positivo igual a su radio espectral,

b) a p(A) le corresponde un vector propio z > 0,

c¢) p(A) se incrementa cuando cualquier entrada de A se incrementa,

d) p(A) es un valor propio simple de A.

Demostracién

Sea A como en la hipétesis; a) y b) se siguen inmediatamente del lema 3.6.2 y el
corolario 3.6.1.

Para probar la parte ¢), supongamos que incrementamos alguna entrada de la matriz
A, obteniendo asi una nueva matriz irreducible A, donde A > Ay A # A. Aplicando el
lema 3.6.3 concluimos que p(A) < p(A).

Para demostrar que p(A) es un valor propio simple de A, es decir, p(A) es un cero de
multiplicidad uno del polinomio caracteristico f(t) = det(A —¢I), mostraremos que no hay
un vector propio generalizado de orden 2 asociado con p(A).

En efecto, sean ;7 > 0 y 3y > 0 vectores propios de A y A*, respectivamente,
asociados con el valor propio p(A). De esta manera, se tiene que (A — p(A)l)z; = 0y
(A" — p(A)I)y = 0. Supongamos que hay un vector propio generalizado x5 5 0 para el cual
(A — p(A)])z2 = z;. Entonces como y*(A — p(A)I) = 0, tenemos que y'z; = 0. Pero esto
iltimo contradice la positividad de z, y .

Por lo tanto, p(A) debe tener multiplicidad algebraica uno.[J

Lema 3.6.4. Sean A € M,(C) y Ay, g, ..., As sus diferentes valores propios tales que

S

A; tiene multiplicidad m;, donde Z m; = n. Entonces para todo € > 0 lo suficientemente
=1

pequeno existe § = d(g) > 0 tal que si [b;; —a;;] < 6 para4,j = 1,...,n entonces la
matriz B = (b;;) tiene exactamente m; valores propios en el circulo |A — Aj| < € para cada
7=1,...,s8

Demostracién

En esta demostracién se hace uso de la teorfa de funciones de una variable compleja.
Sea B una matriz compleja de n x n y definamos

d(\, B) = det(B — \).
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Paral <i1<j <s, sea

€, = min|X; — ).
Consideremos cualquier nidmero positivo £ < &,, entonces los cfrculos
Cij:|A=Aj|=eparaj=1,...,s
no se intersecan. Definamos para 1 < j < s,
p; = Miljeg, lp(A, A)} -
Todos los p; son positivos puesto que las raices de ¢(A, A) = 0 son los centros de los
circulos, ademss el minimo est4 definido porque ¢(), A) depende de manera continua de A.

Dado que el determinante ¢(\, B) depende de manera continua de todas las 1+n? variables
A, b1, ..., boy existe & > 0 tal que ¢(A, B) # 0 para A en cualquier Cj, si |b;; — ai| < 0

para todo 2,§ = 1,...,n. Ahora, consideremos la integral
¢'(\, B)
B
ni(B) = 27rz o, B\, B) a0 B) W

Esta es la integral que cuenta el nimero n; de raices A de la ecuacién ¢(A, B) = 0 que
caen dentro del circulo C; ([8] pag. 403). Por ejemplo, tenemos que n;(A) = m; para
j =1,...,s. Por otro lado, ya que el integrando es una funcién que depende de manera
contimua de A, byy, ..., by, en los conjuntos cerrados

I)\—')\j|=6, Ib,-j—aijigé i,j:l,...,n,

la integral n;(B) es una funcién continua de los b;; que satisfacen que |b;; — a;;| < 4.
Luego, como la integral no puede brincar continuamente de un entero a otro, debemos
tener

n;(B) =n;(A)=m; j=1,...,s,

para todas las matrices B = (b;) con |b;; —ai| <6 (4,7 =1,...,n). 1

Corolario 3.6.2. Sea A > O una matriz de n X n, entonces:

a) A tiene un valor propio real no negativo igual a su radio espectral.

b) A p(A) le corresponde un vector propio z > 0.

Demostracién

En efecto, sea A una matriz reducible y en virtud del lema 3.6.4, definamos la matriz
D(t) = (d;;(t)) € M,(R) de la siguiente manera:

a;; St a;; >0
do={ 7 5
7 si a; =0
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Entonces D(t) > 0 parat > 0y D(0) = A. Sea p(t) el valor propio maximal de D(t)
para t > 0. Entonces como todos los valores propios de D(t) son funciones continuas de ¢
y como p(t) es igual al radio espectral de D(t) para t > 0, tenemos que nlzl_lgo p(t) =resun

t—0t
valor propio de D(0) = A. Ademds, este valor propio es igual al radio espectral de A.

Claramente, hay un vector propio z(t) que puede ser asociado con p(t) que depende
continuamente de ¢ para ¢ > 0. Por el caso irreducible, z(t) > 0 para ¢ > 0 de donde se
tiene que z(t) > 0ent =0.

Observemos que en general la estructura de una matriz A no depende continuamente
de sus elementos. Por esta razon, la conclusién d) del teorema anterior no siempre se da
en el caso en que A es reducible.

Ejemplo 3.6.1.

Las siguientes matrices no son irreducibles

. 01

i) Para A = 00
no es valor propio simple. Ademds el espacio propio correspondiente estd generado por
(1,0), por lo que ningiin vector propio asociado a p(A) es positivo.

. 00

1) Para A = 11
p(A) = 1 es un valor propio simple. Sin embargo, el espacio propio asociado a p(A) estd
generado por (0, 1), por lo que ningtn vector propio asociado a p(A) es positivo.

1

i11) Para A = 10
p(A) =1 es un valor propio simple. En este caso el espacio propio asociado a p(A) estd
generado por (1,1), por lo que si hay un vector propio positivo correspondiente a p(A).
Observemos en este caso que el vector (2, 1) es un vector extremal que no es vector propio
asociado a p(A).

el polinomio caracteristico es pa(z) = z2, por lo que p(A4) =0
el polinomio caracteristico es pa(z) = z(z — 1), por lo que

) el polinomio caracteristico es pa(z) = z(z — 1), por lo que
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4 Dos métodos iterativos cldasicos y un teorema de

comparacion.

En este capitulo aplicaremos los resultados del capitulo anterior al estudio de métodos
iterativos para resolver sistemas de ecuaciones lineales de la forma

Az =1b (1)

donde A = (a;;) € M,(R) y b es un vector columna de orden n.

Es claro que estamos interesados en casos donde n es grande, quizés en el rango entre
10* y 10°, y donde A es “dispersa”, esto es, donde A tiene una cantidad de entradas
iguales a cero suficientemente grande como para que a la hora de implementar un algoritmo
computacional esto redunde en ahorro de tiempo. Supondremos ademds que A es no
singular, de tal manera que el sistema (1) tiene solucién tnica z = A™'b.

4.1 Un problema modelo

Los métodos iterativos comienzan con una aproximacién inicial z(? a la solucién y pasan
por un procedimiento fijo (algoritmo) para obtener una mejor aproximacién z® y asi
sucesivamente, para generar una sucesion (@, z() 2. ; si el método es apropiadamente
elegido, ésta convergers a la solucién exacta = de (1). Como z es desconocida, un criterio
para terminar la iteracién puede ser cuando

x§k+1) _ xz(k)'

<&, i=1,...,n

x§k+1))

donde ¢ es un ndmero pequeno preestablecido, dependiendo de la precisién de la com-
putadora que esté siendo utilizada. Esencialmente el criterio de terminacion de la iteracién
es que elegimos mgkﬂ) como la aproximacién a z; cuando la diferencia relativa entre las
aproximaciones sucesivas acgk) y :vz(-kﬂ) se hacen suficientemente pequenas parai=1,...,n.

Estos algoritmos iterativos tienen la ventaja de que A no es alterada durante el cémputo,
de aqui que el problema de errores de redondeo es mucho menos serio que en los métodos
directos, donde la matriz es descompuesta en el proceso de iteracién. Ademads, la cantidad
de almacenamiento de datos que se requiere para una matriz de coeficientes dispersa es
proporcional a n y, en el caso de la eliminacion gaussiana, dado que el proceso tiende a
llenar los ceros de A, la cantidad de almacenamiento de datos requerida es proporcional
a n?. Asf, es claro que esto representa un problema cuando n es grande. Los métodos
iterativos que describiremos aqui no requerirdn ningtn almacenamiento extra y por lo
tanto son mds practicos. Una desventaja que ofrecen es que después de resolver Az = by,
debemos volver a comenzar desde el principio para resolver Az = by.

Es importante hacer notar que los sistemas lineales con matrices dispersas pueden
generarse de manera muy natural en la practica, por ejemplo, cuando nos planteamos
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modelar un problema continuo de manera discreta. El problema contimuo no puede ser
resuelto de manera exacta en una computadora. Asi, éste tendrd que ser aproximado por
un modelo discreto; naturalmente, mientras m4és precisiéon en el modelo discreto se desee,
se generard mas costo. Como un simple pero muy tipico problema continuo, elijamos la
ecuacién diferencial siguiente:

2
—g—m—zz (2), 0<z<1 2)

Esta es una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden con término no homogéneo
g(z). En virtud de que cualquier combinacién de la forma az + b puede ser sumada a
cualquier solucién u(z) de (2) y producir otra solucién, impongamos condiciones en la
frontera, es decir,

u(0) = a, u(l) =p (3)

con el objetivo de determinar las constantes a y b. De esta manera (2) y (3) constituyen
un problema con dos valores en la frontera y con una solucién unica u = u(z). Este
planteamiento puede ser utilizado para describir la temperatura en una barra de longitud
uno con temperaturas fijas a en £ = 0, 8 en £ = 1 y con una fuente de distribucién de
calor g(z). .

Como lo que buscamos es un modelo discreto para este problema continuo, no podemos
aceptar més que una cantidad finita de informacién acerca de la funcién g. Pongamos
valores distribuidos de manera uniforme en el intervalo [0, 1] a traves de los puntos de la

particién xg = 0,27 = h, 25 = 2h,..., 2, = nh,z,y; = 1 donde h = ——

n+1
Calculemos las aproximaciones uy, . . ., u,, a la solucién exacta u en esos puntos, esto es,
u; serd la aproximacion a u(jh) para j = 1,...,n. En la frontera tendremos ug = u(0) = o

Yy uny1 = u(l) = B exactamente. Con el objeto de discretizar la ecuacién diferencial
ordinaria (2) utilizaremos la aproximacion siguiente:

d*u(z)  u(z+ h) — 2u(z) + u(z — h)
dz? h? )

d*u(z)

- - - 3 - dx2 -
una h finita. Siendo asf, para la particién z; = jh de (0, 1), la ecuacién diferencial (2) es
reemplazada por su discreta andloga (4) y después de multiplicar por h? tenemos

Fl lado derecho de esta expresiéon aproxima a cuando h — 0, pero siempre para

—Ujp + 2u; — uj_y = h%g(jh), j=1,...,n. (5)

Asi obtenemos exactamente n ecuaciones lineales con incégnitas uy, . .., u,. Notemos
que la primera y iltima ecuacién incluyen las expresiones uy = a y Uni1 = [, respecti-
vamente, y que pueden ser cambiadas al lado derecho de la ecuacién (5). La estructura de
las ecuaciones (5) para h = 3 o n = 4 estd dada por
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2u; —ug = h?g(h) + «
—uy +2uz —usg = h?g(2h) (6)
—U2 +2U3 —Ug hzg(3h)

—ug  +2uy = h?g(4h)+

Ahora, simplemente resolvamos el sistema (6), es decir, la primera ecuacién para u,
la segunda para us, la tercera para us, etc., de donde obtenemos

u = 3 +3lh%g(h) + of
Ug = %ul ‘f‘%’l&g + %h2g(2h)
ug = U2 +iug + 3h?g(3h)

Entonces, comenzando con un vector inicial de aproximacién «° = (ug,u3,u3, u3)’ a
la solucién u, en cualquier etapa, dado u' = (ul,ub, ul, u})’, podemos determinar u*"
haciendo

u’fl = suf / +1[h2g(R) + o]
ust! = sul +%u§ + 1h2g(2h)
ugt = Sus +3uy + 3h*9(3h)
ug = U5 +3[h?g(4h) + G

Se puede mostrar que el método converge para este ejemplo. Sin embargo, podria
necesitarse un nimero grande de iteraciones si n es grande, es decir, si el ancho de la
particion h es pequefio. Este niimero de iteraciones puede reducirse en aproximadamente
50%, usando los valores de u*" tan pronto estén disponibles en lugar de u}. Asf por ejemplo,
la segunda ecuacién del sistema inmediato anterior serfa

ubtt = Lyttt 4 Lud 4 1[a2g(2h)).

Muchas de las herramientas utilizadas para establecer la convergencia y las velocidades
de convergencia de estos métodos iterativos bésicos se basan generalmente en la teoria de
matrices no-negativas. Finalmente, en forma matricial Awu = b, el sistema lineal (6) toma
la forma

2 -1 0 0 Uy h2g(h) + o
-1 2 -1 0 ug | h2?g(2h)

0 —1 2 —1|ju | | Hh2g(3n)

0 0 -1 2 Uy h*g(4h) + B

Y en general, para n > 2, la matriz de coeficientes A asociada a este sistema estd dada
por
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2 -1 0 ... 0]
-1 2 -1 0
A=| 0 -1
4
L0 o1 2 ]

Notemos que A es simétrica, irreducible (su grafica dirigida es fuertemente conexa), no-
singular y A=! > O. Esta informacién es muy importante como lo veremos més adelante.

Algunas de estas propiedades de A se tienen presentes generalmente para sistemas de
ecuaciones lineales originados por ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales, resultando
de manera natural métodos numéricos para la aproximacion a sus soluciones.

Definicién 4.1.1. Sea A € M,(R). Aesuna L —matrizsia; >0paral <i<ny
a; <O0parai#37,4,7=12,...,n.

Definicién 4.1.2. Sea A € M,(R). A es una M — matriz si a;; < 0 para i # j,
i,j=1,2,...,n, Aesnosingulary A~' > O.

Teorema 4.1.1. Sean A € M,(R) una L-matriz, D = diag(ai1,...,0m,), C =D — A
'y B = D7'C. Entonces A es una M-matriz si y sélo si p(B) < 1.

Demostracién

Si p(B) < 1 entonces, por el corolario 3.4.2, I — B es no singular y la serie [ +B+B%+. ..
converge a (I —B)™*. Como D > O y C > O tenemos que B > Oy (I — B)™* > 0. Dado
que D e I — B son no singulares, se sigue que A = D(I — B) es no singular y

= (I-B)"'D!> 0.

Asi, A es una M-matriz.
Inversamente, si A es una M-matriz, definamos la matriz

A=D3AD % = - D 3CD 4,
donde P—% = diag(al_lé, .. ,a;é). Evidentemente, A es una M-matriz. M4s atin, B es
similar a B, donde
B=D3iBD3.
Por célculo directo podemos verificar que
(I-B)I+B+B*+---+B™ =1 B,
y luego
A =(I-B)y ' =(I+B+B*+---+B™ + (I - BB,

Dado que (I — B) >0y B> O, se sigue que cada elemento de la matriz I + B+
B%4...4+B™es una funcién no decreciente de m, la cual es acotada por el correspondiente
elemento de (1 — B) 1 - Luego, la serie 1 +B+B 2+ -+ B™ debe converger. Por el teorema
3.4.1 esto sucede solo si p(B) = p(B) < 1. O
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4.2 Descripcién de los métodos iterativos.

Estamos ahora en posicién de describir los métodos iterativos que son objeto de andlisis en
este trabajo. Cada método de iteracién tiene una regién de aplicacién limitada. A veces un
método puede resultar divergente al aplicarlo a determinados sistemas; en otros casos, la
convergencia, puede resultar tan lenta que en la préctica se vuelve initil para la obtencién
de una aproximacion satisfactoria. De esto se deduce que en el método de iteracién resulte
esencial su convergencia y la velocidad de la misma. Para que el proceso de iteracion
converja lo m4s répidamente posible es necesario preparar previamente el sistema (matriz)
sustituyéndolo por uno equivalente. Esta preparacién jugard un papel fundamental.

El proceso de iteraciéon més simple para la resolucién del sistema (1) es el de aprozima-
ciones sucesivas. Consideremos el sistema de ecuaciones lineales (1), sumando y restando
z; en el miembro de la izquierda de la i-ésima ecuacién para i = 1,2, ...,n, el sistema, (1)
se transforma en el sistema equivalente

ry = (1 — a11)$1 — Q12T9— - —alnwn—l— b1
To= —anZi+ (1 —an)r— ... —QopTn+ by
Tp = —GniT1— an2T2— ... +(1—apn)Tnt+ by

cuya expresion matricial es z = (I — A)z + b.
Si ahora designamos H = [ — Ay ¢ = b, obtenemos z = Hz + c. El proceso de
aproximaciones sucesivas se establece por medio de la férmula

2™ = 2™ 4 ¢ para m=0,1,2,...

comenzando con cierta aproximacion z(® que, en general, se puede selecionar de manera
arbitraria.

La férmula anterior corresponde al sistema de ecuaciones

wgmﬂ) = Z?:Ihijx§m) +¢ para i=1,2,...,n;m=0,12,...

En el proceso de aproximaciones sucesivas, H = I — A se llama la matriz de iteracion.
En una seccién posterior se vers que si la matriz de coeficientes del sistema (1) estd
muy préxima a la matriz identidad I, se obtendra una rdpida convergencia del método.
Cuando esta condicién no se cumpla es recomendable preparar previamente el sistema
hasta lograrla. Esto nos lleva a plantear los métodos iterativos objeto de nuestro estudio.

Sea A € M,(R) y supongamos que deseamos resolver el sistema, (1), donde suponemos
que la matriz de coeficientes A = (a;;) es no singular y a;; # 0 parai = 1, ..., n. Escribamos
Aenlaforma A = M—N, donde M es una matriz no singular que sea facilmente invertible.
Entonces el sistema (1) puede reescribirse en la forma
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Mz=Nz+b o zxz=MT1INz+ M1b

Si hacemos H=M"'N=1—-M"1A y c¢= M~'b entonces z = Hz + c.
Para resolver la ecuacion anterior, comenzamos con una conjetura inicial 2, que puede
ser cualquier vector en R™. Luego hacemos

M = Hz© 4 ¢
2@ = Hz® + ¢

y, en general,
@) = Hz® 4 ¢ i=0,1,...

La matriz H es la matriz de iteracion asociada al método iterativo y se tiene que

z=Hx+csiysélosi Az =b.
A cada método iterativo podemos asociarle los vectores de error e® definidos por

e =20 _p  §>0.

La eleccién més simple de M (excluyendo aproximaciones sucesivas) consiste en hacer
que M sea una matriz diagonal cuyos elementos diagonales sean los elementos diagonales
de A. El esquema de iteracion con esta, eleccién de M se conoce como iteracién de Jacobi.

ITERACION DE JACOBI

Sean
M = D = diag(ai, - - -, @nn)
y
0 a2 ... an
N asn O Qon
Opi Gp2 ... O

Hagamos H = D"!N y c¢= Db, esto es,

0 — 812 _G1n b

ail ayi ail

—g 0 _a Lo

H — as9 a2 y c= a9
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Asumiendo que el i-ésimo vector de aproximacién z9 a z = A~'b ha sido calculado,
entonces el 7 + 1-ésimo vector de aproximacién se calcula por

i+1 1 i .
z; ™ = - (— St oty GTY F bj) ; j=1...,n (&)
23

Observemos que los vectores z(® y z(+1) en términos computacionales deben almace-
narse por separado.

Una alternativa a la iteracién de Jacobi consiste en tomar a M como la parte triangular
inferior de A, esto con la esperanza de que como M es una mejor aproximacion a A, también
M~ lo sea a A~!. El esquema de iteracién con esta elecciéon de M recibe el nombre de
iteracion de Gauss-Seidel. Uno de los objetivos de este trabajo es mostrar que esta
iteracién converge mas rapido que la iteracion de Jacobi.

ITERACION DE GAUSS-SEIDEL

Sean
D = diag{ay1, - - -, Gnp)
[0 0 0 0]
Q921 0 0 0
L=-—
An-1)1 Om-1)2 --- 0 0
| On1 an2 cor Qpn-1) 0 ]
y
[0 ar Oin-1)  Oim |
0 0 G2(n—1)  G2n
U=—

o
=)
o

2

3
]
=
3

Hagamos M = D—Ly N = U. Sea z = 29 un vector distinto de cero en R™. Entonces,
se tiene que
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Mz = Nz® 4+ p
(D — L)zt = Uz® + b
Dz(+D) = LoD 4 Uz® 4+ p

Podemos resolver esta tltima ecuacién para obtener 20+, una coordenada a la vez.
La primera coordenada de z(*+1) estd dada por

f 1 n i
.1'(1 +1) _ — (— Zk:Q alk:cgc) + bl) )
ai

La segunda coordenada de z("+?) se puede resolver en términos de la primera coordenada
y las dltimas n — 2 coordenadas de () como sigue

. 1 . - ,
:cgﬂ) =— (—azlx(’“) — Y s a2ka:§:) + bg) .
22

En general, se tiene

i+ 1 i1 i+1 n ¢
a:§ ) = P (" et — 2 ki1 ajuz + bj) - W)
27

Es interesante comparar (A) y (A). La diferencia entre las iteraciones de Jacobi y
de Gauss-Seidel es que en el segundo caso se utilizan las coordenadas de z®*+Y tan pronto
como se calculan y no en la siguiente iteracién. El programa de la iteracién de Gauss-Seidel
es realmente m4s sencillo que el de la iteracién de Jacobi (ver apéndice). Los vectores z()
y 20+ se almacenan en el mismo vector z. Cuando se calcula una coordenada de z¢+D,
ésta reemplaza la. coordenada correspondiente de z(®.

Finalmente, en forma matricial tenemos a la iteracién de Jacobi como
g =D YL+ U)z® + D%, i=0,1,...

y a la iteracién de Gauss-Seidel como

m(i+1) = (D - L)-lU.'L'(Z) "I" (-D - L)~1b7 Z = 07 1’ M

o equivalentemente
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donde L' = D 'L y U’ = D'U. Dado que L' es estrictamente triangular inferior,
det(I — L) =1 e I — L’ es no singular, entonces

@) = (I - L)z + (I - L) e, i=0,1,...

Entonces, para el método de Jacobi H = M"IN = DY (L+U) = L' + U’ y para el
método de Gauss-Seidel H = M~'N = (D~ L)"'U= (I - L')"'U".

Definicién 4.2.1 Sea A € M, (R) no singular con a;; # 0 para 1 < i < n. Definimos la
matriz de Jacobi como B = L' + U’ y la matriz de Gauss-Seidel como £ = (I — ') U".

4.3 Sobre la convergencia y estimacién de errores.

Recordemos que nuestro principal objetivo es mostrar que una aplicacién importante del
teorema de Perron-Frobenius se da en la demostracién de un teorema de comparacién de
la convergencia de los métodos iterativos descritos anteriormente. En primera instancia
establezcamos una condicién suficiente para la convergencia individual de dichos métodos.
Supongamos entonces que cualquiera de los tres métodos iterativos descritos en la
seccién anterior (aproximaciones sucesivas, Jacobi, Gauss-Seidel) converge, es decir,

™  converge a z* cuando m — oo.

Pasando al lfmite en la ecuacién (™Y = Hz(™ ¢, obtenemos z* = Hz* + ¢, lo que
indica que z* satisface al sistema considerado. Por consiguiente, si el proceso iterativo
converge, lo hard a la solucién del sistema.

Consideremos ahora la ecuacién z = Hz + c¢. En cualquiera de los procesos iterativos
anteriores obtenemos la iteracién 2 = Hz0G~Y 4 ¢ paras=1,2,.... Entonces

W —z = H(z© — x)
2@ — 2 = H*(2© — z)

9 — g = ﬁi(x(o) — )
de donde, por el teorema 3.2.1 d),
o0 o] = [0 — )] < 170 [0 — ] < N 0]

Luego, si ||H|| < 1 tenemos que ”x(i) — x“ — 0 cuando i— oo, esto es, 29 — 7.

Retomando la discusién de los métodos iterativos de Jacobi y Gauss-Seidel, vemos que
no sélo se necesita que la matriz M = A + N sea fdcilmente invertible sino que M ! sea
una aproximacién lo suficientemente buena a A~! como para que
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I = M71A| = |M7IN|| = || H|| < L.

En virtud del teorema 3.4.1 esta ltima condicién implica que todos los valores propios
de H tiene moédulo menor que 1.

Teorema 4.3.1. Sea A= M — N € M,(C) con A y M matrices no singulares.
Entonces para H = M~'N y c¢ = M™1b, el método iterativo converge a la solucién de
Az = b para cada conjetura inicial (? si y sélo si p(H) < 1.

Demostracién
Demostraremos primero el teorema en el caso en que H tiene n vectores propios li-
nealmente independientes. En efecto, si z,...,z, son n vectores propios linealmente
independientes de H con valores propios Ai, ..., A\, respectivamente, podemos escribir
2O -z =z + -+ Ay para algunos escalares ay, ..., a, € C y por lo tanto
z® — g = HY(ayz1+---+ Qnn)
= o Ajx1 + - -+ oA, T,
de aqui se deduce que ”a:(i) - :c“ — 0siysolosi |\ <1 para k=1,...,n. Porlo

tanto 2% — z siy s6lo si p(H) < 1.
En el caso general, como en el parrafo anterior al teorema, tenemos la ecuacién

20 — = H (z® — 7)
Tomando el limite cuando 4 — oo, obtenemos que ¥ — z si y sélo si
lim; ., H* = O,

que se da si y sélo si p(H) < 1 segin el teorema 3.4.1.00
Definicién 4.3.1. Sea A € M,(R). Se dice que A es diagonalmente dominante si

laiz| > 375 juila;] para  i=1,....n

Teorema 4.3.2. Si A es diagonalmente dominante, entonces la iteracién de Jacobi y
la iteraciéon de Gauss-Seidel convergen a una solucién de Az = b.

Demostracién

Si A es diagonalmente dominante, la matriz H de la iteracién de Jacobi tendra la
propiedad

Por lo tanto
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Luego, la iteracién de Jacobi converge.

Consideremos ahora el caso de la iteraciéon de Gauss-Seidel. Para j = 1,...,n, sean
Slal o 8= 3 lagl y My = —2
a; = Gj; = ail y =
at P " (lazil — o)

Como A es diagonalmente dominante, se deduce que |a;;| > a; + 3; y en consecuencia,
M; <1 para j=1,...,n. Por lo tanto,

M=max M; <1.

1<j<n

Demostraremos que

Tn gx”,%ﬁ“—— M<1

Sea z un vector distinto de cero en R™ y sea y = Hz. Elijamos k de modo que

I9lloo = max |yl = |yl -

Se sigue de la definicién de H que y = Hz = (D — L) 'Uz, y de aqui
y=D"YLy+ Uzx).

Comparando la k-ésima coordenada de cada lado, se observa que

= —( Z Qri Yi — Zn: am'fl?i)

Ak =1 i=k-+1

y por lo tanto

19lloo =I5l < (o 19lle + B l12]loc)-

De la desigualdad anterior se sigue que

15zl _ llyll

ol il = =M

Finalmente, se tiene que

IH],, = mggc“THﬁﬂ— M<l
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y en consecuencia la iteracién convergera a la solucién de Az = b. L]

Veamos ahora cémo estimar el error que se comete en el método iterativo. Consideremos
cualesquiera dos aproximaciones sucesivas z(™ = Hz(™ ) 4+ ¢ y ™) = Hz(™W 4 ¢
Restando y tomando normas obtenemos

(|2t — ™| < || H]|| |z — 21| para m=1,2,... (%)

Si ||H|| < 1, el método converge y, denotando por z* a la solucién del sistema podemos
escribir

o* = z0™ 4 (gD — g 4 (g0t _ gm0y oo g (g(mte) - gme-1)y
de donde,
2% — 2| < |2t — 2tm|| 4 ||z0mH2) — D] 4o ||l — gD 4
v usando (x) Tecursivamente obtenemos
|z* — 2™ < || H]| ] — z=D|| (L+ | Hf| + -+ |HIP +...)
Por ser ||H|| <1, 1+ |H||+---+ |[H|P"" +...) converge a (1 — ||H||)~". Luego

1 || — 20

*_ pm)| < (*x)
5 —z <
L e
La desigualdad anterior nos permite estimar el error que se comete en la aproximacion
H
z(™ si conocemos su valor y el de su precedente. Por ejemplo, si I—I—I—”—lll{ﬁ < 1, entonces

lz* — 2] < [|2™) — &lm=DI.

Podemos obtener otra expresién que nos permite estimar el error que se comete en la
n-ésima, aproximacion antes de que la hallamos calculado con sélo conocer la aproximacién
inicial @ y la siguiente z("). En efecto, de () obtenemos recursivamente que

o)~ 0] < 1) a0 — 20 < i) o — 20
y sustituyendo en (**) obtenemos

1H™ [|2® - 20|
1=l

o ~ 2™ <

que es una expresién que depende de las 2 primeras aproximaciones.

Con frecuencia es importante comparar la exactitud de 2 aproximaciones sucesivas, €3
decir, los valores de z*—z(™ y 2*—z(™+1)  Este estimado de la velocidad de convergencia del
proceso de aproximaciones sucesivas se obtiene de la siguiente manera. De las igualdades
z* = Hz* + c y 2D = Hz(™ 4 ¢ se obtiene, restdndolas y tomando normas, que
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| — D] < 1 H]| |

2t — 2™

Si como antes, para los errores usamos la notacién e™t) = z* — (™) podemos
escribir

le™ 2| < 1& [|e]] -

De la desigualdad anterior se deduce que el error de cualquier aproximacion es propor-
cional al de la precedente y, cuanto menor sea ||H||, tanto més répida serd la convergencia.

Para concluir esta seccién, ilustremos los métodos iterativos de Jacobi y Gauss-Seidel.

Ejemplo 4.3.1.

Sea A € My(R) definida como

1 0 -3 —1
o 1 -4 -4
A= 1 1 4 4
REEE
-3 —z 0 1

Claramente, la tinica solucién a dicho sistema es
$1:$2=1}3=.’E4=1.

Si nuestro vector inicial de aproximacién es 2(% = 0, entonces el vector inicial e© tiene
todas sus componentes iguales a —1. Para este caso, la matriz H de la iteracién de Jacobi
y la de la iteracién de Gauss-Seidel son respectivamente

0011

110011
— AM-1nT — -1 _ =
H=M"'N=D (L+U)_4 1100

1100
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1
H=M7'N=(D-L)"U=

cooo
cooo

[ [ "
Y[ P -

Si ™ y 8™ denotan los errores para los métodos iterativos de Jacobi y Gauss-Seidel
respectivamente, entonces se tiene que

1 2

1 {1 112
(m) — gme®) — —_—_ m) — gme0) — >1
o H™e om | 1| B H™e = |1 m 2
1 1
Asi, como
" 1 mll V10
o = g > 8] =G vm21,

podemos concluir que H ﬁ(m)ll tiende m4&s répidamente a cero que “a(m)n para esta

eleccién particular de €. Esto 1ltimo nos permite sospechar que en algunos casos la
iteracién de Gauss-Seidel converge mds rapido que la iteracién de Jacobi.

4.4 Velocidades de convergencia.

En esta seccién nos avocaremos a una formulacién precisa de lo que significa que un método
iterativo sea mas rapido que otro.

Comencemos analizando la velocidad de convergencia de un método iterativo conver-
gente. Por el teorema 4.3.1, si p(H) < 1 entonces para cualquier conjetura inicial z©, 1a
sucesién (@ 2 ... de aproximaciones sucesivas generada por el método iterativo con-
verge a la solucién tinica Z de (I — H)z = c. Poniendo ™ = 7 — (™ buscamos determinar
la velocidad a la cual ||e(") H converge a cero cuando n — 00.

Primero, definamos una cantidad conocida como nimero de condicidn para una matriz
A. Sea A € M,(C) una matriz no singular y consideremos el sistema (1). Si z* es la
solucién exacta al sistema, z’ es una aproximacion a la solucién, e = z* — 2’ y ||-|| es una
norma en V,(C) entonces ||e]| es una medida del error absoluto y ﬂ;—*n es una medida del
errlc|>r”relatz'vo. En general, no tenemos manera de determinar los valores exactos de |le||

e
" ol
en el sistema (1) y ver qué tanto se acerca ¥ = Az’ a b; el vector r = b —V = b — Az’

Una forma posible de comprobar la exactitud de z’ consiste en volverlo a colocar
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restduo relativo y proporciona una estimacién precisa del error relativo.

Dado que r = b — Az’ = Ax — Az’ = Ae, se tiene que e = A~!7 y por el teorema 3.2.1
se deduce que [e]| < |A7M 7l v lI7Il < 11 A]| lle]] - Por lo tanto,

se llama

se llama residuo y se puede calcular facilmente. La cantidad

Il -
Tl < el <A~

B e < el e Ll e Ll
Ademds 17 < ll=”ll < BT, tego ey < e = BT gy

Esta tltima desigualdad relaciona el tamaiio del error relativo con el residuo relativo. Si el
mimero ||Al] ||A™!]] estd préximo a 1, el error relativo y el residuo relativo serdn similares.
Si el nimero es grande, el error relativo podria ser muchas veces mds grande que el residuo
relativo.

Ejemplo 4.4.1.
Sea A = ( 33 ) . Entonces A™! =1 ( b 3 ) Al =9y A7 =%. Por
4 5 -4 3 o3
lo tanto, || Al |47, = 24. Asi, el error relativo en la solucién calculada a un sistema
Ax = b podria ser hasta 24 veces mayor que el residuo relativo.
Definicién 4.4.1. Sea A € M,(C). El nimero de condicion de A se define como
v(A) = ||A|| ||A™t]], donde ||-|| es la norma espectral.

Evidentemente, tenemos que v(A) > 1yaque I = AA 'y 1=|I|| < HAH [|A~ 1” Por
otro lado, si A es unitaria entonces por el teorema 3.3.1 [|A]| = [p(A~ 1A)]2 = [p(I )]2 =1.
Anslogamente, ||[A™|| = 1y por lo tanto v(A) = 1 si A es unitaria.

Supongamos ahora que tenemos un método iterativo general

™) = Helm 4 ¢ m > 0,

donde H € M,(C). Si (I — H) es no singular entonces existe una tnica solucién de
(I — H)z = ¢, y si como antes los vectores de error (™ para este método iterativo general
estén definidos como (™ = z(™ — 2 entonces e/™ = H™e® para m > 0. Si e©® es un
vector no nulo entonces

€] _ o .
ey <17 para m 20,
_—_ ]
por lo que ||H™|| nos da una estimacién de cota superior para el cociente €] de
e

las normas euclidianas de e™ y e(® para m iteraciones. Recalquemos aquf el hecho de
que consideramos tales razones para toda m > 0, como ¢® es un error inicial arbitrario
no nulo entonces ||H™|| sirve como una base de comparacion para los diferentes métodos
iterativos.

Por otra parte, puesto que por el teorema 3.3.2 p(H) < ||H||, tenemos que para £ > 0,
p(H)+ e = ||H||, de donde
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e < NE™ el < HHI™ [|e®]] = [p(H) + &I [|e@]]

Entonces [p(H) + €]™ es el factor de reduccién de la magnitud del error, que se puede
tomar aproximadamente como [p(H)]™. Por ejemplo, supongamos que se desea que la
magnitud del error sea menor que 107°. El mimero de iteraciones que se necesitara realizar
en este caso sers igual al menor valor de m para el cual se obtiene que [p(H)]™ < 107°.
Tomando logaritmos en esta tltima expresion y exigiendo que 0 < p(H) < 1, tendremos
que log [p(H)|™ <log10~*, de donde se desprende que mlog p(H) < —s y de aqui,

s
™2 Tlog o)’

Por consiguiente, el nidmero de iteraciones m que se requiere para reducir el error inicial
en un factor 107° es inversamente proporcional a —log p(H).

Definicién 4.4.2. Sea A=M — N € M,(C) con A y M matrices no singulares y
H = M7IN la matriz de iteracién. Dada una norma matricial ||-||, ||H™]| es lamado el
factor de convergencia para m pasosy R, = ||H m||7§5 es llamado el factor de convergencia
promedio (por paso para m pasos) para esta norma.

Definicién 4.4.3. Sea A € M,(C). Si para algin entero positivo m, ||A™| < 1,
entonces

_InflA™]

R(A™) = —[([|Am])%) = -

es la velocidad promedio de convergencia para m iteraciones de la matriz A.

En este sentido, si A, B € M,(C) y R(A™) < R(B™), entonces B es iterativamente
mas riapido para m iteraciones que A. Puede resultar que para un vector particular y,
1B™y|| < ||[A™y]| y sin embargo, ||A™| < ||B™| de donde, por la definicién 4.4.3, A es
iterativamente mds rapido para m iteraciones que B.

En términos de célculos efectivos, la importancia de la velocidad promedio de conver-
gencia R(H™) de la matriz dle iteracién H es la siguiente. En virtud de la definicién 4.4.2
e[}
e
normas de error sucesivo. Si ||H™|| < 1, entonces por la definicién 4.4.3

o= ('Ie(m)”>ﬁ < (“Hm”)% — ~RH™)
S\ e ) T

la cantidad o := es el factor de reduccion promedio por iteracién para las

donde e es la base del logaritmo natural. Definiendo N, := (R(H ™))~ y teniendo en
cuenta que o < e ™) ge sigue que

@ | =
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asf que N,, es una estimacién bruta del mimero de iteraciones requeridas para reducir
la norma del vector inicial de error por un factor e.

Hagamos hincapié en el hecho de que ||H™|| da una medida de la cantidad por la cual
la norma del error es reducida después de m iteraciones. Usualmente, se itera hasta que
||le™]| es reducida a una fraccién § de ||e”)]|, esta reduccion se puede lograr eligiendo m
tal que

e < &[]

Podemos satisfacer esta desigualdad si elegimos m lo suficientemente grande para que
I|1H™|| < é. Asi, para toda m lo suficientemente grande tal que ||[H™| < 1, la tltima
desigualdad es equivalente a que

> —1lné
" (Il ™)

Asi, el minimo nimero de iteraciones es inversamente proporcional a R(H™).

Retomemos ahora en la discusién de la comparacién de métodos iterativos el radio
espectral de la matriz de iteracién H.

Si A; y Az son ambas Hermitianas, entonces por el corolario 3.3.1

A7) = (p(A))™ para i=1,2ym>1,

y asi, si p(A1) < p(As) < 1, entonces ||AT|| < ||A7|| para todo m > 1.

Desafortunadamente, aunque sabemos que ||A™|| — 0 cuando m — oo para cualquier
matriz convergente, la norma espectral ||A™|| puede comportarse errdticamente. En tér-
minos de la definicién 4.4.3, es enteramente posible para una matriz A ser iterativamente
m4s rapida que una matriz B para m, iteraciones, pero iterativamente m4ss lenta para
mgy ¥ my iteraciones. Para ilustrar esto, consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.4.2.

Sean A, B € M>(R) dos matrices convergentes tales que

A:{(g i}, Bz[g 2}, O<a<p<l

Se puede verificar rdpidamente que
m m~—1 m
Am:[a dma } v Bm___[a 0]

0 a™ 0 g™

Recordando que ||A™|| = p[(A™):A™]2

-
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1
2
|A™) = {azm +8m2a?™2(1 4 4/1 + ——43‘32)}

[1B™|| =5

Asi, para a suficientemente cerca de 1, podemos ver que las normas ||A™|| estan ini-
cialmente incrementdndose para m > 1, y que ||A™|| > ||B™|| para valores pequefios de m.
Por otro lado, es claro que ||A™|| < ||B™|| cuando m — oo.

Para potencias grandes de la matriz A, hay disponible informacién mds precisa acerca
de ||[A™]| .

Conven igni g(m)

gamos que g(m) ~ h(m) cuando m — oo, significa que h(m) — 1 cuando

m — oo. Ademds, por g(m) = 0(X) cuando m — oo se entenderd que |mg(m)| < o para
toda m suficientemente grande, donde ¢ es una constante positiva.
Lema 4.4.1. Sea J), € M,(C) la siguiente matriz de Jordan

A1 0 ... 0

0O A1 ... 0
Hp=100 A ... OV =XN+E

000 0 A

donde A # 0. Entonces

“ pH ~ CP-1 (J)]m_(p_l) cuando m — 00.

Demostracién
Por el lema 2.2.2
[A™ CLAmTt c2amtr L L o e ymele)
0 ™ C’%l)\m—l CTr,rLL—(p—Z) \=(r-2)
0 0 Am ol o8 \me(-3)
/\,p - 2 E 0 . . ) :
S : P ot
\ 0 0 0 0 0 A

param > p— 1.
En virtud de que |A| = p(J) > 0 definimos

J;\"p
Km: ] ,_ 1)
CEzm (p-1)
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entonces K,, = (k(m)) € M,(C) es tal que para todo 1 < ,5 < p, k(m) = 0(%) cuando

m — 00, con la sola excepcién de que la entrada k(m) es 1. Formando K} K,, = (l(m))
es claro que todas las entradas de este producto son ()(m), con la excepcién de la entrada

lpp ) — = 140() . Por el lema 3.6.4 los valores propios de una matriz son funciones continuas
de las entradas de una matriz, de aqui se sigue que ||K,,|| — 1 cuando m — oco. O
Teorema 4.4.1. Sea A € M,(C) tal que p(4) > 0 entonces

|A™[| ~ ACE [p(A)]™ 1) cuando m — oo,

donde p es el orden del bloque de Jordan més grande en la forma canénica de Jordan
de A asociado con un valor propio de médulo igual a p(A) y A es una constante positiva.

Demostracién

Sea S € M,(C) una matriz no singular tal que A = SJS™!, donde J es una forma
canodnica de Jordan de A. Podemos suponer que la matriz de Jordan J es tal que sus
submatrices diagonales J;, 1 < [ < r, estdn arregladas en orden no decreciente de sus
radios espectrales y la submatriz diagonal final J, es tal que |A| = p(J;.) = p(A) y el orden
de J, no es excedido por el orden de cualquier otra submatriz J; con p(J;) = p(A). Si el
orden de J,. es p, entonces la matriz

Jm
Oh [o(A)J" oD

tiende a la matriz M € M, (C) para la cual todas sus entradas son cero excepto para
ciertas entradas de médulo uno tales como la situada en el (n — p + 1)-ésimo renglén y la
n-ésima columna. Precisamente, el niimero total de tales entradas de médulo 1 de M es
igual al mimero de las submatrices diagonales J; para las cuales p(J;) = p(A) y el orden
de J; es igual al orden de J,. Asi

Am

CE (A || ISMS™H| = A cuando m — oo,

lo cual completa la demostracién. []

La constante A = ||[SM.S™!|| puede ser estimada de la siguente manera:

Dado que v(S) > 1, A™ = SJ™S™ 1y J™ = S~ A™S, entonces se sigue de la definicién
de v(S) y el teorema 3.2.1 d) que

7™
v(S)

<A™ <v(S) 171,
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Para ilustrar este 1ltimo resultado, consideremos el siguiente ejemplo.
Ejemplo 4.4.3.
a 4

Sea A = ( 0 o ) € M>(R). En este caso p = 2 , a = p(A) y se puede verificar que

(40 (a1 _ ) L (04
S*(O 1)"]“(0 a)sontalesqueA“SJS . Pero como SMS ._(00)
0

donde M = 0 (1) , entonces la norma espectral de esta matriz es 4 y asi A = 4. Como
S| =4, ||IS7!| =1 entonces v(5) = 4.

Regresando al tema de velocidades de convergencia, vemos por el lema 4.4.1 que si
una matriz A es convergente, entonces la norma espectral de todas las potencias lo su-
ficientemente grandes de la matriz son monétonas decrecientes. En efecto, tomando en
consideracién la afirmacién del teorema 4.4.1 podemos naturalmente probar el siguiente
resultado.

Teorema 4.4.2. Sea A € M,(C) una matriz convergente. Para toda m suficientemente
grande, la velocidad promedio de convergencia para m iteraciones R(A™) satisface

lim R(A™) = —In p(A)

m-——>00

Demostracién
Por el resultado del teorema 4.4.1 tomando logaritmo en base e, obtenemos

_If4"| WA ozt

AMY) = ,TZ“(p—_l)l A).
Ram) == B8 Do one i p(a)
InA InCP!
Dado que 22 Lo , - mm — 0 y Cm P 1 cuando m — oo , se obtiene la

conclusién del tgremaﬂ

Definicién 4.4.4. Sea A € M, (C). Entonces Ry (A) := n{l}go R(A™) = —Inp(A) es la
velocidad asintdtica promedio de convergencia o velocidad asintdtica de convergencia.

En virtud del corolario 3.3.1 y el teorema 3.3.2, ||A™|| > [p(A)]™ para todo m > 1. Asi,
tenemos inmediatamente.

Corolario 4.4.1. Si A € M,(C) es una matriz convergente arbitraria entonces

Roo(A) > R(A™)

para cualquier entero positivo m para el cual ||A™| < 1.

Debemos decir que la velocidad asint6tica de convergencia R..(A) para una matriz
convergente A es simplemente la medida de rapidez de convergencia de una matriz de
uso més comin. Sin embargo, su uso indiscriminado o con poco cuidado puede darnos
informacién engafiosa.

Ejemplo 4.4.4.
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a 4

Sea A = 0 o )€ M>5(R) con 0 < o < 1. Si @ = 0.99 entonces A es convergente y

R (A) = 0.01005, de donde su reciproco Ny, = 99.50. Esto indicaria que aproximadamente
s6lo 100 iteraciones serfan suficientes para reducir la norma euclidiana de cualquier vector
inicial de error por un factor de e. Sin embargo, como hemos visto para este ejemplo
particular, ||A™|| inicialmente se incrementa y ||A™| > 1 para todo m < 805. Con el

objeto de tener que ||[A™|| < S es necesario que m > 918.
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4.5 Un Teorema de Comparacion.

Con la definicién de velocidad asintética de convergencia, compararemos ahora las veloci-
dades asintéticas de convergencia, o equivalentemente, el radio espectral de la matriz de
Jacobi B y la matriz de Gauss-Seidel £ asociadas a los respectivos métodos iterativos.
Esta comparacién fundamental basada en el Teorema de Perron-Frobenius es debida a
Stein-Rosenberg(1948).

Teorema 4.5.1. (Stein-Rosenberg).

Sean A una I-matriz, B = L + U la matriz de Jacobi y £ = (I — L)7'U la matriz de
Gauss-Seidel. Entonces:

a) p(B) < 1siysolosip(L) < 1.

b) p(B) < 1 (y p(£) < 1) si y s6lo si A es una M-matriz; si p(B) < 1 entonces
p(£) < p(B).

¢) Sip(B) > 1y p(L) > 1 entonces p(L) > p(B) > 1.

Demostracién

Sea A una L-matriz. Dado que L es una matriz estrictamente triangular inferior,
L™ = O y entonces tenemos que

(I-L)y'=I+L+L*+---+ L™ >0,

de donde £ = (I — L)~'U > O. B
Ahora, sea A = p(L) y & = p(B). Por el teorema de Perron-Frobenius A es un valor
propio de L, luego Lw = Aw para algin w # 0. De aqui se sigue que

(AL + U)w = dw,
por Io que X es un valor propio de AL + U y por lo tanto tenemos que
A < p(AL+ ).

Si A < 1 entonces, por el lema 3.6.3., p(AL +U) < p(L + U) = T, esto es, A < L.

Por otro lado, si A > 1 entonces X < p(AL + U) < p(AL + \U) = AT, de donde T > 1.

Asi, hemos mostrado que:

(i) Si X < 1 entonces X < Ti.

(ii) Si X > 1 entonces 7 > 1.

Esto 1ltimo implica que:

(iii) Si 7z < 1 entonces A < 1.

Dado que B > O, por el teorema de Perron-Frobenius 77 es un valor propio de B, es
decir, para algtin v # 0 se tiene que Bv = fiv. Entonces, tomando Q = (I — aL)~'U con

1
a = —, tenemos que Qv = fw. Por lo tanto, it < p(Q).
7

Pero si it > 1, entonces como a < 1, tenemos que

(I—ol)y'=T+al+ad*L?+---+a" ' L" ' < T+ L+ L4+ L= (I - L)L
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Se sigue que @ < L, es decir,

E<p@Q) <p(L)=X

Asi, hemos mostrado que:

(iv) Si 7 > 1 entonces X > 7i > 1.

Esto implica que:

(v) Si A < 1 entonces i < 1.

Por (iii) y (v), tenemos a). Por (i) y el teorema 4.1.1., tenemos b). Por (iv), tenemos
¢). Luego la demostracién del teorema estd completa. [J

Asi, la matriz de Jacobi B y la matriz de Gauss-Seidel £, son ambas convergentes o
ambas divergentes. Como una consecuencia inmediata tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.5.1. Si la matriz de Jacobi B es tal que 0 < p(B) < 1, entonces Ro.(L) >
R..(B).

Asi, el resultado de Stein-Rosenberg nos da nuestro primer teorema de comparacién
para los diferentes métodos iterativos. Interpretado de una manera més practica, el método
iterativo de Gauss-Seidel no sélo es computacionalmente mas conveniente por cuestién de
almacenamiento de datos que el método iterativo de Jacobi, sino que ademés es asintéti-
camente m4s rdpido cuando la matriz de Jacobi B es no-negativa con 0 < p(B) < 1.

Regresando al ejemplo 4.3.1, la matriz de Jacobi convergente

N
O O
- O

O D =
O O et et

ciertamente satisface la hipétesis del corolario 4.5.1, y asi la velocidad asintética de
convergencia de la matriz de iteracién de Gauss-Seidel es mds grande que la de la matriz
de iteracion de Jacobi como es sugerido anteriormente.

Serfa de interés comparar ahora la velocidad promedio de convergencia del método
iterativo de Jacobi para m iteraciones con la del método iterativo de Gaus-Seidel, para
cada m > 0, en el caso de que la matriz de Jacobi B es no-negativa y 0 < p(B) < 1. Si
examinamos otra vez el ejemplo de la seccién anterior, vemos que la matriz B es real y
simétrica, asf que por el corolario 3.3.1

1B = p(B)" = o

Por otro lado, por célculo directo

002 2

1 002 2
m: >
24m) | 0 0 1 1 param 2 1,

0011
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por lo que
00 0 0
R 1 00 0 O
L™ L =@ | 0 0 10 10 | P21
0 0 10 10

) .
Luego, ||[L™|| = {—-n; para m > 1y vemos que [|[L™|| > ||B™|| para m = 1. De hecho si

elegimos nuestro vector de error inicial como

e® — /3

e~ O O

entonces |[e@] = 2, |BeQ|| = 1y ||[£e@] = %E > 1 = ||Be®||, de donde se

deriva la sorprendente conclusién que para exactamente una iteracién, el método de Ja-
cobi es iterativamente mas rapido que el método iterativo de Gauss-Seidel. Este simple
contraejemplo nos muestra que no podemos extender la desigualdad del corolario 4.5.1
del Teorema de Stein-Rosenberg de velocidades asintéticas de convergencia a velocidades
promedio de convergencia para todo m > 1. Enfaticemos que en el caso no-negativo hemos
restringido nuestra comparacién de los métodos iterativos de Jacobi y Gauss-Seidel a ma-
trices irreducibles no-negativas en virtud de que el propésito era exhibir a la teorfa de
Perron-Frobenius como base de la comparacién. Desafortunadamente, para el caso en que
la matriz de Jacobi no es no-negativa, no es posible probar que las desigualdades relativas
al radio espectral de las matrices inducidas por los dos métodos iterativos en cuestion se
dan en el caso general. Especificamente, se pueden dar contragjemplos donde un método
iterativo es convergente mientras que el otro es divergente, asi que en el caso general
ninguno de los dos métodos puede ser universalmente favorecido.
Ejemplo 4.5.1.

1 2 -2 0o -2 2

Sea A=1]11 1 entonces B = | —1 0 —1 |, aqui p(B) < 1 mientras
2 2 1 -2 -2 0

que p(£) > 1.

Ejemplo 4.5.2.
2 -1 1 01 -1

Sea A = 2 2 2 | entonces B=| —2 0 -2 |, aqui p(B) > 1 mientras
-1 -1 2 1 1 0

que p(L) < 1.
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5 Apéndice.

Programas en MATLAB de los algoritmos numéricos subyacentes a los métodos iterativos

de Jacobi y Gauss-Seidel.
Programa 1 (Método iterativo de Jacobi). Resolucién de un sistema lineal Az = b

mediante la generacién de una sucesién { x(’“)} que converge a la solucién, a partir de un
punto inicial (9. Recordemos que una condicién suficiente para que el método sea aplicable
es que A sea estrictamente diagonal dominante.

function X=jacobi(A,B,P,delta,max1)

%Datos

% A es una matriz invertible de orden n X n.
% B es una matriz de orden n x 1.

% P es una matriz de orden n x 1; el punto inicial z(%.
% delta es la toleracia para P.

% max1 es el niimero médximo de iteraciones.
%Resultados

% X es una matriz de orden n x 1 :

% la aproximacién a la solucién de AX = B
% generada por el método iterativo de Jacobi.
N=length(B);

for k=1:max1

for j=1:N

X(§)=B()-AG,[1:j-1,j+1:N]))*P([1:j-1,j+1:N])) /A(j,i);
end
err=abs(norm(X’-P));
relerr=err/(norm(X)-+-eps);
P=X;

if(err<delta)\ ((relerr<delta)

break
end

end
X=X’

Programa 2 (Método iterativo de Gauss-Seidel). Resolucién de un sistema lineal
Ax = b mediante la generacién de una sucesién {m(k)} que converge a la solucién, a partir
de un punto inicial (¥, Recordemos que una condicién suficiente para que el método sea
aplicable es que A sea estrictamente diagonal dominante.

function X=ggseid(A,B,P,delta,max1)

%Datos
% A es una matriz invertible de orden n X n.
% B es una matriz de orden n x 1.

% P es una matriz de orden n x 1; el punto inicial z(©.



% delta. es la toleracia para P.
% max] es el mimero méaximo de iteraciones.
%Resultados
% X es una matriz de orden n X 1 :
% la aproximacién a la solucion de AX=B
% generada por el método iterativo de Gauss-Seidel.
N=length(B);
for k=1:max1
for j=1:N

if j==1

X(1)=(B(1)-A(1,2:N)*P(2:N)) /A(1,1);
elseif j==
X(N)=(B(N)-A(N,1:N-1)*(X(1:N-1))’)/A(N,N);
else

% X contiene la aproximacién k-ésima,
% y P la (k-1)-ésima
X(§)=B()-AG1:-1)*X(L:j-1)-A (), +LN)*P(j+1:N)) /A(),));
end
end
err=abs(norm(X’-P));
relerr=err/(norm(X)-eps);
P=X;
if(err<delta)\ ((relerr<delta)
break
end
end

X=X’
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