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Introduccion

Motivacion

En general, al analizar datos, algunas veces es de interés tomar en cuen-
ta la informacién inicial disponible que se tenga sobre las cantidades bajo
estudio. El enfoque Bayesiano de la inferencia estadistica permite hacer es-
to basandose en la interpretaciéon subjetiva de la probabilidad. Dada una
distribucién inicial (tipicamente un modelo paramétrico) que describe la in-
formacién inicial acerca del valor de una cantidad desconocida, el teorema de
Bayes (sobre el cual se basa la estadistica Bayesiana) permite actualizar esa
informacion con la de los datos observados. La distribucién final resultante
resume la informacion disponible de las cantidades de interés, las cuales estan
condicionadas al modelo planteado.

El andlisis de datos categéricos se ha basado principalmente en el enfoque
de la estadistica Clasica, haciendo sus inferencias con aproximaciones basadas
en la teorfa asintética. Sin embargo, como en muchas areas en donde se
aplica la estadistica, el enfoque Bayesiano ha venido desarrollandose en los
ultimos anos. Esto debido al mejoramiento de herramientas y programas
computacionales eficientes, que han hecho posible la soluciéon de problemas
mé&s complejos.

El interés principal de este texto es el analisis Bayesiano de datos ca-
tegéricos. Ademas se presenta el analisis de las tablas de contingencia y su
modelacién utilizando modelos loglineales, asi como el analisis de series de
tiempo de datos discretos.

Descripcién de la Tesis

El texto consta de cinco capitulos. El primer capitulo pretende introducir
al lector a los conceptos béasicos de estadistica (Bayesiana), tales como andlisis
conjugado, prediccién, intercambiabilidad, suficiencia y familias exponencia-
les. Ademas se exponen métodos de simulacién y una breve explicacion del
software WinBUGS que permite la simulacién de modelos Bayesianos. En el

VII



VIII INTRODUCCION

segundo capitulo se estudian los datos categoricos desde el punto de vista de
la estadistica Clésica, enfocandose en el analisis de tablas de contingencia,
sus propiedades y su modelacién a través de modelos loglineales. El tercer
capitulo analiza los datos categoricos pero ahora utilizando las herramientas
de estadistica Bayesiana. Se estudian los modelos loglineales Bayesianos y
brevemente se resumen otros tipos de modelos que pueden ser de mucha uti-
lidad al analizar datos categéricos. En el cuarto capitulo se muestran otros
modelos utilizados para variables discretas, una aplicacion de las pruebas es-
tadisticas Bayesianas en tablas de contingencia y principalmente, un anélisis
de datos discretos de series de tiempo. Finalmente, en el capitulo 5 se presen-
tan algunas conclusiones y se discuten posibles temas para trabajo futuro.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo es una breve introduccién a los conceptos basicos de la
estadistica Bayesiana, asi como a uno de los software estadisticos de gran
utilidad para la simulacién de modelos Bayesianos y en particular para el
estudio de datos categdricos.

En la seccién 1.1 estudiamos los conceptos bésicos de la estadistica Baye-
siana. En la seccién 1.2 damos una breve descripcién de WinBUGS, software
para el andlisis Bayesiano de modelos estadisticos a través de métodos de
Monte Carlo via cadenas de Markov. Finalmente, en la seccién 1.3 estudiamos
las propiedades de las estadisticas suficientes y las familias exponenciales.

1.1. Inferencia Bayesiana

Sea X1, ..., X, una muestra aleatoria de una distribucién desconocida F.
En Estadistica es comun considerar una familia paramétrica de densidades,

P = {p(x|0) - 6 € O},

y proceder como si la distribucion F' correspondiera a alguno de los modelos
en P. De esta manera, el problema se reduce a hacer inferencias sobre el su-
puesto valor del parametro 6 que corresponde al “modelo verdadero”. Desde
el punto de vista Bayesiano, la informacién previa sobre el valor desconoci-
do de 0 se describe a través de una distribucion inicial p(). El teorema de

Bayes,
O, 2,]0)
[ p@)p(ar, ... x,]0)d6
permite entonces incorporar la informacién contenida en la muestra, produ-

ciendo una descripcién de la incertidumbre sobre el valor del parametro a
través de la distribucion final p(0|xq, ..., z,).

p(0lzy, ..., x,)
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Es comun escribir el teorema de Bayes como
p(0|xy, ..., xn) < p(O)L(O|21,. .., xp),

donde
LO|zy,...,x,) X p(Ty,...,2,]0),

es la funcion de verosimilitud.

1.1.1. Analisis Conjugado

Tanto p(#) como p(f|xy,...,x,) son distribuciones de probabilidad sobre
el parametro 6. La primera distribucién solo describe la informacién ini-
cial y la segunda distribucién actualiza dicha informacién usando también
la informacién muestral que se pueda obtener. Resulta conveniente tanto
para el andlisis como desde el punto de vista computacional, que p(6) y
p(0|z1, ..., x,) pertenezcan a la misma familia paramétrica.

Definicién 1.1.1. Sea P = {p(x1,...,x,|0) : 0 € O} una familia paramétri-
ca. Una clase (o coleccion) de distribuciones de probabilidad F es una familia
conjugada para P si para todo p(x1,...,x,]0) € P yp(0) € F se cumple que
p(0lxy,. .., z,) € F.

Para garantizar que p(0) y p(f|x1, ..., x,) pertenezcan a la misma familia
general de funciones de distribucién, se elige a p(f) de tal manera que tenga
la misma “estructura”de p(zy,...,2,|0) vista como una funcién de 6.

A continuacion se estudiaran casos particulares de familias conjugadas de
las distribuciones més usadas en el andlisis de datos categoricos y tablas de
contingencia.

Datos Binomiales

Muchas aplicaciones hacen referencia a un nimero fijo n de observaciones
binarias. Sean y1, ..., vy, los resultados de n ensayos independientes e idénti-
cos tal que p(Y; = 1) = 7y p(Y; = 0) = 1 — m. Generalmente se etiquetan
como “éxitos” y “fracasos” los resultados 1 y 0 respectivamente. Las varia-
bles aleatorias {Y;} independientes e idénticamente distribuidas se conocen
como variables aleatorias Bernoulli. El ntimero total de éxitos, Y = > | ¥},
tiene una distribucién binomial con indice n y parametro 7, y se denota por
Bin(y|n, 7). La funcién de masa de probabilidad de Y es

p(y|m) = (n)ﬁy(l—w)”y, y=0,1,...,n, 0 <7 <1,
Y
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donde el coeficiente binomial es

() ==

L(mly) o< (1 — )" Y.

La verosimilitud es

Una distribucién inicial conjugada para una distribuciéon binomial es la dis-
tribucién beta con pardmetros o y  (ambos positivos), m ~ Beta(r|a, ),
cuya funciéon de densidad de probabilidad de 7 estd dada por

I'(a+0) a1
I'(a)I'(8)

donde I'(+) es la funcién gamma dada por

F(a:):/ t" e tdt.
0

Note que una distribucion inicial simétrica sobre 7w se obtiene haciendo a =
[y cuando @ = (3 = 1 se reduce a una distribucion inicial uniforme. La
distribucion final de 7 también es una distribuciéon beta, con parametros
a+yy [ +n—y, cuya funcién de densidad de probabilidad es

(a4 B +n)
Fla+y)I'(B+n-y)

(1—m) 1, O<m<1l a>0 >0,

p(m) =

oY1 — )Pyl 0<m<l.

p(rly,n) =

Suponga que Y7, ..., Ys son variables aleatorias independientes con dis-
tribucién Bin(y;|n;, 7) parai = 1,...,G. Entonces, si la distribucién inicial
para 7 es Beta(r|a, 3), con a y [ conocidas, la distribucién final de 7 es

G G G
m ~ Beta (W\a—l—Zyi,ﬁ—l—Zni — Zyz> .
i=1 i=1 i=1

Datos Poisson

Algunas veces los datos de conteo no resultan de un ntimero fijo de ensayos
y su rango son los niimeros enteros no negativos. En estos casos, y bajo ciertas
condiciones, un modelo que puede utilizarse es la distribuciéon Poisson. Sea
Y una variable aleatoria Poisson con parametro p > 0; entonces su funcién
de masa de probabilidad es

p(Y=y)=e

Yy
+E y=01. u>o.



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Suponga que Y = {Y7,...,Y,} son variables aleatorias con distribucién
Poisson, con media y varianza comun . La distribucién inicial de p se puede
tomar como una distribucién gamma con pardmetros o'y  (ambos positivos),
con media a//f3, y cuya funcién de densidad de probabilidad estd dada por

p(p) = %,ﬂleﬁ", >0, a>0 8>0.

La verosimilitud de la distribucién Poisson es
£<u|y17 s 7yn) = E(N‘y) X H eiﬂ,uyi.
i=1

La distribucién final de p es

pluly) o [Hexp(—u)ﬂy"] 1~ exp(—06p)

= potm v expl—pu(5 4 n)],

de tal manera que la distribucién final para p es también una distribucion
gamma, especificamente,

p(ply) = Gamma (ula+ Zyi,mn) .

i=1

Debido a que la distribucién inicial y la final pertenecen a la misma familia
de distribuciones, entonces la familia de distribuciones gamma es conjugada
para la familia de distribuciones Poisson.

Datos Multinomiales

Algunos ensayos tienen mas de dos posibles categorias. Suponga que cada
uno de N ensayos idénticos e independientes pueden clasificarse en cualquiera
de k categorias; en el caso binomial & = 2. Sea y;; = 1 si el ensayo i se clasifica
en la categoria j y sea y;; = 0 en otro caso. Entonces Y; = (yi1, Yi2, - - -, Yix)
representa un ensayo multinomial con iYi; = 1; por ejemplo, (0,0,1,0)
denota una clasificacion en la categoria 3 de cuatro posibles categorias. Note
que y; es redundante, debido a que es linealmente dependiente de y;; con
j=1...k—1.

Sea n; = Y. y;; el nimero de ensayos que se clasifican en la categorfa j.
Se dice que los conteos (ny, ng, ..., ng) tienen una distribucién multinomial.
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Sea m; = p(Y;; = 1) la probabilidad de que se clasifique en la categoria j, con
Jj = 1,...,k, para cada ensayo; necesariamente 0 < m; < 1Vj,y 2?21 T = 1.
La funcién de probabilidad de la distribucién multinomial esta dada por

k ﬂ_n
p(ny, ..., nglm, ..., T, N H—' n;=0,1,..., 0< 7, <1,
con N = Z 1”]3’2] 7 = 1.
Note que si nj, j = 1,...,k, fueran variables independientes Poisson
con medias p;, j = 1,. ..,k, entonces su distribucion condicional, dada

N = Z?Zlnj, serfa multinomial con pardmetro m; = pu;/ 2?21 pj. La de-
mostracion es inmediata, dado que N tiene una distribucion Poisson con
media Z?Zl 1y de aqui
p(ni,...,ng|N) = p(ny,...,ng)/p(N)
—S o TR "
e Hj:1(/i 7/n!)
T (S )V /N

Una distribucion inicial conjugada para la distribucion multinomial con
vector de pardmetros (my,...,7m) puede ser la distribucién Dirichlet, con
funcién de probabilidad

k
p(my, ... o) = H , 0<m<1, aj >0,
Hj 1 =1
con ' m=1a=(a a) =
=17 =4 = 1y, Q) Y Oy = ileél.
La distribucién estd parametrizada por un vector v = (aq,...,q4) tal

que E(m;) = a;/an, Var(m) = E(m)(1 — E(m))/(1 + ) y Cov(m, mj) =
—E(m)E(mj)/(1 + o). El valor de o, se interpreta como el “tamafio de
muestra inicial hipotético”, y determina la cantidad de informacién contenida
en la distribucion inicial: una a, pequena implica informacién vaga mientras

que una «, grande indica una distribucién inicial robusta para (7, ..., 7).
La distribucién final de (mq,...,m) es
p(ﬂ-la'"aﬂ-k|n17"-ank7aaN) & p(nla" ’I’Lk|7T1,.. WkaN)p(ﬂ-la"'aﬂ-Ha)
k
= N H T, ) LI
HJ 1 Play) 13
k
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Este ultimo es el kernel de una distribucion Dirichlet con vector de parame-
tros (ny + ag,..., ng + ag), por lo tanto esa es la distribucién final de
(71, ..., m). Esta distribucién contiene toda la informacién disponible sobre
las probabilidades (7, ..., m) de las celdas, condicional a las observaciones
(N1, ..., nk).

A falta de informacién inicial se usa una distribucién inicial no informati-
va. Una de las distribuciones iniciales mas usadas para parametros multino-
miales es precisamente la distribucién de Dirichlet con vector de parametros
a=(1/2,...,1/2).

Teniendo en cuenta que a, se interpreté como el tamano de muestra
inicial, la cantidad I = «, /(N +«a,) puede considerarse como la proporcién de
la informacién total que contribuye a la distribucion inicial. De esta manera,
un valor de a, que permita obtener I = 0.01 produciria alrededor del 1%
de la informacién total, mientras que I ~ 1 implicaria que los datos estan
completamente dominados por la distribucion inicial.

1.1.2. Prediccion

En muchas ocasiones el propdsito de un andlisis estadistico es predecir el
valor de una observacion futura X con base en la informacién disponible. El
problema de inferencia sobre # puede considerarse como un paso intermedio
en la soluciéon al problema de prediccién, aunque en ciertas situaciones puede
ser de interés en si mismo. Por otro lado, debido a resultados de consistencia,
un parametro puede verse como el limite de una sucesion de estadisticas
(i.e. funciones de las observaciones) cuando el tamano de la muestra tiende
a infinito (ver teorema 1.1.2). De esta manera, hacer inferencias acerca del
valor del pardametro 6 puede considerarse como una forma limite de hacer
inferencias predictivas acerca de las observaciones.

Dado el valor del parametro 6, la distribucién que describe el comporta-
miento de la observacion futura = es p(x|€); sin embargo, el valor de 6 gene-
ralmente es desconocido. Algunos métodos estadisticos tradicionales atacan
este problema estimando a 6 con base en la muestra observada, y en muchos
casos simplemente sustituyen el valor de 6 con la estimacion resultante.

Desde la perspectiva Bayesiana, el modelo paramétrico p(x|6), junto con
la distribucién inicial p(f), inducen una distribucién conjunta para (X, 6),
dada por

p(x,0) = p(z]0)p(0).

La distribucion marginal

p(x) = / p(2]0)p(6)db.
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describe nuestro conocimiento acerca de X dada la informacién inicial dis-
ponible. Dicha distribucién se conoce cominmente como la distribucion pre-
dictiva (inicial).

De manera similar, una vez obtenida la muestra, el modelo p(z|0) y la
distribucién final inducen una distribucién conjunta para (X, 6) condicional
en los valores observados 1, ..., x,; i.e.

p(z, 0|z, ..., x,) = p(x|0, 21, ..., 2,)pO|x1, ..., 2,) = p(x]|0)p(0|21, ..., Tp),

donde la tultima igualdad se da siempre y cuando haya independencia condi-
cional de X y (X7,...,X,) dado 6. Asi, la distribucién

p('r‘xlw"uxn) = /p<x|9>p<9‘xl77xn)d97

describe el comportamiento de X dada toda la informacién disponible y se
conoce como la distribucion predictiva (final).

Ejemplo
Sea X1,...,X, una muestra aleatoria de una distribucién Bernoulli con
funcién de masa de probabilidad

p(z]0) = 6%(1 — 9)**, re€{0,1}, 0< 0 <1,

y supongamos que 6 tiene una distribucién inicial Beta(ay, o).
Como ya se menciond, la distribucién beta es conjugada para el modelo
Bernoulli, por lo que la distribucién final de 6 también es beta. De hecho,

p(9|$1, s 73:11) = Beta<9‘a17 ﬁl)a

donde oy =g+ o2y b1 = Bo+n—>3 ;. x;. La distribucién predictiva
final esta dada por

C(og +61) T(ag + 2)T(B + 1 — 2)

plz|Te, ..., Tn) = ) z=0,1.
S ) I'(ar)T(B1) [(ay + 61+ 1)
Esta distribucion se conoce como Beta-Binomial. |
Ejemplo
Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de una distribucién normal con

funcién de densidad

p(x|0) = N(z|0,0?) = (2n0%) Y2 exp {—QL(I - 9)2} , reR, feR,

o2
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con o > 0 conocido. Supongamos que 6 tiene una distribuciéon inicial conju-
gada,

p(0) = N(Olpo, 75).

Entonces la distribucién final de 6 esta dada por

p(e‘l’l, S 7'7;71) = N<9‘M17T12>7
donde

= (115 +n/o*) o/ 75 +nz/o?)
= (1/15 +n/o*)"".

La distribucion predictiva final es entonces

p(‘ﬂxla <o ,l‘n) = N(l‘|:u17 7_*2)7

con
2= o1/t +1/0?).

1.1.3. Intercambiabilidad

Consideramos a X, ..., X, variables aleatorias, cuyo comportamiento se
describe a través de la especificacién de una distribucion conjunta, digamos
p(z1,...,z,). Esta distribucién define de manera implicita otras especifica-
ciones que pueden ser de gran interés. Por ejemplo, para 1 < m < n,

p(z1,. . ) :/p(xl,...,xm,xm+1,...,:cn)d:cm+1~-~da:n,

es la distribucién marginal de (X7, ..., X,,), mientras que

p(l‘17 vy Ty g1y - - axn)
p(T1, .. Ty

P(Tmg1s ey Tn|T1y ey Ty) =

es la distribucién condicional de las variables, X,,.1, ..., X, dados los datos
X1 :ZL'l,...,Xm:ZL‘m.

La especificacién directa de p(zy, ..., x,) puede llegar a ser muy dificil en
la practica. Es por eso que conviene examinar con cuidado el proceso de selec-
cién de una medida de probabilidad especifica que describa adecuadamente
nuestro conocimiento.
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Definicién 1.1.2. Un modelo predictivo para una sucesion de variables alea-
torias X1, Xo, ... es una medida de probabilidad P, la cual especifica la forma
de la distribucion conjunta que describe nuestro conocimiento acerca de cual-
quier subconjunto de la sucesion.

Considere una sucesién de variables aleatorias X7, X, ..., y supongamos
un modelo predictivo que especifica, para todo n € N, una distribucién con-

junta de la forma

p($1, o 7"L‘n) = Hp(xl)v
i=1
de manera que las variables aleatorias X; son independientes. Claramente,
para cualquier 1 < m < n se tiene entonces que

P(Tmats - Tn|T1y oy ) = D(Tinaty -+ Tn),

por lo que bajo este modelo las observaciones zy, ..., x,; Nno proporcionan
informacion alguna sobre las observaciones futuras; no hay aprendizaje a
partir de la experiencia dada.

Un modelo predictivo con una estructura de independencia es inapropia-
do en contextos donde creemos que los datos daran informacién acerca de
eventos futuros. En estos casos, la densidad conjunta debe tener estructura
de dependencia entre las variables aleatorias.

Veremos ahora una forma particular de juicio subjetivo acerca de ciertas
estructuras simples de dependencia pero que pueden corresponder a juicios
reales en situaciones de interés practico.

Definicién 1.1.3 (Intercambiabilidad finita). Se dice que las variables alea-
torias X1, ..., X, son (finitamente) intercambiables bajo una medida de pro-
babilidad P si la distribucion inducida por P satisface

p(ZE1, cee axn) = p(l‘w(l)a cee 7xﬂ(n))
para toda permutacion w definida sobre el conjunto {1,2,...,n}.

En otras palabras, las “etiquetas” que identifican a cada una de las varia-
bles no proporcionan informacién alguna.

Es claro que si las variables X,...,X,, son independientes e idéntica-
mente distribuidas entonces son intercambiables. El inverso no siempre es
verdad.

Ejemplo

Sea X = (Xi,...,X,) un vector aleatorio con distribucién Normal mul-
tivariada N, (0,3) y supongamos que los elementos de la diagonal de ¥ son
todos idénticos. Consideremos los siguientes dos casos:
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i) La matriz ¥ es diagonal. Entonces las variables aleatorias X, ..., X,
son independientes e idénticamente distribuidas, y por lo tanto inter-
cambiables.

i1) Lamatriz ¥ no es diagonal. En este caso las variables aleatorias X7, . .
X, no son independientes, pero siguen siendo intercambiables.
n Y

*9

Definicién 1.1.4 (Intercambiabilidad infinita). La sucesidn infinita de va-
riables aleatorias X1, Xo, ... es (infinitamente) intercambiable si toda subsu-
cesion finita es intercambiable en el sentido de la definicion 1.1.3.

No toda coleccién finita de variables aleatorias intercambiables puede
anidarse en una sucesion infinita de variables aleatorias intercambiables defi-
nidas de manera similar. Mas atin, una coleccion finita de variables aleatorias
intercambiables no necesariamente puede anidarse en una coleccion finita mas
grande de variables aleatorias intercambiables.

Ejemplo
Sean X, Xy y X3 variables aleatorias que toman valores en el conjunto
{0,1} y con funcién de probabilidad conjunta dada por

P(X1:07X2:17X3:1) - P(Xlzl,XQZO,ngl)
= P(X;=1,X,=1,X3=0)
= 1/3,

y donde cualquier otra combinacién tiene probabilidad cero, de manera que
X3, X5y X5 son intercambiables. Se puede mostrar que no existe una variable
X4 que tome valores en {0, 1} y tal que X7, X5, X3y X} sean intercambiables.
|

La importancia del concepto de intercambiabilidad queda expresada en
el teorema de Representacion de De Finetti, el cual proporciona una repre-
sentacién de la funcién de probabilidad conjunta de n variables aleatorias de
una sucesion infinita de variables aleatorias intercambiables.

Teorema 1.1.1 (Teorema de Representacién de De Finetti). Si X, Xo, ... es
una sucesion infinita de variables aleatorias definidas sobre R e intercambia-
bles con respecto a la medida de probabilidad P, entonces existe una funcion
de distribucion Q) definida sobre F (el espacio de todas las distribuciones
sobre R) tal que la distribucion conjunta de Xy, ..., X, tiene la forma

P(zy,... x,) = /f {H F(xi)} dQ(F),
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donde Q(F) = lim,,_., P(F,), y F,, es la funcion de distribucion empirica de
la muestra xy,...,x,.

A manera de ilustracién, a continuacion se presenta el caso més simple
del Teorema de Representacion.

Teorema 1.1.2. St X1, Xs,... es una sucesion infinita de variables alea-
torias definidas sobre {0,1} e intercambiables con respecto a la medida de
probabilidad P, entonces existe una funcion de distribucion @) tal que la fun-
cion de probabilidad p(z1, ..., x,) tiene la forma

p(xl,...,xn>=/0 {HM— )"~ %}d@m

i=1

donde Q(0) = lim, .o P(Y,/n < 0), conY, = Xi+ -+ X,, y 0 =
lim, oo Yo /m (c.5.).

Este teorema tiene un significado muy profundo desde el punto de vista
de la modelacion subjetiva. El teorema nos dice que el modelo predictivo
para una sucesion intercambiable de variables aleatorias binarias puede des-
cribirse en términos de una situacion en la que, condicional en el valor de una
variable aleatoria 6, las variables aleatorias X; se consideran independientes
con distribucién Bernoulli y a € se le asigna una distribuciéon de probabilidad
Q.

Por la ley Fuerte de los Grandes Ntumeros, 6 = lim,,_.., Y,,/n (c.s.), de
manera que la distribucion de probabilidad () puede interpretarse como una
descripcion de los juicios acerca del limite de la frecuencia relativa de los
“éritos”en la sucesion de ensayos Bernoulli.

Corolario 1.1.1. Si Xy, Xo, ... es una sucesion infinita de variables aleato-
rias definidas sobre {0,1} e intercambiables con respecto a la medida de pro-
babilidad P, entonces la distribucion condicional p(Tpyi1, ..., Tp|T1, ..., Tm)
es de la forma

p('rm+17"'7xn‘x17"'7 / { H 9:137, - 1 ml}d@(9|x1,,$’m)

i=m-+1
donde 1 < m < n,

{TIZ, 67 (1 — 6)'='}dQ(6)

dQ(9|l‘1,---,fEm) = fo {Hm exz 1 —0)1 $’}dQ(8)

(1.2)
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La expresion (1.2) no es més que una versién del Teorema de Bayes.
Notemos que la forma de la representacion no cambia. En la terminologia
usual, la distribucién inicial Q() ha sido actualizada a través del Teorema
de Bayes, obteniéndose la distribucién final Q(0|z1, ..., xy).

La distribucién predictiva (final) p(2p,11, ..., Zn|21, - . ., T;) NOS permite
derivar la correspondiente distribucion predictiva de cualquier otra variable
definida en términos de las observaciones futuras.

Para mas detalles de esta seccién ver Bernardo y Smith (1994) y Gutiérrez
Pena (1998).

1.1.4. Monte Carlo via Cadenas de Markov

Como se menciond anteriormente, en el enfoque Bayesiano de la Estadisti-
ca, la incertidumbre presente en un modelo dado, p(z|f), se representa a
través de una distribucién de probabilidad p(f) sobre el espacio parametral
© (generalmente multidimensional) que define al modelo. El teorema de Ba-

yes,

p(0)p(z]0)
p(lz) = ———5—
p()
permite entonces incorporar la informacion contenida en un conjunto de datos
x = (x1,...,x,), produciendo una descripcién conjunta de la incertidumbre

sobre los valores de los parametros del modelo a través de la distribucién final
p(0|z). Desafortunadamente, la implementacién de los métodos Bayesianos
ocasionalmente requieren de un esfuerzo computacional muy alto. La mayor
parte de este esfuerzo se concentra en el calculo de ciertas caracteristicas
de la distribucion final del parametro de interés. Ademas, en la practica es
comun que la dimensién de 6 sea muy grande. Por otro lado, excepto en apli-
caciones muy sencillas tanto p(z|f) como p(#) pueden llegar a tener formas
muy complicadas. En la mayoria de los problemas las integrales requeridas no
pueden resolverse analiticamente, por lo que es necesario contar con métodos
numéricos eficientes que permitan calcular o aproximar integrales en varias
dimensiones. Algunos de estos métodos de integracion son las técnicas de
Monte Carlo via cadenas de Markov. Para mayores detalles consultar Gilks,
Richardson y Spiegelhalter (1996).

La integracién de Monte Carlo evalia F[g(#)] obteniendo muestras de-
notadas por {#), t = 1,...,n} de la distribucién p(f|z) y entonces aproxi-
mando

Elo(6)] ~ > g(6).

De esta manera, la media poblacional de g(f) se estima por medio de una
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media muestral. Cuando las muestras {#)} son independientes, la ley de
los grandes nuimeros asegura que la aproximacion puede hacerse tan precisa
como se desee incrementando el tamano de la muestra, n. Note que aqui n
estd bajo el control del analista: no es el tamano fijo para una muestra de
datos.

En general, seleccionar muestras {#)} independientes de p(f|x) no es
factible, ya que p(f|x) puede ser no estandar. Sin embargo, las {#)} no
necesariamente necesitan ser independientes. Las {#¥} pueden ser generadas
por cualquier proceso que selecciona muestras por todo el soporte de p(f|x)
en las proporciones correctas. Una forma de hacer esto es a través de una
cadena de Markov teniendo a p(f|z) como su distribuién estacionaria. Esto
es entonces un método de Monte Carlo via cadenas de Markov.

En resumen, las técnicas de Monte Carlo via cadenas de Markov permiten
generar, de manera iterativa, observaciones de distribuciones multivariadas
que dificilmente podrian simularse utilizando métodos directos. La idea basi-
ca es muy simple: construir una cadena de Markov que sea facil de simular
y cuya distribucion de equilibrio corresponda a la distribucién final que nos
interesa.

Proposicién 1.1.1. Sea 8,02 ... una cadena de Markov homogénea, irre-
ducible y aperiodica, con espacio de estados © y distribucion de equilibrio
p(0]x). Entonces, conforme t — oo,

(i) o9 2 g

t

(i) 53 9(69) — B(g(6)]r).

=1

, donde 0 ~ p(0|z);

Algoritmo de Metropolis-Hastings

Este algoritmo construye una cadena de Markov definiendo las probabi-
lidades de transicion de la siguiente manera.
Sea Q(0*|f) una densidad de transicién (arbitraria) y definamos

[0
w0 =min{ G |

Algoritmo:
Dado un valor inicial (9 la t-ésima iteracién consiste en:

1. generar una observaciéon §* de Q(6*|6®);

2. generar una variable u ~ U(0, 1);
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3. siu < a(f*,0®), hacer 1) = 0*; en caso contrario, hacer #¢+1) = §(®),
Este procedimiento genera una cadena de Markov con distribucién de
transicion
p(0“V10Y) = a8V, 0" )QOV10V) [ 2oy

+ {1— / a(09,60%)Q(07[0D)db" | I pu1—gioy-

La probabilidad de aceptacién a(6*,0) solo depende de p(|x) a través de un
cociente, por lo que la constante de normalizacién no es necesaria.

Comentario. La version original del algoritmo de Metropolis-Hastings to-

ma Q(0*|0) = Q(0|0*), en cuyo caso

a(07,0) = min{];(g”;)), 1}.

Dos casos particulares en la practica son:

» Caminata aleatoria. Sea Q(0%|0) = Q1(0* — ), donde Q;(-) es una

densidad de probabilidad simétrica centrada en el origen. Entonces

alt6) =min { X710 1.

» Independencia. Sea Q(6%|0) = Qo (0*), donde Qy(-) es una densidad de
probabilidad sobre ©. Entonces

a(6*,0) = min {”w*), 1} ,

con w(0) = p(0lz)/Qo(0).

En la préactica es comun utilizar, después de una reparametrizacién apro-
piada, distribuciones de transicion normales 6 ¢ de Student ligeramente so-
bredispersas, por ejemplo

Q(0°10) = Ny (6716, kV () (caminata aleatoria)

Qo(0) = N4(0*|0, kV (0)) (independencia),
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donde 0 y V(é) denotan a la media y a la matriz de varianzas-covarianzas de
la aproximacién normal asintdtica para p(6|z), respectivamente, y k > 1 es
una factor de sobredispersion.

Ejemplo. (Coeficiente de correlacion)
Suponga que D = {y; = (y1:,y2:)",i = 1,...,n} es una muestra aleatoria
de una distribucién normal bivariada N»(0,3), donde

=(31)

Suponga una distribucién inicial uniforme U(—1, 1) para p; la densidad final
para p esta dada por

1
p(p|D) o (1= p*) ™" exp {—m (S11 = 2pSi2 + 522)} ,

donde —1 < p <1,y Sps =D iy Yriysi para r, s = 1,2. Generar valores de p
de la densidad p(p|D) no es algo trivial, ya que no es una funcién log-céncava.
Por tanto, consideramos el algoritmo de Metropolis-Hastings para generar p.
Como —1 < p < 1, consideremos la transformacién

W, —OO<£<OO

p —=
Entonces
2¢t
(1+e8)2
En vez de obtener un muestreo directo de p, generamos ¢ eligiendo una
distribucién proporcional a N (&, 552), donde £ es el maximo del logaritmo de

pEID) = p(p(§)|D)

p(&| D), que puede obtenerse mediante el algoritmo de Newton-Raphson o el
algoritmo de Nelder-Mead, y 6§ es menos el inverso de la segunda derivada

del log p(&| D) evaluada en & = £, es decir,

sor - Plogp(elD)
d€ §=¢

El algoritmo para generar £ opera de la manera siguiente:
Dado un valor inicial £,

1. generar £* de N(é, 6?);

2. generar una variable u ~ U(0, 1);
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3. st u < a(€*, W), entonces £0FD = €% en caso contrario, £t = ¢
donde o
P& D)o (5=5)

ple¥|D)s (55) 1

€

a(&*,f(t)) = min

y ¢ es la funcion de densidad de probabilidad normal estandar.

Después de obtener &, podemos obtener p aplicando la transformaciéon
correspondiente. [

Muestreo de Gibbs

Al igual que el algoritmo de Metropolis-Hastings, el algoritmo de Gibbs
permite simular una cadena de Markov 6, 0 . con distribucién de equili-
brio p(#|z). En este caso, sin embargo, cada nuevo valor de la cadena se puede
obtener a través de un proceso iterativo que sélo requiere generar muestras
de distribuciones cuya dimensién es menor que d y que en la mayoria de los
casos tienen una forma mas sencilla que la de p(0|x).

Sea f = (01, ..., 0) una particién del vector #, donde 0; € R% y Zle d; =
d. Las densidades

p<¢91|92, .. .,Hk,x)
p(0i|91,...,02~_1,0i+1,...,0k,x) (Z = 2,...,]{? — 1)

p(@k\el, .. .,kal,ﬂf)

se conocen como densidades condicionales completas y en general pueden
identificarse facilmente al inspeccionar la forma de la distribucién final p(6|x).
De hecho, para cadat=1,...,k,

p(92|91, e ,91;1,9@41, e ,Gk,x) XX p(9|ﬂf),

donde p(0|x) = p(b4, ..., 0|x) es vista s6lo como funcién de 6);.
Algoritmo:
Dado un valor inicial ) = (9%0), ce 920)), el algoritmo de Gibbs simula

una cadena de Markov en la que §%*+Y se obtiene a partir de §) de la siguiente
manera:

generar una observacion 9%“1) de p(@l\eét), Gét), o 9,(:), x);
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generar una observacion Gétﬂ) de p(92|9§t+1), Gét), o 9,(:), x);
generar una observacion «9( ) de p(Ok \9 (t+1) (Hl), e G,Etjll), x).
La sucesién 81,0 ... asi obtenida es entonces una realizacién de una

cadena de Markov cuya distribucién de transicién esta dada por

k
t+1) |9(t H Q(H—l) |9§t+1)’ o el(t-fil ’92(21’ o 91(;)’ )

Comentario. En ocasiones la distribucion final implica cierta estructura
de independencia condicional entre algunos de los elementos del vector 6. En
estos casos es comun que muchas de las densidades condicionales completas
se simplifiquen.

Ejemplo
Consideremos el modelo jerarquico definido por

. plrlw) = Hp(il?z\wi);
I plwlp) = Hp<wz‘¢)7
L. po(9).

Esta estructura define un modelo para x parametrizado por § = (w,¢) =
(W1, .+ W, @) v con distribucion inicial p(0) = po(¢)p(w|p), de manera que
la distribucién final esta dada por

p(0]z) o< po(o H{p (zi|wi)p(wil )} -

Entonces £k = m + 1 y las densidades condicionales completas toman la
forma

p<91‘927"'79k7179k7x) = p(w1|¢7xl>

p(ek—1|017---70k—270k7$) = p(wm|¢axm)
p(ek\eb---,@ka’@mhx) = p0<¢‘w>7
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donde py(¢|w) x po(P)p(w|@). .

Ejemplo. (Modelo normal bivariado)

El propédsito de este ejemplo es examinar la estructura de la correlacion
exacta de una cadena de Markov inducida por el muestreo de Gibbs. Suponga
que la distribucién posterior p(f|D) es una distribucién normal bivariada

Ns(p,33) con
2
M1 01 PO102
—= o = s
H ( L2 ) y ( poioy 03 )

donde p;, 05, 7 = 1,2, y p son conocidos. Entonces el muestreo de Gibbs
requiere muestrear de

g
oy~ N (m 4920, i), 0301 - p2>)

(02
b N (a9 2200 = ). 31— ).

Sea {0; = (014,62,)", i > 0}, que denota una cadena de Markov inducida
por el muestreo de Gibbs para la distribucién normal bivariada anterior.
Si iniciamos a partir de la distribucién estacionaria, es decir, 6y ~ Na(p, 2),
entonces cada una de las sucesiones {6, ;, i > 0} y {2, i > 0} es un proceso
AR(1).

Veamos este resultado. Sea {21, 22, ¢ > 0} una sucesién de variables
aleatorias i.i.d. N(0, 1). Entonces la estructura del muestreo de Gibbs implica

0o = 1 +o1210,
o
tho = 2+ 00—2(91,0 — 1) + 02/ 1 — p229,
1

y
o
Oriv1 = -+ pa—l(ez,z‘ — p2) + o1/ 1 — p?2 i1,
p
o
Ozit1 = po+ PU—2(91,i+1 — 1) + o2/ 1 = p?2941, (1.3)
1

para ¢ > 0. Ahora consideremos el primer componente 6, ;1. De la ecuacién
(1.3), para i > 0,

o o
91,i+1 = u+ pa—l ,00—2(91,i - M1) +ov1— ,022’2,1‘ +ov1— ,022’1,z‘+1
2 1
= 1+ p* (01 — ) + poiv/ 1 — PPz + o1/ 1 — 22140 (1.4)
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Sea ¢ = p? y 012 = 02(1 — p?). Sea {z}, i > 0} que denota una sucesiéon
de variables aleatorias i.i.d. N(0,1). Como z1; y 22,41 son independientes e
idénticamente distribuidas N (0, 1), entonces podemos reescribir (1.4) como

*
bho = i+ o1z,

)

917141 = MU -+ 1/}<‘91,i — /~L1> + a’fzgﬂrl Vi Z 0. (16)

Asi, {04, i > 0} es un proceso AR(1) con rezago 1 y autocorrelacién ¢ = p?.
Similarmente, {fs;, ¢ > 0} es también un proceso AR(1) con rezago 1y
autocorrelaciéon 1) = p?. La tnica diferencia es que usamos o} = g94/1 — p?
en vez de o] en (1.6), y usamos s y 02 en vez de py y oy en (1.5). [

Convergencia

Supongamos que se desea generar una muestra de tamano N de la distri-
bucién p(#|x). Si para cada uno de N valores iniciales o, .. ,95\?) corremos
alguno de los algoritmos discutidos en esta seccion, entonces, de acuerdo con
la proposicién 1.1.1(7), después de un cierto nimero de iteraciones 7' sufi-
cientemente grande los valores 9§T), ..., 0% pueden considerarse como una
muestra de tamano N de la distribucién final de 0. Alternativamente pode-
mos generar una sola cadena y tomar los valores §(T+5) g(I+2K) — gI+NK)
como una muestra de p(f|z), donde K se elige de manera que la correlacién
entre las observaciones sea pequena.

En general no es facil determinar en qué momento la(s) cadena(s) ha(n)
convergido. Un método empirico cominmente utilizado, basado en la pro-
posicién 1.1.1(ii), consiste en graficar los promedios ergddicos de algunas
funciones de 6 contra el ntimero de iteraciones y elegir el valor T" a partir del
cual las graficas se estabilizan. En este caso es frecuente omitir los primeros
valores de la(s) cadena(s) al calcular los promedios ergddicos. La idea de es-
te periodo de calentamiento es permitir que la(s) cadena(s) salga(n) de una
primera fase de inestabilidad. En el caso particular del muestreo de Gibbs
la velocidad de convergencia depende fuertemente de la correlacién entre los
componentes del vector # bajo la distribucién final p(6|z): entre més alta sea
la correlacién mas lenta serd la convergencia.

1.2. WinBUGS

WinBUGS es un software de libre acceso en internet que se puede obte-
ner de la pagina http://www.mrc-bsu.cam.ac.uk/bugs/. Fue disenado por
Spiegelhalter, Thomas y Best y es parte del proyecto BUGS (Bayesian In-
ference Using Gibbs Sampling) que desarrollaron estos investigadores para
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el andlisis Bayesiano de modelos estadisticos a través de métodos de Monte
Carlo via cadenas de Markov.

WinBUGS permite que métodos complejos de simulacion sean sencillos
para los usuarios de la estadistica Bayesiana aplicada en diversas disciplinas.

El software ofrece una interfaz con el usuario basada en cuadros de dialogo
y comandos a través de los cuales se analiza el modelo, por lo que el ambiente
de WinBUGS se vuelve mas amigable. Ademads, también es posible realizar
una interfaz con R! o S-Plus, los cuales manejan una sintaxis muy similar
a la que usa WinBUGS, aunque WinBUGS no cuenta con tantos comandos
como R o S-Plus.

La manera de operar de WinBUGS esta basada en el muestreo de Gibbs
(ver seccién 1.1.4); es decir, dada una funcién de verosimilitud y una distri-
bucién inicial, el proposito es muestrear valores de los parametros del modelo
a partir de la distribucion final. De estos valores muestreados, es posible ob-
tener estimadores de los parametros y hacer todo tipo de inferencias sobre
éstos.

El desarrollo y mejoramiento de las técnicas de Monte Carlo basadas en
cadenas de Markov ha hecho posible construir la distribucién final de modelos
Bayesianos muy complejos. Sin embargo, generar una muestra a través del
algoritmo de Gibbs para obtener la distribucién final de un modelo Bayesiano
puede ser una tarea muy complicada, sobre todo para el caso en el que se
introducen muchos parametros en el modelo.

WinBUGS proporciona herramientas simples para llevar a cabo la simula-
cién Monte Carlo; a través de WinBUGS es posible implementar el muestreo
de Gibbs para una gran variedad de modelos.

El software tiene ciertas limitaciones para detectar la convergencia, resu-
mir las muestras y realizar diagnosticos sobre el ajuste de los modelos. Sin
embargo, es posible usar los paquetes boa o coda de R junto con WinBUGS
para realizar un mejor andlisis de las muestras simuladas.

WinBUGS intenta usar el método de muestreo méas apropiado para cada
parametro del modelo estocastico de acuerdo con la tabla 1.1.

Ejemplo

El siguiente ejemplo se obtuvo del libro de Peter Congdon (2001), Ba-
yesian Statistical Modelling. Hay preocupacion por el incremento de la in-
cidencia de céancer de seno en las mujeres, sin embargo, en el Reino Unido
el nimero de muertes por esta enfermedad es mas o menos constante. Am-
bas tendencias implican una disminucién de “casos fatales”, es decir, una
disminucién de la tasa de muerte entre los nuevos casos de la enfermedad.

L Software de libre acceso en la pagina de internet http://www.r-project.org.
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Distribuciéon Objetivo Método de muestreo

Discreta Inversién de una funcién de distribucién acumulada
Forma cerrada Muestreo directo usando algoritmos estandar
Log-céncava Muestreo de rechazo adaptativo

Rango restringido Muestreo slice

Rango sin restriccién ~ Metropolis-Hastings (seccién 1.1.4)

Tabla 1.1: Métodos de muestreo de WinBUGS.

Suponga que estamos interesados en el intervalo de mayor densidad de
esta tasa, en una situacién donde tenemos k£ = 11 tipos de céncer.

Sean = (ny,na,...,n) el numero de muertes en cada uno de los 11 tipos

de cancer (1 es cancer de seno). El vector aleatorio n tiene una distribucién
. . k .

Multinomial(ny, ..., ng|m, N), donde N = > 7 n; es el nimero total de

muertes por cancer.

Para elegir la distribucién inicial de 7 se podria tomar el patrén de muer-
tes por cancer de mujeres en el Reino Unido en anos anteriores, o de algin
otro pais semejante a él.

En este ejemplo se considera una distribucion inicial conjugada no infor-
mativa (ver seccién 1.1.1) para 7, la distribucién Dirichlet(w|1,1,...,1).

El programa realizado en WinBUGS es el siguiente:

Modelo
model { # Modelo Multinomial
for(i in 1:k) {
cli]l <=1
}
pill:k] ~ ddirch(c[]) # Inicial
n[1:k] ~ dmulti(pil[],N) # Verosimilitud

}
Datos
list(n = c(14080, 12990, 6440, 4350, 3420, 3190, 2600, 2420,
1820, 1760, 23610),
k = 11, # Tipos de Céncer
N = 76680) # Total de Muertes por Cancer

La distribuciéon multinomial puede expresarse, equivalentemente, como
la distribucién conjunta de k variables aleatorias independientes con distri-
bucién Poisson, de tal manera que n; ~ Poisson(n;|p;) con i = 1,... k,
sujetas a la condicién Zle n; = N (ver seccién 1.1.1). Las probabilidades
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de la distribuciéon multinomial se obtienen con:
_ M
Ef:l Fi
Para este caso las distribuciones iniciales conjugadas para los parametros ;
son gamma, y utilizaremos distribuciones iniciales que son no informativas,
Gamma(p;|1,1).

El programa utilizado en WinBUGS es el siguiente:

7Tj:

Modelo
model{ # Modelo Poisson
for(i in 1:k) {
mu[i] ~ dgamma(1l,1) # Inicial
n[i] ~ dpois(mul[i]) # Verosimilitud
pili] <- mu[i]/mu.sum # Pardmetro Multinomial

}

mu.sum <- sum(mul ])

}

Datos
list(n = c(14080, 12990, 6440, 4350, 3420, 3190, 2600, 2420,
1820, 1760, 23610),
k = 11) # Tipos de Cancer

Las estadisticas basicas que se obtienen para la distribucion final del
vector de parametros 7 son las mismas en ambos modelos y se presentan en
la tabla 1.2.

|

1.3. Suficiencia y Familias Exponenciales

En esta seccion se presenta una breve introduccién al concepto de sufi-
ciencia y familias exponenciales, asi como sus principales propiedades (ver
Bernardo y Smith , 1994). Esto es de gran utilidad para el estudio de datos
categoricos debido a que las distribuciones binomial, Poisson y multinomial
pertenecen a la familia exponencial.

1.3.1. Estadistica Suficiente

Una estadistica suficiente es una funcién de los datos que resume toda la
informacién de la muestra disponible referente al parametro 6.
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mean  sd MC error 2.5% median 97.5%
m  0.1836 0.00139 1.542F —5 0.1809 0.1836  0.1863
m  0.1694 0.00135 1.285FE —5 0.1667 0.1694 0.1721
w3 0.0840 9.939F —4 &8.783FE —6 0.0820 0.0839 0.0859
my,  0.0567 8.385FE —4 8441F —6 0.0551 0.0567 0.0584
ms  0.0446 T.422F —4 6.667TE —6 0.0431 0.0445 0.0460
mg  0.0416 7.225FE —4 7.654FE — 6 0.0402 0.0416 0.0430
mr 0.0339 6.555F —4 7.594FE —6 0.0326 0.0339 0.0351
ms  0.0315 6.333FE —4 6.818E —6 0.0303 0.0315 0.0328
w9 0.0237 5.534F —4 4.943FE —6 0.0226 0.0237 0.0248
m 0.0229 5457TFE —4 5.224F —6 0.0219 0.0229 0.0240
m1 0.3079 0.00168 1.604F —5 0.3047 0.3079 0.3113

Tabla 1.2: Estadisticas basicas de la distribucién final de 7.

Estadistica

Comenzaremos con una definicion formal, que nos permite discutir el
proceso de resumir la informacién contenida en una sucesion, o muestra, de
variables aleatorias, Xy, ..., X,,.

Definicién 1.3.1 (Estadistica). Dados los valores w1, ..., x,,, de las can-
tidades aleatorias X1, ..., X, un vector aleatorio t,,(xq,...,2y), con t,, :
X X - X Xy — REOD (B(m) < m), es una estadistica k(m)-dimensional.

Para reducir la dimensién de los datos claramente necesitamos que k(m) <
m; como en los casos anteriores la dimension de la estadistica es fija e inde-
pendiente del tamano de muestra, es decir, k(m) = k.

En la siguiente seccion estudiaremos estadisticas que nos permiten resu-
mir la mayor informacién posible.

Suficiencia Predictiva y Suficiencia Paramétrica

La densidad de las observaciones futuras, =, 1,...,Z,, condicional en
una muestra aleatoria observada, x1,...,Zm, €8 P(Tmat, - Tp|T1, ..o, Tim)-
La siguiente definicién describe una forma posible de reducir los datos e
incorporarlos en la estructura de esta densidad condicional.

Definicién 1.3.2 (Suficiencia predictiva). Dada una sucesion de cantidades
aleatorias xq,xo, ..., con medida de probabilidad P, donde x; toma valores
en X;, 1 =1,2,..., la sucesion de estadisticas t1,ts, ..., con t; definida sobre
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X1 x -+ x X, se dice que es suficiente predictiva para la sucesion 1, xa, . ..
si, para todam > 1, r > 1y {iy,...,i,} ({1,...,m} =0, se tiene que

P(Tiyy -y i1, ) = p(@y, o |t)
donde p(-|-) es la densidad condicional inducida por P.

La definicién captura la idea de que, dada t,,, = t,,(x1, ..., x,,), los valores
individuales de x4, ..., z,, no contribuyen con mas informacién para las pro-
babilidades de los eventos futuros. Las observaciones futuras (x;,...,z;.)
y los valores observados (z1,...,,,) son condicionalmente independientes
dada t,,.

Suponiendo que las variables son intercambiables, otra forma de definir
la estadistica t,,, = t,,(z1,...,2,;) como suficiente es la siguiente.

Definicién 1.3.3 (Suficiencia paramétrica). Si z1,x9,... €s una sucesion
infinita intercambiable de cantidades aleatorias, donde x; toma wvalores en
X, i=1,2,..., la sucesion de estadisticas t1,to, ..., con t; definida en X; x
-+ X X}, es suficiente paramétrica para i, T, ... si, para cualquier n > 1,

dQ(0|zy, ..., x,) = dQ(0t,),

para cualquier dQ(0) que defina un modelo de probabilidad predictiva inter-
cambiable via la representacion

(@1 ) = /Hp(xiw)dcg(e).

A partir de estas definiciones se pueden establecer las siguientes proposi-
ciones.

Proposicién 1.3.1 (Equivalencia de suficiencias predictiva y paramétrica).
Dada una sucesion infinita intercambiable de cantidades aleatorias xq, xs, . . .,
donde x; toma valores en X;, 1 = 1,2, ..., la sucesion de estadisticas tq,to, ...
con t; definida en X} X --- X X; es suficiente predictiva si, y sélo si, es
suficiente paramétrica.

Proposicién 1.3.2 (Criterio de factorizacion de Neyman-Fisher). La suce-
sion de estadisticas t1,to, ... es suficiente paramétrica para xy,xs, ... (inter-
cambiable infinitamente con representacion paramétrica infinita) si y solo si,
para cualquier m > 1, la densidad conjunta para x4, ..., %, dada 0 tiene la
forma

p(z1, . xm|0) = hon (b, O)g(21, ... 20,

para algunas funciones hy, >0, g > 0.
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Proposicién 1.3.3 (Suficiencia e independencia condicional). La sucesion
t1,ts,... es suficiente paramétrica para xi,s, ... (infinitamente intercam-
biable) si, y sdlo si, para cualquier m > 1, la densidad p(xy, ..., T,|0,t,) es
independiente de 0.

De la definicién general de estadistica suficiente (paramétrica o predicti-
va), tn(x1,...,2,) = (21,...,x,) siempre es una estadistica suficiente. Dado
que podemos encontrar varias estadisticas suficientes para el mismo modelo
paramétrico, cabe preguntarse si existe una estadistica que sea suficiente y
ademads resuma la informacién de manera éptima.

Definicién 1.3.4 (Estadistica suficiente minimal). Si 1, xs, ..., €S una su-
cesion intercambiable infinita de cantidades aleatorias, donde x; toma valores
en X;, la sucesion de estadisticas ty,to, ..., cont; definida en X} x --- X Xj,
es suficiente minimal para xi,xs,... si dada cualquier otra sucesion de es-
tadisticas suficientes, si,8s,..., existen funciones gi(-),ga(:),... tales que
t;, = gi(si); 1= 1,2, e

Intuitivamente hablando, una vez que se conoce el valor de ¢, no hay otras
cantidades calculadas que den nueva informacion acerca de 6 si el modelo
muestral p(z) = p(x|0) es verdadero. El vector completo x siempre es sufi-
ciente para . Una estadistica suficiente minimal siempre posee la dimension
mas pequena posible, entre las diferentes estadisticas suficientes.

Ejemplo. Modelo Bernoulli.
Si x1,xs,... es una sucesion infinitamente intercambiable con valores en
0 y 1, tenemos la representacion general

p(ry,...,2n) = /0 p(1, ..., 2,]0)dQ(0)
~ [ Bl

0 0=1
1
_ / 6 (1 — )" dQ(0),
0
donde s, = x1 + - - - 4+ x,,. Notemos que podemos escribir

p(z1, ..., 20]0) = hy(sn, 0)g(x1, ..., xy),

con

hin($n,0) = 0 (1 — 6)" ", g(xy, ... xy) =1,
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de esta manera, por el criterio de factorizacién de Neyman-Fisher, la sucesiéon
S1, 82, ... es suficiente predictiva y paramétrica para xq,xs, ...y ademéds es
una estadistica suficiente minimal. |

Definicién 1.3.5 (Estadistica ancilar). Una estadistica a(x) se dice ancilar
con respecto a 0 en un modelo parametrico p(x|0), si p(a(x)|0) = p(a(x)) para
todos los valores de 6.

Ejemplo. Suficiencia y ancilaridad.
Sea (X1, Xs, X3) un vector aleatorio con distribucién multinomial con
tres categorias, Multinomial(zy, x5, x3|01, 62,03, 1), con funcién de masa de

probabilidad

n!

p(x1, 29, 23|01, 02,03,m) = ‘9f19§2«9§3

$1![L‘2!ZL‘3.
donde 0 < x; <n,0<6; <1, parat=1,2,3,conn = E?leiy 1= 25’2191-.
Dado que podemos reescribir una variable y un parametro en términos

de los otros por ser linealmente dependientes, sean r3 = n — x; — T3 y
03 = 1 — 61 — 0>. Entonces la funciéon de masa de probabilidad es

n!

(w1, 72|01, 62, n) = 07052 (1 — 6y — B)"

xlzal(n — xp — x9)!

Sea g = 12201. Entonces

n 1 n—z [P o n—x1)—2
ponanttpan) = (1 )ora oy ("7 Jepa - g

L1 2
= Bin(x1|01,n)Bin(zs|p,n — x1).

Por lo tanto x; es una estadistica suficiente para #; y una estadistica anci-
lar para fy. En otras palabras, x; es totalmente informativa acerca de 6,
mientras que xs no contiene informacién sobre 6.

Por otro lado, x; no es directamente informativa sobre 5y, simplemente
afecta la distribucién condicional de z5 dada z; (que sélo depende de @s).
Por lo tanto, las inferencias sobre ¢y sélo se basan en dicha distribucion
condicional. Las inferencias hacen uso del valor observado de xy, pero igno-
ran el mecanismo aleatorio que gener6 ese valor. Se obtendrian las mismas
inferencias sobre ¢, si hubiéramos fijado el valor de x; desde el principio. B
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1.3.2. Familias Exponenciales

En la seccién anterior se estudiaron las definiciones de estadistica predic-
tiva y paramétrica en forma general; en esta seccion estudiaremos estadisti-
cas suficientes de dimensiones fijas. Para mas detalles ver Bernardo y Smith
(1994).

Consideremos la propiedad de intercambiabilidad y la representaciéon con
respecto a d@(f) en una forma paramétrica especifica

pler,. . walf) = [[p(@il0),  (21,...,2,) € X" C R
=1

donde # es un parametro de dimensién k. Si p(x|6) es tal que p(xq,...,,|0)
se factoriza en h,(t,,0)g(x1,...,x,), para algunas funciones h, y g, la es-
tadistica t, = t,(x1,...,2,) serfa suficiente. Una clase importante de fun-
ciones p(z|0) esta identificada por la siguiente definicién.

Definicién 1.3.6 (Familia exponencial con k pardmetros). Una densidad de
probabilidad (o funcién de masa) p(z|0), x € X, con pardmetro € © C R*,
pertenece a la familia exponencial con k parametros si es de la forma

p(e]6) = £(x)g(0) exp {Zcz@ Bl }

donde h = (hy,...,hg), (0) = (1, ..., ¢) y, dadas las funciones f, h, ¢, y
las constantes c;,

Lﬁ / f exp{Zcz(bz z }d;z:<oo

Proposicién 1.3.4 (Estadisticas suficientes para familias exponenciales con
k pardmetros). Si z1,...,x; € X, es una sucesion intercambiable tal que,
dada una familia exponencial reqular con k pardmetros,

p(xlv"'vxn>:/®1—[f<x)g eXp{ZCZ(bZ 2 }dQ< )

para alguna dQ(0), entonces

tn:tn(ﬂfl,..., [Zhl SL’Z . thI‘Z] 7’1,:1,2,...,

es una sucesion de estadisticas suficientes.
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Demostracion. Note que

El resultado se obtiene aplicando el criterio de factorizacién de Neyman-
Fisher. O

En ocasiones es mas conveniente expresar a la familia exponencial en
forma canonica, dada por la siguiente definicion.

Definicién 1.3.7 (Forma Canénica). La densidad de probabilidad (o funcion
de masa)

p(y[¥) = aly) exp {y'v — b(¢)}, y e,

obtenida de la familia exponencial con k parametros, via las transformaciones

y:(ylv"'ayk)7 ¢:(¢17"'7wk)7
yi = hi(z), Uy = cipi(0), i=1,... kK,

se llama la forma candnica de la familia exponencial.

Proposicién 1.3.5 (Primeros dos momentos de la familia exponencial). Pa-
ra 'y con densidad de probabilidad (o funcion de masa) perteneciente a la
familia exponencial candnica, se tiene que

E(yl¢) =Vb(),  V(ylY) = V().

Demostracion. Es facil verificar que la funcion caracteristica de y condicional
a 1 estd dada por

E(exp{iuy}|¢) = exp{b(iu + ) — b(¢)},
de la cual se obtienen los momentos directamente. O

Proposicién 1.3.6 (Suficiencia en la familia exponencial). Si las cantida-
des aleatorias yi, ...,y son independientes con densidad de probabilidad (o
funcion de masa) perteneciente a la familia exponencial, entonces

8= Zyi
i=1
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es una estadistica suficiente y tiene una distribucion
p(s|v) = a'™ (s) exp{s's — nb(¥)}
donde a™ es una convolucion de orden n de a.

Demostracion. La suficiencia es inmediata ya que las variables pertenecen a
la familia exponencial. La funcién caracteristica de s es

exp{nb(iu +¢) — nb(Y)}

de tal manera que la distribucién de s es como se pretendia, donde a(™
satisface

nb(¢y) = log / a™(s) exp{t's}ds.
Examinando la convolucién paran = 1, y por induccion, se establece la forma

de a™. O

Ejemplo
Sea z variable aleatoria con distribucién U(z|0, 6), con densidad de pro-
babilidad
p(z]0) = U(2]0,0) = 071, z € (0,0), 0 € RT.

Esta distribucién pertenece a la familia exponencial no regular en donde

Sea x1,...,r, una muestra de variables aleatorias independientes con

distribucion U(z|0, 6),

n

pla, .., al0) = [ [ p(2il0) = 07" L) ( méx {x;}),  (21,...,2,) € R".

i=1,....,n
i=1
Por el criterio de factorizacion de Neyman-Fisher

tn:tn(:pl,...,xn):AIrllzix {z;}, n=12,...,
= n

es una sucesion de estadisticas suficientes en este caso. [ |
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1.3.3. Cortes

Para un parametro multidimensional, el interés de la inferencia algunas
veces se concentr en un subconjunto apropiado del parametro. Un procedi-
miento usado es particionar el vector de parametros en dos partes mutua-
mente exclusivas -la porcion que es de interés mas los parametros de ruido- y
obtener inferencias condicionados sobre una estadistica que es no informativa
acerca de la porcion de interés, si existe tal estadistica auxiliar. Una separa-
cion similar también puede ser deseable cuando el contexto requiere que las
inferencias sean condicionadas sobre ciertas estadisticas.

En general, hay dos tipos de separacion de parametros. La forma débil
es cuando dos porciones complementarias de un vector de parametros son
ortogonales, sus estimadores maximo verosimiles son asintéticamente inde-
pendientes y la varianza asintética es la misma si el estimador del parametro
de ruido es tratado como fijo (verosimilitud perfil) o, alternativamente, como
aleatorio (verosimilitud completa). La forma fuerte de separacién es la inde-
pendencia en verosimilitud, en la cual la verosimilitud puede ser factorizada.
La existencia de un corte facilita tal factorizacién en términos de la particion
de parametros.

Un corte se define formalmente como sigue.

Definicién 1.3.8 (Corte). Suponga que el parametro puede ser particionado
(posiblemente después de una reparametrizacion) en (@, x), y que la estadisti-
ca suficiente es (s, s?). Si

(1) los pardmetros ¢ y x son independientes en variacion (i.e., el rango de
(p,x) es el producto cartesiano del rango de ¢ y el rango de x),

(2) la distribucién condicional de los datos dada s» depende sélo de o, y
3) la distribucion marginal de s® depende sdlo de no de o,
g 4 XY ¥
entonces se dice que la estadistica s®® es un corte.

Cuando existe un corte, la verosimilitud se factoriza como:

g (10, sV[sP) f (x,5?),

esto es, 5% no da informacién acerca de ¢, pero su valor observado puede in-
dicar la naturaleza de la informacién acerca de ¢ (ver ejemplo siguiente). La
eficiencia se gana debido a la eliminacién del parametro de ruido y condicio-
nando sobre 52, En el analisis Bayesiano, si la distribucién inicial se factoriza
como p1(p)pa(x), entonces los cortes permiten también la factorizacién de la
distribucion final correspondiente.
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Ejemplo
Considere una distribucién trinomial con funcién de masa de probabilidad

1
07052 (1 — 0, — 6)' "2,

01,0) =
p<x1’x2| b 2) ZL‘1!IL‘2!(1—ZL‘1—I‘2).

donde z; € {0,1},0< 0, <lparai=1,2,y0<z;+25<1,0<0;+6, < 1.
Sean p = 13192 y X = 6o, entonces con la reparametrizaciéon en términos
de ¢ y x la funcién de masa de probabilidad es

l—x T —xo—T 1 x —x
p(x1, T2fp, x) = ( 2)901(1—@)1 ’ 1<x2)x2(1—x)1 :

xq
= Bin(z1|p, 1 — x9)Bin(za|x, 1).

De esta manera el pardmetro se particiona en ¢ y x, v las correspondientes
estadisticas suficientes son st = z; y s = z,. Entonces, por la definicién
1.3.8, z2 es un corte. [

Para mayores detalles acerca de las familias exponenciales y cortes ver
Barndorff-Nielsen (1978), Efstathiou, Gutiérrez-Pena y Smith (1998), Ip y
Wang (2007).



Capitulo 2

Analisis Clasico de Datos
Categoricos

En este capitulo se estudian los datos categdricos arreglados en tablas de
contingencia desde el enfoque de la estadistica Clésica, utilizando principal-
mente pruebas estadisticas y la modelacién de tablas de contingencia usando
modelos loglineales. Para un andlisis mas detallado ver Agresti (1984, 1996,
2002).

En la seccién 2.1 se estudian las tablas de contingencia, su notacion, sus
distribuciones y sus propiedades de asociacién. En la seccion 2.2 se estudia la
paradoja de Simpson. En la seccién 2.3 se presenta el andlisis estadistico para
tablas de contingencia. Finalmente, en la seccién 2.4 se analizan los modelos
loglineales; estos modelos se utilizan generalmente para modelar estructuras
mas complejas en tablas de contingencia.

2.1. Tablas de Contingencia

Cuando cada miembro de una muestra se clasifica simultaneamente en
dos o més variables categéricas se usan las tablas de contingencia! para po-
der mostrar las frecuencias de las observaciones que ocurren en las diferentes
combinaciones de las categorias de las variables. Cada celda en la tabla mues-
tra el niimero de observaciones que tiene una cierta combinacion.

Las tablas para dos variables tienen dos dimensiones, r renglones que
representan las r categorias de una variable y ¢ columnas que representan las
¢ categorias de la segunda variable. Las rc celdas de la tabla contienen las
frecuencias de las rc combinaciones de las categorias de las variables. Un caso
importante de una tabla de contingencia r X ¢ se presenta cuando r = ¢ = 2.

IEn inglés se conocen como contingency tables, cross-classification tables o cross-tab.

33
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La tabla de contingencia 2 x 2 generalmente resulta de la comparacién de dos
grupos o de dos variables cuyas respuestas son dicotémicas (variables con dos
categorias o variables binarias); por ejemplo, una comparacién entre hombres
y mujeres respecto al niimero de los que estan a favor o en contra del aborto,
o una comparacion de dos medicamentos con respecto a sus efectos positivos
o negativos al tratar una enfermedad.

2.1.1. Notacién y Distribuciones

Sea n;; el nimero de observaciones en la celda correspondiente al renglén
¢y columna j, y sea p;; la proporciéon de la muestra total correspondiente a
esa celda. De esta manera tenemos que p;; = n;;/n, donden = i > " ny;
es el tamafio total de la muestra, y >, > 7_, pij = 1. El conjunto {p;; : i =
1,...,r, j=1,...,c} es la distribucion muestml conjunta de las observacio-
nes. Las distribuciones muestrales marginales son los totales por renglén y
por columna obtenidos al sumar las columnas de cada renglon y los renglo-
nes de cada columna, respectivamente, de las proporciones conjuntas. Estas
estaran denotadas por {p;; } para la variable renglén, donde p;, = Z§:1 PDijs
y por {p4;} para la variable columna, donde p;; = > ., p;;. Note que
Pi+ = Nit /N, Pij =Ny /N Y Dy Piv = 22:1 P = 1.

Para la distribucion condicional muestral del renglén 7, denotamos por
pjji a la proporcién de observaciones cuya respuesta es la j-ésima categoria
de la variable columna. De esta manera pj;; = n,;/n;1, donde n;; = 22:1 N4j
es el namero total de observaciones del i-ésimo renglén y E;Zl pjli = 1.

Estas notaciones han sido definidas para los datos muestrales. Para las
probabilidades poblacionales las definiciones son andlogas, {7;;} es el conjun-
to de las probabilidades conjuntas, {m;y} es el conjunto de las probabilidades
marginales de la variable renglén, {m;} es el conjunto de las probabilidades
marginales de la variable columna, y {m;;} es el conjunto de las probabilidades
condicionales.

La tabla 2.1 muestra la notacion para las proporciones muestrales y las
probabilidades poblacionales.

2.1.2. Independencia de las Variables Categoricas

Para describir la asociacién entre dos variables categéricas podemos usar
su distribucién conjunta, la distribucién condicional de la variable columna
dada la variable renglén, o la distribucién condicional de la variable renglon
dada la variable columna. Las probabilidades poblacionales condicionales,
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1 1
Renglén Columna Total Renglon Columna Total
1 2 1 2
P11 P12 Pi+ 1 T2 T+
1 1
P11 P2pn 1 1 T2n 1
P21 P22 Do+ T21  T22 T2+
2 2
P12 D22 1 T2 T2 1
Total D11 Pio 1 Total T4l Tyo 1

Tabla 2.1: Notacion para las proporciones muestrales conjuntas, condicionales
y marginales, y las probabilidades poblacionales conjuntas, condicionales y
marginales.

conjuntas y marginales se relacionan por medio de
i = 7Tij/7Ti+ Vi, J,

y satisfacen ;> m; =1y > m =1parai=1,...,r.

Se dice que dos variables son independientes si todas las probabilida-
des conjuntas son iguales al producto de las correspondientes probabilidades
marginales, es decir

i = Tt T4 j parat=1,...;,ryj=1,...,c.

La independencia de dos variables implica que las distribuciones condicionales
dentro de los r renglones son idénticas, es decir 7;); = m;; /My = T Ty /Ty =
my; para ¢ = 1,...,r. Si dos variables son independientes, la probabilidad
de obtener una respuesta particular j sobre la variable columna es la misma
para cada renglon. Debido a esto, algunas veces al hablar de independencia
se hace referencia a la homogeneidad de las distribuciones condicionales.

Ejemplo

La tabla 2.2 se basa en los datos presentados por Radelet (1981). Es
un ejemplo de una tabla de contingencia de 2 x 2. El articulo de Radelet
se refiere a los efectos de la raza sobre la decisién de condenar a la pena de
muerte a un individuo que es declarado culpable por homicidio. Las variables
consideradas en la tabla 2.2 son “veredicto de pena de muerte”, teniendo
categorias {si, no}, y “raza del acusado”, teniendo categorias {blanco, negro}.
Los 326 sujetos fueron acusados de homicidio en 20 ciudades de Florida
durante 1976-1977.

Para estos datos 36 acusados recibieron la pena de muerte, y 290 acusados
no la recibieron, asi que consideremos A={Raza del acusado} y B={Pena de
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Pena de muerte

Raza del acusado Si No
Blanco 19 141
Negro 17 149

Tabla 2.2: Veredicto de pena de muerte por raza del acusado.

muerte}. Las distribuciones marginales muestrales son

36

pr1 = p(B=si)= 396 = 0.1104
290
pio = p(B=mno)= 396 0.8896
160

= p(A=bl =~ —0.4908
P+ = p(A=blanco) = 2

166
per = p(A=negro) = 396 0.5092

Las probabilidades condicionales muestrales son

19
pin = p(B =si|A = blanco) = 60~ 0.1187

141
pop = p(B = nolA = blanco) = 160 = (0.8813

17
piz = p(B =si|A = negro) = 166 = 0.1024

P22 = p(B =no|A = negro) = 9 0.8976
166
Esto nos indica que el 11.88% de los 160 acusados de raza blanca recibie-
ron la pena de muerte, mientras que el 10.24 % de los 166 acusados negros
recibieron la pena de muerte. Por lo tanto hay evidencia no significativa de
discriminacion para los acusados de raza blanca.
La tabla 2.3 tiene las frecuencias esperadas estimadas bajo el supuesto de
independencia dentro de los paréntesis.
|

2.1.3. Asociacién Parcial

En la mayoria de las aplicaciones existen varias variables relevantes, y se
usa una tabla multidimensional para mostrar sus datos en una forma mas
completa. Cuando estudiamos la relacién entre dos variables X y Y, por
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Pena de muerte

Raza del acusado , Total
Si No
Blanco 19 141 160
(17.67) (142.33)
Negro 17 149 166
(18.33) (147.67)
Total 36 290 326

Tabla 2.3: Frecuencias esperadas estimadas y observadas.

ejemplo, generalmente existen otras variables (“covariables”) cuyos efectos
queremos controlar por la posible influencia que puedan tener sobre esa re-
lacion.

Las secciones cruzadas de una tabla multidimensional muestran la distri-
bucién del conteo de XY de las celdas en los niveles de otra variable (o en
varias combinaciones de los niveles de otras variables). Estas secciones cru-
zadas se conocen como tablas parciales. En las tablas parciales la otra o las
otras variables estan controladas en el sentido de que sus valores son cons-
tantes. La tabla de dos dimensiones obtenida al agregar las correspondientes
cantidades de las tablas parciales se llama tabla marginal XY.

Las asociaciones de las tablas parciales se conocen como asociaciones
condicionales, porque hacen referencia al efecto que existe entre X y Y con-
dicional en algin nivel fijo de otra variable.

La informacion contenida en las tablas parciales XY puede ser totalmente
diferente de la contenida en la correspondiente tabla marginal XY

Ejemplo

Utilizando nuevamente los datos de pena de muerte de Radelet (1981),
estudiamos la relacién bivariada entre el veredicto de la pena de muerte y la
raza del acusado de la tabla 2.2. Esta tabla es una tabla de dos dimensiones
de una tabla de contingencia de tres dimensiones que Radelet present6 en la
cual se incluy6 la variable “raza de la victima”. Esta tabla de contingencia
expandida se presenta en la tabla 2.4. La tabla 2.4 presenta las tablas par-
ciales de acuerdo a la raza de la victima. La tabla de contingencia dada en la
tabla 2.2 es la tabla de contingencia marginal de las variables raza del acu-
sado y pena de muerte y se obtiene de la tabla 2.4 sumando las frecuencias
bajo las dos categorias de la raza de la victima (i.e., 1940, 13249, 1146,
52+97), para cada una de las cuatro combinaciones de la raza del acusado y
el veredicto de pena de muerte. |
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Raza de la victima Raza del acusado Pena de muerte

S1 No
Blanco Blanco 19 132
Blanco Negro 11 52
Negro Blanco 0 9
Negro Negro 6 97

Tabla 2.4: Tabla 2 x 2 x 2 del veredicto de pena de muerte por raza del
acusado y raza de la victima.

Independencia Marginal y Condicional

Vamos a considerar el tratamiento formal para las probabilidades de las
celdas. Consideremos una tabla de clasificacién cruzada de tres dimensiones
(X,Y.,Z). Las probabilidades de las celdas seran denotadas por {m; ;i =
1,...,m; 7 =1,...,¢; k =1,...,1}, donde ZiZjZkﬂ-ijk = 1. Primera-
mente vamos a estudiar la asociacién parcial o “condicional”’entre X y Y en
tablas parciales en las cuales los valores de Z estan fijos.

Una tabla I x J x K describe la relacién entre las variables X y Y,
controlando a la variable Z. Si las variables X y Y son independientes en
la tabla parcial fijando Z = k, entonces X y Y se llaman condicionalmente
independientes en el nivel k de Z, esto significa que

p(V=jlX=i,Z2=Fk)=p(Y =jlZ=Fk)  Vij (2.1)

De manera mas general, X y Y se dicen condicionalmente independientes
dada Z cuando son condicionalmente independientes en cada nivel de Z,
esto es, cuando se cumple la ecuacién (2.1) para todo k. Entonces, dada Z,
Y no depende de X.

Suponga que se tiene una tabla de tres variables, con probabilidades con-
juntas {m;;; = p(X =1,Y = j,Z = k)}, entonces
la cual bajo la independencia condicional de X y Y, dada Z, es igual a

Tijk = TitkT4jk/ T4tk Vi, j, k.

La independencia condicional no implica la independencia marginal. Por

ejemplo, bajo la independencia condicional

Tij+ = Z (Tt kT e/ Ttk -
k

Esto no se simplifica a 74 = ;4474 4, lo cual ocurre bajo la independencia
marginal.
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Jerarquia de las Estructuras para Tres Variables

En una tabla de contingencia de tres dimensiones las asociaciones parcia-
les pueden tomar varias formas; estas formas pueden describirse en términos
de las caracteristicas estructurales tales como independencia e interaccién.
Por ejemplo, una tabla puede estar caracterizada por cualquier par de va-
riables que son independientes condicionalmente y por la interaccién de tres
factores.

Cada una de las estructuras presentadas a continuacién serd representada
como un modelo loglineal para las frecuencias esperadas de las celdas (ver
seccion 2.4).

Para tablas de tres dimensiones consideraremos una jerarquia de cinco
tipos de estructuras, ordenadas en términos de la extension de la asociacion
y la interaccion de tres factores:

1) Los tres pares de variables son independientes condicionalmente, esto
es:
X es independiente de Y, dado Z.
X es independiente de Z, dado Y.
Y es independiente de Z, dado X.
2) Dos de los pares de variables son independientes condicionalmente, por
ejemplo:
X es independiente de Z, dado Y.
Y es independiente de Z, dado X.
X y Y son dependientes condicionalmente, dado Z.

Similarmente, la dependencia condicional podria ser para el par X y
Z, o podria ser para Y y Z.

3) Uno de los pares de las variables es independiente condicionalmente,
por ejemplo:

X es independiente de Z, dado Y.
X y Y son dependientes condicionalmente, dado Z.

Y y Z son dependientes condicionalmente, dado X.

Similarmente, la independencia condicional podria ser para el par de
variables X y Y, o podria ser para Y y Z.
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4) Ninguno de los pares de las variables es independiente condicionalmen-
te, pero no hay interaccién de tres factores.

5) Hay interaccién de tres factores. De aqui todos los pares de variables
son dependientes condicionalmente, pero la asociacion entre cada par
varia de acuerdo al nivel de la tercera variable.

2.2. Paradoja de Simpson
Considere una situacion donde
p(A|B) > p(A|B")

de manera que hay una asociacién positiva entre Ay B y sea D otro evento.
Suponga que, a pesar de la desigualdad anterior, se satisface que

p(A|B, D) < p(A|B*, D)

p(A|B, D) < p(A|B*, DF)

de tal manera que existe una asociaciéon negativa entre A y B, tanto si D
ocurre como si D no ocurre. Este fenémeno se conoce como la Paradoja de
Sitmpson.

Notemos que

p(A|B) = ap(A|B, D) + (1 — a)p(A| B, D)

p(A|B%) = Bp(A|B*, D) + (1 — B)p(A| B, DF)

donde oo = p(D|B) y 8 = p(D|B¢). Si By D fueran independientes, entonces

a = 3,y seria imposible obtener la desigualdad inversa descrita anteriormen-

te. Si a y (3 son distintas, entonces esta desigualdad inversa puede ocurrir.
Note que

p(AID) = yp(A|B, D) + (1 — v)p(A| B, D)

p(A|D?) = dp(A|B, D) + (1 — 0)p(A| B, D)
donde v = p(B|D) y 6 = p(B|D°).
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Lema 2.2.1. Para cualquier p(A|B) > p(A|B€), ambas contenidas en (0, 1),
es posible encontrar Py, Py, Q1 y Qo dentro del intervalo (0,1), tales que
Py < Py Q1 <Qy con

p(A|B) = aPr + (1 — a)Q

p(A|B%) = 3P, + (1 = )Qs

para alguna « y (3, ambas en el intervalo [0, 1].

Demostracion. Si a = 1y § = 0 entonces p(A|B) = P, y p(A|B®) = Q.
Sea P, cualquier valor mayor que p(A|B) y @ cualquier valor menor que
p(A|B°). Entonces todas las condiciones descritas en el lema se cumplen.
Una ligera extension nos dice que o y 3 necesitan estar dentro del inter-
valo (0,1). Si p(A|B) y p(A|B°) caen dentro del intervalo (0, 1), entonces se
requeriran los valores extremos menos lejanos que a =1y 3 = 0. O

El lema 2.2.1 nos dice que la desigualdad inversa descrita anteriormente
puede ocurrir ain si p(A|B) y p(A|B¢) son muy diferentes.

Ejemplo

Utilizando nuevamente los datos de pena de muerte de Radelet (1981)
presentados en la tabla 2.4, la tabla marginal de las variables raza del acusa-
do y pena de muerte nos indican que el 11.88 % de los 160 acusados blancos
recibieron la pena de muerte, mientras que el 10.24 % de los 166 acusados
negros recibieron la pena de muerte. Por lo tanto hay evidencia no significati-
va de discriminacién para los acusados de raza blanca. Sin embargo, cuando
utilizamos la tabla completa y consideramos la raza de la victima ocurre la
paradoja de Simpson.

Considerando a los acusados de victimas de raza blanca, el 12.58 % de
los acusados blancos recibieron la pena de muerte, mientras que el 17.46 %
de los acusados negros recibieron la pena de muerte. Ademads, considerando
a los acusados de victimas de raza negra, ningin acusado blanco recibié la
pena de muerte, mientras que el 5.8% de los acusados negros recibieron la
pena de muerte.

Las probabilidades se muestran a continuacién. Sea A={Raza del acusa-
do}, B={Pena de muerte} y D={Raza de la victima}, entonces

p(B=si|]A=b)=0118 > p(B =silA =n)=0.102

p(B=sil]A=b,D=b)=0.125 < p(B=sil]A=n,D=>b)=0.174
p(B=sil]A=b,D=n)=0 < p(B=sil]A=nD=nmn)=0.582
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Por lo tanto hay evidencia de discriminacién para los acusados de raza
negra. |

La paradoja de Simpson generalmente ocurre cuando se tienen datos que
no estan conectados o que no son aleatorios.

La paradoja de Simpson puede usarse para rebatir muchos andlisis de
tablas de contingencia que se basan en datos que no son aleatorios. Siempre
puede existir una variable que lleve a conclusiones opuestas, si la tabla de
contingencia fuera dividida de acuerdo a esta variable. Sin embargo, si por
ejemplo los datos son aleatorios (si los acusados blancos y los acusados negros
hubieran sido elegidos de manera aleatoria de subpoblaciones de acusados
blancos y acusados negros) entonces es menos probable que alguna varia-
ble afecte las conclusiones del andlisis. El problema puede minimizarse si los
individuos pueden considerarse subjetivamente como miembros “intercam-
biables”de una poblacién. En cualquier caso, cualquier conclusion obtenida
de una tabla de contingencia, que se basa en datos que no son aleatorios,
puede considerarse como subjetiva.

Para mas detalles acerca de la paradoja de Simpson consultar Leonard y
Hsu (1994) y Leonard (2000).

2.3. Analisis

En el analisis de tablas de contingencia, aparte de poder ver la descripcion
de los datos muestrales {n;;}, se hace inferencia acerca de la estructura de la
tabla suponiendo probabilidades {;;} que son desconocidas. En esta seccion
se estudian dos estadisticas que se usan para probar hipdtesis acerca de las
asociaciones entre las variables.

2.3.1. Esquemas de Muestreo

En el andlisis de tablas de contingencia de dos dimensiones hay tres es-
quemas de muestreo que ocurren en la practica:

» Fsquema 1 (muestreo multinomial o multinomial sampling), donde sélo
el nimero total de observaciones n es fijo.

» Esquema 2 (muestreo multinomial-producto o muestreo estratificado,
product-multinomial sampling o stratified sampling), donde el total por
renglones {n;+} o el total por columnas {n;} son fijos.

s Fsquema 3, donde el total por renglones y el total por columnas son
fijos.
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Los esquemas de muestreo andlogos ocurren en tablas de contingencia
cuando algunos de los totales marginales estan dados por el experimentador.
El esquema 3 no es muy comun. En el caso de una tabla de contingencia de
2 x 2 es la estructura que lleva a la prueba exacta de Fisher.

Para el caso de tablas de contingencia de tres dimensiones (g X r X s) hay
seis esquemas de muestreo:

= Fsquema 1, muestreo multinomial con ¢rs categorias, probabilidades
de celda py,j, y tamano de muestra n.

» Esquema 2, estableciendo los totales {nn++} (6 {nyir} 6 {nitj}), v
tomando ¢ muestreos multinomiales independientes (6 r 6 s), cada uno
con rs categorias (6 gs 6 gr respectivamente), y con probabilidades

{phij/pthJr} (6 {phz‘j/ Pyir} 6 {phz’j/ p++j})-

» Esquema 3, estableciendo los totales {ni;;} (6 {nnt;} 6 {nnit}), v
tomando 7s (6 ¢s 6 gr) muestreos multinomiales independientes, cada
una con ¢ categorfas (6 6 s), y con probabilidades de celda {pp;;/p+i;}

(6 {Phij/Pn+;} O {Dhij/Pri+} respectivamente).

» Esquema 4, estableciendo los totales {ni;+} y {niy;} (6 {nprs} vy
{n4it} 6 {nps+}t y {n44;}), y tomando muestreos estratificados.

» Esquema 5, estableciendo los totales {npy} v {nyij} ({neiv} y {nnss}
6 {ny+j} v {nnit+}), y tomando muestreos estratificados.

» Esquema 6, estableciendo los totales {ny .}, {niit} y {n4y;}-

Muestreo Poisson, Binomial y Multinomial

Suponga que una muestra aleatoria de tamano fijo n se clasifica de acuerdo
a dos variables categoricas. La distribucion del niimero de observaciones en las
celdas es una distribucién multinomial especificada por el tamano de muestra
n y las rc probabilidades poblacionales de las celdas {m;;}. La probabilidad
de que el conjunto de celdas contenga {n;;} observaciones que sumen n es

(H@ 1H 1 ! ) 111_[1%"”

Este esquema de muestreo se llama muestreo multinomial completo (esquema

1).
Suponga que dentro de cada categoria de la variable renglén, una muestra
aleatoria independiente se clasifica de acuerdo a la variable columna. Las
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celdas del i-ésimo renglén tienen distribucion multinomial especificada por
el tamafo de muestra n;; y las probabilidades {7;; j = 1,...,c} y cada una
de las celdas de los diferentes renglones son independientes. Las celdas en el
renglon ¢ tienen la funciéon de probabilidad

ni+! - N4j

<H;=1 nij!> ]1;[1 "l

y el producto de estas probabilidades de cada uno de los r renglones da la

funcién de probabilidad para toda la tabla. Este esquema de muestreo se
llama muestra multinomial independiente (o producto, esquema 2).

Otro esquema de muestreo supone que el niimero de observaciones de
las celdas son variables aleatorias Poisson independientes. Si el ntimero de
observaciones n;; de la celda tiene valor esperado m,;, entonces la funcién de
probabilidad para n;; es

e~ Mij i

- v

TLU'

para todos los enteros no negativos. El producto de estas probabilidades para
las rc celdas da la funcién de probabilidad para la tabla. Para este esquema
el tamano de la muestra total en la tabla es aleatorio. Puede mostrarse que
condicionando sobre el tamano de la muestra total obtenemos el muestreo
multinomial completo. Condicionando sobre los totales marginales obtenemos
el muestreo multinomial independiente (ver seccién 1.1.1).

Para el muestreo multinomial completo, los estimadores méaximo verosimil
de {m+} y {m4;} son las proporciones muestrales {p;,+} y {p+;}. Bajo el
supuesto de independencia de las dos variables tenemos que m;; = mi 745, ¥
el estimador maximo verosimil de 7;; es

N4 N5
n2

Tij = DitP+j = .
Para las muestras multinomial y Poisson, m;; es el valor esperado de
la celda con nimero de observaciones n;;. Si los {n;;} tienen distribucién
multinomial, entonces cada celda tiene una distribucién binomial; de esta
manera tenemos que m;; = E(n;;) = nm;. Las {m;;} son las frecuencias
esperadas.
La estimaciéon de m;; es m;; = nm;;. Bajo el supuesto de independencia
tenemos que
A Ny g5
My = NPiyPyj = — — -
Las {rm;;} son las frecuencias esperadas estimadas bajo la hipétesis nula de
independencia.
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2.3.2. Pruebas de Hipétesis

En 1900 Karl Pearson sugirio la estadistica

2 _ ii (4 — 1ini;)°

i=1 j=1
para probar la hipdtesis nula:
H, : las variables son independientes

en tablas de dos dimensiones.
Otra estadistica de gran utilidad es la aproximacién de la razén de vero-

similitudes L
GQZQZZnUbg( )

i=1 j=1
Cuando H, es verdadera, ambas X? y G? tienen distribucién asintética ji-
cuadrada (cuando n — o0) con grados de libertad df = (r — 1)(c¢ — 1). Las
dos estadisticas de prueba son equivalentes asintoticamente; en el sentido de
que la diferencia entre las dos es de orden menor a 1/n cuando n — oco. Si el
valor de las estadisticas de prueba es grande se concluye que H, es falsa.

Para que x? y G? tengan una buena aproximacién a la distribucién ji-
cuadrada se sugiere que al menos el 80 por ciento de las celdas tenga un m;
mayor a 5, y 71;; sea mayor a 1 en todas las celdas.

Si 7h,;; son pequenias, generalmente se pueden combinar las categorias de
las variables para obtener una tabla con frecuencias mayores. Generalmente
no se fusionan las categorias a menos que haya una forma natural de ha-
cerlo. Hay alternativas para usar la ji-cuadrada, como la prueba exacta con
distribucion muestral hipergeométrica para las frecuencias de las celdas; esta
distribucién se da cuando las marginales son fijas.

Las {n;; } dependen de los totales marginales de los renglones y las colum-
nas, por ello las estadisticas X? y G? para probar independencia no cambian
bajo permutaciones de renglones y permutaciones de columnas. Esto implica
que ambas clasificaciones son tratadas como escalas nominales en estas prue-
bas. Si se aplican estas estadisticas para probar independencia entre variables
ordinales, se ignorara parte de la informacién que puede ser relevante.

Resumiendo, en una tabla de contingencia de dos dimensiones, la hipotesis
nula de independencia estadistica entre dos variables tiene la forma

TLZ']‘
mij

Hoy @ mj = mipmyy,

para todo ¢ y j. Las probabilidades marginales especifican las probabilidades
conjuntas. Para probar Hy, identificamos a m;; = nm;; = nm my; como la
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frecuencia esperada. De aqui, m;; es el valor esperado de n;; bajo el supuesto
de independencia. Generalmente {m;; } y {m,;} son desconocidas.

Estimamos las frecuencias esperadas sustituyendo las probabilidades des-
conocidas por las proporciones muestrales, obteniendo

A L L L ]
Mij = NPi+P+j = N =
n n n

Las {m;;} son las llamadas frecuencias esperadas estimadas. Estas tienen
el mismo total de renglones y columnas que los conteos observados, pero
muestran los patrones de independencia.

Para probar la independencia en una tabla de contingencia de r x ¢, la
estadistica de Pearson y la estadistica de razén de verosimilitudes son iguales

a
N
X2:27<nwm;n”) , GQ:QZnijlog( )7
respectivamente.

Para muestras grandes estas estadisticas tienen funcién de distribucion
ji-cuadrada con (r —1)(c — 1) grados de libertad. Esto significa que bajo Hy,
{mi+} v {m4;} determinan las probabilidades de las celdas. Hay r—1 renglones
de probabilidades independientes, debido a que éstos deben sumar 1, y por
tanto podemos determinar uno de los renglones por medio de los demaés; por
ejemplo, el primer renglén estd determinado por my = 1—(moy + -+ + w4 ).
Anélogamente, hay ¢ — 1 columnas de probabilidades independientes, ya que
éstas deben sumar 1, también podemos determinar una de las columnas por
medio de las demas; por ejemplo, la primera columna estd determinada por
7y = 1 — (myo+ -+ -+ 7). Asi obtenemos un total de (r — 1) + (¢ — 1)
parametros. La hipotesis alternativa no especifica las rc probabilidades de
celdas. Las probabilidades de celdas deben sumar 1, de tal manera que hay
rc — 1 parametros independientes. El valor para los grados de libertad es la
diferencia entre el nimero de parametros bajo la hipdtesis alternativa y la
hipotesis nula, es decir,

nij
mij

(re=1)—=[r=1)+(c=1D]=rc—r—c+1=(r—1)(c—1).

Ejemplo

Las estadisticas para los datos de Radelet (1981) para la tabla de contin-
gencia de 2 x 2 de la tabla 2.3 son X? = 0.22 y G? = 0.22, con un grado de
libertad. Si comparamos estos valores con el cuantil 95 % de una distribucién
Xé)a X%l),o.% = 3.8415, estos valores son pequenos y muestran que no hay
una asociacion significativa entre el veredicto de pena de muerte y la raza
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del acusado. Para el caso de la tabla de contingencia de 2 x 2 x 2 de la tabla
2.4 las estadisticas son X? = 122.39 y G? = 137.92; si comparamos con el
mismo cuantil de una distribuién X%1) entonces los valores muestran que hay
una asociacion significativa entre las variables. |

2.3.3. Residuales

Una prueba estadistica y su valor-p describen la evidencia contra la hipote-
sis nula. Una comparacion de celda a celda de las observaciones y las frecuen-
cias esperadas estimadas ayuda a entender mejor la naturaleza de la eviden-
cia. Bajo la hipotesis nula Hy: “las variables son independientes”, diferencias
grandes entre n;; y 7;; ocurren en las celdas en donde se tienen frecuencias
esperadas m;; grandes.

Los residuales de Pearson estan definidos por

Los residuales de Pearson se relacionan con la estadistica de Pearson por
medio de ) . > i e?j = x%. Bajo la hipétesis nula Hy: “las variables son inde-
pendientes”, los residuales de Pearson {e;;} se distribuyen asintéticamente
normal con media cero.

Los residuales de Pearson estandarizados que tienen una distribucion
asintética normal estandar resultan de dividir los residuales de Pearson entre
su error estandar estimado. Bajo la hipotesis Hy los residuales de Pearson
estandarizados son:

'I’Ll'j — ﬁ’ll’j
\/mij/(l —pir)(1 —p+j)’

También se conocen como residuales ajustados.

Cuando la hipétesis nula es verdadera, para muestras grandes, cada resi-
dual ajustado tiene aproximadamente una distribuciéon normal estandar. Un
residual ajustado que excede alrededor de 2 6 3 en valor absoluto indica que
existe carencia de ajuste de Hj en esa celda.

2.3.4. Devianza

La devianza es la estadistica de la razon de verosimilitudes para comparar
el modelo de interés M con el modelo més complejo S (en la seccién 2.4 se
estudiardn los modelos loglineales, los cuales son algunos de los modelos
utilizados en el andlisis de datos categdricos). Al modelo S se le conoce como
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modelo saturado. La devianza es la estadistica para probar la hipdtesis de
que todos los parametros que aparecen en el modelo saturado pero no en el
modelo M son iguales a cero.

La devianza tiene la misma forma que la estadistica de razén de vero-
similitudes G? para el modelo M. Sean L); y Lg los valores maximos del
logaritmo de la verosimilitud para el modelo M y S, respectivamente. La
devianza esta definida por

Devianza = —2[Ly; — Lg].

Los componentes de la devianza, llamados residuales de la devianza, propor-
cionan un diagnoéstico de la falta de ajuste del modelo. Son alternativas para
los residuales de Pearson y los residuales ajustados. Similares a los residuales
de Pearson, los residuales de la devianza se distribuyen aproximadamente
normal.

Para dos modelos, suponga que uno (Mj) es un caso especial del otro
(Mjy). Suponiendo que el modelo més complejo se cumple, la estadistica de
razén de verosimilitudes para probar que el modelo més simple (M) se cum-
ple es

—2[Lo — L] = —2[Ly — Ls] — {—2[L; — Ls]} = Devianzay — Devianza .

Uno puede comparar los modelos comparando sus devianzas. Para muestras
grandes, esta estadistica es aproximadamente ji-cuadrada, con grados de li-
bertad igual a la diferencia entre los grados de libertad de los residuales para
los modelos separados. Estos grados de libertad son iguales al ntimero de
parametros adicionales no redundantes que estan en M; pero no en M.

2.4. Modelos Loglineales

Los modelos loglineales generalmente se usan para modelar los conteos
de las celdas de las tablas de contingencia. Los modelos especifican cémo
los conteos esperados dependen de los niveles de las variables categéricas
para cada celda, asi como de las asociaciones y las interacciones entre esas
variables. El propdsito de los modelos loglineales es analizar los patrones
de asociacion e interaccion de las variables. Para mas detalle acerca de los
modelos loglineales consultar Bishop et al. (1975) y Agresti(1984, 1996, 2002).

2.4.1. Modelos Loglineales para Dos Dimensiones

Considere una tabla de contingencia r x ¢ que clasifica un muestra con
distribucion multinomial de n sujetos en dos variables categoéricas. Las pro-
babilidades de celda son {m;;} y las frecuencias esperadas son {m;; = nm;;}.
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Los modelos loglineales usan {m;;} en lugar de {m;;}. Recordemos que
también podemos considerar muestras con distribucion Poisson para r X ¢
conteos de celdas independientes {y;;} conociendo los valores de {m;; =
E(Y;;)}. En ambos casos los {n;;} son los conteos observados.

Ya sea que los datos tengan una distribucién multinomial o Poisson, la
media es positiva. Si bien los modelos lineales generalizados pueden modelar
una media positiva usando la liga identidad, es méas comun usar el logaritmo
de la media. Al igual que cualquier combinacion lineal de las covariables, el
logaritmo de la media puede tomar cualquier valor real. El logaritmo de la
media es el parametro natural para la distribuciéon Poisson; y la liga loga-
ritmo es la liga candnica para un modelo lineal generalizado cuyos datos se
distribuyen Poisson.

Modelo de Independencia

Como ya se menciond, dos variables son independientes si m;; = i my;
para todo ¢ y 7. La expresién correspondiente para las frecuencias esperadas
{m;; = nm;;} esm;; = nm myj paratodo iy j. Usando una escala logaritmica
la independencia es equivalente a la relacion aditiva

logm;; = logn +logmy + logm,; (2.2)
= —logn +logm;y + log m;.

Lo cual nos indica que, si dos variables X y Y son independientes, el loga-
ritmo de la frecuencia esperada para la celda (i,j) es una funcién aditiva
determinada por un efecto del i-ésimo rengléon y un efecto de la j-ésima
columna.

Sean p;; = logm;;,

Mz’.:Z%y M.j:Z%
j=1 i=1

T Cc

p=p= ) %%

i=1 j=1
la cual denota la media de {logm,;}. Entonces, si
AL = Wi —

A=
NG = My = e — g
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obtenemos que, bajo el modelo de independencia, una formulacion alternativa
del modelo (2.2) es

logmi; = pn+ XX + A (2.3)

Este modelo se llama modelo loglineal de independencia para una tabla de
contingencia de 2 dimensiones.

Como es usual, se requieren condiciones adicionales para los parametros,
tales como \¥ =\ =0, 6 \¥ + A} = 0 para alguna i, para poder obtener
los parametros ajustados.

Para este modelo las frecuencias esperadas estimadas por medio del ajuste
de maxima verosimilitud son {m;; = n;1n,;/n}. Las pruebas que usan las
estadisticas x? y G? son también pruebas de bondad de ajuste para este
modelo loglineal (ver seccién 2.3.2).

Modelo Saturado

Ahora consideremos un modelo loglineal méas general para dos variables,
que corresponde a diversos tipos de dependencia. Sean p;; = log m,j,

j= i=

y T C
— 0y = Hij
w=p. = Z ' re )
=1 j5=1
la cual denota la media de {logm;;}. Entonces, si
A=
Ajo=

Nij = i e g g
obtenemos que
log m;; :u—i-)\f(—i-)\;/—l—)\f;y. (2.4)

Este es el modelo mas general para dos dimensiones; un modelo de esta forma
da un buen ajuste para cualquier conjunto de frecuencias esperadas positivas

{mi; .

Los {\\} v {A\}'} son desviaciones alrededor de la media, de tal manera

que
DAY => A =0
i J
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Asi, hay r — 1 renglones linealmente independientes y ¢ — 1 columnas lineal-
mente independientes. Los {\¥ } y {A\}'} se refieren a los ntimeros relativos de
casos en las categorias de X y Y. Este promedio se calcula sobre una escala
logaritmica, ya que {\;*} se refiere al tamartio relativo de la media aritmética
de los {logm;; j=1,...,c}.

Los {\}¥} satisfacen

S = T =0
i j

de tal manera que (r—1)(c—1) de esos términos son linealmente independien-

tes. El modelo de independencia (2.3) es el caso especial del modelo general

(2.4) en el cual todos los {A\}" = 0}. De esta manera, {\;5"'} son asociaciones

paramétricas que reflejan las desviaciones a partir de la independencia.

El modelo de independencia, logmg; = p 4+ A* + XY, tiene 1+ (r — 1) +
(c—1) = r+c—1 pardmetros linealmente independientes. El modelo general
tiene los (r—1)(c—1) {A\X"} pardmetros de asociacién adicionales. El ntimero
total de pardmetros en el modelo general es igual a 1+ (r—1)+ (c—1)+ (r—
1)(¢ — 1) = re, que es el nimero total de celdas en la tabla. Para tablas de
cualquier niimero de dimensiones, el modelo loglineal tiene tantos parametros
como numero de celdas en la tabla y se llama modelo saturado.

Existen relaciones directas entre los pardametros en los modelos loglineales
y los momios. Esta relacion es la mas simple para una tabla 2 x 2,

mi1Mmag

logd = log = logmqy; + log maos — logmys — logmoy

mi2Moy
= (WHA AN )+ (XA )
— (AT A ) — (A AT Y
= MY ALY Y XY

De esta manera, {\X"} determina la asociacién entre X y Y.

Los modelos loglineales son de alguna manera modelos jerarquicos; esto
significa que en la mayoria de los casos los modelos incluyen a todos los térmi-
nos de orden inferior compuestos de las variables contenidas en los términos
del modelo. Por ejemplo, cuando un modelo contiene )\fj(»y, éste también con-
tiene a los términos A;* y AY". Una razén para incluir a los términos de orden
inferior es que, de otra manera, la significancia estadistica y la interpretacién
de los términos de orden mayor dependerian en cémo estan codificadas las
variables, ademads la diferencia de las devianzas de dos modelos no tendria
una distribucién ji-cuadrada.

Al igual que en el modelo de independencia, debemos establecer condicio-
nes adicionales sobre los parametros para poderlos estimar. Para los efectos
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principales tendrfamos que AX =AY =0, 6 A¥ +\} = 0 para alguna i. Para
los efectos de interaccién tenemos varias posibilidades, una de ellas podria
ser que A =AY =0,y otra serfa que Y5, AT = 37 ALY = 0, para todo
1y 7.

2.4.2. Modelos Loglineales para Tres Dimensiones

La forma general dada en la seccion anterior para un modelo loglineal
en dos dimensiones se extiende directamente a dimensiones mayores. Sea
ijr = log m;ji,. Podemos expresar log m;;, como

logmije = 1+ N+ A+ M+ A+ A7 + A7+ A8 (2.5)

donde

)SELED I SIED SETUED SEC LIRS SPVER
% J k k

i j

En el modelo (2.5) los términos que tienen doble subindice pertenecen
a las asociaciones parciales, y el término con triple subindice pertenece a la
interaccién de los tres factores. Cuando algunos pardametros son iguales a
cero en el modelo (2.5), los modelos corresponden a alguna de las estructuras
discutidas en la seccién 2.3.1, que explicaremos a continuacion y que se listan
en la tabla 2.5. Por simplicidad cada modelo puede representarse por medio
de un simbolo que se lista también en la tabla para los términos de orden
mayor para cada variable. El simbolo indica abreviadamente los pares de
variables que estan asociados. Las variables dependientes condicionalmente
aparecen juntas en el simbolo.

Modelos Loglineales Simbolo
logmijr = p+ A + A + A/ (
log mijr, = pn+ NS+ A 4+ A7 + A% (
logmijr = i+ A4+ X + M+ A + A7 (XY,YZ)
log mije = p+ XS+ X + M+ 07 + A7+ A7 (

logmijr = p+ N+ N + M X+ A7+ N7+ 007 (XY2)

Tabla 2.5: Algunos Modelos Loglineales para Tablas de Tres Dimensiones.

(X,Y,Z2)

Tres variables son completamente independientes si para cada i, j y k,
Tijk = Tit4+T4j4+ T4k SObre una escala logaritmica esto puede representarse
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por el modelo

log M, = p+ A +)\§/+)\f,
por lo cual cada par de variables es condicionalmente independiente dadas
las demas.

Recordemos que si una de las variables es condicionalmente independiente
de una o de otras dos variables, entonces la asociaciéon marginal de las otras
dos es la misma que su asociacién parcial. Para este modelo los tres pares
de variables son independientes marginalmente. Por ejemplo, la asociacién
marginal entre X y Y es la misma asociaciéon parcial entre X y Y, dada
Z, porque Z es condicionalmente independiente de X, dada Y, o también
porque Z es condicionalmente independiente de Y, dada X. Este modelo es
tan simple que rara vez da un buen ajuste en la practica.

(XY,Z) o (XZ,Y) o (YZ,X)
El simbolo (XY,Z) denota el modelo
logmyjr, =+ X + A + A+ 5T,

para el cual los parametros {)\f](»y} pertenecen a la asociacién parcial entre X
y Y, dada Z. El simbolo para el modelo refleja la dependencia condicional de
X y Y. Para este modelo X y Z son independientes condicionalmente (dada
Y), y Y vy Z son independientes condicionalmente (dada X). Si todos los
)\f;Y = 0, las variables X y Y también son condicionalmente independientes,
y el modelo se simplifica a (X,Y,7).

Las asociaciones marginales son idénticas a las asociaciones parciales. Por
ejemplo, la marginal XY es igual a la asociacién parcial XY, dada Z, porque
Z es independiente de X, dada Y, o porque Z es independiente de Y, dada X.
La asociacion marginal X Z es la misma que la asociacion parcial X 7, dada
Y (i.e. X y Z son independientes marginalmente), porque Y es independiente
de Z, dada X.

Hay tres modelos separados en este nivel de la jerarquia de estructuras,
correspondientes a tres posibles pares de variables que pueden ser condicio-
nalmente dependientes. El simbolo (XZ,Y) denota el modelo tal que X y Z
son condicionalmente dependientes, y (YZ,X) denota el modelo tal que Y y
Z son condicionalmente dependientes.

(XY,YZ) o (XY,XZ) o (XZ,YZ)

Hay tres modelos separados en los cuales s6lo un par de variables es
condicionalmente independiente. Por ejemplo, (XY, YZ) denota el modelo

logmyjr = p+ A+ A + A0+ A5 + A7,
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donde {5} y {\}7} pertenecen a las asociaciones parciales de XY y Y Z,
respectivamente. Para este modelo, X y Z (las variables que no aparecen
juntas en el simbolo del modelo) son condicionalmente independientes, dada
Y.

Para el modelo (XVY,YZ), la marginal XY y la marginal YZ muestran
las mismas asociaciones parciales correspondientes, porque X y Z son con-
dicionalmente independientes. Sin embargo, la asociaciéon marginal de X7
puede diferir de la asociacién parcial de XZ (dada Y'), porque Y es condi-
cionalmente dependiente de ambas, X y Z. De esta manera X y Z pueden
ser marginalmente dependientes, ain cuando sean son condicionalmente in-
dependientes en cada nivel de Y.

(XY,XZ,YZ)

Para el modelo
logmije = 4+ A+ AL + A7+ A5 + A7 + A7

Como los términos de las asociaciones parciales aparecen para cada par de
variables, ningtin par es condicionalmente independiente. Este es un caso
especial del modelo general en el cual A%} = 0 para todo 7, j, y k, lo que
significa que no hay interaccién entre los tres factores.

Para este modelo la asociacion parcial entre cualquier par de variables
es la misma en cada nivel de la tercera variable, pero esa asociacién puede
diferir de la asociaciéon marginal correspondiente. Por ejemplo, la asociacién
parcial XY, dada Z, puede diferir de la asociaciéon marginal XY porque Z

es condicionalmente dependiente con ambas X y Y.

(XYZ)

El modelo més general para tres variables, el modelo (2.5), presenta la
interaccién de los tres factores. Cada par de variables puede ser condicional-
mente dependiente, y la asociacién entre cualquier par puede depender del
nivel de la tercera variable. La generalidad de esta estructura es tal que descri-
be el conjunto S [(XY Z)] de todos los {71 }. El conjunto S (XY, XZ, Y7)]
de {m;;1} para el cual las interacciones entre los tres factores son )\f;,i/z =0.
El conjunto S [(XY, Y Z)] que satisface (XY, YZ) es un subconjunto més pe-
queno de S [(XY Z)], que es también un subconjunto de S (XY, XZ, Y Z)].
Este conjunto S [(XY, Y Z)] indica que no hay interaccién entre los tres fac-
tores y la independencia condicional entre X y Z, dada Y'; esto es, todos

los \Xp? = 0y todos los A\\# = 0. Por ejemplo, podemos dar la siguiente
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jerarquia entre los modelos

S((X,Y,z2)] c S[(XY,Z)]
C S[(XY,YZ)]CS[XY,XZYZ)CS|(XYZ).

Como Y, A\ = 0 en el modelo (2.5), hay (r — 1) pardmetros {\;*} li-
nealmente independientes. Como Y-, A =37 A5 =0, hay (r — 1)(c — 1)
parametros {)\fj(»y} linealmente independientes. Similarmente, la féormula se
aplica a otros pardametros en los modelos. El niimero total de pardmetros

linealmente independientes (incluyendo ) para el modelo loglineal general
(2.5) es

I+(r—1) + (c—-1)+({(-1)+(r—-1)(c—-1)
+ (c=DI-1D)4+0r-D1-1)+@r—-1(c-1)(1-1)=rd

que es el nimero total de celdas en la tabla, ver Agresti (2002).

La mayoria de las estadisticas que se usan para probar la bondad de
ajuste de un modelo se distribuyen asintéticamente como una x?2. Los grados
de libertad asociados a esta distribucién dependen de la estructura de los
datos y del ntimero de parametros independientes en el modelo. Bishop et
al. (1975) describen dos formas de calcular los grados de libertad:

a) Contar el nimero de parametros independientes iguales a cero. La su-
ma de los parametros asociados con cada uno de estos términos da el
nimero de grados de libertad.

b) Contar el niimero de pardmetros independientes estimados, y substraer
este nimero del nimero total de celdas estimadas. Esta diferencia es el
nimero de grados de libertad.

2.4.3. Modelos Loglineales para Dimensiones Mayores

Hemos visto que la estructura de una tabla de contingencia de tres di-
mensiones es mas complicada que la de una tabla de dos dimensiones por la
asociacion parcial y la interaccion de tres factores que deben considerarse.
En el caso de los modelos loglineales, una vez que entendemos los distintos
modelos para tres dimensiones, es relativamente facil entender aquellas ta-
blas con mayores dimensiones. La dificultad esta en que cuando la dimensién
crece, también crece el niimero de modelos diferentes necesarios para descri-
bir todas las posibles asociaciones y las interacciones de orden mayor. Para
una tabla con cuatro dimensiones, por ejemplo, hay 112 diferentes modelos
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loglineales jerarquicos que son mas complejos que el modelo con variables
mutuamente independientes.

Para ilustrar estos modelos con dimensiones mayores, consideremos al-
gunos modelos para una tabla de contingencia de cuatro dimensiones con
variables W, X, Y y Z. Generalmente el modelo de interés mas simple es
donde las variables son mutuamente independientes, denotado por (W, X,
Y, 7). Este modelo rara vez provee un ajuste adecuado. Los modelos que
tienen interpretaciones mas simples son aquellos que no tienen interacciones
de tres factores. Tales modelos estan anidados dentro del modelo

log mpijk = 4 A + X +A + M A HN AT AT AT+ A

denotado por (WX, WY, WZ XY, XZ YZ). Para este modelo cada uno de los
seis pares de variables es dependiente condicionalmente dadas las otras dos
variables. La independencia condicional corresponde a la ausencia de ciertos
términos de asociacion de dos factores. Si )\f](»y = 0 para todo ¢ y j, por
ejemplo, entonces X y Y son condicionalmente independientes dentro de
cada combinacion de los niveles de W y Z.

Hay varios modelos que exhiben algin tipo de interaccion con tres facto-
res. En el modelo denotado por (WXY,WZ,XZ,YZ), por ejemplo, cada par
de variables es condicionalmente dependiente, pero (dentro de cada nivel de
Z) la asociacién entre Wy X o entre W y Y o entre X y Y varfa cruzando
los niveles de una de las tres variables que queda. El modelo no saturado
méas complejo (WXY,WXZ WYZ,XYZ) tiene todas las interacciones de tres
factores.

El modelo més general (el modelo saturado) para una tabla con cuatro
dimensiones es (WXYZ) que corresponde al que tiene interaccién de cuatro
factores. Esto significa, por ejemplo, que la interaccién de tres factores de
W, X y Y varfa a lo largo de los niveles de Z; es decir, la forma en la cual
la asociacién de X y Y varia cruzando los niveles de W es por si misma
diferente dentro de las diferentes categorias de Z.

Ejemplo

Alcohol, Cigarro y Mariguana. La tabla 2.6 contiene una tabla de contin-
gencia de 2 X 2 x 2 cuyos datos se obtuvieron de la encuesta de 1992 realizada
por la Wright State University School of Medicine y la United Health Services
en Dayton, Ohio, ver Agresti (2002). La encuesta pregunté a 2276 estudian-
tes que se encontraban en su ano final de preparatoria en zonas rurales cerca
de Deaton, Ohio, si alguna vez habian utilizado alcohol, cigarro, o marigua-
na. Las variables se denotan por A para alcohol, C para cigarro, y M para
mariguana.
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Mariguana
Alcohol Cigarro Si No
S1 S1 911 538
S1 No 44 456
No S1 3 43
No No 2 279

Tabla 2.6: Cigarro, mariguana y alcohol.

Para estos datos ajustamos el modelo saturado y el modelo de indepen-
dencia.
El modelo saturado es
logmiji, = p+ A+ X7+ X+ A0+ AN + A5 + ALY
y se denota por (ACM). En la tabla 2.7 se presentan los valores observados,

los valores esperados, los residuales de Pearson, los residuales ajustados y la
devianza para el modelo saturado.

Observados Esperados Residuales | Residuales
A C M Conteos % | Conteos % | de Pearson | Ajustados | Devianza
Si St Si 911  40.0% 911  40.0% 0 0 0
Si Si No 538 23.6% 538 23.6% 0 0 0
Si No Si 44 2.0% 44 2.0% 0 . 0
Si No No 456 20.0% 456 20.0% 0 0 0
No Si Si 3 0.2% 3 0.2% 0 0 0
No Si No 43 1.9% 43 1.9% 0 . 0
No No Si 2 0.1% 2 0.1% 0 0 0
No No No 279 12.3% 279 12.3% 0 0 0

Tabla 2.7: Modelo Saturado (ACM).

Por ser este el modelo saturado, donde se encuentran todas las posibles
asociaciones, tenemos un ajuste perfecto, y por esto los valores de los resi-
duales y la devianza son cero.

El modelo de independencia es

log miji = i+ A+ A + A

y se denota por (A, C, M). En la tabla 2.8 se presentan los valores observados,
los valores esperados, los residuales de Pearson, los residuales ajustados y la
devianza para el modelo de independencia.

Este modelo de independencia es el modelo mas simple, debido a que su-
pone independencia de todas las variables, y por tanto no presente asociacién
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Observados Esperados Residuales | Residuales
A C M Conteos % | Conteos % | de Pearson | Ajustados | Devianza
Si Si Si 911 40.0% 540.0 23.7% 16.0 30.5 14.5
St St No 538 23.6% 740.2  325% —74 —16.1 -7.8
Si No Si 44 1.9% 282.1 124 % —14.2 —21.2 —17.7
St No No 456 20.0% 386.7 17.0% 3.5 5.9 3.4
No Si Si 3 0.1% 90.6 4.0% —9.2 —11.4 —12.4
No Si No 43 1.9% 124.2 55% -7.3 —-9.8 -84
No No Si 2 0.1% 47.3 2.1% —6.6 74 —8.8
No No No 279 12.3% 64.9 2.9% 26.6 31.2 19.6

Tabla 2.8: Modelo de Independencia (A, C, M).

de dos o tres variables; no hay un buen ajuste de las variables y esto se ve
reflejado en los valores de los residuales y de la devianza, ya que estos valores
son grandes y, como se habia comentado anteriormente (ver secciones 2.3.4
y 2.3.3), esto implica que existe asociacién entre algunas variables.

La tabla 2.4.3 muestra las estadisticas de bondad de ajuste para varios

modelos ajustados a estos datos, el modelo, distinto al modelo saturado, que
mejor se ajusta es (AC, AM,CM).

Modelo G? X% gl valor-p
(A,CM) 12860 14114 4 <0.001
(A,CM) 534.2 5056 3 < 0.001
(C,AM) 939.6 824.2 3 < 0.001
(M,AC) 843.8 7049 3 < 0.001
(AC,AM) 4974 4438 2 < 0.001
(AC,CM) 92.0 80.8 2 < 0.001
(AM,CM) 187.8 177.6 2 <0.001
(AM,CM) 0.4 04 1 0.54

(ACM) 0.0 00 O —

Tabla 2.9: Pruebas de bondad de ajuste para modelos loglineales de los datos
de la tabla 2.6.

2.4.4. Modelos Loglineales Generalizados

Sean n = (ny,...,ny) y m = (my,...,my) vectores columna de los
valores observados y los valores esperados para una tabla de contingencia
de N celdas. Para simplificar los cédlculos sélo usamos un subindice, pero
la tabla puede ser multidimensional. Los modelos loglineales para valores
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positivos con distribucién Poisson tienen la forma de
logm = X3 (2.6)

para la matriz de disenio X y el vector columna de parametros (.

Como ejemplo, ilustremos lo anterior con el modelo de independencia para
una tabla de contingencia de 2 x 2, logm;; = p + A7 + )\g. Las condiciones
adicionales sobre los pardmetros pueden ser A\ = \Y = 0. Entonces podemos
representar al modelo como

log mqq 1 0 0

logmi | _ |10 1 ||},
lOg moq o 1 10 )\32;
log My 1 11 2

Una generalizaciéon del modelo (2.6) permite muchos modelos adicionales.
Este modelo loglineal generalizado es

Clog(Am) = Xf (2.7)

para algunas matrices C y A. El modelo loglineal ordinario (2.6) es un caso
particular del modelo loglineal generalizado (2.7) cuando las matrices C y A
son matrices identidad. Para mayores detalles, ver Agresti (2002).

2.4.5. Ajuste de Modelos Loglineales

En esta seccion obtendremos las estimaciones de los pardmetros de los
modelos loglineales por dos métodos: una estimacién directa y un algoritmo
iterativo; ambos presentados en Agresti (1984, 1996, 2002). Para la estima-
cion directa de los parametros primero obtenemos las estadisticas suficientes
y posteriormente las ecuaciones de verosimilitud, considerando una distribu-
ci6én Poisson (los resultados son los mismos para la distribuciéon multinomial,
ver seccién 1.1.1). El algoritmo iterativo que se plantea aqui es el método de
Newton-Raphson.

Estadisticas Suficientes Minimales

Consideremos una tabla de contingencia de tres dimensiones cuyos con-
teos de celdas {Y;j; = n;j;} tienen una distribucién Poisson

HHH s

nzyk:

'ij
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donde el producto se refiere a todas las celdas de la tabla. El logaritmo de la
verosimilitud es

= ZZ;W log mji — Zzzk:m]k (2.8)
i i
Por el modelo loglineal general (2.5), esto se puede expresar como
Lim) = nu+ Z N A+ Zn+]+)\ + Z Ny o Nz
+ Z Z i ASY + Z Z nieANZ + Z Z nA R (2.9)
+ ZZZ"M’%Z ZZ%JGXP po e AR,
i

Como la distribucién Poisson pertenece a la familia exponencial, los coefi-
cientes de los pardametros son estadisticas suficientes. Para este modelo satu-
rado, los conteos observados {n;;,} son coeficientes de {\;;}, de tal manera
que no hay una reduccién de los datos. Para otros modelos no saturados, al-
gunos parametros son cero y la ecuacion (2.9) se simplifica. La tabla 2.10 lista
las estadisticas suficientes minimales para varios modelos loglineales. Cada
uno es coeficiente de los términos de mayor jerarquia en los cuales aparece
una variable.

Modelo Estadisticas Suficientes Minimal
(X.Y,Z) {nivs, {neje}s {nssn}

(XY, Z) {nij+}, {nen}

(XY.YZ)  {ngi b {nose)d

(XY, XZ,YZ) {ngi}, {missh, {nosed

Tabla 2.10: Estadisticas suficientes minimales para algunos modelos loglinea-
les.

Ecuaciones de Verosimilitud para Modelos Loglineales

Los valores ajustados para un modelo son soluciones para las ecuaciones
de verosimilitud. Obtenemos las ecuaciones de verosimilitud usando la repre-
sentacién general (2.6) para un modelo loglineal. Para un vector de conteos
n con frecuencias esperadas m = E(n), el modelo es logm = X3, para el
cual log(m;) = >, x;;8; para todo i.
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Extendiendo (2.8) para conteos con distribucion Poisson el logaritmo de
la verosimilitud es

L(m) = Zn, log m; — Zmi
i j i j
La estadistica suficiente para [3; es su coeficiente ) . n;z;;. Puesto que

0
a5, [exp (Z xijﬁj)] = My; €Xp (Z xij@) = Tijhhis

OL(m) _
= E i Tij =1,...,p.
3@ : nzx2j7 J ) P

Las ecuaciones de verosimilitud se obtienen al igualar estas expresiones a
cero y tienen la forma
X'n = X'm.

Estas ecuaciones igualan las estadisticas suficientes a sus valores esperados.

Método de Newton-Raphson

Sea f : ®? — R una funcién positiva, doblemente diferenciable, con
al menos un maximo local. El método de Newton-Raphson proporciona un
algoritmo para encontrar el maximo de f. Es un método iterativo basado en
una aproximacién de Taylor de segundo orden a G(x) = log f(x).

Algoritmo:
1. Elegir un valor inicial 2°.
2. Parat=1,2,...

(a) Calcular G'(z'!) y G”(2'1). (El algoritmo se basa en una apro-
ximacién cuadratica a G(x) centrada en z'~1.)

(b) Calcular el nuevo valor, !, como
xt — xtfl o [G//(xt—l)]flG/(szl).

(De hecho, ' maximiza la aproximacién cuadrdtica mencionada

en (a).)
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La eleccién del valor inicial, 2°, es importante. No hay garantia de que el
algoritmo converja para todos los valores iniciales, particularmente en regio-
nes donde —G” no es definida positiva. Por otro lado, el algoritmo converge
rapidamente si el valor inicial estd cerca del maximo.

Identificamos a L(f) como el logaritmo de la verosimilitud de modelos
loglineales cuyos conteos tienen una distribucién Poisson.

A partir de la ecuacién (2.10), considere

L(B) = Zn (zh: xihﬁh> —) exp (zh: xihﬁh> :

i

Entonces
IL(B)
U; = Tﬁ] = ;nixm ;mzxma
*L(B)
h]k = aﬁjaﬁk = _;mzxwl‘zka
asi que

ug-t) = Z(n, — mgt))xij y hg? =— Z mgt)xijxik.

La t-ésima aproximaciéon m® para m se obtiene de S a través de m® =
exp(X3®). Esto genera el siguiente valor 5% dado por

g = 30 4 [X’diag(m(t))Xrl X'(n —m®).

Esto produce m*+ | y asf sucesivamente.



Capitulo 3

Analisis Bayesiano

En este capitulo estudiaremos algunos de los métodos que se utilizan para
analizar variables categéricas usando métodos de estadistica Bayesiana.

En la seccién 3.1 se presenta la notacion generalizada de tablas de con-
tingencia que se usard en este capitulo para el analisis de datos categéricos.
En la seccion 3.2 se presentan tres pruebas Bayesianas para analizar tablas
de contingencia. En la seccién 3.3 estudiamos los modelos loglineales desde
el punto de vista Bayesiano, y se presentan una serie de ejemplos usando
el software WinBUGS. En la secciéon 3.4 se describen algunos modelos al-
ternativos utilizados para el analisis de datos categéricos. Finalmente, en la
seccion 3.5 se presenta el criterio de informacién de la devianza (DIC) como
un indicador para la seleccién de modelos.

3.1. Introduccién

Considere una tabla de contingencia de dos dimensiones con r renglones
y ¢ columnas. Como en el capitulo anterior, sean n;; y m;; el numero de
observaciones y las probabilidades de celdas correspondientes al renglon ¢ y
la columna j (i =1,...,7; j =1,...,c), respectivamente. Sea n;, = Ej Nij,
Ny =My N =320 nij.

Sea m = rc el nimero total de celdas en la tabla de contingencia r x ¢. Al-
gunas veces encontraremos que es mas conveniente ordenar las observaciones
y las probabilidades en un vector de orden 1 xm. Sea 7; y n; respectivamente,

la probabilidad y el nimero de observaciones de la celda [ (I =1,...,m)y
denotemos por 7 tanto a (7y,...,T,,) como a (m1,...,T.) arregladas en el
mismo orden lexicogréfico. Similarmente, denotemos por n a (7, ..., 7y,) ¥
a (N1, ..., Npe).

Bajo el esquema de muestreo multinomial (ver seccién 2.3.1), el vector

63
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de conteos de las observaciones n, se considera como una observacion de una
distribucién multinomial (m — 1)-dimensional con indice N =), 7 y vector
de parametros desconocido 7, cuya funcién de probabilidad es

| -
T L1
~ ' l )
Hl ng: ]

f(a|m, N) =
donde 7, >0y >, 7 = 1.

3.2. Tablas de Contingencia

Al analizar las tablas de contingencia es importante estudiar la relacién
de las variables contenidas en la tabla. En esta seccién se presentan tres
pruebas, la primera para analizar la independencia a través de una prueba
de significancia anédloga a la devianza propuesta por Gutiérrez Pena (2005)
y la segunda a través de los factores de Bayes propuesta por Good (1976).
Finalmente, una prueba propuesta por Lindley (1964) en donde se obtiene
una distribucion aproximada de los parametros y una prueba de significancia
semejante al analisis de varianza clasico.

3.2.1. Pruebas de Independencia

Cuando las pruebas de hipdtesis se realizan con respecto a las probabilida-
des de las celdas o a las frecuencias en una tabla de contingencia, la hipétesis
nula impone ciertas restricciones sobre el espacio de posibles valores de .
En otras palabras, bajo la hipotesis nula, las probabilidades de celda estan
dadas por 7 = hy(7) para algunas funciones hy(-), I = 1,...,m. Considere-
mos, por ejemplo, una tabla de contingencia r X ¢ y un modelo nulo bajo el
cual las dos variables son independientes. En este caso, es conveniente usar
la notacién con doble indice para referirnos a las probabilidades de celdas o
conteos individuales. Entonces la hipotesis nula es

HO . 71'% = hij(’ﬂ') = T+ T4,
donde m;; = Ejﬂ-ij yry =2 m; (i=1,...,r;j=1,...,¢).

Una Prueba de Significancia

Como sabemos que la distribucion final de 7 es una distribucién Dirichlet
(ver seccién 1.1.1), podemos, en principio, calcular la probabilidad final de
cualquier evento que involucre a las probabilidades de celdas 7. En particular,
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la distribucién final de 7 induce una distribucién final sobre el vector 7° =

(79, ..., 7)) de probabilidades de celda bajo la hipStesis nula.
El modelo nulo de independencia puede probarse sobre la base de la dis-
tribucion final de

§=d(m) = zl: log (;T_lg) log (7).

Esta cantidad puede considerarse como una version Bayesiana de la devianza;
es siempre no negativa y es cero si y solo si el modelo nulo y el modelo
saturado son el mismo, es decir, si y sélo si ) = m para toda [.

La distribucién final marginal de ¢ no es facil de obtener en forma analiti-
ca, pero puede obtenerse a partir de la distribucién de 7 usando técnicas de
Monte Carlo. En este caso, podemos generar una muestra {71, ... 7}
de tamano M de la distribucién final (Dirichlet) de 7. Después calculamos
§®) = §(7®) para cada k = 1,..., M. Los valores resultantes {6, ... 6}
constituyen una muestra de la distribucién final marginal de §. La precisién
de las técnicas de Monte Carlo es mayor conforme el valor de M aumenta.

Las distribuciones finales de ¢ concentradas alrededor del cero apoyan el
modelo nulo, mientras que las distribuciones finales localizadas lejos del cero
conducen a rechazar el modelo nulo.

Podemos probar la hipdétesis nula de independencia por medio de una
“prueba de significancia Bayesiana”: rechazar la hipdtesis nula si el intervalo
de mayor densidad (digamos del 95 %), relativo a la densidad final para 9,
no contiene el valor cero (ver seccién 3.2.2).

Factores de Bayes

Otra forma de hacer pruebas de hipétesis de independencia en una tabla
de contingencia es usando el factor de Bayes, ver Good (1967) y Good (1976).

Para probar independencia por medio de métodos Bayesianos es necesa-
rio suponer densidades iniciales para las probabilidades (m;;). Una vez que se
eligen las distribuciones iniciales es posible calcular p((n;;)|H1) y p((ni;)|Ho)
y el cociente de estas probabilidades es el factor de Bayes en contra de Hy.
Este factor puede verse como un cociente de densidades bajo el modelo esta-
blecido.

Cuando suponemos la hipétesis nula Hy (independencia) adoptamos las
densidades Dirichlet D*(r, 1) y D*(s, 1) (ver apéndice A) como las densidades
iniciales de {m;;+} y {my,;}. Para la hipdtesis alternativa H; suponemos la
densidad Dirichlet D*(rs, 1) como la densidad inicial de {m;;}.

Para cada uno de los esquemas de muestreo para una tabla de contin-
gencia de dos dimensiones (ver seccién 2.3.1) tenemos distintos factores de
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Bayes:

= Esquema 1, el total N es fijo; el factor de Bayes es F}, dado por

» Esquema 2, el total por renglones {n;;} o el total por columnas {n,;}
es fijo; el factor de Bayes es F,, dado por

para el total por columnas.

» Esquema 3, el total por renglones y total por columnas son fijos; el
factor de Bayes es F3, dado por

P, = p ((nij)|(nig), (ny), Hy)
p ((nij)|(nit), (nyy), Ho)'

Cuando la hipdtesis de independencia es falsa entonces log(F')/N tiende
en probabilidad a un limite, donde F' es el factor de Bayes correspondiente a
cualquiera de los tres esquemas. Este limite es una medida de asociacién na-
tural que podria llamarse “el peso de la evidencia en contra de la hipotesis de
independencia”. Este limite fue llamado W por Good (1976) y se puede in-
terpretar como la “informacion mutua esperada entre renglones y columnas”.
Bajo cualquiera de los tres esquemas de muestreo

g
W1 = E Tij lOg {7} .
Tit Tt
La medida de asociacion correspondiente para tres dimensiones es

Z Thij 108 { Th } ,

Thet+ T it T4

y de manera analoga podemos obtener esta medida de asociaciéon para ma-
yores dimensiones.
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log,o(F) F Evidencia contra H,
0al/2 1a32 No hay evidencia
1/2a1 3.2al10 Hay evidencia substancial
la?2 10 a 100 Hay gran evidencia
>2 >100  Hay evidencia decisiva

Tabla 3.1: Interpretacion del factor de Bayes.

2log, (F) F Evidencia contra Hy

0a?2 la3 No hay evidencia

2a6 3 a20 Hay evidencia positiva
6al1l0 20 a 150 Hay gran evidencia

>10 >150  Hay demasiada evidencia

Tabla 3.2: Interpretacion del factor de Bayes.

Kass y Raftery (1995) mencionan que si el factor de Bayes es “grande”
entonces se rechaza la hipétesis nula de independencia, sin embargo, para po-
der comparar el factor de Bayes de una mejor manera, pueden considerarse
los criterios de la tabla 3.1. Sin embargo, consideran que los criterios presen-
tados en la tabla 3.2 también pueden utilizarse para realizar una prueba de
hipétesis, ya que ademas éstos estan definidos en la misma escala que la de-
vianza (seccién 2.3.4) y la estadistica de prueba de razén de verosimilitudes
(seccion 2.3.2).

3.2.2. Otras Pruebas

Como ya se ha mencionado, si las variables n; (i = 1,..., k) son variables
aleatorias independientes con distribucién Poisson con medias p;, entonces
la distribucién condicional de estas variables dada N = > .n; tiene una
distribucién multinomial con pardmetros m; = fp;/ Y. p; = p;/0 con 0 =
>, ti- Ademas la distribucién final de 7 es proporcional a []; 7"~ cuando
consideramos una distribucién inicial no informativa (ver seccién 1.1.1).

Lo que nos interesa es encontrar una aproximacién de [, 7/"'. Para
encontrarla consideremos la distribucién Poisson. La distribucién final de las
i, dadas las n; (variables aleatorias Poisson) es proporcional a

[t mh,

cuando se supone una distribucion inicial no informativa. Las yu; son indepen-
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dientes y tienen una distribucién gamma (ver seccién 1.1.1). Si las variables
tienen esta distribucién, entonces su logaritmo se distribuye aproximadamen-
te normal para todos los n; que no sean pequenos. La media de los log p; es
aproximadamente logn; y la varianza es aproximadamente n; .

Sea ay, ..., a; un conjunto de constantes con ) . a; = 0. A una combina-
cién lineal cuyos coeficientes suman cero generalmente se le llama contraste.

Considere un contraste en los log p;, y note que

Z a; log p; = Z a; log(0m;) = Z a; log ;.

7 %

Esto implica que los contrastes de los log y; son iguales a los contrastes de
los log ;. Pero los contrastes de los log p; se distribuyen aproximadamen-
te normal y el conjunto de ellos se distribuyen normal conjuntamente. Lo
mismo debe aplicarse a los log m; cuando se considera que los n;; tienen una
distribucion multinomial. De estos resultados tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.2.1. Si las variables aleatorias ny,...,ny tienen una distribu-
cton multinomial con pardmetros my, ..., T, y St la distribucion inicial de los
pardmetros m; tienen densidad proporcional a Hle 7T;1 en la region m; > 0,
Y. m = 1; entonces, silas constantes ap; (p=1,...,m;i=1,...,k; m <k)
satisfacen Y, a, = 0, la distribucion final conjunta de ), aylogm; (p =
1,...,m) es aprozrimadamente normal con medias

E api log n;
i
y covarianzas (varianzas cuando p = q)

E : -1
ApiQg;T; .
i

Las expresiones para la media y la covarianza de los contrastes se obtienen
debido a la independencia de los log y; y a la forma aproximada de sus medias
y varianzas. En el caso binomial, £ = 2, los contrastes son multiplos de
logm — logmy = log{m/(1 — )}, y éstos son los logaritmos de los momios.
Consecuentemente, el resultado para las variables que tienen una distribucién
binomial es un caso particular del teorema 3.2.1. En vista de la generalizacion,
llamaremos a un contraste de los logm; un “contraste de los logaritmos de
los momios”.

De esta manera podremos obtener una aproximacién de la distribucién
final del logaritmo de los momios, a través de los contrastes de los logm; y
obtener su distribucién final aproximada dada por el teorema 3.2.1. Muchos
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de los parametros de interés en el analisis de datos multinomiales, particular-
mente aquellos arreglados en tablas de contingencia, pueden expresarse como
logaritmos de momios, de tal manera que esta aproximacion de la distribucién
final serd de gran utilidad.

A continuacién obtendremos una “prueba de significancia’ Bayesiana ba-
sada en intervalos de mayor densidad de la distribucion final del parametro.
Este es un resultado analogo al analisis de varianza clasico y simplifica el
andlisis (Lindley, 1964).

Vamos a elegir intervalos (tinicos) que tienen la propiedad de que ningtin
valor dentro del intervalo tiene una menor densidad que cualquier valor fuera
del intervalo. Estos son los intervalos de longitud mas corta. Estos intervalos
seran equivalentes a una prueba de significancia clasica.

Aplicaremos estas ideas a las distribuciones finales de los logaritmos de los
momios. Sean ¢y, . . ., ¢ los logaritmos de momios linealmente independientes
con medias m; y covarianzas v;;. (Las medias y las covarianzas fueron dadas
en el teorema 3.2.1.) La densidad conjunta de los ¢; es constante sobre las
elipsoides

S S

D> (@ = mi¥ (6 —my) = c, (3.1)

i=1 j=1

donde v¥ son los elementos de la inversa de la matriz de varianzas-covarianzas,
y ¢ es cualquier constante positiva. El lado izquierdo de la ecuacién (3.1) tie-
ne una distribucién aproximada x? con s grados de libertad. Si x3_, es el
cuantil 100(1 — «) % de esta distribucién, la probabilidad final de

DN (¢ —mavi(d; — my) < Xi s (3.2)

i=1 j=1

es (1 — «). Si los valores ¢; = ¢! son de interés, serfan inverosimiles si no

satisfacen (3.2) con ¢; = ¢ (i = 1,...,s). Esto nos da una prueba de signi-
ficancia de la hipdtesis Hy : ¢; = ¢;. Si realizamos la prueba de significancia
de la hipdtesis nula ¢; =0 (i =1,...,s) la estadistica se reduce a
Z Z mvm; (3.3)
i=1 j=1

y la podemos comparar con el cuantil apropiado de una distribucién x?2.

En las ecuaciones (3.2) y (3.3) se considera que {m;} y {v¥} son estadisti-
cas 'y {¢;} son los pardmetros, o sea, que los {¢;} son las variables aleatorias.
El argumento usual es considerar que las {m;} son variables aleatorias que
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se distribuyen aproximadamente normal con medias {¢;} y con covarianzas
{vi;} (conocidas). En particular la comparacién de la ecuacién (3.3) con la
distribucién x? es bésica para el andlisis de varianza. Consecuentemente al
analizar el logaritmo de los momios por los métodos Bayesianos descritos,
tenemos a nuestra disposicion los métodos de analisis de varianza.

Los métodos basados en las ecuaciones (3.2) y (3.3) son invariantes ba-
jo transformaciones lineales de los logaritmos de los momios. Esto se debe
a que las formas cuadraticas son invariantes. Esto nos da la posibilidad de
reemplazar cualquier conjunto particular de logaritmos de momios por trans-
formaciones lineales de tal manera que puedan simplificar el andlisis.

Considere el caso donde n; (i = 1,...,k) dado N = Zle n; se distribu-
yen multinomial y sea la hipétesis nula Hy : m; = @ (¢ = 1,..., k). Vamos
a encontrar una prueba de significancia de la hipdtesis nula usando los re-
sultados de la distribucion final de los logaritmos de los momios y el anélisis
Bayesiano descrito anteriormente. La densidad final de log u; (considerando
la distribucién Poisson) es proporcional a

k
1
exp {—5 Z(log w; — log nl)in} , (3.4)

i=1

usando la aproximacién del teorema 3.2.1. La ecuacién (3.4) puede escribirse
de la siguiente manera: sea u; = log u; — logn;, cuya distribuciéon es apro-
ximadamente normal con medio cero y varianza n; '; entonces la ecuacién

(3.4) es
exp {—% [Z ni(u; — ) + Nu? }

con u = Y n;u;/ Y, n;. Hacemos una transformacién lineal ortogonal de
las w; a variables nuevas (una de las cuales es un multiplo de @). De esta
manera la distribucién final de los logaritmos de momios es proporcional a
exp{—3 > n;(u; — @)?} y la probabilidad final de > n,;(u; — ©)* < x3_, es
(1 — ), dada una distribucién x? con (k — 1) grados de libertad. La prueba
de hipdtesis nula serd significativa al nivel (1 — «) si los valores de u; bajo la
hipétesis nula no pertenece al conjunto definido arriba.

Consideremos el caso de los datos en una tabla de contingencia de dos
dimensiones. Sea A; la clase correspondiente al renglén i (1 = 1,...,7) y
sea Bj; la clase correspondiente a la columna j (j = 1,...,c¢); estas clases
son excluyentes y exhaustivas para las variables renglén y columna, respec-
tivamente. Sea 7;; la probabilidad de pertenecer a la clase A; y B;. Si N
muestras se clasifican independientemente, los nimeros n;; de muestras per-
tenecientes a las clases A; y B; se distribuyen binomial con pardmetros N
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y m;;. En tablas de contingencia algunas veces es conveniente considerar las
probabilidades de otra manera. Por ejemplo, las probabilidades de las clases
A;, iy, v las probabilidades condicionales de las clases B; dada A;, m;;/m; .
Las inferencias acerca de estas probabilidades necesitan la distribucion inicial
de los parametros, y para esto es el siguiente teorema.

Teorema 3.2.2. Si la distribucion inicial de m;; (i=1,...,r; j=1,...,¢)
es proporcional a []; Hj 7@1, entonces la distribucion inicial de Ty y ¢ij =
mij/mie (1=1,...,m; j=1,...,¢) es proporcional a
-1 -1
1= 11115
i=1 i=1 j=1

El teorema establece que la distribucion inicial de las rc clases es consis-
tente con la misma distribucién inicial sobre el nimero reducido r de clases.

Considere una tabla de contingencia de 2 x 2. Una parametrizacion con-
veniente es a través de m, = my; + o, la probabilidad de la clase Ay, y
11y @21, las probabilidades de la clasificaciéon de By dada A; y As respecti-
vamente. Combinando los resultados de los dos teoremas anteriores veremos
que las distribuciones finales son aproximadamente las siguientes:

(a) log{mis/m2s} es normal con media log{n;/not} y varianza ni +ns.';

(b) log{¢11/d12} es normal con media log{n;/nis} y varianza n; + ny';

(c) log{a1/daz} es normal con media log{ny; /ng} y varianza nyj' + noy ;

y estas tres variables son independientes. Estos resultados se obtienen porque
en cada caso estamos tratando con una situacion binomial. Los resultados se
obtienen de manera andloga al intercambiar las clases A y B.

Si las clasificaciones de renglones y columnas son independientes 7;; =
Ty, ademds ¢ = p(Bi|Ar) = m/(m1 + m2) = 7o /(Mo + 7)) =
p(Bi1|As) = ¢12 y puede escribirse como

Mmoo, du_ o

12 22 ¢12 B ¢22’

es decir, los momios para la clasificacién de B son los mismos dentro de A;
y Ay. Un posible pardmetro a considerar es el logaritmo de momios

¢ = logm — logmy — log mg + log mas
= log @11 — log g1 — log P12 + 1og pao.
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Por (b) y (c) de la combinacién de los teoremas, este pardmetro se distribuye
aproximadamente normal con media

log ny1 — logngy — logniz + log nos

y varianza
n g g g,
La hipétesis nula de independencia es ¢ = 0 y puede probarse haciendo uso
de que
(log n11 — log noy — log s + log n22)2

) 1 ) )
Ny +Ngp + Nyg + Ngy

tiene una distribucién aproximadamente x? con un grado de libertad. Esta
coincide con la distribucion asintética clasica.

Cuando tenemos una tabla de contingencia de orden r X ¢, donde r y ¢
son mayores a 2, puede ser dificil generalizar este analisis. La dificultad se
presenta al intentar encontrar logaritmos de momios que sean independientes
y que reflejen la hipdtesis de que las dos clasificaciones son independientes.
Por ejemplo, considere una prueba de hipotesis de independencia entre las
clasificaciones en una tabla de contingencia de 3 x 3. Cuatro logaritmos de
momios que al anularse serfan equivalentes a la hipétesis de independencia
serian

log 711 — log mi9 — log a1 + log oo
log 711 — log m13 — log ma1 + log a3
log m91 — log ma2 — log 31 + log 32

log o1 — log 793 — lOg T31 + log 733. (35)

Sin embargo, estos contrastes estan correlacionados; por ejemplo la covarian-
za entre el primero y segundo es n;! +n,,'. La manera directa para analizar
esto seria determinar la matriz de dispersién, A, de los logaritmos de los
momios de (3.5) y los valores muestrales de los mismos contrastes. Si n es
el vector columna de los valores muestrales, entonces la forma cuadratica
relevante es n’A~'n que tiene una distribucién aproximada x? con 4 grados

de libertad.

3.3. Modelos Loglineales

En muchas dreas de investigacion, especialmente en ciencias sociales, la in-
formacion disponible para los modelos estadisticos se obtiene de las muestras
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registradas o de estadisticas oficiales, y algunas veces son datos de naturaleza
no métrica, es decir, las variables observadas son variables categéricas o son
variables que se encuentran agrupadas a pesar de la métrica que originalmen-
te tienen. Como ya hemos visto, en estos casos el interés es estudiar modelos
cuyos datos son conteos acumulados arreglados en categorias cruzadas for-
madas por dos o mas de estas variables categéricas o variables cualitativas.

Generalmente adoptamos una transformacion logaritmica de la media de
la distribucién Poisson para modelar tales datos, con el fin de asegurar que
los conteos predictivos sean positivos. Aunque los datos sean frecuencias de
distribuciones multinomiales, usamos la equivalencia de la distribuciéon multi-
nomial con la distribucién condicional de las variables Poisson dada su suma
(ver secci6én 1.1.1).

Algunas veces existe una variable que claramente es una variable respues-
ta en las tablas de contingencia (o méas de una variable respuesta) y el resto
de las variables permanecen como variables predictoras de la variable res-
puesta. En otras situaciones no existe una distincion clara entre las variables
predictoras y la variable respuesta, y el interés sera estudiar la estructura de
la tabla de contingencia considerando a todas las variables como variables
respuesta.

Los modelos loglineales también pueden utilizarse cuando hay una res-
puesta categorica y una mezcla de variables predictoras categoricas y conti-
nuas. En estas situaciones la variable respuesta es una variable de conteo y
sus variables predictoras usan un modelo lineal generalizado con funcion liga
logaritmica, aunque en algunos casos puede ser igualmente apropiado hacerlo
sin adoptar una transformacion logaritmica.

En las siguientes secciones se presentan algunos ejemplos que hacen uso
del software WinBUGS (ver seccién 1.2). Los programas correspondientes se
presentan en el apéndice C.

3.3.1. Tablas de Contingencia de Dos Dimensiones

Suponga que tenemos una tabla de contingencia de dos dimensiones con r
categorias en los renglones y c categorias en las columnas. Sea n;; los conteos
de la celda (i,j) correspondiente a la categoria i de los renglones y a la

P _ T c ~
categorfa j de las columnas, y sea n = >, > °_ n;; el tamafio total de la
muestra.

Podemos definir la estructura del modelo de los re¢ conteos sin necesidad de

suponer que una de las variables es la variable respuesta y la otra la variable
predictora. Para los datos que son conteos, generalmente se considera un
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modelo Poisson, de tal manera que
ni; ~ Poisson(fi;;)

donde p;; es la media de la distribucién Poisson. El modelo loglineal que
se ajusta a este tipo de datos usa una transformaciéon logaritmica para la
media ;; y en una tabla de dos dimensiones se especifican los cuatro tipos
de influencia que existen: los niveles de los conteos, los efectos de los ren-
glones (o), los efectos de las columnas (f3;), y el efecto de cada una de las
combinaciones de las celdas (i, j), llamado el efecto de interaccién (;;). Un
modelo alternativo seria considerar que los datos n;; son observaciones con
distribucién multinomial con probabilidades de celda m;;

ni; ~ Multinomial(n, m;;).

Los resultados bajo este supuesto son los mismos que bajo el modelo Poisson
(ver seccién 1.1.1).

Los efectos de los renglones (columnas) expresan la frecuencia relativa
que existe en cada categoria de los renglones (categoria de las columnas):
por ejemplo, un efecto de renglén (columna) grande «; (5;) dard una ma-
yor frecuencia de ocurrencia de la categoria correspondiente. Estos efectos
se llaman “efectos principales”. Si el mejor modelo ajustado sélo contiene
efectos principales entonces las variables son efectivamente independientes
ya que no hay efectos de interaccion entre éstas. Los efectos de interaccion
describen el grado de asociacién que hay entre las categorias de la variable
renglon y las categorias de la variable columna, estos efectos de interaccién
y los patrones de asociacién que presentan las variables son el mayor foco de
interés en el estudio de tablas de contingencia y de modelos loglineales. Un
modelo que incluye todas las posibles interacciones y los efectos principales
representa todas las caracteristicas posibles de los datos (es decir, tienen un
mejor ajuste) y se le llama modelo saturado.

El modelo loglineal saturado para una tabla de contingencia de dos di-
mensiones incorpora los efectos principales y los efectos de interaccién:

log(pei5) = p 4 i + B + 7ij. (3.6)

El ntimero de parametros en el modelo saturado es 1 + r + ¢ + r¢, mayor al
nimero de celdas rc.

Para estimar los parametros se deben establecer ciertas condiciones de
tal manera que el nimero de parametros en el modelo no exceda el nimero
de celdas en la correspondiente tabla de contingencia. Existen dos formas de
establecer estas condiciones.
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El primer sistema para establecer las condiciones sobre los parametros del
modelo se llama corner. Este sistema fija un efecto principal de la variable
renglon y un efecto principal de la variable columna, iguales a un término
constante, tal como a; = ; = 0. También fija el primer renglén y la primer
columna de los pardmetros de interaccién, tal como v;; = 0 para toda j, y
vi1 = 0 para toda i.

El segundo sistema para establecer las condiciones sobre los parametros
del modelo se llama centred. Este sistema establece que los efectos principales
de la variable renglén y los efectos principales de la variable columna sumen
cero, de tal manera que cada parametro es combinacion lineal del resto de los
pardmetros para cada una de las variables, es decir Y/, a; = Z;Zl B; = 0.
También establece que los pardmetros de interaccién en cada rengléon y en
cada columna sumen cero, » i, vij = >, Yij = 0.

Por ejemplo, para una tabla de contingencia de 2 x 2. Bajo el sistema
corner tenemos que a; = 31 = 0y v11 = Y12 = Y21 = 0. Por otro lado, bajo
el sistema centred tenemos que o = —Qa, 61 = —ﬁg Y 711 —|—"}/21 = Y12 +’)/22 =
Y11 + Y12 = Vo1 + Y22 = 0, de esto obtenemos que 11 = Y22 = —Y12 = —Yo1.

Sujetas a fluctuaciones de muestreo, las predicciones {u;;} bajo un mo-
delo saturado (3.6) reproducirdn mas o menos los conteos observados {n;;},
dependiendo del andlisis que se lleve a cabo. El analisis Bayesiano proveera la
distribucién completa de cada p;;, y puede tener ligeras desviaciones de los
conteos observados a partir del ajuste de las medias finales; por contraste el
analisis de maxima verosimilitud produce una igualdad exacta. Un modelo
saturado, o uno muy cercano al modelo saturado con varios conjuntos de in-
teracciones incluidos, puede tener pardmetros redundantes (“sobreajuste”),
con algunos parametros mal identificados.

3.3.2. Seleccion de Modelos y Estrategias

Hay dos grandes estrategias para la seleccion de modelos loglineales. La
primera estrategia consiste en simplificar el modelo saturado y evaluar la
bondad de ajuste de los modelos reducidos asi obtenidos. Para tablas de
dos dimensiones estos modelos simples son relativamente pocos, pero pa-
ra tablas de mayores dimensiones la eleccién del modelo puede llegar a ser
compleja. Por ejemplo en una tabla de contingencia de cuatro dimensiones
I x Jx K x L (por ejemplo afiliacién politica por sexo por edad por cla-
se social) habria cuatro conjuntos de efectos principales, {ou;}, {a2;}, {ask},
{au}; seis conjuntos correspondientes a la interaccion de dos variables {315},
{Boir}, {Bsu}s {Baji}s {Bsji}ts {Bewi}; cuatro conjuntos correspondientes a la
interaccion entre tres variables, {v1ix}, {V2i}, {73k}, {7airi}; ¥y un término
correspondiente a la iteraccién entre las cuatro variables {6;;u}.
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Algunas veces el primer paso al explorar un modelo, y en el procedimien-
to de seleccién, es examinar los parametros en el modelo saturado que son
claramente identificados y aquellos que son pobremente identificados. Proce-
dimientos més complejos podrian consistir en comparar las medidas de ajuste
entre un modelo determinado y el mismo modelo pero con alguna variable
omitida. Por ejemplo, en una tabla de cuatro dimensiones podemos excluir
el término de cuatro interacciones y dejar los términos de tres interacciones.

Aitkin (1979) propone un procedimiento de prueba simultaneo (STP)
para la eleccion de un modelo para tablas de contingencia complejas.

La segunda estrategia para la seleccién de modelos loglineales extiende los
parametros que pueden expresarse en una forma que refleje las caracteristicas
substantivas de los datos; por ejemplo, si los renglones y las columnas estan
ordenados en categorias socioecondmicas o son areas geograficas, entonces el
término de interaccién puede expresar efectos sociales o efectos de distancias
geograficas.

En el modelo de dos dimensiones (3.6) la simplificacién més obvia es su-
poner que no hay interaccién entre la variable renglon y la variable columna.
Una ausencia completa de interaccion significa que las dos variables son inde-
pendientes. La bondad de ajuste de varios modelos puede entonces evaluarse
por medio de la eleccion entre el modelo saturado y el modelo de independen-
cia. Estas opciones pueden tomar en cuenta las caracteristicas substantivas
del tipo de tabulacion que se estd analizando.

El término de interaccion puede conservarse pero en una forma “interme-
dia”simplificada, dando lugar a los modelos de cuasi-independencia (quasi-
independence). Por ejemplo 7;; podria expresarse como el producto de un
efecto de renglén y uno de columna o scores (note que éstos son distintos de
los efectos principales de renglones y columnas), tal como

Yij = 0i€j

asi que en lugar de tener (r — 1)(c — 1) parametros que describen los efectos
de interaccion sélo hay r + ¢ — 2 pardmetros.

3.3.3. Ajuste para Modelos de Dos Dimensiones

Suponga que en una tabla de contingencia de dos dimensiones elimina-
mos completamente el término de interaccién en el modelo saturado (3.6).
De esta manera hay 1+ (r — 1) + (¢ — 1) parametros para estimar, suponien-
do que estamos aplicando un modelo de efectos fijos. El enfoque Bayesiano
especifica distribuciones iniciales apropiadas para los efectos fijos incluidos
en el modelo loglineal. Suponiendo una funcién liga logaritmica, estos efectos



3.3. MODELOS LOGLINEALES 7

podrian estar en la recta real, por lo que podriamos usar como distribucio-
nes iniciales, por ejemplo, la distribucién normal o uniforme. Si aplicamos el
sistema corner entonces esto implica fijar el efecto del primer renglén y de la
primera columna igual a cero; si se supone que los efectos principales tienen
una distribucién inicial normal no informativa (con una varianza grande y
con media cero) entonces las distribuciones iniciales son

Q. = 07 /81:07
ai ~ N(0,100), i=2,....r
B; ~ N(0,100), j=2,...,c

Ejemplo. Movilidad social

Suponga que dos variables en una tabla de clasificacion cruzada miden el
estatus de los padres y el estatus de los hijos usando el mismo sistema de ran-
go del estatus. Estas clasificaciones cruzadas se llaman tablas de movilidad
social, y una asociacion positiva entre las dos variables mostrara si los térmi-
nos de interaccién en la diagonal tienden a ser més grandes que el resto de
los términos de interaccién. Los efectos principales describen la distribucién
del estatus de los padres e hijos.

En una tabla de movilidad social, el caso en el que no se presentan inter-
acciones entre el origen social 7 (grupo social parental) y el grupo social j se
conoce como el modelo de “movilidad perfecta”. Bajo este modelo

log (i) = p+ i + f3;

o en forma multiplicativa

pij = aib;
donde a; = exp(a; + 0.51) y b; = exp(5; + 0.51). El programa C.1 (ver
apéndice) simula «; y (3; de las distribuciones finales de este modelo a los
Datos de Movilidad Social Britanicos de Glass (1954), como se muestran en
la tabla 3.3.

Existe una correspondencia entre el rango de los renglones y el rango
de las columnas que algunas veces pueden estar ordenadas con respecto al
prestigio, estatus, etc. (Una tabla con variables renglén y columna arregladas
de esta manera algunas veces se llama tabla cuadrada.)

Ajustando el modelo de independencia, simulando muestras del criterio
de informacién de la devianza (ver seccién 3.5) se obtiene que el DIC = 976.
El ajuste a lo largo de la diagonal principal no es bueno, pues las predicciones
se subestiman. La transicién (1,1) del estatus alto del padre al estatus alto
del hijo se predice como uy; = 37.6, y las otras diagonales predecidas en
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Estatus del hijo
Estatus del padre 1 2 3 4 5
50 45 8 18 8
28 174 84 154 55
11 78 110 223 96
14 150 185 714 447
0 42 72 320 411

T W N~

Tabla 3.3: Movilidad social.

promedio son 69.2, 68.0, 617.2 y 246. Un modelo més satisfactorio podria
tratar la diagonal principal de una manera diferente del resto de la tabla.
Esta es la base del modelo de “movilidad cuasi-perfecta” (quasi-perfect

mobility o QPM) de Goodman (1981) en donde
pij = ab;  siiF ]
pero
pij =Mng - sii=].
El modelo loglineal implica [ = 2(r — 1) + (¢ — 1) + 2 parametros, de tal
manera permanecen rc — [ grados de libertad, y tiene la forma de

log(pi;) = 1+ s +1, i F£ ]
log(pii) = u+v;.

Ajustando este modelo y simulando muestras del criterio de informacion de la
devianza (ver seccién 3.5) se obtiene que el DIC' = 425, indicando un mejor
ajuste para los datos, y asi, un mejor modelo. Note que el ajuste promedio a lo
largo de la diagonal principal no reproduce de una manera exacta los valores
observados, debido a la variabilidad muestral en las simulaciones producidas
por WinBUGS. El conjunto completo de ajustes bajo el modelo QPM, y su
intervalo de mayor densidad del 95 % se presentan en la tabla 3.4.

El ajuste fuera de la diagonal principal se mejora pero las discrepancias
permanecen fijas, por ejemplo en el modelo ajustado de movilidad del estatus
de origen 1 a los estatus 2, 3, 4 y 5. Las distancias méas grandes en la movilidad
estan sobreestimadas y las distancias méas cortas de la movilidad (del estatus
1 a 2) estdan subestimadas. Aqui las distancias se refieren a las distancias

sociales en el sentido del prestigio entre el estatus origen y el estatus destino.
|

Otro enfoque (el modelo de cuasi-simetria) para estas tablas de transicién
se considerara a continuacion.
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Media SD 25% 97.5%
[i12 97 12 75 122
s 112 1.3 87 140
(389 43 309 478
s 202 23 160 25.1
oo 1737 13.3 1484 1999
H23 49.8 3.9 427 57.6
g 173.8 10.8 154.0 195.2
f25 90.3 6.3 785 103.0
131 87 13 62 114
32 56.1 4.2 48.1 64.8
pss  109.8 104 90.6  130.8
Maa 2259 128 201.3  252.2
pss 1174 7.6 102.8 1329
w1809 11.2 159.9  203.9
ez 208.7 12.2 1859 2339
(g 7142 264 663.2  766.4
Was  378.2 174 3454  413.3
s, 106 1.6 7.7 139
52 68.6 5.2 59.0 79.1
H53 79.2 58 68.3 91.0
Wsa  276.1 14.7 248.3  305.6
1ss  410.8 204 3713 4515

Tabla 3.4: Movilidad cuasi-perfecta.

El siguiente ejemplo muestra un modelo en donde se presenta una tabla
incompleta.

Ejemplo. Inter-sib marriage: Una tabla con ceros estructurales.

La celda en la tabla 3.3 con valor cero se conoce como un muestreo cero
y se debe a lo poco frecuente del status 5 al 1. En contraste, algunas tablas
de contingencia contienen entradas que son cero por definicién. Bishop et al.
(1975) analizan datos acerca de personas de distinta raza entre sibs (clanes
afines por parentesco) entre las personas de Purum en India. Los Purums,
son una tribu vieja y aislada que viven en el interior de la India, y estan
divididos en cinco sibs: Marrim, Makan, Kheyang, Thao, y Parpa. Una de
sus reglas es la exogamia (matrimonios fuera del parentesco), y se permiten
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los matrimonios inter-sib. La tabla 3.5 contiene observaciones acerca de 128
matrimonios Purum, los matrimonios prohibidos se denotan por NA. Note
que la diagonal presenta ceros estructurales (NA). Hay un matrimonio intra-
sib pero este era entre companeros en diferentes sub-sibs. La tabla también
contiene dos muestras cero, que se deben a que no hubo matrimonio entre
los sibs Makan y Parpa, asi como entre los Kheyang y Thao, aunque estos
no fueran prohibidos.

Sib del esposo

Sib de la esposa Marrim Makan Parpa Thao Kheyang
Marrim Obs NA 5 17 NA 6
Est NA 10.86  10.71 NA 6.58
Makan Obs ) NA 0 16 2
Est 4.86 NA 6.54  7.58 4
Parpa Obs NA 2 NA 10 11
Est NA 8.35 NA  9.52 5.05
Thao Obs 10 NA NA NA 9
Est 10.35 NA NA NA 8.65
Kheyang Obs 6 20 8 0 1

Est 2.75 7.83 771 895 4.71

Tabla 3.5: Matrimonios Purum (observaciones y medias finales estimadas).

El modelo aplicado a estos datos es el de independencia pero confinado
a permitir enlaces (i.e. una forma de cuasi-independencia). Se define una
matriz de orden 5 X 5 con elementos 1 para permitir enlaces, y con 0 para
ceros estructurales. Las estimaciones de la media de la distribucién final de la
distribucion Poisson usando el programa C.2 Inter Sib Marriage son similares
a los de Bishop et al. (1975), v la estadistica de la devianza tiene un minimo
de 75.9, cercana a G? = 76.2 de Bishop et al. (1975). [ |

3.3.4. Modelos de Cuasi-Simetria

El modelo de cuasi-simetria reintroduce parametros de interaccion +;;
pero supone que son iguales en las celdas fuera de la diagonal, esto es v;; = ;.
Entonces la version loglineal del modelo es

log(pi;) = 6 + a; + B; + vij (3.7)

con 7;; = 7;; y condicionando a que sumen cero los a; y los 3;. La condicién
sobre el término de interaccién se aplica de la misma manera a los renglones
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de v;;, por ejemplo suponiendo que ). 7;; = 0. El modelo de cuasi-simetria
produce valores con simetrias en una tabla cuadrada, de tal manera que
ij = [ty Esta simetria implica que los totales marginales por renglones ;.
son iguales a los totales marginales por columnas yi, ;, patréon conocido como
“homogeneidad marginal”; sin embargo, puede haber homogeneidad sin que
haya simetria.

El modelo de cuasi-simetria puede establecerse en forma multiplicativa
como

i = azbje;;, i
donde
€ij = €ji y Hii = Q-

Un tipo particular del modelo de cuasi-simetria es el modelo de pardmetros
diagonales para las celdas fuera de la diagonal, es decir

Hij = aibjdk (38)

donde k =1 — j para ¢ # j, y k toma valores 1, 2, 3, 4y —1, =2, =3, —4
en una tabla de 5 x 5. En el contexto de movilidad social, los parametros dj
medirian el impacto de la distancia social y el declinamiento esperado en la
movilidad cuando k crece en valor absoluto. Generalmente se supone que los
efectos descendentes y ascendentes son los mismos, es decir dj, = d_y.

Una aplicacién epidemiolégica del modelo de cuasi-simetria se tiene en
el caso de los datos de casos y controles con el mismo nimero de controles
para cada caso (Lovison, 1994). En particular, suponga que hay n pares
iguales (un control para cada caso) y una variable con r niveles. Entonces
los datos pueden representarse como una tabla de “concordancia”r x r con
n;; el nimero de pares en los cuales un caso es expuesto al nivel ¢ y un
control expuesto al nivel j. Asi las variables renglén y columna son las mismas
pero observadas sobre dos miembros de un par. Las frecuencias esperadas fi;;
pueden modelarse como sigue

. nij Vi

donde 7;; es la probabilidad de que un miembro de un par sea expuesto al
nivel de riesgo ¢ y el otro al nivel j; y donde 1;; es la (i, j)-ésima razén de
momios de exposicion, a saber

P(nivel i expuesto|caso) P(nivel j expuesto|control)

,lvz)ij =

P(nivel j expuesto|caso)P(nivel i expuesto|control)
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Si los términos 1);; son constantes bajo las mismas variables, entonces satis-
facen la condicién

_ 'lvz)ib
'lvz)jb’

donde b es el nivel de referencia de los expuestos. Las r(r — 1)/2 razones de
momios pueden expresarse como (r — 1) parametros 1, = «;. De tal manera
que hay un factor de exposicién sobre los decesos y su efecto depende del
nivel de exposicion. El modelo loglineal equivalente es

Yij (3.9)

n;; ~ Poisson(p;)
fij = M+ + ag, i F ]
pii = M+

donde 6;; = d;i, y oy = 0, 71 = 0. Las hipétesis de no efecto y efecto constante,
respectivamente, son a; =0y o; = av.

Ejemplo. Movilidad social (continuacion).

El modelo de cuasi-simetria de la ecuacién (3.7) aplicado a los datos
de la tabla 3.3 da un promedio de G* = 28.4 y tiene un minimo de 12.6
(ver programa C.3). Esta es una mejoria considerable sobre el modelo de
movilidad perfecta y el modelo de movilidad cuasi-perfecta.

El minimo G? del ajuste del modelo de “distancia social”de (3.8) (ver
programa C.3) es 20.7 con un promedio de 35.5, comparada con un valor de
la verosimilitud méxima de 19.1 obtenida por Bishop et al. (1975, p. 228).
Los pardmetros dy (y sus intervalos de 95% de densidad) son respectiva-
mente d; = 1, dy = 0.59 (0.53,0.66), d3 = 0.26 (0.21,0.32) y dy = 0.084
(0.035,0.158). Hay el decline esperado con la distancia social, y aproximada-
mente una progresion geométrica. Note que podemos ajustar este modelo de
una mejor forma multiplicativa que el modelo loglineal, asi que las distribu-
ciones iniciales sobre pardametros libres se expresan en términos de densidades
gammas, Gamma(0.01,0.01). Las medias ajustadas debajo de los pardmetros
de la diagonal y los modelos cuasi-simetria estdn dados en la tabla 3.6.

Ejemplo. Observaciones apareadas por grupo de sangre.

Lovison (1994) analiz6 datos de 301 observaciones apareadas clasificados
sobre la variable grupo de sangre con cuatro niveles (grupos O, A, B y AB).
No hay categoria de “ausencia de exposicién”y en cambio el grupo O es la
categoria de referencia. La tabla de contingencia es entonces una tabla de
concordancia (tabla 3.7)
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Quasi-symmetry

Parametros de la diagonal

Media SD Media SD
H11 46.9 6.4 51.6 6.6
12 43.3 6.2 35.7 4.8
H13 11.5 2.7 15.4 2.2
14 18.4 3.2 21.4 3.3
His 7.1 1.6 5.4 1.9
H21 30.3 5.4 24.2 3.5
foo  174.0 129 174.1 13.1
H23 78.2 7.4 85.8 7.1
foa  155.5 11.2  155.9 11.1
s 56.9 6.2 55.3 5.8
31 8.5 2.2 11.2 1.7
p3s 109.9 10.6  109.9 10.5
Wag  215.2 13.4  208.2 12.6
sy 101.2 8.6 96.8 8.0
Ha1 12.4 2.8 13.8 2.4
fa2 1487 11.0 148.5 10.7
faz 193.0 12.4  184.6 11.8
fag  T714.6 274 7129 26.5
fas 4417 20.1  449.1 20.4
HMs1 3.5 0.9 2.6 1.0
M52 40.0 4.7 38.7 4.3
53 66.8 6.3 63.0 5.8
Mse 3247 17.1  329.6 17.0
pss  410.7 20.4  410.3 20.0

Tabla 3.6: Movilidad social.

83
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Control
Caso O A B AB
O 64 18 8
A 66 74 14
B 4 2 4
AB 12 10 12

NN O W

Tabla 3.7: Tabla de concordancia.

Las estimaciones finales de las razones de momios expuestas para los
grupos A, B y AB suponiendo el modelo (3.9) se obtienen a partir de la
segunda mitad de una corrida de WinBUGS con 10000 iteraciones (tabla
3.8).

Media SD 2.5% Mediana 97.5%

o1 3.68 094 221 3.55 2.85
b2 0.58 0.26 0.21 0.54 1.21
?3 0.41 242 221 490 11.51

Tabla 3.8: Estimaciones finales.

Como podemos ver en la tabla 3.8, las medias de los cocientes de momios
exceden a las medianas. Las medianas finales son cercanas a las reportadas
por Lovison, ¢ = 3.50, ¢3 = 0.56 y ¢ = 4.67 (ver programa C.4). |

3.4. Otros Modelos

En esta seccién presentaremos una revision selectiva de algunos problemas
especializados para los cuales los métodos Bayesianos son muy convenientes.

3.4.1. Datos Faltantes: No Respuesta

Cuando los datos categdricos se recolectan con algunas observaciones in-
completas, los datos pueden resumirse en dos tipos de tablas de contingencia:
una tabla categorizada completamente y tablas categorizadas parcialmente,
tales como tablas marginales. Los mecanismos de no respuesta son llamados
ignorables para inferencias basadas en verosimilitudes cuando el mecanismo
de no respuesta es independiente de la respuesta no observada del sujeto
y son llamados no ignorables cuando la probabilidad de una no respuesta
depende de la respuesta no observada.
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Park y Brown (1994) y Forster y Smith (1998) desarrollaron aproxima-
ciones Bayesianas para modelar la no respuesta en problemas de datos ca-
tegoricos. Especificamente, su trabajo considera tablas de contingencia que
contienen datos de clasificacién cruzada completamente y parcialmente, don-
de una de las variables (digamos Y') es una variable respuesta sujeta a una
no respuesta no ignorable y las otras variables (colectivamente denotadas por
X) son consideradas como covariables y siempre son observadas. Estos au-
tores introducen una variable indicadora R para representar un mecanismo
de respuesta dicotémica (R =1y R = 0 indicando respuesta y no respuesta
respectivamente). Un modelo de no respuesta se define como un modelo logli-
neal para el arreglo completo de Y, X, y R. Un modelo de una no respuesta
no ignorable es uno que contiene un término de interaccién Y R.

Park y Brown (1994) muestran que un pequeno cambio o movimiento
de las no respuestas puede resultar en un gran cambio en los estimadores
maximo verosimiles de las frecuencias de celdas esperadas. La estimacién
por medio de maxima verosimilitud es problematica porque pueden ocurrir
soluciones acotadas, en cuyo caso las estimaciones de los parametros del
modelo no pueden ser determinadas de manera tinica y pueden ser inestables.
Park y Brown (1994) proponen un método Bayesiano que usa distribuciones
iniciales que dependen de los datos para proporcionar informacién acerca
de la extensiéon de la no ignorabilidad. El efecto neto de tales distribuciones
iniciales es la introduccién de suavizamientos constantes.

3.4.2. Falta de Identificabilidad
Censura

Los modelos estandar para datos categéricos censurados son generalmen-
te no identificables. Para superar este problema, se supone que el mecanismo
de censura es ignorable (no informativo) en el sentido de que el parame-
tro desconocido de la distribuciéon que describe el mecanismo de censura no
estd relacionado con el pardmetro de interés (ver Dickey et al. 1987). Pau-
lino y Pereira (1995) discuten métodos conjugados Bayesianos para datos
categoricos en general, con una censura informativa. En particular, estan in-
teresados en la estimacion Bayesiana de las frecuencias de celdas a través de
esperanzas de las distribuciones finales. Walker (1996) considera la maximi-
zacion de una densidad final, obtenida por medio de un algoritmo EM, para
una clase méas general de distribuciones iniciales.
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Mala Clasificacion

Paulino et al. (2003) presentan un andlisis Bayesiano completo de datos
de una regresion binomial con respuestas posiblemente mal clasificadas. Su
enfoque puede extenderse a ajustes multinomiales. Usan un modelo de mis-
classification o mala clasificacion informativo cuyos parametros son no iden-
tificables. Como en el caso de censura, desde un punto de vista Bayesiano este
no es un problema serio debido a que una distribucién inicial propia conve-
niente puede hacer los parametros identificables. Sin embargo, las inferencias
finales sobre los pardametros no identificables pueden depender fuertemente
de las distribuciones iniciales atin para tamanos de muestras grandes.

Analisis de Clases Latentes

Un modelo de clases latentes generalmente trae consigo un conjunto de
variables observadas llamadas variables manifiestas y un conjunto de varia-
bles aleatorias no observadas o no observables llamadas variables latentes.
Los modelos méas usados de este tipo son los modelos latentes condicional-
mente independientes, que establecen que todas las variables manifiestas son
condicionalmente independientes dadas las variables latentes.

El andlisis de clases latentes en tablas de contingencia de dos dimen-
siones generalmente padece de problemas de identificabilidad. Estos pueden
superarse usando técnicas Bayesianas en las cuales ciertas distribuciones ini-
ciales se asignan a los parametros latentes.

Evans et al. (1989) describen los modelos latentes condicionales en tablas
de dos dimensiones de la siguiente manera. Sean X y Y dos variables alea-
torias categoricas con rangos que consisten de los enteros del 1 al [ y del 1
al J respectivamente. Sea

pij = p(X =1,Y = j), 1<i<I, 1<j5<J

la distribuciéon conjunta de X y Y y sean

pi=>Y.p; 1<i<I,  p;j=Yp; 1<j<
j i

las distribuciones marginales de X y Y, respectivamente.
Sea Z otra variable categérica con un rango que consiste de los enteros
del 1 al K. Sean

O =p(Z = k) (1<k<K),
a;(k) =p(X =1Z =k) (1<i<I,1<k<K),
Bk =p(Y =jlZ=k  (1<j<ll<k<K)
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Consideramos a X y Y como variables manifiestas y a Z como una va-
riable latente. Entonces el modelo latente condicionalmente independiente
establece que las variables aleatorias X y Y son estocésticamente indepen-
dientes dada Z. A partir de aqui la probabilidad conjunta p;; puede escribirse
como

K
pis = > Oei(k)Bi(k)  (1<i<I,1<j<J) (3.10)
k=1

Para que (3.10) sea un modelo no saturado, se requiere que K < min(7, J).
Por simplicidad y sin pérdida de generalidad, se utilizaran variables la-
tentes dicotémicas (K = 2). Entonces

pij = 0ai(1)5;(1) + (1 — 0)i(2)53;(2)-

Se especifican distribuciones iniciales para 6, o;(1), ;(2), 5;(1) vy 5;(2)
y se calculan las esperanzas de las distribuciones finales de estos parametros
dadas las frecuencias observadas. Una clase natural de estas distribuciones
iniciales es tomar distribuciones Dirichlet marginales mutuamente indepen-
dientes.

Generalmente es dificil hacer los cdlculos de manera analitica, Evans et
al. (1989) usan la técnica de muestreo por importancia para obtener las
aproximaciones de las esperanzas de las distribuciones finales, las cuales son
usadas como estimadores puntuales de los pardmetros del modelo.

Ejemplo. Frecuencia de visita.

Evans et al. (1989) consideran una tabla de contingencia referente a 132
pacientes de esquizofrenia y la frecuencia con la que éstos ven a sus familiares.
Se utiliza una tabla de contingencia de dos dimensiones de orden 3 x 3, [ =3
categorias para la frecuencia de las visitas y J = 3 categorias para los grupos
de visitas del hospital (tabla 3.9). Evans et al. (1989) estimaron un modelo
de clases latentes usando el muestreo por importancia.

El modelo programado en WinBUGS se presenta en el apéndice C.5.

Los resultados se presentan en la tabla 3.10.

3.4.3. Categorias Ordenadas

Albert y Chib (1993) desarrollaron métodos Bayesianos para modelar
datos de respuesta categorica usando la idea de aumento de datos combinada
con técnicas de Monte Carlo via cadenas de Markov. Por ejemplo, el modelo
de regresién probit para datos binarios se supone que tiene una estructura
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Anos de estancia en el hospital

Frecuencia de visita [2,10) [10,20) [20,) Total
Va a casa o s 43 16 3 62
visitado regularmente
No va a casa y es visitado 6 1 10 97
menos de una vez al mes
No va a casa y 9 18 16 43
no es visitado

Total 58 45 29 132

Tabla 3.9: Frecuencias de las visitas para 132 pacientes de esquizofrenia.

de regresiéon normal sobre datos continuos latentes. Estos autores generalizan
esta idea para modelos de respuesta multinomial, incluyendo el caso donde las
categorias multinomiales estan ordenadas. En este tltimo caso, los modelos
enlazan las probabilidades acumulativas de las respuestas con una estructura
de regresion lineal.

Este enfoque tiene un nimero de ventajas, especialmente en el sistema
multinomial, donde puede ser dificil evaluar la funcién de verosimilitud. Pa-
ra muestras pequenas, esta aproximacion Bayesiana generalmente se desem-
penara mejor que los métodos de méxima verosimilitud tradicionales, los
cuales se basan en resultados asintoticos. Ademas, uno puede elaborar el
modelo probit usando mezclas apropiadas de la distribuciéon normal para
modelar los datos latentes.

Albert y Chib (1993) modelan las categorias ordenadas de la siguiente
manera. Suponga que Y7,...,Yy son variables aleatorias observadas, don-
de Y; toma valores en alguna de las J categorias ordenadas, 1,...,.J. Sea
pij = p(Y; = j) y definimos las probabilidades acumulativas como 7;; =
Zf;:lpik, j=1,...,J —1. Un modelo de regresién para los {p;;} esta dado
por n;; = ®(y; —xi6),i=1,...,N, j=1,...,J — 1. Uno puede motivar
este modelo suponiendo que existe una variable aleatoria continua latente
Z; que se distribuye Normal(x;3,1), y que observamos Y;, donde Y; = j si
Vi1 < Z;i < 7y (definimos vy = —o0 y 75 = 00). Este problema es un pro-
blema de regresién normal donde las variables respuesta estan en forma de
datos agrupados.

En el modelo, el vector de regresion ( y las cotas ~q,...,75_1 son des-
conocidas. Para asegurar que los parametros son identificables, es necesario
imponer una restriccion sobre las cotas; sin pérdida de generalidad, tomamos
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Mean SD 25% 97.5%

ai(1) 0.090 0.064 0.004 0.241
ar(2) 0.793 0.084 0.632 0.951
ax(1) 0.348 0.071 0217 0.495
ax(2) 0.089 0.050 0.007 0.196
as(1) 0562 0.078 0411 0.716
as(2) 0.118 0.064 0.010 0.248
B(1) 0.118 0.071 0.006 0.262
B1(2) 0.716 0.078 0.571 0.880
B2(1) 0.448 0.076 0.303 0.598
32(2) 0.241 0.071 0.088 0.378
B5(1) 0.435 0.080 0.292 0.605
(2)

0.043 0.032 0.002 0.123
01 0.470 0.079 0.321 0.629
) 0.530 0.079 0.371 0.679

Tabla 3.10: Frecuencia de visitas.

v = 0. La densidad final conjunta de 5y v = (72, ...,7s-1) estd dada por

7(B,ly) = Cx (B, [[ D =i [B(v; = Xi8) — @(v5-1 — xi8)],

i=1 j=1

donde 7(53,7) es la distribucién inicial. Encontramos la moda de la distri-
bucién final de (/3,) usando el algoritmo de Newton-Raphson (ver seccién
2.4.5) y se obtienen las desviaciones estandar aproximadas de las distribucién
final de (3, ) usando la segunda derivada del logaritmo de las distribuciones
finales evaluada en la moda.

Podemos generalizar el algoritmo de Gibbs para esta situacién. Intro-
ducimos las variables aleatorias latentes no observadas 7, ..., Z, definidas
previamente y simuladas de la distribucién final conjunta de (f3,7,Z). Si
asignamos una distribucién inicial para ((3,~), entonces esta densidad final
conjunta esta dada por

/1 (Z; —xi0)? .
o exp <—f ; Lyvi=pliyjoi<zicwy) :

La distribucién final de § condicional a y y Z estd dada por la distribucién
normal multivariada

N
(s, 2ly) =C]]
=1

Normalg(8z, (X'X)™). (3.11)
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Las distribuciones finales condicionales completas de Z,..., Zx son inde-
pendientes con

Zi|B,7v,yi = j que se distribuye Normal(x;3,1)
truncada en el lado izquierdo (derecho) por v;_1(7;). (3.12)

Finalmente, la densidad condicional completa de v; dada Z, y, 3, v {v. k #
j} esta dada (hasta una constante de proporcionalidad) por
N
[1(Yi=j)1(’7j71<zi<’vj) + 1(Yi:j+1)1(7j<zi<7j+1):| . <3'13>
i=1
Esta distribucién condicional puede verse como una distribucién condicional
uniforme sobre el intervalo [max{max{Z; : Y; = j},v,_1}, min{min{Z, : ¥; =
Jj+1}, vj41}]. Para implementar el muestreo de Gibbs, comenzamos con (3, )
inicializada en el valor del estimador maximo verosimil y simulamos de las
distribuciones de las ecuaciones (3.13), (3.12) y (3.11), en ese orden.

Ejemplo. Clases de estadistica.

Congdon (2005) presenta un ejemplo de 30 estudiantes de estadistica
clasificados en cinco clases escolares (no aprobado=1, grado D=2, grado C=3,
grado B=4, grado A=5) con una variable predictora X =puntaje. Suponemos
que v = 00, 71 = 0 y que las distribuciones iniciales para los otros puntos
de corte son:

Yo~ Normal(1,10)1( )
3 ~ Normal(2,10)1 ()
Y~ Normal(3,10)1 (3 ).

Se supone una distribucién inicial Normal(0,10) para el puntaje de SAT,
aunque se podria escalar el score dividiendo, por ejemplo, entre 100.
El programa realizado en WinBUGS se presenta en el apéndice C.6.
Los resultados que se obtuvieron para este modelo se presentan en la
tabla 3.11.
|

3.4.4. Categorias No Ordenadas con una Distribucién
Multinormal Latente
Albert y Chib (1993) consideran un modelo para categorias no ordenadas

y con variables latentes que tienen distribucién multinormal, este puede verse
como un caso particular del modelo probit multinormal.
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node mean sd MC error 2.50% median 97.50%
D 89.62 8.071 0.3035 75.64 89.01 107.1
b[1] 2.233 0.4475  0.02638 1.404 2.213 3.171
b[2] 0.02516 0.00636 1.85E — 04 0.01291 0.02501 0.03813

gamma[2] 1.542 0.4549  0.02702 0.7589  1.505 2.526
gamma[3] 2.422 0.4894  0.03123 1.493 2.402 3.44
gammal4] 3.77 0.58 0.03297 2.677 3.753 4.956
ynew|[1] 3.183 0.9539  0.006641 2 3 5

ynew|2] 1.515 0.6711  0.004655 1 1 3
ynew|3] 2.505 0.9178  0.007071 1 2 4
ynew[4] 2.665 0.927 0.006434 1 3 4
ynew|5] 3.695 0.9133  0.00643 2 4 5
ynew|6] 1.627 0.7243  0.004739 1 2 3
ynew|7] 3.195 0.9524  0.006773 2 3 5
ynew|8] 2.356 0.8908  0.006362 1 2 4
ynew[9]  1.863 0789  0.004918 1 2 4
ynew[10]  3.679 0.9175  0.006827 2 4 5
ynew[11]  3.503 0.9373  0.00623 2 4 5
ynew[12]  3.217  0.9522  0.007238 2 3 5
ynew[13]  2.88 0.9467  0.006801 1 3 5
ynew([14]  3.541 0.9284  0.00681 2 4 5
ynew[15]  3.713 0.9023  0.00667 2 4 5
ynew[16]  3.881 0.8741  0.005729 2 4 5
ynew[17]  2.916 0.9507  0.007503 1 3 5
ynew[18]  3.576 0.9157  0.005828 2 4 5
ynew[19]  3.569 0.9237  0.006019 2 4 5
ynew[20] 2.5 0.9062  0.006612 1 2 4
ynew[21]  3.546 0.9239  0.006137 2 4 5
ynew[22]  3.947 0.8615  0.006136 2 4 5
ynew[23]  3.745 0.9048  0.006815 2 4 5
ynew[24]  3.739 0.9019  0.006779 2 4 5
ynew[25]  3.304 0.9514  0.007005 2 3 5
ynew[26]  3.084 0.9566  0.007407 1 3 5
ynew[27]  4.193 0.7986  0.005686 2 4 5
ynew([28]  4.021 0.8525  0.006233 2 4 5
ynew[29]  4.691 0.5642  0.00529 3 5 5
ynew[30]  3.001 0.9475  0.006864 1 3 5

Tabla 3.11: Clases de estadistica.
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Sean Zy,...,Zx variables aleatorias independientes latentes no obser-
vables, donde Z; = (Zu,...,Ziy) (J > 2), y definimos Z;; = xj,6 + €,
i=1,...,Nj=1,...,J,donde ¢ = (€1, ,,) se distribuye Normal,(0,X)
y ¥ es una matriz de orden J x J que estd parametrizada (por razones
de identificabilidad) en términos de un vector de pardmetros 6 de dimen-
sién tal que no excede J(J — 1)/2. Podemos considerar a ¢ como un indi-
ce de unidades experimentales y a j como un indice de categorias. Pa-
ra una unidad experimental ¢ observamos una de las J posibles salidas
con probabilidades respectivas p;i,...,p;s. La categoria j es observada si
Zi; > Z, para toda k # j. Las probabilidades multinomiales estdn dadas
por pi; = P[x;0 + €;; > xj,8 + e, Vk # j]. Note que el cdlculo de estas
probabilidades implica el célculo de integrales multiples de la densidad nor-
mal multivariada; asi que la estimaciéon por medio de maximo verosimilitud
es muy dificil de obtener para una J grande.

El célculo de las probabilidades multinomiales puede obtenerse por medio
del muestreo de Gibbs. Sea Y = (y1,...,yn) el vector de categorias obser-
vadas, donde y; € {1,...,J}. Sea x; = (x;1,-..,X;s), el modelo anterior lo
podemos escribir como

Z, X1 €1
= : ﬁ + : (3.14)

Zy XN EN

o como Z = X[ + ¢, donde € = (€},...,€y) se distribuye Normaly;(0,$ =
Iy ® X). Para implementar el muestreo de Gibbs, necesitamos muestras de
las siguientes distribuciones condicionales:

BIY,Z1,...,Zy,0
Zi,...,Zn[Y, 3,0 (3.15)
0Y,Z1,...,Zy, 5.

A partir de la representacién de (3.14), si se utiliza una distribucién
inicial difusa para [ entonces la teoria normal multivariada estandar esta-
blece que 3|Z1, . .., Zy, Y, 0 se distribuye Normaly,(3z, (X'Q1X)™1), donde
Bz = (X'Q1X)"1X'Q1Z. Note que el csleulo de los pardmetros de la 1lti-
ma distribucién es facil, porque 27! es una matriz diagonal. Dado Y, 8y
0, la coleccion {Z;} es una coleccion de variables aleatorias independientes,
donde Z;|Y, 3,6 se distribuye Normal(x;5,%), i = 1,..., N, tal que la Y;-
ésima componente de Z; es el maximo. Esto puede simularse a través de la
seleccién de un muestreo de la distribuciéon Normal(x;/3, %), aceptando la
selecciéon si la condicion se satisface. Finalmente, considere el muestreo de
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0|Zy,...,Zyn,Y, . Usando una distribucién inicial 7(0) para 6, la densidad
de esta distribuciéon es proporcional a

() 1000) ™ exp {52 - X5y 02 - X9)}.

Esta distribucién no pertenece a ninguna familia paramétrica conocida y es
relativamente dificil de simular.

3.5. Seleccion de Modelos

El desarrollo de métodos de Monte Carlo via cadenas de Markov ha hecho
posible ajustar una gran variedad de modelos. Esta gran herramienta nos
hace desear comparar estos modelos e identificar una clase de modelos que
nos permitan describir de la manera mas adecuada los datos.

Dentro del campo de los modelos clasicos, generalmente la comparacion
de modelos implica la definicion de una medida de ajuste, generalmente una
estadistica de la devianza, y la complejidad del modelo, usualmente el ntime-
ro de parametros en el modelo. Conforme aumenta la complejidad del modelo
se tiene un mejor ajuste, por esto es que estas dos cantidades son suficientes
para la selecciéon de un modelo. Una comparaciéon de modelos usando criterios
de informacién Bayesiana también requieren la especificacion del nimero de
parametros en cada modelo, pero en modelos jerarquicos complejos el niimero
de pardametros puede ser mayor al niimero de observaciones y este criterio no
puede aplicarse. De esta manera es necesario contar con una medida Bayesia-
na que considere la complejidad y el ajuste del modelo y que pueda utilizarse
para comparar modelos de estructuras arbitrarias.

Spiegelhalter et al. (2002) sugieren la medida del criterio de informacion
de la devianza (DIC) como una medida de selecciéon de modelos, dada por

DIC = D(0ly) + 2d.

donde D(A|y) y d, se describen a continuacion.

El pardmetro d. es una estimacion del niimero total efectivo de parametros
o de la dimensién del modelo.

Sea L® = log[P(Y|0®)] el logaritmo de la verosimilitud obtenida en la
1-ésima iteracion a lo largo de una cadena en una corrida del algoritmo de
Gibbs, y sea D® = —2L® la devianza. Otra definicién de la devianza usada
principalmente en modelos lineales generalizados es D® = —2(L® — Lg))
donde L® es el logaritmo de la verosimilitud del modelo saturado obtenida
en la i-ésima iteracion de la cadena.
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Entonces d. puede aproximarse por la diferencia entre la devianza espe-
rada E(D|y, 0), dada por la media D de las devianzas D® obtenidas a partir
de la cadena, y la devianza D(f|y) de la media # de la distribucién final de
los parametros.

Valores pequenos de DIC indicaran un mejor modelo.



Capitulo 4

Otros Modelos

Como hemos mencionado en capitulos anteriores, al analizar variables ca-
tegéricas en la mayoria de los casos se supone que estos datos siguen una
distribucion multinomial o Poisson; sin embargo, existen otras distribuciones
que pueden aplicarse a los datos y que en algunos casos pueden ser mas ade-
cuadas. Una de estas posibles distribuciones es la multinomial negativa. La
distribucion multinomial negativa permite modelar datos con correlaciones
positivas y que presentan varianzas mayores a las medias (sobredispersién
relativa a la distribucién Poisson).

También hemos estudiado la forma de analizar variables categdricas y
modelos para variables categéricas que dependen de otras variables inde-
pendientes; sin embargo, en ocasiones, estas variables estan ordenadas en el
tiempo y dependen de valores pasados e inclusive pueden a su vez depender
de otras variables independientes. El utilizar modelos de regresién de series
de tiempo permite analizar este tipo de datos.

En este capitulo presentaremos algunos modelos utilizados para datos
ordenados en el tiempo y que dependen de otras variables, asi como modelos
de series de tiempo y modelos de regresion de series de tiempo, y que pueden
tener una distribuciéon Poisson o multinomial negativa, usando técnicas de
estadistica Bayesiana.

En la seccion 4.1 se estudia una prueba Bayesiana para el analisis de tablas
de contingencia utilizando la distribucién multinomial negativa. En la seccion
4.2 se describen brevemente los modelos de series de tiempo utilizados para
el andlisis de datos categoéricos. En la secciéon 4.3 se presentan los modelos
autoregresivos de valores enteros con rezago 1, utilizando las distribuciones
Poisson y multinomial negativa. En la seccién 4.4 se generalizan los modelos
INAR(1) utilizando una estructura de regresiéon. En la seccién 4.5 se da
una breve introduccion de los modelos autoregresivos de valores enteros con
rezago p. Finalmente en la seccién 4.6 se estudian brevemente los modelos

95
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loglineales utilizando una distribuciéon multinomial negativa.

4.1. Analisis de Tablas de Contingencia
Basado en la Distribucién Multinomial

Negativa
Sea (Y1,...,Yr) un vector aleatorio con distribucién multinomial nega-
tiva con indice @ > 0 y con vector de medias (A1,..., Ar). El soporte de
(Y1,...,Yr) es (y1,...,yr) tales que y;, con t = 1,...,T, es un entero no
negativo. La funcién de probabilidad de masa de (Y;,...,Yr) es

I Oz+ZtT:1 Ut o :
p(y[Aa) = I‘((a) Htlet!> <a+2t A ) g <a+2t 1 A )
F(Ox+th:1fUt) r "L y
T L@ (1_;m> gm

= p(Y|7T> a)

donde

At
= (m,...,77), T = ——7F ) 1— Wt—i
a+2t:1% ; +2151

La distribuciéon multinomial negativa es una distribucién definida para
vectores con entradas en los enteros no negativos; cualesquiera dos compo-
nentes del vector con esta distribucién tienen correlaciones positivas (a dife-
rencia de un vector con distribucion multinomial que presenta cualesquiera
dos componentes con correlaciones negativas); y cualquier componente pre-
senta varianza mayor a la media (distinto a una variable aleatoria con dis-
tribucién Poisson con media y varianza iguales). Para més detalles de las
propiedades de la distribucion multinomial negativa ver apéndice B.

Uno de los intereses primordiales al analizar tablas de contingencia es
probar si las variables que la definen son independientes. En la secciones
3.2.1 y 3.2.2 se presentaron algunas pruebas estadisticas utilizadas para este
tipo de hipdtesis mediante métodos Bayesianos. En esta seccién se presenta
un ejemplo de la aplicacién de una de estas pruebas.

Waller y Zelterman (1997) presentan la incidencia de cdncer de 1989 en
tres grandes ciudades de Ohio, clasificadas de acuerdo al sitio en el que se
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Ciudad 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Cleveland 71 1052 1258 440 488 159 523 169 268
Cincinnati 52 786 988 270 337 133 378 107 160
Columbus 41 517 715 190 212 91 254 77 137

Tabla 4.1: Muertes de cdncer en tres grandes ciudades de Ohio en 1989 (National
Center for Health Statistics, 1990). Los sitios principales del tumor y los c6digos
ICD-9 (entre paréntesis) son los siguientes: 1 = cavidad oral (140-149); 2 = drga-
nos digestivos y colon (150-159); 3 = pulmén (160-165); 4 = seno (174-175); 5 =
genitales (179-187); 6 = drganos urinarios (188-189); 7 = otros y sitios no especifi-
cados (170-173, 190-199); 8 = leucemia (204-208); y 9 = tejido linfatico (200-203).
El drea metropolitana de Cincinnati incluye porciones de Kentucky e Indiana.

encuentra el tumor principal de esta enfermedad; la tabla 4.1 presenta los
datos.

Los datos tienen una media de 361 y una varianza de 111,760, ademéas
todas las correlaciones entre las ciudades y entre los sitios del tumor principal
son positivas; esto implica que una distribucién adecuada para los datos
puede ser la distribucién multinomial negativa.

La prueba utilizada para analizar esta tabla de contingencias fue realizada
por Gutiérrez Pena (2005) y se presenté en la seccién 3.2.1. Para ésta se
obtiene la distribucion final de

§=0d(m) = Zz: log (;T—lf)) log(71);

si los valores de § estan concentradas alrededor del cero entonces se concluye
que hay independencia.

Un factor de interés que puede surgir al analizar esta tabla es saber si las
incidencias para cada una de las ciudades son independientes.

Bajo el supuesto de que los datos tienen una distribucion multinomial
negativa, en el siguiente programa de WinBUGS se realizaron 100,000 simu-
laciones de la distribucion final de 6:

# Modelo

model{

# Familia paramétrica (verosimilitud)
for(t in 1:T){

y[t] ~ dpois(thetalt])

theta[t] <- gammaxlambdal[t]

}
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gamma ~ dgamma(alpha,beta)

alpha ~ dgamma(1,1)

# Distribucidn inicial

for(t in 1:T){

pilt] <- lambdalt]/(sum(lambdal])+beta)
lambda[t] ~ dgamma(1l,1)

}

beta ~ dgamma(1,1)

pi[T+1] <- beta/(sum(lambdal])+beta)

# Prueba de independencia

for(i in 0:I-1){

pimr[i+1] <- pi[i*9+1] + pi[i*9+2] + pi[i*9+3] + pil[i*9+4]
+ pi[i*9+5] + pi[i*9+6] + pi[i*9+7] + pi[i*9+8] + pi[i*9+9]
}

for(j in 1:J1){

pimc[j] <- pil[j] + pil[9+j] + pil[18+j]

}

for(i in 1:I){

for(j in 1:J3){

pi0[9*%(i-1)+j] <- pimr[i]*pimc[j]

1

piO[T+1] <- 1-sum(piO[1:T])

for(t in 1:T+1){

dlt] <- (log(piltl]/piO[t]))*(log(piltl))
}

delta <- sum(d[])

}

# Datos

1list(T=27, I=3, J=9, y = c(71, 1052, 1258, 440, 488, 159, 523,
169, 268, 52, 786, 988, 270, 337, 133, 378, 107, 160, 41, 517,
715, 190, 212, 91, 254, 77, 137))

#Iniciales
list(gamma=1, alpha=1, lambda = c(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,
1, 1,1, 1,1, 1,1, 1,1, 1,1, 1,1, 1, 1, 1, 1), beta=1)

La grafica 4.1 muestra la distribucién final de 6. Dado que el valor medio
de § es 6.5 y los cuantiles del 2.5 % y 97.5 % son 5.14 y 8.27, respectivamente,
entonces se puede concluir que las variables no son independientes, por lo
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Figura 4.1: Densidad de 9.

que existe una dependencia entre las incidencias de los tipos de cancer de las
ciudades, es decir, si hay mayor incidencia de una enfermedad en una ciudad,
entonces se espera una mayor incidencia de las otras enfermedades.

4.2. Modelos para Datos de Series de Tiempo

Los modelos de series de tiempo para datos discretos no han sido muy
explotados en comparacién con otros modelos. Estos modelos, si bien con-
ceptualmente y en algunos casos matematicamente son innovadores, también
son generalmente restrictivos. Debido a esto, no es claro que exista un mo-
delo dominante para datos discretos de series de tiempo. A continuacion se
presenta una descripcion general de los modelos de series de tiempo para da-
tos continuos y posteriormente para datos discretos, enfocandose en un caso
particular de éstos.

4.2.1. Modelos Lineales

Cuando se estudia una variable dependiente continua, los modelos estandar
de series de tiempo estan bien establecidos. Para series de tiempo puras, don-
de las variables explicativas estan definidas por los valores de rezago de la
variable dependiente, la clase estandar de modelos lineales es el modelo au-
toregresivo de promedios mdviles de orden (p,q), ARMA(p,q); para éstos el
valor corriente de Y es igual a la suma ponderada de los p valores pasados,
los ¢ valores pasados y el corriente de un error aleatorio independiente e
idénticamente distribuido, esto es

Ye = P1Yi—1 -+ Ppli—p €t +V1E—1 + -+ V4Ei—q
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parat =p+1,...,T, donde ; es una variable aleatoria independiente idénti-
camente distribuida con una cierta distribucién D(0,0?) (usualmente una
distribucién normal).

Para un modelo de regresion lineal de series de tiempo las variables expli-
cativas incluyen regresores exégenos. Los modelos autoregresivos o dindmicos
incluyen regresores exégenos y variables dependientes de rezago en la funcién
de regresion. Un ejemplo es

Y, =pY, 1+ X0+,

donde el error €; es una variable aleatoria independiente e idénticamente
distribuida con distribucién D(0, 0?). Note que este modelo es equivalente a
suponer que, dada Y; 1 = y;_1,

Y;f ~ D (Pyt—l + X,t/ga 02) )

esto es, Y; dada Y;_ 1 = ;1 se distribuye con media py;_ + x/;3 y varianza
o2, Si s6lo aparecen X, v los rezagos de x;, el modelo es de rezago distribuido.
Pero, si s6lo aparece x; como regresor, el modelo es estatico.

Un modelo de regresion de series de tiempo alternativo es el modelo de
error correlacionado serialmente. Este comienza con una funcion de regresién
estatica

Y; = x84+ w

pero supone que el error u; esta serialmente correlacionado, siguiendo por
ejemplo un proceso ARMA. El caso mas simple es un error autoregresivo de
orden uno, AR(1),

U = PUt—1 + &¢

donde ¢; es una variable aleatoria independiente idénticamente distribuida
con distribucién D(0, 0?). Entonces el modelo puede reescribirse como

Y, =pYiq+ 0% — Bpxi1 + &

el cual es un modelo autoregresivo con restricciones no lineales impuestas
sobre los parametros.

Los modelos autoregresivos y de correlacién serial pueden combinarse,
para producir un modelo autoregresivo con error correlacionado serialmente.

Los modelos de series de tiempo anteriores son los modelos mas comunes
para variables continuas. Sin embargo, en la literatura puede encontrarse una
amplia variedad de éstos y una explicaciéon mas detallada. Algunos de éstos
pueden estudiarse en Brockwell y Davis (1998, 2002), y Chatfield (2003).
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4.2.2. Modelos Discretos

A lo largo del estudio de series de tiempo para datos discretos se han
obtenido varios posibles modelos a través de definir de diferente manera la
dependencia de Y; sobre el valor pasado de Y, el valor corriente y el pasado
de x;, y los procesos latentes y procesos del error g;; a través de diferentes
modelos de los procesos latentes; y a través de diferentes extensiones de los
modelos basicos.

No existe un sistema simple de clasificaciéon que contenga a todos los
modelos de series de tiempo para datos discretos, sin embargo la siguiente
clasificacién, propuesta por Cameron y Trivedi (1998), puede dar un margen
para diferenciar las clases de modelos.

1. Modelos ARMA de valores enteros (INARMA). Definen a y; como la
suma de un entero cuyo valor se determina por el pasado de y; y un
término de innovacién independiente. Las distribuciones apropiadas que
encabezan las distribuciones marginales de Y; son tales como la Poisson
y la binomial negativa.

2. Modelos autoregresivos o modelos de Markov. Definen la distribucién
condicional de Y; como una distribucién discreta tal como una Poisson
o una binomial negativa, cuyo parametro de media es una funciéon de
los valores de rezago de Y;.

En este modelo la distribucion condicional de Y; esta especificada, mien-
tras que en el modelo INARMA se especifica la distribucién marginal

de Y;.

3. Modelos de errores correlacionados serialmente o modelos de variables
latentes. Este modelo define a Y; de tal manera que dependa de un
término estatico y un error correlacionado serialmente.

4. Modelos de espacio de estados o modelos de parametros que varian en
el tiempo (state-space models o time-varying parameter models). Espe-
cifican la distribucién de Y; que sea una distribucién discreta tal como
la Poisson o la binomial negativa, cuya media condicional o parametros
de la media condicional dependan de sus valores en periodos previos.

5. Modelos de Markov ocultos o modelos de cambio de régimen (hidden
Markov models o regime shift models). Especifican la distribucién de Y;
que sea una distribucion discreta tal como la distribucion Poisson o la
binomial negativa, con parametros que varian de acuerdo a cudl, de un
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nimero finito de regimenes, esta actuando en un momento determina-
do. Los regimenes no observados se desarrollan en el tiempo a través
de una cadena de Markov.

6. Modelos ARMA discretos (DARMA). Introducen la dependencia del

tiempo a través de una mezcla.

Algunos autores clasifican a los modelos como observation-driven, con se-
ries de tiempo dependientes introducidas por la especificacién de los momen-
tos condicionales o las densidades como funciones explicitas de los resultados
pasados, o parameter-driven, con dependencias inducidas por un proceso de
variables latentes.

Otros hacen la diferencia entre modelos condicionales, donde los momen-
tos o las densidades estan condicionados por x; y los resultados pasados de
Y;, y modelos marginales, donde se condiciona sélo sobre x; y no sobre los
resultados pasados de Y;. Esta es la clasificaciéon més usada para distinguir
entre una clase de modelos y otro.

Ejemplo

Como una ilustracién de cémo las trayectorias de un proceso autoregresivo
de valores enteros de rezago 1 (INAR(1)) difieren de un proceso estandar
autoregresivo de rezago 1 (AR(1)), se simulé una muestra de cada uno de
los procesos. Para realizar la comparacion de las dos trayectorias muestrales,
los dos procesos simulados se realizaron de tal manera que tuvieran medias
y varianzas iguales. La figura 4.2 (izquierda) presenta las trayectorias de
una muestra simulada de 100 observaciones generadas del modelo INAR(1)
(ver seccién 4.3), en el cual @ = 0.5 y I; tiene una distribucién Poisson con
pardmetro ¢ = 1. La figura 4.2 (derecha) muestra las trayectorias de una
muestra simulada de 100 observaciones del modelo estdndar AR(1), en el
cual I; toma una distribucién normal con media ¢ = 1 y varianza ¢(1 + «).

Puede verse que al comparar las trayectorias de la figura 4.2 las reali-
zaciones del modelo INAR(1) toman valores enteros no negativos, mientras
que las realizaciones del modelo AR(1) son valores reales y algunos de estos
son negativos. Como una consecuencia de estas observaciones y de los reque-
rimientos de estacionariedad, puede verse que las realizaciones del proceso
INAR(1) tienen muchos valores cercanos a la media (2). Sin embargo, no
existe algun patrén en las corridas del proceso AR(1).

4.3. INAR(1)

Los modelos de series de tiempo autoregresivos de valores enteros (INAR)
especifican los valores observados de Y; como los de variables aleatorias de
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Figura 4.2: Simulacién (izquierda) modelo INAR(1) y (derecha) modelo
AR(1).

datos de conteo cuyos valores dependen de los resultados pasados y la reali-
zacién de una variable aleatoria de datos de conteo independiente e idénti-
camente distribuida [; cuyos valores no dependen de los resultados pasados.
Este modelo es similar al modelo lineal Y; = pY;_1 + I}, sélo que la operacion
de multiplicar Y;_; por un escalar p se reemplaza por una variable aleatoria
discreta que depende del valor y;_;. Las diferentes elecciones de la distri-
bucién I; conducen a diferentes distribuciones marginales para Y;, tal como
una distribucion Poisson o binomial negativa. Estos modelos tienen la misma
estructura de correlacion serial que la estructura de los modelos lineales AR
para datos continuos. Comenzamos con el estudio de series de tiempo puras,
antes de introducir otras variables regresoras.

Los modelos INAR(1) presentados a continuacién se describen en Al-Osh
y Alzaid (1987), McKenzie (1988), Cameron y Trivedi (1998), y Bockenholt
(1999a), y en Bockenholt (1999b) y Zeger (1988) se describen aplicaciones de
los modelos de regresién INAR(1).

Los datos que estan expresados en términos de conteos tomados secuen-
cialmente en el tiempo, y que estan correlacionados, surgen en muchas oca-
siones. Ejemplos de este proceso son el niimero de pacientes en un hospital
en un punto especifico del tiempo, o el nimero de personas en una cola de
espera para el servicio en un cierto momento. Estos ejemplifican la accién o
influencia de un elemento del proceso en tiempos previos, y una sucesion de
arribo (innovacién) que tiene una cierta distribucién discreta. El propdsito de
esta seccién es modelar tales procesos de una manera analoga a los procesos
autoregresivos (AR), en los cuales la sucesién de innovacién, por conveniencia
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estadistica, tiene una distribuciéon normal.

Antes de introducir los modelos INAR(1), presentamos la definicién del
proceso de adelgazamiento binomial (binomial thinning procedure) cvo G- don-
de el operador ‘o’ se llama operador de adelgazamiento (thinning operator)
definido por Steutel y Van Harn (1979).

Sea GG una variable aleatoria discreta definida sobre valores enteros no
negativos, y sea H; una sucesion de variables aleatorias binarias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas, independientes de G, tal que p(H; =
1) =1—p(H; = 0) = o donde a € [0,1]. El proceso de adelgazamiento
binomial esta definido por

¢
aoG:ZHj:B(a,G).

j=1

B(a, G) es una variable aleatoria binomial que se basa en G ensayos con
probabilidad de éxito a.
Definimos un proceso INAR(1) {Y;; t =...,—-2,—1,0,1,2,...} como:

Yi=aoYi 1+ 1

donde a € [0, 1] y I; es una sucesién de variables aleatorias con valores enteros
no negativos no correlacionados, con media p y varianza o2.

Este modelo INAR(1) simplemente establece que los componentes del
proceso al tiempo t, Yy, son: (i) los supervivientes de los elementos del proceso
al tiempo ¢ — 1, Y;_1, cada uno con probabilidad de supervivencia « y (i7)
elementos que entran al sistema en el intervalo (¢t — 1,¢] como términos de
innovacion ([y).

Note que el operador ‘o’ tiene las siguientes propiedades: oY = 0, 1oY =
Y, E[aoY] = aE[Y] y finalmente, si 8 € [0, 1], entonces Bo(aoY) < (Ba)oY,
ademas,

Y) = apoYi 1+ 1

k—1 k-1 /-1
— (H O{t_j> (] Y;_k. + Z (H O[t_l> (o] -[t—j + _[t.
7=0 =1 =0

4.3.1. Modelos INAR(1)-Poisson

McKenzie (1988) define los modelos INAR(1) y otros modelos ARMA
para datos con distribucién Poisson. Sea y;; los conteos para una persona ¢
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en el tiempo ¢ (i=1,...,I; t=1,...,T). Cuando estos datos de conteo estan
generados por un proceso Poisson a tiempo discreto se obtiene que
Yit
p(yu) = M (4.1)
Yit:

Por simplicidad de notacién, a partir de aqui se suprimira el subindice i.
Un modelo autoregresivo Poisson para T periodos de tiempo puede obtener-
se aplicando el proceso de adelgazamiento binomial que puede considerarse
andlogo a una multiplicacién escalar de valores enteros. Aplicando la opera-
cion de adelgazamiento binomial los conteos y; pueden descomponerse en dos
enteros no negativos. Una parte, C;_1, es el componente carry-over de y;_1,
y la otra parte, I; que es el componente de innovacién, refleja la influencia
del periodo de tiempo actual, es decir,

Yy = Ci1 + I
donde C;_1 = a4 o y;_1, esto es,
Y=oy + I (4.2)

Un proceso estocastico autoregresivo de primer orden de valores enteros
(INAR(1)) con distribuciones marginales Poisson();) se obtiene cuando Y,
y I; son independientes con distribucion Poisson con parametros \g y ¢ =
At — ay A\¢_1, respectivamente.

Cuando Yj y I; son variables aleatorias independientes con distribucién
Poisson con pardmetros Ay ¢, = ¢ = A(1 — ), entonces {Y;; t =1,2,...} es
un proceso de Markov estacionario con distribuciones marginales Poisson.

Las probabilidades de transicién de este proceso estan dadas por la con-
volucién de una variable aleatoria Poisson y una binomial,

A (yt;)ak(l - O‘)ytfl_ke_b(;%:)! sty < Y
p(Yelye—1) =

Yt—1 (ye—1\ .k 1=k _—i WYtk .
o () ek (1 = ajre k) SLYt > Y1

min(y:—1,yt) k
(8}
— pedte(-or-ape Y () @

11—«
k=0

donde wy, = ((yi—1 — k) (ye — k)N~
Esto se debe a que el modelo presenta la estructura de un proceso de
Markov de primer orden,

p(yt‘ytfla Yt—2, - - ) = p(:yt‘ytfl)v
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y la distribucion conjunta para 1" periodos de tiempo es

T
Py, v, - yr) = p(u) [ [ p(elye )
t=2

donde p(y;) esta dada por (4.1) v p(y¢|ys—1) por (4.3).
La media y la varianza de {Y;} definido en (4.2) son:

t—1
EY)] = aE[Yiq] + 0= o'E[Y] + > ol
=0
VarlY;] = Var[ElaoY; 1|Y; 1]] + E[VarlaoY, 1|Y;_ 1]] + Var(I]

= o*VarlYy] + (1 - a) Zoﬁj IEY}J+LZa]1

Para cualquier entero no negativo k, podemos calcular la covarianza con
rezago k, (k) = Cov[Yi_g, Yy,

k-1
v(k) = CovlYy,a" oY, 4] + Z Cov [Yi_p, o o I_j]
=0
= o"Var[Yi_i]
= a*(0).

4.3.2. Modelos INAR(1)-Binomial Negativa

Para tomar en cuenta la sobredispersion de Y;, puede considerarse un pro-
ceso INAR(1)-binomial negativo. La distribucién marginal de este proceso
es binomial negativa con media #60 y varianza $0(1 + 3), BN(6,3). Conse-
cuentemente, el proceso INAR(1)-BN para {Y;; t =1,2,...} se define como
Y, =1loY, 1 + I;, donde II sigue una distribucion beta con parametros af y
(1—a)f, (0 <a<1),yYyy I son independientes con distribucién BN(6,03)
y BN(0(1 — «),3), respectivamente .

Un forma mas simple de obtener el proceso INAR(1)-BN es a través
del proceso INAR(1)-Poisson permitiendo que el parametro del componente
de innovacién varie de acuerdo a una distribuciéon gamma con parametros
61 = 0(1 — a) y 8y la probabilidad del proceso de adelgazamiento binomial
de acuerdo a una distribucién beta con pardmetros ¢ = af y 6. Compo-
niendo la parte de innovacién de la distribucion Poisson con la distribucién
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gamma se produce una distribucién BN(6!,3), y componiendo la distribu-
cién binomial y la beta se produce una distribucién beta-binomial con media
(oyy—1) y varianza (y;—1a(1 — @)[(0 + yi—1)/(0 + 1)]). De esta manera sélo se
requiere un pardmetro mas (/3) que en el modelo INAR(1)-Poisson. El proceso
INAR(1)-BN resulta entonces en una representacién analitica parsimoniosa
de las distribuciones marginales y condicionales de Y;.

Haciendo que 0, 7, 0 y « varfen en el tiempo se denotan por 6;, 61, 6 14
y oy—1 . Entonces la distribucién condicional de Y; dada Y;—; = 1, la cual
es una convolucién de una distribucién binomial negativa y una distribucion
beta-binomial, puede escribirse como

By 11T (0;-1)

P Y| Ye—
) R TG R @D s + w1+ A
min(y:—1,y¢)
X Z ka(GtC_Lt + k)F<9tI_1 + Yi—1 — k)
k=0
< Ty ) (1.0

donde wy = {[(1 + 8)/B1*}/{(ye—1 — k) (y: — K)Ik!}, etc—l,t = 10/ 010 y
0f = 0,—0F | ,. A partir de esta representacién, es claro que la autocorrelacién
entre a1 v a4 s6lo puede ser positiva. Una propiedad importante de la
distribucion condicional es que su funcién de regresion es lineal,

C

0
E(Yi|yi—1) = 59,5[ + 5 11’tyt—1,
t_

y la varianza condicional estd dada por

HC QC 9 —|—y
V(Yiluy,_ 1) = 9[ 1 B t—1,t 1— t—1,t t—1 tfll
( t‘yt 1) B t( +5) + Y1 0, 0 S|

Debido a que este modelo tiene la estructura de un proceso de Markov de pri-
mer orden, se tiene que p(Y;|yi—1, Yi—2, .. .) = p(Yi|yi—1), y la distribucién con-
junta para T periodos de tiempo es p(y1, 42, - .-, yr) = p(y1) [Ts P(elye-r),
donde p(y;) estd especificada como una distribuciéon BN(6;,53) y la probabi-
lidad p(y|y:—1) se obtiene por medio de (4.4).

4.3.3. Modelos INAR(1)-Multiomial Negativa

La extensién del proceso INAR(1)-BN a R eventos es sencilla cuando
los parametros de cada uno de los eventos varian de acuerdo a la misma
distribucién gamma con pardametros 6 y 3. (r = 1,..., R). En este caso la



108 CAPITULO 4. OTROS MODELOS

distribucion conjunta de las variables de conteo estan dadas por una distribu-
cién multinomial negativa con R variables (MN), la cual puede factorizarse
en una distribucién multinomial y una binomial negativa:

p(y ) ) _ ( Yt )(ﬁ)yu”.<@)ym
o Yits- - -5 YRe By B

L0+ y4) —6 B\
L(0)y,+! (L4 6) <1 + ﬁ+> 7 (45)

donde B, = Ele Bry ¥V Ygt = Eil y,¢. Por otra parte, la distribucién con-
dicional de (Yi¢,...,Yr:) dada (y1,4-1,...,Yrt—1) estd dada por

R
HT:1<%)yr,t71+yM

L(6)T(O)T(07)(1 + 5.)7+"

p(ym - YRt \ Yit—1,- - - 7yR,t71) =

min(y1,:—1,y1t) min(ygr,¢—1,YRt)
XY YT gy (L4 B (46)
k1=0 kr=0

X T+ k)0 + y1 — kL0 + y — k),

donde wy, = (65 (Yps1 — ko) (s — k) )y by = S0 K,

La estructura de la media y de la covarianza del modelo INAR(1)-MN es
bastante restrictiva. La esperanza de y; = (y1¢, - . ., yrt) €s Ely:] = 46, donde
B = (0i,...,0r). Asi para cada periodo de tiempo, los efectos medios son
proporcionales. Similarmente, puede mostrarse que la matriz de covarianzas
Yy, de orden (RT x RT) de 'y = (y1,...,yr) es un producto de Kronecker
de dos matrices, Xy = X3 ® Xy, donde Xg = 56" + diag(5) y

0 o¢ ... ¢

¢ 9 ... H¢
Yorxy = | . ...

¢ ¢ ... @

4.3.4. Ejemplo

Zeger (1988) presenta una lista del niimero de casos de poliomielitis repor-
tados mensualmente por el U.S. Centers for Disease Control para los anos
de 1970 a 1983 y que fueron publicados en Morbidity and Mortality Weekly
Report Annual Summary; éstos se encuentran en la tabla 4.2.

Los datos mensuales se encuentran graficados en la figura 4.3. La figura
4.4 presenta el histograma de los datos. Los datos provienen de una distribu-
cién asimétrica. Ademas, durante los 168 meses se presentaron 224 casos de
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poliomielitis, lo que indica una media de 1.333 casos por mes y una varianza
de 3.505. Esto sugiere que los datos pueden tener una distribucion binomial
negativa, en lugar de una distribucién Poisson, debido a que la varianza es
mayor a la media. Note también que estos datos podrian tener una distri-
bucién Poisson cero-inflada (ver Hall, 2000 y Lambert, 1992), sin embargo,
nuestro interés es mostrar el uso de la distribucion multinomial negativa, y
por lo tanto en este trabajo no exploramos el uso de la distribucién Poisson
cero-inflada.

Ene Feb Mar Abr May Jun Jul Ago Sep Oct Nov Dic
1 3 3 5 3
1

1970
1971
1972
1973
1974
1975
1976
1977
1978
1979
1980
1981
1982
1983

—_
(en]
Ne
[\
ot

—_
W~

OO R O WO R OO MFEONO
H H O, OOR WHOO WN
oo OO OO0 ROROROO
O ORFRINRFERRFERFEORFOR
SO WNO OO FFFEO
— = OO0 W ONOORF i —
NO R ONONOD -HFHFHOW
FNNOERNFEBRNOOOOW
OO OO NWOORF — =N
— ONRF R REFEFNOOOOS R
WH OONNNRFEF~=O

AN O =Wk P, NN O~ O

Tabla 4.2: Nuimero de casos mensuales de poliomielitis de E.U. de 1970 a
1983.

Primeramente, como una muestra de que la distribucién Poisson no siem-
pre es la distribucién adecuada, se ajusté un modelo INAR(1)-Poisson esta-
cionario. Aplicando el programa en WinBUGS para el modelo especificado
en la seccion 4.3.1 se obtuvo el modelo ajustado

Y,=aoY,_ 1+ I, t=1,...,168,
donde
Yo ~ Poisson(\) y I ~ Poisson(A(1 —a)) independientes,

y usando el programa se obtuvo que a = 0.3369 y A = 1.219, estos resultados
se muestran en la tabla 4.3.

La figura 4.5 muestra las frecuencias relativas obtenidas después de hacer
1,000 simulaciones realizadas en R. Es claro que este modelo no da un buen
ajuste. El error absoluto (diferencia entre la frecuencia relativa estimada y
la frecuencia relativa observada) de este ajuste es 0.2764048.
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Figura 4.3: Niimero de los casos mensuales de poliomielitis de E.U. de 1970
a 1983.
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Figura 4.4: Histograma del nimero de los casos mensuales de poliomielitis
de E.U. de 1970 a 1983.
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node mean sd MC error 2.5% median 97.5%
«o 0.3369 0.06163 7.417E-4 0.2222 0.3352 0.4631
A 1.219 0.1416 8.914E-4 0.9655 1.21 1.523

Tabla 4.3: Resumen de la distribucion final obtenido en WinBUGS para el
modelo INAR(1)-Poisson de los datos de poliomielitis.

Lo anterior sugiere que podemos encontrar un mejor ajuste, para lo cual
utilizaremos la distribucién binomial negativa (note que la observacién de
noviembre de 1972 es muy alta, si eliminaramos este valor y realizando una
prueba estadistica no pardmetrica ji-cuadrada comprobamos que los datos
tienen una distribucion binomial negativa con un nivel de significancia de
p = 0.5, ver Gibbons y Chakraborti, 2003).

Para el ajuste del modelo INAR(1)-BN especificado en la seccién 4.3.2
se requieren los pardametros de la distribuciéon binomial negativa. Para es-
to se realizaron dos programas en WinBUGS para obtener los parametros
que ajustan estos datos a una distribucién binomial negativa con indice r y
probabilidad 7. Los programas se presentan a continuacion.

# Modelo 1

model{

for(k in 1:K){

y[k] ~ dpois(thetalk])
thetalk] ~ dgamma(r,be)
}

be <- pi/(1-pi)

pi ~ dbeta(1,1)

r ~ dgamma(1,1)

}

# Modelo 2

model{

for(k in 1:K){

y[k] ~ dpois(thetalk])
thetalk] <- gamma[k]*lambda
gamma [k] ~ dgamma(r,be)

}

pi <- be/(lambda+be)
lambda ~ dgamma(1,1)

be ~ dgamma(1,1)
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Figura 4.5: Histograma del nimero de los casos mensuales de poliomielitis
de E.U. de 1970 a 1983 y el ajuste INAR(1)-Poisson.

r ~ dgamma(1,1)

}

Después de realizar 100,000 iteraciones se obtuvo que los parametros son
r = 1211 y m = 0.4704 para el modelo 1, y r = 1.211 y 7 = 0.4705 pa-
ra el modelo 2, respectivamente. Por tal motivo, para el ajuste del modelo
INAR(1)-BN se utilizaron los pardmetros r = 1.211 y m = 0.4705.

Posteriormente se realizé un programa en WinBUGS para obtener el mo-
delo INAR(1)-BN, utilizando que # =ry = (1 — 7)/m, el cual se presenta
a continuacién:

model{

y[1] ~ dpois(lambda)

lambda ~ dgamma(theta,betai)
PPI ~ dbeta(thetaC,thetal)
for(t in 2:T){

for(i in 1:y[t-1]+1){
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H[t,i] ~ dbern(PPI)

}

aG[t] <- sum(H[t,1:y[t-1]1+1]) - H[t,1]
mu[t] <- aG[t] + thetalxbeta
y[t] ~ dpois(mul[t])

}

thetal <- theta*(l-alpha)
thetaC <- theta*alpha

betai <- 1/beta

beta <- (1-pi)/pi

alpha ~ dbeta(1,1)

pi <- 0.4705
theta <- 1.211
}

Los resultados obtenidos se presentan en la tabla 4.4.

node mean sd MC error  2.5% median 97.5% start sample
alpha  0.3947 0.06674 4.075E-4 0.2589 0.3964 0.5202 1001 100000
thetaC  0.478 0.08082 4.935E-4 0.3135 0.4801 0.63 1001 100000
thetal ~ 0.733 0.08082 4.935E-4 0.581  0.7309 0.8975 1001 100000

Tabla 4.4: Resultados obtenidos por el programa WinBUGS para el ajuste
del modelo INAR(1)-BN para los datos de poliomielitis de E.U. de 1970 a
1983.

Por tanto el modelo ajustado queda definido de la siguiente manera:
Y,=1loY, 1+ [ t=1,...,168
donde
Yo ~ Poisson(\) I, ~ Poisson(\") independientes

IT ~ Beta(0°,0") M~ Gamma(0", 3)

con 0 = Oa, ' = 0(1 — ), 3= (1 —m)/7 vy 6 = r, donde, por los ajustes
de la distribucién binomial negativa, r = 1.211 y = = 0.4705.
Las frecuencias relativas del niimero de casos de poliomielitis y del ajuste
se presentan en la tabla 4.5 (éstos presentan un error absoluto de 0.1638095).
Para visualizar estos resultados se simulé el modelo INAR(1)-BN en R
con los resultados obtenidos; el histograma de los datos se presenta en la
figura 4.6. Note que el ajuste obtenido mediante este modelo, suponiendo la
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distribucion binomial negativa, es mucho mejor que con el modelo anterior-
mente ajustado, en donde se suponia que los datos seguian una distribucién
Poisson.

Numero Frecuencias relativas Frecuencias relativas

de casos de los casos del ajuste INAR(1)-BN
0 0.380952381 4.114762e-01
1 0.327380952 2.647321e-01
2 0.130952381 1.575476e-01
3 0.071428571 8.609524e-02
4 0.035714286 4.288095¢-02
5 0.017857143 2.024405e-02
6 0.011904762 9.553571e-03
7 0.005952381 4.160714e-03
8 0.005952381 1.928571e-03
9 0.005952381 8.154762e-04
10 0 3.809524e-04
11 0 1.011905e-04
12 0 8.333332¢-05
13 0 0

14 0.005952380 0

Tabla 4.5: Frecuencias relativas del nimero de casos mensuales de poliomie-
litis de E.U. de 1970 a 1983 y ajuste INAR(1)-BN.

Debido a que la observacion de noviembre de 1972 es muy alta comparada
con los demads valores (y;5 = 14), podria considerarse como un valor atipico,
por lo que se realizé el mismo ajuste sin esta observacion. Se obtuvo que
el indice de la distribucién binomial negativa es a = 1.46 y la probabilidad
m = 0.529.

Posteriormente se ajusté el modelo INAR(1)-BN en WinBUGS y final-
mente se simularon los datos en R; el histograma de los datos se presenta en
la figura 4.7 (éstos presentan un error absoluto de 0.1369461).

Note que estos datos presentan un mejor ajuste que el modelo en don-
de se consideraron todos los datos, y por tanto podriamos considerar a la
observacion ;5 = 14 como un valor atipico.

4.4. Modelos de Regresion INAR(1)

En los capitulos 2 y 3 se estudiaron los modelos loglineales desde el punto
de vista cldsico y Bayesiano (estos modelos a veces se conocen como modelos
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Figura 4.6: Histograma del nimero de los casos mensuales de poliomielitis de E.U.
de 1970 a 1983 y ajuste INAR(1)-BN.

de regresién para datos discretos o datos de conteo), donde se estudian datos
discretos sin considerar el tiempo (sin correlacién serial). En esta seccién
estudiamos modelos més explicitos en donde se considera la estructura de
correlacién que las variables tienen a lo largo de un tiempo determinado (con

correlacién serial). Para mds detalles acerca de esta seccién ver Bockenholt
(1999a) y Bockenholt (1999b).

4.4.1. Modelos de Regresién INAR(1)-Poisson

Bockenholt (1999a) define una representacion de los efectos aleatorios del
modelo INAR(1)-Poisson por medio de la descomposicién de los pardmetros
de innovacion para la persona ¢ durante el periodo de tiempo ¢, ¢, en

Lit = €Kit
donde ¢; representa un efecto aleatorio positivo de la personay k;; = exp(x;31+

x;32) representa los efectos fijos de las covariables especificas de tiempo y per-
sona. Los efectos aleatorios ¢; se definen siguiendo una distribuciéon gamma
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Figura 4.7: Histograma del niimero de los casos mensuales de poliomielitis de E.U.
de 1970 a 1983 y ajuste 2 INAR(1)-BN sin la observacién de noviembre de 1972

con valor esperado igual a 1 y pardametro 6;,

0 o1
€)= ———¢ ' " exp(—b;¢).
o) = el (=)
También puede ser de interés expresar las probabilidades de adelgazamiento
binomial como una funcién de las covariables. Se utiliza una funcién logistica
para las probabilidades de adelgazamiento

1
1+ exp(—(dor + x;9))’

(%7

porque ésta mapea el intervalo (0, 1) sobre la linea real.

4.4.2. Modelos de Regresién INAR(1)-Multinomial Ne-
gativa

Bockenholt (1999a) define al modelo de regresién INAR(1)-Multinomial
Negativo a partir del modelo de regresion INAR(1)-Poisson haciendo que el
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parametro del componente de innovacion varie de acuerdo a una distribucién
gamma.

También en este caso puede ser de interés expresar las probabilidades de
los parametros de dispersion gamma como una funcién de las covariables.
Como los parametros individuales son positivos, una funcién liga apropiada
es la exponencial, que relaciona a 6; con las covariables a través de

0; = exp(wy + x;w) .

En base a estas especificaciones, se la probabilidad marginal estd dada por

0o T
pi, - yir) = / p(yin) Hp (Yit|yie—1) [ (€:)de;. (4.7)
t=2

Una solucidn analitica de esta integral se presenta en Bockenholt (1999a). De
aqui se puede ver que (4.7) se simplifica a la distribucién multinomial negativa
cuando «; es igual a 0 para toda . En este caso, p(vit|yii—1) = p(yir), v (4.7)
se reduce a

P(yil,---,?/iT) = / HP yzt €z d€z
0
T Yit
1

Tlt
' Y
Yit-

— 0" L'(6; + ys) H

T(6:) (6; + S0, )0 Hvie (4.8)

donde 7 es el valor esperado de y;;. Como (4.7) generaliza la distribucién mul-
tinomial negativa, a ésta se le denomina como el modelo INAR(1)-MN. Las
distribuciones marginales de (4.7) y (4.8) son idénticas con media y varianza
igual a 7y y (1+ %)Tit, respectivamente. Las diferencias entre la distribucion
multinomial negativa con y sin un componente INAR(1) en términos de sus
covarianzas y estructuras de autoregresion se discuten a continuacion.

Las covarianzas del modelo INAR(1)-MN son sélo no negativas, su ta-
mano se determina por a;;, los respectivos parametros medios y el parametro
indexado 6;. A partir de la funcién generadora de momentos de (4.7), la
covarianza de las observaciones adyacentes son (suprimiendo el subindice )

Vi1t = QTy—1 + 7417/,

y la correlacion correspondiente es

Pro1s = Ve—1.t
t—1,t — — =
\/<1—|— tGI)Tt,1(1+gt)Tt
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Note que las covarianzas estan dadas por una funcion aditiva de la autoco-
rrelacion y las partes de los efectos aleatorios del modelo. Sin embargo, la
contribucion de la parte de autocorrelacién disminuye exponencialmente con
el crecimiento de los rezagos entre los periodos de tiempo como puede verse
a partir de las covarianzas y las correlaciones para (y;_x, ¥;)

k
Veokt = QO Teg + To—iTe/ 0,

Dokt = Vi—k,t
t—kt — .
VI + ) m (1 + 3)7

Asi, cuando o = 0, obtenemos las covarianzas de la distribucién multinomial
negativa con

Vi—k,t = thth/e-
La distribucién condicional de y; dada y;_1 es una convolucién de una distri-
bucién binomial negativa y una distribuciéon binomial positiva. Una propie-
dad importante de la distribucion condicional es que su funcién de regresién

es lineal,

K

Rt t
Eyilye ) = — 1t I P
(yt|yt 1) 1 + thl/e + (Oz + 9 + Ttl) Yi—1,

y la varianza condicional estd dada por
Ke(Ke + Te—1 +0)

1"—7}71/9 "‘(Oé(l_oé)‘i‘

Solamente la distribucién gamma permite obtener una funcién de regresion
lineal.

Puede ser de interés comparar las funciones de regresién del modelo
INAR(1)-MN y las distribuciones multinomiales negativas para rezagos de
tamano k. Bajo la distribuciéon multinomial negativa se obtiene que

Kelke + 11 + 0
V<yt|yt71) = t( d - )) Yt—1-

9 -+ Tt—1

Tt Ty
FE k) = _ 4.9
(yt|yt k) 1+7_t_k/0 + 9+Tt—kyt k> ( )

y bajo el modelo INAR(1)-MN

k k
E(yt|yt—k) = %t_:t/g + (ak + %Ttitkk) Yt—k- (410)
Note que, primero, la pendiente de la funcion de regresién es méas empinada
bajo (4.10) que bajo (4.9), pero estas diferencias disminuyen cuando crece el
tamano del rezago; y segundo, el tamano de 6 puede compensar hasta cierto
punto las diferencias de las pendientes entre ambos modelos. Cuando existen
autocorrelaciones, es probable que el tamanio de 6 esté subestimado en (4.9).
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4.5. Modelos INAR(p)

Al-Osh y Alzaid (1990) describen los modelos autoregresivos de orden p de
valores enteros (INAR(p)) de la siguiente manera. Los procesos INAR(p) son
analogos a los procesos AR(p) estdndar, utilizados para valores continuos y
generalmente con distribucion normal, reemplazando la multiplicacién escalar
por el operador ‘o’ como se hizo en el proceso INAR(1).

Los modelos INAR(1) definidos en la seccién 4.3 son apropiados para mo-
delar datos del tipo de procesos dependientes. Sin embargo, las realizaciones
de algunos procesos de conteo {Y;} pueden atribuirse no sélo a su pasado
inmediato Y;_; sino también a las realizaciones previas del proceso {Y;;}_,
para alguna p constante. Consecuentemente para modelar tales procesos es
necesario extender los procesos INAR(1) de tal manera que tomen en cuen-
ta estas realizaciones previas. Una forma directa de extender los procesos
INAR(1) es considerar la forma estdndar de los procesos AR(p) reempla-
zando las multiplicaciones escalares, «;Y;_;, por la operacién «; o Y, ; para
t = 1,...,p. No obstante, con tales reemplazos, son necesarios algunos su-
puestos sobre el modelo que rijan la estructura de dependencia del proceso
y para que esté bien definido. El proceso {Y;} se dice que es un proceso
INAR(p) si admite la siguiente representacién

P
Y}:ZaioY}_i+It parat=...,—1,0,1,...,

i=1

donde {I;} es una sucesién de variables aleatorias independientes e idéntica-
mente distribuidas de valores enteros no negativos con media p y varianza

0% v a; (i =1,...,p) son constantes no negativas tales que Y 7  a; < 1.
La distribucién condicional del vector (o oY, as oY, ..., ap0Y;) dada
Y} = y; es multinomial con pardmetros (ay, o, ..., a,,y:) v es independiente

de los resultados pasados del proceso. Es decir, dada Y; = y, la variable alea-
toria a; o Y; es independiente de Y;_j y de sus supervivientes o o Y;_j para
,7=1,....,py k> 0.

4.6. Modelos Loglineales con la Distribucion
Multinomial Negativa

Generalmente encontramos disenos de muestreo loglineales modelados por
distribuciones Poisson, multinomiales y multinomiales independientes. Estos
esquemas de muestreo suponen conteos de celdas independientes, conteos de
celdas correlacionados negativamente, y conteos de celdas correlacionados
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negativamente dentro de cada uno de los conjuntos mutuamente indepen-
dientes, respectivamente. Sin embargo, no siempre es adecuado suponer este
tipo de distribuciones, ya que en muchos casos los datos presentan una corre-
lacién positiva y/o sobredispersion (las varianzas son mayores que las que
se esperarian bajo el modelo). Un modelo basado en la distribuciéon multi-
nomial negativa puede dar un mejor ajuste a este tipo de datos, debido a
que modela conteos de celdas correlacionados positivamente y las varianzas
son mayores a las medias; esta distribucién es apropiada para modelar po-
blaciones en las cuales un conteo observado grande esta asociado con conteos
grandes en el resto de las celdas. Este tipo de propiedades son muy usadas
en eventos que incluyen supervivencia a ciertas enfermedades o conteos de
datos longitudinales.

Waller y Zelterman (1997) describen los modelos loglineales utilizando la
distribucion multinomial negativa.

Para esta seccién se intentdé desarrollar un ejemplo de los modelos lo-
glineales suponiendo una distribucion multinomial negativa; se realizé un
programa en WinBUGS para la simulaciéon de los datos de las incidencias
de céncer presentados en Waller y Zelterman (1997) realizando las compa-
raciones suponiendo una distribuciéon Poisson; sin embargo se presenté una
dificultad debido a que WinBUGS no cuenta con la distribucién multinomial
negativa y se debia dar una representacion de ésta a través de distribuciones
Poisson-gamma, y a que la gran cantidad de pardametros generd problemas
con el ajuste.
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Conclusiones

Si bien el enfoque Clésico de la Estadistica ha predominado por mucho
tiempo, la Estadistica Bayesiana ha tenido un desarrollo importante en los
ultimos anos. La apertura a estudiar y desarrollar nuevos modelos e imple-
mentarlos de tal manera que se pueda hacer uso de la informacién adicional,
conocida o subjetiva, es la gran ventaja de la estadistica Bayesiana.

El desarrollo de la tecnologia ha abierto la puerta a programas que per-
miten la aplicacion y el andlisis eficiente de modelos cada vez més complejos
de una manera razonablemente sencilla. WinBUGS ha sido producto de este
desarrollo. La implementacion de modelos estadisticos a través de métodos
de Monte Carlo via cadenas de Markov es relativamente facil y bastante
eficiente mediante el uso de WinBUGS. Si bien es un software que puede
ampliarse y perfeccionarse, ha permitido la implementacién para hacer prue-
bas estadisticas, ajustar modelos loglineales y modelos de series de tiempo
de manera eficiente, utilizando distribuciones multinomial, Poisson y multi-
nomial negativa.

El analisis de datos categdricos a veces conlleva a construir una tabla de
contingencias y analizar la dependencia que puedan tener las variables; si
la distribucién Poisson y la multinomial son excelentes distribuciones para
modelar estos datos, no siempre describen adecuadamente las propiedades
que puedan tener los datos. El uso de la distribucién multinomial negativa a
veces genera un mejor ajuste para éstos; propiedades como varianza mayor
a la media o que las correlaciones sean positivas son caracteristicas de una
distribucién multinomial negativa. A pesar de que es dificil de implementar,
debido a que la mayoria de los software no consideran explicitamente esta
distribucion, pueden obtenerse representaciones mediante el uso de la distri-
bucién Poisson-gamma, o especificamente, mediante el uso de la distribucion
Poisson cuyo parametro siga una distribucién gamma.

El analisis de datos categéricos estda bien establecido en la literatura,
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especialmente desde el enfoque clasico, pero en anos recientes ha habido
avances considerables en el enfoque Bayesiano. Sin embargo, mucho de este
trabajo se ha concentrado en modelos estaticos y particularmente en el uso
de modelos loglineales.

Mucho mas reciente es el estudio de modelos dinamicos o de series de
tiempo para datos categoricos. La mayor parte de este trabajo se ha realiza-
do desde el enfoque cléasico, y queda mucho por hacer desde la perspectiva
Bayesiana.

Sin duda existe una gran variedad de modelos que se pueden aplicar al
estudiar datos categéricos. Los presentados en este trabajo son algunos de
los que han sido mas utilizados en la literatura.

Esperamos que esta tesis contribuya a generar un mayor interés en el
tema.



Apéndice A

Distribucion Dirichlet

Distribucién Dirichlet

Sea (Y1,...,Y,,) un vector aleatorio que tiene distribucién Dirichlet con
vector de pardmetros (auq, ..., Qp, py1), con a; > 0parat =1,...,m,m+1,
cuya funciéon de densidad de probabilidad conjunta es

am41—1
PO a) (N~ ) e
p(ylu"'7ym|a17"'7QM7am+1):mll; - Yi yil )
Hi:-il_ I'(a) ; H

donde

O<y;<1l,2=1,...,m, Zyigl.
i=1

La distribucion Dirichlet se puede ver como una generalizacion de la dis-
tribucion beta.

Distribuciones Marginales

Si se integra la funcién de densidad conjunta de (Y7,...,Y,,) para una
de las variables, digamos Y,,, entonces la funciéon de densidad conjunta de

123
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p (yla"'aym—l)

1=y
0

-y F(Zm+1a amy1—1
Z a;—1
S (R o B | (S
0 H i=1

1=1
F( m+1 a;—1
Hm+1 H Yi '

=1

am+171

1*22':1 Yi m—1
X / (1 - Z Yi — ym> %m 1dymv
0 i=1

para resolver esta integral defina v = vy, / 1->" yl) de tal manera que
Y = (1 =" )0 y dym = (1 — 3207 yi)dw, por lo tanto

Py Yo 1)
_ r@m“ ) [T [ T
IS T H !
! = i=1
1 m—1
X/ (1 — )msi=tyom=t (1 - Zyl> dv
0 ,

m— m— am+amy1—1
DCE an) [T o 1 "
= Toio o H?Jil L= u
Hizl F(al) i=1 ;

U'(am)T (ant1)
L + amy1)

P(Zerl ) m—1 S a1,
= m-+1 =1 mil 1- Z Yi H yz‘ai_la
Lo, ai) [TE Tlas) Pl

i=1

es decir la distribucién conjunta de (Y7, ...,Y,,_1) es Dirichlet con vector de
pardmetros (ay, ..., Qm 1, >t a;).
Si se integra la funcién de densidad conjunta de (Y7, ...,Y,, 1) para una

de las variables, digamos Y,,,_1, entonces la funcién de densidad conjunta de
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(Y1,..., Y, 2) es

p (yla"'aym—Q)
1*227:12 Yi
= / P15 Ym—1)dYm—1
0

[ M
0 N0

- T I Do)
m—1 Zzzrrw} ai—l,, 4
XG—Z%) |
1=1 =1
m m—2

- m—+1 m—1
F(Zz:—ir_n ai) Hi:l F<al) i=1
m—+1
St (w2 i
X / (1 — Z Yi — ym—1> yor Y,
0 i=1

para resolver esta integral defina v = y,,,_1/(1— 377> 1), de tal manera que
Ym1 = (1= "2 y)v y dym_1 = (1 = 377 yi)dv, por lo tanto

p <y17"'7ym*2>

I @Jrl o m—2 o m—2
- e S e (1- S
P(Zi:m ai) Hizl F(al) i=1 i=1

1 m—2
0 i=1
m—+1

—92 m—2 > it
_ F(Z?:l—l ai) T a;—1 1 — )
L o) [T Tlaw) { H g } ( Z y)

" T ()T (S0 )
IO DS

T i i)
D7 )P TT* D(as)

es decir la distribucién conjunta de (Y7, ...,Y,,_2) es Dirichlet con vector de

’ m+1
parametros (o, ..., Qm_2, Y 10 Q).
Si continuamos este procedimiento vamos a tener que las distribuciones

conjuntas continian teniendo comportamientos analogos.

m-+1

i=m—1 ;=2

a;—1

m—+1

( m—2 Y=l

2
— -3y y) v
1

i=1 1=
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Finalmente, la distribucién marginal de una de las variables, digamos Y7,
es

p (yl)
1-y2

=/ (Y1, Y2)dys
0

1
a1

>
_ 1—11 P(thl az) ai-1g ,
/o DX ) [T, D) < Zy’) Hy ’

i=1

P m+1 ; lfyl mtl
— m_,’_(lzl 1 « ) yal 1 / (1 o yl _ yQ)Zl:-g (67} 1 ngild’yQ’

sea v = y2/(1 — 1), entonces yo = (1 —y1)v y dys = (1 — y1)dv
L2 o) v (L =
— 1

P(Z 5 )Hz 1F(al)

1
X / (1-— U)Z?S, vimlye2=1(] —y)dv
0

_ r (Ezm? al) a1— 1(1 _
ST e e
Llao)l (27 o)
DS au)
_ r (E:ntl ) 1=1(1 _ )Zf”glal—l
rEm e)r@)” Y
_ r (Ezwjll ) e 1—
" Teor () T
es decir la dlstrlbucién marginal de Y; es una distribucion beta con parame-

tros oy y St ay.
En resumen,

m+1
(Y1,...,Yy) ~ Dirichlet <a1, e, Oy Z ozi> ,

i=k+1

m+1
Y, ~ Beta (ak, Z al-).

ik, i=1

m+1a,7
p(y1) )ie i

)21”2 a;—1

)Z:i-gl ai—l

Las medias, las varianzas y las covarianzas son

_ % ar _agloy — o)
A= Vi = e

(a4 )*(aq +1)

CovlY;, Y;] =
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donde ary = " .

Propiedades

Sean Y7, ...,Y,, variables aleatorias, se cumple que

P, - Ym) = PWUmlYts - Yme1)PYm—1|Y1, - - Ym—2) = - - P(Y2|y1)p(Y1).

Si Y, ...,Y,, tienen una distribucion Dirichlet con vector de parametros
(a1, ..., ap, apmy1), entonces podriamos encontrar cada una de las probabili-
dades condicionales y de esta manera definir a la probabilidad conjunta de
una distribuciéon Dirichlet en términos del producto de probabilidades mar-
ginales condicionadas:

p (ym‘ylw'wym*l)

S
p(yla s 7ym—1)
F(E;1+l ai) m am+171 m a;—1
— T Ty (-~ 2uim %) [Ty
F(Z?:LI a;) m—1 Zfltnl ai—l rm—1 ;-1
N Sra ai)ﬁg’glr(ai) (1 - Zi:l yz) Hi=1 Y;

F(Oém + Oéerl) (]- — Z:il yi)am_Hil am—1
()T (1) (1- S n S, -1
m— QAma1—1
[ + my1) (1 - Zi:ll Yi — ym) o
P(am)F(am+1) (1 _ Z:{;;l yi)am-ﬂfl
Yol 1

m— am—1 m—1
(1 - Zizll yi) L=225 i
Qm41—1
_ Tam + omia) 1 Ym
L ()T (1) 1 - Z@W;l Yi

am—1
|l Ym o _
1-"ty 1=y

Counsidere el cambio de variable

X

J = Yim
="y
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de esta manera
dy,, 1

m

QY 1=y

por lo tanto

P(n|y1s - s Y1) =

dada Yy, ...,Y,, 1 tiene una distribucién beta con parametros oy, y 1.
Siguiendo con la secuencia de probabilidades condicionales, tenemos

p (ym71|y17 cee 7ym*2)
p(yla s 7ym—1)
p(yla ey Ym— 2)

P27 ) S ey o
F@ﬂ‘iaz)ﬁ’” e ( E Z) Hi:l Y;
F(Zznﬁ»lal) ?H;r} a;—1 m—2 a;—1
Dot 1%)1H " (a ( - Din ) ' | J P
m-+1 Zm+1
F(Zz —:n 1 % ) ( Z)
m—+1
Tlan T a0 (1 -y
F(Z?jnlq a;) (1 Z?;Q Yi — ymfl)
m+1 Al

=1 J?

a;—1
am—1—1

1
1 -1
-2 )ZZ"Tn poi—17m

S, @il

am—1—1
m—1 1

(1= ) ™ =X
m Zzztnl a;—1
F(El J;r: 1 al) 1 . L
Dlam )N a) \ 1= 20
Am—1—1
. 1
X y—wiz T —m—2_ "
1- Zi:l Y 1— Zi:l Y;

Considere el cambio de variable

X

Ym—1

!
ym—l = m— 9
1- Ei:12 Yi
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de esta manera

dYp_1 - 1
QY 1=y

por lo tanto

P Ymoalyss - Ym—2)
D(am-)T(C, @) o

m—1
i=m

9

es decir, la variable aleatoria

_ Ym—l
1-3"7Y,

/
m—1
. e . 1
dada Yy, ..., Y,, o tiene una distribucion beta con parametros a,,,_1 y Zer

Ty
i=m
Siguiendo con la secuencia de probabilidades condicionales, tenemos

P (y2ln)
Y1, ye)

p(y1)
reomtl o, AL 0 e
F(Z;’;Jg(alisl ?:31“(041-) (1 — Yy — y2)21*3 1 y11 1y22 1
Do o) S -1 an—1
Farmitay (L= y)== "y
m mtl
— Por on) (1= gy — )™= 1ya271
— _ )~ o
P(QQ)F( z‘:J?r,l ai) (1 — yl)zi:ng a;—1

m mtl g,
Do ) (=g —g)>= o)

Y2 1
F<O‘2>F(Z?:;1 ai) (]_ — yl)z?jal aj—1 (1 _ yl)ag—l 1 — U

m T”‘H oy — a9 —
IO (1 e )21_3 ' ( Y2 ) b
z) 1 - Y1

(a2)T (75 o

=3

1 — yl ’
considere el cambio de variable
y/ Y
2 1 . yl )
de esta manera
dy} 1

dys  1—u1'
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por lo tanto

F(Z:n:—gl ai) (1 B y/>22’;§1ai—1 <y/)a2—1
m 2 2
[(a2)T(75 o)

p(y§|yl) =

)

es decir, la variable aleatoria

Y;

Y] = _2
1-Y;

dada Y7 tiene una distribucién beta con pardmetros as y > "5 .
Finalmente la distribucion de Y; es beta con pardmetros oy y > .5 ay.
Por lo tanto, la variable

yi—
PRy,
T Lui=1 t1
. . . ., , m+1
dada Y7, ..., Y1 tiene una distribucién beta con pardmetros oy, y Ei:kJrl Q;.

Asociacion con la Distribucion Beta

La distribucion condicional conjunta de

Y.
Yj’:i]k j=k+1,...,m,
1—- Ei:l Y;
dada Y7,..., Y%, es una distribucién Dirichlet con parametros agi1, ..., Qun,

Ot 1-

PWist - Ynl¥ts - Uk) = PYks1, - YmlYts -, Y)J
p(yla"'7yk7yk+17"'7ym)J
p(yla"'ayk)

donde, en este caso

k
/ yj /
Y= ——5 — y yi=y; [ 1= ) v
’ 1= 1y ]< ; )
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para j =k +1,...,m, entonces

PWkits - > YUY - -5 Ui)

(ot aq) 1-3" )am+1—1 I ai—1

[T Do) =198 i=17i

Do o) k IGATE S a;—1
T o) Ty T(a) (1 2= yi) iy

i=k+1
DoEOIURD V) G
m Zzilwrl . !
[T D) (1= X5, w)
m+1 k m
F(Zi:—lt—kl ;) (1 =D i Yi— Zi:k—f—l ?/2)

- | | a;—1
E m+1 k EZY:IEH a;—1 - yl J7
Hi:k“ (ai) (1 - Zi:l yz) i=k+1

haciendo el cambio de variable y; = y/ (1 — Zle yl-), paraj=k+1,...,m,
tenemos que dy;/dy; = (1 — Zle yl-), para j = k+ 1,...,m, por tanto el
m—k
Jacobiano es J = (1 - y,) ,
PWrsrs - YmlY1s - - > Un)

k m k am+1-1
F(Z;TI:H a;) (1 =D i1 Yi — Dk y; (1 — i yl))
- m+1 A Sl a1
Hi:k“ ['(e) (1 - Z?:l yz) o

(B pe2) ]2

m m am+1—1 4
— —F(Zi;’;il %) 1= Y IT vt
Hm+1 P(Oéz) J ‘ J ’

i=k+1 i=k+1

ésta es una distribucién Dirichlet con pardametros ayiq, ..., G, Qunat-

Asociaciéon con la Distribucién Beta (Variables Independientes)

Las variables aleatorias

Y.
Zi=—=t— =1,
J ZZY;]}/Z j 9 7m

son variables aleatorias mutuamente independientes con distribucion beta,

’ m
con pardmetros a; y Y ;" ;.
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Asociacion con la Distribucion Gamma

Sean X1, ..., X,,11 variables aleatorias independientes con distribucién
gamma y parametros «o; v 1, X; ~ Gamma(o;,1) parai=1,...,m,m+ 1.
Si

Xi
Y; = m+1 1= 17 -, M,
Ei:l Xi
entonces
(Y1, ..., Yn) ~ Dirichlet(aq, . .., 0y, Qpit)-
La funcién de densidad conjunta de Xi, ..., X,,, X;,11 es
m+1 1
a;—1
T1y oy Ty = ;T expl{—x;
p( 1, ) +1) F(Ozl) p{ }

i=1

1 m+1 m+1
a;—1
= Tl . x,; exXp § — T o -
e L 2

Haciendo las transformaciones 4,11 = Z?:;l Ty Y = T (Z::{l ;) para
t = 1,...,m, obtenemos que x; = Y;Ymi1 para ¢ = 1,.... M Yy Ty =
Yms1 (1 = D7 i) tenemos que

m Cl{m+171
1
AR m = T—mt1 o~ N m 1_ )
oo = i s (1230

=1

X {H(merlyi)ail} €xp {_ym+1} J,

i=1

con J el Jacobiano

J = 6(x1,...,xm,xm+1)
a(yh sy Ym, ym+1)
ym+1 O “e 0 Y1
0 0 Ym+1 Ym
~Ymi1 ~Ymtl o ~Ympr L= Y

m
ym+1 I
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por tanto,

m amy1—1
1
Py Y1) = o {ym+1 (1 - y)}
Hi:—il_ I'(ev) ;
X {H(ym—l-lyi)ail} exXP { —Ym+1} Yms1

i=1

1 +1 o el
i @il

= mrio, Ymil L—>

2 T (1-2u)

i=1 (
X {H y?i_l} exp {_ym—l—l} )
i=1

integrando bajo y,,1,

Py, Ym) = / P, - Y1) DY
0

m Am41—1 m
1
= —mmo— | 1= D i Y
Hz‘:ﬁl ['(a) < ; ) {E }

o mAl -1
X / ynzmi_ll exp { —Ymt1} dYms1
0

m Am41—1 m
1
= g 1-— Yi yf‘i_l
Hz‘:ﬁl [(ev) ( ; ) {E }

m—+1

xF(Z a;)

i=1
Am+1—1
L(or! ) - R L S
) m = 1 — yl ylal )
Hi:tl ['(cv) ; H

ésta es una distribucién Dirichlet con parametros aq, ..., Qum, Q.

Distribuciones Dirichlet y sus Mezclas

Una densidad de probabilidad Dirichlet con ¢ dimensiones es de la forma

LS k) T b .
1_}21;(]{7; gkt (ki >0; i=1,...,t Z%‘Zl),
=1

)

donde ¢; corresponde a la probabilidad de la celda i. Las k; son hiperparame-
tros (pardametros en la distribucion inicial).
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Denotamos a tal distribucién Dirichlet por D(¢; ky, ... k) y,siky = ... =
ky = k, por D(t, k) la cual se conoce como distribucion Dirichlet simétrica
con hiperparametro constante k.

En un principio en investigaciones acerca de variables multinomiales se
usaba una mezcla de distribuciones Dirichlet D(t, k)

/ Dt K)ok dk,

donde ¢ es la densidad log-Cauchy

1

olk) = k[r? + (log k)2]

La generalizacién de esta mezcla es

/ Dt U)ok dE,

denotamos esta mezcla de densidades iniciales Dirichlet simétricas por D*(t,t')
(ver Good, 1976).

La distribucién inicial log-Cauchy fue seleccionada porque es “no infor-
mativa”y porque se aproxima a la densidad impropia de Jeffreys-Haldane 1/k
que propuso para ‘“representar ignorancia”del valor de una variable positiva.

En este trabajo suponemos que la distribucién inicial es D*(t,1), con t
que toma valores r, s y rs, y ¢; los valores p;, p; v pij-

Necesitamos la siguiente féormula

T(tk) N1 T[T (m; + k)
T(k)'T(N + th) [[m! <Z i = N) '

p ((mi)|D(t, k) =

(Esta férmula se reduce a 1 cuando N = 0y a 1/t cuando N = 1.) Conse-
cuentemente

p((ma)|D*(t,t)) = @((my), ¢, 1),
donde

B((my), ) — N! /0°°F(tt’k)HF(mi+t’k:)¢(k)dk

[Im! T(t'k)'T(N + tt'k)
N [Tk IT(m + k), (kY dk
- Hmi!/O T(k)ID(N + tk) ‘b<—) o

t/
Como ¢(k) es proporcional a 1/k, cuando k£ no es muy grande, podemos
esperar que ®((m;),t,t') no serd muy diferente de ®((m;),t,1).




Apéndice B

Distribucion Multinomial
Negativa

B.1. Distribucién Binomial Negativa

Una variable aleatoria Y tiene una distribucién binomial negativa con
indice r y parametro 7w (r = 1,2,..., 0 < w < 1), denotada por Nb(y|m, ), si
su funcién de masa de probabilidad es

r+y—1
r—1

p(y\m'f’)=< )H(1—7r)y, y=0,1,2,....

La interpretacion usual de esta distribucién esta dada por el nimero de
fracasos antes del r-ésimo éxito.

Propiedades

La media y varianza son

11— 1—
T y Varly] =r iy

Elyl =
Y] r— -

Sir(l—m) > 1, la moda es el menor entero mayor o igual que (1 —7)/7; si
r(1 —m) =1, hay dos modas, en 0 y 1; si (1 — 7) < 1, la moda es 0.

Sir =1, Y tiene una distribucién geométrica o Pascal. Ademas, la su-
ma de k variables aleatorias independientes cuya distribucién es binomial
negativa con indice r;, © = 1,...,k, y pardmetro m, respectivamente, es una
variable aleatoria que se distribuye binomial negativa con indice r = Ele r;
y parametro 7.
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La funcion caracteristica es

‘ < —1
Y (R L

B %§<Tiy1ﬁwﬂu—wwﬂy
- O—uﬁwpmrm(?jggv(r—a—ﬂwﬁﬂg_ﬂkﬂy

Analisis Conjugado

La distribucién inicial conjugada para una distribuciéon binomial nega-
tiva es la distribucién beta con pardmetros oy f (o > 0y f > 0), m ~
Beta(r|a, (), tal que la funcién de densidad de probabilidad de 7 es

P(W)Z%Wo‘_l(l—ﬂﬁ_l, 0<m<l,

donde T'(+) es la funcién gamma dada por

F(az):/ t" e tdt.
0

Note que una distribucién inicial simétrica sobre 7 se obtiene haciendo o = (3
y cuando a = 3 = 1 se reduce a una distribucién inicial uniforme.

La distribucion final de 7 es una distribucién beta con parametros o + r
y 0+ y, es decir,

T, r)p(m
plalyr) = AT
N MWTMﬂ
T r '« /3 —
B D P10 v k2
IS ("jyll)w( T st (1 — )P ldn

oz-‘,—r 1( _ ﬂ_)ﬁ—l—y 1
fol potr=1(1 — m)f+y=1ldr
Fla+r+8+y

) +r—1 B+y—1
= a1 — =, O<m<l,
Na+rt@ry" 07 "
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y se denota por
7w ~ Beta(r|a+ 1,5+ y).
Suponga que Yi,..., Yy son variables aleatorias independientes con dis-

tribucién Nb(y;|m,r;) para i = 1,...,T. Entonces, si la distribucién inicial
de m es Beta(w|a, (), la distribucién final de 7 es

p(y1,s- .. yr|m)p(m)

p(mlys, o yr) = —
fo p(Y1, .-, yr|m)p(m)dm
rityi—1 Ti Yi F(a+6) a— —
{ () (1 - }F(Q)F(mﬁ (1 — )8!
f A (erryz 1)7-(-7’1(1 F'(atp) ﬂaq(l _ W)ﬁqdﬂ
0 i\ =1 I'(a)I'(8)

7Ta+2i Ti— 1(]_ — ﬂ-)ﬁ‘kz Yi—
1
f(] 71-04+Zi ri— (1 _ 7'('):54'2 Yi—

_ T (Oé + ZZ T + /8 + Zz yl) ﬂ_a—l—zi 7"1-—1(1 . ﬂ_)ﬁ—i—zi yi—1
Cla+32r) T B+ 9) ’

cuya distribucién es beta con parametros o + Z;‘il iy B+ Z;‘ll i, es decir,
T T
7w ~ Beta <7T|0z + Zn,ﬁ+ Zyl> .
i=1 i=1

Prediccién

La distribucién predictiva inicial de Y = y es

o) = / p(y|m)p(r)dn

_ /01 (7” ﬁ; 1) (1 — ) %wa—la — m)fldr

-1\ T
= (70 g [ 0o
5)

(

(@)
_ (r+y—1)F(a+ L(a+rI(B+y)
r—1 )JT(@U@) Mat+r+F+y)’

cuya distribucion es beta-binomial-negativa de parametros o, 8 y r, y se
denota por Nbb(y|a, B,7).
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La distribucion predictiva inicial de Y; =y, ..., Yr = yr es

p (y, -5 yr)

= p(yl, o yr|m)p(m)dr
0

- 0{ "”f% 1)7r”(1—7r)%}

F(oz+ﬁ
“T(@rE) "

) e
x / LS, rl(] — )ity

_ <Ti+yi_1) Dla+B)Tla+d,r) DB+ 4)
ri—1 D@I(B) Tla+32mi+B8+>2y)

(1 —7)tdr

Sea Y7, ..., Yr variables aleataorias independientes cada una con distribu-
cién Nb(yl|7r r;) para i = 1,...,T, entonces E;‘ll Y; tiene una distribucién
Nb(SE yilm, ST 7). La distribucién predictiva inicial de Y, = 317 V; =
Y+ €8

plys) = / Pyl m)p(r)dn

cuya distribucién es beta-binomial-negativa de parametros o, 5y r,, deno-
tada por Nbb(yla, 8,7+), con gy = S0 sy re = S0 7
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La distribucién predictiva final de Y = y es

1
pYlyr, .. yr) = /p(ylﬂ)p(ﬂlyl,---,yT)dﬂ
0

o\ -1 D(a+ >, )08+ >, i)
N il — 7T)6+Zi vi—lgn
<T+y— 1) Cla+>,ri+ 8+, v)
r—1 JT(a+Y,r)T B+, v)

1
></ 7TO‘+’"+Z¢”_1(1 —7r)6+y+2iyi_1d7r
0
_ <’f’+y— 1) Dla+>,ri+8+23y)

D(a+7r+3,r)0(B+y+ >, )
Dla+r+Yr+8+y+2,u)

cuya distribucion es beta-binomial-negativa de parametros a + ZZ; iy B+
23;1 y; y r, es decir,

T T
y ~ NOh <y|a+zruﬁ+2yi,r>-
=1 =1

B.2. Distribucion Poisson-Gamma

Una variable aleatoria Y tiene distribuciéon Poisson-gamma con parame-
trosa, By A(a>0,0>0 A=1,2...), Pg(yla,B,A), si su funcién de
masa de probabilidad es

_Tla+y) (X N[ B8\ B
p(yla, B, A) = o)yl ([HA) (ﬁ+>\) : y=0,1,2....

La distribucién se genera con una mezcla de una distribucién Poisson con
una distribucién gamma, tal que

Y ~ Poisson(y|\y)
Y ~ Gamma(rla, B).
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plyla,B.N) = / " pyAp(la; B)dy
= /0 N (A;y/ eXp{—M}F’EZ)val exp{—0v}dy

(%% /OOO 7T exp{—y(B + )}y
(N B T(a+y)
y! T(a) (B+ )ty

_ Tla+y) ( AN (OB
Fla)y! \B+A B+A)
La media y la varianza de esta variable aleatoria son

o o5+ )
Ely] )\ﬁ y Varly] = A o

La distribucion Poisson-gamma es una generalizacién de la distribucion
binomial negativa, Nb(y|a, B/(5 + A)), para valores enteros de a.

Esta representacién puede usarse para simular y hacer inferencias Baye-
sianas sobre una distribucién binomial negativa.

Si aX > 4+ A, la moda es el menor entero mayor o igual a AN(a—1)/8—1;
si aA = 4+ A, hay dos modas, en 0 y en 1; si aX < §+ A, la moda es 0.

La funcién caracteristica es

£ [
- et () (55)
- Y () (555)

B 8 \“ B et \ T S T(a+y) [ e Y B et \ @
- (755) (-755) T (55) (-55)

B.3. Distribucion Multinomial Negativa

Sea Y = (Y1,...,Yr) un vector aleatorio con distribucién multinomial
negativa con indice & > 0 y con vector de medias A = (Ay,...,Ar). El
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soporte de (Y7,...,Yr) es (y1,...,yr) tales que y;,, con t = 1,..., T, es un
entero no negativo. La funcién de probabilidad de masa de (Y3,...,Yr) es

T (Oz + Zle yt) o o At "
p(ylAa) = NG, H?:l m <a+zf:1 )\t> H <m>
T (Oé + Zle yt) T e Yt
= (@) Hthl " (1 — Z 7Tt> H Ty

= p(Y|7T7a)

donde

)\t (8}
= (m,...,77), = — 1— M=
o+ Zthl At Z: a + Zle At

Dos caracteristicas importantes de esta distribucién son que las correla-
ciones entre los conteos y; son positivas y las varianzas son mayores que las
medias. Las medias, las varianzas y las correlaciones son

Mo+ A Aidj
E[yt] = M, Var[yt] = %7 COU(%; yj) = .

Vi # j.

«

La interpretacién usual del indice a esta dada por el niimero de eventos
en la (T+1)-ésima celda.

Analisis Conjugado

La distribucién inicial conjugada para una distribuciéon multinomial nega-
tiva es la distribucién Dirichlet con vector de pardmetros 3 = (04, ..., Brs1),
Dirichlet(r|3), con funcién de densidad de probabilidad dada por

T 'f:-f—l B, T Br+1—1
p(x|B) = (Z"Jrll Fl(ﬁt)> (1 - ;ﬂ't> tl:[lﬂftl,

donde By >0 parat=1,....,T+1, y0<m<lparat=1,...,T.
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La funcién de distribucién final de 7 = (mq,...,77) dada Y =y es
p(mly)
__ p(ylm)p(x)
Jo p(y|m)p(m)dr
rotr (1= X m)* (I} s (= Zm) o HIT )
1 (o t t t _  —
Js F&J%s) (1= S m)* {TT '} B2 (1 — S m)ora [T Y

Bry1+a—1

r
(I} (1= )

1 . Br+1+a—1
fo {HZ:l Wztﬁtﬂh 1} (1 - Zthl 7Tt)

T+1 Bri1ta—1
Bt + o+ Et 1 yt) T T
1— g Ty watﬂt_l.
t=1 t=1

T
[ (Bry1 + ) Ht:l L (8 + )

Esta distribucién es una distribucién Dirichlet con vector de pardmetros (51 +
-, Br + yr, Bry1 + @), es decir,

dm

7w ~ Dirichlet ((71'1, c. 77TT>|<51 + Y1, - - - ,ﬁT -+ yT,ﬁTJrl —+ Oé))

Prediccion

py) = / p(yl,...,yﬂﬂp(w)dw

La distribucion predictiva inicial de Y =y es
/ 1 (O‘ + Zt 1Yt
0

T (1) {11

<1
( T+1 T Br+1—1 o p
X?< Zm) {Hﬂ-ﬁt 1}

t=1

(ot S0 ) rst )
I'(a) Hthl Yi! T+1 I'(5)

1 T 5T+1+oz 1,7
X / (1 — Zm) {Hﬂfﬁytl} dm
0 t=1 t=1

Do+ 000 (T4 8 (B + ) 1T (Bt o)
T(e) [T, ! Z;frwt)r( S B e+ )
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La distribucion predictiva final de Y = y dada la informacién inicial
Yo = (Yor,...,Yor) = (Yo1,- -, Yor) = Yo s

p(ylye) = / oy mp(rlyo)d
TSt (V'
- / D(0) T ! <1_;”> L=

I ( ot | B+ ap + Zt 1 ?/Ot) ( T )ﬁTHJraOl
X 1

I (Brq + ao) Ht (B 4 yor)

i)

r (a + Zt:1 yt) r ( T+1 ﬁt + ap + Zt 1 yOt)
()T v T (Brr+ao) TT-, T (B + vou)

Br+i1tatao—1 p

1 T
X / (1 _ Z 7Tt> H ﬂ.tﬁt-i-yt-f-y()t—ldﬂ_
0 t=1

r (04 + Ethl yt) I ( o | B+ o+ Et 1 ym)
D() T2 9! T (Braa + o) TT—y T (B + vor)
" (Brar +a +ao) [T, T (B + e + vor) .
r ( o L B+ Zt Y yor) o+ Oéo)

Relacién con la Distribucién Poisson

Sea Y una variable aletoria con distribuién binomial negativa con indice
ry media p (parametro m =7r/(r+p), conr=1,2,..., 40 >0y 0 < 7w <1),
con funcién de masa de probabilidad

ply) = <Tjgzl) (riu>r<rﬁu)y

_ <T jg; 1) (1 — )Y,

Sir — oo entonces Y tiene una distribucion Poisson con media p, con funcién

de densidad de probabilidad

1
— ol Y
py) =e’p n
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Es decir,

( 1
_'_
r y
) () #
; y! o T+
o+ ro\ 1\’
_ H [ —
Tt ) \rtu T+ y!
(g 1+d 1\ [/ 1\ ,1
B PR AN o rp) My
1
— e_“uy—' cuando 1 — o0,
y!

esto es porque

y—1 j
1 + 1 T\ T 1 Y
I ) I (1 —) _ et I _ 1.
S (HH%) S L © oy o (r—i—ﬂ)

Jj=0

Por lo tanto la distribucién Poisson es un caso especial de la distribucion
binomial negativa.

B.4. Distribucion Poisson-Gamma Multivaria-
da

SeaY = (Y1,..., Yr) un vector aleatorio con distribucién Poisson-gamma
multivariada con indice a > 0 y con vector de medias A = (Ay,...,Ap). El
soporte de (Yi,...,Yr) es (y1,...,yr) tales que y; es un entero no negativo,
con t = 1,...,T. La distribucién Poisson-gamma esta generada por una

mezcla de distribuciones Poisson independientes con una distribucion gamma,
es decir,

Y, ~ Poisson(y| \y) con t =1,...,T independientes,
Y ~ Gamma(y|a, §).
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Su funcién de masa de probabilidad es

p (yla"'vyT)
_ / P, yr)p(7)dy
0

T

_ /0 - (H (7;:!)% exp{—’y)\t}> (%wal exp{—ﬁv}) dry

t=1

H,f—l )\ijt ﬁa /oo ST e T
= = &= T exp  —y A+ B pdy
H,le yt' F(O{) 0 tzl
I s T(Ehuto)
RTARS Siiyta
Ht:l v (@) (Zle At + 5) v

e (i) et
- [(a) Hthl yi! Ef:l M+0) 3 f=1 A+ .

Dos caracteristicas importantes de esta distribucién son que las correla-
ciones entre los conteos y; son positivas y las varianzas son mayores que las
medias. Las medias, las varianzas y las correlaciones son

a (G + M) a

Ely) =XN—,  Varly] = ha——70—, =
B B B

Si a = 3, la distribucién Poisson-gamma multivariada se transforma en
una distribucion multinomial negativa. Esta representacién puede usarse pa-

ra simular y hacer inferencias Bayesianas sobre la distribuciéon multinomial
negativa.

COU(yZ', y]> = )\1)\] VZ 7£ j



Apéndice C
Programas

Los siguientes programas fueron realizados por el Dr. Peter Congdon y se
encuentran disponibles en la pagina http://alpha.qmul.ac.uk/~ugfall7/
o en la pagina http://www.geog.qmul.ac.uk/staff/congdon.html. Estos
programas se realizaron en el software WinBUGS, el cual es un software li-
bre y puede obtenerse de la pagina http://www.mrc-bsu.cam.ac.uk/bugs/
WinBUGS es un software especializado en la implementacion de métodos de
Monte Carlo basados en cadenas de Markov; realizado para el anélisis de una
gran variedad de modelos abordados desde el punto de vista Bayesiano.

C.1. Programa de Movilidad Social

Modelo
model {# INICIALES
# Factores para los origenes
ulf1] <- 0; for (i in 2:I) { uil[i] ~ dnorm(0,0.01) }
# Factores para los destinos
u2[1] <- 0; for (i in 2:I) { u2[i] ~ dnorm(0,0.01) }
# Factores para las diagonales
vi[1] <- 0; for (i in 2:I) { v1[i] ~ dnorm(0,0.01) }
u ~ dnorm(0,0.01);
v ~ dnorm(0,0.01);
MOVILIDAD PERFECTA
for (i in 1:I) { for (j in 1:I) {
m[i,j]l ~ dpois(muli,jl); log(mul[i,jl) <- u+ullil+u2[jl; }}
MOVILIDAD CUASI-PERFECTA
for(i in 2:I) { for(j in 1:i-1) {
m[i,j] ~ dpois(muli,jl); log(muli,jl) <- uw+uilil+u2[jl; }}
for(i in 1:I-1) { for(j in i+1:I) {

#
#
#
#

147
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m[i,jl ~ dpois(muli,jl); log(mul[i,j]) <- u+ull[il+u2[j]; }}

for(i in 1:I) { m[i,i] ~ dpois(mu[i,il); log(mul[i,il) <- v+vi[il; }
# AJUSTE

for(i in 1:I) { for(j in 1:I) {
devG[i,jl<-m[i,jl*log((m[i,j]+0.5)/(muli,j]1+0.5))-(m[i,j]l-muli,j]l);
devX[i,jl <= (ml[i,jl-muli,jl)*m[i,jl-muli,j1)/muli,jl; }}

G2 <- 2 * sum( devG[,] );

X2 <- sum( devX[,] )

}

Datos
list( m = structure(.Data = c(50, 45, 8, 18, 8, 28, 174, 84, 154, 55,
11, 78, 110, 23, 96, 14, 150, 185, 714, 447, 0, 42, 72, 320, 411),
.Dim = ¢(5,5)), I = 5)

Iniciales
list(ul=c(NA,1,1,1,1), u2=c(NA,1,1,1,1), vi=c(NA,1,1,1,1), u=1, v=1)

C.2. Programa Inter Sib Marriage

Modelo
model { # INICIALES
# Factores para la esposa
ui[1] <- 0; for (i in 2:I) { ul[i] ~ dnorm(0,0.01) } # Iniciales
# Factores para el esposo
u2[1] <- 0; for (j in 2:J) { u2[j] ~ dnorm(0,0.01) } # Iniciales
# Media
u ~ dnorm(0,0.01);
# VEROSIMILITUD
# MODELO DE INDEPENDENCIA
for (i in 1:I) { for (j in 1:J) { m[i,j] ~ dpois(muli,jl);
# mu con estructura de ceros donde delta=0
mu.r[i,j] <- deltali,jl*muli,j]l;
# Modelo loglineal
log(muli,jl) <- deltali,jl*(u + uillil+u2[j1);}}
# BONDAD DE AJUSTE
for (i in 1:I) { for (j in 1:I) {
devG[i,jl<-m[i, jl*log((m[i,j]+0.5)/(muli,j]1+0.5))-(m[i,j]l-muli,j]1);
devX[i,jl <= (mli,jl-muli,jl)*m(i,jl-muli,j])/muli,jl; } }
mu.r.sum <- sum(mu.r[,]);
G2 <= 2 * sum( devG[,] );
X2 <- sum( devX[,] )
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Datos
list (m=structure(.Data=c(NA, 5, 17, NA, 6, 5, NA, O, 16, 2, NA, 2,
NA, 10, 11, 10, NA, NA, NA, 9, 6, 20, 8, 0, 1), .Dim=c(5,5)),
delta=structure(.Data=c(0, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 1,
1, 0, 0, 0,1, 1,1, 1,1, 1), .Dim=c(5,5)), I =5, J = 5)

Iniciales
list(ul=c(NA,1,1,1,1), u2=c(NA,1,1,1,1), u=1)

C.3. Programa de Movilidad Social (conti-
nuacion)

Modelo
CUASI-SIMETRIA
model { # INICIALES
# Factores para origenes/destinos:
uil[1] <- 0; for (i in 2:I) { uil[i]l ~ dnorm(0,0.001) }
u2[1] <- 0; for (i in 2:I) { u2[i]l ~ dnorm(0,0.001) }
# primer renglédn
for (j in 1:I) { u12[1,j] <- 0 } # contraste primer estrato, esquina
# primer columna
for (i in 2:I) { ui2[i,1] <- 0 }
# interacciones de la diagonal superior
for (i in 2:I-1) { for (j in i+1:I) { ul2[i,j] ~ dnorm(0,0.001); }}
# interacciones de la diagonal inferior
for (i in 3:I) { for (j imn 2:i-1) { ui2[i,j] <- ui12[j,il; }}
# diagonal principal
for (i in 2:I) { u12[i,i] ~ dnorm(0,0.001); }
u ~ dnorm(0,0.001);
# VEROSIMILITUD
for (i in 2:I) { for (j imn 1:i-1) {
m[i,j] ~ dpois(mul[i,jl);
log(muli,j]l) <- uw+ullil+u2[jl+ul2[i,j] }}
for (i in 1:I-1) { for (j in i+1:I) {
m[i,j] ~ dpois(muli,jl);
log(muli,j]) <- u+ ullil+u2(jl+ul2(i,j] }}
for (i in 1:I) { m[i,i] ~ dpois(muli,il);
log(muli,i]) <- u + ui[il+ uw2[i]+ul12[i,i];}
for (i in 1:I) { for (j in 1:I) {
devG[i,jl<-m[i,jl*log((m[i,j]1+0.5)/(muli,j]1+0.5))-(m[i,jl-muli,jl);
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devX[i,j] <- (mli,jl-muli,jl)*m(i,jl-muli,jl)/muli,jl; }}

# Devianzas

for (i in 1:I) { devG.r[i,i] <- 0; devX.r[i,i] <- O;

for (j in 1:i-1) {
devG.r[i,jl<-m[i,jl*log((m[i,j]1+0.5)/(muli,jl+0.5))-(m[i,jl-muli,jl);
devX.r[i,jl <- (m[i,jl-muli,jl)*(@mli,jl-muli,jl)/muli,jl; }

for(j in i+1:I){
devG.r[i,jl<-m[i,jl*log((m[i,j]1+0.5)/(muli,j]1+0.5))~-(m[i,jl-muli,jl);
devX.r[i,jl <- (m[i,jl-muli,j])*(ml[i,jl-muli,jl)/muli,jl; }}

G2 <- 2xsum( devG[,] ); X2 <- sum( devX[,] );

G2.r <- 2%sum( devG.r[,] ); X2.r <- sum( devX.r[,] );

}

Modelo
# MOVILIDAD SOCIAL
model {# INICIALES
delta[1] <- 1; gamma[1] <- 1;betal[l] <- 1;alpha[l] <- 1;
for (i in 2:IM) { delta[i] ~ dgamma(0.01,0.01) }
for (i in 2:I) { betal[il ~ dgamma(0.01,0.01);
alphali] ~ dgamma(0.01,0.01);
gamma[i] ~ dgamma(0.01,0.01); }
mu.d ~ dgamma(0.01,0.01); mu.od ~ dgamma(0.01,0.01);
# VEROSIMILITUD
for (i in 2:I) { for (j in 1:i-1) {
m[i,j] ~ dpois(muli,jl);
muli,j] <- mu.d*alphalil*betal[jl*deltali-jl;}}
for (i in 1:I-1) { for (j in i+1:I) {
m[i,j] ~ dpois(muli,jl);
muli,j] <- mu.d*alphal[i]*betal[jl*deltalj-il; }}
for (i in 1:I) { m[i,i] ~ dpois(muli,il);
muli,i] <- mu.od*gammali]; }
# AJUSTE
for (i in 1:I) { for (j in 1:I) {
devG[i,jl<-m[i,jl*log((m[i,j]+0.5)/(muli,jl+0.5))-(m[i,jl-muli,jl);
devX[i,j] <- (m[i,jl-muli,jl)*m[i,jl-muli,j]l)/muli,jl; }}
G2 <~ 2 * sum( devG[,] );
X2 <- sum( devX[,] )

}

Datos
# Datos para el modelo de cuasi-simetria
list(m = structure(.Data=c(50, 45, 8, 18, 8, 28, 174, 84, 154, 55,
11, 78, 110, 223, 96, 14, 150, 185, 714, 447, 0, 42, 72, 320, 411),
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.Dim = ¢(5,5)), I=5)

# Datos para el modelo de movilidad social

list(m = structure(.Data=c(50, 45, 8, 18, 8, 28, 174, 84, 154, 55,
11, 78, 110, 223, 96, 14, 150, 185, 714, 447, 0, 42, 72, 320, 411),
.Dim = ¢(5,5)), I=5, IM=4)

Iniciales
# Iniciales para el modelo de cuasi-simetria
list(ul=c(NA,1,1,1,1), u2=c(NA,1,1,1,1), u=0, ul2=structure(.Data=
c(NA, NA, NA, NA, NA, NA, O, O, O, O, NA, NA, O, O, O, NA, NA, NA,
0, 0, NA, NA, NA, NA, 0), .Dim = c(5,5)))
# Iniciales para el modelo de movilidad social
list(alpha = c(NA,0.9,0.7,2,1.2), beta = c(NA,0.7,0.5,1.6,1.3),
gamma = c(NA,1,1,1,1), delta = c(NA,0.6,0.27,0.084), mu.d=200,
mu.od=200)

C.4. Matched Pairs por Grupo de Sangre

Modelo
model { mu.g ~ dnorm(0,0.001);
alphal[1] <- 0; gamma[1] <- O;
for (i in 2:I) { alphalil ~ dnorm(0,0.001)
gamma[i] ~ dnorm(0,0.001) }
for (i in 1:I-1) { for (j in i+1:I) { delta[i,j] ~ dnorm(0,0.001)
deltalj,i] <- deltali,j]
log(muli,jl) <- mu.g + deltali,j] + alphali]
log(mulj,i]) <- mu.g + deltalj,i] + alphalj]l }}
for (i in 1:I) { log(muli,i]) <- mu.g+gammal[i]
psili] <- exp(alphalil)
for ( j in 1:I) { m[i,j] ~ dpois(muli,jl);
devG[i,jl<-m[i,jl*log((m[i,j]+0.5)/(muli,jl+0.5))-(m[i,jl-muli,j]) }}
tdev <- sum(devG[,])

}

Datos
list(I=4, m = structure(.Data = c(64, 18, 8, 3, 66, 74, 14, 6, 4, 2,
4, 2, 12, 10, 12, 2), .Dim = c(4,4)))

Iniciales
list(alpha=c(NA, 0, 0, 0), gamma=c(NA, 0, 0, 0))
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C.5. Frecuencia de Visita

Modelo
model {
for (k in 1:K) { prior.thetalk] <- 1 }
# Componentes Dirichlet
post.thetal[1l] <- sum(f[,])+prior.thetal1]
post.theta[2] <- sum(F[,])-sum(f[,])+prior.thetal2]
# Dirichlet
for (k in 1:K) { thetalk] <- theta.s[k]/sum(theta.s[]) }
theta.s[1] ~ dgamma(post.thetal1],1)
theta.s[2] ~ dgamma(post.thetal[2],1)
# Dirichlet para alpha
for (i in 1:I) { alphali,1] <- xalpha.1[i]/sum(xalpha.1[1:I])
alphal[i,2] <- xalpha.2[i]/sum(xalpha.2[1:I])
xalpha.1[i] ~ dgamma(post.alpha.1[i],1)
xalpha.2[i] ~ dgamma(post.alpha.2[i],1) }
# Dirichlet for beta
for (j in 1:J) { betalj,1] <- xbeta.1[j]/sum(xbeta.1[1:J])
betalj,2] <- xbeta.2[j]/sum(xbeta.2[1:J])
xbeta.1[j] ~ dgamma(post.beta.1[jl,1)
xbeta.2[j] ~ dgamma(post.beta.2[jl,1) }
# actualiza los componentes Dirichlet para alpha y beta
for (i in 1:I){ prior.alpha.1[i] <- 1
prior.alpha.2[i] <- 1
post.alpha.1[i] <- sum(f[i,])+prior.alpha.1[i]
post.alpha.2[i] <- sum(F[i,])-sum(f[i,])+prior.alpha.2[i] }
for (j in 1:J){ prior.beta.1[j] <- 1
prior.beta.2[j] <- 1
post.beta.1[j] <- sum(f[,jl)+prior.beta.1[j]
post.beta.2[j] <- sum(F[,jl)-sum(f[,jl)+prior.beta.2[j] }
# modelo de muestreo
for (i in 1:I) { for (j in 1:J) { £[i,j] ~ dbin(s[i,j],F[i,jl)
# probabilidades de las observaciones de la celda i,j de la clase 1
s[i,j] <= s.cli,j,1]/sum(s.c[i,j,])
for (k in 1:K) { s.c[i,j,k] <- thetal[k]*alphali,k]*betalj,k] }}}

}

Datos

list(I=3, J=3, K=2, F = structure(.Data = c(43, 16, 3, 6, 11, 10, 9,
18, 16), .Dim = c(3,3)))
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Iniciales

list(f = structure(.Data = c(23,8,2,3,5,5,5,9,8), .Dim = c(3,3))

C.6. Clases de Estadistica

Modelo
model { for (i in 1:2) { z[i] ~ dnorm(mu[i],1)I(,gammal1]) }
for (i in 3:26) { z[i] ~ dnorm(mulil,1) I(gammaly[il-1],gammaly[i]])
}
for (i in 27:30) { z[i] ~ dnorm(mul[i]l,1) I(gamma([4],) }
for (i in 1:30) { mu[i] <- b[1]+b[2]*(SATM[i]-mean(SATM[]))
LL[i] <- -0.5%pow(z[i]l-mu[i],2)-0.5%1log(6.28)
# residuales
r[i] <- z[i]l-mu[i]
# datso latentes y categorias predictivas
znew[i] ~ dnorm(muli],1)
ynew[i] <- step(gammal[1]-znew([i])
+ 2*step(znew([i]-gamma[1])*step(gamma[2]-znew[i])
+ 3*step(znew[i]-gamma[2])*step(gamma[3]-znew[i])
+ 4xstep(znew[i]-gamma[3])*step(gamma[4] -znew[i])
+ bxstep(znew[i] -gamma [4])
Match[i] <- equals(ynew[i],y[i]) }
# total de concordancia
TMatch <- sum(Match[])/30
D <~ -2*xsum(LL[])
b[1] ~ dnorm(0,0.0001)
b[2] ~ dnorm(0,10)
gamma[1] <- 0
gamma [2] ~ dnorm(1,0.1) I(min[2],max[2])
gamma [3] ~ dnorm(2,0.1) I(min[3],max[3])
gamma [4] ~ dnorm(3,0.1) I(min[4],max[4])
min[2] <- ranked(z[3:9],7); max[2] <- ranked(z[10:16],1)
min[3] <- ranked(z[10:16],7); max[3] <- ranked(z[17:26],1)
min[4] <- ranked(z[17:26],10); max[4] <- ranked(z[27:30],1) }

Iniciales
list(b = c(0,0), gamma = c(NA,1,2,3))
list(b = c(1.5,0.024), gamma = c(NA,1,2.2,3.6), z = c(-0.4, -1.1,
0.5, 0.6, 0.7, 0.4, 0.6, 0.5, 0.4, 1.7, 1.7, 1.6, 1.6, 1.7, 1.7,
1.8, 2.7, 2.8, 2.8, 2.6, 2.8, 2.9, 2.9, 2.8, 2.7, 2.7, 4.5, 4.5,
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5.1, 4.1))

Datos
y[ 1 SATM[ J; 1 557; 1 463; 2 525; 2 533; 2 582; 2 471; 2 557;
2 517; 2 488; 3 581; 3 572; 3 559; 3 b43; 3 574; 3 582; 3 591;
4 545; 4 576; 4 576; 4 525; 4 574; 4 595; 4 584; 4 584; 4 563;
4 553; 5 609; 5 599; 5 649; 5 549; END

C.7. Multinomial Negativa

En este apartado se presentan algunos programas de simulacién e inferencia
para datos con distribucién multinomial negativa.

C.7.1. Simulacién

La simulacién de los datos se hizo utilizando el programa R. La simulacién
se hizo a través de la distribuciéon Poisson-gamma multivariada, es decir, utili-
zando una mezcla de variables independientes con distribuciéon Poisson con una
distribucién gamma.

Los datos que se generan son 1000 valores que provienen de una distribucién
Poisson-gamma multivariada de dimensién 3, con indice r = 10, y vector de medias

A = (5,10,15).

## Simulacién Multinomial Negativa
## Simulacién Poisson—Gamma
## Z ~ Poisson(lambda*gama)
## gama ~ Gamma(alpha,beta)

## Supuestos

n <- 1000

dimen <- 3

lambda <- c(5,10,15)
r <- 10

seed <- 1000000

## Numeros aleatorios

alpha <- r

beta <- r

theta <- array(l,dim=c(n,dimen))
zl <- array(l,dim=c(n,dimen))
set.seed(seed)
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gama <- rgamma(n,shape=alpha,rate=beta)
for(i in 1:n){ for(j in 1:dimen){
thetali,j] <- gamal[i]*lambdalj]

H

set.seed(seed)

for(i in 1:n){ for(j in 1:dimen){
z1[i,j] <- rpois(l,thetali,jl)

H

## Graficas

op <- par(mfrow=c(1,3))

for(k in 1:dimen){

maxz <- max(z1[,k])

z <- seq(0,maxz,by=1)

probz <- dnbinom(z,size=r,mu=lambdal[k])
hist(z1[,k],prob=TRUE,right=FALSE,breaks=c(0:maxz))
lines(z+0.5,probz,col=\blue",type=\o")

}

C.7.2. Inferencia

Para hacer inferencia de datos con distribuciéon binomial negativa y multino-
mial negativa se realizaron programas de simulacién usando el programa Win-
BUGS. Los datos utilizados en los ejemplos se generaron por medio del programa
realizado en R presentado anteriormente. Se presentan distintos programas debido
a que la inferencia se puede realizar a través de distintas aproximaciones.

Distribucién Binomial Negativa

Se simularon 50 datos de una distribucién binomial negativa con indice r = 5
y pardametro p = 0.75. Se realizaron 4 modelos en el programa WinBUGS para
obtener la inferencia de los datos debido a que este calculo se puede hacer por
medio de diferentes aproximaciones.

## Datos: numeros aleatorios con distribucién BinNeg(5,0.75)

list(y=c(18, 17, 22, 11, 3, 29, 13, 7, 15, 23, 19, 17, 7, 13, 11, 18,
21, 12, 9, 7, 5, 7, 18, 26, 12, 4, 10, 6, 14, 23, 16, 21, 13, 8, 27,
19, 13, 24, 26, 10, 28, 2, 14, 4, 12, 14, 5, 20, 19, 20), K=50, r=b)

Modelo 1:
y ~ BinNeg(r, ).
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Iniciales:
7 ~ Beta(1,1).

## Modelo 1

model{

## Familia paramétrica (verosimilitud)
for(k in 1:K){ y[k] ~ dnegbin(pic,r) }
## Distribucidén inicial

pic <- 1-pi

pi ~ dbeta(l,1)

## Prediccién

y.new ~ dnegbin(pic,r)

}

## Iniciales
list (pi=0.75,y.new=1)

Modelo 2:
y ~ Poisson(y\)
v ~ Gamma(r,1).
Iniciales: -
A= , m ~ Beta(1,1).
1-—m
## Modelo 2
model{

## Familia paramétrica (verosimilitud)
for(k in 1:K){

y[k] ~ dpois(thetalk])
thetalk] <- gammal[k]*lambda
gamma [k] ~ dgamma(r,1)

}

## Distribucién inicial
lambda <- (pi)/(1-pi)

pi ~ dbeta(l,1)

## Predicciém

y.new ~ dpois(theta.new)
theta.new <- gamma.new*lambda
gamma.new ~ dgamma(r,1)

}
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## Iniciales
list(pi=0.75, y.new=1, gamma.new=1, gamma=c(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,
1, 1,1, 1,1, 1,1, 1,1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,
1, 1,1, 1,1, 1,1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,

=
M
=

Modelo 3:

y ~ Poisson()

0 ~ Gamma(r,().
Iniciales: )

B=="" 1~ Beta(l,1).
v

## Modelo 3
model{

## Familia paramétrica (verosimilitud)
for(k in 1:K){

y[k] ~ dpois(thetalk])

thetalk] ~ dgamma(r,be)

} ## Distribucién inicial

be <- (1-pi)/pi

pi ~ dbeta(l,1)

## Prediccién

y.new ~ dpois(theta.new)

theta.new ~ dgamma(r,be)

}

## Iniciales

list(pi=0.75, y.new=1, theta.new=1, theta=c(l, 1, S s
1, 1, 1, 1, ¢, ¢, ¢, 21,1, ¢, 1,1, 1,1, 1, 1, 1,1, 1, 1, 1, 1, 1,
1,1, 1, 1,1, 1, 1,1, 1, 1,1, 1, 1,1, 1, 1, 1, 1,1))

Modelo 4:
y ~ Poisson(y\)
v ~ Gamma(r,[).
Iniciales:
A
=315 A ~ Gamma(1,1), B ~ Gammaf(1,1).

## Modelo 4



158 APENDICE C. PROGRAMAS

model{

## Familia paramétrica (verosimilitud)
for(k in 1:K){

y[k] ~ dpois(thetalk])
thetalk] <- gammal[k]*lambda
gamma [k] ~ dgamma(r,be)

}

## Distribucién inicial

pi <- lambda/(lambdatbe)
lambda ~ dgamma(1,1)

be ~ dgamma(1,1)

## Prediccidn

y.new ~ dpois(theta.new)
theta.new <- gamma.new*lambda
gamma.new ~ dgamma(r,be)

}

## Iniciales

list(lambda=1, be=1, y.new=1, gamma.new=1, gamma=c(1, 1, 1, 1, 1, 1,
1, 1,1, 1,1, 1, 1,1, 1,1, 1,1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,
1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,1, 1,1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)

Distribucién Multinomial Negativa

Se simularon 99 muestras de una distribucién multinomial negativa con vector
de medias (5,10,15) e indice a@ = 10. Se realizaron 2 modelos en WinBUGS para
hacer la inferencia de los datos mediante dos aproximaciones diferentes.

## Datos

## Multinomial negativa, media=(5,10,15), indice=10

1list (T=3,K=99, alpha=10, beta=1, a=c(1,1,1,1))

y[,1]=c(3, 9, 6, 5, 5, 8, 4, 5, 4, 3, 4, 7, 4, 3,6, 4, 7, 3, 3, 7,
2, 10, 6, 8, 6, 4, 5, 5, 4, 7, 7, 3, 6, 8, 8, 2, 16, 2, 3, 8, 1, 9

6, 2, 5,4,3,3,1,8,2,3,2,5,5,1, 3,8,5,6,7, 6, 2,6, 4,
9,0, 3, 5,1, 9,8, 3, 3,5, 11,5, 3,6, 2, 3,7, 4,28,7,8, 2,
8, 7, 2,6, 2,9, 2,6,1, 4, 4,7, 1)

y[,2]=c(6, 7, 7, 7, 6, 6, 11, 13, 14, 10, 15, 16, 16, 10, 8, 6, 8,

18, 14, 17, 4, 7, 14, 10, 8, 10, 16, 7, 14, 7, 14, 7, 21, 8, 14, 5,
16, 7, 14, 5, 2, 19, 13, 9, 17, 8, 7, 3, 11, 9, 14, 7, 6, 4, 9, 11,
7, 4, 5, 10, 18, 12, 9, 17, 12, 13, 8, 4, 10, 5, 16, 12, 7, 7, 8,
11, 9, 7, 12, 4, 10, 23, 6, 11, 13, 13, 11, 8, 8, 2, 16, 6, 7, 4,
12, 7, 5, 8, 8, 7)

y[,31=(9, 15, 26, 17, 12, 11, 12, 13, 18, 16, 10, 8, 23, 12, 11, 7,
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23, 21, 8, 19, 11, 18, 23, 27, 13, 12, 15, 13, 22, 19, 21, 9, 12,
16, 24, 9, 12, 11, 12, 9, 9, 22, 14, 12, 27, 25, 8, 18, 9, 13, 14,
7, 12, 19, 13, 10, 24, 12, 10, 8, 19, 17, 10, 15, 21, 16, 13, 14,
16, 5, 21, 25, 16, 11, 13, 21, 19, 11, 12, 10, 14, 22, 10, 15, 23,
26, 18, 17, 9, 9, 24, 6, 18, 9, 14, 9, 21, 11, 20, 7)

Modelo 1:
Yyt ~ Poisson(y\) t=1,...,T
v ~ Gamma(o, ).
Iniciales:
At = ﬁﬂ:]t" )
1= m
T+1
nf ~ Beta(aalt],bb[t]),  aalt] =alt], B[] = > a;
i=t+1

t T
wtzwf*<1—g m) t=2,...,T, m = 7, 7TT+1:1—§ .
i=1 t=1

## Modelo 1

model{

## Familia paramétrica (verosimilitud)
for(k in 1:K){

for(t in 1:T){

ylk,t] ~ dpois(thetalk,t])

thetalk,t] <- gamma[k]*lambdal[t]

}

gamma [k] ~ dgamma(alpha,beta)

}

## Distribucidén inicial

for(t in 1:T){

lambdal[t] <- beta*pil[t]/(1-sum(pi[1:T]))
¥

pilT+1] <- 1-sum(pi[1:T])

for(i in 1:T){

pip[i] ~ dbeta(aalil,bb[i])

aa[i] <- ali]

bb[i] <- sum(al[i:T])+al[T+1]-al[il

¥

for(j in 2:T){

pilj] <- pip[jl*(1-sum(pil1:j-1]1))
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}

pil1] <- pip[1]

## Prediccién

for(t in 1:T){

y.new[t] ~ dpois(theta.new[t])
theta.new[t] <- gamma.new*lambdal[t]

}

gamma.new ~ dgamma(alpha,beta)

}

## Datos
## Multinomial negativa, media=(5,10,15), indice=10
1list(T=3, K=99, alpha=10, beta=1, a=c(1,1,1,1)) # Datos

## Iniciales
list (pip=c(0.33,0.33,0.34), y.new=c(1,1,1), gamma.new=1, gamma=c(1,

1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,1, 1,1, 1,1, 1,1, 1,1, 1, 21,1, 1,1, 1,1, 1, 1,1, 1, 1, 1,
,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
1, 1, 1, 1, 1, 1))
Modelo 2:
yr ~ Poisson(y\) t=1,....T
v ~ Gamma(a, ).
Iniciales:
T = al TPl = p
= R
Zz‘:l Ai+ B 22:1 Ai + B
At ~ Gamma(1,1) B ~ Gamma(1,1)
## Modelo
model{

## Familia paramétrica (verosimilitud)
for(k in 1:K){

for(t in 1:T){

ylk,t] ~ dpois(thetalk,t])

thetalk,t] <- gamma[k]*lambdal[t]

}

gamma [k] ~ dgamma(alpha,beta)
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}

## Distribucidén inicial

for(t in 1:T){

pilt] <- lambdalt]/(sum(lambdal[])+beta)
lambda[t] ~ dgamma(1l,1)

}

beta ~ dgamma(1,1)

pil[T+1] <- beta/(sum(lambdal])+beta)
## Prediccién

for(t in 1:T){

y.new[t] ~ dpois(theta.new[t])
theta.new([t] <- gamma.new*lambdal[t]

}

gamma.new ~ dgamma(alpha,beta)

}

## Datos
## Multinomial negativa, media=(5,10,15), indice=10
1list(T=3,K=99,alpha=10) # Datos

## Iniciales

list(lambda=c(1,1,1), beta=1, y.new=c(1,1,1), gamma.new=1, gamma=c(1,
1, ¢, 1, 1, ¢, 1, ¢, ¢, 1, 1, 1,1, 1,1, 1, 1,1, 1, 1,1, 1, 1, 1,

i, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,1, 2, 1, 1, 1,1, 1, 1, 1,1, 1,1, 1, 1, 1,

1, ¢, ¢, 1, ¢, 1, ¢, 2,1, ¢, 1,1, 1,1, 1, 1,1, 1, 1,1, 1, 1, 1,

i, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 1,1, 1, 1, 1,1, 1,1, 1, 1, 1,

1, 1, 1, 1, 1, 1))
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