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Resumen general

Se consideran dos aproximaciones para las propiedades estructurales de un fluido de
esferas duras: la Ilamada aproximacion por una funcion racional (RFA) y la
aproximacion esférica media generalizada (GMSA).

En particular, en el caso de la funcion de correlacion directa se ha mostrado que, a pesar
de ser formulaciones basadas en hipédtesis y métodos distintos, la RFA y la GMSA
resulten equivalentes. Esto puede verificarse al comparar los valores numéricos
obtenidos para ambas funciones de correlacion directa. Por otra parte, la ventaja de la
formulacién con la RFA, es que proporciona expresiones analiticas para ciertas
cantidades que en la GMSA! se obtienen de la solucién de un sistema de tres ecuaciones
algebraicas no lineales acopladas.

La comparacion entre los valores de las funciones de correlacion: c(r)rea VS ¢(r)emsa,
(donde las distancias r estan referidas a unidades del diametro de las esferas), tanto para
el caso interno (r > 1), como para el externo (r < 1) del nacleo duro ya ha sido
verificada’.

En este trabajo se demuestra numéricamente que, en efecto, las funciones analiticas que
aparecen en la aproximacion dada por la RFA, satisfacen las tres ecuaciones no lineales
acopladas, lo cual exhibe la equivalencia total entre ambas aproximaciones.

También se mostrara una comparacion numérica de la funcion directa de correlacién
c(r), parar>1yr<1,de los resultados analiticos exactos obtenidos mediante la RFA 'y
los result%dos que se obtienen mediante una aproximacion analitica a los resultados de
la GMSA".

1 E. Waisman, Molec. Phys. 25, 45 (1973); D.Henderson, G. Stell, y E. Waisman, J. Chem. Phys. 62,
4247 (1975).

2 C.F. Tejero y M. L6pez de Haro, Direct Correlation Function of the hard-sphere fluid, Mol. Phys. Vol.
105, Nos. 23-24, 2007, 2999-3004.

*D. Henderson and L. Blum, Generalized mean spherical approximation for hard spheres, Mol. Phys.
1976, Vol. 32, No. 6, 1627-1635.



Prefacio

El capitulo I es una introduccion a los liquidos simples, isotropicos y neutros. En este
capitulo se exponen las ideas basicas necesarias para entender las aproximaciones con la
que se trabaja en la tesis. Las ideas basicas corresponden, esencialmente a la relacion
entre las propiedades estructurales con las funciones termodindmicas, la ecuacion de
Ornstein-Zernike y el factor de estructura. La forma en la que se exponen estos
conceptos es la siguiente:

Primero se presenta una breve introduccion a las diferentes teorias que se han
desarrollado, en relacion a la mecénica estadistica, para el entendimiento de las
propiedades termodinamicas de los liquidos (seccion 1.1). Después se presenta solo la
forma funcional de las propiedades termodinamicas (seccion 1.2). Una gran parte del
capitulo abarca la obtencion de las funciones termodinamicas a partir de las moléculas y
sus interacciones a partir de la funcién de pares (seccién 1.3). En particular se mostrara
la obtencidon de las ecuaciones de la energia (1.31), de la presion (1.32), del potencial
quimico (1.33) y de la compresibilidad isotérmica (1.34).

En la seccion 1.4 se presenta la ecuacion de Ornstein-Zernike y en la seccion 1.5 el
factor de estructura, que es el puente entre la teoria y el experimento, porque de ambas
formas puede obtenerse dicho factor.

El capitulo 11 es una introduccion al liquido de esferas duras. En particular se discuten
las aproximaciones mas exitosas correspondientes al método de ecuaciones integrales:
Percus-Yevick, GMSA (Waisman), GMSA (RFA), primero de forma general (seccion
2.1) y después dan algunos detalles de la teoria, Percus-Yevick en la seccion 2.2,
GMSA (Waisman) en la seccion 2.3 y la GMSA (RFA) en la seccion 2.4.

En el capitulo 111 se presentan los calculos realizados. En la seccion 3.1 se presenta la
equivalencia total entre las dos funciones de correlacion GMSA-(Waisman) y GMSA-
(RFA). En la seccidn 3.2 se comprueba que la GMSA-(RFA) satisface las ecuaciones no
lineales acopladas.

En la seccion 3.3 se presenta la aproximacion lineal de la GMSA-(Waisman), realizadas
por Henderson y Blum; y en la seccién 3.4 se compara la aproximacion de Henderson -
Blum con la GMSA-(RFA).

El capitulo 1V es el capitulo de los comentarios finales. Se comentan los resultados
obtenidos relacionados con las ecuaciones no lineales acopladas. Después se presenta el
rango de validez de las aproximaciones Henderson-Blum.

Algunos detalles de calculo se han dejado a los apéndices. El primer apéndice muestra
los programas de los cuales se obtuvieron los resultados, y se muestran las graficas
obtenidas (seccion 5.1). El segundo apéndice muestra la relacion entre el factor de
estructura con la funcion de correlacion directa, dicha relacion se utilizé en el capitulo 11
(seccion 5.2). En el tercer apéndice, también atil para el capitulo Il, se muestra la
relacion de la derivada de la exponencial del potencial con la delta.

Finalmente, se presenta la bibliografia empleada.



Capitulo |

1.1 Panorama general de las teorias de liquidos

La mecanica estadistica ha sido empleada como herramienta en el estudio de los fluidos a
través de problemas que han aumentado gradualmente en dificultad. Los primeros
problemas y a la vez los mas elementales, trataban de obtener las funciones
termodindmicas de los gases ideales: capacidad calorifica, entropias, energias libres,...
Estas propiedades se relacionan con los niveles energéticos a nivel molecular, que para
los gases ideales se pueden calcular tedricamente (con célculos cuanticos) o
experimentalmente (con espectroscopia, por ejemplo). Para las moléculas simples (CO,,
CHy..), los niveles energéticos, y por lo tanto las propiedades termodindmicas, se
determinan con gran precision, e inclusive, también para algunas moléculas complejas.
Ademés con la ayuda de las computadoras actuales, es posible calcular dichas
propiedades termodindmicas para una gran variedad de sustancias a diversas
temperaturas.

Dado el éxito del estudio de los gases ideales, es natural que se comenzara a
estudiar gases con mayor densidad, donde las fuerzas intermoleculares comienzan a
producir efectos medibles. Esto llevd a la descripcion de las funciones termodinamicas
por medio de expansiones en series de potencias de la densidad (o series del virial). Fue
Mayer quien primero examino de manera sistematica el problema y obtuvo resultados. A
partir de entonces, se invirtié un gran esfuerzo en obtener los coeficientes del virial para
muchos modelos de fuerzas intermoleculares. Al contar con férmulas explicitas para
estos coeficientes, particularmente el segundo y el tercero, es posible en principio
comparar con coeficientes obtenidos experimentalmente.

Entonces, mientras que la teoria de los gases diluidos en equilibrio esta
esencialmente completa, no se puede decir lo mismo para el caso de los gases densos y
los liquidos. Las series del virial no se pueden aplicar directamente a liquidos. Es decir, la
idea de que el liquido es como un gas muy denso no llevo a avances significativos y por
ello se intentd aproximar al liquido (denso) como un sélido desordenado, empleando
teorias de celdas o de arreglos; esto fue popular desde mediados de 1930 hasta principios
de los afios 1960s. Este problema simplificaba el calculo de la funcién de particion al
suponer que el liquido consistia de series de celdas. En el modelo mas sencillo, trabajado
por Lennard-Jones y Devonshire, se supone que volumen de liquido abarca el arreglo
(todas la celdas), y cada molécula esta confinada a una Unica celda como consecuencia de
las fuerzas repulsivas de sus vecinos. Estos modelos sufren de muchos defectos. Por
ejemplo, se necesita de un gran ndmero de parametros a ajustar, y también fallan al
obtener valores grandes de entropia. Se ha trabajado con estos modelos con
modificaciones para tratar de mejorarlos, pero ninguno ha sido realmente satisfactorio.
No obstante, se ha conseguido una buena teoria para algunos casos especiales, como para
la fusion, por ejemplo.

Surgié otra alternativa, una aproximacién mas fundamental a los liquidos por
métodos de ecuaciones integrales, iniciada por Kirkwood e Yvon en los afios 1930s. El
método consiste en escribir exactamente la funcion de distribucion molecular e introducir



una o dos aproximaciones (matematicamente simples). El resultado es una ecuacion
integral cuya solucion es numérica en la mayoria de los casos. Ente las teorias que siguen
este procedimiento estan la de Kirkwood, YBG, (Yvon, Born y Green), PY (Percus y
Yevick), y la aproximacion HNC (Cadena hipertejida). Dichas aproximaciones
proporcionan en particular la funcion de distribucion de pares, propiedad estructural que
sera definida posteriormente. Baste de momento el sefialar que es fundamental para el
calculo de las propiedades termodinamicas del fluido. La aproximacion YBG tiene un
defecto muy notable, ya que para el caso de esferas duras es imposible obtener soluciones
fisicamente aceptables mas alla de un valor limite de la densidad, lo cual estid en
desacuerdo con los resultados de dindmica molecular. Por otra parte, PY es
cuantitativamente buena para bajas y medianas densidades y cualitativamente buena para
densidades ligeramente por encima de las medianas, pero no para altas densidades. En
esta aproximacion persiste el problema de la inconsistencia termodinamica, a saber, el
que las rutas del virial y la compresibilidad arrojan resultados distintos para la ecuacion
de estado. La mejora a este problema la lleva a cabo Waisman en la teoria GMSA, uno de
los desarrollos que se comentard con mayor amplitud en el capitulo siguiente.
Recientemente, se han hecho intentos por superar la inconsistencia termodinamica con
una formulacion alternativa realizada por Bravo Yuste y Santos. Para el fluido de esferas
duras, esta formulacion, denominada RFA por las siglas inglesas de Rational Function
Approximation y que también se resefiard en el proximo capitulo, resulta equivalente a la
GMSA con la ventaja de proporcionar expresiones totalmente analiticas para todas las
propiedades estructurales.

Las aproximaciones basadas en métodos de ecuaciones integrales son de las mas
completas y exitosas hasta el momento. Sin embargo, como se pretende mostrar un
panorama general de las teorias de liquidos, se mencionan a continuacién otros
desarrollos que se han realizado, como son la teoria termodindmica de la perturbacion y
la de particula escalada. En la primera, se relacionan las propiedades termodinamicas del
fluido de interés, con las propiedades de un fluido de referencia. Se busca un fluido de
referencia, cuyas propiedades sean bien conocidas (ya sea por métodos computacionales
0 por ecuacion integral). La teoria de particula escalada, fue desarrollada en paralelo a la
de Percus-Yevick. Da buenos resultados para las propiedades termodinamicas de esferas
duras (esferas 0 moléculas convexas). No es una teoria completa (en contraste con la de
las ecuaciones integrales y la teoria de la perturbacion) dado que no determina una
funcién de distribucion (aunque pueden ser obtenidas para rangos intermoleculares
finitos). Sin embargo, si determina una ecuacion de estado para moléculas convexas
duras. Otro enfoque al problema es mediante los funcionales de la densidad. En mecanica
estadistica, los funcionales de la densidad fueron importados de la mecénica cuantica.

Por supuesto, se deben mencionar también los estudios computacionales. Las
simulaciones han contribuido al desarrollo de la teoria. Se han llevado a cabo por el
meétodo de Monte Carlo 0 métodos de dinamica molecular. En el método de Monte Carlo
se producen numeros al azar para generar una distribucion molecular de configuraciones,
por ejemplo, candnicas. EI método de Monte Carlo sélo trata problemas estaticos, pero
tiene la ventaja de poder utilizar una gran variedad de ensambles: candnico (T, N, V),
gran canénico (T,#, V), isobarico (T, N, p).

En el método de la dinamica molecular, las ecuaciones de Newton para el movimiento
rotacional y traslacional se resuelven para cada molécula. Las propiedades fisicas de
interés se obtienen al hacer un promedio temporal de la funcion apropiada de las
posiciones moleculares, orientaciones, velocidades y velocidades angulares. La ventaja
de la dinamica molecular es que se pueden estudiar propiedades dependientes del tiempo



y estaticas; sin embargo su uso esté restringido al ensamble microcanonico (E, N, V). Esto
es una desventaja en algunos casos, por ejemplo, en el equilibrio de gas-liquido, o
liquido-liquido, donde es importante calcular la energia libre. Entonces, seria mejor
utilizar el método de Monte Carlo en el ensamble isobarico o gran canonico.

En ambos métodos el nimero de moléculas utilizado es alrededor de 100-1000,
suficientes para dar un estimado confiable de las propiedades de un fluido, excepto
ciertas propiedades, como las de superficie o las cercanas al punto critico.

Las simulaciones computacionales juegan un papel intermedio entre la teoria y el
experimento. Al comparar la teoria con los resultados de la simulacién es posible
eliminar las incertidumbres sobre el potencial intermolecular, dado que tiene que ser el
mismo en ambos, en la teoria y en la simulacion. En cambio, no es posible eliminar
incertidumbres comparando la teoria con los experimentos. Si hay discrepancias entre el
experimento y la teoria, puede estar mal la teoria o el potencial. Es por esto que los
resultados experimentales no eliminan incertidumbres.

Es importante también que las simulaciones pueden obtener resultados dificiles o
imposibles de obtener experimentalmente; ejemplos de ello, es la funcién par estatica
angular de correlacion para fluidos moleculares, y la densidad (y orientacion) de las
interfases liquido-vapor y liquido-sélido.

Hasta este momento con los métodos computacionales se pueden obtener excelentes
resultados cuantitativos para liquidos y gases densos, excepto en la vecindad del punto
critico. Para liquidos moleculares quedan problemas por resolver en detalle, por ejemplo
el calculo de la funcion de correlacion de pares de un fluido para potenciales fuertemente
anisotropicos (como el agua).

Una vez que se ha presentado un breve panorama de los desarrollos mas importantes de la
teoria de liquidos, conviene detenerse en algunos de los detalles técnicos que se han
empleado, mismos que seran Utiles en los desarrollos posteriores.

1.2 Descripcion molecular de los liquidos.

Una forma cualitativa en la que los liquidos son percibidos es que su naturaleza esta entre
un gas y un solido. Es por esto que una forma natural de comenzar a estudiar a los
liquidos, es a través de...la ecuacién de estado...El uso de aproximaciones lleva a
simplificaciones importantes, diganse las propiedades termodinamicas, que surgen de las
interacciones entre particulas.

J.P.Hansen, McDonald. Theory
of Simple Liquids, Mayo 1986.

El objetivo del estudio de los fluidos, es predecir su comportamiento. Entre mas se
entienda del fluido, mejor seré la ecuacion de estado que se deduzca y con ello se tendra
una imagen mas completa de su diagrama de fases.

La idea basica del enfoque molecular, es proporcionar esta informacion —la ecuacion de
estado-, y también calcular las propiedades macroscopicas, pero partiendo de una base
microscopica. Esto es, se consideran las propiedades fisicas de cada molécula -
informacidn proporcionada por la mecanica cuantica o la mecénica clasica-, y despues, se



realiza el promedio correspondiente -que no es trivial, y se requiere del conocimiento de
la mecanica estadistica para esto-. EI promedio estadistico utiliza la idea de ensamble,
este concepto es una idealizacion, que construye un conjunto infinito de copias mentales
del sistema, y cada uno representa un estado posible, accesible y diferente, del mismo
sistema a estudiar. Cada estado posible surge dado que cada molécula puede encontrarse
en uno o mas estados y como el sistema estd formado por un nimero muy grande de
moléculas, las posibles combinaciones son infinitas. Hay varios tipos de ensambles, el
tipo de ensamble depende de la propiedad que todos los sistemas del ensamble
compartiran. Los ensambles mas comunes son el canénico Q(N,V,T), en el cual los

sistemas tienen la misma temperatura; el gran canénico Z(T,Vu), en el cual los sistemas
tienen la misma energia; y el microcanénico QQ(U,V,N), en el cual los sistemas tienen la

misma temperatura y pueden intercambiar particulas.

Entrando mas en detalle, a cada molécula se le asigna su energia (clasica o cuantica) y
después: 1) se asigna el microestado (ensamble) correspondiente sobre el cual se realizara
el promedio, y 2) se realiza el promedio correspondiente considerando el caso particular a
estudiar.

Lo acabado de mencionar se desarrollard ahora, para un liguido monocomponente; para
el ensamble canonico, donde el sistema a considerar es clasico, lo que determina la forma
funcional de los promedios. El tratamiento clasico se justifica con el hecho de que en
liquidos (excepto el helio) los efectos cuanticos son despreciables porque la distancia
molecular a los vecinos mas cercanos es mucho mayor que la longitud de onda térmica de
de Broglie:

h

o> A= ——
2amkT

donde N y k son la constantes de Planck y de Boltzmann, y T es la temperatura.

En particular, si la temperatura T <50°K | |os efectos cuénticos ya no son despreciables y
el sistema es cuantico.

Como ya se menciono, el liquido estd compuesto por una sola componente, consiste en N
moléculas iguales esféricas que ocupan el volumen V; entonces la densidad

correspondiente es ~ =N IV | o adimensionalmente (sin unidades de volumen)
* 3 -/ - 7

p =po, donde O es el diametro molecular. En este fluido, las moléculas se tocan, en

promedio, con sus vecinos cercanos. De hecho, se sabe que £ =1 para liquidos.

Desde el punto de vista microscopico, al sistema se le asigna el Hamiltoniano Hy, al

aproximar la interaccion total, como la suma de las N(N =1)/2 interacciones entre pares
(buena aproximacion si las moléculas son no polarizables).

Entonces, a cada molécula, se le asocia su posicion y momento por sus vectores '? Bi :
En ausencia de campos externos, la energia total Hn es la suma de la energia cinética
total Ky la potencial total U, :

N

(BB =K, (B + UL () =3 2+ X 30, (B -F,) @

i=1




donde m es la masa de la molécula, y el potencial de pares depende sélo de la distancia
entre los centros (i. J) si se trata de moléculas esféricas:

=Bl

y no de su orientacion. En el potencial U, (r) para los liquidos, la interaccion a corto
alcance esta dominada por la repulsion, mientras que a grandes distancias estd dominada

por la atraccién, que decae como 1/r°. Un potencial muy utilizado y popular es el de
Lennard-Jones:

U, () =4l /r)? - (o1r)) (1.2)

donde € es la profundidad del pozo en el minimo que hay para r=2"°c.

Un ensamble, para un sistema clasico, esta completamente caracterizado por un punto

{R B.} del espacio fase I' de 6 dimensiones. Para el ensamble canonico, la funcién de
particién clasica para N particulas iguales en un volumen V' y a una temperatura T esta
dada por

1
G

Qy [eMdr (1.3)
con dr = df...df,df...dB, ; B =1/kT ; h*" es elemento del espacio fase; N! elimina las

repeticiones atribuidas a las permutaciones de un mismo ensamble, repeticiones que
deberian contar s6lo una vez (porque corresponden al mismo micro-estado) y no tantas

veces como permutaciones. La funcién de particion Qn se puede integrar sobre los
momentos, y se obtiene:

1 (272mkT M
QNle(hzj Zy (1.4)

donde Zn es la integral de configuracion dada por:

Zy = [..Je™db..df, (1.5)

Las propiedades macroscopicas en equilibrio se identifican como los promedios

estadisticos de las variables microscopicas dinamicas apropiadas A(F)EA({'?, B.})
definidos como

A= [APdf....df,dF...dh, (1.6)



donde las probabilidades (normalizadas) estan dadas por

1 _
Py (F):N!h’*NQe i (1.7)

En particular, el valor promedio de la energia esta dado por:

E=Hy =K, +Uy (18)

La energia cinética promedio se calcula facilmente y de acuerdo con el teorema de
equiparticion es

K, = 3;\' KT (1.9)

Esta energia seria igual a la energia total de un gas ideal, es decir, un gas que no tiene
interacciones moleculares (U, =0). En un liquido, las interacciones moleculares son

muy importantes, lamentablemente, el célculo de U v no es tan directo.
Puesto que las variables que se estan considerando son N, V y T, el potencial
termodindmico adecuado para el ensamble candnico es la energia libre de Helmholtz

definida como A=U =TS (S es la entropfa). En mecanica estadistica, una vez que se

tiene la funcion de particion Qw, la siguiente expresion, que es la relacién “puente” nos
permite calcular directamente la energia libre de Helmholtz y, por lo tanto, las
propiedades termodinamicas del sistema:

A=—kT InQ, (1.10)

Mas alin, en la préxima seccion se vera cémo el conocimiento de Qn también permite el
calculo de propiedades estructurales.

1.3 Relacion entre las propiedades estructurales del
fluido y sus funciones termodinamicas

Para un sistema de N moléculas ordenadas en un distribucion definida: {molécula 1,
molécula 2,..., molécula N}, contenidas en un volumen V a temperatura T, en el espacio

de configuracion la probabilidad de que la molécula 1 se encuentre entre E y Fl)+ dﬂ, la
molécula 2 se encuentre entre £, y £, +dFf, ..., y la molécula N se encuentre entre P,y
P +df,, esta dada por



PY(P....P )df..dP, = ek by (1.12)

ZN

Dada esta relacion, se puede obtener ahora la probabilidad de encontrar que la molécula
1 se encuentre entre k y P+dP, la molécula 2 se encuentre entreP y £ +df,...y la
moléculan se encuentre entre £y P +dP con N<N  esdecir

'[ Ie‘/’UNdP

n+l**
ZN

Pn

(1.12)

Ya que al integrar las probabilidades para los términos correspondientes a las moléculas
n+1,..., N, se cancelaran con los correspondientes en la integral de configuracién Zn .

Esta ultima relacion es Gtil, pero mas aun es, encontrar una probabilidad que no esté
sujeta a una distribucion determinada. Es mas Util obtener una probabilidad que considere
cualquier distribucién, por ejemplo sean: {molécula 1, molécula 2,..., molécula N}, o
bien {molécula 5, molécula 3,...}, {molécula N, molécula 6,...} o cualquier otra. EsS

decir, una probabilidad en la que cualquier molécula se encuentre entre E y ﬁ+d8,..,
que cualquier molécula se encuentre entre P,y ﬂ+dﬁ,. Para obtener esta nueva
probabilidad, se considera el hecho de que cualquiera de las N moléculas pueden
encontrarse entre fi y E+ dﬂ, pero una vez que la primera ocupd su lugar, entonces una
de las N-1 moléculas se encuentre entre £, y £ +df, una de las N-2 moléculas se
encuentre entre £, y £, +dF ..., y finalmente una de las N-n moléculas se encuentre entre

Py . . Es por esto, que la probabilidad anterior se multiplica por el factor de N!/(N-
n)!, donde el término (N-n)! elimina las permutaciones de los términos n+1, n+2,...N ,

términos correspondientes a las moléculas que no se consideran. Dicho lo anterior, se
tiene que

P76 B)= g P e B) (113)

Esta probabilidad es asociada a la densidad adimensional, y es una funcion de
distribucion. La funcién de distribucion mas sencilla es £ (E)dfi esta es la probabilidad
de que cualquier molécula se encuentre entre i y P+ dP. En un cristal, esta distribucion

es una funcién periodica de df?, cuyos maximos drasticos coinciden claramente con las
ubicaciones periddicas de los vecinos cercanos de la molécula 1. Sin embargo, en un
fluido, todos los puntos del volumen son equivalentes. Esto quiere decir, que para el

liquido, P(l)(E)de es independiente de E entonces

i (€N
[P0 B = (1.14)

N_
Vv

En otras palabras, la probabilidad, o bien, la densidad adimensional, es proporcional a la
densidad, si n=1. Este resultado deberia ser parecido para cualquier n, es decir, la



densidad de probabilidad, deberia ser proporcional a la densidad, y su variacion podria
medirse con una funcion nueva, que modifique localmente a la densidad. Es por esto que

. ., ., N
se define la funcién de correlacion 9 (E PN) como

PR B)=p"g" (R R) (1.15)

9" mide la distribucion espacial de las particulas
VNI J‘...Ie‘*””Ndﬁ...d&

9("’(8'---'R1)= NN(N_n)! 7
=Py
=V“(1+0(N-l))j"'Ie . af..ch (1.16)

Experimentalmente, se puede obtener a la funcion de correlacién para n=2 g? (ﬁ) 8) lo
que la hace particularmente importante. En el caso de un fluido de esferas duras, donde

. ; . . o 2 .
las moléculas son esféricamente simétricas, 9”(8,8) depende Unicamente de las
distancias entre las moléculas 1 y 2, es decir, de h>=r y no de sus orientaciones, y se

denotara ahora a 9?(r) simplemente como 9 (r,,) = 9(r), refiriéndose generalmente a
esta cantidad como la funcion de distribucion de pares.

Entonces, £9(r)dPes 1a probabilidad de observar a la molécula 2 en una vecindad dF de
t dado que la molécula 1 esta en V. Esta probabilidad no estd normalizada, en realidad
se tiene que (en el limite termodindmico N — o,V — o« y,N /V es finito.

ng(r)4m2dr =N-1~N (1.17)
0

rLs -, 2 ,
De hecho, esta Gltima expresion muestra que 29(r)4ar° es realmente el ndmero de

moléculas entre Ty r+dr La funcion 9(r)es fundamental por dos razones. La primera
es que, como se mostrara mas adelante, todas las propiedades termodinamicas de un
sistema son funciones de g(r), si se supone que la energia potencial es la suma de pares;
la segunda, es que g(r) puede ser determinada por difraccion de rayos X u otras técnicas,
y con los resultados del estudio experimental, se obtiene el orden en que estan
acomodadas las moléculas. En el caso de solidos, el patrén de difraccidon es muy definido,
y muestra que las moléculas estan ordenadas de forma regular y sus patrones se repiten.
En el caso de liquidos, el patron de difraccion es difuso; no obstante, también se extrae
informacién. Un ejemplo de una g(r) se muestra en la siguiente figura. Los picos
representan la cercania con sus vecinos cercanos. El primer pico corresponde a la
cercania con los primeros vecinos a la molécula central, el segundo con los segundos
vecinos mas cercanos, etc...



Q1

5 < 4 5 r(A)

Fig. 1.1 Funcion de distribucién de pares g(r). Figura obtenida de la referencia [10]

[m)!

Utilizando el ensamble canonico, a continuacién se determinaran expresiones que
permiten el célculo de la energia total, la presion y el potencial quimico si se conocen las

propiedades estructurales del liquido. Para este ensamble, las rutas a seguir se presentan a
continuacion:

Ensamble canénico Q(N,V,E)

A=—KTInQ,
dA=-SdT — pdV + zdN

S =kInQ+kT(6InQNj
o ),

oInQ
p= kT( “J 1.18
N e (1.18)
yz—kT(aanNj
N ).
E :sz(aanNJ
T )y

1.31 Ecuacion de la energia

A partir de la relacion Qy =Zy /N!'A™ 'y considerando que en el ensamble canénico
E=kT?(@InQ, /8T),, sesigue que

3 oinz
E =2 NKT +kT?[ S5N
2 [ ot ] (119)
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—gNkT +U
2

donde, como ya se comento 3/2NKT corresponde a la energia cinética promedio y

Uy
oo j...juNeZ df..df, (1.20)

Para calcular esta energia promedio, se considera la aditividad de pares del potencial, que
resulta en que la suma de todos los términos involucrados en U es igual al producto de un
potencial entre dos moléculas cualesquiera tantas veces como pares haya, es decir

Uy = N(Nz_l)U v(r,) 'y por ende

Uy = I\I(ZI;N_]-)I---IE_WNU N (rlz )dedPN

ZN

= [ JUA (5 )0 (. B RGP

En el caso de potenciales esféricos y simétricos, resulta que

2 ©
Uy = U, (rg(r)4zrdr (1.21)
7K

La energia total es entonces

E 3~ 2
T =2 T T !U « (r)a(r)aar2dr (1.22)

Esta es la ecuacion que relaciona la energia con la estructura del fluido.

1.32 Ecuacion de la presion.

Por medio de esta ecuacién se puede obtener la ecuacién de estado. Seguir este
procedimiento se le conoce como la ruta del virial.

Para grandes valores de V, la presién es independiente de la forma del recipiente,
entonces, por conveniencia, se supone gue el contenedor es cubico.
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D= kT(aInQN j - kT(aln Zy j (1.23)
av N, T av N, T
donde ahora
V1/3
Zy = [..[eM dxdy,dz,...dx, dy,dz, (1.24)
0

Antes de derivar Zn con respecto a V, se cambiaran las variables de integracion de
manera que los limites sean constantes y que la energia se una funcion explicita de V.

Sean las variables X;, Y:, etc. donde

X, :Vllsxk'
Entonces,
101 , ,
Z, :VNI...je Andy, ...dz,,
0 0
U= U, (r“-) (1.25)
I<i<j<N
y
h = [(Xl - XJ)Z + (yi - yj)z + (Zl - 21)2]1/2
A U RN R R CEE (1.26)
Por lo tanto,

11 , , N1l , ,
(aZN j =NV N‘l.[...J-e’ﬂUNdx1 ..dz,, —\/—J...Ie’ﬂUN (au’“jdxl ..dz,,
N Jyr 0 KT 5 % oV

donde

[GUNJZ 3 dUN(rij)drij_ D iw

oV 1<i<j<N drij dav 1igen

ij

Ahora se regresara a las variables originales 1. Zn . Al integrar sobre la suma de los
N(N —1)/2 t¢rminos idénticos, se obtiene que
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omnz,y) N 1 dUy (h) @ p p
(av j_v 6VkT\~,”r12 dr, ” (5.£)

De aqui se sigue la Ilamada ecuacion para la presion:

= p- P UL (g(rparar .27)

que una vez mas permite relacionar una propiedad termodinamica con la estructura del
fluido.

1.33 El potencial quimico.

La energia potencial se escribird ahora de forma diferente. Esto para reemplazar la
interaccion de una molécula central, llamese 1, con la j del sistema u(r;) en términos
del parametro acoplador ¢

U(E. R §)=2 80, () + 3 Uw(R) (1.28)

2<i<j<N

La molécula 1 puede tomarse adentro o afuera al variar ¢ de 0 a 1. La funcién de
distribucion radial del sistema depende de ¢, de manera que ahora se tiene 9(r. 2. T;¢) |

Como N es grande, se puede escribir

ﬂ:(é‘Aj = ANV, T)- AN -L1V,T) (1.29)
ON )y
Y como
~ A inz, ~INNL3NInA
kT
se obtiene
N N A?
I(_l__anN_1 INN —InA (1.30)

El cociente entre las funciones de particion configuracional se puede escribir en términos
de . Nétese que
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Zy(E=1)=2, (1.31)

ZN(é::O):VZN—l (1.32)
El factor Ven Zx (& =0) proviene de la integracion sobre dF. Asi pues,

In Zn =1In ZN(‘f:l)+lnv
ZN—l ZN(SZZO)

t(olnz,
=InV +£( y jdg (1.33)
donde
(&)= jj e nEdP dP (1.34)
Entonces,
oz, 1 DINEIR
o :_ﬁj"'je iy (f){;UN(rﬂ)}d@”dﬁf (1.35)

que al dividir esto entre Zx y juntando las N-1 integrales, lleva a

olnz, 1 @)
PE = NkTJIUN(r”)p (e,@)dedf?

Pt . 2
=—"—|U,(rg(r;&)4nr<dr
o I W (N9(r;8)
Asi pues, el potencial quimico puede expresarse en términos de g(r) como

% = In pA? +GMUN (Ng(r; &)4rrdrds . (1.36)

Una vez que se dispusiera de E.p.u, se podrian obtener todas las otras funciones
termodinamicas. Pero para ello es necesario conocer g(r), lo que desgraciadamente no es
factible de manera exacta y por esto se han propuesto varias ecuaciones aproximadas para
determinarla como la de Kirkwood, la de BGY, la de Percus-Yevick o las de la GMSA.
Algunas de estas aproximaciones se discuten en el capitulo II.
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1.34 Obtencion de la ecuacion de la compresibilidad isotérmica.

Para obtener la ecuacion de la compresibilidad isotérmica, se considerard al ensamble
gran canonico. Esto es porque es una ecuacion muy importante, también utilizada en
sistemas abiertos, es decir, en aquellos donde hay un intercambio de particulas. La

probabilidad de observar n moléculas entre AF-.dR en (£..F) es

p" = zpfu")PN (1.37)

N>n
Donde Py es la probabilidad de un sistema abierto de tener N moléculas dado por

p _&™MQINV.T)_2"Z,
“oo=(wV,T)  NIZ

Y = es la funcion de particién del conjunto gran candnico. Sustituyendo las Ecs. (1.12) y
(1.13) en (1.37) se obtiene que

PR )= T E e )

N n+l

Ujesel potencial intermolecular de un sistema de j particulas. Se puede notar que

i N! N!
J-Jp" . ZNZn(hl—n)I 2P (N—n)!:<(N—n>!> (1.39)

Si n=2, se obtiene que

[ @ LB = (M~ NN
Mas adn,
[ [ p*(R)p* (B )ifdr, = (N} (1.41)

Restando

H [0*(B.R)- o ()o’(B ) bar, = (N g

= pkTe -1 (1.42)

Siendo X la compresibilidad isotérmica. Entonces, para un fluido
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KT (Z’;j =1+ p[[g(r) - 1jdP (1.43)

Esta ecuacion es conocida como la ecuacion de la compresibilidad. La derivacion de esta
no requirio de la hipdtesis sobre la suma de pares del potencial intermolecular. Esta
relaciona a la compresibilidad Xy a la presion p, en términos de la funcion g(r), que es
una funcion estructural.

1.4 Ecuacidén de Ornstein-Zernike

Considérese ahora la funcién de correlacion total h(r,)=9(r,)—-1 que mide la
influencia total ejercida por una molécula 1 hacia una molécula 2 dada su distancia de
separacion .. Para determinar esta funcidn de correlacion, en 1914 Ornstein y Zernike
propusieron dividir a h(f,) en dos partes correspondientes a una parte directa y una

indirecta. La parte directa se representa por ¢(f;) denominada funcién de correlacion
directa. La parte indirecta es la influencia propagada directamente de la molécula 1 a una
molécula tercera, 3, que sucesivamente ejerce su influencia sobre 2, directamente o

indirectamente a través de otras moléculas. La descomposicién de N(,) se escribe
entonces como

h(r,) = c(r,) + p ()N (rys)df (1.44)

Esta es la ecuacién de Ornstein-Zernike (OZ) y se considera como la definicion de la

funcion de correlacion directa (1) .

La funcion de correlacion directa no tiene un significado fisico tan intuitivo como la
funcién de distribucion radial g(r), pero tiene una estructura mas simple, vease la
siguiente figura 1.2.

La funcién C(r,) tiene menor alcance que h(r.), cuya “cola” estd mediada casi en su

totalidad por el término indirecto.
P
Al multiplicar la ecuacién 0Z por e*®-®) ¢ integrar con respecto a df, y df), se obtiene

P P p
[h(r, e dhdf, = [c(r, e =dRdh, + p[[[c(Rs)e™ *h(h,)dRdr,df, (1.45)
Recordando que la transformada de Fourier se define como:

f(6) = [ f(PetiaP

la ecuacion de OZ puede escribirse en términos de las transformadas de Fourier como
sigue
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(1.46)

A (k)= ¢K)+ oA K)e(k)
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Fig. 1.2. Se presenta la comparacion de la funcién de correlacion directa y la funcion

de distribucién radial. La funcién de correlacion directa presenta menos oscilaciones
y es mas simple a corto alcance. Figura obtenida de la referencia [12]

Utilizando esta nueva notacién, la ecuacion de la compresibilidad se escribe ahora como
(1.47a)

L =1- p¢(0) :1—pjc(r)dP

1[60 I S
kT Lop ), ]_+pjh(r)dP 1+ pH(0)
Por lo tanto, la ecuacion de la compresibilidad se puede reescribir en funcion de la

|

funcién de correlacion directa c(r), a saber,
(1.47b)

donde las diversas igualdades de la Ec. (1.47a) se siguen de la ecuacion de Ornstein-

Zernike y de tomar K =0 en las transformadas de Fourier.

La funcion de correlacién directa sera calculada para el fluido de esferas duras en el
capitulo 111. No obstante, conviene aqui mencionar algunas propiedades que se cumplen

en el caso general, a saber
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limh(k,) =c(R,) = g®(£,) -1
Entonces en el limite de bajas densidades,
9@ () =c(R,)+1

Ahora, a bajas densidades, el potencial de fuerza promedio se reduce el potencial

intermolecular porque las correlaciones indirectas son despreciables. Esto quiere decir
que

. _ P )
||m (2) P ~@ AUy (I
lim g™ (f;,)
Donde U (F,) es el potencial intermolecular. Asi pues, en este limite

o(f,) =e ™% —1= (R, (1.48)

Esta Gltima ecuacion define la denominada funcién de Mayer f(F),). A bajas densidades

la funcidn de correlacién de OZ coincide con la interaccion de pares usada en la teoria del
gas imperfecto. La comparacion cualitativa entre las funciones h, ¢ y la correlacion
indirecta se muestra en la siguiente figura.

/ \ Clr2) Directa
\

]

-~
-~
-
=

7 N /—\‘\___/ >
/
;
“’;

/

.‘f -
/"’Jﬂj(ﬁ(n;.}iz(m,\dr;
- Indirecta

Total /

Fig.1.3 La ecuacion de OZ esta en la Ec. (1.44), y es una definicidn de c(r). Figura obtenida de la
referencia [12]
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1.5 Factor de estructura

En esta seccion, se introducird al factor de estructura S(l%)), que es otra propiedad
estructural importante. Esta funcion se puede obtener experimentalmente por difraccion
de rayos X o de neutrones.

Ya se menciond que la funcién de correlacion directa c(r) no tiene un sentido fisico tan
intuitivo como la funcién de distribucion g(r). Es por esto que, para entender su
comportamiento, en la seccidn anterior, se presentaron relaciones entre c(r) y g(r), y entre
c(r) y el potencial intermolecular U, . En esta seccion, se relacionaré ahora a c(r) con el

% . P
factor de estructura S(K) . En la figura 1.4, se compara el factor de estructura S(K) y la
funcion de distribucién g(r) para liqguido modelado con un potencial intermolecular

U,(r)=s(o/r)

a(r)
S(k)

0] J., L A - r (Aj u-l-l-l-!'

Fig. 1.4 Funcion de distribucion de pares g(r) (lado izquierdo) y el factor de estructura del Na en
estado liquido cerca del punto triple. Las curvas se obtuvieron por simulacion de Monte Carlo del

potencial repulsivo U, (r) = 5(0'/ r)4, mientras que los puntos se obtuvieron por dispersion de

rayos X, datos de Greenfield et. al y Hansen y Schiff (Tomado del libro de Hansen y McDonald).
Figura obtenida de la referencia [10]

P
Se define el factor de estructura: S(K), como la transformada de Fourier de
h(r)=9(r)-1 estoes

S(K)-1=n[dPe*"[g(P) 1] (1.49)
Integrando sobre los angulos, y haciendo K-P=kr cos & se obtiene que

senkr senkr .2

kr

dr

§(f)-1:4mf[g(P)—1] rzdr:47znTh(P)



19

El factor de estructura es la funcién de dispersion, es decir, es una funcion que puede
obtenerse experimentalmente. Como se vera a continuacién, también se le puede
relacionar con la funcion de correlacion directa. Si se usa el hecho de que

SK) =1+ ph(K) (1.50)

(La ecuacion 1.50 se demuestra en el apéndice, apéndice 1), y se combina con la
ecuacion (1.46), se obtiene

. S(K)-1
e(K) = e (1.51)

Este resultado es muy util, ya que la transformada de Fourier de la funcién de correlacion

. . . b
directa se puede obtener experimentalmente a través del factor de estructura S(K). Por
otra parte, también se tiene que

3 =1+1:L§(% (1.52)
0 bien
oK) =1-$(K) ™. (1.53)
Ahora, de la definicion de
S(K) 1= p[ dPe**h(P) (1.54)

Tomando la transformada inversa e integrando obtenemos que

k2dk (1.55)

nP-. L [s®)-1]

senkr
27°p k

r

A esta ecuacion se conoce como una regla de suma. En P=0

1 Tre b
h(0) = 22 { [$(k) —1)k?dk
O bien,
[[5(6) - 1kdk = 220(0) (1.56)

También de la Ec. (1.47Db)
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1(8p] =1- 47sz' c(r)r’dr
TV 0

KT \ on
Y como
pe(K) = dmp c(r) SeNKT 2y,
0 kr
se sigue que
pe(0) = 4zp [ c(r)rdr.
0
Pero esto implica que
1(op & (-1
—| = =1-pc(0)=S(0 1.57a
T (anjw P(0) =5(0) (1.57a)

Por lo que finalmente, la compresibilidad isotérmica se puede expresar en funcion del
factor de estructura, a saber,

$(0) = kT[a’DJ = pkTx (1.57b)
6p TV

Una medicion de S(0) es pues, equivalente a conocer la ecuacion del estado liquido
después de la integracion correspondiente.
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Capitulo 11

“Siempre he tenido que tomar en cuenta que no se ha
dicho la dltima palabra de la ecuacién de estado,
repetidamente he tenido que regresar a estudiarla”

J.D. van der Waals (1910),
Premio Nobel

En este capitulo se presentardn algunas de las aproximaciones mas exitosas que
surgieron para estudiar a los liquidos, en particular a los liquidos de esferas duras. Este
fluido es puro y consta de N moléculas esféricas de didmetro o, rigidas e iguales.
Primero se dara una panorama general de los estudios realizados de liquidos de esferas
duras. Después se presentan las ecuaciones de la presion en la aproximacion de Percus-
Yevick; luego, la mejora a esta teoria dada por la GMSA, y finalmente, se presenta la
nueva teoria, la RFA, que mejora los resultados de la GMSA.

2.1 Introduccion al fluido de esferas duras.

El estudio de los liquidos de esferas duras tiene una gran importancia, porque se utilizan
como sistemas de referencia para el estudio de gases reales y liquidos a altas
temperaturas. Esto se toma en cuenta en la teoria de perturbaciones de liquidos. En esta
teoria, los fluidos de esferas duras se usan como sistemas de referencia en el célculo de
las propiedades dindmicas y estructurales de fluidos reales. Sin embargo, los resultados
exitosos obtenidos por medio de la teoria de la perturbacion son contados, dado que en
general, las propiedades dindmicas y estructurales de los sistemas de referencia (fluidos
de esferas duras) no son exactos (analiticos).

En el fluido de esferas duras el potencial intermolecular U, es cero en todas partes
salvo en ' = O en que la repulsion es infinita.

o <o

Uy (r) ={ (2.1)

0 r>0o

Haciendo un simple cambio algebraico en la ecuacién de la presion dada por (1.27) se
tiene que,

p 27 5 d a0l
—=p+— — e rty(r)dr 2.2
TPt P Odr[ ] y(r) (2.2)

donde se ha introducido la funcion cavidad y(r) definida por
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Por lo tanto

y(r) = g(r)e™ (2.3)
que es una funcion continua de r. Notese que para r > o y(r) coincide con g(r).
0 r
e—ﬁUN(r)(r) — { <o (2.4)
1l r>0o

es decir, se trata de una funcion escalon de Heaviside. De esta manera,

=pUy(r)
ce o =9r=o) 2.5)

(La comprobacion de (2.5) esta en el apéndice 11); con lo que la ecuacién de estado del
fluido se reduce a

k'?r=p+23”p203y(0) =p+§7rp2039(a+) (2.6)

Donde g(o ™) es el valor de contacto de la funcidn de distribucion radial.

Dentro de los hechos mas importantes en la investigacion de sistemas conformados por
fluidos de esferas duras estan los siguientes:

a)

b)

La aproximacion de Percus-Yevick (PY) resuelta por Wertheim y Thiele para un
liquido puro, y por Lebowitz para el caso de mezclas. En esta aproximacion,
para el caso puro, muestran que la funcion de correlacién c(r) de Ornstein-
Zernike se anula parar > o, y que la funcion de distribucion g(r) se anula para
r < o,y tiende a 1 rapidamente si I = ©; esto se debe a que la probabilidad
de encontrar una particula dentro de otra es cero (las particulas son
impenetrables). En el siguiente apartado se presentaran los resultados mas
relevantes de la aproximacion PY.

Monte Carlo y calculos computacionales de dinamica molecular para sistemas
pequefios (~1000 particulas). Ambos estudios son considerados buenas
representaciones de las propiedades exactas de sistemas de tamafio
termodindmicamente infinito.

La transicion de liquido a solido, que se ha determinado Unicamente a través de
simulacion, ocurre cuando la fraccion de empaquetamiento 7 =7pc’/6, es
numericamente igual a 7 =0.49,

Célculos computacionales realizados para calcular las funciones de distribucién g(r) de
PY, muestran que, en efecto, PY es una aproximacion cuantitativamente buena para

medianas y bajas densidades, es decir 7<0.40 'y es cualitativamente buena para
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densidades 0-40<7<0.49  para el caso de altas densidades, los experimentos
computacionales muestran la existencia de una fase sdlida, no presente en la teoria PY.

Basados en las ecuaciones de estado, obtenidas de PY por las rutas del virial y de la
compresibilidad, Carnahan y Starling (CS) propusieron una ecuacion de estado muy

simple que reproduce muy bien los resultados computacionales hasta 77 = 0.49

Se muestra dicha ecuacion: Z°* =pplp=QA+n+n°-n")A-1)". De hecho la
relacion entre CS y la solucion de Wertheim para la PY estd dada por

32°% =7} +2Z donde Z.'y Z. son los valores de AP/p calculados con las
presiones del virial y de la compresibilidad respectivamente, de PY. También
recientemente, Verlet y Weis (VW) han dado una excelente representacion empirica de

g(r), obtenida de experimentos computacionales para densidades hasta 77 = 0.49

Waisman obtiene una funcion de distribucion radial g(r), y es una mejora al
resultado de PY para altas densidades. Esto fue logrado al proponer una forma para la
funcién de correlacion directa c(r) e imponer compatibilidad termodinamica entre las
dos rutas para obtener la ecuacién de estado, en la llamada aproximacién esférica media
generalizada (GMSA). Esta funcion de distribucién radial g(r) se obtiene al resolver la
ecuacion integral en la aproximacion esferica media en la que se supone que la funcion
de correlacion directa tiene una forma de Yukawa y con la condicion de satisfacer la
ecuacion de estado de Carnahan-Starling. Como se vera posteriormente, para hallar el
resultado se requiere de la solucién de un sistema algebraico de tres ecuaciones no
lineales acopladas.

Ha habido un interés considerable en la GMSA con contribuciones adicionales de
Henderson et.al.,Hoye y Stell, Hoye et. al y Hoye y Blum, entre otros.

Recientemente, mediante el llamado método de aproximacion por medio de una
funcion racional (RFA), se han obtenido expresiones analiticas para las propiedades
estructurales de fluidos de esferas duras y mezclas multicomponentes de esferas duras.
En esta tesis sdlo se consideraran fluidos puros. La Unica informacion requerida en este
método son los valores de contacto de las funciones de distribucion radial o,
equivalentemente, el factor de compresibilidad del fluido.

2.2 Laaproximacion de Percus-Yevick para esferas duras

A continuacion se introduce la aproximacion de PY para un liquido en general, y
después se presentara la aproximacion de PY para un fluido de esferas duras.

Para un liquido general, el método utilizara la ecuacion de OZ; aunque es posible
obtener los mismos resultados por medio del analisis diagramatico y por teoria de los
funcionales.

Ya se mencioné que la ecuacion de OZ puede utilizarse para definir a la funcion de
correlacion directa, por lo cual, se puede obtener c(r) en funcién de h(r) o de g(r). Se
puede observar que al igual que h(r), se puede separar en un término total y otro
indirecto. Es decir,

¢(r) = Grotar (1) = Gingirecta (r) 2.7)
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Donde Yrow (1) es la funcion de distribucion radial; es decir, 9(r) =exp[-pw(r)]

donde y w(r) es el potencial de fuerza media; gindirecta(r) es la funcion de distribucion
radial sin incluir la interaccion directa U , (r).

Entonces se escribe g, ... ()= exp{= Aw(r) —U , (r)]}. La aproximacion de c(r) es
c(r)=e™ - g~ Alw(r)-Uy (r)] (2.8)

En términos de esta funcién cavidad dada por (2.3), c(r) se escribe como

c(r) = g(r)—e™g(r)
=g(r)—y(r)
=e P y(r) - y(r)

Finalmente,

c(r) = F(ny(r) = (e —1p™ g(r) (2.9)

Esta es la aproximacion de PY para la funcion de correlacion directa. Al sustituir esta
aproximacion de c(r) en la ecuacion de OZ, se obtiene la importante ecuacion de
Percus-Yevick dada por

y(r12)=1+pj- f('13)y('13)h(r23)jg (2.10)

Esta ecuacion es claramente integral y no lineal, por esto, una de las primeras
soluciones a la ecuacion de PY fue numérica.

Ahora se presentara la aproximacion PY para un liquido de esferas duras.

La aproximacion de PY para la funcion c(r), c(r)=y(r)f(r), se considera ahora, para
un fluido de esferas duras, resultando en este caso

d0={=_W0 = 2.12)

=0 r>o

Esta funcidn es discontinua en r = o, porque y(r) es continua en todo el espacio. Es por
esto, que la solucidn esté restringida por el hecho que g(r) debe ser cero dentro del
nacleo duro, es decir,

g(n=0 r<o (2.12)

Dadas (2.11) y (2.12), es posible reescribir OZ como una ecuacion para h(r) en la forma
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y(r)=L+p [y(rdP-p [y(r)y( PP )P (2.13)

r'<o r'<c
P-Pl>c

que se resuelve por medio de la transformada de Laplace. El resultado final para c(r) es

1

c(x):—ﬂl—67712x—§77/11x3 x<1 (2.14)
=0 x>1
Donde x=r/o ,

1+2n)

@;Jh_;g (2.15)
1+7/2)

ﬂf=Ja?m) (2.16)

La ecuacion de la compresibilidad y la de PY para el fluido de esferas duras, se obtienen
al sustituir (2.14) en (1.57a). Después de integrar con respecto a 77, se obtiene

(@ 2
A _Lensn e (2.17)
p ([-n)
Alternativamente, al sustituir
lim g(r) = y(o) = - lim c(r) (2.18)

En (2.6) se obtiene

pP’ =1+277+3772 _
p -ny 7

(2.19)

Que es la ecuacion de estado del virial para liquidos de esferas duras en la aproximacién
de PY.

Las ecuaciones de estado completas, estan graficadas para todas las densidades en la
Fig. y se pueden comparar una con la otra, y con los resultados obtenidos usando la
ecuacion de Carnahan-Starling, que es casi exacta.
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Fig 2.1. Ecuacion de estado para un liquido de esferas duras para la aproximacion de PY. Las
curvas completas y las discontinuas son los resultados de las ecuaciones via la compresibilidad

y el virial. Los puntos corresponden a los resultados obtenidos con la ecuacion de Carnahan-
Starling, adaptada del libro de la Ref. [11]

En la misma figura, se puede observar que las presiones calculadas por la via de la
compresibilidad se acercan mas a la de Carnahan-Starling, en todas las densidades;
mientras que la ecuacion virial esta por debajo de CS. De hecho, como se menciond
anteriormente, al sumar las dos ecuaciones de PY con pesos correspondientes una

tercera ecuacion surge, se obtiene la ecuacion de estado CS para el fluido de esferas
duras.

2 3
P _ P (gpe ppy) 1t =0T _ s (2.20)
ye)

3p (L-n)

Ademas de la c(r), también es posible encontrar la g(r) del fluido de esferas duras en la
aproximacion de PY. Aunque esta expresion no serd deducida, por no ser directamente
relevante para los propositos de esta tesis, por completez en la Fig. 2. se muestran los
resultados obtenidos por Throop y Bearman para esta cantidad estructural.
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EHGF)  —

Vs (r) e o= o

l 1 —J
2.0 3.0 4.0

1.0

r/a

Fig 2.2. Funciones radiales de distribucion para un fluido de esferas duras, calculados de la
ecuacién de PY por Throop y Bearman. (J.Chem. Phys. 42, p. 2408,1965). La linea punteada
representa la funcién y(r)=exp(u(r))g(r). Figura obtenida de la Ref. [11].

2.3 GMSA (Waisman)

Se menciond en la seccidn anterior que PY falla, cuantitativamente, para describir a los
fluidos de esferas duras para valores de la fraccion de empaquetamiento de

0.40<7<0.49 Buscando remediar esta situacion, Waisman obtiene para el fluido de
esferas duras una funcion de distribucion radial g(r) algebraica que representa una
mejora al resultado de PY para altas densidades.

La solucion encontrada, es decir, la funcion g(r) la obtuvo a partir de la funcion de
correlacion directa c(r) que a su vez fue el resultado de resolver la ecuacion integral
esférica media con forma Yukawa, con la condicion de satisfacer la ecuacion de estado
de Carnahan Starling. Las ecuaciones de las que se parte para resolver el problema son
las siguientes:

9(N=0 r<qo (2.21a)
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_ Kexp[-z(r-1)] .
. ,

c(r)

>0 (2.21b)

g(r)—1=c(r)+6nz [ (g(| X' ) ~L)c( K- R )k (2.22)

Cada ecuacion tiene su importancia.

1) La Ec. (2.22) es una condicion exacta y crucial de la funcion de distribucion de
un sistema formado de esferas duras, y obviamente generara una g(r) con esta
propiedad.

2) c(r) debe tender rapidamente a 0 cuando ' = *, de hecho es 0 parar > 1 en
PY.Ver Fig. 1.1

3) La forma funcional de c(r), r > o, debe ser lo suficientemente simple para que
se pueda resolver la ecuacion integral resultante de (2.21a), (2.21b) y (2.22).

Lo anterior se satisface introduciendo en c¢(r) (r >o) la forma de Yukawa; c(r) es una
aproximacion, una forma de mejorar la solucion de Wertheim dada para la PY a altas
densidades. Esta aproximacion define un espacio variacional, dado que K y z en la
forma de Yukawa permanecen constantes.

El valor de g(o ) se deduce de la ecuacion de estado de CS y la compresibilidad dada

por a=0pp/0p con estos antecedentes, Waisman encuentra que para x=r/o la
solucion dada al problema es:

-z(x-1)
Ke X>1
X
Comsa (1) = (2.23)
CMSA 1 5 v . v?  [cosh(zx) -1]
—a—bx—_anx ——[l—e ]— 5 X <1
2 ZX 2Kz%e* X
Donde a, b, y v satisfacen las ecuaciones algebraicas:
24ny® = —4b + 2vz —v* | Ke’
24n[(y")? —2yy"] = 24na — 2vz® + v*z* | Ke? (2.24)

! n - . .
yasuvez Y ¥ Y cumplen las siguientes relaciones:

y = a(1+;77)+b+ K+(v/z)1-e?)+(v?/2z°Ke*)(cosh z - 1),

y' =a(l+27)+2b— Kz +ve™ +(v*/2zKe*)sinh z
y" =6an + 2b+ Kz? —vze™ + (v* / 2Ke*) cosh z (2.25)

Por otra parte la condicion para la compresibilidad es:
a=1- 24njc(x)x2dx '
0

Es decir,
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121
VA

[1_32+ 2(22+21)]v+ 6;7 . [gsinhz—%coshz+
Z z°e Kze® "z VA

a=1+a(2n* +8n) +6mnb +

z+1

ZZ

—24nK

(2.26)

Notese la errata en la segunda igualdad del miembro derecho de la ec. (8) de la ref.
(Henderson,Stell, Waisman) en la que no aparece el 1 que es el primer sumando del
miembro derecho de la ec. (3.4).

Las ecuaciones (2.21a), (2.21b), (2.22) y (2.23) determinan la aproximacion
esférica media (MSA) para un fluido con un potencial intermolecular conformado por
un nucleo duro y una cola atractiva dada por

U (r):_gw r>1
N r '

i.e. K=¢/KT dondeK,y, z sondadasy a,b, v, c(r) yg(r) deben calcularse.

Las ecuaciones (2.21a), (2.21b), (2.22) y (2.23) son consideradas apropiadas
para un fluido de esferas duras. Para el ejemplo dado (K=¢/kT) se considera que la
funcién de Yukawa es una forma aproximada para c(r) afuera del nucleo. En este caso,
tanto K, como z son parametros ajustables escogidos para dar informacién sobre las
propiedades de un fluido de esferas duras y entonces calcular a, b, v, c(r) y g(r).
Generalmente, cuando se sigue este procedimiento, esta aproximacién es conocida
como aproximacion esférica media generalizada (GMSA).

2.4 GMSA (RFA)

Las siglas RFA corresponden a la Ilamada aproximacién por medio de una funcion
racional. Ya se sefialé que en el caso de la aproximacion de PY, las ecuaciones de
estado obtenidas mediante las rutas de la compresibilidad y del virial resultan diferentes.
Este problema de incompatibilidad termodinamica no ocurre en la RFA pues en su
formulacion se impone que ambas rutas proporcionen la misma ecuacion de estado.

A continuacion se presenta la aproximacion de la funcion racional (RFA) para la
estructura de un fluido de esferas duras, que como se verd, resulta equivalente a la
GMSA. En la RFA se propone una solucién totalmente analitica y no algebraica.

La funcion de distribucion radial totalmente (rdf) g(r) y el factor de estructura estatico
S(q) son las cantidades basicas usadas para discutir la estructura de un liquido puro.

La consistencia termodindmica implica que

4 d
Xs ()= a[nzs(n)] (2.27)

2

z
;I
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Donde z = p/ pKT es el factor de compresibilidad.
Pero en general, esta condicidn no se satisface por una rdf aproximada.

Caso puro

Considérese un fluido de esferas duras de didmetro . Es conveniente introducir la
transformada de Laplace

G(s) = [ dre~rg(r) (2.28)
0
Y la funcién auxiliar
S so _
G(s)=, [p+e¥ ()] ' (2.29)

Dado que 9(F) =0 para " <@ mientras que 9(c") = finito | se obtiene
g(r)=0(r-o)[g(c")+g'(c")(r-o) +..] (2.30)

Donde 9°(r)=dg(r)/dr Esta propiedad impone una restriccion para los valores de
G(S) para altos valores de s.

e*sG(s) = ag(c") +[9(c7) + 0g'(c")ls™ + o(s™*) (2.31)
Por lo tanto, lim,_,., €°G(s) = og(o™) = finito

0 equivalentemente,

) 1 ..
lim_. s?¥(s)=———— = finito
img_,,, s (s) 2709(0") ini (2.32)

Por otra parte,
—31: d K —sr
¥, =1-24nc Ilm—jdre rfa(r)-1]
s—0 dS 0
=1-24n0"° Iimi[G(s) -s7] 2.33
s—0 dS ( ' )

Al ser la compresibilidad isotérmica ¥s también finita, se tiene que

Tdrrz[g(r)—l] = finita

tal que debe cumplirse otra condicion: J'drr[g(r) ~1]=1lim[G(s) - s~°] = finita
0
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condicion mas débil que la primera. De lo anterior se sigue que

1 ,, 1 45 1.5 ,1 4 1., 5
W(s)=—p+pos—— po’s” +(= +-)8° = (= +-—)os* +o(s 2.34
(S)=-p+p , PO (6p0 27[) (24/30 27[) o(s”) (2.34)

2.41 Primera aproximacion

La funcion racional con el menor nimero de coeficientes esta determinada por

SO 4+ 5Ws 4557 4 5O

i) = L@ + 1O

(2.35)

donde uno de los coeficientes es un valor arbitrario distinto de cero. Escogiendo
S® =1 y utilizando esto junto con la Ec. (2.34), se encuentra que

SO — —pL(O),S(l) — _p(L(l) —O'L(O)),S(Z) Zp(O‘L(l) _;O.ZL(O)) Ly

1+2n
L =27 2.36
(1-7)? (2.36)
1+1n
LY =276 2 5 (2.37)
(1-n)

Sustituyendo esto en las Ecs. (2.29) y (2.35), se obtiene que

e L + L®s
G(s) =
O o 1~ plp,(08)a°L? + ¢, (08)o* L ] (2.38)
Donde
20 =x Qe (2.39)

Nétese que 1M, () = (=1)" /(n +1)L.

Es muy notable que la Ec. (2.38), que ha sido derivada en la RFA como la forma

racional mas sencilla de ‘¥'(S), si se sujeta a las condiciones (2.32) y (2.34) coincide
con la solucion de cerradura de PY, c(r)=0para ' > 0 de laEc. O.Z.

De las Ec. (2.32) y (2.35) a (2.38) se obtienen el valor de contacto g*" (a*)
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ZP -1

gPY(O_+)= "

y el factor de compresibilidad Z," . Andlogamente, la Ec. (2.33) conlleva a

PY _ (1_77)4
© T L+ 2m)2 (2.40)

Y de que se sigue por integracion de Z

2.42 Segunda aproximacion

La forma mas sencilla de tratar la siguiente aproximacion requiere de dos nuevos

términos , as* en el numerador y L” s* en el denominador , ambos necesarios para
satisfacer la E. 2.32.
Adicionando dichos términos:

(0) () (2)a2 (3)3 4
S™+SYs+S5¥s® +SYs® + a8

P(s)= L0 4 | Og 4 | g2

(2.41)

Utilizando (2.34), es posible expresar S©,8®,5@ S 1© v [ en términos de 2,
y L', Esto conduce a que G(s) se puede escribir de la siguiente forma

G(s) = e’ L+ Ws + L12s?
2752 1+ 05 — pl,(08)5°L® + 9,(08)°L? + g, (05)°L? ] (2.42)
Donde, ahora
@
LO = 1+2772+1277 V4 E_Lz
l-n° 1l-p|l-no o
1 (2.43)
1+—n )
LY = 270 2 ; + 2 7z1+277a—377|_—
A-n)°" 1-n{ 1-p o

Hasta ahora, independientemente de los coeficientes L) y & las condiciones
. o .. . 27 _ fini .
lim, ., e*°G(s) = finito y iM[G(s) —s™] = finito g¢ han cumplido. Por otra parte,

L® = 207ag (") (2.44)

27V 127 « a) 127 @
clEmse ] e
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Sustituyendo las ecuaciones (2.32) en (2.33) se obtiene una ecuacion cuadratica para
&  cuya raiz se muestra a continuacion

oo : 12n(1+27)S, : (2.46)
(L-n)" +36n[l+n-2Z,1-n)IS
Donde
1 2
7=
S, = 171 _Jj_ 1+ zBPY ( Lo J (2.47)
3677(25—) BN

Las otras raices no se toman en cuenta porque corresponden a valores negativos de ¢
y de acuerdo con la Ec. 2.44, se obtendra un valor negativo de L*. Esto implicaria la
existencia de un valor positivo real de s al cual G(s)=0 5 gue no es compatible con un
definido rdf positivo. Sin embargo de acuerdo con la forma de la Ec. 2.31, puede
suceder que, una vez que se escoja Z , existe una cierta fraccion de empacamiento 7
que por encima de la cual, ¢ deje de ser positiva. Esto puede indicar, que en la fraccion

de empacamiento 7; donde & desaparece, que el sistema deja de ser un fluido y ocurre
una transicion en el fluido de esferas duras a vidrio.

La Ec. 2.41 coincide en el caso unicomponente con la solucion de la GMSA,
donde la relacion OZ se resuelve bajo la suposicién de que la funcion de correlacién
directa tiene la forma de Yukawa afuera del carozo.

Una vez que ya se determin6 G(s), se obtiene rg(r) a través de la transformada
inversa de Laplace, par una fija Z . Entonces se determina la rdf por medio de

ii‘,z//n(r—na)G)(r—na) (2.48)

r) =
g(r) 2mpr

Donde © (x) es la funcion escaldn de Heaviside y
v, (r) =—L{s[-¥(s)/ p1 "} (2.49)

L™ corresponde a la transformada inversa de Laplace. Ahora, utilizando el teorema del
residuo,

4 n (i)
R S s T (250)

i=1 m=1

Donde
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al) = !LT(;’SJW S[-(s)/ p(s—s)] ™", (2.51)

Si (i=1,...,4) son los polos de 1/'¥(S) , i.e., las raices de S@ + SWs + s@s? + O3
+as'=0,

Por otra parte, el factor de estructura S(q) estatico y la transformada de Fourier h(q)
pueden relacionarse a G(S)

_G(s)-G(-5)

= [arrdin(anh(n) =2 (252)

s=iq

Por lo tanto, las cantidades estructurales basicas de un fluido de esferas duras
monocomponente, es decir, la rdf y el factor de estructura , pueden ser determinados
analiticamente con el método de la RFA una vez que el factor de compresibilidad Zs, o

equivalentemente, el valor de contacto g(o ") sea especificado. En la siguiente figura
se comparan la g(r) para una densidad po’=09¢on la prediccion de la RFA, y la

reciente aproximacion de Trokhymchuk et al. (J. Chem. Phys [80] y de los) y datos de
simulacion (Kolefa et al [79]).

5[ {4 T T i
12}
4 I
Lol
3 Tos |
o 0.6}
5L 4 |
= ‘;‘ 1 2 3 4
| - )
l_ 1 ]
1 i
1 2 3 4

=
Fig 2.3. Funcidn de distribucion radial para un fluido de esferas duras monocomponente para

Po°=09. La linea continua representa los datos de la simulacién. Las lineas discontinua
representa a los datos obtenidos por Trokhynchuk (linea punteada) por la RFA. La subgrafica
muestra las oscilaciones con mayor detalle. Figura obtenida de la Ref. [2]
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También por medio de la RFA se puede obtener la funcién de correlacion directa c(r).
Utilizando las Ecs. (1.51) y (2.52), y utilizando el teorema del residuo, después de un

poco de algebra se obtiene

ZX —ZX

e e™ a e
Crea(r) =(a++a_ + L ta, +a1x+a3x3j®(1—x)+a’
X X X

—IX

Donde

z= i\/12anL(2) |7 +1-12a(1+ 2a)n/1-n)

= on 2 a2 4 + 2a (s 20)]2
4a“(l-n)"z

+(A-7n[z? =72+ (z£6)2)]L° / 7)H12n[1+ 2(1+ 3a)7]

+67[3n — 2a(1-4n)]z - 6n(1+ 2a)1-n)z° - (1-1)*2°(cz n1)

+6n(-n)[z2* —n(2+ (2 £6)z]L? / 2},

@
a, = _[Zﬁa +ae'+ae’‘+a,+a + aSJ

o | 1r2a+30n-6n-nL? 1= ’
i az(1-n)*

6 3
al:la0+ 2 7 4 2{
20°(1-n)"z

Z
< (7+n+6a(2+n)L2/ r+12n(2 +7)1-1n)’L?" | 22},

[2+7+201+27)) —40-n)[1+7

a=—(a,+a +a,)

(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)

(2.58)

(2.59)

(2.60)

La Ec. (2.60) garantiza que c(0) = finito, mientras la Ec. (2.56) conlleva a

c(c?)-c(c)=L?/2za=g(c").
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Capitulo 111

En el capitulo anterior se presentaron las expresiones para la funcion de correlacion
directa que se obtienen tanto en la GMSA como con la RFA. A continuacion se
mostrard que ambas expresiones son totalmente equivalentes y, como los resultados de
la RFA son totalmente analiticos, posteriormente se compararan éstos con una
aproximacion analitica deducida para la formulacion original de la GMSA por
Henderson y Blum. Empezaremos por expresar el resultado de la RFA en la forma que
fue propuesta dentro de la GMSA.

3.1 cemsa(r) Vs Crea(r)

De acuerdo con la ec. (2.53), la funcion de correlacion de la RFA esta dada por

—IX

eZX e—ZX a e
Copa(r) = (a+ S4a -+ t4a, tax+ a3x3j®(1— X)+a —
X X X X

con 2.,8.3,-8,,8,Z etc. dados por (2.54) a la (2.60). Para mostrar que este resultado
es equivalente a la funcién de correlacion Cemsa(r) dada por la ec. (2.23)

Ke—z(x—l)
X

S X>1

Comsa () = V2 [COSh(ZX)—l] X <

2.2 1
2Kze X

—a—bx—;anx3 —Z—‘;[l—e‘“]—

es conveniente utilizar las siguientes identificaciones (que se exponen justo abajo, de las
cuales el lado derecho corresponde a la GMSA y el izquierdo a la RFA):

K=ae’
a=-a,
b=—a, (3.1)

v=1fa'—(a” +2a_a)"*]= 2z(-a.a’)"?

Asi resulta que uno puede expresar la ec. (2.53) en la forma de la ec. (2.23), lo cual ya
sugiere que ambos resultados deben ser equivalentes. Con la intencion de

comprobar que esta equivalencia se cumple se construyeron programas que se exponen
en el apéndice ... En el primero de ellos, se verifica que para 77=0.49, que es el caso
para el que se cuenta con los resultados numéricos de Waisman, efectivamente los

valores que se obtienen para &0,V,K,Z ysando la ec. (3.1) son idénticos a los
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reportados por Waisman. Mas aln, para esta fraccion de empaquetamiento, las gréficas
para ambos casos de c(r) son iguales, tanto la parte interior como la exterior del ndcleo
duro. Notese que las distancias estan expresadas en unidades del diametro o .

El procedimiento seguido en el programa es esguematicamente el siguiente: se
introdujeron las aproximaciones involucradas en la RFA para calcular los coeficientes

a,,a.,a.,,8,,8,,8;,8" para una fraccion de empaguetamiento dada. Con éstos se
calcula y se grafica la funcion crea(r) dada por la expresion (2.53). Una vez hecho lo
anterior, se le pide al programa que calcule ab,v,K | seglin las reglas de
correspondencia de 3.1. Estos nuevos coeficientes corresponden a los de la funcion
Caomsa(r), con los cuales se le pide al programa que calcule esta nueva funcion y que la
grafique. Los resultados de ambos calculos son idénticos y conducen a la siguiente

grafica que se presenta en dos partes correspondientes una al interior, y la otra al
exterior del nucleo duro.

Crra kLT omsa s 1L

cll

CRrA KL oMo ke L
ckl
0.0015 | .
0.0010 * :
00005 -
%

: : : : : r
12 14 16 18 20 22 24
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Una vez, realizada la identificacion y verificada la equivalencia en el caso de 7=0.49,
es inmediato obtener los resultados para cemsa(r) para cualquier fraccion de
empaquetamiento. Asi, se consideraron los valores de la fraccion de empaquetamiento
1 dados en la siguiente tabla:

Tabla 1:
Los 10 valores numéricos de la fraccion de empaquetamiento
1 utilizados en los calculos.

Ui Valor fraccional | Valor numérico
n, | 49/100 0.490

n 7130 0.10472
n, 715 0.20944
s 7710 0.31416
n, | 65*7/600 0.34034
ns | 77160 0.36652
e /8 0.39270
n, | 4*7/30 0.41890
Mg 85* 7 /600 0.44505
n, |3*7/20 0.47123

En la tabla que sigue se muestran los valores de & 0,V,K,Z obtenidos a partir de la
identificacion de la Ec. (3.1) para todas las fracciones de empaquetamiento 7.

Tabla 2: ab,V,z, K para la GMSA vy distintas fracciones de empaquetamiento 7

n a b 4 K z

o -51.8455 60.277 2.4320603 |1.33575 28.7513
h -2.26988 1.07878 0.0059174 |0.0095811 |5.73852
s -5.06492 3.85381 0.0629603 |0.0629814 |8.64296
UE -11.467 10.9074 0.2980326 |0.228773 13.1618
un -14.675 14.0055 0.4170263 |0.303226 14.675
75 -17.5392 17.9746 0.5763488 |0.39796 16.3959
T -21.8284 23.0886 0.7890983 |0.518335 18.3624
Uy -27.307 29.7221 1.073052 0.671336 20.6213
Tg -34.3651 38.3929 1.4526116 |0.866164 23.231
U -43.5457 49.8264 1.9616897 |1.11509 26.265

Las gréficas relativas a la funcion de correlacion directa obtenidas con las fracciones de

empaquetamiento etal hasta eta9 se muestran en el apéndice, seccion 5.1.
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3.2 Comprobacidn de las ecuaciones no lineales acopladas

En la seccidn anterior se realizé una identificacion entre los parametros que determinan
la funcion de correlaciéon directa de la GMSA y aquéllos que surgen en la RFA,
logrando expresar el resultado de esta Ultima aproximacién en la forma propuesta en la
primera. Se verificd asimismo que para 7 =0.49, los valores numéricos que se obtienen
de la identificacion coinciden con los determinados numéricamente por Waisman. Para
completar la comprobacién la equivalencia entre ambas formulaciones, se mostrara
ahora que el otro ingrediente involucrado en la GMSA, el hecho de que las cantidades

a,b,v,z,K deben claramente satisfacer un conjunto de ecuaciones no lineales
acopladas, también se verifica. Aunque en principio uno desearia realizar la
comprobacion de manera analitica y esto debe ser ciertamente posible, el algebra
involucrada es bastante engorrosa y no ayuda a esclarecer el hecho. Por sencillez, se

optd entonces por verificar, de manera numérica, que efectivamente &.b,v,z,K
obtenidas con la identificacion (3.1) satisfacen el sistema de tres ecuaciones lineales
acopladas (2.24), con las definiciones dadas en (2.25) y (2.26).

Llamando ahora

l, = 24ny°

|, =—-4b+2vz —v®/Ke (3.2)
|, = 245[(y")* - 2yy"]

l, = 2477a 2vz® +v?z% [ Ke?

I

2

z
v’

1277 n-2 2(2 +1)]

l, =1+a(2n® +8n) +6nb + ——7 677 [ 5|nhz—£coshz+2_
z?

z+1

nuestra tarea se reduce a probar que

I, =1,

l, =1, (3.4)
I, =1,

Para este objetivo, se le pidié al programa computacional de la seccién anterior que,
dada una fraccion de empaquetamiento, primero calcule las cantidades
a,,a.,8,4,8,,8;,35,8 | Juego que encuentre @ b,v,K usando la identificacion (3.1) y

que posteriormente sustituya en las ecuaciones (3.6 )- (3.8) para encontrar Y: YY",
Finalmente se introducen estos valores en las ecuaciones (3.9). En el programa del
apéndice | el blogue correspondiente esta claramente identificado.
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A continuacién se muestran los resultados obtenidos numéricamente para todas las
fracciones de empaquetamiento consideradas en la Tabla 1. Es facil ver que,
efectivamente, las igualdades expresadas en las ecs. (3.10) se satisfacen plenamente.
Con esto, se comprueba la equivalencia entre la GMSA y la RFA.

Tabla 3: Equivalencia entre la GMSA y la RFA

n l, l, 15 1, ls lg

o 380.96 380.96 -114996 -114996 51.8455 51.8455
U 14.38301 14.38301 3.46877 3.46877 2.26988 2.26988
b 16.5035 16.5035 -55.8388 -55.8388 5.06492 5.06492
UE 51.4748 51.4748 -1272.6 -1272.6 11.467 11.467
un 68.2618 68.2618 -2520.27 -2520.27 14,1553 14,1553
75 90.7977 90.7977 -4926.37 -4926.37 17.5392 17.5392
Tl 121.334 121.334 -9565.43 -9565.43 21.8284 21.8284
T 163.144 163.144 -18544.5 -18544.5 27.307 27.307
Ts 221.063 221.063 -36056.5 -36056.5 34.3651 34.3651
Ty 302.353 302.353 -70594.9 -70594.9 43.5457 43.5457

3.3 Aproximacion simple de la GMSA

Como se ha mencionado, la propuesta original de la GMSA no fue dada en forma
analitica y el célculo de la funcion de correlacion directa requeria de la solucién
numerica de las tres ecuaciones no lineales acopladas de la seccion anterior. Es por esto
natural que se haya intentado encontrar aproximaciones que simplificaran los calculos.
En particular, Henderson y Blum trabajaron en una aproximacion a la GMSA

proponiendo que, dado que las variables & 0,V son pequefias a bajas densidades, si se
expanden estas variables en series de potencias de K, se pueden despreciar los términos
de orden mayor que el primero, teniendo entonces una aproximacién lineal. Asi,

Henderson y Blum (HB) aproximan a las variables &b,V de la siguiente forma:

a™ =a, +Ka/®,
HB HB
b™ =b, + Kb

v HB — KleB

con

(3.5)
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_ (1+2p)°
@t
(1+Q)2 (3.6)
2
b, =67
’ 1-n)"*
y
2
e 2y EI2 21115y @
A-n°" z 1-n)
o}
_24n1+nl2
SRR

Por otra parte, en esta aproximacion &b, tienen la siguiente forma:

a, = (z") " 1,(n)

ey (3.8)

b, =(™)" f,(n)
donde

f.(7) = — 24n(1+6n +12n% +8n°)

7 (L-n)(1+2-3n* —4n° + 4n*)

£ ()= ap =81 —20")A+6n+120" +87°) (3.9)

o (-1 + 21 —3n* —4n° + 4n*)

K HB 4_ i
B e VO

’ He (3.10)

K HB n

S0 n) 2™ [Q+712)%,(7) + T, ()]

Los valores resultantes de K™ y z"® de Henderson y Blum se muestran en las figuras
ly?2.

Gréficas de los valores numéricos por HB para K y z comparados con el resultado
directo de la GMSA. Esto da un indicio de que tan buena es la aproximacion respecto a

la GMSA. Mas adelante se presentaran las graficas para todas las variables comparadas
con la RFA.



42

Figura 1: Variable K (HB vs. GMSA)

T
1.0
0.8} .f‘
| !
/
0.6}
* /
0.4}
0.2}
4
T

p

Fig 3.1. K como funcién de £ para esferas duras. Se comparan los resultados obtenidos por HB (linea
discontinua), contra los obtenidos por ellos mismos por medio de la GMSA (linea sélida), para la variable
K. Se observa que al final las graficas se comienzan a separar. Figura obtenida de la referencia [4].

Figura 2: Variablez (HB vs. GMSA)

20¢

10}

Fig 3.2. z como funcién de A para esferas duras. Se comparan los resultados obtenidos por HB (linea
discontinua), contra los obtenidos por ellos mismos por medio de la GMSA (linea sélida), para la variable
z. Se observa que la aproximacion HB para esta variable no es buena. Figura obtenida de la referencia [4].
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3. Comparacion entre la RFA vy
Henderson y Blum (HB)

la aproximacion de

Una vez que K™,z a™ b™ y,v™ han sido determinados, lo cual también esta

incluido en otro bloque del programa del apéndice I, se puede calcular c(r) en la
aproximacion de Henderson y Blum. El resultado es

__HB
K HB| g8 | pHe 1 weps, el-e""
Co(r) — a, +b r+577al rs+vy T

r>1

C(r) =

e—zHB(r—l)
K" r>1
r

Por otra parte, la funcion de correlacion directa de la RFA (que ya se ha mostrado que
es equivalente a la de la GMSA) esta dada por la ec. (2.53) . Resulta ahora interesante
evaluar, a la luz de los resultados exactos obtenidos con la RFA, qué tan buena resulta

la aproximacion HB tanto para los coeficientes &,b,V,Z,K como para la propia funcién
de correlacion directa.
El procedimiento para el célculo de los coeficientes de la aproximacion HB fue el

siguiente. Dada una fraccion de empaquetamiento 7, para obtener K™, z™ | se despejo
en la ecuacion (3.10). A continuacion, para determinar a™ ,b™ , primero se calcularon

a,,b, (al sustituir 3.9 en 3.8) y luego se obtuvo ay, b, (al utilizar las ecuaciones 3.6 y
3.5). Finalmente, para determinar v, se sustituye el valor de z"® en la ecuacion 3.7.

Los valores de los coeficientes @ 0,V,2,K calculados usando la RFA para distintas
fracciones de empaquetamiento ya fueron presentados en la tabla 2. Aquéllos
correspondientes a la aproximacion HB se dan a continuacion:

Tabla 4: 8,b,v,2,K para HB

n a8 bHB v HB KB ,HB

o -51.8455 60.1619 1.73987 1.30593 37.5549
Th -2.26988 1.07809 0.00582512 | 0.00994824 |6.05208
T -5.06492 3.84736 0.0532603 |0.0640248 |10.3662
75 -11.467 10.883 0.231598 0.227573 16.7671
T4 -14.1553 13.9736 0.319134 0.300391 18.8555
75 -17.5392 17.9335 0.435017 0.392838 21.2056
s -21.8284 23.0365 0.588158 0.510131 23.8633
Uy -27.307 29.6568 0.790535 0.659089 26.8852
Ts -34.3651 38.3138 1.05842 0.848713 30.3417
U -43.5457 49.7264 1.41412 1.09103 34.3209
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La comparacion de los resultados numéricos entre ambas aproximaciones para cada
coeficiente se muestra a continuacion graficamente. En el caso de Ky z ya se efectu6 la
comparacion en las figuras 1y 2 (obtenidas por Henderson y Blum).

E
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Graf. 3.1 El coeficiente a se empalma casi igual en ambas aproximaciones, salvo en 77 =0.34.
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Graf. 3.2. El coeficiente b se empalma casi igual en ambas aproximaciones, salvo en 7=0.46 y
1 =0.48.
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Graf. 3.3. A partir de 77=0.3, los resultados para v son muy diferentes.
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Graf. 3.4. A partir de 77=0.4, los resultados para K son muy diferentes
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Graf. 3.5 Salvo en 0.1, Z difiere mucho.

Finalmente y con propdsitos de ilustracion, en las graficas siguientes se presenta una
comparacion entre las funciones de correlacion directa obtenidas con la RFA y con la
aproximacion HB y a través de simulacion para eta9. El codigo de identificacion es el
siguiente:

® Crra
CHB

Csimulacion
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Graf. 3.6 Comparacion de c(r), entre la RFA, GMSA, HB, de la parte interior del ntcleo duro.
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Graf. 3.7 Comparacion de c(r), entre la RFA, GMSA, HB, de la parte exterior del nicleo duro.
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Comentarios Finales

Dentro de las aproximaciones anteriores, la de Percus-Yevick es particularmente
notable porque, en el caso del fluido de esferas duras, conduce a expresiones analiticas
para las propiedades estructurales reales del sistema. No obstante, también tiene dos
serias limitaciones. Por una parte, presenta el problema de la incopatibilidad
termodindmica entre la ruta del virial y la ruta de la compresibilidad para la ecuacion de
estado. Y por otra parte se sabe que falla para densidades altas. Esto condujo a Waisman
a proponer la GMSA que elimina la incopatibilidad termodindmica y mejora los
resultados de PY para densidades mas altas. Sin embargo, la GMSA en su version
original, requiere de la solucion numérica de su sistema de tres ecuaciones algebraicas
no lineales acopladas.

La llamada aproximacion por una funcion racional (RFA) es un enfoque alternativo al
estudio de las propiedades estructurales del fluido de esferas duras. En este enfoque, por
construccion se fuerza la compatibilidad termodinamica y su desarrollo conduce a
expresiones completamente analiticas para las propiedades del sistema que Unicamente
requieren del conocimiento del factor de compresibilidad z o, equivalentemente del

valor de contacto de la funcion de distribucién radial g(o ). Recientemente se habia

logrado expresar la funcion de correlacidn directa ¢(r) que emana de esta teoria en la
forma que ocurre en la GMSA, con una identificacion explicita (dada en forma
analitica) de todas las funciones que aparecen en dicha expresion. Para probar que
ambas teorias son totalmente equivalentes (a pesar de que parten de formulaciones muy
distintas) faltaba probar que dichas funciones satisfacen las ecuaciones no lineales de la
GMSA. Esto es lo que se ha hecho en esta tesis con lo que la equivalencia queda
demostrada.

Lo anterior da pie al uso de todas las expresiones de la GMSA en otros calculos. No
obstante, (ahora totalmente analiticos) dado que las mencionadas expresiones son
bastante complejas, surgio la idea de ver si una aproximacion también analitica méas
simple de la GMSA, aquélla desarrollada por Henderson y Blue, podria ser una

alternativa (til. En este sentido, los resultados que obtuvieron implican lo siguiente:

z™ es una una buena aproximacion a z si 0<7<0.1; K™ lo es para a K, para

0<n<04; v™® lo es v para 0<7<0.3; a™ y b™ parecen ser buenas

aproximaciones a a y b para toda 7. Adicionalmente, ¢/°(r) es una aproximacion

HB
out

GMSA
in
GMSA
out

razonable a ¢, (r) excepto en la vecindad de r =o. c_, (r) es una aproximacion un

poco peora c_. (r), particularmente para las densidades mas altas.



Apéndices

Apéndice I

A continuacion se presentan los programas, tablas y graficas adicionales realizadas
utilizando el software comercial Mathematica (c) Copyright 1988-2008, Wolfran
Research . Primero se introducen las ecuaciones correspondientes a la RFA. Después se
realizan calculos para distintos valores de la fraccion de empaquetamiento 77, en

particular son 10 valores asignados a 7 clasificados como 7, coni1=0, 1, 2.3, 4,5.6, 7.
8, 9. Para cada valor de 77, se compara la funcion de correlacion directa C(r) obtenida

con los valores numeéricos provenientes de las ecuaciones de la RFA, con la funcion
directa de correlacion c(r) de la GMSA, parar > 1 y r < 1. Las graficas de ambas
funciones de correlacion son iguales para todas las distancias y para todos los valores de
r7. En particular, la RFA satisface las tres ecuaciones no lineales acopladas,
I, =01, =1,,;=1. lo cual demuestra la equivalencia total entre ambas
aproximaciones.

Tambien los wvalores de @.b,v,K,zson los mismos con las identificaciones
correspondientes de las variables entre la RFA y la GMSA.

Después se presenta el programa donde se calculan a.b,v.K,z y C(r) para la
aproximacion de HB.

Los resultados obtenidos se compararon con la RFA y se presentaron en €l capitulo II1.
Nota: Los valores computacionales obtenidos en los programas se presentan completos
para 77=0.

49
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ls ] 2*(-3) L0+ L1 5+ L2 52
3] :=
- 2322 l+as-6n/m{e[2, s] LO+o[1l, 5] L1+w[0, 5] L2)
(-3or)*m
¢[n , 3¢ ] t=xrr(-n-1) (Sum[ | ; {m, 0, n} —e"(—m{))
m!

1+2 129 ¢ m '
Lo—2n—=" H{—a-LE

(1-nm*2 1-nll-n

1 2 2 /mil+2 i
Lli=2m 172 {ua—SnLQJ

(1-n*2 1-7m l-7
clr Ji=her(-xr)/r+ (Bpluse* (-xr) /r+Boinuse* (xr) /r+CC/r+AD+ 21 r+ A3 r*3) Unititep[l- r]
A 1= - (Bplus + Boninus + CC)

1 2

Bplus::—(Ex(—2?r(l+(2+6a)n)+:'r(2+n+rx(2+4n))x+L2 (-1+m) (K -m(12+ (-6+x) %)) (7w (-12n {1+ (2+6a) 1) +

dmiol (-1+m) ekt
67 (3n+a(-2+8m) x-6(1+2a) (-L+m i+ (-1+4m) K sa(-1+m)° k) + 612 (-1+m) n (¥ -1 (12+ (-6+x) ¥))))
Bminus := ___r (E“K(Q;'r(l+ 2+da)m) +m (2+n+a(2+4m) x+ L2 (-1+7) (—x‘"+n (12+x (6+x)))) (w120 (1+ (2+6a) M) +
4ol (-1+m)¥xE
67 (3n+a(-2+8m) Kx+6(1+2a) (-Lem i+ (-1+m K —a(-1+m) k) + 612 (-1+m) n [-x* + 0 (124 x (6+x)))))

L2
l::(‘.::-(2 +Bplus e* (-x) + Bninus e~ (k) + AD + Al +h3)
ma

lIllZl::—(2 +Bpluzs e* (-x) + Bninus e* (k) + AD + Al +A3)
ma
1 a 3 a a
Mi=-————————— |37 —12L2‘r,|(2—3r,|+r,|)—?r‘(2+r,|+oc(2+4n))‘—4L2n’(—1+n) (lem (Tem+ba(2+n)))+
2o (-1+m)Exd

4 (6L2 (-1l+m)m+mil+ (2+6a) n)):H

0

K-

(L2 (-1+m) m+mm (L+ (2+6a) 1))°

mat (-1 +m)f KE

A3 :=.;‘|.UF,|_.'r2

'\l“}r-}n;ulQLEcxn-lanxn-Q-i}ra‘" r,|-12L241r,|:

Vot -maty

K

m Esta parte calcula la ecuacion de estado de Carnahan-Starling
ZCS[n ] := (l+m+0%2-1"3)/ (1-m)*3;
CHICS[n ] :=1/D[mn«ZC5[nn], nn] /. nn-+ o
Cla[x ]:=24%x* ((ECS[x]-1)/ (4%x) -1/ (1-x))-36*
® 2/ (1-x) ~2% (17 (1-x) - (ZCS [x] -1) / (2%x) ) ~2*CHICS [x]
Clax ]:=-12%x/(1-x)-12%x* (1+2%x) / (1-x) “3% (1/(1-x) - (2C5[x] -1} / (2*x) ) *CHICS [x]
C3a[x ]:=1-(1+2%x) A2/ (1-x) *4*CHICS [x]
Aalfaa[x ]:=(-C2a[x]+Sgrt[C2a[x]~2-4*Cla[x] *C3a[x]])/(2*Cla[x]}

L2 := 2 magsigCs

gsigCs := (2CS[n] -1) / (4m)
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m El siguiente valor de eta corresponde a la fraccion de empaquetamiento utilizada
por Waisman en su trabajo en el articulo: Mol. Phys. 25, 45 - 48 (1973)

etal = 4%/100;

® Los siguientes valores de eta corresponden a otras fracciones de empaguetamiento.
etal = Pi/30;
eta? = P1/13;
etai=Pi/10;
etad = 65« P1/600;
etad=TwPL/60;
etad = Pi/B;
eta’ =4« PLi/30;
etad = 83« P1/600;
eta%=3«PLi/20;

® En los siguientes 10 ejemplos se muestra (numéricamente) que el resultado de la RFA (c[r]) y el resultado de la GMSA
(cGMSAIn[r] para r<1y para cGMS5AQut[r] para r=1) son idénticas. También se muestra que la identificacion de las cantidades
a, b, v, K y z en ambas teorias es correcta y que en efecto, las funciones analiticas que aparecen en la aproximacion dada
por la RFA satisfacen las tres ecuaciones no lineales acopladas que surgen en la GMSA: 1;=1.,15=1; and 1s=1,.
Motese que en el articulo de Mol. Phys. 25, 45 - 48 (1973) de Waisman hay una errata en el lado derecho de la ecuacion (2)
(Comparese con la Eq. (5) en el articulo del J. Chem. Phys. 62, 4247 - 4259 (1975) de Henderson, Stell y Weisman).
Tambien notece el hecho que dentro del articulo del J. Chem. Phys. 62, 4247 - 4259 (1975) de Henderson, Stell y Weisman
falta un nimero uno "1+" en la sequnda igualdad del lado derecho de la ecuacion 8 (todos los términos son al menos

de orden) i y provienen de la integral -24n j&”c{xj x° dx) en laprimera igualdad. Se pueden obtener otros ejemplo

simplemente al cambiar los valores de 1.

» Ejemplo tomando etal
n=etal;
alfa= Ralfaa[n]:

a= alfa.:-

N[A]

4.09513x10%



H[AxExp[-x]1]

1.33575

M[2A0]

-51.8455

H[A1]
60.2777
H[Bplu=s, 20]

-4.0851279321361185556 » 101%

H[Bminu=, 20]

-4.3682287245629294950 « 1071F

Table[{r, c¢[r]}, {x; 0.00D001, 0.999999999999; .005}]

{{l.xlbﬂﬁf —102&.], (0.005001, -53.875); [0.01000%, -53.4375}, [0.01500%, -52.9375),

[0.02000%, -52.5}, {0.025001, -52.0838}), {0.030001, -51.6719), (0.035001, ~-51.2734),
{9.04000%, -50.875), {0.045001, -50.5), {0.0%0001, -50.1289), (0.055001, -48.7578),
[0.060001, -49.3906), {0.065001, —49.0313}, {0.070001, -28.6777), (0,075001, -4B.33011,
(0.080001, -47,%814}, (0.085001, -47.6392}, {0.09000%, -47,.2998), (0.035001, -46.9634|,
(0.100001, -46.6283}, (0.105001, —46,2976}, {0.110001, ~45.9685), [0.115001, -45.6418B],
-45,3168], [0.125001, —44.9938), {0.130001, -44,.6725}, {0.135001, -44.3529),
-44.035), [0.34500%, -43.7183), {0.15000%, -43.4031}, (0.155001, -43.0892),

{0.1200071,
10.148001,
(M. 166701,
1'9.188001,
1. 260001,
10.220001,
10.240001,
6. 260001,
{1, 280001,
e 300001,
10320001,
{0.34000%,
{0:36000%,
(0.380001,
(9.40000%,
(0420001,

~42.7765},
-41.5368),
-40.31311,
-39.1034),
-37.9065],
-36.7216],
-35.5485),

10.165001, ~42.4649), {0.170001, -42,1545}, {0.175001, -41.F451),
.185001, ~4L1.2295%, {0.190001, -40.9231), (0.126001, -40.51771,
205004, -40.0095), {0.210001, =39.7066}, (0.216001, -33.40486),
.22500%, -38.803), (0.230001, -38.5034}, {0.235001, -38.2046],

.24500%, —-37.6092}, {0.250001, -37.3126}, |0,258001, -37,0168),
255001, -36.4273), {0.270001, -36.1336}, |0.275001, -35.E407],
285001, -35.2571), {0.290001, -34.9663}, |0.295000, -34.67463),

-34.387], [0.305001, -34.0984}, (0.310001, -33.8106), (0.313001, -33.5235),
-33.2371}, [0.225001, -32.9518), {0.330001, -32.6666}, [0.335001, -32.3824],
~32.099), {0.345001, -31.8164), {0a350001, -31.5345y), {0.,355001, -31,25%4),
-30.9731}, {0.365091, -30.6935), {0.370001, -30.4147}, (0.375001, -30.1367),
-2D.2595), {0.385091, =29.8831), {0u399901, -29%.3075}, (0.395001, -23,0327],
-28.7588}, {0.405001, -28. 4856}, {0.410003, —28.2133}, 10.415001, —27.941%],
_27.6713), {0.42500%, -27.4015), {0.430001, -27.1327}, {0.435001, -76.8647],
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(0.440001, -26.5975), {0.445001, -26.3313), {0.450001, -26.065%}, [0.4556001,

{0.456001, -25.538), {0.465001, -25.2754], [0.470001, -25.0137), (D.475001, -
10:480001;

[@.50000%,
10520001,

(0.540001,

(0.550001,

[0.580001,
(6.600001,
(0620001,
(0646001,
{0.660001,

(0.680001,

(0.706001,

(0:72000%,

(6.74G001,
(6.760001,

(0,780001,

(0.860001,
{6.820601,

[Daﬂﬁﬂﬂﬂl,

(0.866001,.
(0.880001,

(0.900001,
(0.920001,
(0., 940001,
(0, 260001,
(0.580001,

-24.4931), {0.485001, -24.2343),
-ZBaQEBSl} {OEEQSqug ~23.2084],
~22.4457 ), (0.323500L, -22.1988],
—21.4523),
[0.565004,

[0.545001, -21.2055]), [0.550001,

- {0.490001, -23.3764],
[0.510001, -22.9546),
. [0/830001, —21.9489},
~20.3598},
-19.9379},

(6.495001,
{0.,515001,
(6.538001,
[0.555001,
10.575001,

-20.4717},
~19.5086],
~18.5635},

(0.
(B

585901,

605001,

-200.2293}, {0.570001,
-19.2706}, (0.590001, -19.0337},
-16.3301}, (0.6%:0601, -18.9979),

[0.5956001,
10.4615001,
~17.637), [0.625001, -17.4083}, LV, 630001, -17.1808], (0.635001, -16.9547],
-16.72971,; (0.645001, -16.5059], {0.650001, -16.2834}, [0.658001, -16.0622],
-15.8422), (0.665001, -15.6234), {0.670001, -15.406}, (0.675001, -15.18%8),
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-25.R015],
24.7529),
~23.7195],
hZQ’TQQT]?
—21.7001],
~20.7182],
-19.7477],
~18.798),
~17.8688],

-14.978), (0.685001, -14.7614), (0.690001, -14.5492}, [0.695001, -14.3383),
T0500L, -13.2205}, {0.710001, -13.7137}, {0.7156001, -13.5082),

-14.1287}; (0.
-13.3041}, (0.
~12:5015}, {0.
-11.7217}, {0:
-10. 9651,
-10.2325), (0.
-9.52448], (0.
-8.84153), (0.
-8.18431}, (0.
-7.55343), (0.

125001,

745001,

785001,

(n.785001,

205007,
825201,
8450601,
865001,
835001,

-1%.1013),
-12.3044),
-11.5303},
-10.7797),
-10.0532),
-8.35136),
5. 67479],
-8

-7

[0.730001, -12.9), [0.738001, -12.7],
[0.750801, -12.1087), (0.755001, -11.9144),
(0.770801, -13.3404}, {0.775001, -11.152],
(0.730001, -10.5958}, {8.795001, -10.4134),
(0.810001, -9.87541), [0.815001, -9.69916),
(0.830001, -9.17283), (0.835001, -9.00583),
[0.850001, ~8.50967}, |9.855001, -8.34617),
0241}, [0.870001, -7.86564), [0.875001, -7.70885],
.39989), {0.890001, -7.24805}, {0.895001, -7.09791],

-6.94948),

-6.37309),
_5.82488),
-5, 30549},
-4.51558);

(6.905001,
(0.925001,
(f.945001,

10.965001,

10.985001,

-6.80278), {0.
-6.23337), {0.
-5.69231), {0.
-5.18022), (0.
-4.,69779), 10,

910601, -6.6578), {0.915001, -6:51457},
930001, -6.09543), (0.935001, -5.95926),
950001, ~5.56154), (0.955001, -5.4326),
970001, -5.05681), [0.975001, -4.93525),
990001, -4.5819), (0,925001; -4.45792]}

ListPlot[Table[{r, c[r]}, {r, 0.000001, 0.999999995995, .0051]]

plotl = %;

c[l] // H

-4.35588

o
i

HE

N
0.6

m
Wl

[==]

n
u



Table[{xr, e[r]}. {r, L. +$MachineEpsilon, 2.5, .005}]

{(1.,1.33575), (1.005, 1.15113), (1.01, 0.992058), {i.015, G.854988), {1.02, D.736874),
(1.025, 0.635092), [1.03, '0.547382), (1.035, 0.471796), |1.04, 0.406658),

|1.04%, 0.35052), {1.05, 0.30214}, (1.D55, 0.260442), (106, 0.224505],

11.065, 6.19353), (1.07, 0.1666833), {1.075, 0.143822}, {L.08, 0.123887),

[1.085, 0.10689), [1:69, 0.0921528), {1.095, 0.07%449), (1.1, 0.0684979},

{1.105,; ©.0590575), (1:11, 0.0509192), (1.115, 0.0439033), (1.12, 0.0378548),
[1:125, B.0326403), (¥:13, 0.0281446), (1.135, 0.0242686]), {L.14, 0.0209268),

{1.745; 6.0180456); (L.15, G.0L565613), (1.155, 0.0134192], (1.16, 6.0115723),

(1:165, 6.009%7972); (1.17, 0-G08608439), (1.175, 0.00742234), (1.18, 0.00640124),

(1.185; . 00552071), (119, 0:00476139), {1.125, 0.00410658), (1.2, 0.00354188),
(1.205, 0.00305489), [1.21, 0.0026349), {i:215, 0.00227269), (1.22, 0.00196031},
(1.225, 0.00169089); [1.23; 0-00145853], (1-23%, 0.00125811), (1.24, 0.060108526],
(1.245, 0.000936163), (1.25, D:000807566), (1.255, 0.000696645), (L.26, 0.000600969),
£1.265, 0.000518441), (L.27, 0.000447253), (1.275, B.000385846), (1.28, 0.000332876),

0.

[1.28%, 0.000287181), {1.29, 0.000247763), (1.295, D.HO02I3759), (1.3; 0.000184424],
(1.305, 0.000159117), (1.31, 0.000137285); (1.315, 0.0001IB451), (1.3Z, 0.000102201),
(1.325, 0.0000881823), [1.33, 0.0000760875), (1.335, 6.0000656524),

(1.34; 0.0D000566493), (1.34%, '0.0000488815),. (1.35, 0.0000421794),

11.355, 0.00006363967), (1.36, 0.0000314072), f1.365, 0.0006271021),

(1.37, 0.0000233874), {L:375, 0.0000201822), {1.38, 0.6006174164);

{1.385, 0.00002502992], (1.3%, 0,0000129705), (1.395; 0.0000111935),

{1.4. 9.66003x10°°}, {1.405, 8.33677x107°}, {1.41, 7.19486x107°},

{1.415, 6.20944x207"), {1.42, 5.35505=10"%}, [1.425, 4.62518x107°},

{1.43, 3.99185x 107"}, {1.435, 3.44529%10° "}, [1.44, 2.9736=107°},

{1.445, 2.56652x207°), {1.45, 2.21529x 107}, {1.455, 1.91198% 107"},

{1.46, 1.65029:107%}, [1.465, 1.42244x107%], {1.47, 1.22951%107%},

{1.478, 1.06127x 107® }o ' {1.48;, 9.16055x 1‘5":},,‘ ﬁli .485; 7.80722x% 10'7}} v

{1.4%, 6.82545=107"}, {1.495, 5.89174%107}, [L.5, 5.08582 =307 |,

{1.505, 4.39019x107"}, {1:51, 3.78974= 107"}, [1.515; 3.27146x107"},

{1.52, 2.82409x107'}, {1.525, 2.43782=107"}, {1.53, 2.70458x=107"},

{1.535, 1.81683%107}, {1.54; 1.56845x107 ], {1.545, 1.35403x107},

{1.55, 1.16894% 107"}, {1.55%, 1.00916x107"}, {1.56, 8.71235x107%),

[1.565, 7.52164 %107}, {1.57, 6.4937¢x10°%), [1.575, 5.60636x 107"},

{1.58, 4.84029x107"), {1.885, 4.17895x10°°}, {1,593, 3.608x107"}, {1.595, 3.11509x167],
(1.6, 2.68984% 10"}, {1.8605, 2.32215x107"}, {1.6€1, 2.00496x107"},

(1.615, 1.73112x107°}, {1.62, 1.49469x107°}, f1.625, 1.29057»107%},
(1.83,1.11433x107%), {1.635, 9.62169x 107"}, {1.64, 8.30792x 107"},

[1.845, 717361 %107}, [1.85, €.19222x107"), [1.665, 5.3486= 10 "}.

|1.66; a.61846x107"}, {1.665, 3.98803x10 "), {1.67, 3.44369x107"},

{1.675, 2.97367 x107°}, {1.68, 2.56782x107}, {1.685, 2.21729x 107},

',[ 1.69, 1.9148x% 13‘“] ¢+ {12695, 1.65351x 1-0'95 ¢ {27, 1.42789x 102 Jo {1-705, 1.23307% 1’@“’}{,
{1.71, 1:06483=10""}, {1.715, 9.19563= 107"}, {1.72, 7.94117 =107},

{1725, 6.8572= 107"}, {1.73, 5.92245x107%), {1.735, 5.11464x107"};

(174, 4.41705x107}, {1.745, 3.91464x 116'”‘}, {1.75; 3‘..29-@42*'1'0'“'-},

{1.755, 2.84516x107" Yo {1.76, 2.45719x 107"}, f1.76s, 2.12214 %2077},

[1.77, 1.83279<107""), [1.775, 1.5829 107"}, {1.78§, 1.3671~ 107,

{1.785, 1.18073<107"°}, {1.79, 1.01977=10"""}, (1.795, 8.8076~ 207"},

{r.8, 7.60706= 10"}, {1.805, 6.57021x107"], {1.81, 5.67473x107"},

{1.815, 4.90130x20™"), {1.82, 4.23338% 107"}, {2.825, 3.55648%107},

|1.83, 3.15822= 107}, {1.835, 2.72787=107"1}, [1.84, 2.35619x307"%},

{1.245, 2.035806<1207""}, {1.85, 1.75788x 107"}, {1.855, 1.5184x3077%},

{1.96, 1.31085« 1074}, {1.865, y.23288=107Y}, [1.87, 9.78565=107 %1,



{:1.,9'.-75, 8. 45274311}‘1"'3} ji.s8, 7. 3011}3:-:10'17] 11.733-5,. 6.30698 %1077},
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89, 5 Msohm'*"‘} {1.855, 4
1,508, 3.61162x107%), {1:91, 3.03345x 1077}, {1 915, 2.6204x 1077},
.92, 2.26352xm¢21}-,'_ {1.825, 1.95542x107F), [1.93, 1.6892x 107 %],
1.45923 <1077}, (1.94, 1. 26058 x 1072, {1.945, 1.08898x707"%],
.95, 9.40748% m‘”ut [1.955, 8.12696x10 11‘} {1.98, 7._02‘0-5310.'1'3_};,
L9635, 6.06523x107"%), {1.97, 5.23975x 1077}, {1.975, 4_.,_5-2-'?665x1-.0'1’_],
3.37846x107"%), {1.99, z.91872x 1077},
1.995, 2.52157x10°"), (2., 2.17847x107%}, {2.008, 1.88206x107"},
01, 1..6239%10*"’*}, {2.018, 1.40478x107}, {2.02, 1.21366x1077},

| 9.05927%x107 |, {2.03%, 7.82885x 107},
.84242x 107}, {2.08, 5.04777x107"%},
3.76809% 207}, [2.065, 3.25563 <1070},
.07, 2.81289% 107"}, [2 075, 2,43037 %10 ). (2.08, 2.09988x207"},
085, 1. 81434 <1074, {z.09, 1
‘L 1.37033x107%), (2.105, 1.01121x207), {2.11, 8.73732x107° ),
115, 7.54249x107"%), {2.12‘, 6.
13, 4.87024% 107},
145, 3.14199x107%%), {2.15,
16, 2.02712x1077}, {2.16s,
175, 1.30791x1072}, {Z.18,
{2.
.208, 5.44541% 107}, {2.21,
22, 3.51309x107"°}, {2.225, |
235, 2.26759=107°], {2.22

1.98, 3.91.063x10}, {1.985,

a2s, 1.04856»107%), |
.04, 6.76221<10 "}, {2.0"_4-5.-, 5
055, 4.36123%1070),

L2865, 9. 44449419*”}
.28, 6.09556x107""), {2.285,

t

2. 325, 1. 639&;10'”

by Ry ora M

70607/1@'”] "} 9, 4.06652 xlﬂ'ﬁlz]

56764107}, {2,095, 1.38249:1073F],

52318 % 107}, {2.125, 5.63643x 107},

4:20823x107"}, (2.14, 3.63623x107"%}],
71494 % 1‘6‘-‘*5}_,_ {2.155, 2.34595x 107},
L75163x107%), {2.17, 1.51359x2 107},
.13018x107°}), (2.185, 9.76604x 107},
19, 8.43304x%207°}, {2.195, 7.
1.70559: 107"}, [2.215, 4.06631~ 1077},
L03634x 107"}, {2.23, ”-amoqmo“"j
.95958% 1071%), {2,245, 1.69341x107'%},
25, 1.4634107%), (2.255, 1. 26464 x207'%), (2.26, 1.02288x107'F),
{2.27, B.16284% 1077}, {2.275, 7. 0534‘?:-*16’11}
.2678x107"7), [2.29, 4.55246x107),
.295; 3.9303%3077}, (2.3, 3.40009x107"7), [2.305, 2.93842210717},
V31, 2. 639’45&(&""} {a.3la, 2:19467x10717 ],
{z.33, 1. ﬁléﬁfx'}_n‘”},- {
.34, 1.0%312x107Y }_,_ {z.345, 9. 14493 =107}, {2
.355, &. 8‘4'0?3:410"‘3] {2.38, 5.90355x 107 ‘“}
.37, 4.40972x107%}, {2.375, 3. a_*LGxln"“}',
385, 2.82691«107°°}, {2.33, 2.46054 107"
.4, 1.83803%1077%), {2.
/ 1,18€72 1-0"”';}, {242, 1
2.43, 7.66233%107%), {2,435,
445, 4.94755x107%}, [2.45,
<46, 3.19474 107}, { :
; 2.06299% 107}, (2.48,
.49, 1.33222x107'%), {2.495,

29239107}, {2.2, 6.30138x107'%},

2.32, 1.8967=197 ),
335, 1-.-52-‘334,.:15,—!_1‘}1&
« 39 7.963_56,‘5_@-98}"
2.365, 5,10224 107"},
2 ag, 3. ?’93953102113]
12 395, 2. 4??53113-13}

e -

.
1.5886x107'%), {2.41, 1.37303x107%),
.02568% 107}, {2.425, 8.86519. 10717},

6227101}, (2.44, 5.72416:107],
275’12‘1@49] {2 455, -.--53517?-1(1*19}1

76135x 107}, {2.47, 2.39676x 107"},

78315x 107}, [2.485, 1.54126%10° "),
15152x 207}, {2.5, 9.95334%107"}}



LigtPlot[Table[{r, c[r]}, {r, 1. + 3MachineEp=silon, 2.5, .0051]]

00015
00010
D005 :
N
lll 14 16 1.2 i) 13 14
plot? = %;

HG= AwBEBxp[-x]:

M[EG]

1.33575

WiE=2»S5gri[-Bminus » A] » X2

AL = —J‘-’Lﬂ}

W[ AG]

51.8455

BG= -Al:

W [BG]

-80.2777

zG = K:

W[zG]

28.7513

Table[{r, cGM5AIn[r]}, {r, 0.000001, 0.99935959935939%, ,005}]

{{1. %107, -54.2775}, (0.008001, -53.8093], {0.020001, -53.35€3), (0.015001, -52.9168),
10.020001, -52.4836], (0.025001, -52.0733), [0.030001, -51.6669), {0.035001, -51.2696),

[0.040001, -50.8803), (0,045001, -50.4%64), (0.050001, -50.1231), {0.055001, -43.7539),
|0.060001, -49.3902), (0.065001, -4%.0314), (0.070001, -48.6772], (0.075001, -48.3273),
{0.080001, -47.9611), (0.085001, -47.6384), (0.0%0001, -47.2989), (0.025001, -46.9624),
(0.100601, -46.6285), (0,105001, -46,2972), (6.110001, -45.9682), {0.115001, -43.06414,
(0,120001, -45,3166), (0,125001, -44.9336), (0.130001, -44.6724), (0.135001, -44.3529),
(1, 140001, -44.0348), (0,145001, -43.7182), (0,150001, -43.403], (0.155001, -43.0821);

(0160001, -42,7764 ], (0.165001, -42.4649), (0.176G001, —42.1545), (0.17500L, -41.8451),
(0.180001, -41.5368), (0.185001, -41.2295), (0.190001, -40.9231), [0.195001, -40.6177),
(0,200001, -40.3131), (0,205001, -406.0094), (0.210001; -3%9.7086), [0.215001, -35.004d%),
{0,220001, -39.1034), (0.225001, -38.803}, (0.230001, -38.5034), [0.235001, -35.2046),
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{0.240001,
10.260001,
{0.280001,
(0.300001,
j0.320001,
10.340001,
10.360001,
{0.380001,
{0.400001,
(0.420001,
(0.440001,
(0460001,
(0480001,
(0.300001,
(0.520001,

(0.540001,

10.560001,
10.580001,

{0.600001,

{0.620001,
1a.640001,
[0.660001,

10680001,

{6.700001,

{6.720001,

{G.740001,
10780001,
[D,780001,
{0.800001,
(0D.820001,
(6,840001,
|0.&8c0001,

(0.880001,

(D.9n0001,
(0.920001,
(0.940001,
(0.360001,
(0.980001,

~37.9065],
~36.7217),
-35,5485),

{0.245001, -37.6092), (0.250061, -37.3126); (0.255001, -37.0168),
(0,265001, -36,4273), (0.270001, -36.1336), (0.275001, -35.8407),
(0.285001, -35.2571), [0.290001, -34.9663), [0.295001, -34.6763}],

~34.,387), [0.305001, -34.0%984}, (0.310001, -33.6106), (0.315001, -323.5235),

-33,2371},

(0.325001, -32.9515), (G.33G001, —32.6666), [0.335801, -32.3824],

~32,099, {(,345001, -31.8164}, (0.350001, -=31.5345), (0.3550061, -31.2534},

~30.9731),
~23,8595}),
28,7588},
~27.6713);
_26.5975),

(0:365001, -30.6935), (0.370001, -30.4147), [0.375801, -30.1367),
(0.385001, -29.5831), {0.390001, —29.3075), (0.395001, -2

(0,405001, -28.4856), (0.41000L, -28.2133), (0.415001, -27.9419),
(0.425001, -27.4015), [0.430001, -27.3327), (0.435001, -26.8647],
{0,445001, -26.3313), {0.450001, -26.0659), (0.455001, -25.80G15],

-25,838), (0.465001, -25.2754}, (0.470001, -25.0137), (0.475001; -Z4.7529),

-24,4931),
~23,4635),
~22,4457),
-21.4523),
~20,4717),
~19.5086},
~18,5635),

{0,485001, -24.2343), (06.490001, -23.9764), (0.425001, -23.7195),
(0L 505001, -23.2086), {G.510001, -22.%546), (0.%15001, -22.7017),
{0.525001, -22,1968), [0.5320001, —21.2489); [0.535001, -21.7001),
10.345601, -21.2055), [0.535000%, -20.3598), (0.555001, -20.7152],

[0.565001, -20.2293), {0.570001, —19.9879), [0.575001, -18.7477),

(0.585001, -19.2706), (0.590001, -19.0337),; [0.595001, -18.798],

{0.605001, -18.3301), {0.610001, —18.0%79), [0.615001, -17.3663},

-17.637), [0.625001, -17.4083), (0.630001, -17.160%), (0.635001, -16.9547],

-16.724%7),
-1%.,8422),

{6.€45001, -1€-5059], [G.650001, -16.2834), {0.655001, -16.0622},
(0.665001, -15,6234), {0.670001, —15.406), (0.675001, -15.1828],

-14,%75), [0.685001, -14.7614), {0.690001, -14.54%2); {0.695001L, -14.3383],

-14.1287},
-13. 3041},
-12.5015),
~11.7217),
-10,%631),
~10.,2325),
~2.52448)
-8.84133),
~#.18631),
~-7.55343),
-6.%94948),
~6.37309),
~5.92468),
-5.30849),
-4,B15338),

(0.705001, -13.9205), [0.710001, -13.7137}, 10.715001, -13.5082),
(0.725001, -13,1013), {0.730001, -12.9}, [0.735001, -12.7],
(0.745001, -12.3044], [0.750001, -12.1087], {0.755001, -11.9144),
(0.765001, -11.5303), {G.770001, -11.3404), {0.775001, -11.152],
(0.785001, -10.7797), (0.7800601, -160.53%8), (0.795001, -10.4134),
(0.805001, -10.05632), [0.810001, -9.87541), (0.835001, -9.69916],
(0.825001, -9.35136), (0.330001, -9.17983}, (0.835001, -%.00963],
(0.845001, -8.67479), (0.850001, -8.50%47), (0.855001, -5.34617],
(0.865001, -5.0241), {0-870001, -7.865854), {0.675001, -7.70865),
(0.805001, -7.39989), {0.890001, —7.24805), {0.895001, -7.097%1],
(0.905001, -6.80278), (0.910001, -6.6578), {0.915001, -6.5L457},
{0.925001, -6.23337), {0.930001, -6.08543}, {0.935001, -5.95926],
(0.945001, -5.69231), [0.950001, -5.56154], (0.956001, -5.4326),
(0.965001, -5.18022), (0.970001, -5.05681), (0.975001, -4,%9352%),
(0.985001, -4.69779], (0.990001, -4.5812), {0.925001, -4.467492) |

ListPlot[Table[{r, cGM3AIn(r]}, {r, 0.000001, 0.99599995995553, ,0031]]

02

plots =%

04 0.6

cGMSADuE[r ] = EGw Bup[-2Gw» (r-1)]/ 1

Table[{r, cGMSAOut[r]}, {r, 1. + $MachineEpsilon, 2.5, .0051]

89.63271.,
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{1.025, 0.635092), (t.03, ©.547382]), {(1.035, 0.471796], (1.04, 6.406658],;
[t.045, &.350521, -11.05,‘ 0.30214), {1.955, 0.260442), [1.06, D.224505), (1.065,; 0.19353),

11.07, 0.166833), {1.

. ©.143822), (1:08, O.

123987)+ {1,085, 0.1068%],

11.09, 0.0921528), ll 095 5, 9.079449], (1.1; 0.068497%), [1.105, 0.0590575),
11.11, §.0569192), [1.115, 0.0439033), (1.12,
11.13, 0.02681446}, |1.135, 9.0242686), (1.14,

11.15, 0.0155613}, [T.1

55, 0.¢134192), (1.16,

0.0378548), [1.125, 0.0326403),
0.0U209268), [1.145, 0.0180455),
0.01157234, {1.165; 0.00887972),

A1 .17, U.00860849); [1:175, 0.00742234), (L.1i8, 0.00640124), [1.185, 0.00552071),

{1:19, ©0.00476139), [1.
11.21, 0.0026345}, (1.215, O-GOZ2T269),

135; €.00410658), {1.2,0.00354188}, (1.205, 0.00305489},
(1-22; 0.00156031}, {1.225, 0.0016308%9].

[1.23, 0.00145853), [L.235, D.001258%1}, [(I1.24, 0.00108526), (1.245, 0.000936163},

[L.25, 0.000807566),

11.255,

D.0B0696645); {1.26; 0000600369}, (1.265, 0.000518441},

{1.27, 0.080447253), {1.275, 0.000385846), {1.28, 0.000332876}, (1.285, G.000287181),

{1.29, 0.000247763), |1.255,
{1.315,

11.31, 0.0001372857,
(1.33, 0.0000760875)
(1.35, 00000421794},
1.37, 9.0000233874},
(1.32, 0.0600123708},

[1.41, 7.19486%10"°}, {1.415,

f1.33s,
{1.355,
[1.375,
(1.395,

0: 0000656524},
0.0000363967},
0.0000201822},
0. 0000711935},
6.20944 %10 ]

0.000213759%, (1.3, 0.000184424), (1.305, 0.000152117),
0.000118451), (1-32, 0.000102201}, [1.325, 0.00068681823],

(1.34, 0.00005664%3), (1.345, 0.0000468815),
(1-38, 0.0000324072); {1.365, 0.0000271021j,
(1.38, 0.0000174164), (1.385, 0.0000150299),
{1.4, 9.66003 <107}, {1.405, 8,33677>107°),

{1.42, 5.35905 <107}, {1.425, 4.52518107%);

{1.43, 3.99185x107°}, {1.435, 3.44529%107%}, {1.44, 2.9736x107°}, {1.445, 2.58652x107"},

{2.45, 2.21519%10°%}, {1.455, 1.91198%x107%}, {1.46, 1.65029x 107}, {1.
2:16085x 107"}, {1.

f1.47, 1.229514107°}, {1.475, 1.06127 x207°}, {1 .48,

465, 1.42444x10°°%],
485, 7.90722x107 ],

(1.49, 6.82545x1077}, {1.495, 5.89174x107"}, {1.5, 5.08582x% i07"], ['1.505..,_ 4.39019-107"},

{1.51. 3789743077}, {1.515, 3.27146x107], {1.52, 2.82008x107" }, {1
{1-53, 2.19458% 107"}, {1.535, 1.51683 x'lﬂ"—"], {1.54, 1.56845% 107},
{1r.55, 1

{1.57, 6.49374 %1073}, {1_-..575. ’5.6653&10-‘"}, {1i.88, 4.84029x 7077

LEZS, 243792« 1«(‘.";],
. {1.545, 1.35403<107"},
1.16894 %1077}, {1.555, 1.00216x107"}, {1,56, 8.71235x167], {1.565, 7.521.64x1fj-*“},
}o {t.ses; ¢.17e85 -,104'1,

{1.59, 3.608<107°}, {1.595, 3.11509x1077), {1.6, 2.5835¢x 107"}, {1.605, 2.32215x107"},
{1.61, 2.00496 =107}, [{1.615, 1.73132x107°}, {1.62, 1.43469x107%}, {1.625, 1.28057107"),

(1-63, 1.11433x10°%}, {1.635, 9.62169x107"}, {1.64, 8.30792x107}, {1

L6485, 7.1736L « 10'9}.,

{1.55, 6.19422x107"), {1.655, 5.3486x107"), {1.66, 4.61846x10"%}, {1.665, 3.98803x107"},

{1.87, 3.44389107%), |1.675, 2.97367x107%}, {1.68, 2.56782 <107}, {3.
{1.69, 1.9148%107%), [1.695, 1.65331x107"}, {1.7, 1.42789=107%}, {1.705,

[1.71, 1.06483x 107}, {1.725, 9.19563x307"}, [1.72, 7.94117> 201"},
{1.725, 6.8579x 107"}, {1.73, 5.92245.207*%), [1.735, 5.11464x 2070},
[1.74, 4.41705x107°°}, {1,748, 3.81464%20°'), (1.75, 3.29442x107"},

11.755, Z.84816<107"°), {1.76, 2.45719x107"}, {1.765, 2z.12214 %107},

665, 2.21739x<107°),
1.22307 =107},

{1.77, 1.83279x107%}, {1.775, 1.5829%107%}, {1.78, 1.36722107"}, (1.785, 1.38073 107"},

{1.79, 1.01977% 107"}, {1.795, at.-&ov-ﬁ.x'l'n-'“l, {L.e, 7-60706x107""}, {1.

{1.81, 5.67473x 007}, {1.815, 4.20134 <107}, {'1.92’-, 4.23338=107""},
{1.825, 3.55543xm;-“},_ {1.83, 3.15822~107M}, {r.835, 2.72787 x 107},
{1.84, 2.35819x 107}, {1.845, 2.03516x10""}, {1.85, 1.75768x107""),
{1.955, 15184 =107, {1.88, 1.31188%107"}, {1.865, 1 13288«:10'“‘}
{1.87, 9.78565x 107"}, {1.875, 3-45-274;1_0‘3’-2}, [1.88, 7.30143x 10717}
{1.885, 6.30638% 1077}, {1.89, 5.44802x107"], f1.895, 4.70807% 107"
{1,8, ¢.0652<107'7}, {i.908, 3.51162x mn‘-ﬂz].,, {1.91, 3.03345 =107}, {

(1-92, 2.263622107"%}, [1.925, 1.95542x107'%), (1.93, 1.6892: 10777},
{1.935, 1.45923x107*%}, {1.94, 1.26058x 2077}, (1.945, 1.088%8x107*%],
{1.95, 9.40748~ 107"}, [1.985, sL12696%207 %}, {1.96, 7.0208x 10 %),

{1.965, 6.06523x107°, {1. 9:, 5.23975% 2073}, {1.975, 4-.52665x1t‘i:"3},
{1.98, 3.91&53&15*-’1,.-_ {1.9285, 3.37846x107%}, {1.89, 2_.91872:3077],

2

B05, 6.57021x1074 ],

1.915, 2.6204.<107%],



1.995, 2. 5?157310‘”} [2.. 2.17847 %1077}
2.01%, 1. 4047%10‘”} {2.02, 1.21366x 107
[2:03, 9.05917x107"}, {2.035, 7.82685.410°
(2,005, 5.842422 107}, {2.05, 5.04777 107
(2.06, 3.76803x 167"}, {2.065, 3.25563x10
[2.075, 2.43037 1 u'“} {2.08, 2.09988x10
{2.05, 1.56764x 107}, {2.095, 1.35449x10
2.105, 1.01121%10™}, {211, 873732207

2
{2

a-

{ 005, ss;csxln*”]. {2.01, 1.62599x 107"},
I 2.02%, 1. 04856x10‘13)‘

14

’

2.04, 6.76221x107%),

J055, 4.36123x 10},

.07, 2.81289x 107},
, {2,085, 1.81434 107},

(2
(z
{2
2
o {201, 112033107 ),
(z
{
7

r
-11
P

1
=11

-15

. {2.115, 1. 4494%19’1'&}
6.52318x107%}, (2.125, 5.63643 <107}, {2:13, 487024107},

12, }
.135, 4.20B23x 10 1*} (214, 3.63623x20°1%), {2.145, 3.14199x107),
1
1
}

}
}
)
}
*
}
J
)
)

B, 2.71494 % 10° }-_, (2.155, 234588520}, {2.16, 202712 10° lﬁ]
65,

1.75163x 10725}, [2.17, 1.51358x 207}, (2.175, 1.30791x 30},
-16

{

1.13018x 10° ‘sj (2.185, 9.768042107'), {2.19, 8. uauww’“]
7.29239x10°%), (2.2, 6.30158x10°%), {2.205, 5.4d541 %107,
7055‘%15"‘} {2.215, 4.06631x107%), [2.22, 3. ‘=1339x10**5]
5, 3.03654% 107}, (2.23, 2.62404%10°%%), [2.235, 2.26759x10°%],

18,

2.195

21,

2 . !

24, 1.959584107%], [2.245, 1.69941x107"%), {2.25, 1.4634x107%),
2 9, }

7, )

s

(
{2
12
{

{

55, 1.26464x 10, {2.26, 1.09288x107%), [2.265, 9.44449x107},
8.16184x1071), {2,275, 1.05342x1077), {2.28, 6.09556x107"),

{2.285, 5.2678x10 -} 2.29; 4.55248x 207}, {2

{2.308, 2.93842 < 1077}, {2 31, 2.53945% 1077} {2.315, 2:19487x107},

(2.32 1. SGGTHG‘”}, {2.325, 1. 6392»619‘“} {2.33, 1. 41666 1077), {2.338, 1. 224302107},

{2.34, L.ose13x 10717}, {2,345, 9.14493x107%, {2.35, 7.90356x1077},

{2355, 6.63073x 107}, {2.36, 590355 %30}, (2.365, 5. mmxw"“]

(2.37, 4.40972x107%], {2.375, 3.81121x107%); {2.38, 3.29395x107),

[2.385, 2.84691x 107}, {2.39; 2. 45054@0’“"] (2.395, 2126621077},

{2.4,1.83803.10°%%), [2.405, 1.5886x10%), {2.41, 1.37303 2107},

{2,415, 1.18672x107%], {2.42, 1.02669%1077), {2.425, 8.86518x107),

(2:43, 7.66233 2107}, {2.439, &, 672‘rxm'”} {2.4¢, 5. 7241651071,

12,445, 4.94755x10°7}, (2.45, 4.27632:10°"), [2.455, 3.69617x107"],

(2.46, 3.19478 x10™], {2,465, 2.76135¢10%}, [2.47, 2.38676x107"},

(2,475, 2.06299x107%), [2.48, 1.78315x10™), {2,485, 1.54128x10™},

'f2-4-3r 1.33222x 107}, {2.495, 1.15052x 107"}, {2.5, 9.95334, 107} }

2
[
2
{2
(
{
{

Z.
2;
Z.
2.

295, 3.9343x207), [2.3, _a.wooaf_em"?},
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ListPlot[Table[{r, cGMSADut[r]}, {r, 1.+ $MachineEpsilon,

2.5, .005}]]

00015 | .
0.0010 |
0.0005 .

.

-

5

12 14 15 18 20 22 14

plotd = %;

Este blogque sirve para mostrar
las cantidades gue se calcularcn
de la GMSX satisfacen el sistema

acopladas de e3ta teoria

a = AG:
b :=BG;
K := KG;
o= WG
z 1= 2G;

que las identificecicnes entre
con la RFA v las funciones

de ecuaciones no lineales

l T i 7
- :=a(1+ _r,) - (1) (1-Exp[-z]) + |‘7] (Cosh[z] -1) ;
2 z w2z« K wExplz]
(1+2m) +2b-K Exp[-z] ’7‘J ]S'nh[]

Y1 i= @& n - Z+V -z inhfz];

e remE ¥E TV REER +(2szwExp[z]

Jri=6axn+2b+KEwz - vazxE -z %‘\Coshz;

¥ *T] + +Hx *ZxExp[ ]+[21KwExp[z] [z]

1 i= 24 wriwils

N[1]

380.961

w2
lyit=-4b+2xvwz - ————
K xExp[z]

H[1z]

380.961

13:=247 (11° -2 ¥ »¥2);

N[1s]

-114 334,

3 w?
ly:=2dn»xa-2#«vwz + —————;
z-w K » Bxp[z]

H[14]

-114 334.

ls :=a:
H[1s]
51.8455

2 12n - 2 2(z+1) 6m
lg:=1l+a(2n +8n)+ 6nb + 11 - = - ®V o+ -
s == z- wExp[=z] H»xz-»Bxp[z]

H[1lel

51.8455

2 ..
- Sinh[=z]
z

2
- — Cosh[z] +
2

-

7

+
7

z2

3 ¢ z+1:
* VS - |24n%x K ——
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» Ejemplo etai={1,2,3,4,5,6,7,8,9}
(Nota: en etai se debe sustituir el valor explicito de i en la siguiente celda).
Este programa se desarrollo para cada uno de los valores de eta 1,2,3,4,5,6,7,8,9. La primera parte (ejemplo
de etal) fue dada en la parte anterior. EI programa completo para los resultados correspondientes a la RFA
se obtiene juntando la siguiente parte 9 veces (y sustituyendo cada vez la eta correspondiente) a la parte
de etal).

n=etai;
alfa=RAalfaaln]:
a=alfa;

H[a]

H[A]

H[x]
N[A»Exp[-x]]
H[A0]

H[A1]
N[Bplus, 20]
N[Bminus, 20]

N[CC, 20]
H[xw (k-‘\-"k“?+2kwﬂﬂ ] , zu]

N[2 % 5grt[-Buminus x A] » x, 20]

Table[{r, c[r]}, {r, 0.000001, 0.99995959555599, .005}]
ListPlot[Table[{r, cGMSAIn[r]}, {r, 0.000001, 0.9999959555599, .005}]]
ploti=%;

c[1] // W

Table[{r, c[r]}, {r, 1. + 3MachineEpsilon, 2.5, .005}]

LiztPlot[Table[{r, c[r]}, {r, 1. + SMachineEp=ilon, 2.5, .0031]]
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ploté = %;

EG=AwBxp[-x]:

W[EKZ]

VG =2xSgri[-Bminus « A] » x:

AG=-A0;

W[AG]

BG=-A1:

H[BG]

2G = x;

N[zG]

cGMEATN[r ] := - (AG+BG» r+ e AGer*3 /2 +VGwn (1 -Exp[-2G+xr]) / (2Gx 1) + WVG*2 % (Cosh[zGwxr] -1) / (2« EG%x2G*2 % Exp[2G] » 1))
Table[{r, cGMSAIn[r]}, {r, 0.000001, 0.999999999999 . 005}]
ListPlot[Table[{r, cGMSAIn[r]}, {r, 0.000001, 0.999999999999, ,003}]]
plot7 = %;

cGMSAMNE[r ] :=FEGwx Exp[-2G« (r-1)]/r

Table[{r, cGMSAOut[r]}, {r, 1. + SMachineEpsilon, 2.5, .005}]

ListPlot [Table[{r, c[r]}, {r, 1. + 5MachineBEp=silon, 2.5, .0051]]

plotd =%
at= AG:
b= BG:
K = EG:
woi= WG
z = 2G;

s

1 v '
¥ :=a(1+ 2—?1) +b+ K+ (;J (1 -Expl-z1) + I\m

w2
{Cosh[=z] -1):

o

, -2
w :=a(1+2r,|}|+2b—Ktz+vwExp[—z]+|IL—]Sin.h[z];
t 3z «K «Expl[z]
5 2 b+ K wze Expl-z] [ v ‘c hiz]
Fo t=6awm+ +Exz" - vxz2xEBxp[-2] + | —m8M8M8M8 ¥ —— osh[z] :
QwKrEIp[Z]‘

1y t=24wmie ¥

H[1:]

ol

1o t==-4 b +2% VHE - — 08 ——
K «Exp[z]



I RE
1 :=24n (117 -2 7% 72):

H[1s]

e
1s :=24i‘jwa—2w‘t"wzl+ _—
z-wK » Explz]

H[1lsl
1z :=a;
H[1l:]
3 12n ! 2 2{z+1) 617
lgt=1+a(2n°+8n)+6nb + 1 - = + — * T+ .
\ z= z< «Exp[z] Hxz= «xExp[z]

H[1le]

Henderson - Blum (HB)

(1+27m)°
8gH := ——
(1-m*
24n (L+6n+127° + 877)
fi1pi=- 2
(1-m (1+2n-3n7 -4+ 47
! (1-8n-207) (1+6n+1277 4 877) )
E:]-'_i:‘! 1- -
[ (1-m [1+2n-3n7-4n° +47%) I
e i s 450 L | Mn (1+6n+120°+87)
g o= +1 +1/ 2
2(1-m? (1-m* fix (1-m (L+2n-3f-4nt+dnt
v
Pt ; 4-7 Vol og 4o 1
zH 1= | +7 —((1+i" 2) fl}'-’ff“'-:'J |- fin
2 @m0 [T I
1 247 [1+67+1277 +877)
Jig t= — % |-
z | (L-m) (1e27-370-477+ 47

Jut=apn+Epwdig

(1+n/2)2
r.l—
1-m*

sl

Sg v=Sgp + Ky 51y

(1-8n-27") (L+6n+120" +87°)
(1-m [1+2n-37-4nP+dnt)

28 l+mp/2

247 (1-57-577)
,n .
zm (1-m)?

(1-m?

‘L"l]:_ = —
Zg*

vH i= Ky vlg:

2 . 2
- Sinh[z] - — Cosh[z] +
z z=

s

4|1_

it

2 —z:]
m * W
22

(1-8n-2n") (1+6n+120% +80°) )

(1-m (1+2n-3n" -4 +47%)

|24nR

)




(x* Introduccion de w

etal =49,/100;
1 =-etal:
Nlapx]

57.9485

N[f1x]

-175.534

N[f2x]

207.011

H{Ez]

1.30533

W(zx]

37.5545

N[J1x]

-4.67407

H[Jx]

51.8455

H[Spx]

-67.3605

N[51x]

5.51zz22

H[5x]

-60.1619

H[vlx]

1.33228

H[vH]

1.73987

CGMSAInH[r ] t= -(Apg +Spp*r +Mwapu* ™3 /2) -Ey (J1p+Slgwr +J1pwr™3/2+ vHw ((1-Bxp[-2gx1r])/ (Zgx1)))
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L[1.:¢10f‘r -54.1175}, {0.005001, -53.6162}, {0.010001, -53.138}, {0.015001, -52.6802),
10.020001, -52.24), (0.025001, -51,8152}, (0.030001, -51.4039), (0.035001, -51.0045],
-50.6154), (0.045001, -50.2355}, (0.050001;, —49.8637), {0.055001, -49.499],
-49,1405), (0.065001, -48.7877}, (0.070001; -48.4399), (0.075001, -48.0964],
-47.757), (0.085001, -47.4211), (0.090001, -47.0883), [0.095001, -46.7585],
~46.4312), (0.105001, -46.1064), (0.110001, -45.7636), [0.115001, -45.4629),
~45.1439), [0.125001, -44.8265), {0.130001, -44.5107}, (0.135001, -44.1963),
~43.8833], [0.145001, -43.5714}, {0,150001, -43.2607}), [0.155801, -42.951},
~42,6424}, (0.165001, -42.3347); (0,170001, -42.028), {0.175001; -41.7221},
~42.417}, [0.185001, -41.1128), {0,190001, -40,8093), (0.19%001, -40.5066],

[0.040001,
[0.060001,
[0.080001,
10.100001,
(0.120001,
(0.140001,
(0.160001,
19.180001,
(0.200001,
(0.220001,
{0.240001,
{0.260001,
(0,280001,
{0.,300001,
(0,320001,
(0. 340001,
10.360001,
(4. 380001,
(0.400001,
(0.420001,
10. 440001,
10.460001,
10. 4680001,
[0.50000L,
|0.520001,
[0.540001,
(. 560704,
|0.580001,

240.20486),
- 39,0034},
‘371312711
-1356,63197,
-35.4608],
-234.28935],
-33.1479),
-32,00641,
~30.8752},
~29.7347},
~28,64521,
-27.54721,
~26.4611},
~25.3873},
-24.3264},
~23,2787),
22,2447,
-21.,2251},
-20.22017,
-19.23047,

(0.205001,
(0.225001,
(0.245001,
[0.265001,
(0.285001,
(0.305001,
(0.325001,
(0.345001,
fU.Bﬂ&UDl!
|0.385001,
[0.405001,
(U.425001,
[0.445001,

[0.465001,
[0.4BE001,
[0.505001,

(0.525001,

10.545001,
{0.565001,
{0.583001,

-39,90 33 Y4
-3B.7048),
-37.5166),
-36.3382),
-35,16595),

-34001DETr

-32.8616),
-31.722¢6),
'3g“59g11?
'29-4]6311
-18.3696),
~27.2748),
{26;l91511
-25.1209),
-24.0632),
~23.0189),
-21.9885),
f20!$72411

-19.9713},

~18.9855),

{0.210001, -39.6026), {0.215001, -33.
L4094},

(0,230001, -38.4068], {0.235001, -38

(0.250081,

10.270001;
(0.290001,
(0.3L0601,

10.330001,

{0,350001,
{0.370001,

(0.390001,

(0.410001,

ﬂgkq3hﬁniﬁ

{0.470001,
(0.490001,

{0.510001,
{0.530001,
(0.550001,

[0.570001,
(0.5%0001,

(0.450001,

-37.2211),
-36.0452)
-34.8782),
-33.7224),
-32.575%),
-31.4395),
=30.3136),
=29.1986),
=28.0248),
-27.0027),
=25.92217},
-24.8552),
-23.8008),

[0.255001,
(0.275001,
[6.295001,
(0. 315001,
[15. 335001,
(0. 355001,
{0, 375001,

{(6.395001, -
{0.415001, -

(0.435001,
{0.455001,
(0.475001,

-36

~35

~34
~33
-32
-31
-30

27

-Z6.

25
—24

|

3027},

9262},
J527),
58G9,
4349,
25081,
L1587

338,
23:.
.B204],
L7315,
.5546);
.5904),
(0.495001, -23.

971E],

5393,

=22.786), (0515001, -22.5019],
=21.7331}, (0.535001, -21.4784),
-20.7207), {0.555001, -20.47),
-19.7234), (0.575001, -19.4764),
-16.7415), (0.5%5001, -18.4985),
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[0.600001, -18.2566), [0.806001, -18,0156}, (0.610001, -17.7757), (0.818001, -17.53€8),
[0.620001, -17.2989), [0.625001, =17, 0621}, (0.630001, -16.8264], (0.635001, -16.5317),
[0.64000%, -16.3581], [0.645001, =16,1256), {0.650001, -15.8%941), (0.655001, -15.6638],
10,660001, -15.4346}, [0.665001, -15.2064), {0.670001, -14.97%4), (0.675001, -14.7536),
[0.680001, —14.52688), [0.685001, -14.3053), (0.690001, -14.0828}, (0,695001, -13.8616},
{0.700001, ~13.6415], [0.705004, -13.4226}, (D.710001, -13.2048}, (0.713001, -12.9883,
(0.720001, —12.773), (0.725001, -12.5589), (0.730001, -12.346), (0.735001, -12.1343],
[0.740001, -11.9238), (0.745004, -11.7147], (0.730001, -11.5067}, (0.758001, -11.3001],
1057ﬂeon1; -11.0946}, [0.765001, -10.B905}, {0.770001, -10.6877}, (0.775001, ~10.4661),
(0.780001, -1.285%}, {0.735001, -10.087), (0.790001, -9.86933), (0.793001, -9.69304),
(0.800001, -9.45809], |0.805001, -9,30448], (0.810001, -9.11222), [0.815001, -8.32132},
(6.820061, ~-8.73179), |0.825001, -B.54363), [0.830001, -8.35656], (0.835001, -8.17149),
(6546001, -7.98751}, (©.845001, -7.80494], {0.850001, -7.6237%}, [0.855001, =7.44407},
(0.860001, —7.26578), |0.965001, ~7.08694), {0.870001, -6.91354), (0.875001, -6.7396],
(0.280001, -6.56714}, {0.885001, -6.39614), [0.890001, -6.22663), (0.895001, -6.05862),
(0.900001, -5.8921}, {0.905002, -5.72709], [0.910001, -5.5638], {0.915001, -5.40154),
{0.320001, -5.2412), [0.925001, -5.08231}, [0.930001, ~4.92497}, {0.935001, -4.76319),
(0.940001, -4.61498), {0.945001, -4.46234), (0.950001, -4.31129}, {0,955001, -4.16182),
(0.960001, -4.0139¢), (0.965001, -3.8677}, [0.970001, -3.72307}, {0.975001, -3,58005),
10.980001, -3.43867), (0.985001, -3.29894), [0.99000%, -3.16085), (0.995001, -3.02442])

ListPlot[{Table[{r, cGMSATnH[r]}, {r, 0.000001, 0.999599955995, .0051]1, PlotStyle - Cyan]

. L L .
04 0.6 0.8 1.0

=10 F

plot50 = %;
cGMSADUtH[r ] :=Euyx Bxp[-gg» (r-1)]/r

Table[{r, cGMSAOutH[r]}, {r, 1. + 3MachineEpsilon, 2.5, .005}]



{f1., 1.30%93), (1.005, 1.0768%7), [1.81, 0.8B8176), {1.015, 0.732458¢6), 11.02, 0604117},
(1.025, 0.£98251), {1.03, 0.410947), [1.035, 0.338948|, {1.04, D.27957}, {1.045, 0.220599),
{(1.05, 0.190211], {1.085, 0.1569]), [1.05, 0.129426), (1.063, 0.106765}, (1.07, 0.0880731),.
{1.075, 0.0726556), |1.08, 0.0529283], (1.085, 0.049448), (1.09, 0.0407346],

(1.005, 0.0336563), 1.1, 0.0277676), (1.105, 0.0229097), (1.11, 0.01E%02),

{(1.115, 0.0155958}, (1.12, 0.0128681), {1.125, 0.0106177], (1.13, 0.00876104],

(1.13%, 0.00722917}, (1.14, 0.00896527), {1.145, 0.00492244), [1.15, 0.00406198},
(1.155, £.£06335201}, [L.16, 0.00276617), (1.165, 0.00228277), (1.17, 0.00183388},
11.175, 0.00155472), (1.1%, 0.00128309], (1.185, 0.00105854), '(1.19, 0.000873964],
(1.19%, 0.000721312}, (1.2, 0.000595334], [1.205, 0.000491366], (1.21, 0.0004055G2),
(1.215, 0.0603%4747}, {1.22, 0.000276302}, (1.225, 0.000228065), (1.23, 0.000186252),
i1.235, 0.000155392}, (1.2¢, 0.00012827], (1.245, 0.000105883], (1.25, 0.0000B74052);
(1.255, 0.000072153}, |1.26, 0.0000595632}, {1.265, 0.0000491709), (1.27, 0.0006G405925),
(1.275, 0.0000335112), (1.28, 0.0000276656}, [1.285, 0.0000228401}, (1.29, 0.0000188565),
[1.295, 0.000015568), (1.3, 0.0000128532), {1.305, 0.000010611%), [1._31,, 2.7615%x 10‘5;-],

{r.318, 7.23400x10°°), {1.32, 5. '97?9'5::1‘0"}‘ {1.325, ¢.33162%107%}, {1.33, 4.07397 207},

1,335, 3.36222x107°}, {1.34, 2.77621x10 } {1.349, 2.29233310*'*'} {1.35, 1.89288x1 o"”-},

1.3358, 'l-.5630'4:‘_.10'-"8]', (1.36, 1.22069%107 },, [1,._36‘5,‘_:1.0658y'1lj"l {1.37, 8.86117 210" }

75, 7.2679x107'}, {1.38, 6.00182x107}, {1.385, 4.95636 1077}, {1.39, 4.08306=107 |

1,395, 3.38018%107 ), {1.4, 2.79149x 1077}, {1.408, 2.30836x1077}, [1.41, 1.903%t=107"),
i.415, 1.57239%107 ), {1.42, 1.29861x207" ], {1.425, 1. 0728121077}, {1.43, 8.85791 =10 B],

{1.435, 7.31687x107"), {1.44, 6.02235x107"}, {1.445, 4.99058x107", {1.45, 4.12194x10 My

{1.455, 3.40453%107%), {1.46, 2.81202x 107"}, {1.465, 2.32265% 107"}, (1.47, 1.91847 =107},

{1.475, 1.58464 =107}, (1.48, 1.30891x%0°°}, {1.485, 1.08118x107"}, {1.49, §.935075x107" |,
(1.495, 7.37706=107}, {1.-5, 6.09374%107°), {1.505, 5.03372~107"}, {1.51, 4.15614: 1077,

&

{1.813, 3,434 107}, {1.52, 2.83729%107°}, {1.525, 2.344 %207}, {1.53, 1. 93637« 1077},
{1.835, 1.59963=107), {1.54, 1.32148x107"}, [1:545, 1.0917 107}, {_.5 2.01881 107"},
{1.855, 7. 450?7.10‘”-}, [1.56, 6.15542x107'), {1.565, 5.08532-107"}, [1.57, 4.2013% <107y,
[1.878, 3.47093.1071"), [1.58, 2.66766%1070), [1.585, 2.36922x107'},

[1.89, 1.95744%107"}, {1.59s, J.ﬂ?quin““’], {1.6, 1 1.33618x107'7), {1.605, 1.10398 107"},
{1.61, 9.12141%107%}, (1.615, 7.53643x 1077}, {1.62, 6.22693x107},

{1-625, 5.1 45011071}, {1.83, g.25111~0070 ), {1.833, 3‘.5125-5-,410‘“-],

I1.84, 2. goﬂww*“} {1.8125, 2.39815x107"}, {1.65, 1.98156x107"},

(1.655, 1.63736x10"1}, {1.68, 1.35296x207"'}, {1.665, 1.11797x107"), {1.67, 9.238=1077),
(1,615, 7. 63361710_]2}, (1.68, 6.30792x107%}, {1.685, 5.2125x107%}, [1.6%, 4.30735-1077],

[1.695, 3.55941 1072}, {1.7, 2.94136x107%}, (1.705, 2.43086x107%], |1.71, 2.008G4 <1077,
(1.715, 1.85991=1072}, (1,72, 1.37174: 1077}, (1,725, 1.133621077}, {1.73, g.36818~ 1071},
(2.735, 7.74198= 107"}, {1.74, 6.39813x107], {1.745, 5.28759x 107"},

(1.75, 4.36984 « 10‘*3] {1.755, 3. 51141x10"3} {1.78, 2. 98464 =107},

(1.765, 2.46667x10 1’},_ {1.77, -‘-0355‘)('150"13],‘ {1.775, 1.68484 = 107%), {1.78. 1. 39247~ 1077},
{1.785, 1.15085x 107%}, {1.79, 9.51163=207"}, {1.795, 7-55129@0‘“},

{1.8, 6.45735x 10}, 1,808, 6.3701x107}, {1.81, 4.43845x107Y}, [1.815, 3.66806x107°]
{1.82, 3.03207 s 1071}, (1. 25, 2.5061% 10}, {1.83, 2.07139x m'“} {1.835; 1.71209 2207
{1.84,1.41513 10" 1*} (1.845, 1.16968x« 10‘“} [1.85, 9.66814x107%),

{1.855, 7.29137 107}, {1.86, 6.60545107}, {1.865, 5.45993 107"}, {1.87, 4.5131 = 10727},
{1.875, 3.73042x107"%}, {1.88, 3.083s1x107"%), [1.885, 2. oaasulo'“}

s

1.83, 2.16696=107*), {1.895, 1 74169.-’1!‘1'151 {1.3, 1.43968x 107}, {1.905, 1.19006x107°%},
1.91, 9.33?5.%:10-’5}“ {1.915; 8.132 11y10‘15], {1.92, €. 72235x1071],
1.925, 5.55702-107F}, (1.83, 4.59374«107'%}, {1 935, 3.79746x107°},
f1.

[1.94, 3.13923=107"%}, {1.945, 2.59511 =107 "], , 2.14332:107'F),



{1:.955, 1.';?349,:1@'*%], [1.98,
[r-97. 1.00199-107*°), {1.975,
(1.99, 4.68034 1077}, {1.995,
{z.01, 2.18643 10777}, {2,015,
{2.n2s, 1.2385 :-:10'”]- {2.03,
(z.048, 5.77289x 107"}, [2.0%,
{2.06, 3.26265x107""}, |2.085,

{2.075, 1.84405 107"}, {2.08,
- B.61803x107°), {2.1, 7.12563%x1077}, {2.105,

(2.09, 1.04231%107%}, [2.095
{2.21, 4.87148 %2077}, (2.315,
(z.13, 2.27702 2107}, {2.135,
(2.15, 1.0644121077), (2.155,
{z.185, 6.01788~107%), [z.27,
f2.18, 3.40248%10°%%}, (2.185,

68

1. assmxm‘“ﬂ {1 965, 1.21203% m"'-"},-

8.28345x 1677}, {_‘l o8, 6.848x 1677}, {1.985, 5.66134x1077},
3.96935x 107}, {2., 3.198%1x 1077}, {2.005, 2.64465 107"},
1.80762x1077}, {2.02, 1.49445x107""),

1.0215x 107"}, {2.035, 8.44541x107%), (z.04, 8. 98242« 107},
4.77201x 1077}, {2.055, 3.84617x 107",

2.69754% 107"}, {2.07, 2. 23033x10““’}

1.52467x107'%), {2.685, 1.26062x107°%},

89171107},
75383210719},
28727+ 1071},

4.02795x107}, {2.12, 3.3308% 107"}, {2.125,
1.88278 1077}, {2.14, 1.5563 107"}, {2.145,
8.80139x107%"}, {2.16, 7.27772x 107"},

= N

4.97612x% 3079}, {2,175, 1.12473x107°7],

2.81352x102°}, {2.12, 2.32653x107%"},

{2.195, 1.92384% 107"}, {2.2, 1.59086%x107%%], {2.205, 1.31551x107%"), {2.21, 1.08783=107°%},

{2.215, 8.99563x107%}, [2.22;
[2.235, 4.20653x107"}, [2.24,
{2.255, 1.96727x107%), {2.26,
[2.27, 1.11258 %1072}, (2,275,
{z.285, 6.29256x10° }, {2.29,
{2.30s, 2.9433mm‘*’“} {2.31,
{2.325, 1.37688x107° j, {2.33,
[2.345, 6.44035 2207, {2.35,
[2.36, 3.64384 =107}, {2.365,
{2.375, 2.06139% 107}, {2.38,
[2.39. 1.18621x 1077}, (2.395,
[2.41, 5.a5708 207}, [2.415,
{z.425, 3.08757« 107}, [z.43,

)

[2.44, 1.72699 <207}, {2.445,

[2:455, 9.e8503x107°}, {2.46,
2,47, 5.59354 <107}, {2.475,
{2.485, 3. 1(10‘_6:-!10"’5}. {2'.'49,

7.4388x 1072, [2.2025, 6.18184x 1072, (2.23, 5.08683x107),
3.47865x 107}, {2.245, 2.87669x 107"}, {2.25, 2.3789x1077"},
1.62687 107}, {2,265, 1. 3453‘7»«1&'2"}

©.20091 x 1072}, {2 28, 7.60301 <107},

za.zmsgwlo'z‘} {22295, 4.3038x107), (2.3, 3.55907 007,
.4!3419';:10'22}, {z.313, 2.0131 %107}, [2.32, 1. se.z_se_?xm"z}_
13871 %1077}, {2.335, 9.41742x107}, {2.34, 7.7885 5107},
32728107}, {2.385, 4.40586x% 107},

2013641077}, [2.37, 2.492442107 |,

Lo )

1.70489%107%%), {2.385, 1.41006x107%},

9.6454 x1072}, {2.4, 7.97747 =207}, {2.405, 6.59798x107"},
4.51347»:10‘“}. {2.42, 3.7330a %207},

2.58372x 307}, {2.235, 2.11218x107%},

1-.a.uabxm"‘} {2.45, 1.195132107%],

8.17613x 1077}, {2.465, 6.76R64x10777),

4.62657 = 1077}, {z.28; 3. B?C?Bxlf)",&}r,

2.6181 =107}, {2.495, 2.16554 x 107}, {2.5, 1.72121x107%}}



ListPlot[{Table[{r, cGMSAODUtH[¥]}, {r, 1. + SMachineBpsilon, 2.5, .005}]}, PlotStyle — Cyan]

000014

0.00012

0.00010 [

Q00008 |

Q00008

0.00004

0.00002 |

plot5l = %

Abs[N[AD]]

Zbs[20]

Abs[N[A1]]

Rbs[Al1]

Abs [W[VG]]

Abs[N[x]]

Abs[x]

Abs [W[Jx]]

51.8455

Abs[W[Sx]]

80.1619

Abs [H[vE]]

1.73987

Abs[W[zx] ]

37.554%
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n Ejemplo etai={1,2,3,4,5,6,7,8,9}

(Nota: en etai se debe sustituir el valor explicito de i en la siguiente celda).

Este programa se desarrollé para cada uno de los valores de eta 1,2,3,4,5,6,7,8,9.

La primera parte (ejemplo de etal) fue dada en la parte anterior. El programa

completo para los resultados correspondientes a la HB se obtiene juntando la

siguiente parte 9 veces (y sustituyendo cada vez la eta correspondiente) a la

parte de etal).

n=etai;

N[aps]

N[f1x]

H[f2s]

H[Ex]

H[zx]

H[J1x]

H[Jx]

H[Spx]

H[51g]

H[3x]

H[w1x]

H[vH]

cGMSATNH[T ] 1= —(Agp +Spp* T+ Mwagp»r*3 /2) -FEy (Jrg+Slgatr +Jyger*3/2 + vHx ({1 -Exp[-2g«1]) / (Zg=1)]))
Table[{r, cGMSAInH[r]}, {r, 0.000001, 0.999999999999, .005}]

ListPlot[{Table[{r, cGMSAInH[r]}, {r, 0.000001, 0.999999599553, .005}]1, PlotStyle - Cyan]

plotd2 = %:
COMSADUEH[ T ] 1= Ky Bxpl-zaw (r-1)]1/
Table[{r, cGMSAOutH[r]}, {r, 1. + $MachineBpsileon, 2.5, .005}]
ListPlot[{Table[{r, cGMSAOutH[r]}, {r, 1. + $MachineFpsilon, 2.5, .0051]1, Plot5tyle - Cyan]
plotds = %:
Abs[N[A0]]
Abs[N[A1]]
Abs [N[VG]]
Abs [N[x]]
Abs [N[9x]]
Abs [N[Sg] ]
Abs[N[vH]]
Abs [N[zs] ]
Ahora se exponen los resultados correspondientes a la RFA. Las funciones de correlacion directa

son iguales para cualquier radio y para todos los valores de 7 al comparar la GMSA y la RFA. Se
muestran las graficas de la funcion de correlacion directa para 7 0, 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9:
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chklrm; 3 cllirmt; g
cll clel
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0.0005 - ‘(\

12 14 16 18 20 22 24

A continuacion se mostrara la comparacion entre la HB y la RFA en las funciones de correlacion
directa. Se utilizara la siguiente notacién para todas las siguientes gréaficas:

® Crra

CHB
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Ahora se comparan algunos de los resultados anteriores con simulacion:
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Apéndice I1: Demostracion de $(k)=1+ ph(k)
La densidad microscépica asociada a la configuracién molecular i es
N
p( = a(P-F) (5.1)
i=1
Y su transformada de Fourier:
~(PWilP iR
p = [ AP dr = e (5.2)
i=1

La invariancia traslacional (debido a la homogeneidad de un fluido en ausencia de un campo

externo) implica que

(PP =p=NIV

(5.3)

Entonces, las correlaciones espaciales entre moléculas, en los puntos P y P estan caracterizados

por dos funciones de correlacion de dos puntos Flr:l(&) , entonces se define a la g como

gP,Py = POAED 1 5p py
p P

(5.4)
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El segundo término de la definicion anterior se resta para eliminar el término trivial correspondiente
cuando i=j en la doble suma dado por el primer término si (5.1) se sustituye en (5.44). Debido a la

isotropia e invariancia traslacional 9(F.F)=g( P-F|).
El factor de estructura estatico esta definido por:
1
S(K)= (PP (5.5)

Utilizando las ecuaciones (5.1), (5.2) y (5.44), S(k) se puede relacionar con la transformada de
Fourier de 9(r) o la funcién de correlacién total h(r)=g(r)-1

S(k)=1+ p[e**h(r)aP+ p[e* 5(r)aP

L PR PP
- L [aPaPetD (5(P)(P)
= [aPaPet D 2(P, P+ po(P. ]

=1+ (22) po(K)+ philk)
S(k) =1+ phik) (5.6)

El pico principal de S(K) ocurre cuando el nimero de onda es kK = 27/d _ Es el analogo al primer
pico en la difraccion de Bragg de los solidos cristalinos y caracteriza el grado de corto alcance en un
liquido. La amplitud del pico principal crece con la densidad y alcanza el valor casi universal de
2.85 en el punto de congelamiento para la mayoria de los liquidos covalentes.



Apéndice I11: Derivacion de la ec. (2.4) del fluido de esferas duras.

El potencial de un liquido de esferas duras esta dado por

0 r<o

5.7
1 r>0o (57

ex )=

La forma funcional de la ecuacion (5.7) es la misma que la de la funcion escalén. Por lo tanto, su
derivada es

du :{—oo r=o (5.8)
dr 0 r#o
Utilizando (5.8) se tiene que entonces que la derivada del potencial es
d d U, 1 dU,
el _ = _ON = = - =5(r - 5.9
ar [exp(-pU )] ar [exp( T ﬂ T dr exp(— U, )= 6(r -o) (5.9)

Y despejando (5.9) obtenemos la derivada del potencial:

du,

=—KkT exp(-pU)o(r - o) (5.10)
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