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Capitulo 1

Introduccion

Algunas de las preguntas mas intrigantes de la ciencia son: Jedmo nacen
las formas en la naturaleza? [edimo es que un conjunto de entidades, va sean
particulas, moléculas, seres hnmanos, ete., que interactian entre si, pueden
organizarse formando estructuras cuya extension excede por mucho las di-
mensiones de dichos seres v de sus interacciones? jedmo es que aiin enando
las condiciones a las que se encuentran sujetos dichos conjuntos, no exhiben
ninguna estructura espacial ni temporal o ninguna influencia externa que defi-
na una direccidn o introduzea una escala, éstos logran tener comportamientos
periodicos, cuasiperiodicos e incluso cadticos en el espacio v en €] tiempo?
Jjeomo logran desarrollar estructuras espaciales con escalas bien definidas?
La mavoria de las respuestas a estas preguntas son desconocidas, aungue se
han encontrado respuestas parciales v en algunos casos respuestas sdlidas a
algunas de ellas. En particular podemos mencionar a los sistemas fisicos que
se encuentran cerca del equilibrio termodindmico, va que en este caso pueden
ser descritos por un mimero relativamente pequeno de variables macroseapi-
cas independientes, cuva evolucidn estd determinada por la minimizacion de
cantidades tales como la produceién de entropia [1, 2| o la energia libre, lo
cual tiene como consecuencia que el estado final de su evolucidn temporal
sea generalmente inico v estacionario.

El hecho qgue en los conjuntos o sistemas mencionados aparezean las clases
de fendmenos anteriormente descritos, sugiere fuertemente que la dindmi-
ca bajo la cual evolucionan es no lineal. Los efectos mds importantes v
dramditicos que tiene la no linealidad en la evolucidn de éstos, aparecen
cuando se encuentran lejos del equilibrio termodindmico, causa por la cual el
comportamiento de un sistema fisico es generalmente mas complicado tanto
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espacial como temporalmente conforme se aleja de dicho estado. Por ejemplo.
cuando podemos asociar a esta clase de equilibrio caracteristicas como la ho-
mogeneidad e isotroia del espacio v la homogencidad del tiempo', cualguier
sistema que esté en o cerca de dicho estado termodindmico, tiene que ex-
perimentar rompimientos sucesivos de las simetrias que lo caracterizan para
adguirir los comportamientos complicados tipicos de los sistemas fuera de
equilibrio [2]. Dichos rompimientos de simetria son espontinecs en el senti-
do en el cual, la dindmica del sistema no cambia su forma explicita v son
solamente consecuencia de la naturaleza no lineal de su evolucidn, yva que
lo tinico que cambia en la deseripeidn de los distintos estados en los que se
encuentra, es el valor de uno o varios parametros que sirven como medida de
la interaccion del sistema con el mundo exterior.

Cuando un sistema estd lejos del equilibrio, puede suceder que su evolu-
cidn temporal no esté determinada por la minimizacidn de la energia libre,
va que en estos casos es comin que dichas cantidades no existan, es decir, en
ciertos casos no existe una funcidn (funcional) de cuyva derivada se obtenga
la dindmica, v para los casos en los que existe, no asegura la unicidad del
estado final del sistema, va que estos potenciales pueden tener ademas de un
valor minimo global, minimos locales®. Por lo tanto, en dichas situaciones la
evolucion del sistema esta determinada por las condiciones iniciales v por su
interaccion con el mundo exterior.

De lo dicho anteriormente, los sistemas fisicos que agni nos interesan,
anngue compuestos por muchas unidades independientes que interactian en-
tre si, pueden ser descritos por pocas variables macroscapicas, tales como el
volumen, la temperatura, presion, mimero de particulas ete., por lo tanto
podemos estudiarlos mediante ecuaciones de evolucidn relativamente senci-
llas que capturen sus caracteristicas esenciales, tales como los diferentes tipos
de rompimientos de simetria que suceden al variar pardmetros que pueden
ser controlados experimentalmente. Como ejemplo podemos mencionar los
sistemas quimicos en los que la difusion juega un papel importante. Estos sis-
temas se conecen como sistemas de reaccidn-difusidn, v fue hasta 1952 enando
el matemsitico inglés Alan Turing [3], se dio cuenta que podian servir, entre
otras cosas, como un modelo para explicar la aparicion de las estructuras
espaciales caracteristicas de un embridn en desarrollo. Desde la publicacidn
de este importante articulo, los sistemas de reaccidn-difusion se han utilizado

ISistemas invariantes ante traslaciones espaciales v temporales de cualquier tamaiio,
Estados metasstalbes.,
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para modelar la formacion de patrones v en general el desarrollo de estruc-
turas espacio-temporales coherentes en quimica [4, 5], biologia [6, 7], fisica
8], ecologia [T, 9] ete.

La motivacion de esta tesis es estudiar de manera tedrica el compor-
tamiento de los sistemasg de reaccidn-difusgion cuando la difusién es andmala,
ez decir cuando la distancia al cuadrado promedio recorrida por la sustan-
cia que se difunde, no erece de forma lineal en el tiempo. En particular se
enfoca en los fendmenos de formacidn de patrones v propagacion de ondas
gquimicas, fendmenos donde la difusion juega un papel central. La razdn de
nuestro estudio, es que la manera tradicional de modelar la difusion hace
michas suposiciones acerca del medio donde ésta se lleva a acabo, en parti-
cular la homogeneidad e isotropia del espacio v las propiedades estocisticas
especificas que tienen como consecuencia el movimiento difusive. Dichas su-
posiciones hacen que los modelos de reaccidn-difusion sean poco realistas para
la descripeion de reacciones quimicas en medios desordenados v en medios
fuera del equilibiro termodinamico, caracteristicas tipicas de muchos sistemas
fisicos v bioldgicos [10, 11, 12].

La forma de modelar la difusion andmala es mediante derivadas fraceio-
narias v ecuaciones de difusion generalizadas, Las derivadas fraccionarias son
operadores integro-diferenciales que se pueden ver como una generalizacion
del concepto de derivada. Dichos operadores dependen de un parametro qgue
puede variar de manera continua y se reducen a los operadores diferenciales
tipicos cuando éste cs un mimero entero. Para dar una idea de a qué nos
referimos, podemos pensar en una funcidn que pueda ser expresada como
una serie de Fourier,

k=m0
f@ =3 G
k=—og
Al derivar dicha funcidn n veees, obtenemaos

..o ()= E (ik)"Che™™.

&
dan
k- -

Por otro lado, s en la ecuacion anterior sustituimos n por un niamero real
arbitrario v, vemos que el lado derecho de la ecuacion esta bien definido,
pero jqué significa hacer dicha sustitucion del lado 1zquierdo? 5i definimos
un operador lineal D7 que eumpla con De = I[H.'}"'e““'. entonces podemos
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eacribir .
D'f(z) = Y (ik)"Cre™,
k= =ag

por lo tanto, si comparamos las dltimas dos ecuaciones, vemos que 7 se
puede pensar como una generalizacion del operador de diferenciacion normal.
yva que ademas se reduce a nuna derivada de orden n cuando v = n, con
n un nmimero natural. La forma explitica v las propiedades gque este tipo
de derivadas generalizadas deben cumplir, se comenzaron a estudiar desde
los tiempos de Leibniz, v su definicion v formalizacion se llevo a eabo por
muchos matematicos, entre los cuales podemos mencionar a Laplace, Fourier,
Liouville y Riemann. Pero no fue hasta nncho después cuando la gente se dio
cuenta que podian servir para modelar muchos fendmenos fisicos reales, en
particular en la década de los anos 9, se descubrid que servian para describir
el comportamiento difusivo de algunas cantidades fisicas en distintas clases
de medios. Dicho comportamiento estd caracterizado por el hecho que la
distancia al euardado promedio recorrida por la sustancia o cantidad que se
difunde es una ley de potencias en el tiempo, es decir (r?) x 7, donde el
caso v > 1 se conoce como superdifusidn mientras que v < 1 se conoce como
subdifusidn.

La tesis comienza con la introduceidn de los conceptos v herramientas
necesarios para la deduceidn v el andlisis de los sistemas de reaccidn-difusion
tipicos, seguidos por un recuento de los principales modelos atilizados hasta
ahora y su relacién con un modelo propuesto por Barrio et al. [6], conoci-
do como el modelo BYAM (capitulos 1, 2 v 3). En los capitulos 4 v 5, se
introducen las diferencias esenciales entre la difusion normal v la difusicn
anomala, la manera de deducir la ecuacion de difusion generalizada v una
descripeion introductoria de la herramienta matematica utilizada para esto.
En los iltimos capitulos (capitulos G, 7 v 8) se tratan los modelos de reac-
cidn-difusion generalizados v su andlisis, estudiando asi las consecuencias gue
tiene la difusion andmala en la formacion de patrones v en la propagacidn
de frentes de onda en sistemas biestables. Cnando es posible esto se hace de
manera analitica v enando no, el estudio se lleva acabo de forma numérica.

Por iltimo, se proponen algunas aplicaciones de estos modelos v se dan
las conclusiones del trabajo.
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Capitulo 2

Estructuras disipativas

Existen en la naturaleza muchos sistemas gue presentan de maners natu-
ral estados estables no uniformes en el espacio o en ol tiempo. Esto permite
reconocer reglones espaciales diferentes, que tomadas en conjunto forman un
patrén. La teoria de la formacion de patrones se ha desarrollado en varias
areas del conoeimiento cientifieo [1{!, I=1|, v existe una amplia diversidad de
situaciones en las que este fendmeno es observado, por ejemplo: reacciones
quimicas (fig.2.1(a)), medios granulares (fig.2.1{b)), Auidos v sobre todo en
las ciencias bioldgicas. Como ejemplo de esta iltima, podemos mencionar los
diversos patrones de pigmentacion en la piel de algunos animales, tales como
zehras o peces, ver la fig.(2.2).

Es por esto que es importante entender cdmo se forman estos patrones, lo
que sin duda es uno de los retos cientificos fondamentales de esta época. En
general, los patrones son estructuras espacio-temporales que surgen en sis-
temas fisico-quimicos cuando hay una ruptura espontanea de simetria, En sis-
temas fuera del equilibrio termodinamico, las estructuras espacio-temporales
que aparecen despucs de la ruptura de simetria se llaman esfructuras disipa-
fivas o a veces estructuras anto-organizadas, Ejemplos muy conocidos de pa-
trones o estructuras disipativas en sistemas simples son: log rollos de convee-
cidn en el experimento de Ravleigh-Bénard, o los distintos tipos de patrones
espaciales que pueden lograrse con la reaccion de Belousov-Zhabotinskii, ver
la fig.2.1{a).

Como se menciond en la introduccidn, algunos patrones gue se ven en
lo maturaleza pueden ser modelados por ecusciones de evolucion no lineales.
Dichas ecuaciones pueden ser diseretas o continuas, deterministas o estocasti-
cas. En el caso determinista continue, los modelos utilizados se dividen en
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Figura 2.1: (a) Patrones espaciales en la reaccion Belowsov-Fhabotinskii. (b

Poatrdn de ravas en dunas de arenas

|' 1ENrnA 2.2 Yatrones ol |r|:_||||': I AC I E11 = T0s YIA0DS,

LT TS l:|l|-|'|:'l'II|'L:||1"- --nllu.nn.L:« HI,'ll' :-'.l'lll'!-lljllll'liltl:' AfRLIeeeT :Il.llll]ll LHi] |'E
fendmeno modelado no importan las coordenadas espaciales) v en ecusciones
diferencinles Jir iales. En este contexto, una manera de estudiar el ongen de

||i.‘|||f|]t'|!' Ililr:l"illli'.'| |'hﬁlu||".‘i||.|“'| L by J'l.lll.JI.l'l.'IT |.i| l'l'hFI'Ill'."lflln Iilll'ul[ ||!'| hi!“[l.'lll.il ante
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pequenias perturbaciones con respecto al estado homogeneo estacionario, las
cuales pueden crecer o decrecer en el tiempo. En el primer caso, el estado
homogéneo es un estado de equilibrio inestable, mientras que en el segundo,
el estado homogéneo es estable, La respuesta lineal del sistema esta determi-
nada por la relacidn de dispersion w(k), donde k es el mimero de onda. Dicha
relacion caracteriza la evolucion de pequenias perturbaciones o fluctuaciones
con longitudes de onda especificas, es decir, nos dice si el sistema es estable
o inestable dependiendo del signo de la parte real de dicha relacidn.

En general, los modelos utilizados dependen de varios pardmetros que
describen la interacciin del sistema con el exterior, v la estabilidad o in-
estabilidad de los estados de equilibrio dependen de los valores de dichos
parimetros.

Entonces, si pensamos en un modelo determinista que esta deserito medi-
ante el siguiente conjunto de variables de estado {vy, vg..., v, } ¥ su interaccion
con ¢l mundo exterior estd determinada por los pardmetros Xy, As.. Ay, pode-
mos decir, de manera general, que su evolucidn en el tiempo estd dada por

av =
= FiV. X, (2.1)

donde V' es un vector que contiene a las variables de estado del sistema,
mientras que F' es un conjunto de funciones (generalmente no lineales) que
dependen su estado e indican la manera en que las variables interactiian entre
gi, A = (A, Aae A ).

Generalmente los modelos estudiados son antdnomos, es decir, la parte
que describe la interaceion entre las variables dindmicas es independiente del
tiempo. Esto se debe a que, comiinmente, uno estd interesado en odmo es
que aparecen comportamientos periddicos o incluse comportamientos mais
complicados en el tiempo, atin cuando la dindmica bajo la cual se da la
evalucion de las variables de estado es independiente de dste, es decir lo
primero que se hace es estudiar el tipo de rupturas de simetria temporal que
pueden ocurrir en el modelo.

Ahora bien, el primer paso para analizar sistemas deseritos por expre-
siones tales como la ee.(2.1), es encontrar los estados estacionarios, dichos
estados eumplen con

F(V. X) = 0. (2.2)

U son generalmente estados del sistema para los

Los estados estacionarios

TEs importante notar gise la ec 2.2} define iImplicivamente a los estados estackonarios
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cuales todavia no hay ningiin rompimiento de simetria, por lo que son ho-
mogeéneos en el espacio ¥ estacionarios en el tiempo. Dichos rompimientos de
simetria son consecuencia de la presencia de bifurcaciones en las ecuaciones
de evolucidn,
_ Una vez encontrados los estados estacionarios, se perturban débilmente,
V' = Vo+v" com ||of]| << 1 v se estudia la evolucidn de estas perturbaciones en
el tiempo. Como la perturbacion es pequena es posible linealizar la funcidn F
alrededor del estado estacionario, por lo que dichas perturbaciones enmplen
con la signiente ecuacion de evolucion

ih?

it
donde ¢ es la perturbacion v L{'Ir-":.. .I.} es un operador lineal,
Sustituyendo v = Vie*"' en la ecuacidn anterior tenemos

wiVi = L(Ve, M)V, (2.4)

La ec.(2.4) es una ecuacidn de valores propios para el operador lineal L. por
Iy tamnto, las soliciones del problema linealizadoe son

7=} AVie™, (2.5)
i

= L{Va A7, (2.3)

donde las A; son constantes que solamente dependen del estado inicial.,

De la ec.[2.5) es ficil ver que el estado de equilibrio es estable si v sdlo =i
Re(w;) < 0,Vi.

Por otro lado, los valores propios wy del operador lineal L(V;), dependen
del conjunto de pardmetros X por lo tanto podemos ealeular para qué valores
de dichos pardametros el estado de equilibrio estable se voelve inestable. Para
hacer ésto, v sin perder mucha generalidad podemos suponer que todos los
pardmetros A; son constantes, v que s6lo uno de ellos, digamos Ay se puede
manipular o controlar experimentalmente. Entonees un estado estacionario
estable pierde su estabilidad o se vuelve marginalmente estable para Ay = oy
sl s cumple

.l’ﬂ’_'_‘_,m" (wi)) (Ao) = wo = 0,

dun (2.6)
E |ﬂn=|"! 0.

cotnd funcidn del conjunto de pardnet ros L
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En sistemas espacialmente extentidos, el operador L es generalmete de la
forma L = L(V.V*, ... . ¥V, A), por lo tanto para ver como dependen los
valores propios de fluctuaciones espaciales con longitud de onda ¢ = 27/&
donde _.k es el mimero de onda, podemos ecribrir dichas fluctuaciones como
vy = Viess! %% por lo tanto al sustuir esta expresion en la ec,(2.3), obten-
emos la siguiente ecuacion de valores propios

wiV = Lk, K3, ... K, Vy, DV (2.7)

De la ec.[2.7) es posible determinar w; como funcidn de & v del conjunto
de pardmetros X. Esto permite clasificar las inestabilidades de un sistema
extendido en funcidn del tipo de estructuras espaciales que se vuelven in-
estables cuando hay una bifurcacidn o rompimiento de simetria, fendmeno
que sucede al variar alguno de los pardmetros en X. Entonces, sea Re(wy) =
ig:llﬁll{ﬂﬂl{u:.}]. v sea ke el mimero de onda para el cual, Re(wy) aleanza sa
valor maximo como funcidn de £, las inestabilidades de un sistema espacial-
mente extendido son:

1. Inestabilidad celular si Re(wy(k.)) = 0 v Im{wy(k)) = 0 con k. # 0.
2. Inestabilidad fhomogénea si Re(wa(k:)) = 0 v Im{wa(k:)) = 0con k. = 0.
3. Inestabilidad oscilatoria si Re(wp(k:)) = 0 v Imlwy(k)) # 0con &, #£ 0.

A wylk) se le conoce como la relacion de dispersidn.

Para un andlisis mas detallado de los temas expuestos en este capitulo ver
[IEI- Un ejemplo particular del tipo de ecuaciones de evolucidn tratadas en
este capitulo para sistemas quimicos, son las ecuaciones de reaccion-difusion,
de las cuales hablaremos mas adelante.



Capitulo 3

Reacciones quimicas y difusion.

En general una reaceldn quimica entre dos partioulas (atomos, moléculas
ete.] se da dentro de un medio con propiedades fisieas bien determinsdas,
por ejemplo un sdlido, un liguidoe o un gas que, entre otras cosas, tene wn
volumen £2 bien definido. 5i el medio es inerte, esto es que no reacciona con
los sustancias o particulas en cuestidn, entonces lo fnico que aporta éste a la
reaccion quimica es el transporte de las particulas para que éstas se encuoen-
tren v reaccionen. Dicho transporte es, en general, de tipo difusivo, aungue
si el medio es un Huido, ademds de difusion también puede haber advee-
cidn ¥ conveccion. Es importante decir que el movimiento difusivo siempre
estd presente, no importa el medio en el cual se lleve a cabo la reaccion.

El tiempo promedio que tardan dos particulas que estin en lugares difer-
entes en encontrarse, se llama tiempo difusive. El tiempo promedio que tar-
dan dos particulas contiguas en reaccionar se llama tiempo reactivo. Las
reacciones quimicas se pueden clasificar en dos grupos de acuerdo con estos
tiempos caracteristicos, Las reacciones quimicas en el limite reactive o reac-
ciones en las que el tiempo difusive es muchoe menor que el tiempo reactivo
(tq4 << 7.) v |as reacciones quimicas en el limite difusive o reacciones quimi-
cag en las que ¢l tiempo reactivo es mucho menor que el tiempo difusive.
Esta distincidn es importante, ya que la dindmica de estos dos procesos es
muy diferente,

En el limite reactivo (ry << 7). las particulas recorren en promedio
grandes porciones del volumen £ antes de reaccionar entre ellas, por o que
las cantidades importantes son las concentraciones globales de las sustaneias
O e paestos gquimicos que reaccionan. Debido a ésto, la densidad loeal «de
los compuestos no se toma en cuenta v por lo tanto, la densidad se poede con-
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siderar uniforme. Al no depender de las coordenadas espaciales, la evolucion
en el tiempo de la densidad de los reactivos, se puede modelar, como veremos
mis adelante (seccidn 3.1), mediante ecuaciones diferenciales ordinarias

Las reacciones gquimicas en el limite difusivo se caracterizan por un tiempo
difusive mucho mavor al tiempo reactivo, por lo tanto las particulas reaccio-
nan antes de que puedan recorrer fracciones considerables del volumen £,
Esto tiene como consecuencia que en dicho limite los valores locales de la
densidad sean importantes para la dindmica. Una manera de modelar reac-
ciones quimicas con las caracteristicas mencionadas, es utilizando ecuaciones
de reaccidn-difusion (seccion 3.2) .

3.1. La ley de accion de masas.

En general una reaccion quimica gque involuera n moléculas diferentes se
puede escribir de la siguiente manera

10Xy 8+ + X *:5 X+ X+t X (B1)

I
donde los coeficientes i v p se conocen como los coeficientes estequiométricos.
Las dos flechas en la expresion anterior quieren decir que la reaccion ocurre
en ambas direcciones, Para el caso en que el proceso quimico representado
por la ec.(3.1) ocurra en el limite reactivo, la ley de accidn de masas dice
que el nimero de reacciones por unidad de volumen por unidad de tiempo

que ocurren en la ec.(3.1) de izquierda a derecha, es proporcional a []e;

donde ¢; es la concentracion del i-ésimo reactivo, El producto expresa la
probabilidad de que las particulas que participan en la reaccion, reaccionen
unas con otras, v asume de forma implitica que la probabilidad de encontrar
a un reactive en un punto especifico del volumen 2, e= independiente de
la posicion de los demas, La constante de proporcionalidad que llamaremos
kg, s una medida de cuantas reacciones hay por unidad de tiempo, ¥y en
general es una funcidn de la temperatura del sistema, por lo que para poder
considerar estos coeficientes como constantes, el medio tiene que estar o una
temperatura fija. Entonees, a temperatura constante ky = X v por lo tanto,
¢l cambio en el tiempo de la concentracion del reactiva § esth dado por

i
= = (g = vy)ky Hr" (3.2)
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Para la reaccidn en el otro sentido, la ley de accidn de masas nos dice que la
ecuacion de evolucion temporal del reactivo j es

r_if:- n
2= (v — ke [T (33)

Por lo tanto, el cambio en el tiempo de la concentracidn del compuesto
debido a la reaccidn gquimica correspondiente a la ec.(3.1), se puede escribir
CO0

e d .
L:f = (5 — vy [T & + (05 = ) TP 2. (3.4)

Como un ejemplo de la aplicacion de la lev de aceidn de masas, podemos
considerar la signiente reaccidn quimica

A+ X A4+2XK
o (3.5)

x5 p

La ec.(3.5) es un modelo de una reaccidn autocatalitica, donde la concen-
tracidn del catalizador A permanece constante,

Si suponemos que la reaccion ocurre en el limite reactivo, la evolucion de
la concentraciin del compuesto X estd dada por

dey
dl
Si reescalamos el tiempo por £yey. v definimos un nuevoe pardmetro r como

r= iﬁﬁ”‘ . la ecuacion de evolucion toma la signiente forma

= (kycy — ka)ox = k‘if."qﬂi:-. (3.G)

"X = rex = (ex)® (3.7)
donde el parametro r puede tomar distintos valores dependiendo de la con-
centracion del eatalizador A v de la temperatura del sistema.

Las ecuaciones de evolucion para las concentraciones mostradas hasta
ahora son ecuaciones para las concentraciones globales de los compuestos
quimicos que participan en la reaccidn, que en el caso de reacciones en el
limite reactivo se definen como

Promedio del mimero de particulas del reactiva J en 01
I'_'Ji = ﬂ .
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Dicha definicion se debe a que las reacciones quimicas son en realidad pro-
cesos estocisticos, por lo que solo tiene sentido hablar de promedios v de
Auctuaciones alrededor de dichos promedios. De esto iltimo, podemos con-
cluir que las ecuaciones mostradas o mencionadas en los parrafos anteriores,
solo son aplicables si el niimero de particulas que participan en la reaccidn
es grande, va que en este caso las fluctuaciones de dicha cantidad alrededor
de su valor promedio son despreciables.

Es importante sefialar que la ley de accidn de masas va es una aprogi-
maciin al proceso estocistico que modela la reaccidon quimica. Para ver esto
podemos imaginar una reaccidn quimica en la enal una molécula A reacciona
con una molécula B para producir una moléenla C, la cual se degrada en
una molécula O,

Si la probabilidad por unidad de tiempo de que suceda la reaccion entre
Av B la lamamos f, v a la probabilidad por unidad de tiempo de que
la molécula © se degrade la lamamos d, entonces la formula gquimica que
deseribe esta reaceion estd dada por

A+ Lc L. (3.0

Si consideramos un intervalo de tiempo di lo suficientemente pequeno para
que solo pueda haber una reaccion durante éste, la probabilidad de encontrar
al sistema en el estado deserito por ng, ng, ne donde n; es el nimero de
particulas del reactivo ¢t con ¢ = A, B, O, es F, | 5,.8-(t). Dicha distribucidn
de probabilidad cumple con la siguniente ecuacion maestra

'F'II'I_q.I'Ijll.Flg_'{f + E"} —
W I::I'J'I_I.liﬂ.ric,' | {FI + ].::IA.{H =5 l]ﬂ.{ﬂ' -— 1}{_‘] P[,H.”_4_[,,4.”."_,:,1_]]:-{‘]

+ “".{N‘,.q. Mg Ny | . Ng, fﬂ + i}f'}Pn-,..Hu.l:ni- I].-_-I:.E] + I:-H'rllv:l'r\-r\-'l-r':| Pl'l,q.l'l];.l-h\'_'{r}"
(3.10)

donde Wi | ) = Probabilidad de transicidn del estado j al estado ¢ en el
intervalo de tiempo df v W = Probabilidad de que no ocurra ninguna
reaccion en el intervalo de tiempo df.

Las probabilidades de transicidn, exepto por un factor de normalizacion
que puede ser absorbido por las constantes f v o, estdn dadas por las signien-
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tes expresiones

Wing,ng.ne | (n+ a,n4+ g (n—1e)=flin+ 1)) ((n+1)g)dt,
Wina, ng,ne | na,ng, (n+ 1)) = d{(n+ 1)) dt,
Wharese = 1 = frangdt — dnedt.

(3.11)

Ahora bien, si sustituimos las expresiones de la ec.(3.11) en la ecuacion
maestra, dividimos entre dt v tomamos el limite cuando dt — () tenemos

OPassanc — 1 ((n+1)4) ((n+ ) (Prasniaasin-nc(t)

= n.-l"ﬂPn_*-rtp.ﬂp} -d {"l!"-'ﬂ_;,-rtp.m_— - ((n+ ”n‘.’-‘}Pn_q.np,lmklbp} -

(3.12)

Multiplicando la ec.(3.12) por ne v sumando sobre ny, ng v ne tenemos

% = JFE{{" =1+ 1)c)in+ Ly)(n + 1a)Finiint adn-1e
— 1Y nansncPynpnc =4y NePaynpn.) (3.13)

+dy ((n+1=1)e)((n+ e)Puynpiniic)

entonces, utilizando la expresion

%

{ABC) = E fangie Py, nyne

1§ 18 g, Py =il
=

= Z ((n + 1)a)(n+ )a)((n = 1)e) Bninppine hmin-1)c:

41 gt =)

(3.14)

¥ ¢l hecho que B, , 50 = 0 81 1y < 0, podemos escribir la ec.(3.13) como

) - H(ABC) +(AB)) ~ J(ABC) - d(C?)

+d({C?) - (C)) = f(AB) - d{C).

Por otro lado, la lev de accidn de masas aplicada a la reaccion quimica
de la ec.(3.9) nos dice que el cambio de la concentracion del compuesto C en
el tiempo esta dado por

(3.15)

de, ] 1 ,
j = feqcq — dce. (3.16)
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Comparando las expresiones mostradas en las ec.(3.15) v (3.16), podemos
ver que la ley de accion de masas es igual a la ley microscopica derivada de
las mﬁ:lﬂdﬂﬂh estocasticas intrinsecas a una reaccion quimica si v solo si
_il" J’ A (en el caso de una reaccidn en la que participan dos compuestos

quimicos o reaccion de segundo orden) v d = d. Ademds como dicha lew es-
tablece que flrr. constante, necesitamos que (AB) = (A){ B}, lo cual implica
SUPHIET (ue los Procesos aleatorios TTI]'IM'HHZIT[I-F“IPH a eada reactivo son in-
dependientes, v que f = f{}. Si esto es asi, entonces f se puede ver como una
medida del mimero de reacciones por unidad de tiempo entre los reactivos A
v B en el volumen {1

En la literatura sobre sistemas de reaccidn-difusion existente, general-
mente se modela la parte reactiva de las ecuaciones mediante la ley de accidn
de masas y no se mencionan las ecuaciones microscaopicas de las cuales se
deduce ésta. Aungue esto no es importante en sistemas de reacciom-difusidn
normales, la naturaleza estocistica de las reacciones quimicas puede ser im-
portante cuando la difusidn es andmala, lo cual se ve reflejado en que hasta
ahora, la modelacidn de la parte reactiva en un sistema de reacciom-difusidn
en presencia de subdifusion signe siendo un problema abierto, Por ejemplo,
se ha demostrado que la presencia de subdifusion, al menos en algunos ca-
so8, puede cambiar de manera dridstica la forma de la cinética quimica (ver
capitulo 6).

3.2. Sistemas de Reaccion Difusion.

Cuando las reacciones quimicas se llevan a cabo en el limite difusivo, no es
la densidad global de los compuestos quimicos lo que determina la dindmica
de la reaccion, si no la densidad local. Por lo tanto, para estudiar la evolucidn
de estos sistemas es necesario ver como cambia la concentracion local de
los quimicos en el tiempo debido a Huctuaciones localizadas alrededor de la
densidad promedio. Para esto, consideramos un volumen imaginario £ dentro
del volumen £ donde se lleva a cabo la reaccidn v calenlamos ciomo cambia la
cantidad de particulas o moléculas de uno de los compuestos dentro de ¥ en
el tiempo. La razin de cambio en el tiempo del mimero de particulas en £,
puede ser consecuencia solamente de dos procesos: del flujo de particulas que
entra o sale del volumen a través de la superficie que lo delimita (flujo debido
a las propiedades de transporte inherentes al medio en coal las particulas
se encuentran diluidas, éste puede ser advectivo, convectivo, difusive o una
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combinacion de los tres | ¥ a las reacciones quimicas. Por lo tanto, dicha
razdn de cambio se puede expresar de la siguiente manera

in, d f -
== § pade == J = uila +f Jipe)de, (3.17)
dt  dt frp i o

donde f es la cantidad de particulas del compuesto © por unidad de tiempo
v por unidad de volumen que aparecen o desaparecen debido a las reacciones,
v J es el Hujo de particulas por unidad de tiempo v por unidad de superficie.
Utilizando el teorema de la divergencia en la ec.(3.17) obtenemaos

(pe+ % - JF = flp))dv = 0. (3.18)
i

Como esta dltima ecuacion es vilida para todo ¥, podemos concluir que la
evolueion temporal de la densidad local del reactivo O esti dada por

) = ’

L+ V- T= flp) =0. (3.19)

Si suponemos que la ley de accidn de masas también se cumple localmente,
la funcidn f{p.) estd determinada por dicha ley,

Para plantear de forma completa la expresion mostrada en la ec.(3.19),
necesitamos saber la dependencia del flujo J como funcidn de la densidad
local p.. Si suponemos que la concentracion de p. varia lentamente en el
espacio, ¥ que no hay conveccion ni adveecion, podemos eseribir J como
funcidn de la densidad de la siguiente manera: J = =W, donde L es
un factor de proporcionalidad’ que depende de las coordenadas espaciales
si ¢l medio no es homogéneno v se conoce como coeficiente de difusidn. La
suposicion que el flujo es proporeional al gradiente de la densidad, se conoce
generalmente como la 1, ley de Fick.

Si el medio es homogéneo e isotrdpico podemos reescribir la ec.(3.19) de
la siguiente forma
ﬂ_ﬁ.— = DV, + f( 120
3 - e+ flpe). (4.20)

A este tipo de ecuacidn se le lama ecuacién de reaccidn-difusicn®.

'De manera general £ ez una matriz de 3 = 3, que oo el caso de an medio Bstropico o
dingonal con toadns sus entradas iguabes v positivas.

Lz eeusckones de resccidn-difisiin en su forma mas general, son ecuaciones en las que
L} = una matriz po disgonal ¥ =us entradaz son funciones dependientes de las coordenadas
espacinles. En fste trabajo silo s trntard ol coso ool gque 1 os diagonal v sos entradas
BON CONALATILES,
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Generalizando para n compuestos quimicos distintos tenemos

X o v+ K(C), (3.21)
o

donde € es un vector cuvas entradas son las densidades de cada compuesto
g[iimio, K es una funcién veetorial [H-r[{i::l : R" — R") cuyas entradas son
las funciones que modelan las reaceiones en las que participa cada compuesto
de acuerdo a la ley de accidn de masas, v I es una matriz diagonal cuvas
entradas son positivas v corresponden a los coeficientes de difusion de cada
compuesto quimico.

Si los compuestos que participan en la reaccion no se degradan ni reaccio-
nan entre si tenemos K = 0, por lo tanto el sistema de ecuaciones no lineales
acopladas dado en la ec.(3.21), se reduce a un conjunto de ecuaciones lineales
desacopladas (una por cada sustancia) dadas por

A
i
La e, (3.22) 80 conoce como la ecuacidn de difusidn v serd estudiada con mds

detalle en el siguiente capitulo, donde ademais se deducicd la generalizacion
de esta ccuacion para el caso de difusion andimala.

= D;V°C;. (3.22)

3.2.1. Distintos Modelos de Reacecidon-Difusion

Como se menciondé anteriormente, desde el trabajo de Turing los sistemas
de reaccidn-difusion se han utilizado para modelar la aparicidn de estructuras
coherentes espacio-temporales en diferentes contextos, en particular en bio-
logia v en quimica. A continuaciin haremos un breve resumen de los modelos
de reaccidn-difusion mas usados v de las ideas de las cuales éstos surgieron.

En la tabla 3.1 se pueden ver las distintas cinéticas correspondientes a
cada modelo. Las funciones Fu, v, w...). Glu,v,w...) v H{u, v, w...) corres-
ponden a las entradas de la funcién K mostrada en la ee.(3.21). v estin dadas
por la ley de accion de masas correspondiente a las reacciones quimicas entre
los compuestos cuyas concentraciones son w, v, ...,

La ecuacidn de reaccidn-difusidn correspondiente a la primera cinética
de la tabla 3.1, se conoce como ecuaciin de Fisher o algunas veces como
eetaciin de Fisher-Kolmogorov, Esta ecuacidn fue propuesta originalmente
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para modelar la propagacion de un gen exitoso en una poblacion [16]. La
ecuacion de Fisher también ha sido utilizada para modelar propagacion de
epidemias v en algunos casos, para modelar la dinamica espacio-temporal de
ciertas poblaciones de bacterias [17].

Tabla 3.1: Principales modelos.

Cinética quimica Nombre del Modelo Ref.
Flu,v) = pu(l — u/K) Ecuacidn de Fisher |16
Flu,v) = au — buv Lotka- Vaolterra 18
Glu,v) = —cu + duv

Flu,v) = p, — pyu + pu* v Gierer-Meinhardt 19|
Glu,v) = py — prev + pu®

Flu,v) = f(1 - 1) = ur® Gray Scott lﬂl]
Glu,v) = by — e

Flu,v)=a—(b+ 1)u+u'v Bruselador 123]
Glu,v) = bu — u’v

Flu,v,w) = 1/e(ge = uv + u(l = u)}) Oregonador (26]

Glu, v, w) = 1/e'(—gv — uv + fw)

Hlu,v,w)=u-—-v

Flu,v) = vla — u + u'r) Shnakenberg 27
Glu, v) = y(b — ur?)y

Flu,v) = a = u—4uv/(1 + u*) Lengyel- Epstein 125
Glu,v) = 8(u — uvf(1 + u*))

Fluv)=—v+u+u Fitzguh-Nagumo 129|
Glu,v) = e(lu —av — )

Flu,v) = n{u + av = Cutt = t’) BVAM 6]

Gi(u, v) = p{be + he + Cuv + ue?)

Para la segunda cinética, el modelo de reaceidn-difusion correspondiente
se conoce como el modelo de Lotka-Velterra (18], éste fue disefiado por el
quimico Alfred Lotka y el bidloge Vito Velterra para estudiar la dindmica de
presa-depredador entre dos poblaciones. Dicho modelo v sus variantes han
sido ampliamente utilizados por ecdlogos.

El tercer modelo se conoce como modelo de Gierer-Meinhardt [19] v fue
introducido para estudiar la formacion de estructuras biologicas a través de
la inestabilidad de Turing. La cinética es representativa de un tipo de cinética
mis general conocida como activador-inhividor. El modelo Gierer-Meinhardt
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ha sido utilizado entre otras cosas, como una posible explicacion para los
patrones que aparecen en las conchas de ciertos moluscos [20].

El modelo conocido como Gray-Scott [21] fue construido como una primera
aproximacion al fendmeno de la glicdlisis dentro de las eélulas. Dicho mode-
lo ha sido extensamente estudiado debido a sa simplicidad. Recientemente
nosotros hemos propuesto este modelo como un mecanismo mediante el cual
se forma un patrén quimico de caminoes que conectan a distintas neuronas. En
¢l modelo propuesto, dichos caminos sirven como guias para el crecimiento
de axones de manera quimiotdctica [22].

El bruselador [23] es un modelo disefiado para describir reacciones anto-
cataliticas, proceso muy comin en la naturaleza, Fue propuesto por Prigogine
y su equipo v ha sido ampliamente estudiado. Recientemente se ha utiliza-
do para estudiar la dindmica de sistemas de Turing acoplados a traves de
superficies |24, 23).

El oregonador [26] es un modelo simplificado de la reaceidn quimica cono-
citdda como la reaceidon de Belousov-Zhalsstinskii v ha sido utilizado exitdss-
mente para producir diversos tipos de patrones espaciales. Una simplificacion
del oregonador es el modelo conocido como Schnakenberg [27).

El primer patrdn de Turing fue observado experimentalimente hasta 194900
en una reaceidn quimica conocida como CIMA (chlorine-iodine-malonie acid)
[4]. El modelo de Lengyel-Epstein [28] fue creado para estudiar la dindmica
de dicha reaccion.

La peniltima cinética de la tabla se conoce como el modelo de FitzHugh-
Nagumo [29] ¥ es en realidad una simplificacion del modelo de Hodking-
Huxley, el cual ha sido aplicado exitosamente para el estudio de la propa-
gaciin de impulsos nerviosos. Este modelo es matematicamente complicado,
por lo que el FitzHugh-Nagumo lo simplifica v captura sus principales carac-
teristicas |7, 30].

Por viltimo tenemos al modelo BVAM, éste se puede ver como una gene-
ralizacion de algunos de los modelos anteriores,

Por ejemplo la ecuacidn de Fisher es un caso particular del modelo BVAM
si ponemos en este u = v =n v O = 1/K v todos los demids pardmetros
igual a cero. El modelo de Lotka Volterra también se puede ver como un caso
particular del modelo BVAM si se desprecian los términos de orden edbico.

El modelo BVAM nace de suponer una cinética quimica F(U, V), G(U, V)
con un punto de equilibrio (LG, V) v de expander estas funciones en una serie
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de Taylor hasta tercer orden

Flu,v) =Ayu + Agv + Hyu® + 2Hqur + Hagr'+
.1-.“."“H %+ 31‘1']-][[!?!? + 3!1!.1—;1‘":2 + ﬂn.rmi-'!.

Glu, v) =By + Baw + Nyyu? + 2Nyguv + Nggv*+ 25
Qi + 3Q nu'v + 3Q pur® + Qo
donde

Ay =8 F |woreyy A2 =F oy Hu = &F lwome)s ete

ﬂ-f". = EP!:I.F I':!'Iﬂut'..ﬁ:l" 5!.1. = EJEW'F: et ote

By =G lworey  Be=3GC lworey, N = &G lworey, ete.

Qi = RC |wore) Qi = &G livasi)s ete.

(3.24)

Tomamdo A = 1, Ay = v, Hjj = Hey = 0 2Hjs = C, IMjyy = 1,
.'1-.!'". = .-'-.Fm — '} v HL = -Fl. Bi — b. r“'lr" = ﬂ = .H'l":.l_-.h ?.'Tﬁ — —C Y
e = =1, Q1 = Qayy = 0 obtenemos el modelo BYAM.

Notese que los valores de Q. Mg, Hia v N son escogidos de tal
manera que la concentracion total u + v debido a la reacciin entre los dos
compuestos quimicos permanece constante durante este proceso,

Por lo tanto este modelo se puede pensar como un modelo que describe la
evoluciion de pequenas fuctuaciones alrededor de un estado estacionario ho-
mogéneo para cualguier cinética quimica que tenga una expansion de Tavlor
de la forma mencionada alrededor de un punto fijo.

Finalmente, es importante mencionar que debido a la naturaleza de la
deduceion del modelo, las variables u v ¢ pueden tomar valores negativos, va
que =L —-Uy vyv=V -V, donde U v V; cumplen con F(L, V5) =0, v
G{ [-'Iu. l-"'n] = 0.
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3.3. La inestabilidad de Turing.

De lo dicho anteriormente sabemos gque una reaceidon entre dos compuestos
quimicos, que se lleva a eabo en un medio isotropico v homogénes en el cual
la difusidn es normal®, se puede eseribir de la siguiente manera

% = D,V + Flu,v),
ol (3.25)
== D. 9% + Glu, v).

Mediante un cambio de variables, este tipo de ecuaciones se pueden eseribir
de manera adimensional de la siguiente forma

d fu AV 0 u Fu, v) "
= (I) =" ??) (;) +1 (G[“‘ L,]), (3.26)
donde 1 es un pardmetro que mide que tan fuerte o3 la reaceidn con respecto
a la difusidon, o a veees, sirve como una medida del tamanio del sistema, v
d = D/ D,
El medio donde sucede la reaccidn quimica es un medio con volumen
finito, por lo tanto para que ¢l problema esté bien definido necesitamos es-

pecificar las condiciones a la frontera gque cumplen las densidades u v o,
Dichas condiciones pueden ser de la siguiente forma

v = f(F)

Ez ::‘:: ;gj‘}f e a0 Newmann (3.27)

Vu-ii+u= f(7)
Vuo-ii+v = g(T)

i g{ﬂ}f € M) Dirichlet

}:F & ) Robin.

Donde fi, o5 el veetor normal exterior unitario de la frontera 500,

También es comiin utilizar condiciones de frontera periddicas.

La primera condicidn quiere decir que las densidades de los compuestos
quimicos en la frontera estdn dadas por las funciones [ v g.

*Llamamos difusion normal al proceso fisico que puede ser modelado mediante 1a
ceuaciin de difusidn. Para ver odmo se exrmcterizn o difustin anormal o sndmals ver
el sigulente capliiab.
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Las segunda, que el Hujo de los compuestos en la frontera esta determi-
nado por las funciones f v g.

La tercera condicidn dice que el flujo v la densidad de los compuestos
quimicos en la frontera no son independientes, v estan relacionadas mediante
las funciones f v g.

Que tipo de condicidn a la frontera se utiliza, depende del sistema que se
esté modelando,

Ahora bien, para estudiar los distintos tipos de inestabilidades que pueden
sufrir los estados homogéneos estacionarios del sistema dado en la ec.(3.2G).
nos podemos olvidar por un momento de las condiciones de frontera v estu-
diar la dindmica de la ecuacidn linealizada alrededor de dichos estados

20-(T Y o

donde A es conocida como la matriz de estabilidad, v es la matriz Jacobiana
del vector cuyas entradas son las funciones Fu, v) v Gw, v). Por otro lado,
u' v of cumplen con u = ug =o' ¥ v — vy =/, ¥ son pequenas Auctuaciones
con respecto al estado estacionario (w, v) = (. vg).

Escrita de manera explicita A estd dada por

a.F a,F
i (ﬂuﬂ' E.I'L.E-') : (3.29)
(w000

En términos espaciales, hay dos posibilidades para el tipo de inestabili-
dades que pueden sufrir los estados de equilibrio homogéneos. La primera,
que sean mestables ante perturbaciones con longitud de onda grande®. La se-
gunda, gue sean estables ante perturbaciones con longitud de onda grande, e
mestables ante perturbaciones con longitudes de onda mas pequenas que las
dimensiones caracteristicas del volmmen en el cual se lleva a cabo la reaccidn.

El primer caso puede extenderse al limite asintdtico correspondiente a
perturbaciones con longitud de onda infinita, por lo tanto, podemos pensar
r#w las perturbaciones bajo las cuales el sistema es inestable son de la forma

et

WGrande con mspects al volumen donde sucede la reacckin quimica.
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La evolucion de dichas perturbaciones” estd dada por

d
E (:;:) = nA (:;) . (5.30)

Como supusimos que el sistema eg inestable ante este tipo de perturba-
ciones, la parte real de los valores propios (Re(w) > 0) de la matriz A es
positiva, por lo tanto, hay s6lo dos posibilidades para la dindmica del sistema
linealizado, es decir Fme(wy) = 0o fmlw;) € 0. Si ademds suponemos que los
términos no lineales impiden que las soluciones crezean indefinidamente®, los
inicos estados a los cuales puede tender el sistema cuando ¢ — o¢ son un
punto fijo estable o un ciclo limite estable’. El primer caso, corresponde a un
estado estacionario homogéneo, mientras que el segundo corresponde a un
estado en el cual la densidad global del sistema oscila de manera periddica.

Como queremos estudiar el tipo de inestabilidades para un estado esta-
cionario homogéneo, nos olvidaremos por un momento del segundo caso, es
decir, del caso cuando el sistema oscila de manera periddica.

Podemaos concluir entonces, que los estados estacionarios homogéneos de
la ec.(3.2G), tienen que ser estables ante perturbaciones con longitudes de
onda grande, va que en caso contrario cualguier perturbacion del estado esta-
cionario, tiene como consecuencia que el sistema evolucione de dicho estado
homogéneo estacionario a otro estado homogéneo estacionario estable, lo que
implica que los estados estacionarios inestables nuneca podrin ser observados
experimentalmente mientras que los estables si. La condicion de estabilidad
para ¢l estado estacionario homogéneo impone restriceiones a los valores que
los pardimetros del sistema pueden tener. Para ver dichag restricciones de
manera explicita tenemos que calenlar los valores propios w; de la matriz de
estabilidad o matriz de Jacobi.

La ecuacion que cumplen los valores propios estd dada por

'ﬁ'qu_"-"-"i fll'li.'}..F N o
oG nBG—uw| =" (3.31)

*En este caso, todas las perturbaciones con longitud de onda menor que las dimensiones
chir 41, clecacn exponencialmente en el tienpo, por lo tanto es vilido saponer gue b dindmiea
el sistema es o misma que en el caso de reacciones en e limite reactivo.

Fouposicida e dilse cumplir cualguier modeds de un fendmeno cuvas varisbbes de
eetado estan acotadaz, tales como la densbdad.

TAl estar trabajando con dos sustancias, la dimensitn del espacio fase del sistema es
dhos, por bo tanto podenss descartar un réghmen asintotios cadtico para las densidacdes [31].
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Por lo tanto

auF t 3G | ((BF +3:G)* — -ﬂa.éFHuG — RFRGN' (g 49
donde las derivadas parciales que aparecen en la e, (3.31) estian evaluadas
en ¢l estado (g, vg). Entonces, para que Re(w;) < 0; ¢ = 1, 2, lo que garan-

tiza que (i, vy) =ea asintdticamente estable ante perturbaciones uniformes
(perturbaciones cuvo nimero de onda k& = 0) | necesitamos:

(B F + 8,G) ljuguny< 0,
det(A) |jup.ui= [A] > 0.

wifn =

(3.33)

Para estudiar la estabilidad de los estados de equilibrio con respecto a per-
turbaciones con nimero de onda k, podemos escribir dichas perturbaciones
como Ve 7% qustituvendo esta expresion en la ec.(3.28) tenemos

1':]' ||' —i-2 an G1a . N
i (i.r') - ( diﬂz-:- _k?+ﬂ-ﬁ) (!r") . (3.34)

donde a; ;, es el elemento ij — ésimo de la matriz de estabilidad.
Entonces, la solucidn general de la ec.(3.34) estd dada por

(:‘;) = E(w,[k]v.{k}.:m*l' F(kx) + Walk)Va(k)e=rtE1 ;{1—:3), (3.35)

i

donde las W con ¢ = 1,2, son constantes que dependen danicamente de la
condicidn inicial, mientras que V; v wy son los vectores v valores propios de
la matriz A = Ik*, donde I es la matriz diagonal de 2 = 2 cuyas entradas son
d v 1, v flkr) son las funciones propias del operador de Laplace.

La ecuacion que cumplen los valores propios w; en este caso es

nay — dk* = wy 1y

i i B — | =" (3.36)

Por lo tanto

w? +wi(KP(1 +d) = play + an)) + h(E*) =0,

3.37
h(k?) = dk* — nlda,, + an)i® + i?|A|. it

Despejando w; de la ec.(3.37) tenemos

2y = (k2 1+d)—nlay +ag)) £ [R2(1+d)—nlay +axm))* =4 (k)2 (3.38)
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Ahora bien, para que exista una inestabilidad es necesario que Re(w;(k)) =
0, con k # 0, por lo tanto: A(k*) = dk* = nlday; + azn)k* + 7°|A] < 0, ya
que debido a las condiciones dadas en la ec(3.33) tenemos: —(k*(1 + d) -
mlay 4 asz)) < 0. Debido también a dichas condiciones, la anica forma en que
hE*) < 0 es dayy + ag > 0, y para que esta dltima designaldad se cumpla,
es necesario que se satisfagan las siguientes expresiones

signo(ay; ) # signo{az),
d # 1.
Podemos concluir entonces, que para la existencia de una inestabilidad ante

perturbaciones con k 5 (), e85 necesario que los compuestos quimicos con
concentraciones u v ¢ se difundan a diferentes veloeidades.

(3.39)

La condicion dayy 4 ag > 0 es una condicidn necesaria pero no suficiente
para el cumplimiento de h{(E*) < 0. Para asegurar que h(k*) < 0, se pide que
el minimo de la funcidn h(k*) sea menor que cero, lo que implica

h{kd) < 0,

dh( k)
e{ k?)

(3.40)

|ez= 0,

donde kg es el nimero de onda para el cual h(E) tiene un minimo, Escritas
explicitamente las condiciones son

— (|,4_| _ M) <0,

i (3.41)

dayy + ag)
= {“—
o= 2d

El punto de bifurcacion fiy,g = 0, nos define un valor eritico d. al suponer
que todos los demas pardmetros estin fijos. Por lo tanto, si d > d. el sistema
es inestable ante perturbaciones con nimero de onda & ~ &3, donde &
corresponde al mimero de onda mas inestable.

El intervalo de mimeros de onda & que pueden ser inestables esta deter-
minado por los ceros de h(E?), de tal manera que si &2 € (&, k3), donde
h(kd) = 0 v h(k3) = 0, entonees es un mimero de onda inestable, ver la
fig.(3.1). La inestabilidad que cumple con las condiciones antes mencionadas,
se conoee comao la inestabilidad de Turing, v es, de acuerdo con la clasificacion
del capitulo 2, una inestabilidad celular.
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Figura 1.1: Grafica de la funcidn (k) vs, E ouando ésta cumple las condi-
ciones para la existencia de la inestabilidad de Turing.

Si juntames los resultados de ln dltima seeeidn, podemos concluir que para
que exista una inestabilidad de Turing en un sistema de reaccion-difusion, la
cinética quimica debe cumplir con las signientes condiciones

iy + ta < 0
fyptiyy = Egpils =0

ez + gy > 0 Pt

ﬂl!":I" + I:.I:g-;;-:':t — *Ill'[ﬂ'mﬂﬂ = digpingy | = 1,

condiciones que tienen como consecuencia las relaciones mostradoes en la
ec.(3.39).

Como veremos en el Capitulo G, la presencia de subdifusion en los sistemas
de reaccidn-difusion puede tener como consecuencia que cinéticas quimicas
gque no cumplen alganas de las desipualdades mostrades en 1o o (3.42) (en
particular ln primera desigualdad) presenten una inestabilidad de Turing, es
decir, en presencia de subdifusidn las condiciones necesarins para la existoncia
de dicha inestabilidad pueden ser relajadas.

En el signiente capitulo definiremos formalmente lo que queremos decir
com subdifusion, ademas de deducir las eeuaciones necesarias Juara miclelar
este fepdmenn,
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Capitulo 4

Difusion anomala.

La difusién es un fendmeno comiin en la naturaleza, v es fundamental-
mente un mecanismo que transporta materia o alguna otra cantidad fisica
de un lugar a otro. Las caracteristicas de dicho mecanismo dependen de las
propiedades fisicas del medio en el cual se lleva a cabo v de la sustancia que
se difunde, Algunas de estas propiedades son: la temperatura, la dimensién
del espacio, la estructura geométrica del espacio o sustancia en la cual se lleva
a cabo la difusion y el tipo de interaccion entre la sustancia que se difunde v
la sustancia en la cual ocurre este fendmeno.

El proceso que da origen a la difusion es un proceso estocastico o aleatorio;
esto se puede apreciar mediante el ejemplo mas conocido v mejor entendido
de dicho fendmeno, el movimiento browniano. La observacion del mowmiento
browniane fue reportada por primera vez en 1784 por el fisico Holandés
Jan Ingen-Housz, pero no fue hasta 1828, cnando el botdnico inglés Robert
Brown publicd sus estudios sobre el movimiento de pequenos granos de polen
en la superficie del agua enando éste fue nombrado. Dicho movimiento fue
explicacdlo por primera vez por Albert Einstein en 1905, en un articulo ti-
tulado: On the molion, required by the molecular-kinetic theory of heat, of
particles suspended in fluids at rest'. En este articulo, Einstein utiliza como
herramienta a los caminantes aleatorios, que junto con la hipdtesis atdmica
cle la materia sirven para deducir una eeuacion que modela este fendmeno?,

'Este articulo fue muy importante va que, entre otras cosas, syudd o establecer de
manera dehnitiva la hipatesis atomica de la materia.

“Wna de las ideas de Einstein, era que mediante los resultados obtenidos en el articulo
mencionads, seria posible medir experimentalmente el nimero de Avogadro, cosa que hizo
Joan Perrin, o cual e valics ol Proemio Naobsel e Bisbea dbe 19295,
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El hecho que Einstein hava utilizado estas ideas, se debe a que la cansa
del movimiento browniano son los continuos chogues gue sufren las particulas
susgpendidas en la superficie del fluido con las moléculas del mismo, lo cnal
tiene como consecuencia que su movimiento sea erritico ¢ impredecible. De
ahi la naturaleza estocistica del fendmeno. Uno de los principales resultados
del articulo antes mencionado, es que (r?) x , donde r es la distancia reco-
rrida por ¢l caminante vy los corchetes significan el promedio de la cantidad
dentro de ellos. Este resultado es la principal caracteristica de la difusidn
normal v es fundamentalmente, consecuencia de un teorema conocido como
el teorema del limite central

El teorema del limite central establece, sin ser muy rigurosos, que la
distribucidn de probabilidad que define a una suma de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas, cuyo segundo momento existe,
tiende a una distribucidn gaussiana cuando el mimero de variables N que
entran en la suma tiende a infinito®.

Alrededor de 1926, debido al trabajo de Richardson sobre la difusion en
medios turbulentos, se empezaron a conocer los primeros ejemplos en los
cuales no se cumplia la relacion encontrada por Einstein para {ri'}. y para
mediados de los G0's va habia varios ejemplos de sistemas fisicos para los
cuales tampoco se cumplia dicha prediceidn, entre ellos destaca la difusion
de particulas cargadas en sdlidos amorfos [32].

En 1965 Montroll v Weiss [33] introdujeron las caminatas aleaforias en
tiempo continue (CACT), herramienta mediante la cual fue posible la expli-
cacion de algunos de estos fendmenos, conocidos ahora como difusion andmala
[34, 35).

Por otro lado, en la década de los afos 90 se descubrio que el formalismo de
las caminatas aleatorias en tiempo continnoe, en ciertos casos era equivalente
a una deseripeidn contimua v macroscopica de la densidad de caminantes
mediante una ecuacidn de difusidn generalizada. En esta ecuacion de difusidn
generalizada, los operadores diferenciales que aparecen en la ec.(3.22) son
sustituidos por operadores conocidos como derivadas fraceionarias [36, 37, 38,
39]. Las ventajas de dicho descubrimiento fueron entre otras, la resolucidn
de problemas de valores iniciales con condiciones a la frontera especificas
[40] para fendmenos de difusion andmala, el estudio de las soluciones de
esta ecuacidén en presencia de fuerzas o campos v la gran ventaja de poder
utilizar las herramientas va conocidas de la teoria de ecuaciones diferenciales

W éase Ajpendice A.



parciales, tales como separacion de variables v métodos de transformadas.

Para concluir esta secciom introductoria es importante aclarar que el
fendmeno de la difusion puede ser extendido a cantidades mas abstractas,
tales como energia, momento ete., ya que muchos casos de difusion andmala
ocurren en el espacio fase de ciertos sistemas dindmicos [41), por lo tanto, es
posible que este fendmeno ocurra en espacios con dimensiones mucho mayores
a 3 o incluso en espacios con dimensiones no enteras [41).

4.1. Difusion normal y el teorema del limite
central.

En el capitulo anterior se vié como obtener la ecuacion de difusion uti-
lizando la ecuacion de contimidad v la levy de Fick. Esta misma ecuacidn
puede ser deducida usando una de las ideas mencionadas en la introduceidn
de este capitulo, es decir, mediante caminantes aleatorios.

Un eaminante aleatorio, es un proceso estocdstico definido sobre los pun-
tos de una malla. Generalmente la variable que toma el papel del tiempo se
considera como una variable discreta, v para eada unidad de tiempo 7, el
caminante cambia su posicidn actual por otra posicion cualguiera en la malla
de acuerdo a una distribucion de probabilidad Alx). Esta distribucion define
la probabilidad que el caminante tiene de hacer un salto de cierta longitud
en clerta direceidn. Entonces, la posicion que ocupa el caminante en la malla
despuds de N saltos, donde N = { /7, v suponiendo que éste partid del origen,

estd dada por
N

Xy=Y ", (a.1)

i=1
donde x; son variables aleatorias definidas por una distribucion de proba-
bilidad A;{x). Estas variables son de manera general vectores de la forma
=X, — X, donde X, v X, son dos puntos cualesquiera de la malla.,
51 suponemos que todos los saltos estdn idénticamente distribuidos v son
independientes entre si, la posicion del caminante cumple con

(Xn) = N{z),

P = — (4.2)
(X3 = zym) =Y {zMz) + (o).
i

igtj i=1
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La ec.(4.2) puede reescribirse de la siguiente forma

(Xn) = N{x),
{X3) = N{z® + N(N = 1){z)>.

Sustituyendo N = t/7, v = {x)/r v D = ({x¥) — {x)?)/2d7 en la ec.(4.3)
podemos concluir que el promedio v la varlanza del desplazamiento del ca-
minante, estan dados por las siguientes expresiones:

{Xn) = vi,
{X3) = (Xx)? = 24D,

donde o es la dimensién del espacio donde se lleva a cabo la caminata.

Es importante notar que para la deduccion de la ec.(4.4), suponemos
de manera implicita la existencia del segundo momento de la distribucidn
de saltos Alx), v el hecho que no se utilizd la forma explicita de dicha dis-
tribucion. Por lo tanto, estas expresiones son vilidas independientemente de
la distribucion de probabilidad utilizada para los saltos del caminante, Las
inicas condiciones necesarias son: la existencia del segundo momento v la
independencia entre saltos,

El hecho que la varianza de la variable Xy sea lineal en el tiempo v que
este resultado sea independiente de las distribuciones de probabilidad nti-
lizadas, es consecuencia del teorema del limite central. Este teorema afirma.
que si el segundo momento de la distribucion de probabilidad Afz) existe, v
las variables x; son independientes entre si. entonees la distribucidn de proba-
bilidad Py(X) que define a la variable aleatoria Xy tiende a una distribucion
gaunssiana cuando el niimero de saltos N — oct.

Para poder obtener mas informacion acerca del movimiento del cami-
nante aleatorio v de su relacion con la ecuacion de difusidn, es importante
conocer la distribucion Py (X). Para esto supongamos que la caminata se da
en una malla eibica d-dimensional, v que los saltos se dan solamente entre
puntos adyacentes de la malla con una probabilidad .:'il[.'r]-:?%, donde d es la
dimension de la malla.

La probabilidad de encontrar al caminante en X; al tiempo t = Nt
estd dada por [34]

(4.3)

(4.4)

I i

1 g ¥ 2
Pul(X;) = E ’-‘*“'{-’2‘7:! at;) + Z Pa- ":"ZI"‘”"J]'. (4.5)

a=l =1

Wiase Apindice A.
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Donde ¢; son los vectores unitarios que definen la malla v a es la distancia
entre dos puntos vecinos,

Las ecuaciones con la estructura de la ec.(4.5), se conocen como ecuaciones
maestras.

Restando Py (X;) de los dos lados de la ecuacidn maestra v reacomodan-
do términos tenemos

J=d

Pn(Xi)— Peo(X) = % Z{FH—I{xf_“({i]_zp:\'—l{xi}'l'ﬂ"«’J{xi+ﬂfrj}]-
Ju=l

(4.6)
Dividendo entre v v l:m;mudu el limite cuando 7 — 0 v a — 0, de tal
manera que: 0 < lim = < g, la ec.(4.6) toma la signiente forma
b p—

aP(x.t)
it

Por lo tanto, la dindmica de Py (X)) en el limite continuo estd dada por
la ecuacion de difusidn (ec.(4.7)), donde el coeficiente de difusion es

= DV?P(z.1). (4.7)

. a?
p= tin,(573) e

Cuando la caminata se lleva a cabo no en una malla, sino en todo el
espacio B la distribucion Py (X)) cumple con la siguiente ecuacion maestra

=5
Pys(X) = f Py(X = 2)Ayple | X - x)ds; , X €RY, (4.9
-

donde® Ay (x| X — ) es la probabilidad de que el caminante de un salto x
dado que su posicion es X —x. 51 suponemos que los saltos son independientes
del lugar en el cual se llevan a cabo, entonces podemos escribir la distribucidn
del N — ésimo salto como Ax(z | X — ) = Axlz).

Por otro lado, si suponemos que todos los saltos del caminante son inde-
pendientes y estan dados por la misma distribucion, es decir si A;(x) = M),
y ademis pedimos que la funcidn Py (X') sea infinitamente diferenciable, la

dtese que en la ec(4.9) estamos suponiendo de manera implicita la siguiente

igualdad: [« [ flay, o2, xq)deydey o deg = [ flx)ds,
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ec.(4.9) puede ser escrita (utilizando un desarrollo en serie de Taylor alrede-
dor de X ) como

Pysi(X) = f (mxn+z‘”"“'“ 'ﬂ)ll{r]rﬁ'

=l

lf NEPX) )A{j-}d'i- o
2 ﬂd.!{d.!f il

SiN>>1=|X| == ||, por lo tanto es posible despreciar los términos
mayores al término cuadritico, haciendo esto v reacomodando términos en
la ec.(4.10) tenemos

o0

Pirga(X)-E () = f

o

( VPy(X) - x| TJ+EE*§+$ ,a:,-,u:}) d.
(4.11)

Donde x; con i = 1,2,.. ., d son las componentes del salto = en la direccion
i. 5i suponemos que la caminata es isotropica, es decir () = 0, dividimos
ambos lados de la igualdad entre 7 v tomamos el limite cuando N — ¢
tenemos

aP(X,t .

'[.T}l = DV*P(X, 1), (4.12)
recuperando asi la ecuacidn de difusidn, con el coeficiente de difusidn dado
por

3 goy2
b =@ )

2rd

51 aplicamos la transformada de Fourier a ambos lados de la ec.(4.12) v
resolvemos la ecuacion diferencial que satisface dicha transformada tenemos

Pkt _ o,
= — DK P(k, 1)

= P(k,t) = P(k,0)el-0¥0 (4.14)

o o
FAY T .

——+P{r.i‘}=[IP[$' I[m]“'

donde P(k.t) es la transformada de Fourier de P(x. t).
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Por lo tanto, si €] caminante estd en la posicion x = 0 al tiempo ¢ = (0
entonces Plz,0) = §(z) donde &(x) es la delta de Dirac, sustituyendo esto
en la iltima expresion de la ec.(4.14) v caleulando la integral, tenemos que
la distribucidn de probabilidad para la posicidn del caminante al tiempo

estd dada por
gz /ADH)

~ (VarDt)d

recuperando asi el resultado predicho por el teorema del limite central.
Ahora bien, los momentos de una distribucion de probabilidad pueden ser
caleulados mediante la siguiente expresidn
I E a
o Pk, 1)

(X(t)") =i W [ (4.16)

Pl(x,t) (4.15)

donde P(k,t) es la transformada de Fourier de P(X,1).
Entonees .

P P(k,t)
)
Por lo tanto, utilizando la ec.(4.17) ¥ la segunda expresion de la ec.(4.14)

con Pk 0) = 1, es decir con P(x,0) = §(x) tenemos:

(X(1)*) = 24Dt. (4.18)

(X7) = - li;=0: (4.17)

Este iltimo resultado también puede ser obtenido calculando explicitamentse
el segundo momento de la distribucién dada en la ec.(4.15).

Ahora, si en lugar de un caminante hay M caminantes diferentes, v la
probabilidad de encontrar al j —ésimo caminante en un elemento de volumen
alrededor de la posicion X al tiempo ¢ estd dada por P;( X, $)dX, el mimero
promedio de caminantes dentro de un volumen {2 es

A
N(t) = f D B(X.t)dX. (4.19)
0

J=l

De la ec.(4.19) podemos concluir que la densidad de cualquier sustancia com-
puesta de M particulas que se difunden en un medio determinado, esta dada
por

LT
p(X.t) =Y PX.1). (4.20)

jml
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51 ademis suponemos que dichos caminantes no interactuan entre si v que
t == 71, donde T es ¢l tiempo caracteristico entre saltos sucecivos, podemos
afirmar que P;(X.f) es solucidn a la ecuacion de difusion para j = 1. 2..M.
Por lo tanto, de la ec.(4.20) v de la linealidad de la ecuacion de difusion, es
ficil ver que p{ X, t) enmple con

dp(X,t) g
T — f.:"? .I”'[':l'." E]',

f p( X, t)dX = M.
gd

Podemos concluir entonces, que el comportamiento de M caminantes alea-
torios que no interactian entre si con las caracteristicas antes mencionadas,
es equivalente al comportamiento de la solucion de la ec.(4.21) que satisface
la densidad p, donde el coeficiente de difusion esta dado por la ee.(4.13).

Es importante mencionar que si se toman en cuenta las interacciones
entre los M caminantes, el comportamiento de la densidad de estos también
estd dado por la ec.(4.21), con la diferencia que el coeficiente de difusicn ya
no corresponde a la expresion mostrada en la ec.(4.13). Cuando esto sucede
se dice que la difusion es difusion coperativa, mientras que para el caso en
que dichas interacciones no existen el proceso difusivo se conoce generalmente
como auto-difusion. Conando los sistemas estdin muy diluidos (p << 1) los dos
procesos son practicamente iguales, por lo que en estos casos solamente se
habla de difusidn.

(4.21)

4.2, CATC y la ecuacion de difusion genera-
lizada.

En la seceidn anterior vimos que la ecuacidn de difusion es consecuencia
fundamentalmente del teorema del limite central ¥ que su principal carac-
teristica estd dada por la ec.(4.18).

Las suposiciones hechas para la deduccidn de esta ecuacion fueron: la
homogeneidad del espacio, la independencia entre saltos sucesivos, v la exis-
tencia del segundo momento de la distribucion de saltos.

La difusién andmala generalmente se da en sistemas desordenados o inho-
mogéneos [32, 34, 41, 42|, Dicho "desorden” tiene dos tipos de consecuencias
en el movimiento difusivo, La primera consiste en la modificacion de los coe-
ficientes de transporte (tales como el coeficiente de difusion v la velocidad

44



promedio de las particulas que se difunden) con respecto a los mismos coe-
ficientes en sistemas ordenados, mientras que la segunda, puede alterar las
leyves fundamentales del movimiento difusivo, tales como el complimiento del
teorema del limite central.

Generalmente la difusion andmala se caracteriza mediante alguna de las
signientes expresiones [34]

(X0 o t?, y£1, (4.22)

(X(8)%) x tIn(t), (4.23)

donde dependiendo del valor de ., conocido como el exponente andmalo, ésta
puede ser clasificada en dos casos. El primero corresponde a v < 1 v es
conocido como subdifusién; mientras que el segundo corresponde a 1 < v v
st conoce como stuperdifusion.

De acuerdo con lo dicho en la seocidén anterior, es claro gque en situaciones
en las cuales las relaciones dadas por la ec.(4.22) son vilidas, ¢l teorema del
limite central no se cumple. Las razones para que este teorema no se cumpla
son esencialmente: la aparicion de distribuciones con colas anchas o pesadas
en la caminata aleatoria, esto es, distribuciones para las cuales el segundo
e incluso el primer momento no existen, v la aparicidn de correlaciones de
largo alecance entre saltos.

Si los saltos son independientes entre si, pero la distribucidon de saltos
Ax) es una distribucion con eolas pesadas®, es decir, es una distribucion que
cumple

Ax) ~ ey |2| 7,
1 << ||, (4.24)
0<y<2,

entonces surge la pregunta de como caracterizar la suma dada por

J";
Xn=3 . (4.25)

i=1

*Para este tipo de distribuciones el primer momento no existe () = oc) sill < 5 < 1
mientras gue para | < < < 2 el primer momento existe peeo el seguondo v o {I:.rJ:l = a0,
por bo tanto (Xy) =ccsil<y<lo (Xf)=wsilcy<2,
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Esta pregunta fue contestada por P. Lévy v Khintchine [34, 43|, quienes
demostraron que la distribucion de probabilidad Py (X)) que caracteriza a la
variable aleatoria Xy tiende a una distribucidn limite L., 5( X'} cuando N —
o0, Las distribuciones limite mencionadas son conocidas como distribuciones
de Lévy v estian caracterizadas por dos parametros, v v 3. El pardmetro 3
nos dice que tan asimétrica es la distribuciom, =1 < 3 < 1, donde 3 = 0
corresponde a una distribucion simétrica, ver la fig.(4.2). Las distribuciones

(=

=15 o,
- Bt 1 "

- ! ol

(a) (b)

Figura 4.1: (a) Distribucion de Lévy completamente asimétrica 7 =
—~1. (b} Distribucién Gaussiana.

de Lévy también son distribuciones con colas pesadas, v son del mismo tipo
que las distribuciones Ax) que las generan. Por lo tanto, ¢l parametro 5 en
dichas distribuciones nos dice cdmo se comportan cuandeo || X|| => 1, es decir
si la distribucidon de saltos cumple con la ec.(4.24), entonees ,_.@le‘wt—’f} =

L. (X)), donde L., 4(X) tiene las siguientes caracteristicas
L gl X) ~e O X1,
X >» 1, {4.26)
D<y <2,

Estos resultados son claramente una generalizacion al teorema del limite
central para distribuciones euyos primer v segundo momento no existen. El
papel que juega la distribucion gaussiana en el teorema del limite eentral lo
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toman las distribuciones de Lévy en este caso’.

El comportamiento de la suma dada en la ec.(4.25) puede ser caracteriza-
do de manera enalitativa para una caminata en una dimension de la signiente
forma:

Sea x.( N') el salto mas pequeno para el cual la probabilidad de que ocurra
un salto r > r, sea D{ﬁ], donde N es ¢l niimero de pasos. Por lo tanto

- 1
f A(a)dz = <. (4.27)
T .

SiN>>1= 1 >>1porloque AMz) = ¢ |r|~'" para x > x., entonces

T (N) ~ N1,

Utilizando la expresion caleulada para x.(N) podemos ver que para el
caso en que 0 < 5 < 1 {es decir cuando el primer momento de la distribucion
de saltos no existe) podemos aproximar el primer momento de la distribucidn
L. s(X) como

(Xn) ~ .""-'f eMz)dr ~ N{NV)=T = NVT 4 <1,
el (4.28)
(X n) ~ ,"'t'f' eMx)dr ~ N(NV)T = NIn(N), v =1,
il
donde xy toma el valor 1y = —o0 si la distribucién es asimétrica o ry = —r,
sl es simétrica.
El caso correspondiente a 1 < v < 2 (cuando el segundo momento de la
distribucidn de saltos no existe) estd caracterizado por

(Xn = (Xn})* ~ N f " (2 — (@) A@)dz ~ NNV = N3,

il
l <4< 2
L T (4.29)
(X = (Xn))2 ~ N f (x - ()A(x)dz ~ NIn(N),
il
=12
donde ry = —o0 5 la distribucion es asimétrica o ry = —x. si es simétrica.
Si sustituimos N = /7 en la ec.(4.28), tenemos
o PUIT
(X)) ~t"T, v <1, (4.30)

{X(t)) ~tln(t), v= L

"Wiase Apindice B.



Por otro lado, si sustituimos N = #/7 en la ec.(4.29), podemos ver que el
comportamiento del caminante para el caso de distribuciones de saltos cuyvo
segulo momento no existe esta caracterizado por

(X)) = (XY~ 1<cy<2

(X(8) = (X())* ~ tln(t), y=2 (4.31)

Este tipo de caminatas aleatorias son conocidas como vuelos de Lévy v
son caminatas que, a diferencia de las caminatas va discutidas, no tienen una
ezcala bien definida, ver la fig.(4.2).

Figura 4.2: Diferencia entre una caminata aleatoria normal (izquierda) y los
vielos de Lévy (derecha). Las dos caminatas tienen el mismo nimero de
pasos,
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En las iiltimas décadas se ha descubierto que los vuelos de Lévy son
titiles para describir toda una gama de fendmenos naturales, desde difusion
en sistemas cadticos [44] v turbulentos [45)], hasta difusién en polimeros [46]
y sistemas bioldgicos, tales como la descripeidn de los patrones de vuelo en
moscas (Drosophila) [47] v albatros [48] entre otros.

De las expresiones dadas en las ec.(4.30.4.31), podemos concluir que este
tipo caminatas sirven como modelos para el fendmeno de la superdifusion.

Por otro lado, si las distribuciones de saltos son distribuciones con to-
dos sus momentos definidos, pero los saltos no son independientes entre si,
entonees el primer v el segundo momento de la variable Xy estdn dados por

(Xn) = Nz},

N

(X3 = (mems).

k]

(4.32)

Suponiendo que la caminata es isotrdpica podemos escribir la ec.(4.32) de la
siguiente manera

{Xn)=0,

) N N 4.33
(X3 = 22 (N —i)C(i) + E (o), (4.33)
i i=]

cdlonde hemos supuesto que la funcidn de correlacion C(i) = (r;x;,:) es sola-
mente funcion de i,
Por otro lado

N Y N
N =)Cli) ~ N=-x1Clxlde=N - = fNIC [ x)dr =
S (N - )CG) fl (N = 5)Clz) f] (1 - 2/N)C(z)

i=1

(4.34)
1=1/N
sz uC'(N(1 —u))du; u=(1—x/N).
5
Si suponemos que la funcion de correlacion es de la forma Clz) ~ 277 v uti-

lizamos la aproximacion de la ec.(4.34), tenemos el siguiente comportamiento
para el segundo momento de la posicion del caminante

(X2} ~ C(0)N + BN?, (4.35)
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donde B = EJ;]I_]"W w(l — u) Vdu, Sustituyendo + = N7 en la ec.(4.35)
tenemos

{(X(t)*) ~ C(0)t + B, (4.36)

Por lo tanto, cuando N >> 1 el comportamiento de (X%} se divide en dos
CASOS

(X(t)%) ~ B, y < 1, (it
{X()*) ~ C(O}, v > 1. -
Si % < 1 tenemos superdifusion®, mientras que v > 1 corresponde a difusion
normal. Dicho en palabras: cuando las correlaciones entre los saltos son de
corto alcance el teorema del limite central sigue siendo vilido, por lo que
recuperamos € comportamiento difusive normal. Para corvelaciones de largo
alcance, tenemos superdifusion,
En la fig.(4.2) se pueden ver ejemplos de este tipo de caminatas aleatorias
en dos dimensiones.

“\@wﬁa

Figura 4.3: Trayectorias tipicas de caminatas aleatorias con correlaciones de
largo aleance en dos dimensiones. La eaminata del lado izquierdo corresponde
a: v = 0.3, mientras que la del lado derecho corresponde a: 5 = 0.8, Las dos
caminatas tienen el mismo nimero de pasos.

Es importante notar que las causas de la difusidn andmala no pueden
ser determinadas utilizando la dependencia de X respecto al tiempo. Esto

*Esta condicidn implica que la funcidn de correlacidn os de largo aleance, mientras gque
= = 1 eorresponde a correlackones de corto aleance,
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puede verse en el caso de superdifusion causado por correlaciones de largo
alcance y por vuelos de Lévy, Los dos fendmenos nos dan un comportamiento
cualitativo de {X(t)*} idéntico, sin embargo las causas son completamente
diferentes.

Si suponemos ahora que el lapso de tiempo que transcurre entre saltos
sucesivos es una variable aleatoria, el tiempo § estd dado por | = E:Ll Tis
donde 7; ez una variable aleatoria definida por una distribucion de proba-
bilidad #(7). Este tipo de eaminatas se conocen como eaminatas aleatorias
en liempo confinuo y fueron propuestas por primera vez en 1965 por Mon-
troll ¥ Weiss [33] para estucdiar ciertos casos de difusion andmala asociados
a difusidn de particulas cargadas en sdlidos amorfos.

Bajo la suposicidn que los lapsos de tiempo entre saltos sucesivos son
variables aleatorias, la ecuacion maestra para la probabilidad P(X, 1) de en-
contrar al caminante en X al tiempo ¢ dado que estd en X = 0 al tiempo
t =0, estd dada por

P(X.t) = d(X) [ " (P + f“ E j: ﬂ.q[x — 1.t = 7)P(x, T)dxdr, (4.38)

donde (X — x,§ = 7) es la densidad de probabilidad de que suceda un salto
de X — x en un lapso de tiempo de duracidn ¢ — 7. El primer término de la
e.(4.38) es consecuencia de la condicidn impuesta al tiempo £ = 0, v da la
probabilidad de que la particula en X' = 0 no de ningiin salto en el intervalo
de tiempo [0,1]. El segudo término da la probabilidad de que el caminante
llegue a X al tiempo ¢ desde cualquier posicidn del espacio.

Las distribuciones de saltos v de tiempos de espera para CATC estdn
dadas por

AMz) = f: C(x. t)dt,

e (4.39)
o) =f £(x, t)dx.
—ia
5i escribimos las transformadas de Fourier-Laplace de la ec.(4.38). ten-
eI0s :
- ¢ 8) 1
S 1—{(k,8)

donde k es la variable de Fourier, s la variable de Laplace, JE'I[.R', t) es la
transformada de Fourier de P(x,t) v Plx, s) la transformada de Laplace,

Pk, s) = (4.40)
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Si suponemos que los saltos v los intervalos de tiempo entre -aqlm:s S0
variables independientes, podemos escribir ((x.8) = AMz)(t) = ((k.s) =

A Kk)eo(s), sustituyendo esto en la ec.(4.40) tenemos
1 — 4(s) 1
S 1= Ak)u(s)

P(k,s) = (4.41)

Ahora bien, si por simplicidad consideramos que la caminata se lleva a
cabo en una dimension v suponemos que el primer momento de ¢(#) existe v
el segundo momento de la distribucidn de saltos Al x) también existe, entonces

para t == 1,|X| == 1, (s} v A(k) pueden ser aproximadas mediante los
primeros términes de sus expansiones en series” de Tavlor, es decir

- 1 {d*A(k) .
Alk) = 1+ E('—d—fr |1-=|:|)-;- 1

. dui( s
vis) =1+ ( ':‘,i} |,=u)a.

donde hemos supuesto que la caminata es isotropica, razén por la cual no
aparece la primera derivada de A(K).

Sustituyvendo las aproximaciones anteriores en la ec.(4.41) v reacomodan-
do términos tenemos

(4.42)

gP-1=-2lp2p (4.43)

Aplicando las transformadas inversas de Fourier v Laplace a los dos lados
de la ec.(4.43), vemos que la distribucion P(X, 1) cumple con la siguiente
eCuacion

aP(X.t) _ DVP(X.1)
ot Y
P(X,0) = §(X), (4.44)
_ =)
i)

Por otro lado, si no existe ¢l primer momento de +(f) (es decir (1) = o)
ni el segundo momento de Alr), v ademis su comportamiento asintdtico

*Las derivadas de i[i.'] ¥ J..:'-[.'?l:l valuadas en cero corresponden a los momentos de dichas
distribuciomes, ver la e (4.16)
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estd determinado por'®
P(t) ~ Agt~1+8 g ws ]

4.45
Mz} ~ |2|" ) 2> 1 ==
Entonces para £ >> 1 y r >> 1 tenemos
A(k) = 1 — D, k[,
(k) = 1= D[k i

J;E'{.'i“} =1 q-,‘s‘f".

Las expresiones mostradas en la ec.(4.46) son expansiones asintdticas para
A(E) ¥ b(s), enando w, k << 1, ya que en_este caso no existe la primera
derivada de ¢7(s) ni la segunda derivada de A(k).

Sustituvendo la ec.(4.46) en la ec.(4.41) v reacomodando términos tene-
mos

Pk, 5) — 871 = =D, 4lk|" P(k, 5), (4.47)
0<f<l, l<y<2

Aplicando las transformadas inversas de Fourier v Laplace a ambos lados de
la ec.(4.47) obtenemos la siguiente ecuacién para P(X, 1)

‘PPN PPat)
o YT

P(X,0) = 6(X), (4.48)

0<p<]l, lcy<2
el
Donde ﬂ—;r'-iﬂl es la derivada fraccionaria de Caputo de la funcién P{X. )
de orden 3 [49, 50, 51] v Eﬁﬁ es la derivada froccionaria simétrica de

Riemann-Liouville de orden + [36, 37, 52|, La forma explicita de estos oper-
adores es

PP 1 [ LaPX,T)
T T At

"PX ) 1 7 ot (4.49)
ST 'T{E—ﬂﬂxij:mlx YT P(Y, £)dY,

<<l 1<y<2

N Gbese que el pedir que no existan el primer momento de (1) v o segundo momento
de Aix) implica las siguientes desigualdades: 0 < 3 < 1 v 1 < 5 < 2. El limite inferior
para v quiere decir gue estamos suponiendoe que el primer momento de la distribacidn de
saltos existe,
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Como veremos en el siguniente capitulo, las expresiones mostradas en la ec.(4.49)
son una generalizacion de los operadores de derivacion nsuales, v es posible
ver que cumplen con

PP(X,t)  IP(X,1)

Sk e (4.50)
lim dP(X,t) _ FPX 1) .
2 el ﬂlr:t- 1":‘ - ﬂ-x-". '

ya que lim {7 = 6(t - 7), lim St = (X - V).

La ec.(4.48) se conoce como la ecnacion de difusion generalizada, v me-
diante ella es posible estudiar varios aspectos de la difusion andmala, en
particular superdifusion causada por vuelos de Lévy, subdifusion causada
por trampas u obstdculos en el medio en ¢l cual ocurre el fendmeno difusivo,
e incluso combinaciones de estos dos fendmenos.

El estudio de la difusion andmala mediante esta ecuacion es 1itil, va que
permite utilizar herramientas conocidas de la teoria de ecuaciones diferencia-
les parciales, tales como téenicas de transformadas v separacion de variables,
Ademds permite introducir fuerzas o en general campos en los fendmenos
modelados a través de ella, Otra ventaja de utilizar la ecuacion de difusion
generalizada es que permite resolver problemas con condiciones a la frontera,
mientras que estudiar este tipo de problemas utilizando téenicas de cami-
nantes aleatorios es mas dificil.

Es importante mencionar que al haber pedido que la distribucion ((x. f)
de la ec.(4.38) fuera de la forma {(x, 1) = Alz)e(t). dejamos de lado un
modelo para superdifusion conocido como caminatas de Lévy [35, 53]. La
ventaja de este modelo es que (X (#)°) < oo a diferencia de los vuelos de
Lévy.

En una caminata de Lévy, la distribucion de saltos también es una dis-
tribucion con colas pesadas, pero el lapso de tiempo que transcurre entre
saltos sucesivos no es independiente del tamaio del salto, sino gque cumple
con: {(x.f) = (z[t)Alx), donde «(z|t) es la probabilidad condicional de
que un salto r tome un tiempo {. Para caminantes que se mueven a ve-
locidad constante v, dicha distribuecidn condicional se puede escribir como:
P(r|t) = &(t = |x|/v).

Las expresiones para el segundo momento del desplazamiento X (1) del
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caminante, correspondientes a las caminatas de Lévy son [53] :

(12,0 <~ < 1,
2/ In(t),y =1,

Xt =<4 "1<y<? (4.51)
tin(t),y = 2,
[ty > 2.

Donde + es el exponente andmalo que aparece en la ec.(4.24).

4.2.1. Superdifusion

De lo dicho anteriormente, vemos que la ecuacion de difusion generalizada
correspondiente al fendmeno de superdifusion en una dimension estd dada por

aP(X.t) n ' PX. 1)
it ToaxXpy (4.52)
l<y <2

Las solucidn de esta ecuacion correspondiente a la condicion inicial P(X.0) =
4 X)), es una distribucidn de Lévy simétrica de orden =+, es decir L, q(X).
Para obtener dicho resultado, aplicamos la transformada de Fourier a los dos
lados de la ee.(4.52) v utilizamos el hecho gue la transformada de Fourier del
operador espacial de la ec.(4.52) estd dada por la signiente expresion !

dTP(X,1)
pf A0
( Harl”
donde F(f(x)) = [ e* f(z)dx v P(k.t) es la distribucién escrita en el

- . - :. ‘I
espacio de Fourier,
Entonces, en el espacio de Fourier la ec.(4.52) toma la signiente forma

) = —|k|* P(k, t). (4.53)

aP(k,t) "
—— = D |k P(k. 1),

Pk, 0) = 1.

(4.54)

De la ec.(4.54) se puede concluir que las unidades del coeficiente de difusidn
generalizado [ son (distancia’ (tiempo).

" Parn mas informacion sobee este tipo de resultados véase o siguiente capitulo,
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Si resolvemos la ecuacion diferencial dada en la ec.(4.54) tenemos
Pk, t) = exp(—D. |k|"t). {4.55)

Esta tltima expresion es exactamente la funcion caracteristica o transforma-
da de Fourier de ﬁm Lo X/( D, )72,
Por lo tanto, antitransformando la ec.(4.55) tenemos

F(X 1) = Lo X/ (D8)'17). (4.56)

B

Este resultado es andlogo al resultado obtenido al resolver la ecuacidn de
difusidn con condicidn inicial P{X,0) = 4( X)), pero en este caso, en lugar de
una gaussiana tenemos una distribucion de Lévy simétrica de orden =

Podemos concluir que el tipo de superdifusion que modela la ee.{4.52)
es isotrdpica, es decir la sustancia que se difunde, se difunde igual en todas
direcciones.

Por otro lado, de los resultados obtenidos en los parrafos anteriores surge
la pregunta de si hay una ecuacion para la enal, utilizando como condicidn
inicial P{X,0) = (X)), tengamos como solucidn una distribucidn de Lévy
con simetria arbitraria. Para responder esto, podemos escribir la ec.(4.52) de
la siguiente forma
PP = (30D + 5600 ) Pla.t) (457)
Donde y., es el coeficiente de difusion generalizado y los operadores _ DT v
D2 son las derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville izquierda y derecha
respectivamente, cuya forma explicita esta dada por

1 ' ol o -
-mD}‘FI{I-E}=mmf [z — )"V Py, t)dy, s

D1 Plx,t) = 27

Jd.::*f (y = =) Py, t)dy.

Al utilizar estas definiciones, estamos suponiendo de manera implicita v sin
pérdida de generalidad que estamos trabajando en una dimensién'®.

2Viase Apindice B.

FLa generalizacidn del laplaciano en tres dimensiones puede ser escrita como V3 —

Ao+ A+ [54)

lwl™
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De la definicion para la derivada fraccionaria simétrica de Riemann-
Liouville ec.(4.49) v de (4.52.4.57.4.58) es facil ver que la simetria de la
ec.(4.52) se debe a que los coeficientes de _ D7 v DT son iguales. 5i es-
cribimos la ec.(4.57) de la siguiente manera

aﬁg. b _ Xy (8(-co D7) + (1 — 8)(: D)) P(x, 8),

D=s=1,

(4.59)

donde s es un pardmetro que rompe la simetria entre las derivadas fraceio-
narias derecha e izquierda v sacamos la trasformada de Fourier a la ec.(4.59)
tenemaos .
dP(k.t)
it
Para escribir la ec.(4.60) utilizamos las siguientes expresiones para las trans-
formadas de Fourier de los operadores fraccionarios[55. 56

= o (#(—ik)T + (1 — s)(ik)") Pk, £). (4.60)

Fl_oDP(x.1)) = (—ik) P(k, 1),

f (4.61)
F(. D0 P(x.1)) = (ik) P(k.t).

La solucidn a la ecuacidn diferencial mostrada en la ec.(4.60) con condicidn
inicial Pla,0) = 8{x), estd dada por

Pik,1) = exp (x,,[s{--ii.'}" +(1 - x}[r’.i:]"]-t). (4.62)

Eseribiendo (£ik)7 = |k]” t*xpl[i:{.:'%]} v sustituyvendo esta expresion en
la ec.(4.62) tenemos

Plk,t) = -:?xp(x.:,ﬂkr’(ﬁuxp{—iw'} + (1 = 5) ﬁxlll:fw:i)}
(4.63)

simplificando

Pk, 1) = exp ({xj |k|Tt((1 = 2s)sign( k)i sin(~w/2) -I-{::Jﬁl[-‘ﬁr,-"?]l])
_ (4.64)
= exp (x.,|.f,-|'rh'u5|:rl—;]{l + (1 - Es]lﬁign[k]itﬂn{%}}),



Ahora bien, si comparamos la expresion de P(k, t) con la funcién caracteristi-
ca de una distribucidn de Lévy arbitraria, dada por'?

L. slk) = exp(—{"-'[.i;r? (1+ idsign(k) taul[% }}) .
By CeR, -l<cf<], l<y<2,C>0

(4.65)

vemos que P(k,t) = L a(kt') & 1 — 25 = 3, x, = (—xo/ cos(7v/2)),
con yg = (. Por lo tanto la solucion de la ec.(4.59) con condicion inicial
P{X.0) = 8{X) v con el coeficiente de difusion generalizado dado por y., =
(—x0/ cos(my/2)) es

1 X ¥
P(X,t) = WL-,,:‘! (W) i (4.66)

Multiplicando la ec.(4.66) por X ¢ integrando sobre todo el dominio vemos
eue

O
{X*) = f X°P(X. tdX <oo=ra<. (4.67)
—

Por otro lado, es facil ver que si restringimos los lHmites de integracidn me-
diante el argumento utilizado para la deduccidn de las ec.(4.28,4.29), tene-

A%
DtV yr2 X
— L. bty | 7 )X
L (667 ""i“({x-rﬂ”“‘)

Tk
: 1.68
= (x,2)*" f 0 Ly i (1)l (4.68)

=]

= (X ~ 21,

Finalmente, utilizando la ec.(4.66) v ¢l teorema de la convolucidn para la
trasformada de Fourier, podemos escribir la solucidn de la ec.(4.59) para

My e Apdndice B,

Para este cileulo vamos a suponer sin pérdida de generalidad que la cola ancha de
la diztribucidn asimérica de Lévy estd hacia los reales positivos, para el easo de una dis-
tribucidn simétrics.  trunpcamiento de la integral se haoe en los dos limites de integrseisn,
La justificacidn figica del trupcamiento antes mencionado, o8 gue cualoguier fendmeno fisioo
real sucede en esealis de tiempo v espacio finitas,
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cualquier condicion inicial P(X.0) = f(X). x4 = 1 de la siguiente manera

P{:-:,r]—w_ff fIX"L,, ""](Xw* )d}f* (4.69)

La ec.(4.59) también se puede escribir como una ecuacion de continuidad
(conservacion local de la probabilidad) mds una ley constitutiva que nos dice
como depende el Hujo de la densidad . En este caso, el Hujo va a ser una
generalizacion de la ley de Fick. La ecuacidn de continuidad correspondiente
a la ec.(4.59) esti dada por [49, 57, 58]

dP(x,t)
— T — |'r'l I 5
ot oz (@) (4.70)
Jo(x) = =xq (8(-c D7) = (1 — 8). DY ]P{I t).
Dionde se utilizaron las signientes propiedades de las derivadas fraccionarias
izquierda v derecha

_ae DI Pz, t) = i DT 1P(x, tj'_] .
= (4.71)
LD Pl t)= —— [, P, 1))
Escrito en forma explicita el flujo gnllfrallzﬂdn estd dado por
; a M~
Sz, 1) = —xﬁ;—f (x — y)" = Py, f)dy+
"T(? = =~ dr
(2=7)02 ) (4.72)

x-;%ﬂ% fx{y — )T Py, t)dy.

J'(z) también se puede escribir como J7(x,#) = j'(x,t) + j1(x, ), donde
4/ () es el flujo izquierdo, o flujo de probabilidad que llega al punto x al
tiempo t por el lado izquierdo del punto x, mientras que j7(z,t) es el flujo
derecho o flnjo de probabilidad que llega a la posicion x al tiempo ¢ por el
lado derecho del punto .

Integrando por partes las expresiones que definen al Aujo izquierdo v
derecho tenemos que

il x
it () = "*"”ﬁﬁf (z -

ﬂ}[z_ﬂ%dﬂ

(4.73)
].'IE 1 E.J'Pl:y f) —_—y.
by



De las ec.(4.73,4.72) es ficil ver que si v = 2, la expresion para el fujo se
vuelve J(x,t) x =V P(x,t). recuperando asi la ley de Fick'®.

4.2.2. Subdifusion

Para modelar subdifusion la ecuacion de difusidn generalizada toma la
siguiente forma

" P(X,t)

s
0<pg<l,

= DyV2P(X. 1), (@)

donde [} es el coeficiente de difusion generalizado.

La causa de la aparicion de la derivada fraccionaria en €] tiempo, es que
la distribucidn de tiempos de espera utilizada en la caminata aleatoria es de
la forma

#'.'{t:l o gl ™ I'“'i,

.1_?'"
D<fel, t > 1. (4.75)

Este tipo de distribuciones para los tiempos de espera entre saltos consecu-
tivos, aparecen cuando en ¢l medio en el cual se lleva a cabo la difusion hay
trampas o regiones en las cuales el caminante puede quedar atrapado [34, 41].
Como ejemplo consideremos un medio en el cual el caminante esti sujeto a
un potencial Voen eada punto del espacio. Si suponemos que el valor de
dicho potencial estd distribuido espacialmente de acuerdo a una distribucidn
de probabilidad dada por P{V) = Wexp(=V/W), v el caminante estd en
eqquilibrio térmico con el medio en el cual se difunde, la probabilidad por
unidad de tiempo de que el caminante salga de un pozo de potencial V' oes
proporcional al factor de Boltzmann, es decir w ~ exp(=V/kgT), donde
w &5 la probabilidad por unidad de tiempo de que el caminante salga del
pozo, Por lo tanto, la variable aleatoria w estd distribuida como: Wi{w) ~
Plv(w))dv/dw ~ —u¥T/Ve=1)

Por otro lado, el tiempo entre saltos sucesivos cumple con: ¢ ~ 1/w, por
lo tanto la distribucion de tiempos de espera se comporta como; (f) ~
W tw(t))dw/dt ~ t~1+EeTVe) De esto tltimo podemos concluir que si 0 <

" Recudrdese que si o= 2 estamos va en el régimen de difusién normal.
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T/Vokn < 1, la distribucion de tiempos de espera tiene las mismas carac-
teristicas que la ec.(4.75). por lo que para que haya subdifusion en este mo-
delo es necesario que la temperatura cumpla con T < Vo /kg, donde kg es la
constante de Boltzmann. Para méas ejemplos de modelos con comportamiento
subdifusivo ver [34, 53].

Otra forma de obtener la ec.(4.74) es mediante ccuaciones maestras frac-
cionarias [59). En estas ecuaciones la derivada temporal de la distribucion de
probabilidad es sustituida por una derivada fraccionaria de orden 0 < 3 < 1.
Utilizande dicho formalismo es posible deducir la ec.(4.74) si v sdlo si la dis-
tribucidn de tiempos de espera esti dada por: @(t) = (17 OV Esq( =17 /C),
€' = 0, donde las funciones £, 3( X) se conocen como las funciones de Mittag-
Leffler'” [60, 61]. Estas funciones también se comportan como leves de poten-
cla para tiempos grandes v son una generalizacion de la funcidn exponencial.
Ademadis, como veremos mis adelante juegan un papel importante en el anali-
sis de modelos fisicos con derivadas fraccionarias,

Hay que sefialar que, aungque muchos autores [36, 37, 41, 49] tratan la
condicidn dada en la ec.(4.75) como una condicidn suficiente para deducir
la ec.(4.74), hay estudios [62] que muestran que ésta no es una condicidn
suficiente sino necesaria.

Sacando la transformada de Fourier de la ec.(4.74) tenemos

&Pk, t)
i
La solucién de la ecuacidn diferencial fraceionaria mostrada en la ec.(4.76)
esta dada por P(k,t) = Es,(—Dgk*t7), es decir, por la funcién de Mittag-
Leffler de orden (3, 1), La expresion en forma de serie de dicha funcidn es

o O v M (4.77)
i E;ﬂ T(dn+1)

De la ec.(4.77) se puede ver que la funcion de Mittag-Leffler es una gene-
ralizacion de la exponencial, reduciendose a ésta cuando 3 = 1.

Por lo tanto, la solucion de la ec.(4.74) para una condicion inicial arbi-
traria P(z,0) = glx) esta dada por

= —Dzk*P(k,t). (4.76)

Plr.t) = f Ol = et
Glzr.t) = F~' (Egi(~Dsk?t)) .

(4.78)

Viame Apiéndice C,

Gl



La ecnacion de subdifusion también puede ser escrita como una ecuacion de
contimuidad, para esto sacamos la derivada fraccionaria temporal de Riemann-
Liouville'™ de orden 1 — 3 de los dos lados de la ec.(4.74), obteniendo asi la
siguiente expresion

G-
ap—a

Donde la forma explicita de la derivada fraceionaria de Riemann-Liouville
estd dada por

aP(x, 1)

S = DV

P(x,1). (4.79)

1=F i t
;l = Plz,t) = F%;% L (t =)V P(x, ¢')dt". (4.80)

Por lo tanto, la ecuacion de continmidad v el finjo generalizado estin dados
por las siguientes expresiones

20 - 9 (Uslw),
(4.81)
. — (d-1)
Jslz, 1) = r{er}mf“ ¢')3-1 P, ')dt.

De la ec.(4.81) podemos ver que, si 3 = 1 el Aujo generalizado toma la
signiente forma
Ja(z,t) |g=1= — DV P(a, ). (4.82)

Por lo tanto cuando & = 1 se reduce a la ley de Fick.

Ahora bien, multiplicando la ec.(4.74) por #* e integrando sobre todo el
dominio tenemos { .E}
Tk = 205, (4.83)
Sacando la integral fraceionaria' de orden 3 a los dos lados de la ec.(4.83)
o aplicando la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de orden 1 = 3

La derivada fraccionaria de Caputo de orden 7 se puede ver como una integral frac-
clonaria de orden | — 3 aplicada a la parcial en el tiempo de la distribucidn M f). La
derivada fraccionaria de Riemann-Liouville, es ¢l operador inverso de dichs integral frae-
clonaria, por lo gque al aplicar la derivada de opden 1| — 5 de bos dos lados de la ecuacidng
el Lo izquierdo sélo nos queda ls parcisl en el tiempo de Pl 2],

¥Para mis informacién sobre integrales v derivadas de orden arbitrario, ver el siguiente
capitulo,



segiida de una integracion en el tiempo tenemos

; 205

)= —— 17,

(@) I'(1+3) (4.84)
0<f<1,

recuperando asi el comportamiento caracteristico de la subdifusion.

Es importante mencionar que la subdifusion también es posible en sustan-
cias que se difunden mediante vuelos de Lévy, v que la ecuacion de difusion
generalizada también nos permite estudiar este fendmeno, es decir, particulas
que se difunden en un medio con trampas (cuya consecuencia es la aparicion
de la derivada fraccionaria en ¢l tiempo) mediante vuelos de Lévy. Dicho
fendmeno puede ser modelado mediante la siguiente expresion [56]

P P(X, )
—airﬂ = Xy (8 (-2 D7) + (1 = 8). D) P(a, 1)

0<s<], 0<F<€],l<y<2

(4.85)

Donde las unidades del coeficiente de difusion generalizado y., 5 son
distancia” /tiempo”.

En este caso, la difusion puede ser subdifusion o superdifusion dependi-
endo del valor de la razdn entre los exponentes andmalos, va que el segundo
momento correspondiente a la solucidn de la ec.(4.85) con condicidn inicial
Pix,0) = d{x), se comporta como

It

L]

{.1:2} o 2917 = 1, superdifusion, (4.86)

o]

! < 1, subdifusion.

._!-f

En la tabla 4.1 se muestran de forma resumida los principales resultados
expuestos a lo largo de este capitulo, En ella podemos ver los diferentes tipos
de difusidn v su relacion con el teorema del limite central (TLC), ademds de
sus principales caracteristicas v el tipo de sistemas donde aparecen,
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Tabla 4.1: DIFERENTES TIPOS DE DIFUSION

Difusion normal — Subsdifusion Superdifusion
{r?) oo to {r¥) oo to {r?) oc to
=1 0= l<ax<2

Ejemplos
La mayor parte Sdlidos desordena- Fisica de plasmas,
de los sistemas  dos, medios porosos,  medios turbulentos,
fisicos, quimicos tejidos bioldgicos v dindmicas cadticas,
v bioldgicos. transporte a través  polimeros, epi-

de membranas celu-  demias v forrajeo
lares. de animales.
" Formalismo

matemitico | Caminantes CATC—distribucion CATC+vuelos
aleatorios—TLC de tiempos de es- de Lévy — TLC
—distribucion pera  con  colas  generalizado —
Gaussiana—lev  anchas—ley de Fick distribuciones  de
de Fick. COn memoria. Livy — ley de Fick

no local.

Ecuacion
e = DV ‘e = D,V ihe = D, Vio
(derivadas de orden (derivads fraccionaria (derivada Fraceionaria
ertero) temporal) eupacial)

G4



Capitulo 5

Calculo fraccionario.

En este capitulo se introducen las herramientas necesarias para el desa-
rrollo v la obtencidn de los principales resultados de los siguientes, donde se
tratan los temas de formacion de patrones v propagacion de ondas quimicas
en sistemas de reaccidn-difusidn generalizados. La manera como se generali-
zan estos sistemas de ecuaciones, es mediante la sustitucion de los operadores
diferenciales que aparecen en los sistemas de reaccidn-difusion normales por
derivadas de orden arbitrario. Estas derivadas de orden arbitrario son una
generalizacion del concepto de derivada en el sentido en el cual, las expre-
siones del tipo: d;, éha, ..., d0 .1 € M, pueden ser extendidas a operadores de
la forma: da; 4 € K, es decir, en lugar de aplicar la primera. segunda o
n-ésima derivada a una funcidon f{x), se puede aplicar la derivada o integral

de orden (7 %{#—’ donde @ e2 un niimero real. Esta manera de extender los
conceptos de diferenciacion e integracidn, junto con el estudio de las defini-
ciones v propiedades de estos mevos operadores, dio lugar a lo que hoy se
conoce como cileulo fraccionario, del cual nacid la relativamente nueva rama
de las matematicas conocida como: sistemas dindmicos fraccionarios, o di-
cho de otra manera, ecuaciones diferenciales ordinarias v parciales, de orden
arbitrario,

Auncgue de lo dicho en los parrafos anteriores se puede ver que el nom-
bre: caleulo fraceionario, no describe adecuadamente esta nueva herramien-
ta matemdtica', su origen puede ser trazado hasta finales del siglo XVII,
época en la que varios matematicos comenzaron a pensar en la extension
de los operadores integro-diferenciales de orden entero a operadores de or-

'Siendo el nombre: Céileulo de orden arbitrario mas apropiado.



den fraccionario. Esto se puede ver en una carta escrita a Leibniz en 1695,
donde L'Hapital le hace la siguiente pregunta: [ "(Qué pasa si en la expresion
£ on=1/27" [63].

En las itlimas décadas esta herramienta matemadtica, aungue poco intuiti-
va® (a diferencia de los operadores diferenciales normales), ha demostrado
ser muy 1til en la modelacion de fendmenos fisicos reales, entre los cuales se
pueden mencionar propagacion de ondas en sistemas desordenados [64, 65,
conduccion eléetrica en sistemas bioldgicos [66], fendmenos termodindmicos
[67] ¥ por supuesto fendmenos difusivos [37, 41, 45].

El capitulo comienza con la deduceidn de los operadores diferenciales ¢
integrales de orden arbitrario a partir de las definiciones de los operadores
integro-diferenciales normales, para luego pasar al estudio de sus principales
caracteristicas v a la deduceidn de algunos resultados que serdn utilizados en
los siguientes capitulos,

5.1. Derivacion e integracion de orden arbi-
trario.

Comenzaremos la generalizacion de los operadores integro-diferenciales
con la generalizacion del concepto de integracidn. Para esto necesitamos en-
contrar algiin operador, que aplicado a una funcién arbitraria sea equivalente
a la aplicacion de n integrales sucesivas a dicha funcidn. Es decir

Ia,n,r, }[_f[r]]l—f f f -j:n flE)dEdr,_da,_z. .. dx (5.1)

== I{a,n,z) =777

Si tomamos 7 = 2 en la ec.(5.1), es facil ver que

j: j:—: S(£)dEdr, = _/: j: Fl€)dxydE = j:{;r — £) f{£)dE. (5.2)

“Sobre todo en lo que respecta a su significado grométrico.




Sea K\(z,£) = (x — £), si sustituimos Ky(x,£) en la ec.(5.2) e integramos
una vez mias tenemos

f: f K (1, €) f(€)dédy = f f K (a0, ) (€)dirde

E L Y - -
B f £6) f K (e, €, = f't.r }E'ﬁﬁwa

Si repetimos los pasos utilizados para la deduecidn de las ecuaciones ec.(5.2)

v ec.(5.3) n veces, podemos concluir que K, r'l: 1:_ v por lo tanto

.[Il: llﬂ}:l'”ﬂd{ ff f f flE)dEdr, day_ ... dx, =

{(z,n,a)(f(§)) = Mf{r-ﬂ""lﬂﬂ*ﬁﬁ-

(5.3)

(5.4)

Ahora bien, sabemos que la funcion I'(x) es una generalizacion de la funcidn
factorial, es decir, cnando r es un mimero natural tenemos: »! = I'(n+1) . Por
lo tanto, utilizando la funcién ['(z) podemos reeseribir la dltima expresion de
la ec.(5.4) sustituyendo n por cualquier niimero real positivo de la signiente
forma

I, Ba)(€) =a 21O = 1355 | (0= € @)
D<@ FekR.

{5.5)

Obteniendo asi la definicion del operador de integracion .17 de orden 3. La
restriceion sobre 3 en la ec.(5.5) es consecuencia de la existencia de una sin-
gularidad en el kernel de la integral cuando 3 < 1, es decir de la singularidad
de la funeidn (x—£)7', Dicha singularidad es integrable si v sdlo si se cumple
la condicién: 7 = 0, ademads la funcidn I #) no estd definida para niimeros
enteros negativos,
Mediante la definicion de integracion fraccionaria, podemos demostrar la
signiente expresion
i I L L (5.6)



para esto, escribimos explicitamente la ec.(5.6)

; " P B=1 _ ]
r[ﬂ"]ll"{ﬂ}/.: (= £) [ (£ — &)™ fle)dede

1 x N N r
-t | [e-ore-ortseuss 61

__ . r e e
= T{@)a) f f(#) _/: (& — £)*1(€ — ¢)*dEdd.

Sustituyendo § = (x —£){x —&)"" en la dltima integral de la ec.(5.7) tenemos

_1 [ B T
r{ﬂ}r{u}j,: f{¢?LiI £ — )" NdE

H["'-ﬂ] p o) =
- Tt f (z — 8)(=+2-1 f(8)do, (5.8)

Bla,3) = ful =11 = )74,

donde B, 3) es la definicion integral de la funcidn beta, la cual puede ser
escrita en términos de I(x) de la siguiente manera [6G3]

~ D{a)I'(3)
T Cla+3)

Sustituyendo la ec.(5.9) en la ec.(5.8) obtenemos

B, 3) (5.9)

P I f(a) = ﬁ f (z — &)1 f(S)dd =, I™Pf(z),  (5.10)

demostrando asi la expresion mostrada en la ec.(5.6),
La ec.(5.6) es importante debido a que, entre otras cosas, nos permi-
tird encontrar la forma explicita del operador de diferenciacion fraccionaria.
Ahora bien, utilizando la definicion de integracion de orden 3. es facil ver
que muchos de log resultados caracteristicos de la integracion normal pueden
ser generalizados, por ejemplo

JOf+9) = ﬁ f " — P F(E) + 9(€))de

1 ) G . | G.10)
—ﬁf (- &) 'fta}dﬂmj; (- & g(e)dr O
=, I2(f) + F2(g).

I



Podemos ver también como actua la integral fraccionaria de orden 3 en fun-
ciones del tipo f(t) = ({t —a)’; pe R, esto es

¥ P #F-1 P [ 4
L2z — a) r{a}f €)°-1(€ — a)Vde. (5.12)

Si definimos u como u = (xr — £)(x — a)”'. podemos escribir la ec.(5.12) de
la signiente forma

k] 4
oIPEP = PP

1
r{l_.-'fr] fn (1 — u)?uPdu, (5.13)

utilizando de muevo la definicion integral de la funcidn B{a, 3) (ec.(5.8)) v
la ec.(5.9) tenemos

Fip+1)

iy, o
ol (x — a) Tp+3+1)

(x — a)™*2. (5.14)

Finalmente, es importante observar que el orden de los Hmites de integracidn
en las ec.(5.4,5.5) es arbitrario, por lo que también es posible definir un
operador de integracidén de orden 7 de la siguiente manera

@) = 5 [ €2V @) (5.15)

or lo tanto, para diferenciar estos dos operadores haremos la siguiente defini-
eion

JE(f(x)) m l"{ .ﬂ] (x —E)* ' f(E)dE, a < x; Integral fraccionaria izquicrda,

L5 f(x)) = 1"|'L ) f (€ = x) ' flE)dE, x < a; Integral fraccionaria derecha,

D3 FeR.
(5.16)

Mediante un simil con el cileulo integro-diferencial, podemos definir la deriva-
da fraccionaria como el inverso izquierdo de los operadores (17, .17,



El operador inverso a la integral fraccionaria puede ser deducido utilizan-
do la ec.(5.6) y el teorema fundamental del cilenlo de la signiente manera

ol 2 (f(2)) = 70 f(x)) =

s = m = 7 tenemos

ﬂf;‘**': = [ [ et g

== oI5 UadZ(f(x))) = flz);
D=zm—F=<1, me M.

De la ec.(5.17) podemos concluir que la derivada fraccionaria de orden 3
estd dada por

d‘lrl

DSI{IJ— Im .erl:: }_ E}im d1— lf[f_]d{

m=-1<g 5 m, m e M.

1
Tim = B) = f L

(5.18)

Esta definicion de derivada fraccionaria es conocida como la derivada frac-
cionaria de Riemann-Liouville, y algunas de sus propiedades mas importantes
CITH

| [(A+1)

i) oD =y ga )t

i) _a D™ = (—ik) e, (5.19)
i) Dﬁr—qp—f§%$i%ﬁx—ﬂrﬂ

i) WDAf+9)= D) + oDlg(x),
i) o (WD) = D2 f(a)

P L. A T — fil(a)(z — a)y—#-"
I:I'T} EE:(E)_ rtD: f[!]-g ['{1+j—l|‘j‘—nj -

{.‘1‘.‘ - ﬂ}—j—u
T(l-a-j)
(5.20)

iv) ﬂﬂ‘: {nD:.f'[-fﬂ = nﬂ:+3!{?£] - E Inﬂf_jf{I}] |z=a

i=1
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dondem—-1l<a<m n—-1<@<n nmeHN,
Mediante las propiedades dadas en la ec.(5.20) es posible demostrar que
dos derivadas fraccionarias conmutan si

{uﬂ_fnjf[_r,:l} |r=u= Dr j
{uﬂ;r‘lfl::z}j |:=u= 0. _'ill —

; 1 UL 8

(D (D2 (@) = D2 (D5 f(2) = { —ik

(5.21)

Por otro lado, si en la definicidn de la derivada fraceionaria (ec.(5.18))
cambiamos 3 por =3 tenemos

P . g &
D = T IV () = st [ @-gmoseie

_ (m—1 +H}¥;,:E ;—}H} +...+ 8 fﬁif — & f(e)de

1 = .
- f (x — )P fl€)dE
= ufffl:.lt].

(5.22)

Por lo tanto podemos redefinir el operador de integracidn fraccionaria como

ﬂff = ﬂ-ﬂ_:ﬂ

8 €Rs. )

Con lo dicho anteriormente, ez posible demostrar las siguientes relaciones
entre integrales v derivadas fraccionarias

n=—1<a<n:

= - L] {I_ﬂ}f'—_l'
0) WD (DEf(a)) = fla) - 3 e
) ;F{ﬂ -Jj+1)

it) WDf (D7 f(x)) = D77 f(x):

iif) JD7° (oDLf(x)) = DEf(z) - Z%
Fml

(5.24)

0< 4 <o

Como ya vimos, la integral fraccionaria se divide en dos operadores dife-
rentes: integral fracionaria izquierda e integral fraccionaria derecha, por lo
tanto, también podemos definir dos operadores diferentes correspondientes a



la derivada fraccionaria de orden beta, éstos son

dg_ 1 a™ fr _ gyim=d)-1 : . P
Do f = T(m — a) d'.'r’" (x—E) FlE)E:  derivada izquierda,
i {H 1 }rur f (=) =1 :
LT = T(m — ) dz™ (£ —x) fle)de:  derivada derecha,

m—1=<F<m, mehH.
(5.25)

Es importante notar® que de acuerdo con la definicion de derivada fracciona-

ria de Riemann-Liouville, la derivada fraccionaria de una constante es dife-

rente de cero, lo cual puede traer problemas al intentar modelar fendmenos de

evolucion temporal mediante dichos operadores. Otra limitacion importante

para este tipo de derivadas, es su comportamiento cerea del limite inferior,

es decir: lim (.07 f(x)) = 7,3 > 0. Para estudiar ¢l comportamiento de la
o —=il

derivada fraccionaria cerca de su Hmite inferior, podemos suponer que fix)
es una funcién analitica v expander esta funcidn en serie de Taylor alrededor
de dicho valor, esto es

Dli Z fl: P[u}{!_._“}k

T, D-ﬂ:a - a)}
E_; (5.26)

B f‘“{u}{x—u}*""
”Z Tik+1-5)

. lim ,,D_ff[:rr] =o0 Ye<Fm-1<G<m.

Por lo tanto, la inica manera de evitar la divergencia de estos operadores
cerca de su limite inferior es que: f';“[:l} =0, k=1,2....m - 1., donde
f'”{ﬂ]l significa la k-ésima derivada de f valuada en @ = a. Esta propiedad
de la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville puede traer problemas al
meudelar sistemas fisicos con valores a la frontera o problemas de valores
iniciales [69]. Debido a estas limitaciones, se ha definido una nueva clase de

Modos los resultados mencionados para la derivada fraccionaria izquierda tienen su
eopuivalente para la deriviuda fraccionaris derecha,
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derivada fraccionaria, conocida como derivada fraccionaria de Caputo. La
derivada fraccionaria de Caputo se puede pensar como una aproximacion a
la derivada de Riemann-Liouville [56, 70, la cual mantiene casi todas sus
propiedades, excepto que la derivada de una constante es cero ¥ no hay
divergencias en sus limites inferiores.

Las derivadas fraccionarias de Caputo son los operadores utilizados para
meodelar sistemas fisicos con valores a la frontera o problemas de evolucidn
con valores iniciales. La definicidn de dichos operadores es

1£

e Pl Fl -1 f" B [m-.,:;.-|ﬂ — .
D flx) = —P[rn 5/ (£ —x) & df, Derivada derecha,

1 T d‘m
cDEfix) = ['[T—ﬂf (x = E}“""”"{—;{:E. Derivada izquierda,
(5.27)

m— 1< 3 < m.

Finalmente, mediante la definicion de la derivada fraccionaria de Caputo es
ficil ver que se cumplen las signientes expresiones:

i) tDIA=0, AER,
i) lim ( cD¥f(x)) =0, (5.28)
i) o DIf(x) =0 DIf(x).

Las propiedades ¢) v #) de la derivada de Caputo son la razén por la que
dicho operador se utiliza en problemas con valores a la frontera v condiciones
iniciales.

Estas propiedades son especialmente importantes en este trabajo, va que
como veremos en el capitulo 6. nos permiten obtener patrones espaciales
independientes del tiempo como soluciones a un sistema de ecuaciones de
reaccion-difusion en presencia de subdifusion cuando # — oo, v euyas condi-
ciones iniciales son condiciones al azar.

5.2. Trasformadas de Fourier y Laplace para
operadores de orden arbitrario.
De las definiciones de integral v derivada fraccionaria dadas hasta ahora,

podemos ver que dichos operadores son convoluciones entre la funcion sobre
la cual actian v un kernel. Debido a esto, las téenicas de transformadas de
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Fourier y Laplace son mmy itiles en la resolucidn de problemas con ope-
radores fraccionarios. Por esta razom, en esta seccion se mencionardan los
principales resultados de la aplicacion de dichas transformadas a los opera-
dores integro-diferenciales fraccionarios utilizados en los signientes capitulos.
Si aplicamos la transformada de Laplace al operador DY f(x) tenemos

. an 1T P
L6DL@) = ik (g [ =7 (6

m-—3
-ty ([ emeae) ([T e poas)
- i”k [oD2 7 £(2)] le=o (5.20)
k=0
m—1
=" f(s) = 3 8* (DI f(2)] lemo
k=0

m—1 < 3 < m,

donde L(f) = [~ e~ f(t)dt.

Para llegar a este resultado se utilizd la definicion integral de la funcidn
') v las propiedades de la transformada de Laplace, entre las cuales se
puede mencionar el hecho que la trasformada de una convolucion entre dos
funciones es el producto de sus trasformadas.

Es importante notar que para que la transformada de Laplace de D7 f{x)
esté bien definida, es necesario especificar los valores de [ D251 f(r])] |e0.
para k =0,1,...m = 1, valores que, como va vimos pueden diverger.

Por otro lado, en lo que respecta a la aparicion de esta derivada en ecua-
ciones de evolucidn, podemos ver que las condiciones iniclales del sistema
tienen que ser expresadas en términos de derivadas fraceionarias, lo cual es
dificil de interpretar fisicamente [69],

Si ahora caleulamos la transformada de Laplace de la derivada fracciona-



ria izquierda de Caputo tenemos

LGOI @) = 5= ( (x -:r"-ﬂ-'%ds)
- m ( fn B ‘h') ( f“m ol dr:;{.E.ﬂ ‘f"") (5.30)

=1

=s7f(s) = 3 _ & pim-4-0).
k=0

De la ec.(5.30) podemos concluir que la evolucidn de un sistema fisico descri-
to por una derivada fraccionaria de Caputo en el tiempo, depende del estado
del sistema al tiempo cero v no de las derivadas fraccionarias de dicho estado,
a diferencia de la evoluciin de un sistema descrito mediante la derivada de
Riemann-Liouville.

Si sacamos la transformada de Fourier a _ D2 f(x), .DZ fix) v uti-
lizamos de nuevo la definicion integral de la funcidn ['(x) tenemos

F{—mﬂff{*'}}

1 fﬂ e d™
“Tim-a) ). d@m

— £y fieYdeds = (—ik)Pf(k)

F(:Def(x))
= {—]}"‘ = =i dm m= =
= rC [ et [T (6= o s = (b

m—1< < m.
(5.31)

Aungue se puede decir mucho mas acerca de las propiedades de los opera-
dores fraccionarios [61, 63, T1], los resultados mencionados hasta ahora son
suficientes para los propositos de este trabajo.

En la siguiente seccidon resolveremos una ecuacion diferencial fraccionaria
que ademas de servir como ejemplo del uso de los resultados expresados en
esta seccion, sera 10til para el andlisis lineal de sistemas de reaccion-difusion
peneralizados, de los cuales hablaremos en el signiente capitulo,



5.2.1. Ecuacion de valores propios.
Como ejemplo de como resolver ecuaciones diferenciales fraccionarias me-

diante la trasformada de Laplace resolveremos la siguiente ecuacion

— = A

cHo (5.32)
wl)=10<a=<l

Donde la forma explicita de la derivada fraccionaria estd dada por

S 1 . i
= t— 1) —dr. Dk
ot ru-mL[ I g i)
Aplicando la trasformada de Laplace a ambos lados de la ec.(5.32) v uti-
lizando el hecho que la derivada fraccionaria es una convolucion entre las

funciones ™ y dyu(t) tenemos

1 . it B

Si utilizamos la definicidn integral de la funcidn I'(x), esto es

[(r) = f Yot (5.35)
[
ez facil ver que
L(t™) = T{1 —a)s™ . (5.36)
Por otro lado, utilizando la siguiente propiedad de la transformada
it " ;
L(W) = sit(s) — ul0), (5.37)
v sustituyendo las ecuaciones ec.(5.36) v ec.(5.37) en la ec.(5.34) tenemos
1 =1 r - 4
ml"{l — )8 shs) — w(0)) = Adls). (5.38)

Despejando a(s) de la ee.(5.38):

2 tu(0) !

ii(8) = = —my

(5.39)
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Invirtiendo la Trasformada de Laplace [72]

1 oo nat ga—1
u(t) = —

= ds, (5.40)

5= )\

a—ia0

donde ¢ e mavor que la parte real de todas las singularidades del integrando
de la ec.(5.40).

Ahora bien, si utilizamos el teorema de Cauchy v el hecho que el integran-
do de la ec.(5.40) tiene polos simples en sg,, = |A|Y“exp(i(# + 2nx)/a). n =
0, £1, £2..., y un corte rama en los reales negativos, podemos escoger como
trayectoria de integracidn para la inversion de la transformada, la trayectoria
mostrada en la fig.(5.1), v por lo tanto, expresar la ec.(5.40) de la signiente
manera

[Hﬂ fls)ds = Z Res (:: j_::) - f“_Ii_n.lm ]]-1] Fs)ds — "]iilm ¥ fls)ds—

=]

) ek — X | flaps—J  FlejE,

et g 1
flo) =S
(5.41)
Por otro lado, es posible demostrar que
lim f flslds=0, i=1,4,
[ —
' (5.42)

lim | fis)ds=0.
& —=l r.
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T
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]

Figura 5.1; Travectoria de Bromwich utilizada para la inversion,

Por lo tanto, la ec.5.40) se puede eseribir como

T
u(t) = E Res (:nﬂ_ A) - % ('L it s)e™ds + jl.':. ri[.i]lt_-*'d.i) -
P”Hn_ 1
z: Res ( =X )
1 f" it gL gL +-/x' ot gLy —inia—1),—in gy B
'_u i = _-r-':l*dﬂ‘\'ll b _:|| 0 I{I{.—I"EF:I e ll!I,I -
r.'ll'-,‘il:t—]
E Res (,,n 3 )
] jfhc {!"“;!'n"if""tf,'r fm Fﬂl:n.'-[.'nult'h”ﬂ.f B
2ri NSy e ) g  Xoe—iao ) -

ey 1 " o =le~*dy
Yre(S55) - (A [ 3 |
B — A 2mi o 2 —2hr® cos(wa) + A

(5.43)



El cilculo de los residuos se lleva a cabo mediante la siguiente expresion

Eﬂsnﬂ E"H'IS“_I
Rm( ) = 2 . (5.44)
5 — A L — A) |smsg

Donde 5. cumple con 5§ = A = 0, es decir

""E — |A||fn£iiﬂ+u'ara'}.fnl

(& + 2nw)fal <wx, ne M.

Ahora, como o < 1 entonees |[(# 4+ 2nx)/al < 7 <= n =0, por lo tanto la
suma sobre los residuns esta dada por

Nl W Lforg, (i) ;
Z““‘(sn—,x) _nn:»:|1l|:|.h| teli0/aly (5.46)

Finalmente, haciendo el cambio de variable r = |.-'~.|'-'r“r v escribiendo A =
|Ale™ en la integral de la dltima expresion de la ec.(5.43). obtenemos la
solucion de la ec.(5.32), es decir

1 . sin|me) f"": ra=leg=INVort gy
)= =g ’r'"'i' :tlﬂl‘lﬁ] P Ee——— .
ul) Th (A1t ) g o € ¥y _ dpocog(wa) + e~
(5.47)

En esta 1iltima ecuacion es facil ver que si A es un mimero real, hay dos
posibilidades para el comportamiento de u(f) cuando ¢+ — oo, éstas son

oo &l X =0,
lim u(t) = 5.48
Jom ulg) {:} a ks, (o)

Por otro lado, si A € C, es deeir si A es de la forma X = |A|e?, existe un valor
eritico de a, para el cual se cumple’

oo 8l o oo
lix ) = o 549
Aim u(t) {{: si @ < a. \4:48)

Dicho valor eritico estd dado por

2
= —f E E
== {5.50)
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Figura 5.2: Comportamiento de w(t) cuando A € C.(a) o = a., (b) a > a.,
() & < .

Si o= o, la funcion u(#) es periddica, ¥ su periodo estd dado por

T T aTY (5.51)

En las fig.(5.2) v hig.(5.3), se muestran ejemplos de los distintos compor-
tamientos asintéticos de u(t) caleulados numéricamenta para: o, = 1/2 con
A=e™ yparaa=1/2con |A| =1y 8=—nr0,es decir para A € R,

1Es importante potar gue ol valor oritico de o solo exdste st Re(d) = 0.
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Figura 5.3: Comportamiento de u{t) cuando A€ B. (a) A= 0, (b) A < 0.

En la fig.(5.2) vemos el comportamiento de u(t) para valores de o alrede-
dor del valor eritico a, cuando A € C. En la fig.5.2(a), el valor de a es igual
a a., por lo que el comportamiento de u(t) es periddico, mientras que en la
fig.5.2(b) a > o, por lo tanto u(t) — 2 cuando § — 2 de forma oscila-
toria. En la fig.5.2{¢) a < o, por lo que u(f) — 0 cuando { — oo, Notese
que en este caso, el estado estacionario u = 00 es estable ain cuando A > 0,

En la fig.(5.3) vemos los distintos comportamientos de w(?) cuando A € R.

Finalmente, nitese que si a = 1 la ec.(5.47) se reduce a ut) = exp(At),
que como sabemos, es solucion de la ec.(5.32) cuando o = 1,

En el signiente capitulo veremos que la ec.(5.32) aparece de manera natu-
ral en el andlisis lineal de sistemas de reaccion subdifusion. Veremaos también
que la existencia del valor critico para el exponente andémalo, tiene conse-
cuencias importantes en las condiciones necesarias para la existencia de una
inestabilidad de Turing.
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Capitulo 6

Sistemas de reaccion-difusion
generalizados.

Este capitulo trata sobre sistemas de reaccion-difusion generalizados v
sobre el tipo de patrones que éstos pueden generar, es decir, se estudian
sistemas que modelan reacciones quimicas en presencia de difusion andmala v
sus posibilidades como sistemas generadores de patrones espacio-temporales,
La manera de modelar la difusion andmala, o bien, de generalizar los sistemas
de reaccion-difusion, es mediante la introduccion de derivadas fraccionarias
tanto en el espacio como en el tiempo. De este modo, un sistema de reaccidn-
difusion normal =e vuelve un caso particular de los sistemas de reaccidn-
difusion generalizados,

Hasta ahora. no hay muchos estudios tedricos sobre la formacion de pa-
trones en sigtemas que modelan reacciones quimicas en presencia de difusidn
andmala [54, T3, 75, 76, 77, 78, 79]. Esto se debe, entre otras cosas, a que la
teoria sobre la generalizacion de los sistemas de reaccidn-difusion no esta ter-
minada, va que todavia no se resuelven incdgnitas tales como la modelacidn
ce la parte reactiva en sistemas con subdifusion [75, 80, 81, 82].

Este capitulo se enfoca en la modelacion de reacciones quimicas en pres-
encia de subdifusion, en el andlisis lineal del sistema generalizacdo correspon-
diente, v finalmente, en los efectos que este tipo de difusion tiene en las
condiciones necesarias para la existencia de una inestabilidad de Turing.

En la dltima parte del capitulo se utilizan los resultados generales del
andlisis lineal para estudiar las diferencias entre los patrones generados con
difusidn normal y con subdifusion utilizando el modelo BVAM.



6.1. Sistemas generalizados con subdifusion.

Como va vimos, un sistema de reaccidn-difusidn para dos compuestos
quimicos se puede eseribir de manera general de la siguiente forma
du ;
— = DV + pF(u,v),
fﬁ. (6.1)
— = Vv + nG(u,v),
e 1G(u, v)

donde F v {7 son funciones que modelan la cinética quimica de acuerdo a la
ley de accidn de masas,

Las expresiones mostradas en la ec.(6.1) se pueden escribir de forma mas
general utilizando derivadas fraccionarias, lo cual introduce la posibilidad
de que los compuestos se difundan de manera andmala. Dicha manera de
reescribir la ec.(G.1) esta dada por

j:' = \Vu + nF(u,v),

T 4 a0,

v = i({ wDL)+ (1-2.)s, D;L)- (6.2)
=

Vo om Y | ral-wDE) + (1 -r,.},.DfL)
=1

O<o,y=; 1<B6<2;y=1, 23=y9, T3=50% 8;,,7;, =1,

donde las derivadas fraccionarias en el tiempo modelan subdifusion v las

derivadas fraccionarias en el espacio modelan superdifusion’.

Los pardmetros re, 5., ¢ = 1,2, 3, son los pardmetros de asimetria corres-

pondientes a cada compuesto quimico en las tres direcciones espaciales, v y
De la ec.(G.2) se puede ver que si los valores de los exponentes andmalos

o,y ¥ 3.4 son uno v dos respectivamente, recuperamos la ec.(6.1), donde la

difusidn es normal.

es la razdn entre coeficientes de difusion generalizados, es decir y =

"La forma més general de la ec (6.2) corresponde a diferentes valores del exponents
andmalo para las derivadas fraccionarias en las diferentes direcciones espaciales [5d].
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Ahora bien, para el caso en que la difusion andmala es solamente subdi-
fusion. el sistema de reaccion-difusion generalizado toma la signiente forma

E:nu = DV + nF(u,v),

T . B
% = Vv + NG, v), (6.3)
D<o, <1,

Es importante mencionar, que a diferencia de las reacciones quimicas con su-
perdifusion [82, 83]. la modelacion mediante derivadas fraccionarias de reac-
ciones quimicas en presencia de subdifusion es todavia un problema abierto
|75, 80}, razdn por la cual existen varios modelos para este fendmeno, ninguno
cle los cuales ha sido experimentalmente favorecido hasta ahora [80].

El estudio de reacciones quimicas en presencia de subdifusion ha adquirido
importancia en las dltimas décadas. Esto se debe a que se ha encontrado
de manera experimental la existencia de subdifusion en distintos tipos de
sistemnas, entre los cuales podemos mencionar: medios porosos [84], vidrios
[85], transporte a traves de membranas celulares [86, 87| y otros sistemas
bioldgicos [88].

El problema de la modelacion de reacciones quimicas en presencia de

subdifusion mediante derivadas fraccionarias, radica fundamentalmente en
la modelacion de la parte reactiva, ya que bajo hipotesis mas o menos simi-
lares, es posible obtener diferentes ecuaciones de reaccion-subdifusion cuyas
propiedades v soluciones son distintas entre si.
Los modelos mas utilizados hasta ahora son de tres tipos. Dos de ellos se
pueden ver como una generalizacion de los sistemas de reaccion-difusion nor-
males, y difieren entre si en la aparicién de una derivada fraccionaria temporal
actuando sobre ¢l término reactivo.

Estos dos modelos son los inicos que se han atilizado para estudiar la
aparicion de estructuras de Turing en sistemas de reaccion subdifusicn |73,
75, 76, 77), ¥ su forma explicita estd dada por los siguientes sistemas de

“Para un ejemple claro de como la difusidn andimala {en el cazo de caminatas aleatorias
correlacionadas) afects la cinctica quimica ver [73],
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eelAciones

a1
% = D‘";l “?'EH+F{H ),
ik ar-a (6.4)

D'Jf.jtl -V + Glu.v),

'.’.H
0<a <],
v
ﬂ“ al—n g ﬂl—n
i D“f.}r" —Vu + dt._ﬂF[u.t].
ﬂi' al=4 . I:].I—i {G-E}
5t ﬂﬁ{ﬂi—? v+ P qf'[u v),

D<o, <1,

donde las funciones F' v ¢ modelan la cinética quimica y estdn dadas por la
ley de aceidn de masas.

El tercer tipo de dichos modelos no se puede ver como una generalizacién
de los sistemas de reaccidn-difusion normales, yva que en ellos, los pardmetros
de la cinética quimica aparecen de forma explicita en la parte que modela la
difusicn. Este tipo de modelos han sido utilizados solamente para estudiar
reacciones quimicas de primer orden, es decir reacciones del tipo: A LI,

E
[80], A =C [81, 82|. A continuacién se puede ver un ejemplo del tercer tipo
k

a2
de modelo, propuesto por Henry et al. [80]

H ol k) D (el k)T : (6.6)
5 = .[J',-amp{:l:“}ml_ﬂ[t-}.]j{ﬁ:.ﬁi} 7*u) £ ku .

Los dos primeros modelos (ec.(6.4) v ec.(6.5)) se pueden deducir de manera
rignrosa utilizando caminatas aleatorias continuas en el tiempo con fuentes
o sumideros, bajo la suposicion que dichas fuentes (sumideros) estén dadas
por una funcidn lineal de la densidad de caminantes, esto es, se pueden de-
ducir para reacciones de primer orden [75, 89, La generalizacion de estos dos
modelos a reacciones quimicas de enalguier orden, es decir, la sustitucion de
dichos términos lineales por las funciones (no lineales) obtenidas mediante
la ley de accidn de masas para reacciones entre dos o mds compuestos, es
pliramente formal v todavia no estd bien justificada.
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La hipdtesis importante para la obtencion de los modelos correspondientes
a las ecunaciones ec.(6.4) v ec.(6.5) mediante CTRW., es que la reaceion quimi-
ca debe darse de manera instantanea v debe suceder antes que las particulas
den un salto.

Para obtener el tercer modelo, se supone que la reaccion quimica no es
instantanea y sucede a lo largo de los intervalos de tiempos de espera [80, 81).

Como va he dicho, el estudio de la formacion de patrones sélo se ha hecho
para los primeros dos modelos. Para el modelo correspondiente a la ec.(6.4),
Henry B.L et al. [73], demostraron la existencia de la inestabilidad de Tu-
ring v el hecho que mediante dicha inestabilidad es posible generar patrones
estacionarios robustos. Demostraron también, que el valor eritico de la razin
entre coeficientes de difusion generalizados necesario para la existencia de
dicha inestabilidad, es menor que el valor eritico del mismo pardmetro en
sistemas con difusidn normal. Este resultado es importante, yva que una de
las principales objeciones que se hace a la aplicacion de los sistemas de Turing
para explicar patrones en la naturaleza, es que el valor eritico de la razon entre
coeficientes de difusion necesario para la formacion de un patran, implica que
los compuestos en cuestion deben difundirse a velocidades muy diferentes,
hecho que es dificil de lograr experimentalmente,

Finalmente, también mostraron que en este modelo la magnitud de las
longitudes de onda que se vuelven inestables a través la inestabilidad de
Turing, disminuye con el exponente andmalo de la derivada fraccionaria.

Para el segundo modelo (ec.(6.5)), v solamente para el caso en que los
exponentes andmalos son iguales, Langlands et al. [75] mostraron que existe
una inestabilidad de Turing vy que las condiciones para la aparicidn de dicha
inestabilidad son las mismas que en el caso de difusion normal. También
mostraron que los patrones formados por esta inestabilidad bajo las condi-
ciones va mencionadas, son similares a los patrones obtenidos con difusidn
normal.

Por otro lado, utilizando también el modelo correspondiente a la ec (6.5)
con exponentes andmalos ignales, V.V.Gafiveluk ef al. [76, 77] mostraron que
el exponente andmalo es un pardmetro de bifurcacion en este tipo de sistemas,
v que para valores del exponente andmalo mayvores al valor critico, aparece
una inestabilidad oscilatoria de tipo celular, es decir, una inestabilidad carac-
terizada por una relacidn de dispersidn cuya parte real es positiva para un
niimero de onda diferente de cero, ¥ cuya parte imaginaria es diferente de
cero, teniendo como consecuencia la aparicion de patrones oscilantes en el
tiempao.
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En los articulos escritos por V.V.Gafivehuk ef al., el exponente andmalo
se toma en el intervalo (0,2), por lo que es importante notar que cuando
este exponente es mayor que uno, ¢ sistema va no se puede considerar como
un sistema de reaccion subdifusion, sino como una generalizacion mediante
derivadas fraccionarias a la ecuacion de onda inhomogénea.

En lo que sigue, haremos el analisis lineal del modelo correspondiente a
la ec.(6.5) para un sistema de reaccién subdifusion general. Como caso parti-
cular, analizaremos el problema euando los exponentes andmalos son iguales,
expresando la solucidn del problema lineal en términos de la representacidn
integral de las funciones de Mittag-Leffler, recuperando asi los resultados
obtenidos por V.V.Gafivehuk ef al. v Langlands ef al., ademdis de obtener
nuevos resultados. Dicho andlisis se hard de forma muy parecida al andlisis
efectuado en [75] v [T6, 77

Ahora bien, regresando al modelo deserito en la ec.(6.5), podemaos ver que
este sistema de ecuaciones puede ser escrito como la ec.(6.3) st se aplica la
integral fraccionaria de orden 1 — o (1 — @ para la segunda ecuacion) de los
dos lados de la ec.(6.5). Haciendo esto v linealizando alrededor de un punto
fijo podemos escribir

‘[]"'u = DéV%u + a1 + apar,
EH“
sy (6.7)
T i V30 + anu 4 ane,
donde & > 0 es un factor de escala.
Aplicando las transformadas de Fourier y de Laplace |vedse capitulo 5) a
la ec.(G.T) tenemos

s — Wk, 0) = = DU + an U + a5V,

G.8
SV = 7 W(k,0) = =0k*V + anll + axnV, (6:8)
donde U7 v V' estdn dados por
= s
Ulk,s) = f f e e~ y(x, t)dtdr = F(L(u)),
g (6.9)
Vik,s) = f f e e~y )dtdr = F{L(v)).
—a0 40
Despejando U7 de la primera expresion de la ec.(6.8) tenemos
#1J(k,0 vV
Uk, s) = =20 1 arm (6.10)

& 4+ Ddk* — ayy
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sustituyendo la ec.(6.10) en la segunda expresion de la ec.(6.8) tenemos

Hu_]U{k.[J] +4‘1|21"'
5% 4 DEKT — ayy

SV — £ WV(0,k) = —ﬂ:"i'.-“'+ugl( ) +azxV.  (G.11)

Despejando Vode la ec.(G.11)

s+ D§k? — ay )s? 1V, 0) + ans® Uk, 0)
- H(s, k) L (612)
H = (5" + D6K? = a3,)(5® + 8% = an) — aya0e.

V(k,s)

Sustituyendo la expresion para V7 en la ec.(6.10) ¥ despejando 7 obtenemos
las signientes expresiones

=1k, 0) + a;5G(s, k)
s 4+ DEK? — iy
(s* + D8k? — ay)s* WV (k. 0) + ags* U (k. 0)
S48 1 s9(DOR? — ayy) + 5°(6k2 — az) — 6k2(ay, + Daz) + D& + det’

det = (a)102: — @120 ).

L]

Ulk,s) =

Gk, s) =

(6G.13)
Por otro lado, utilizando la siguiente igualdad

(87 + Dék* = ay (8% + 8h2 —an) =
got8 4 SE{D&;FE —ayn )+ Sn{&ki e Eﬂ.’-“{ﬂ” + .Dﬂgﬂ =+ D&t =+ by g,
(6.14)

ex posible simplificar la expresion para U mostrada en la ec.(6.13), v por lo
tanto reescribir las ecnaciones ec.(6.11) v ec.(6.10) de la siguiente forma

(s* + Dk2 = ap)s® W (k,0) + s* a3V (K, 0)

Uk, s)=

S(k, s)
3 - {E‘n +Dﬁk?—ﬂ]l}.ﬂs-jvﬁf.['}+Sn-]ﬂ-ﬂ;|ﬂ{k.ﬂ]|
Vik, s) = S(k.s) :
S =" 4 S (DR — ay) + s°(0kF — ag) — 6k*(ay + Daz) + D& + det .

(6.15)



Ahora bien, sabemos que la evolucidn temporal de w(k. t) = L~ Uk, 5))
estd dada por las singularidades (polos y cortes rama) de la funcion S(k, 5),
e decir de la funcidn

S = 53 4 P DR — ayy) + 5*(6k* = ag) — k3 (ayy + Dags) + DE*K* + det .

(G.16)
Las condiciones para una inestabilidad de Turing en ¢l espacio® (s, k) estin
dadas por

Re(sglk = 0)) < 0,
Re(so(k)) > 0,k € [k, ko), (6.17)
0< bk < ks

Donde s5(k) cumple con la siguiente condicién
S(k,sq) = 0. (G.18)

Los ceros' de la funcién S(k.s) (tomando a s como variable dependiente
v a k como variable independiente) se pueden caleular numéricamente, por
lo tanto, es posible hacer un estudio (numérico) de s(k) como funcion de
los parametros del sistema, (exponentes andmalos, factores de escala, razones
entre cocficientes de difusion ete...) v de esta manera determinar si existe una
inestahilidad de Turing, ¥ en caso que exista, ver como depende la aparicidn
de dicha inestabilidad como funcidn de los pardimetros antes mencionados.

Tomando los valores para ayy, s, 4z ¥ ag de [{j|: podemos comenzar
el estudio mimerico de los eeros de S(E, 5) como funcidn de &k cerca de una
region en la enal sabemaos, existe una inestabilidad de Turing cuando o =
# = 1. Estos valores son: ayy = 0.899, ap = =091, a3 = 1, ag, = =039 v
D =0.516, § = 2,

En la fig.(6.1) podemos ver como varia sq(k) para distintos valores de los
exponentes andmalos. En estas figuras es posible observar que para sistemas
con subdifusion también existe una inestabilidad de Turing. Por otro lado, es
importante notar que el cambio més significativoe al variar solamente uno de
los exponentes andmalos ocurre para mimeros de onda del orden de & ~ 0,
va que estos modos se vuelven inestables cuando o — 3 > Alda, 7)), donde

‘Eapacio Fourler-Laplace.

1Es posible demostrar que mediante las ecusciones ec,(6,16), ee.(6.17) v utilizando
coma valor de los exponentes andmalos o = 3 = 1 [difusidn normal), recuperamos las
condiciomns de Turing. Viase Apéndice D,
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Figura 6.1: Ceros de la funcidn S(k, 5) para exponentes anomalos distintos,
Nitese gque eptre mayor es la diferencia entre o v 4 el estado homogéneo
(k= 0}, se vuelve inestable. (a) o — @ = Ao, #) = 0. (b) Ao, F) = 0.05 (c)
Ala, 3) = 0.04 {d) Ala. ) = 1.

A (o, J) es un mimero real que tiene que ser caleulado de forma numérica
para cada par de exponentes anomalos. De esto dltimo podemos concluir gue
Al F) es un parametro de bifurcacion para este tipo de sistemas.

En la fig.(6.2) podemos ver el comportamiento de los ceros de S(k, s)
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como funcion de la razdn entre los coeficientes de difusion £ v del factor
de escala 8. De esta figura podemos concluir que la inestabilidad de Turing
en presencia de subdifusion, se comporta de manera similar a sistemas con
difusién normal en lo que respecta a los pardmetros & ¥y D, es decir, si los
parametros de la cinftica quimica estdan fijos (al igual que los exponentes
andmalos), entonces la razdn entre los cocficientes de difusidn de cada com-
puesto guimico es un pardmetro de bifurcacidn, mientras que el variar el
pardametro de escala 8, tiene como consecuencia el desplazamiento del modo
de Fourier mis inestable.

Lk ]
— y L
T "'..
LY
dd '|‘
.n[ 3
M \
apfl ——-am
o,
a il od on (1]
k

(a) (b)

Figura 6.2: Comportamiento de los ceros de Sk, 5) como funcidn de D v 4
con a = (.95, 7 = 092, (a) Comportamiento de s5(k) para distintos valores
de 0. (b) Comportamiento de sa(&) para distintos valores de 4.

Ahora bien, si en la e (6.7) o = [ < 1, el andlisis lineal del sistema se puede
hacer de manera diferente al va descrito, v de este modo, ebtener informacion
que mediante el método anterior es mas dificil de encontrar.

En este caso, despuds de linealizar tenemos el siguiente sistema de ecua-

clones i o
€ A L Ve =+ g 2 i :
Fho (1-‘) . ( (LB ﬁ?’ -+ ”ﬂ) (rr) p {h.]ﬂ}

|




Aplicando la transformada de Fourier a la ec.(6.19) tenemaos

7 L T B — D82 + ay, s TAN i )
e (f-‘) N ( flay —dk? -I-u-ﬂ) (ﬁ) =4 (17) ’ (6.20)

Sea € la matriz cuyas columnas estan dadas por los vectores propios de la

matriz A, es decir
iy T =
O= (“' “:) : (6.21)

A(?)=&(?)J=!J. (6.22)

Utilizando el signiente cambio de variable

GJ:S'(j. (6.23)
v reescribiendo la ec.(6.20) en términos de las variables primadas tenemos
#
C—.-.' (ur) = AC (“_:)
v v
S e o'
7 () e (4). o0
—1 v .|:~|| “
CTAC = ([] ":"".i) .
Por lo tanto, cualquier solucion del sistema se puede eseribir como
(59 = (3) voReu®n + (7) vo.meain,  o25)

donde £ es una funcién que cumple con la signiente ecnacion diferencial frac-
cionaria

clonde

[t}

nd |

E’F_F’E B
o (6.26)
£(0) = 1.

Como va vimos, la solucidn de esta ecuacion estd dada por: E, (AM"), es
decir, por las funciones de Mittag-Leffler de orden a, cuyva forma explicita es

" (e )" : i
Eaa( ") = E&mmuj (6:27)
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La ec.(6.27) no da mucha informacion acerca de la estabilidad o inestabilidad
del sistema, por lo que es mas conveniente utilizar los resultados del capitulo
anterior, donde pudimos expresar la solucion de la ec.(6.26) en términos de la
representacion integral de las funciones de Mittag-Leffler, véase la ec.(5.47)
(90, 91]. Utilizando dichos resultados, podemos expresar las soluciones de la
ec.(6.24) de la siguniente forma

o (K, 0)K (o, Ay (K), t) — LLk8lsintza) pi 3 (k) ¢): si |28 < 1,
u'(k.t) = ¢
| — ) (o, Ay (K), 1); sl |22 > =,

(6.28)
(¢ (0, 0) K (0, Ag(k), £) — SR , Ao(K), 1); si |28 <
v (k) = |

+ i .
— L0 sininal 1o, Ay(k), 1); si |22| > 7,

%

(6.29)
donde las funciones I{o, Aj(k). 1) ¥ K{a.A;(k).t) estin dadas por las si-
guientes expresiones
o LEu;J.Jn:.hHl-‘“tdi.

e~i0(k)lr2a — 2ro cos(ma) + e~ OED"

Ia, A(k), ) = f
; o (6.30)
Ko (8,0 = Texp( I @ere (), j= 1.2

Entonces, mediante la forma explicita de [{o, A;(k). 1), K{o, A;(k),t) v las
ecnaciones ec.(6.28) y ec.(6.29), podemos concluir que

5 es inestable <= |8 (k)| < 22, .
k.t = .l
Rt { es estable <= |6, (k)] > 22, 530
y es inestable <= |(k)| < 22,
(k. t . 6.32
¥ ]'{ es estable <= [B(k)| > 2. 53

De las ec.(6.31) v ec.(6.32), es facil ver que si se cumplen las siguientes
designaldades: A;(k) < 0, 0 M(k) = 0, 7= 1,2, A € R, entonces el estado
estacionario homogéneo de la ec.(6.3) (cnando o = ) es estable para la
primera desigualdad e inestable para la segunda; mientras que para el caso
en que A;(k) es de la forma: A; = |A; |Eiﬂ1. existe un valor critico de o para
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el eual dicho estado se vuelve marginalmente estable, es decir, si o > o, el
estado estacionario es inestable mientras que para o < a, es estable,

Es importante notar que el valor eritico de o solamente existe si se cumple
la siguiente condicién®: TrA(k) = 0, v estd dado por

(k) = Em‘vrlm:l Jﬂ 1|,
)

: (TrAE)E
TrA(k) = =6k (D + 1) + (an + ax),
hik) = D&E — 8k (a;y + Dag) + det.

(6.33)

Ahora, como va vimos, las condiclones para la existencia de una inestabilidad
de Turing son:

e El estado estacionario homogéneo debe ser linealmente estable ante
perturbaciones con mimeros de onda pequenos (k ~ 0),

= El estado estacionario homogéneo debe ser inestable ante perturba-
ciones con niimero de onda diferente de cero (|k| = 0).

Entonces, de acuerdo a las ec.(6.31), ec.(6.32) v ec.(6.33), cuando tenemos
reacciones quimicas en presencia de subdifusion la primera de las condiciones
anteriores (a diferencia de reacciones quimicas con difusion normal (o = 1))
se puede satisfacer de dos maneras diferentes, éstas son

g + gz < 0,

det = 0. (6.34)
ik
g + g = 0,
4det > (ay; + an)®, (6.35)

) = o,

Es importante notar gque la ec.(6.35) implica que bajo ciertas condiciones,
reacciones quimicas inestables, pueden volverse estables en presencia de sub-
difusidn, lo cual se debe a la posibilidad del sistema de ser linealmente estable
incluso cnando Re(A;) = 0. Este resultado puede ser verificado experimen-
talmente, vy por lo tanto podria ser itil en la verificacion o refutacion del
modelo que estamos usando.

*En ciso contrario la designaldad: 8; > 9F siempre es vilida.
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Trifk=0)
(a) ()

Figura 6.3: Diagrama de estabilidad para el estado homogéneo estacionario.
Las lineas horizontales corresponden a una region en el espacio de pardame-
tros donde el estado estacionario es inestable. (a) Difusion normal. (h) Sub-
difusion, a, = 0.3919.

Las diferencias entre las ec (6.34) v ec.(6.35), se pueden ver de forma
grifica en la fg.(6.3).

En el primer caso, es decir, cuando se enmplen las condiciones dadas en
la ec.(6.34) no existe o, para el estado estacionario homogéneo, por lo tanto
para que el sistema sea inestable ante perturbaciones con mimeros de onda
diferentes de cero, es necesario que h(k) < 0, lo que implica las siguientes
condiciones para los pardmetros del sistema; (a) + Dag) =0, D £ 1 v
signofay) # signolass); recuperando asi las condiciones normales para la
existencia de una inestabilidad de Turing [75]. El edleulo de la razén critica
entre coeficientes de difusion £2, v del niimero de onda critico, se hacen exac-
tamente igual que cuando la difusion es normal.

Podemos concluir entonces, que en un sistema de reaccion-subdifusion
cuya cinética gquimica cumple con la ec.(6.34), las condiciones para una in-
estabilidad de Turing son idénticas que las condiciones correpondientes al
mismo sistema con difusion normal.

Por otro lado, si la cinética quimica cumple con la ec.(6.35), entonees,
para que ¢l sistema sea inestable ante perturbaciones con £ # 0, existen dos
posibilidades, las cuales pueden ser clasificadas de acuerdo al signo de TrA(k)
v al valor del exponente andmalo o

De las oo (6.31) v ec.(G.32), podemos ver que para ol caso correspondiente
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a TrA(k) = 0. los mimeros de onda inestables cumplen con ©

4h(k) < (TrA(k))* = Im(N(k)) =0,k £ 0,

4h(k*) > (TrA(k))?* = Im(XN(K) # 0,a > ak),
(6.36)

mientras que para TrA(E) < 0, los mimeros de onda inestables deben cumplir

Ol

TrA(K*) > 0 =

TrA(k) < 0= h(k) <0, k0. (6.37)

Nétese que en este caso, la desigualdad dada en la ec.(6.37) no implica que
signofay ) # signo{az).

Ahora bien, para tener una inestabilidad de tipo Turing es necesario gue

los niimeros de onda para los cuales Im(A;(k)) # 0 sean estables, por lo tanto

debemos pedir que’
a< mlilufrtﬂ[k]l}- (6.38)

Para que a.(k) tenga un minimo diferente de cero es necesario que fi(kq) = 0,
donde by es el mimero de onda para el cual se cumple TrAd(ky) = 0. En este
caso, la funcion a.(k) es una funcién mondtona creciente cuyo minimo es:
a(0), ¥ cuyo miximo es: mfx{n._.{k}] = a.lks) = 1. En caso contrario, es

decir, cuando L(ky) < 0 ¢l tn*:ml[n,._[.ﬁ']] = (. En la fig.(6.4) podemos ver los

diferentes comportamientos de o, v de TrA como funcidn del mimero de on-
da. Nitese que en dicha figura, la variable independiente es k* v no k. Esto
se debe a que de esta manera es mas ficil reconocer la funcion TrA(k*), que
en este caso, es una linea recta.

Por otro lado, si relajamos la condicidn dada en la ec.(6.38) para el expo-
nente andmalo, el sistema puede tener inestabilidades eelulares oscilatorias, ¢
incluso es posible tener inestabilidades celulares oscilatorias v no oscilatorias
para distintos mimeros de onda al mismo tiempo.

Finalmente, sabemos que los valores propios de la matriz Jacobiana de

*Es importante notar que en este caso, o5 posible tener una inestabilidad aun cuando
Rk} = 0, cosa que es imposible para el caso de difusion normal.

TNdtese que en ol momento en gque la parte imaginaria de los valores propios se voelve
una funcidn del niimero de onda, el pardmetro o, se vielve una funcidn continea v acotada
chel mimero die onda,



(a) (b)

Figura 6.4: Diferentes comportamientos de e (&%), (a) h(k3) = 0. (b) h(k3) <
.

nuestro sistema estin dados por las sigunientes ecuaciones
k)  ASH(k
0 s L I AL R

2 2 : {6.39)
H(k) = (TrA(k))* — 4h(k)).

Ademis, sabemos que para tener una inestabilidad de tipo Turing es necesario
que cerca de los mimeros de onda inestables se cnmpla H{k) = 0, donde la
forma explicita de H(k) estd dada por

H(E) = (D — 1) + 26*(1 — D) + (ayy + an)® — ddet > 0.  (6.40)

Por lo tanto, de la ec (6.40) es facil ver que tanbidn en este caso, es de-
cir cuando se cumplen las condiciones de la ec (6.35), no es posible tener
una inestabilidad de Turing cuando D = 1, va que debido a las condiciones
impuestas sobre el estado homogéneo sabemos que (o) + ag0)? — ddet < 0,

Ahora bien, si tenemos una cinética quimica que cumple con las condi-
ciones dadas en la ec.(6.35), podemos estudiar como se comporta un sis-
tema de reaccidn-subdifusion con estas caracteristicas cuando los exponentes
anomalos correspondientes a cada compuesto son diferentes, Para esto usa-
mos de nuevo la funcion S(k, 5). En la fig.(6.5) podemos ver los diferentes
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comportamientos de sy(k) para diferentes exponentes anomalos correspon-
dientes a los siguientes pardametros: ay = 091, agp = 07, a = 1l ¥
fg] = —&]-

La fig.6.5(a) muestra las partes real ¢ imaginaria correspondientes a uno de

Figura 6.5: Ceros de la funcidn S(k, ) para exponentes andmalos distintos.
Nditese que entre mavor s la diferencia entre o v 4, el estado homogéneo
{k = 0] se vuelve inestable. (a) A(k) Vs, kalk) Vs ko 0)= 08712
(b) Ala, 7) = 0.02 (¢) Ala, F) = 0.25 (d) Ala, 3) = 0.05.



los valores propios de la matriz Jacobiana como funcidn del mimero de onda
k. v a la curva correpondiente a: a.(k), donde a (0) = 0.8712,

De la fig.(6.5), vemos que también en este caso existe A (o, 3), donde si
Ale, #) = a — 3 > Ao, 3), el estado estacionario homogéneo es inestable
ante perturbaciones con & = (.

Por otro lado la fig.6.5(d), sugiere que en el caso en que cualguiera de los
dos exponentes andmalos sea mayor a a.(0) entonees el estado homogéneo es
inestable ante perturbaciones con k = 0%,

6.2. Modelo BVAM con subdifusion

Utilizando los resultados obtenidos en la seccidn anterior en ol modelo
BVAM, cuyva forma explicita estd dada por [6)]

E:}_u = D&V + au(l — ryv?) + v(1 — ryu),
g: (G.41)
Fg = V3% + bw(1 + (ar /Buv) + uly + rev),

es posible estudiar la aparicion de patrones de Turing en presencia de sub-
difusicn. Para esto, sustituimos las derivadas temporales del modelo por
derivadas fraceionarias de Caputo, v llevamos a cabo un estudio mumérico
similar al hecho por Barrio ef al. [6].

Entonces, si reeseribimos la ec.(6.41) en términos de derivadas fraceiona-
rias tenemos

e

T DE%u + apu(l — re®) + vioge — ran),

i - : 49
;H;I = §V* + anv(l + (ayr) fan)ur) + ulas + rav), (6.42)
0<a, <1,

donde apa =1, y=aa, an=avan=>"bh

Ahora bien, si las entradas de la matriz Jacobiana ay; no tienen ninguna
restriccion, es facil ver que existen tres puntos fijos en este modelo, mientras
que bajo la condicidn a;; = —ag, el dnico punto fijo de la ec.(6.42) es
(u, v) = (0.0).

*Recudrdese que o.(k) s6lo se conoce para el caso en que o = 4,
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Si utilizamos como valores para los parametros del modelo los valores
dados en [6], podemos caleular de forma explicita los ceros de la funcion
S(k. s) mencionada en la seecidn anterior. Dichos valoves son: ayy = (L8949,
flgy = —{.91, g =1, 83 = =@y = 0.899. 4 = ?.1 D = 0.516. Los ceros de
S(k, #) como funcidn del nimero de onda (sg(k)) ¥ para diferentes exponentes
andmalos, se pueden ver en la fig.(6.6). De acuerdo a estas figuras existe una
inestabilidad de Turing para los exponentes andmalos utilizados, por lo tanto,

miris o — .r
:|? \.‘i\ ﬂ

e ",‘kh 1

[ =

[ 2.} ']
a1 4
e

= | | L] (1} (2]

[

(a) (b)

Figura 6.6: Ceros de la funcion S(k, s), como funcidn de & para distintos
exponentes andmalos, (a) A =03, (b} A =0.M.

al resolver numéricamente ln ec (6.42) con los exponentes andmalos corres-
pondientes a la Hg.(6.6), utilizando condiciones iniciales al azar alrededor
del estado (w,v) = (0,0) v con el conjunto particular de pardmetros va
mencionados, la solucidn debe converger a un patrén espacial estacionario
con una escala bien definida.

Para la integracidn numérica, utilizamos el método de Euler v la dis-
eretizacion propuesta por Gorenflo ef al. [92] para la derivada fraccionaria de
Caputo en el tiempo, Dicha discretizacion estd dada por

i _'rH _qym [ & Yigllui1-m) = wiglfa) .
pra r1) = 2 (1) (m) @ 6B

donde w;;(t,) es el valor que toma la funcidn y en el punto (7, 7) de una malla
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bidimensional al tiempo ¢,. La cantidad At representa el intervalo de tiempo
utilizado para la integracion numérica, que en todos los caleulos fue tomado
como At = 0.01.

Es importante observar que el sistema tiene una memoria de n + 2 pasos
en ¢l tiempo, por lo tanto es necesario ir guardando esta informacidn a largo
de la integracion numérica. Esto dltimo es problematico para los cileulos
numéricos utilizados para obtener un patron de Turing convergido, ya que el
uiimero de iteraciones necesarias para esto, es del orden de 10°, Por lo tanto,
para obtener los patrones de Turing mostrados en esta seecidn, tomamos en
cuenta solamente los términos de la suma de la ec.(6.43) cuvos coeficientes

cumplen con
¥ Ma41) e -
— = 107, G.44

(m) Fim+ 1 Ma=m+1) ~ (6.44)

Aqui surge otro problema al caleular los valores de las expresiones mostradas
en la ec.(6.44) para m >> 1. Para evitar dicho problema, utilizamos la
siguiente relacion de recurrencia para los coeficientes binomiales [93]

(::4) - [1 - l:,ﬂ] (m{i 1)- (6.45)

La integracién numérica la levamos a cabo en un dominio rectangular
utilizando una malla de 100 x 100 puntos, donde la separacidn entre pun-
tos adyacentes fue tomada como Ar = 1. Las condiciones de frontera son
peridicas v las condiciones iniciales al azar.

Ahora bien, como las curvas mostradas en la fig.(6.6) fueron caleuladas
numéricamente, lo primero que haremos es checar la estabilidad del estado
homogéneo estacionario con respecto a perturbaciones uniformes (k = 0).
Para esto, resolvemos la ec.(6.42) con & = 0, es decir, resolvemos de for-
ma mumérica las ecnaciones diferenciales fraccionarias correspondientes a la
cinética quimica sin tomar en cuenta la parte espacial.

Los retratos fase del sistema correspondientes a & = ) se pueden ver en la
fig.(6.7). Notese que las condiciones iniciales para la fig.6.7(a) v la fig.6.7(b)
son las mismas, por lo tanto el comportamiento de las travectorias es muy
parecido. De dichos retratos fase podemos concluir gque para los exponentes
anomalos escogidos, el estado estacionario homogéneo ((w,v) = (0,0)) del
sistema es estable, tal como lo predice la fig.(6.G).

Una vez checada la estabilidad del estado homogéneo, resolvemos el sistema
de ecuaciones para 4 = 2. Los patrones obtenidos pueden ser puntos o rayas
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Figura 6.7: Retratos fase del estado homogéneo correspondientes a los
pardmetros utilizados en la g (6.6). La curva discontinua corresponde a las
primeras 800 iteraciones, por lo tanto, en ambas figuras el punto (u,v) =
(0,0} es un punto fijo estable,

dependiendao de los valores de vy v ra, ver la fig(6.8). Al ignal que en [6] pode-
mos ver que los términes no lineales edbicos, correpondientes al pardmetro
ry favorecen la formacion de rayvas, mientras que los términos cuadriticos
correspondientes al pardmetro ry favorecen la formacion de puntos.

Ahora bien, si comparamos los patrones de la fig.(6.8) con los patrones
obtenidos mediante difusion normal Ag.(6.9), podemos ver que no hay dife-
rencias cnalitativas importantes. Esto se debe a que el patrdn final es inde-
pendiente del tiempo, v por lo tanto solucion a la siguiente ecuacion

1 ;
Viu=——(a u[l—rw‘}+tl{u-—r-;u} .
fD{ 1 1 12 :' (6.46)
Vie= ~3 (@zav(1 + (ayyry faz)ur) + wlag + rav)),

independientemente si el patron se formd en presencia de subdifusion o de
difusidn normal, Estas observaciones sugieren que la presencia de subdifusion
en sistemas de reaceidn-difusion que complen con la ec. (6.34) solamente afec-
ta la evolucidn temporal del patrén hacia su estado final, lo que sugiere de
igual manera, la existencia de un sistema de ecuaciones de amplitud genera-
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(a) (b)
\'
' B

() (d)
Figura 6.58: (a) o 095 5 = 092, rl 0.02, rq 0.2. (h) a 0.95,
1 =092, ri=35, =0 (c)a=092 =088 r =002 rs =02. (d)
a=002 =088 ry, =35 rp=0,

lizado”, es decir un sistema de ecuaciones diferenciales fraccionarias que nos
diga como evolucionan las amplitudes de los diferentres modos de Fourier (o

numeros de onda) en el tiempo, v cuvos atractores sean independientes de

Existon va algunos resultados en o gque respecta aoecuaciones de amplited fraccionariag

poara ¢l caso de la ceascion de Gingburg-Landnn compleja 94, 95, 96
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i=ste, Por otro lado, si dichas ecuaciones de amplitud generalizadas existen.
debe ser posible extender el teorema de la variedad central de ecuaciones
diferenciales ordinarias a ecuaciones diferenciales fraccionarias, teniendo co-
mo consecuencia que muchos de los resultados va conocidos para sistemas de
reaccion-difusion puedan ser generalizados para o] easo de subdifusion.

Como ya vimos, la presencia de subdifusion también tiene como consecuen-

Il

(a) (b)

Figura .9: (a)a=1,0=1Lrl1=002. =02 (b)a=1,=1, rn =135,

ra =11
'

cin que eindticas quimicas que normalmente no exhiben una inestabilidad de
Turing, exhiban una inestabilidad de Turing. Esto sucede cuando la cinética
quimica cumple con las condiciones impuestas en la ec.(6.35).

Utilizando los siguientes parametros: )y = 0491, e = <07, app = 1,
gy = —ayy, & = 2, [} = (.35, vemos que la cinética quimica del modelo
BVAM cumple con las condiciones dadas en la ec (6.35).

La relacidn de dispersion correspondiente a estos valores se puede ver en la
fig.6.10{a), mientras que en la hg6.10(b) vemaes las curvas correspondientes
a uno de los valores propios de la matriz Jacobiana v a la funcion a.(k).

En dicha figura, es facil ver que se cumplen las siguientes desigualdades:
Re(Alk)) lk=o> 0. Im(A(k)) k=07 0 v hiky) < O, por lo tanto, para tener
una inestabilidad de Turing es necesario escoger el exponente anomalo o de
tal manera que cumpla con: o < mi'inurliﬂ-'] = a.(0), donde a.(0) = 0L.8T12.
MNotese que en este caso la longitud de onda mas inestable es menor que en
los casos mostrados anteriormente,
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Figura 6.10: (a) Relacion de dispersion correspondiente a los parimetros:
ity = .91, figa = -7, =1, 83y = —itg, 0 = 2 D=035,a0=0=08

{b) Valores propios de la matriz Jacobiana, o, ¥y TrA como funciones de &
para los mismos pardmetros,

En la fig.(6.11), podemos ver los retratos fase del sistema de ecuaciones
dado por la ec (6.42) para 8 = 0 y para distintos valores de a alrededor de
o (0] De dicha figura, podemos concluir que los resultados numéricos con-
cuerdan con las prediceiones del andlisis lineal mostradas en la fig.G.10(a),
donde vemos que ¢l estado homogéneo es estable ante perturbaciones uni-
formes (k = 0).

Ahora, utilizando el valor de o correspondiente a la fig.G.11(h), para
asi asegurar la estabilidad del estado estaclonario homogéneo, resolvemos de
forma numdérica el modelo BVAM utilizando los parametros correspondientes
a la figura fig.(6.10) para § = 2. Las soluciones numéricas se pueden ver en la
fg.(6.12), Bgura mediante la cual podemos concluir, gque las cinéticas quimi-
cas que cumplen con las condiciones dadas en la ec.{6.35) producen patrones
de Turing en presencia de subdifusion, v que de la misma manera que en los
easos anteriores, podemos ver que los términos ciibicos en la cinética favore-
cen la formacion de ravas mientras que los términos cnadriticos favorecen la
formacidn de puntos,

La importancia de los resultados mostrados en la iltima parte de esta
seccion radica en la posibilidad de obtener patrones de Turing en regiones
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Figura 6.11: Retratos fase del estado homogéneo para distintos exponentes
andmalos. La curva discontinua corresponde a las primeras 300 iteraciones,
(&) o = LY > ffl], (bl o =08 < fany ()8

() (b)

Figura 6.12: Patrones de Turing correspondientes a los parametros; a;, =
091, e = =07, g2 = 1, ag = =y, § = 2. D = 035 (a) r» = 0.2.
ri =002 (B ra =0, r; = 3.5
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del espacio de parametros que hasta ahora estaban prohibidas para dichas
estructuras. En particular hemos visto que es posible obtener patrones de
Turing incluso =i TrA(k) = 0 para k ~ 0, ¥ que para obtener dichos patrones
no es necesaria la condicidn tipica: signofa;; ) # signo{az). La relajacion de
estas condiciones implica que muchos sistemas fisicos, quimicos v bioldgicos
que antes no cumplian las condiciones necesarias para la formacidn de pa-
trones de Turing, tengan la posibilidad de formar dichos patrones cuando la
difusidn de los compuestos gquimicos o en general de los seres que se difunden
e interactuan entre si, es de tipo subdifusivo.

Finalmente, de acuerdo a los resultados obtenidos por Barrio et al. [54],
Henry et al [73), Langlands et al [75] v los resultados expuestos en este
capitulo, podemos concluir que el efecto que tiene la difusion andmala, va
sea superdifusion' o subdifusion (independientemente del modelo utilizado),
es en términos generales, ampliar la region del espacio de pardmetros del
sistema en la cual existe una inestabilidad de Turing, es decir, la presencia
de difusion andmala en los sistemas de reaccion-difusion favorece la existencia
de dicha inestabilidad.

Por otro lado, de los resultados obtenidos en este capitulo, podemos con-
cluir que los efectos que (va sean cualitativos o cuantitativos) tiene la sub-
difusion en los patrones espaciales cuando  — o0 son nulos, (fig.(6.8) v
fig.(6.9)). lo cual se debe a que las soluciones a las cuales tienden estas dinami-
cas, o8 decir las soluciones de las ec.(6.1) ¥ ec.(6.3) cuando ambas presentan
una inestabilidad de Turing, no dependen del tiempo cuando £ — oo, Con
esto en mente, podemos inferiv que los efectos mas notorios de la subdifusion
en los fendmenos caracteristicos de los sistemas de reaccion-difusion, deben
aparceer cuando la dependencia temporal de las soluciones del modelo nunca
desaparece. Como ejemplo de esto podemos mencionar la propagacion de on-
das quimicas en todas sus posibles manifetaciones (ondas espirales, ondas en
sistemas biestables, ete.). En el capitulo siguiente, estudiamos algunos de los
efectos que tiene la difusion andmala, va sea superdifusion o subdifusion en
la propagacidon de ondas en sistemas de reaccidn-difusion generalizados con
cindticas quimicas biestables.

WER [54], Barrio et al. muestran que en presencia de superdifusion, es posible obtener
patrones de Turing sin coande s raedn entre cocficientes de difusidn D = 1,
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Capitulo 7

Propagacion de ondas en
sistemas generalizados con
cinéticas biestables.

En este capitulo se estudian los efectos que tiene la difusion andmala so-
bre la propagacion de frentes de onda en sistemas de reaccion-difusion con
cinéticas biestables, Este tipo de sistemas (en el régimen de difusion normal )
se ntilizan para describir, entre otras cosas, la dinamica de algunas transi-
ciones de fase cerca del equilibrio termodindmico, tales como solidificacion
[8, 97] v problemas de coarsening [98]. También son utilizados para estu-
diar propagacidn de ondas quimicas [5] v la propagacién de frentes v pulsos
eléctricos en neuronas [30, 99].

La finalidad del estudio, e conocer de manera cualitativa el efecto que tiene
la difusion andmala en la velocidad de propagacion de frentes de onda entre
un estado estable v un estado metaestable.

Dicho estudio se lleva a cabo en l-dimensidn, por lo que los resultados
obtenidos dependen solamente de los pardmetros de la cinética, los expo-
nentes andmalos v el pardmetro de asimetria en el caso de superdifusion.
En la primera parte del capitulo, se da una pequena introduccion a los prin-
cipales resultados de la teorfa bisica sobre propagacion de frentes en sistemas
biestables en presencia de difusién normal, para luego pasar al estudio de las
conseciuencias que tienen la superdifusion v la subdifusidon en dichos resulta-
clios,
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7.1. Frentes en presencia de difusiéon normal.
El tipo de modelo que estudiamos en esta seccidn tiene la signiente forma

i e o
E—.DIE:F‘I‘H{{;‘]. {h”
donde D es el coeficiente de difusidn v g(¢) es una funcion diferenciable con
las siguientes caracteristicas

glgy) =0, i=10,1.2,

{
=L PR O 8

i fi
g

e

{7.2)

oy > 0.

Por lo tanto la ec.(7.1) tiene tres soluciones homogdéneas, dos de ellas estables:
@ = ¢y, ¢ = o v una inestable: ¢ = ¢y, ver la fig.(7.1). Ahora bien, si

Figura 7.1: Cinética biestable,

escribimos () como
df

s (7.3)

glo) = -

L)



podemos ver que la ecnacion de evolucion para ¢ se puede reescribir de la
signiente manera

9 _ p&e _ df(9)

i drr do

de 4F

- e (7.4)

dlonde %g o3 la derivada funcional de F{g).

La ventaja de escribir la ec.(7.1) como una derivada funcional de cierto po-
tencial, es que de esta manera, es ficll ver que la evolucion temporal de o>, 1)
es tal que minimiza el funcional F(d), va que

o) o ™ 5% £
ar =f L . —f L N (7.5)
ot S e \ A

Por lo tanto, ¢l funcional F{¢) puede ser interpretado como la energia libre
del sistema, mientras que la funcidn f{¢) puede ser interpretada como la
densidad de energin libre, cuya forma cualitativa general se puede ver en la
fig.(7.2), donde en este caso particular vy solamente como ejemplo, gy corres-

1)

Dim Hm mmmm el e e e -

Hog

02

Q

Figura 7.2: Potencial biestable.
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ponde al estado estable v ¢ al metaestable.

Como va he dicho, nos interesa estudiar el movimiento de los frentes de onda
que van del estado estable al estado metaestable, es decir frentes del tipo
mostrado en la fig.(7.3). Ahora, cuando § >> 1 diches frentes son estables,

obxt,)

X

Figura 7.3: Frente entre ¢] estado estable ¢y v el metacstable ¢y al tiempo
: = fn-

no cambian de forma v se mueven a velocidad constante [8, 100, 101], por lo
tanto estamos interesados en soluciones a la ec.(7.1) que cumplan con

oz, 1) = dlx — vt),
T (7.6)

1=10,2

donde ¢ es la velocidad de propagacidn del frente. El signo de dicha velocidad
tiene que ser tal que el estado estable se expanda a costa del metaestable, va
que al ser el estado estable un minimo global de la funcidn f{o), la energia
libre del sistema correspondiente a este estado es menor que la energia libre
correpondiente al estado metaestable, por lo tanto como consecuencia de la
e, (7.5), la dindmica de ¢(r, 1) = $lz — vl) tiene que minimizar F(o). De
esto tiltime podemos concluir que el signo de la velocidad del frente debe de
estar determinado por el signo de:  fldg) = flag)). Para ver esto, sustituimos
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dlr.t) = ¢lr—vt) = ¢{p) en la ec.(7.4), obteniendo asi la signiente expresion

Ao _ o (o)

dp  dp*  do (7.7)

p=1r—-ui

Multiplicande la ee.(7.7) por ﬂ-ﬁ ¢ integrando tenemos!

* fdd ! B * deédPo fI df () dep

= (do\? 1 fde? | w5l
—'i-'j_:m (I.’f_ﬂ) dp = 3 (d_,.u) |20 = (fld2) = Flen)).
Por lo tanto la velocidad estd dada por
o = S102) = fln)) B

[ (%) do

De la ec.(7.9) podemos ver que si los dos estados estables estan en equilibrio,
es decir, si se cumple la siguiente igualdad: figg) = flga), el valor de la
velocidad de propagacion es v = 00 v por lo tanto de la ec.(7.8) podemos
concluir que, cuando los estados estables estan en equilibrio, la energia libre
toma la siguiente forma

. % g\
F(peq) =L¢ (ﬁ) da, (7.10)

donde ¢, es solucidn de

o _df
da? ~ dg’ (7.11)
¢(—00) = du, ¢(00) = .

La ec.(7.10) nos dice cuanta energia estd almacenada en la zona de transicion
entre los dos estados en equilibrio v es conocida como la tensidn superficial

e 4
.1=f (“"“_‘") d. (7.12)
e 4 AT

INGtese que estay suponiendo D = 1,
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Finalmente, de la ec.(7.9) podemos ver que cuando la velocidad del frente es
pequenia, ésta puede ser aproximada como

(£(¢2) = f(0) _ AS

) (%)Enﬁr o

Por lo tanto para [v] << 1 la velocidad se comporta como una funcidn lineal
de la variable independiente A f cuya pendiente estda dada por el reciproco
de la tension superficial.

Ahora bien, como va hemos visto existen muchos sistemas fisicos v bioldgicos
donde la difusion es andmala. por lo que es importante extender el estudio
de los frentes antes mencionados a estos casos.

Un modelo general para estudiar el tipo de frentes de onda mencionados en
los parrafos anteriores en presencia de difusion andmala, se puede escribir
CONO

=

(7.13)

L"j:l
= Xaa (8 (D) + (1= 8) (:D)) 6 + wy(@)

O<a<], l<y<2, 0<s<1.

(7.14)

Donde los operadores espaciales son las derivadas fraccionarias jzquierda v
derecha de Riemman-Liouville de orden +, el operador tempaoral es la derivada
fraccionaria de Caputo de orden o, x, -, es el coeficiente de difusidon generali-
zado, w es una medida de que tan fuerte es la reaceidn, g es la parte reactiva
o cinética quimica v s el pardmetro de asimetria.

7.2. Frentes en presencia de superdifusion.

Tomando o = 1 en la ec.(7.14) tenemos

O e Xy (8 (DY) + (1 = 8) (:DL)) 6 + wa(d),

l<y<2, 05551,

(7.15)

ecnacion que como va vimos, nos deseribe la evolucion espacio-temporal del
parametro de orden ¢(x, 1) en presencia de superdifusion. Esta ecuacion ya ha
sido utilizada para estudiar problemas de segregacidn en reacciones quimicas
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[102]. También ha sido utilizada para estudiar los efectos que tiene la superdi-
fusion en la propagacion de frentes entre un estado estable v uno inestable
[103], ¥ para estudiar frentes en sistemas biestables en el caso de superdi-
fusion simétrica, es decir cuando en la ec.(7.15) el pardmetro de asimetria
toma el valor s = 1/2 [104].

Una manera de estudiar el comportamiento de frentes en sistemas biestables
deseritos por la ec.(7.14), consiste en aproximar el término reactivo biestable
por la siguiente expresion [104)

gle) = —(o— o) + enH (o — o), (7.16)

donde H es la funcidn de Heaviside, ¢, es la concentracion o densidad eritica
donde la funcidn g(¢) tiene una discontinuidad, {en el caso continue ¢, co-
rresponderia al estado inestable de la cinética), @g es una constante que puede
ser negativa o positiva dependiendo de la interpretacion que se le de o @lx, 1),
finalmente ¢y es una medida de la altura del escaldn,

La ec.(7.16) tiene dos rafces, ¢ = oy v ¢ = &y + g, que en miestro caso
tomaremos como; ¢y = 00, ¢y = [,

En la fig.(7.4), podemos ver la grifica de la cinética dada en la ec.(7.16) v la
grafica del potencial biestable correspondiente a dicha cinética.

Alora bien, si utilizamos comeo término reactivo biestable la expresion mostra-

(b)

Figura 7.4: (a) Grifica del término reactivo g(¢) = —5£. (b) Potencial f()
asociado al término reactive gid).

da en la ec.(7.16) en la ecuacion de reaccidn-difusion generalizada (ec.(7.15))
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y aplicamos la transformada de Fourier, tenemos

ek, 1)
a1

WO ik,
@n)vEE”
(7.17)

= Xy (::[mj* +(1- s]{—ik}")ﬁ:{k.t} — wolk,t) —

El tipo de soluciones que buscamos tiene la signiente forma ¢(x, 1) =
dlx — vt), por lo tanto su transformada de Fourier estd dada por ¢k 1) =
expliket ) k). Sustituyendo esta dltima expresion en la ec.(7.17) tenemos

ikvg(k) = - (a[:'k]’* +(1- .-,-}{-:'k}'f) (k) — wh(k) - #%"im~
(7.18)

donde p = z — vt y p, es el valor para el cual se cumple $(p,.) = ¢.. valor que
sin pérdida de generalidad podemos suponer como g, = (.

Las condiciones de frontera utilizadas para obtener la ec.(7.18) son: ¢ —oo, ) =
0y ¢{oc, 1) = .

Despejando (&) de la ec (7.18) tenemos

[T

B(k) = ST (@ ik = X sk + (1 - =ik, (7.19)

Antitransformando la ec.(7.19) tenemos

f": wexp(—ikp)dk

oo (—ik + €) (ivk — x [s(ikY + (1 — s)(—=ik)") + w)”
(7.20)

Es posible demostrar que la integral dada en la ec.(7.20) es real v es equiva-

lente a la siguiente expresidn

het o P 2 ™ k=1 sin(ky) [1 = k7 cos(y)] dk
#ly) =3 (' + j; L= &7 con(@)] + [k sin(e)(1 - 25) + u;.-]'*’) *

B (E j‘” k= cos(ky) [uk — k7 sinfv) (25 — 1)] dk )
2 o [L— K cos(@)] + [P sin(y)(1 — 25) + uk]’/

& p) = ;ﬂ lim

LT geal] ¥

m
(7.21)
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Donde y, u v ¢ estan dadas por

- (i)"'*: (7.22)

Evaluando la ec.(7.21) en la discontinuidad (y = 0) tenemos

8(0) = ¢ = 2 (1+1(v.7.5)),
2 f“" u— k7" sin(y)(2s — 1)dk (7-23)
o |

Hevs)=2 ), 1w cos(y)]” + [k sin(4)(1 — 25) + uk]®’

La ec.(7.23) define a la velocidad como una funcion implicita de los parame-

tros: @, gy, 7 ¥V 5
Definiendo una nueva variable como z = 1 — 2¢./dy, es ficil ver que la
e, (7.23) puede reescribirse de la signiente manera

z = —I{v,7,s),
. _2 = u = k7 ain(y)(2s = 1)dk (7.24)
Home) =3 fn [1 — & cos(v)]* + [k sinf)(1 — 28) + uk]®

kLl

Los valores que puede tomar esta nueva variable van de z: = -laz=1v
dependiendo de su signo, los puntos fijos de la cinética biestable dada por la
ec.(7.16) (tomando ¢y = 0) pueden cambiar su tipo de estabilidad. es decir
pueden pasar de metaestables a estables o viceversa, ver la fig.(7.5).

S5i 7 = 2 en la ec.(7.24), es posible recuperar la solucion conocida para
la velocidad como funcidn de = enando la difusion es normal [104], dicha
solucidn estd dada por la siguniente expresidn

-2z
e
Para el caso en que 1 < v < 2 podemos resolver la ec.(7.24) de forma numéri-

ca v asi encontrar la velocidad como funcion del parametro z para v v s fijos.
En la Fig(7.6) se muestran los resultados numéricos para la velocidad como

(7.25)
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Figura 7.5: (a) Potencial correspondiente a z = 0.3, (b) Potencial correspon-
diente a z = 0.3

funcidn de z. Es importante notar que en el caso simétrico, fig.7.G(a), la ve-
locidad es siempre negativa para = > 0 v positiva para = < (). Esto significa
que el estado estable se estd expandiendo a costa del estado metacstable,
respetando asi los resultados correspondientes a difusidn normal, Este resul-
tado no es de extranarse, va que cuando la superdifusion es simétriea, la
e, [ 7.15) puede escribirse como

dolr.t) _AF(g)

T 5 (7.26)
donde la energia libre estd dada por
g 1 - e <)
Fia) =f SJlgnyde — Ef f Viz = gl x)edlp)drdy,
= w = -
: (7.27)

| i l
(2 =) 82 |z — ”lﬂ-] .

Vir—w)=

Y por lo tanto dF/dt < 0, lo que implica que el estado final del sistema
tiene que ser el estado estable. Es interesante observar que las ec.(7.26) v
ec.(7.27) implican que es posible obtener ecuaciones de reaccion-difusion
generalizadas del tipo mostrado en la ec.(7.15) en su forma simétrica, al
modelar sistomas cuyas interacciones son de largo alcance v de la forma:
Vie —g) x |2 — g ™", 1 < 5 < 2 sin utilizar vuelos de Lévy [94].

La fig.7.6(b) muestra que en ¢l caso de superdifusion asimétrica, la velocidad
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Figura 7.6: Velocidad adimensional # como funcion del parametro z. (a)
Difusion simétrica s = 1/2. (b) Difusion asimétrica s = .25, (¢) Difusion
completamente agsimétrica s = ().

puede ser negativa cuando = < 0, lo que significa que el estado metaestable se
expande a costa del estable. Natese que la region donde esto sucede (u < 0,
z < 0) erece conforme el exponente andmalo v decrece (ie. confrome la
difusidn es mads andmala). En la fig.7.6(¢). mostramos ¢l caso extremo de
superdifusion completamente asimétrica. En este caso el comportamiento de

118



la velocidad u es el mismo que antes, con la anica diferencia que la region
donde u < ) es mayor que en la fig.7.6(b). En todos los casos de la fig.(7.6),
para valores pequenos de la velocidad? (u << 1) ésta se comporta como una
funcidn lineal de =.

Por otro lado, en la fig.(7.7) mostramos que para cualguier valor de =
existe un valor del exponente andmalo v para el cual la velocidad de propa-
gacion del frente es cero, con excepeion por supuesto del caso simétrico,
donde el vinico valor de = que cumple con = 0 es = = (. Ndtese que en la

& T T
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Figura 7.7: Valores del exponente andmalo v como funcidin de 2, correspondi-
entes a velocidad de propagacion u = () para distintos valores del parametro
de asimetria s.

fig.(7.7) todos las curvas convergen al mismo punto (z = 0) cuando 5 = 2,
recuperando asi los resultados conocidos para difusidn normal.

La forma de los frentes se puede obtener mediante la ec (7.21), ecuacidn
que escrita en términos de la variable = toma la siguiente forma: z(y) =
=y, 7.8, u). En la fig.7.8(a) vemos que la forma de los frentes depende
fuertemente del pardmetro de asimetria v que el ancho de éstos, aumenta
conforme anmenta s. Esto puede ser verificado en la fig.7.8(b) donde vemos la
primera derivada correspondiente a cada frente, va que el ancho del frente &

WViase ln oe.(7.13).

119



puede ser caracterizado de manera cualitativa por: A o (defdy) ™" |,=0. Los
pardametros utilizados para el cileulo de los frentes y sus derivadas son: u = 0,
=(0) = 0.7, (8,7) = (1,1.176), (s,7) = (0.8,1.128), (s.7) = (0.6,1.053).
Ahora bien. para ver que los resultados obtenidos hasta ahora son indepen-

=

Al

e
E =1 @ ! & a

(b)

Figura 7.8: (a) Fremtes como funcion de y para diferentes valores del
parametro de asimetria. Todos los frentes son estables con # = 0 ¥y con
el exponente andmalo escogido para que se cumpla z(0) = 0.7. (b) Primera
derivada dz /dy de los frentes z(y).

dientes de la cinética biestable utilizada, resolvemos de forma mamérica la
e [ 7.15) para s = (), utilizando como término reactivo la siguiente expresion

gle) = —(¢* = 1)¢ — . (7.28)
Es decir, resolvemos de forma numérica la signiente ecuacion

e aF

m = X {:D;r:m] e Er {7.29}
l <y <2,

donde Fla) es de la forma
Fia) = %{egﬁ — 1) + pep. (7.30)
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En este caso, el parametro g juega el mismo papel que el parametro z definido
anteriormente. 5i g # 0 entonees la ec.(7.29) tiene dos soluciones estaciona-
rias homogéneas estables, una de ellas metacstable v la otra estable.

En la fig.(7.9) mostramos los resultados numéricos de la velocidad del frente
caleulada como funcion de p para diferentes valores del exponente andma-
lo. Todos los cdleulos fueron hechos mediante el método de Euler en una
malla con 2000 puntos v con un intervalo de tiempo At = 0L005. Para
la diseretizacion de la derivada fraccionaria se utilizd la discretizacion de
Griinwald-Letnikov [34, 61]. Los valores a la frontera de ¢(x,t) se tomaron
como fijos en los dos estados de equilibrio, ¢, > 0y ¢_ < 0 (condiciones de
frontera de Dirichlet). Como condicidn inicial se utilizd una funcidn escalén
centrada de la siguiente forma: ¢y + (g = - ) (x = 1000), donde H{z) es
la funcidn de Heaviside, El valor del coeficiente de difusion generalizado uti-
lizado fue y., = 30. En la fig.(7.9) podemos ver que el comportamiento de la

Figura 7.9: Velocidad como funcidn de g para diferentes valores del exponente
andmalo. En estos cilenlos el parametro de asimetria es s = (0

velocidad como funcidn de g es similar al comportamiento de la velocidad co-
mo funcion de = mostrado en la fig.(7.6). Podemos ver por ejemplo, que para
it = 1) tenemos propagacion de frentes con velocidades distintas de cero. Esto
significa que cuando los dos estados estables estdn en equilibrio, uno de ellos
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siempre crece a costa del otro cuando la difusion es completamente asimétri-
ca, hecho que como vimos en la primera parte de este capitulo es imposible
cuando la difusion es normal. Es importante hacer énfasis en que el proceso
fisico responsable de este fendmeno es la asimetria en la superdifusion. Notar
que en la fig.{7.9) se incluyd el caleulo correspondiente a difusion normal.
En la fig.(7.10) se muestra ¢l valor de la velocidad como funcidn del expo-
nente andmalo para tres valores diferentes de i, Estos valores son: p =0, p =
+0.384 = ., donde £p son los valores para los cuales el estado metaestable
desaparece. En esta figura también podemos ver como la asimetria de la

LET]
& 8
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£ L =]
N o N

1.7k o o " E
1.6F v 0 .
= 15&F = o "

T4p £

&
3

13F = o "
12F » a = b

11k £ = 1

—bﬂ -2 -2 -5 -0 -5 o 5 Le 15
u

Figura 7.10: Velocidad como funcion de v para diferentes valores de p.

superdifusion afecta la velocidad entre més andmala es la difusidn. Una con-
secuencia de esto, es que para po= 0.384 la velocidad del frente aleanza un
mdximo v luego decrece hasta que cambia de signo conforme ¢l exponente
andmalo decrece, lo que significa que para ciertos valores de g es posible
cambiar la direccidn de propagacion del frente mediante la manipulacion del
exponente andmalo, ademds, podemos ver que para el valor de g utilizado
existe un valor de + para el cual la velocidad del frente es cero. De nuevo, esto
significa que para algunos valores del pardmetro g existe un valor del expo-
nente andmalo (uno para cada valor de pr) para el cual, el estado metaestable
se expande a costa del estable, el mismo resultado obtenido con el término
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reactivo dado en la ec.(7.16).

Finalmente, en la fig.(7.11) vemos los frentes correspondientes a g = )
para distintos valores de 5 despues de 2000 iteraciones. Para dicho valor del

1
1
. '
! L]
0.4 'I '.
i ] i
= : i
F : '
=0 =l ' i
L]
e - 3
o8 H :
i
08 k-
‘“' IIIh"L-\_
=i e
200 o0 ] T R T R
X
Figura T7.11: Frentes correspondientes a g = () para distintos valores del
exponente anomalo .

parametro g los dos minimos del f(@) estan al mismo nivel, por lo tanto en
aunsencia de difusion andmala los dos estados estian en equilibrio v el frente
no s¢ mueve. Ahora, en presencia de superdifusion asimétrica los frentes
adguieren una velocidad. Dicha velocidad fue medida siguiendo la posicidn
correspondiente a ¢ = 0. Después de 400 iteraciones el frente adqguiere una
forma fija v se mueve a velocidad constante. También hemos tomado como
condicién inicial perturbaciones al azar con respecto a uno de los estados
estables en la parte central de la malla, y vimos que después de cierto niimero

de iteraciones obtenemos frentes del tipo antes mencionado moviendose a
velocidad constante [105].
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7.3. Frentes en presencia de subdifusion.

Para estudiar la propagacion de frentes en presencia de subdifusion con
el modelo utilizado en la seceidn anterior, necesitamos: vy =2y a € (0, 1).

Tomando estos valores para los exponentes andmalos de la ec (7.14) te-
TLEEL R

C&iq} 5‘2‘;‘
0<a<l.

Donde la forma explicita de la derivada fraccionaria en el tiempo esta dada

por
S
t— 7). 42
ot l"{l—:':]f[ ) LA
Adimensionalizando la ec.(7.31) tenemos
‘PP P
e o PHHE %), (7.33)
0<a<l,

donde se utilizaron los signientes cambios de variable®

¢= ':.'"'-'jh-. f=.;,.|..ll'lln.r,
/1 )
x =_'.r:"(i) o g (7.34)

L}y

Los puntos fijos de la cinética adimensionalizada son ¢ =0y g = 1.
Ahora bien, si sacamos la transformada de Laplace a la ec.(7.33) tenemos

vy (09 PL(9) .
Lt ”‘(m) e L(¢) + L(H (¢ — ). (7.35)

Donde se utilizd el hecho que la derivada fraccionaria de Caputo es una
convolucion entre las funciones T(t) = 77 v dyad(x, ).

Por otro lado, si antes de calenlar explicitamente la trasformada de Laplace,
pedimos que la dependencia espacio-temporal de la densidad sea de la forma

o= olp),

7 G
p=1x+ vt L7:36)

*En ln ee.(7.33) quitamaos las primas de las nuevas variables,
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y que ¢{r, t) cumpla con ¢{oo,t) = 1, & —oc,t) = (), entonces en el espacio
de Laplace la ec.(7.33) toma la siguiente forma

e & a2 l
exp (~sp/v) 6(p)dp (— -5+ ) exp(sa/o)

(7.37)
= 0(a) (" — 5/2%) — 1% 4 L (H6 - 60,
donde
L(H(6—6,)) = expsz/v) exp(=spe/v) .
calbeiill” (7.38)

L(H(¢—¢:)) = ——— E> P

En la ec.(7.38), p. es el valor para el cual &(p.) = &,
Por otro lado, si fijamos el valor de & como x = 0 en la ec.(7.37) ¥
SUPONETIN0S:
1} En t =0 el frente se encuentra muy lejos del punto @ = 0,
2) El frente se mueve hacia la izquierda (¢ > 0),
podemos poner las signientes condiciones iniciales

#(0) =

— () = (.
“(0)
Por lo tanto, sustituyendo la ec.(7.39) en la ec.(7.37) obtenemos
=] ¥4 — '
f exp|—spfv)d{p)dp (£ -4 1) = “Ml_ (7.40)
o v -

Reescribiendo la ec.(7.40) en términos del tiempo ¢ vemos que la trasformada
de Laplace de ¢{x. 1) |=p cumple con

expl—st (vt )dt | 5 ——+1 M;ﬁ-
| el }u( )-

5
. B exp(—st.)
() (h’" o + 1) @

(7.41)

donde @(s) = L{o).
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Despejando cfr[s] de la ec.(7.41) tenemos

d(s) = v? expl—st.)
al= vigat]l — &3 4 gy’

(7.42)

El denominador de la ec.(7.42) tiene un polo en 3 = 0, un corte rama en los
reales negativos v un polo en los reales positives (polo cuya existencia fue
corroborada numéricamente).

Aplicando la transformada inversa de Laplace a ambos lados de la ec.(7.42)
vemos que la densidad ¢(x, ) |00 cumple con

32 povoo 1 .
Slvt) = ;_ﬂf explst) exp( .'-!,.]Id.-:. (7.43)

- ‘._|!.il.,'-n+] = .'i3 s -!,‘.i.’ﬁ

Donde ¢ es un mimero cuya parte real esta entre el polo en los reales positivos
v s = (. Esto se debe a que no hay que tomar en cuenta el polo positivo para
caleular la transformada inversa, va que

fxnxpl[—st]dr[:.lf}dt < fm | expl—st gt ) |t
[1] L]

]

= f | exp(—st)||@(vE)|dE, v como |¢{x)| < 1z (7.44)
]

f expl —st ) vt)dt Ef exp|—st)dt = l

o i o

por lo tanto f}[s}l < 20 ¥s > 0, lo que implica que el polo en los reales
positivos no pertenece a la transformada de Laplace de oz, £).
La ec.(7.43) puede ser expresada de la siguente manera

dlvt) = H(t = t)L™" ({(5)) li-ro)»
. (7.45)
Cls) = gt — g 4 gt

Donde H(t) es la funcidn de Heaviside®,
Si tomamoes una travectoria en el plano complejo que rodee el corte rama
v el polo en s = 0 e= posible demostrar que L' ({(5)) se puede escribir como

-1 o = £~ exp(—£t)de
L7 {5kel) =1 = mul[ﬂ'ﬂ}L (v2€e cos(ma) + v? — £2)7 + (v sin(ma))*’
(7.46)

Yoxp(—st JC(s) = [0° H(t = )t = t)e~*dL.
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por lo tanto, la densidad {0, ¢) como funcién del tiempo en el punto x = 0
esta dada por la signiente expresion

glvt) = H(t =1.) (1 = Ha,v,t = 1)),

I{,r] T ._lf ] = ﬂ Hi“[ﬁ'fr] f:": Eﬂ_l E'.:{]-J{_'El:,r — E:}}di _
Y o (02 cos(ma) + 02 — 22)° + (v2€2 sin(ma))®
(7.47)
Valuando la ec.(7.47) en ¢ = {, tenemos
e =1 —I{ax,v,0). (7.48)

Si definimos una nueva variable = como 2 = 1 — 24, podemos escribir la
ee.(T.48) de la siguiente forma

z = -1+ 2I{a,v,D),
‘II o i
I{ev, v,0) = "__.,-i"{mt]f o1 e
5 0

(v2€2 cos(ma) + 2 — 22)% + (v2€7 sin(ma))*
(7.49)

La ec.(7.49) define la velocidad como una funcion implicita de z para valores
de o fijos. Por otro lado, el signo del parametro z nos dice (de la misma mane-
ra que en la seccion anterior) cual de los dos estados estables es metaestable,

En la fig.(7.12) vemos la velocidad como funcion de z para distintos va-
lores de . Los datos mostrados en la fig.(7.12) fueron caleulados mediante
la ec.(7.49).

En la fig.(7.12) podemos ver dos resultados importantes, El primero es
que en presencia de subdifusion los frentes siempre se mueven en la direccidn
en la cual el estado estable se expande a costa del metaestable, es decir si
< (= v >0 v viceversa. El sepundo resultado radica en la existencia de
un valor eritico z.(a) para el cual los frentes envo valor de 2 sea menor a =,
se mueven mas lento que que los frentes correspondientes a difusion normal,
mientras que los frentes cuyo valor de =z cumple con = > z. se mueven mais
rapido que los frentes en presencia de difusion normal. Es interesante notar
que V. Méndez et al. [106] obtienen un resultado muy parecido en el caso de
propagacidn de frentes entre un estado estable v uno inestable en sistemas de
reaccion-difusién con memoria. El resultado mencionado lo obtienen enando
el término que modela la memoria del sistema estd dado por una funcidn del
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Figura 7.12:; Velocidad adimensional como funcidn de 2 para distintos expo-
nentes anomalos,

tipo @t —7) x |t — 77" 0 <a<l
Finalmente, notar que si o = 1, ¢(s) toma la siguiente forma
v TN exp(st) exp(—st,)ds

M) = =— 7.4l
olt) 208 foine VR —Ftvis E:30)

por lo tanto

olvt) = H(t —1,) E Rm(f{s}e"“'“’) : (7.51)
donde f(s) estd dada por
—I.'3 -l??
fls) = (82 = vls — 2)s h (8 —5.)(s—3s_)s (7.52)
o2 + l:”.‘. + 41:""}""3 £
g4 = .
2
Calculando la transformada inversa tenemos®
0 = it -1 =2 i 7.53
ofot) = H(t — 1) T + =), (7.53)

*Recudrdese que para caleular la antitransformada no hay que tomar en cuenta el polo
ot ivi,
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Valuando la ec.(7.53) en t = 1,

‘-'-Tl'i '-'5|'.-'3

& = +

8.8 (8- —8.)s

(7.54)

Si reeseribimos la ec.(7.54) en términos de z (2 = 1 = 2¢.) v despejamos la
velocidad, obtenemaos la signiente expresion

-0
V1 =2zt

recuperando asi el resultado correspondiente a difusion normal.

=

(7.55)
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Capitulo 8

Propagacion de ondas en el

Modelo BVAM en el régimen
biestable.

Como yva hemos visto, la propagacion de frentes de onda en sistemas de
reaccion-difusion con cinéticas biestables es un fendmeno comin. Hasta aho-
ra, hemos tratado dichos frentes en una dimension v con un s6lo compuesto
quimico en presencia de difusion anomala, v vimos que, con la excepcion
del caso de superdifusion asimétrica, la propagacion de frentes en sistemas
biestables para un solo reactivo siempre se puede escribir en términos de
una energia libre, la cual es minimizada en el transcurso del tiempo. Cuan-
do tenemos propagacion de frentes debidos a la interaccion entre dos o mas
compuestos quimicos en sistemas hiestables, no siempre es posible expresar
la dindmica de éstos en términog de una energia libre, v por lo tanto no existe
ninguna cantidad que se minimize durante la evolucion dindmica del sistema.
Como ejemplo de esto, podemos mencionar la propagacion de frentes de on-
da en el modelo BVAM en el régimen biestable, fendmeno que estudiaremos
en este capitulo. Dicho estudio se llevard a cabo en una v dos dimensiones
en presencia de difusion normal. En la primera parte del capitulo se hace el
andlisis lineal del sistema alrededor de los puntos fjos. Utilizando los resulta-
dos de dicho analisis, nos enfocamos en una region del espacio de pardmetros
para la eual los dos puntos fijos son igualmente estables, v estudiamos de for-
ma analitica y numérica las soluciones del sistema correspondientes a frentes
de onda entre los dos estados estables. En la dltima parte del capitulo se
mencionan algunas de las posibles aplicaciones de los resultados obtenidos.
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El modelo BVAM ha sido utilizado en el pasado para modelar patrones
de pigmentacidn en la piel de algunos peces [107] v la aparicidon de ciertas
simetrias en el desarrollo de erizos de mar [108]. La forma del modelo utilizada
en los trabajos mencionados esta dada por

?—u = DéV%u + au(l — rie?) + o1 — rqu)
F i V%0 + Fu(l + (ary/ Duv) + uly + rev).

Donde los pardmetros del sistema son: 8, D, o, 3, vy, r2 ¥ 4. Como ya se ha
dicho, 4 corresponde a un factor de escala, mientras que [ es la razén entre
los coeficientes de difusidn de los reactivos. Los pardmetros restantes definen
las caracteristicas particulares de la cinética bajo la cual evolucionan las
concentraciones u v v. En los trabajos mencionados en el parrafo anterior, el
madelo se estudid bajo la suposicidn de 4 = —a, lo cual implica la existencia
de un solo punto fijo en la cinética de la ec.(8.1). Para estudiar este modelo
en €l régimen biestable es conveniente reescribir la ec.(8.1) de la siguiente
forma

ﬁ = DV + 1 [:u + av — Cuy — m.j] .
ﬁ (8.2)
g Vi + n (bv + hu + Cuv + w?)

donde a = 1/a, b= Ffa, h = vfa, C = ryf(ayr) y 5= LPa/fd, con h # 1,
es decir 7 # —a. En la ec.(8.2) hemos redefinido las variables, sustituyendo
x por Lz, donde L tiene unidades de longitud y es una medida del tamano
caracteristico del dominio donde evolucionan las concentraciones u v v. Por
otro lado el tiempo v las concentraciones fueron sustituidos por: # — L*t/4,
u — /1y ¥ v — v/ /). pero las seguiremos denotando de la misma forma
con ¢l fin de no introducir més notacidn.

La cinética de la ec.(8.2) tiene como tinico punto fijo! el estado (v, v) =
(0,0} para h = =1, por otro lado cuando & # —1 existen dos puntos fijos
ademdas del (0,0) localizados en:

_ =Cx/C? = d{h-bfyg)
- 2 ’ (8.3)

to

ity = =gth.

'El andlisis de este modelo (incluvendo la deduccidn de sus ecuaciones de amplitud)
pora el cozo f 1 s puescde cocontrar en [109],
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Donde g = (a+b)/(1+ k). En ausencia del término cuadritico C = 0, los dos
puntos fijos se encuentran localizados de forma simétrica respecto del punto
(u, v) = (0,0) y estin dados por vy = £/b/g — h = £/, v ug = —guy. Esta
situacion implica la posibilidad de tener dos fases igualmente estables (los
valores propios de la matriz de estabilidad valuada en los dos puntos fijos son
iguales) compitiendo entre si, cuva evolucion temporal no puede ser deducida
de un potencial o energia libre. En lo que sigue nos enfocaremos solamente al
estudio de la evolucidn espacio temporal de dichas fases igualmente estables.
Linealizando la ec.(8.2) alrededor de los puntos fijos tenemos

W=wX+¥Y =0,
X=n(l-=f+glh-f))=Tej), (8.4)
Y =n'g((h— 1= f)—(h+ )1+ f)) = det(j),

donde j es la matriz Jacobiana de la cinética linealizada,

51 uno fija el valor de fi, es posible examinar el comportamiento de los
valores propios wyjs = 019 + it como funcidén de los pardametros f, 5. Ha-
ciendo esto para b = =2.5 el plano (f, g) queda dividido en cinco regiones
diferentes, ver la fig.(8.1). Dichas regiones caracterizan el tipo de puntos fijos

ar

a8

Ll ]

aa

B3

B2

=T :\-Iq' 24 i aa f

Figura 8.1: Diagrama de fases. En este diagrama podemos ver el compor-
tamiento del modelo alrededor de los puntos fijos en ansencia de difusion,

para O =0y i = =2.5,
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que puede tener el sistema mostrado en la ec.(8.2) en ausencia de difusion:
Region 1, &y < 0, a3 = 0, 72 = 0 (puntos silla).

Regiin 2, a5 < 0, 72 # 0 (puntos fijos oscilantes estables).

Regidn 3, a2 < 0, 72 = 0 (puntos fijos estables).

Regiin 4, a4y 3 = 0, 72 = 0 (puntos fijos inestables).

Regidn 5, @y > 0, 72 # 0 (puntos fijos oscilantes inestables).

En la regidn 1 las travectorias que comienzan cerca de los puntos fijos se
alejan de ellos hasta encontrar un ciclo limite estable que rodea a los mismos.

En la region 5 los puntos fijos son inestables por lo que las trayectorias
que comienzan cerea de ellos también se alejan hasta encontrar un ciclo limite
estable. La existencia de dichos ciclos limite fue corroborada mediante caculos
numericos,

En la regidn 2 los dos puntos fijos situados de manera simétrica alrededor
del punto (w, v) = (0,0) son igualmente estables.

Las regiones 3 v 4 no son relevantes para nuestro estudio, va que en la
region 4 los puntos fijos simétricos son inestables mientras que en la region
tres existe la posibilidad de una inestablidad de Turing,

En lo que sigue nos concentraremos en la region 2 cerca de la region 5.
Para investigar el comportamiento de las concentraciones u v v (en ausencia
de difusion) en la regiom va mencionada, caleculamos varios retratos fase del
sistema mediante el método de Euler. En la fig.(8.2) presentamos una serie
de retratos fase empezando muy cerca del valor critico f. = (1+ hg)/(g+ 1)
que separa lag regiones 2 v 5, manteniendo g constante en g = 0165, v
adentrandonos cada vez mas en la regiom 2 desde la frontera con la regidn 5.

En la fig.8.2(a) podemos ver que alrededor de cada punto fijo estable
existen dos ciclos limite inestables, los cuales separan las regiones de atrac-
cidn de cada uno de los puntos fijos v del ciclo limite estable exterior. Las
trayectorias grises terminan en los puntos fijos, mientras que las negras ter-
minan en el ciclo limite estable. Notese que los puntos localizados alrededor
de (u,v) = (0,0) estian contenidos en la region de atraceion del ciclo limite
exterior. En la fig.3.2(b) vemos que las regiones de atraceidn de los puntos
fijos estables crece, v en este caso, el origen estd contenido dentro de éstas.
La transicidn entre estos dos retratos fase ocurre a través de una bifurcacion
homoclinica, es decir, al ir variando €l parametro f los ciclos limite inesta-
bles alrededor de los puntos fijos simétricos crecen hasta tocar el punto fijo
en ¢l origen, momento en el eual ocurre la bifuracidn homoclinica. Al seguir
variando el parametro f, las trayectorias homoclinicas desaparecen v aparece
un ciclo limite inestable alrededor de los tres puntos fijos, La fig.8.2(b) co-
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rresponde a este caso. Si seguimos variando el parametro f, el ciclo limite
inestable crece hasta tocar al ciclo limite estable exterior, momento en el cual
ocurre una bifurcacion punto-silla entre los dos ciclos limite, teniendo como
conseciencia la aparicion de un ciclo limite semiestable. Al variar ain mas el
parametro f el ciclo limite semiestable desaparece, por lo que en este caso,
los vinicos atractores son los dos puntos fijos simétricos, ésta es la situacidn
mostrada en la fig.8.2(d).

=1

A5 Lo . B . : —
06 =04 -02 O 92 04 06 048
[F] 7]

Figura 8.2: h = —2.5, g = 0.165, f. = 0.5043. (a) Retrato fase correspon-
diente a la region 2 muy cerca de la region 5, f = f. + 0.07 (b) Lo mismo
que a pero f = f.+0.12 (c¢) Lo mismo que b pero con f = f.+0.14 (d) Lo
mismo que ¢ pero con f = f. + 0.15. Notar que en éste caso, el ciclo limite
estable ya no aparece.
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8.1. Dinamica en una dimension

En esta seceidn estudiaremos ¢l comportamiento del modelo en una di-
mension. Si utilizamos los pardmetros apropiados para estar en la regidn
dleserita por la fig 8.2(d), tenemos entonees dos puntos fijos simétricos igual-
mente estables v un punto fijo (u,v) = (0,0) inestable. En este caso pode-
mos predecir la existencia de ondas viajeras, caracteristica universal en los
sistemas de reaccion-difusion biestables [7]. Para estudiar las propiedades de
dichas ondas viajeras suponemos que las soluciones del sistema son del tipo:
ulx, t) = ul&), vix, t) = v(£), con £ = r—et, donde ¢ es la velocidad de propa-
gacion de los frentes. Sustituyendo dicha dependencia espacio-temporal de las
concentraciones en la ec.(8.2) con ¢ = 0 obtenemos el signiente sistema de
ecnaciones diferenciales ordinarias:

2
—:‘.‘ﬂ = Drf E + 1 (u + av — w®),
o (83
—rE !fEi +r;{£u + hu + ur’ }

Sumando e integrando respecto de £ el sistema de ecuaciones dado en la
ec.(8.5) tenemos:

—rf -:itu+r]|—r;[1+h}f {u+qr}lc1’-f+f ('IUJ”J”}). (8.6)

El valor de la integral del lado izquierdo de la ec.(8.6) es 2e{ug+y), la primera
integral del lado derecho es una medida de la asimetria de los perfiles, es decir,
si el drea debajo de la parte del perfil correpondiente a w(z, t) (v(z, t)) con
ulx, t) = 0 (v(x, ) = 0) es igual al valor absoluto del drea debajo de la parte
del perfil correspondiente a u{x, t) < 0 (v{x, 1) < 0), el valor de dicha integral
e= cero, (condicion conocida como condicion de Maxwell) v por lo tanto los
frentes correspondientes a # v a v son simétricos, ver la fig.(8.3). Finalmente,
el valor de la tltima integral de la ec.(8.6) es cero, va que .r;: —+ 0y fTE' — 1l
cuando £ — oo,

Entonces, despejando la velocidad de la ec.(8.6) tenemos:
il + fﬂ}f:c[u + qu )dE
2(ug + o) ’

Ahora bien, si escribimos el sistema de ecuaciones dado en la ec.(8.5) como
un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, el

(8.7)
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comportamiento dinamico de nuestro sistema esta dado por:

iu
&
i
dE

dv

— 9,

(8.8)

G =G

Donde F = (/D) (u+ av — uv®) vy G = 5 (b + hu + uv®).

En esta formulacion del problema, las ondas viajeras o frentes de onda,
corresponden a las trayectorias heteroclinicas que conectan a dos puntos fi-
jos, por lo tanto si la velocidad de propagacion ¢ # 0, deben existir dos
travectorias heteroclinicas que conectan a los puntos fijos de la ec.(8.8), una
correspondiente a ¢ < 0 y la otra a ¢ > (), mientras que para el caso ¢ — ()
dichas trayectorias deben converger a la misma travectoria heteroclinica, ver
la fig.(8.4).

Ahora bien, para estudiar el comportamiento de los frentes mencionados,
resolvemos de forma numérica la ec.(8.2) utilizando el método de Euler en
una malla de 500 puntos con un paso en ¢l tiempo de Al = 0.0012. Los
pardmetros utilizados para asegurar que estamos en la regiom 2 son b = =2.5,
g =0.165 v f = 0.75. Las condiciones de frontera utilizadas son de no Hujo
v las condiciones iniciales:

w(x, 0) = ug — 2ugH{x — 250), (8.9)
vz, 0) = vy — 2egH(z — 250),
donde wy, 1y estin dados por la ec.(8.3) v H(x) es la funcién escaldn. En
la fig.(8.3) mostramos los resultados del caleulo numérico mencionado. En
esta figura podemos observar que la zona de transicion entre los dos estados
estables, estd centrada justo a la mitad de la malla, es decir, estd centrada en
x = 250 al igual que la condicidn inicial, por lo tanto podemos concluir gue
los frentes mostrados no adguirieron ninguna velocidad una vez formados,
lo cual conenerda con el hecho que el drea debajo de de la grafica de los
frentes va formados es cero para ambas concentraciones, Es interesante notar
que la forma de los frentes o interfases de la fig.(8.3) es muy parecida a las
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Figura 8.3: Frentes de onda simétricos correspondientes a los pardmetros
fF =075 g=0165 D=1y n=1/12. La curva silida corresponde a .

interfases observadas por Coullet et al. [110], indicando que nuestros perfiles
se comportan de manera similar a la propuesta en [110].

Ahora bien, si introducimos una peqguena cantidad de rmido en las condi-
ciones iniciales dadas en la ec.(8.9), los frentes se vuelven asimétricos ¥ una
vez formados se mueven a velocidad constante, lo cual nos dice que los frentes
simétricos son estructuras inestables, mientras que los frentes asimétricos son
estables. En la fig.(8.4) mostramos las formas de los frentes (simétricos v
asimétricos) en el plano (u, v).

Esta figura puede ser pensada como la proveceion en el plano (w, v) de
las trayvectorias heteroclinicas del sistema dado en la ec.(8.8) del espacio fase.
La eurva simétrica que pasa por (u,v) = (0,0) corresponde a los frentes de
la fig.(8.3), mientras que las otras dos travectorias asimétricas corresponden
a los frentes mostrados en la fig.(8.5).

S5i definimos como frente derecho FID a los frentes para los euales u o o
aumentan de jzquierda a derecha v como frente izquierdo FI a los frentes
para los cuales u o v ammentan de derecha a fzquierda, entonces vemos que los
F Dy los FI pueden viajar hacia la izquierda o hacia la derecha dependiendo
de su asimetria, va que de acuerdo con la ec.(8.7) si el drea bajo la grifica
de un F L es negativa, entonces su velocidad de propagacion es positiva,
y por lo tanto, el F I} se mueve hacia la derecha, mientras que =i el drea
bajo el perfil es positiva, el FD se mueve hacia la izquierda, ver la fig.(8.5).
Para ilustrar esto, en la fig.(8.5) mostramos un cilculo usando condiciones
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Figura 8.4: Forma de los frentes en el plano (u, v). La curva simétrica central
corresponde a los perfiles mostrados en la fig.(8.3). Estos perfiles son inesta-
bles. La curva izquierda corresponde a los perfiles asimétricos cuya integral
es negativa, mientras que la enrva derecha. corresponde a perfiles asimétricos
cuya integral es positiva.

Figura 8.5: FD v FI viajando en diferentes direcciones, Los parametros uti-
lizados son los mismos que en la fig.(8.3) v la forma de los frentes correspon-
den a la curva del lado derecho de la fig.(8.4).

de frontera periddicas v utilizando como condicidn inicial una funciom seno
mas una pequena desviacion del 10%, lo cual tiene como consecuencia que
conforme transcurre el tiempo, se produzcan un F LD vy un F[ asimétricos
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viajando en direcciones opuestas. Al chocar, los frentes se vuelven a formar
con simetrias distintas (la integral debajo de cada uno de los perfiles se vuelve
negativa), es decir, después de la colision, el FID) se mueve hacia la derecha
v el FI se mueve hacia la izquierda, sus formas corresponden a la curva del
lado izquierdo de la fig.(8.4).

Por otro lado, si las condiciones iniciales utilizadas son condiciones al
azar alrededor del estado (w,v) = (0,0), se¢ forman muchos frentes, ¥ una
vez que adguieren su forma asimétrica caracteristica, se empiezan a mover
en ambas direceiones con velocidad constante. En la fig.(8.6) mostramos un
caleulo de esta naturaleza. Ahora bien, una vez que los frentes estan formados

0.4
ﬂ.:![

0.2

o1

= 0
=01
=0.2

—ﬂ.B[

04 i i i i

Figura 8.6: Frentes obtenidos en un ealeulo con condiciones de frontera pe-
ricdicas v condiciones iniciales al azar alrededor de (u,v) = (0,0} después
de 12,300, 000 iteraciones usando un intervalo de tiempo Af = L0004, El
parametro de escala es 3 = 1/4 v los demds pardmetros son los mismos que
en la fig.(8.3). Las flechas muestran la direccion en la que se mueve cada
frente,

v movidndose, se observa que muchos de éstos se aniguilan al choear, (esto
- - - 5 ol - |
sucede independientemente si los frentes son FD o FT), quedando al final
un nimero de FD v FI moviéndose en ambas divecciones que al interactuar
no se aniquilan, Esto sucede para cada corrida diferente con condiciones
iniciales al azar, lo que indica que existe una densidad critica p. de frentes
de onda para la eual si p > p. muchos de éstos se aniquilan al chocar hasta
que g ~ p., momento en el enal va no hay aniquilacion de frentes, De esto,
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podemos concluir que existe una escala espacial definida para dichos frentes
y que una vez que dicha escala es alcanzada, el mimero de frentes se conserva
a lo largo de la dindmica, obteniendo asi un patron periddico en el tiempo.
La velocidad de los frentes en los cileulos mencionados anteriormente, es de
e = 10.1429 espacios de la malla por unidad de tiempo.

Otro fendmeno observado en la propagacion de FD v FI, es que s s
razdn entre coeficientes de difusion D es diferente de uno, es posible lograr
que los frentes dejen de moverse, Examinamos este fendmeo mediante cileulos
numdéricos para diferentes valores de D, llegando a la conclusion que si D <
3. = 0.9 los frentes se vuelven estacionarios. Para valores de D cercanos
a D, la velocidad se comporta como ¢ x (D = D)YE, Un fendmeno muy
similar al que ocurre cnando D < D, ocurre también para el pardmetro f,
va que si f > f. = 0.82 la velocidad de los frentes es ¢ = (1, ver la fig.(8.7).
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Figura 8.7: Los marcadores en forma de estrella corresponden a los valores
numdéricos de la velovidad. Las enrvas punteadas son las eurvas que mejor
se ajustan a los datos numéricos. (a) Comportamiento de la velocidad como
funcidn de f. (b) Comportamiento de la velocidad como funcidn de D.

También vimos que si las condiciones de frontera son condiciones de no
Hujo, los frentes correspondientes a un valor de [ < 0.74, no rebotan en las
fronteras v el sistema termina en una fase uniforme cuvo valor corresponde
a uno de los dos puntos fijos,

Hasta aqui el estudio munmérico en una dimension. La dindmica en dos di-
mensiones de los frentes de onda en la misma regidn de pardmetros estudiada
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hasta ahora es mucho mas complicada, ya que, como veremos en la signiente
seccion, la velocidad depende de la curvatura del frente.

8.2. Dinamica en dos dimensiones

Hemos visto que muy cerca de la frontera entre la region 2 v la region 5
(ver la fig.(8.1)) existe un ciclo limite estable que rodea a los puntos fijos de
la cinética. Esto tiene como consecuencia la aparicion de otro tipo de ondas,
tales como laz ondas espirales. Este tipo de estructuras espacio-temporales
son soluciones de la ec.(8.2) cuando el sistema se encuentra en la regidn 5
pero cerca de la region 2 del espacio de pardmetros. En la fig. (8.8) mostramos
un patrén espacio temporal correspondiente a esta region del diagrama de
fases tomando [ = 1. El tomar [ = ] asegura que este patrdn no sea un
patrdn de Turing. Las condiciones iniciales ntilizadas para este cdleulo fueron
condiciones iniciales al azar alrededor del punto (u, ) = (0,0). La resolucidn
numérica se llevo a cabo mediante el método de Euler, en una malla de
256 = 256 puntos con condiciones de frontera periddicas.

=

|

Figura 8.8: Patron obtenido con los parametros correspondientes a una region
muy cercana a la frontera entre la region 2 v la regidn 5 . Los valores son
g=10.165 h=-25, v f = 05043

En la fig.8.9(a) graficamos los valores de las concentraciones u v v de
los 256 = 256 puntos de la malla en el plano (u, v) para diferentes tiempos.
En esta figura podemos ver como los valores de dichos puntos, viajan hacia
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el ciclo limite estable | estructura mas obscura debido a la acumnlacion de
puntos) durante el transcurso de la dindmica.

El hecho que ¢l patrdn mostrado en la fig.(8.8) oscila en el tiempo se
puede ver en la fig.8.9(b), donde R es una medida del tamano del patrdn, v

1
(c)
14
P
12t
2 100 200 300 400
time
(a) (b)

Figura 8.9: (a)En esta figura podemos ver que diferentes valores de (u, v)
[representados por puntos) se acercan al ciclo limite estable conforme trans-
curre €] tiempo, (b) Griafica de i como funcion de ¢, donde [ corresponde
al primer cero de la funcion de correlacion de pares promediada sobre todo
el dominio.

corresponde al primer cero de la funcion de correlacion de pares promediada
sobre todos los puntos del dominio v caleulada numdéricamente para todo
Liermpo.

Los patrones espirales mostrados en la fig.(8.8) son mejor conocidos como
ondas espirales, v aparccen comunmente como soluciones a muchos sistemas
no lineales, tales como la reaccidn Belousov-Zhabotinskii v ¢l Bruselador [7].

Ahora bien, si usamos los pardmetros f, g v h correspondientes al retrato
fase de la fig.8.2(d)} v resolvemos el sistema de ecuaciones dado en la ec. (8.2
de forma numérica con ¢ = 1/2, utilizando las mismas condiciones iniciales
v de frontera que las usadas para obtener la fig.(8.8), obtenemos el patrdn
espacio temporal mostrado en la fg.(8.10). Los patrones mostrados en la
fig.(8.10) estian ordenados temporalimente, por lo tanto es fcll concluir que
distintos puntos del mismo frente se mueven a distintas velocidades, donde
el maximo valor de dichas velocidades ocurre en los puntos del perfil con
mayor curvatura. Esto altimo tiene como consecuencia que los frentes de
onda comiencen a rotar alrededor de los puntos donde los perfiles cambian
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(c) (d)

Figura 8.10: Dindmica ondulatoria correpondiente a cuatro instantes suce-
sivog en €] tiempo. Obsérvese la existencia de una escala caracteristica v la
existencia de puntos alrededor de los cuales los frentes rotan, notese que estos
puntos no S mieven.

de coneavidad, es decir alrededor de los puntos donde la curvatura del frente
3 OeTo.

Es importante notar que en este caso, los frentes de onda también tienen
una escala bien definida, por lo gque muchos de los frentes que se forman en la
etapa incial del cdleulo son eliminados. El comportamiento de las coneentra-
ciones u v v converge al patrdn oscilante mostrado en la fig.(8.10) despuds de
300,000 iteraciones, que en este caso corresponden a 300 unidades de tiempo.

El periodo de oscilacidn correspondiente a este cilenlo (fig.(3.10)) es de
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75 unidades de tiempo, v fue medido mediante el cileulo del primer cero de
la funcidn de correlacion,

Finalmente, en una dimension vimos qgue existe un valor critico de D
para ¢l cual los frentes podian volverse estacionarios si D < D En dos
dimensiones ocurre el mismo fendmeno, v el valor critico de [ es del orden
de D, = 0.8, El patrdn espacial formado enando los frentes dejan de moverse
(D < D), es un patrdn estable de tipo laberinto, ver la fig.(8.11). Este tipo
de patrones estacionarios en sistemas biestables es un fendmeno comnin, v
sit existencia va ha sido comprobada experimentalmente [111], ademis, ya se
han propuesto algunos modelos para su estudio analitico [112, 113]. Obsérvese

JlS

!

Figura &.11: Patrin obtenido con g = 0.165. h = =25, f =07 v D =
0.8, despuds de 500, 000 iteraciones. En ¢l recuadro pequeio de la figura, se

muestra la tragformada de Fourier del patran.

que en la fig. (8.11) hay un pequeio recuadro donde se muestra la trasformacda
de Fourier del patrdn. En el se puede ver que dicha transformada es un anillo
alrededor de un valor definido por un vector onda £, lo cual comprueba la
existencia de una escala en el problema.

Por altimo, es importante mencionar que la dindmica correspondiente a
la fig.(8.10) &5 muy parecida a las dindmicas encontradas en el tejido cardiaco
[114], por lo que este modelo puede ser 1til para el estudio de estos fendmenos,

En el modelado de la dindmica del corazin mediante ecuaciones diferen-
ciales parciales, generalmente se utilizan cinéticas simples pero que contienen
los ingredientes hdgicos de los fendmenos encontrados en los experimentos,
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tales como existencia de ciclos limite, biestabilidad [30, 115], excitabilidad,
bifurcaciones de doblamiento de periodo v existencia de ondas espirales. To-
das estas caracteristicas estin presentes en el modelo mas utilizado para
estudiar este tipo de dinamica, es decir las ecnaciones de Fitzhugh-Nagumo.
Nétese que a excepeidn de la excitabilidad, nmchas de estas caracteristicas
también las tiene ¢l modelo BYAM, modelo que aunque es parecido al de
Fitzhugh-Nagumo, es mas Ficil de obtener v de analizar. Para reforzar es-
tas suposiciones, en la fig.(8.12) mostramos la historia temporal del punto
(x,4) = (1,1) del cdleulo correspondiente a la fig.(8.10), la cual es similar a
algunas ondas encontradas en electrocardiogramas [115]. En una dimensidn
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Figura 8.12: (a)Comportamiento de w en el punto (r, y) = 1 correspondiente
al cialeulo de la fig.(8.10). (b) Comportamiento de » en el punto @ = 250,
(caleulo en una dimensidn).

ez dificil obtener una historia temporal periddica iniciando con condiciones
iniciales al azar, por lo que para producir la fig.8.12(b), producimos un tren
periodico de frentes de onda con condiciones de frontera de no flujo. Para
esto empezamos con un solo frente (va sea FI o F D) del lado izquierdo del
dominio, cambiando el signo de la concentracidn u cada G684 unidades de
tiempo. La escala temporal escogida tiene como consecuencia que los frentes
producidos estén muy cerca el uno del otro, por lo que al chocar con la fron-
tera del lado derecho, el frente que rebota se aniquila al encontrarse con el
primer frente que se encuentra viajando en sentido contrario al frente rebota-
do. De esta manera calculamos la evolucion temporal de u en el punto central
de la malla.
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Capitulo 9

Resumen y conclusiones

Hasta ahora, la mayor parte del trabajo tedrico v experimental que se ha
realizado en sistemas fisico-quimicos [5, 98, 111] v bioldgicos [7] que pueden
ser modelados mediante ecuaciones de reaccion-difusidn, se ha hecho bajo la
suposicion que la difusion es normal v cumple con
r.}—t':; = DV*%p. (9.1)
o
En cambio, en la mayvor parte de este trabajo hemos estudiado las consecuen-
cias que tiene la difusion andmala en diferentes fendmenos caracteristicos de
los sistemas de reaccidn-difusion. Dichos fendmenos son, la inestabilidad de
Turing junto con los patrones espaciales formados a través de dicha inesta-
bilidad ¥ la propagacién de frentes de onda en sistemas de reaccidn-difusion
con cindéticas biestables.

El tipo de difusion andmala que utilizamos a lo largo del trabajo es:
superdifusion debida a vuelos de Lévy v subdifusion debida a trampas v
obstaculos [41] en el medio donde ésta ocurre. Este tipo de difusion estd ca-
racterizado por

{z*} ~ 1*, (9.2)

donde 1 es la posicion de una particula que se difunde en un medio determi-
nado v 7 es un parametro (comunmente conocido como exponente andmalo)
que nos dice si la difusion es superdifusion 4 > 1, o subdifusion & < 1. La
forma de modelar los diferentes casos de difusion mencionados, es mediante
ecuaciones de difusion generalizadas, ecuaciones que pueden ser deducidas
utilizando caminantes aleatorios en tiempo continuo v cuya forma mas gene-
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ral estd dada por

22 = Xorr (s (DD + (1~ 5) DL 6.

Dca<l,lcy<2 0<s<1,

(9.3)

donde o = 1, 1 < v < 2 corresponde a superdifusion v 0 < o < 1, v = 2
corresponde a subdifusion. La derivada en el tiempo es la derivada de Caputo
de orden o v las derivadas espaciales son las derivadas de orden + de Riemann-
Liouville.

Para el caso de la inestabilidad de Turing en presencia de subdifusion,
hemos visto que existe dicha inestabilidad, v que es posible encontrar una
relacion de dispersion generalizada al resolver la ecuacion S(k, ) = 0. Al
igual que en el caso de difusion normal, dicha relacidn de dispersidn nos dice
bajo que condiciones tenemos una inestabilidad v como se comporta ésta al
variar los pardmetros del sistema, ademdis conserva la propiedad de ser una
herramienta 1itil para predecir el tipo de patrdén espacial al enal converge la
dindmica cuando § — oo,

Si los exponentes andmalos son diferentes, es decir, enando los dos com-
puestos quimicos se difunden de acuerdo a la ec.(9.2) con diferentes veloci-
dades, demostramos que es posible tener una inestabilidad de Turing si v s6lo
si la diferencia A3, 3.) de dichos exponentes es menor que un valor eritico
A3y, 50, (e es el exponente andmalo correspondiente al compuesto u v
i1, es el exponente andmalo corrrespondiente al compuesto v) va que en caso
contrario el estado estacionario homogéno es inestahle,

También demostramos que si los exponentes anomalos de los compuestos
que se difunden son ignales 3, = 4., la inestabilidad de Turing aparece no salo
en la region de parametros correspondiente a la regiom donde se forman pa-
trones en presencia de difusion normal, sino en nuevas regiones de parametros
donde las condiciones normales para la bifurcacion de Turing no se cumplen.
En particular, existe la posibilidad de tener dicha inestahilidad v de obtener
patrones espaciales de Turing ain cuando TrA(k) > 0 para k& ~ 0, lo que
implica que en este caso, no o8 necesaria la condicion signofa;; ) # signo(az).
La relajacion de lag condiciones de Turing mencionadas, tiene como conse-
cuencia que muchos sistemas yva sean quimicos, fisicos o bioldgicos que no
cumplen dichas condiciones en presencia de difusion normal, presenten una
inestabilidad de Turing junto con sus estructuras espaciales caracteristicas
cuando la difusion es subdifusion.
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Aparte de extender el espacio de Turing, el hecho de obtener un estado
homogéneo asintaticamente estable ain cuando la parte real de los valores
propios de la mariz Jacobiana correspondiente a la cinética es positiva, es im-
portante, ya que implica que una reaccidn quimica inestable puede volverse
estable en presencia de subdifusion. Este resultado podria ser verificado ex-
perimentalmente vy por lo tanto servir para validar o invalidar el modelo
de reaccidn-subdifusion utilizado, hecho que hasta abora no ha sido posible
debido a los pocos resultados experimentales existentes.

De acuerdo con nuestros resultados v con los resultados de diferentes
estudios sobre las consecuencias de la difusion andmala en la inestabilidad
ce Turing, |54, 73, 75, podemos concluir que el efecto que tiene la difusion
andmala, va sea superdifusion o subdifusion, es en términos generales, am-
pliar la region del espacio de pardmetros del sistema en la cual existe una
inestabilidad de Turing, es decir, la presencia de difusion andmala en los
sistemas de reaccidn-difusion favorece la existencia de dicha inestabilidad.

Es importante mencionar que nuestros resultados sugieren la existencia
de ecnaciones de amplitud fraccionarias, v que el estudio v la generalizacion
de este tipo de ecuaciones para la formacion de patrones en presencia de
difusion andmala, debiera ser el siguiente paso en el estudio de este tipo de
sistemas, La generalizacion de las ecuaciones de amplitud (tema que hasta
ahora ha sido poco explorado) podria servir no solo para sistemas de reaccidn-
difusion, =i no para muchos modelos mediante los cuales es posible generar
patrones espacio-temporales [7, 14, y en los cuales la difusién juega un papel
importante. Como ejemplo de éstos, podemos mencionar sistemas de reaceidn
difusion con difusidn cruzada, quimotaxis, modelos de depredador-presa e
incluso modelos financieros. El estudio de las propiedades dinamicas de los
ejemplos mencionados ha sido, en su mavoria, en condiciones de difusidn
normal, por lo que incluir difusion andmala y estudiar sus consecuencias tanto
tedricas como en sus aplicaciones s una linea de investigacion interesante.

Para ¢l easo de propagacidn de frentes de onda en sistemas biestables, de-
mostramos que cuando la difusion es superdifusion asimétrica, dichos frentes
adguieren una velocidad incluso cuando los dos estados estables estdn en
equilibrio. También vimos que en este caso, la tendencia de los frentes de
crecer siempre a costa del estado metaestable puede ser contrarrestada por
la asimetria de la superdifusion cuando el exponente andmalo es suficiente-
mente pequeno. La superdifusion asimétrica utilizada para obtener los re-
sultados descritos, se puede encontrar en plasmas, donde va ha sido usada
para modelar la propagacion de frentes de onda entre un estado estable v
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uno inestable [103]). Esto sugiere que nuestros resultados podrian ser itiles
en ¢l estudio de algnnos fendmenos asociados a la fisica de plasmas, ademas
que, de forma general, anmentan el tipo de comportamientos que pueden
esperarse en sistemas donde existe biestabilidad, tales como la dindmica de
células cardiacas [30, 115] v el crecimiento v propagacidn de frentes silidos
en fases liquidas [97], ete.

En ¢l caso de propagacidn de frentes en presencia de subdifusion, vimos
que el comportamiento de éstos es muy parecido al comportamiento corres-
pondiente a difusion normal. En este easo, encontramos que existe un valor
eritico del pardmetro z, para ¢l cual 8i 2 > z, los frentes en presencia de sub-
difusidn se mueven mds rapido que los frentes formados mediante difusion
normal, mientras que si = < 2. los frentes correspondientes a subdifusion se
mueven mas lento que los frentes formados con difusion normal. Esto po-
dria tener consecuencias interesantes en fendmenos como la descomposicidn
espinodal.

También se llevd a cabo un estudio del comportamiento de frentes de
onda en el modelo BVAM en un régimen biestable, tanto en una como en
dos dimensiones en presencia de difusion normal. Los principales resultados
de dicho estudio son, la existencia de una escala definida para la forma-
cion de frentes entre los dos estados estables, v la posibilidad de obtener
un patron espacial (de tipo laberinto) estacionario cuando al variar uno de
los parametros del sistema (f) los frentes disminuyen su velocidad hasta
que quedar totalmente estiticos. Es importante mencionar que los patrones
espacio-temporales obtenidos en dos dimensiones cuando los frentes se pro-
pagan en un medio con condiciones de frontera periddicas, son similares a las
ondas medidas en tejidos cardiacos [114]. Esto sugiere que el modelo BVAM
puede ser un modelo 1til en el estudio de la dindmica eardiaca, v puede ser
una alternativa a modelos tales como el modelo de Fitzhugh-Nagumo.

De los resultados obtenidos, podemos concluir que es interesante tanto
tedrica como experimentalmente, estudiar los efectos que tiene la difusidn
andmala en todos los fendmenos donde la difusidn juega un papel importante,
va que como hemos visto en los casos aqui estudiados, la existencia de ésta
tiene como consecuencia la extension de algunos resultados clisicos, v en
algunos casos la aparicidn de nuevos fendmenos, tales como el crecimiento
del estado metaestable a costa del estado estable en un sistema de reaccidn
superdifusion biestable v las nuevas condiciones para la bifurcacidn de Turing
en sistemas de reaccion subdifusion,

Finalmente, también podemos concluir que el caleulo fraceionario es una
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herramienta titil v en algunos casos mas realista en la modelacion de fendmenos
naturales, por lo que es interesante ver que leves fundamentales de la fisica
pueden ser extendidas mediante ¢l uso de dicha herramienta v que implica-
ciones tiene esto en la interpretacion y deduccion de dichas leyes.

En lo que respecta a los sistemas de reaccion-difusidn generalizados, queda
mucho por hacer incluso en los casos estudiados en este trabajo. Por ejemplo,
las consecuencias que tienen los vuelos de Lévy junto con la aparicion de
distribuciones con colas pesadas en los tiempos de espera entre saltos, es decir
falta estudiar el tipo de fendmenos que aparecen en sistemas modelados por
ecnaciones de reaccidn-difusion generalizadas (ec.(9.3)) donde 0 < a < 1 ¥
| < % < 2 al mismo tiempo, ademds de estudiar el efecto que tiene la difusidn
andmala en la propagacion de ondas del tipo tratado en el iltimo capitulo,
ondas espirales e incluso dindmicas cadticas.
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Apéndice A
Teorema del Limite Central

CE“I]" }'H "i'i.l'l.ll:}:‘i.. 1n I"HI]I.i[I!I]I.“'! Hl[rﬂh}riu {5 [".‘il"l!]l.['iﬂl]l]l"l'|1 1A s1Tea [il’!
variables estocdsticas o aleatorias, En lo que sigue, haremos un breve estudio
de dichas sumas v de su relacidn con el teorema del limite central, el enal
afirma que la distribucién de probabilidad ( Py(f)) del valor de una suma
de N variables aleatorias independientes (F,.%5....Fx), definidas por una
distribucidn de probabilidad p(7) cuve segundo momento existe, tiende una
una distribucion gaussiana cuando el nimero de sumandos tiende a infinto
(N — o).

Entonces, sea ."li'-_.\- la suma de N variables aleatorias, es decir:

Apy = LT, {A.1)

Si los elementos del conjunte {7} son independientes entre si, entonees el
conjunto { Xy} se conoce como: cadena de Markov, En una cadena de Markov
el valor de la variable f‘f,\-ﬂ o5 independiente del valor de la variable .f., para
n < N, y sdlamente depende del valor de la variable anterior, es decir del
valor de ff,\-,

Ahora bien, sean I-‘_:.,—l:R_'} la distribucidn de probabilidad’ para los valores de
la variable aleatoria X N, ¥ p,-.-l[ﬂﬁ] la distribuciin de probabilidad de los
alores que puede tomar la variable aleatoria ¥y dado que el valor de la
variable Xy es R. Entonces, si el Cconjunto {.f-.} es nna cadena de Markov

Py Y pusde ser cabeulada para sistemas continuos o diseretos, donde los sistemns
discretos pusden ser tratades como sistemas continuos con distribuciones de saltos disdis
por deltas de Dirae centradas en los valores permitidos para bos saltos.



podemos escribir:
Py(f) = fx Py (ﬂﬁ*—#) Py_ (B - #)d'F (A2)

Donde py (7] — 7) se conoce como la probabilidad de transicién entre el
estado B — 7 v el estado 7.

Ahora bien, si suponemos que el valor de la variable Ty es independiente
del valor de la variable Xy tenemos que py(FlR — 7) = px(7), por lo tanto
la ec.{A.2) se convierte en una convolucion entre las funciones J'-‘_ar_]tﬁ_']l ¥
(7)), es decir:

Py =pny > Py_1.

- - . (A.3)
Py * Py, = f pa(F) Py (R - ﬂﬂﬂr-
=
Utilizando de nuevo el hecho que el conjunto { Xy} es una cadena de Markov,
es facil ver que Py también estd descrita por una convolucion de la forma
dada en la ec,(A.3), por lo tanto podemos escribir:

Py = Fyxpyxpax---%py. (A.4)
Donde Fy es la distribucidon para los valores de Xy, que tomaremos como

Fo=8(x).
Si escribimos la transformada de Fourier de la ec.(A4) tenemos:

Py(E) = pr(K)pa(E) - - P (K). (A.5)
Antitransformando:
w N L
Py(R) = {2;}# f S | [ (A.6)
- nmi

Si las variables aleatorias T, estdn identicamente distribuidas, la ec.(AG)
toma la siguiente forma:

Pu() = g [ F G

(2r) J_
| f = ii.‘--ﬁ+1"r'1'-[5.:}ddﬁ.' S
el |

152



Donede
w(F) = n ((F)) (A8)

Ahora bien, tomando en cuenta que?® In (fﬂ[f‘]) < 0¥k, podemos aproximar
la ec. (A7) en el limite cuando N >> 1 como:

Py(R) = e RNVAR g, (A.9)
[Rf<e{N)

Donde N == 1 implica e << 1.
Desarrollando la funcidn ¢+(k) en serie de Taylor alrededor de & = 0, y susti-
tuvendo en la ec.(A9) tenemos:

Py(il) = ]

R g (.-x' [_,-5. i Linis D IF. (A10)
(LSBT R 2

Donde € = iVe(k) [g.q ¥ Hy = =84 ¥(k) |5o0-
Entonces, para N suficientemente grande podemos aproximar la ec [ A.10) de
la signiente manera:

E&‘{E}E[m o (R=NC) o~ JENHE i F (A.11)

Utilizando el cambio de variable® & = NY2HY2E, v definiendo una nueva
variable 23 como 23 = (NH)~V? (ﬁ - .-"-"t:-‘] podemos reeseribir la ec. (A 11)
CON:

1 = T A L |
Px(R) =~ G Ny (I Lﬂ e -

Por otro lado, de la definicidn de (k) es Fieil ver que:

Vii(k) g = i(R),

i
= Sk gk B0 = (R3) = (Ru){Ru).

()| = |72, e E (Pt < [ (F ()| a7 < [, p(RF = 1 == plF) < 1.
*La rafz cundrada de ln matriz B estd dada por Y2 = QAY20Q7, con A una matriz

diagonal v £ una matriz ortogonal cuyas columnas estin dadas por los vectores propios

ch=

(A.13)
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Utilizando la ec.(A.13) v el hecho que la ec.(A.12) es la transformada de
Fourier de una Gaussiana en d-dimensiones tenemos:

. 1 -|5N|?) B
E‘L{R] = {ETI"J"':]J-'W ;_dﬂt{H:I E‘?{ﬂ( 3 =
= | —(R - N{RWHY(R - N
E‘L‘{R] = {ETI"J"':]J-'W ;_dﬂt{H:I cxXp 2:\"”3‘
(A.14)

Por lo tanto, la distribucidn de probabilidad para los valores de la variable
aleatoria Xy con N >> 1, estd dada por una funcidén Gaussiana centrada
en it = N{R). Es importante notar que al deducir este resultado, no se uti-
lizé ninguna distribucidn p{#) particular, por lo que dicho resultado es vélido
para toda distribucion cuyvo segundo momento exista, Otro punto importante
es que la ec.(A.14) sdlamente es vilida para zy = (1), por lo tanto es valida
si B = N{R)+ O(N'?). Esto nos dice que el teorema del limite central se
cumple solamente en la region central de la Gaussiana. El comportamiento
de la distribucion lejos de la region central, depende de todos los momentos
de p() mayores a (r).

Finalmente, es importante mencionar que existe una manera mas general (v
formal) de formular el teorema del limite central, para esto la distribucidn
Gaussiana toma el papel de un atractor en el espacio de las distribuciones
Py(X) generadas por las sumas del tipo dado en ec.(A.1), atractor al cual
convergen todas las distribuciones con ciertas caracteristicas (tales como la
existencia del segundo momento), es decir: \Ill'_n]xﬁ-..-{x}l —s Gaussiana.

Escrito de esta manera es posible demostrar que incluso distribuciones gue
decaen como Py(rx) ~ 7%, para x >> 1, distribuciones cuyo segundo
momento no existe, pertenecen al conjunto de distribuciones que convergen
a la distribuciin Gaussiana cuando N — oo,

En dicha formulacidn del teorema del limite central, la distribucidon Gaussiana
tambidn e conoce como una distribucion limite estable. Para mis informa-
citn sobre este teorema ver [,'H, 1 Il[jl.
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Apéndice B

Teorema del Limite Central
(Generalizado

En este apéndice hablaremos sobre el teorema del limite central genera-
lizado, Para esto, es necesario tomar el punto de vista de las distribuciones
limite o distribuciones a las enales convergen toda distribucion Py( X)) gene-
rada por sumas del tipo

- N
Xy = T .. (B.1)

Donde las r, son variables aleatorias independientes definidas por una dis-
tribucidn de probabilidad p{x). Este tipo de distribuciones limite se conocen
como distribuciones limite estables v una de sus principales caracteristicas
e= que son invariantes ante convoluciones. Dichas distribuciones estdin carac-
terizadas mediante el siguiente teorema [34]:

Teorema 1 (Distribuciones limile estables): 8i P(X) es una distribucidn
limite estable, entonces para todo ay, ag, con a; > 0, v by, b con by € K,
i=1,2 existena =0y b€ R tal que

Pla,X + b))« P(azX + bs) = P(aX +1b). (B.2)

Donde Play X 4 b))« Plas X 4+ b)) significa la convolucion entre las funciones
PlayX +by) v PlasX + by).

Las distribuciones limite estables se pueden dividir en dos tipos, las distribu-
ciones de Liévy v la distribucidn normal o Gaussiana. Las distribuciones de
Lévy son los atractores de las distribuciones de probabilidad con colas pe-
sadas, es decir distribuciones que decan como Py(x) ~ =" con 0 < v < 2,
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para r >> 1.

Por otro lado la distribuciin Gaussiana es el atractor para toda distribucidn
Py(z) que decae mds rapido que =17, 0 <+ < 2 para = >> 1.

El Teorema 1 toma una forma particularmente sencilla en el espacio de Fou-
rier, debido a que en dicho espacio, la operacion de convolucidn se convierte
en una multiplicacion. Debido a esto, la representacion candnica de las dis-
tribuciones limite estables se da siempre en el espacio de Fourier v estd dada
por el siguiente teorema [,'H]

Teorema 2 r'Rf:prw!rmtl:u'i&n candnica de las distribuciones lmile estables):
Plx) = (27)" [7_ ™ P(k)dk es una distribucidn limite estable si y solo si

su transformada de Fourier P(k) eumple con
P(k) = exp (iCk — C|k|" [L + iBsign(k)w(k, 7)]) (B.3)

Donde ~, 8, C y{ son nidmeros reales tal que =1 < 3 <1, 0<y<2, C =10
y wik,v) = tan(xy/2) siy # 1, wk,v) = (2/7) n(|£]) siy=1.

Los parametros { v ' son factores asociados a traslaciones (r — = + cte.)
y cambios de escala (r — rr). Los parimetros importantes del teorema
anterior son 7 y 4. por lo que las distribuciones estables se pueden escribir
como Px) = L,alz). El parametro v caracteriza el comportamiento de
L, alz) para x >> 1, y cumple con

¥ o o] =(14¥)
Ly alx) = || - (BA)
D<y <2
De la ec.[B.4) podemos ver que los momentos {|z]*) de una distribucion limite
estable existen si v solo 81 8 < ~.
Por otro lado el parametro 4 nos dice que tan asimétrica es la distribucion,
es decir si § = 0 tenemos que L, s(x) es una funcion par de & mientras que
para # = %1 tenemos distribuciones completamente asimétricas. Es impor-
tante notar que si v = 2 la dependencia de L. 5(x) en 3 desaparece, ya que
w(7. k) = 0, recuperando asi una distribucion Gaussiana centrada en = = (.
Por lo tanto las distribuciones L. z(x) con 0 < % < 2 son distribuciones de
Liéwvy, mientras que L z(r) corresponde a la distribucidon Gaussiana.
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Finalmente el teorema del limite central generalizado nos dice [34)

Teorema 3 (Teorema del limite central generalizado): Plx) pertenence al
conjunto de distribuciones que convergen a la distribucion limite estable L, g(x)

sy sdlo si R(X) = ffﬁ Plx)dx satisface:

it =z} 1-4

L xl'_“}jnl—H[xI = %5’

; . 1—R(XH-RI—X) _ _-
& M RexeRes)

Para méds informacion sobre este teorema ver [34] v las referencias ahi inclui-
das.
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Apéndice C

Funciones de Mittag-Leffler.

Las funciones de Mittag-Leffler nacieron como una generalizacion de la
funcidn exponencial, lo cual es claro si unoe ve su definicion en términos de
series. Dicha definicion estd dada por la siguiente expresion

&

o ES i e —
1 gl{nk+,i] (C.1)
a=04=10,

donde I'z) = [~ e~'t*~,

De la ec.(C.1) podemos ver que si los pardmetros o v 3 son mimeros natu-
rales, las funciones de Mittag-Lefler se reducen a muchas funciones conocidas
de la fisica matematica, asi como a varias combinaciones lineales de funciones
exponenciales y polinomios, Como un ejemplo podemos ver que las funciones
exponencial, coseno hiperbalico v seno hiperbalico se pueden escribir comao

Eyalz) = *E;r“ + l}l . “F!-h
2k

Ep(z%) = Zm = Z[E-‘-]' = cosh(z). (C.2)
E l.-—l'.l
L2k e ]

L;;{ ) = ET'I[?L T9) = E{?;‘ 1 = sinh(z).

femi)

En este apéndice nos enfocaremos al caso particular de la ec.(C.1) donde
F=1.
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Asi como la funcidn exponencial es solucidn de la siguiente ecuacion diferen-
cial
i
Z1(0) = M),
j(0)=1= (C3)
f(t) = e = By, (M),

la funcidn £, (A") es solucidn del problema de condiciones iniciales asociado
a la siguiente ecuacidn diferencial fraccionaria

"
2 alt) = Ma(t),

fo(0) =1, = (C.4)
o) = Eq (M™),0<a < 1.

Para ver esto, aplicamos de derivada fraccionaria de Caputo de orden o a
Eqo (A1) escrita en términes de la ec.(C.1), es decir

L = phe Akgho—aD(ke 4 1
R |{..!I.fn E } z |:1 .] =
e ['[An+1} T(ka + T (ka —a + 1)
Akfnik—l] __5'..!" ru.'lul."

;I‘[n{k—lj+1] z[‘{nf;" +1)

(C.5)

= AEq 1 (At?).

Donde se utilizaron las propiedades de la derivada fraccionaria de Caputo
mencionadas en el texto.

Ahora bien, aunque la transformada de Laplace de la funcion f(t) = eM puede
seT facilmente caleulada mediante la aplicacion de la defincidn de dicha trans-
formada a la funcidén exponencial, también podemos calcular L[:?""'}I aplicando
la trasformada de Laplace a la ec.(C.3) v despejando L{e™), es decir

d
L (Em}) = AL(f(1)) =
sL(f) = f(0) = AL(f) =

(C.6)
L) = — =
L(*) = -
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De manera analoga podemos ver enal es la expresion de E, (A" ) en el espacio
de Laplace, para esto sacamos la transformada de Laplace a la ec.(C.4)

5L (Ea (M) = 8" Ea(0) = AL (Ean (M) =
s (C.7)
L{Ea(At?)) =

=X

Donde se utilizd ¢l hecho que la derivada fraccionaria de Caputo' es una
convolucién entre las funciones £ y £ E, ((A*).

Finalmente, es importante mencionar que el comportamiento asintdtico de
Eo (A1) cnando £ >> 1 estd dado por

Ean(At") ~ T(1 — a)At™, (C.8)

Para mds informacidn sobre estas funciones ver [G0, 61, 117].

'Recuérdese que la derivada fraccionaria de Caputo de orden o con 0 < a < 1 de la
g ; g f
funcidn f estd dada por: 5L n_ll_“_.l Jo (e = r)y-=Ldr.
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Apéndice D

Condiciones de Turing en el

espacio Fourier-Laplace para
= =1.

Para el caso o = 7 = 1 (difusion normal) la ec.(G.16) toma la siguiente
forma

S(k. 5) = s*+s(dk*(D+1)—(ay +ags) ) —6k* (ay + Dags )+ D6k +det. (D.1)

Por lo tanto, los ceros de la funcidn Sk, 2) estan dados por

12
T Al B — .
L _TeA® | (m A(K)) mu})

2 2
172
_TeA®m) ([';u-_-m-}]- ~ -1.'4[#.-}) (D.2)
— - I: — I} 3

“IL]"_-{[A'j = d-L_J[]I.J { I]' { [I'!“ ¥ I']'gi::l.
hik) = D&K= §k*(ay + Dag) + det.,

Si imponemos a la ec.(12.2) las condiciones dadas en la ec.(6.17) tenemos

g + g = 0,
@y pilan = dyads > 0, (D.3)
D&FEEY = 8k*(ay; + Dasgs) + (a3 102 — agaas ) < 0.

161



La iltima desigualdad de la ec.(D.3) es posible si v solo si se enmplen las
signientes condiciones

[ﬂ|| + f.-:"ﬂﬂ} >0=D 5‘! 1,

signofay; ) # signo(az),

(D.4)

recuperando asi las ya familiares condiciones para la existencia de una in-
estabilidad de Turing en un sistema de reaceion-difusion para dos compuestos
gquimicos con difusion normal.
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