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Introduccion

Diversos problemas en la vida cotidiana pueden ser formulados como proble-
mas de apareamiento maximo en gréaficas. Algunos de esos problemas se pueden
resolver en términos de apareamientos en graficas bipartitas, ya que es posible di-
vidir los objetos de estudio en dos grupos disjuntos y establecer un apareamiento
de cada miembro de un grupo con un miembro del otro grupo de la mejor forma
posible. Sin embargo, resulta interesante también observar qué ocurre cuando
los objetos no necesariamente pueden dividirse en dos grupos, lo cual corres-
ponde al caso general del problema de apareamientos.

En 1957 se demostré que una estrategia para encontrar un apareamiento
maximo en una grafica consiste en encontrar una trayectoria aumentante con
respecto a un apareamiento dado, incrementar su tamano y repetir este proceso
hasta que ya no existan trayectorias aumentantes con respecto al apareamiento
actual. No obstante, hasta 1965 se conocian tinicamente algoritmos de comple-
jidad exponencial para resolver el problema en graficas no bipartitas. La razéon
por la cual no se habia podido disminuir la complejidad de los algoritmos era
que no se sabia como tratar con cierto tipo de ciclos de longitud impar en la
busqueda de trayectorias aumentantes. Jack Edmonds [9] describié un algo-
ritmo polinomial que comprime esos ciclos, a los cuales denominé blossoms. El
andlisis explicito de este enfoque implica que cada vez que se tenga que contraer
un ciclo, debe definirse una nueva grafica en la cual se contintie buscando una
trayectoria aumentante, y en cuanto ésta sea hallada, deben expandirse nueva-
mente los ciclos comprimidos que estédn involucrados en ella. En [11, 14, 19] se
muestra cémo llevar a cabo todo este proceso sin construir explicitamente tal
grafica.

El presente trabajo es un desarrollo del articulo Maximum matching in non-
bipartite graphs without explicit consideration of blossoms de Norbert Blum [5];
en el cual se describe un enfoque para resolver el problema de apareamientos
que elimina la terminologia tradicional de blossoms establecida por Edmonds.
Para ello, se reduce el problema de encontrar una trayectoria aumentante con
respecto a un apareamiento dado, al problema de determinar si un vértice es
alcanzable desde otro en una gréfica bipartita dirigida. Dicho problema estéd
descrito como Reachability Problem [5] y aqui haremos referencia a él como
Problema RP. Ademads, se muestra que este problema, en general, puede ser
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resuelto con una modificacién del algoritmo de Bisqueda en Profundidad DFS.

Revisamos dos algoritmos polinomiales para la solucién del problema de
apareamiento maximo que siguen el enfoque de Blum y proporcionamos una im-
plementacion completa de ambos: el primero resuelve el problema para el caso
particular de graficas bipartitas, mientras que el segundo lo hace en general,
utilizando conjuntos ajenos. Analizamos las complejidades y hacemos compara-
ciones desde el punto de vista practico con una implementacion del algoritmo
de Edmonds [16, 19], la cual también emplea conjuntos ajenos.

En el Capitulo 1 revisamos los conceptos basicos y resultados referentes a
los apareamientos, asi como el método general para encontrar apareamientos
méaximos derivado de la teoria.

En el Capitulo 2 establecemos la forma en la cual se reduce el problema de
encontrar trayectorias aumentantes en una gréafica dada, al problema RP en una
grafica bipartita dirigida, separando nuevamente el caso especifico de graficas
bipartitas del caso general; con el fin de analizar con detalle la correspondencia
entre las soluciones a ambos problemas para cada caso.

En el Capitulo 3, proponemos la solucién del problema RP, separando nueva-
mente los casos mencionados y hacemos énfasis en la modificacién al algoritmo
de Busqueda en Profundidad para adaptarlo al caso general y que denominamos
Algoritmo Modificado de Busqueda en Profundidad MDFS.

En el Capitulo 4, proporcionamos la justificacién del algoritmo MDFS, con
la cual también surgen herramientas para su implementacion, la cual detallamos
en el Capitulo 5, con las estructuras de datos auxiliares utilizadas.

En el Capitulo 6 describimos los algoritmos de Blum para la solucién del
problema de apareamientos méaximos en el caso particular de graficas bipartitas
y en el caso general. También analizamos las complejidades de ambos algorit-
mos.

En el Capitulo 7 hacemos una comparacién experimental entre los algorit-
mos descritos en el Capitulo 6 y el algoritmo de Edmonds, en el caso especifico
y en general. Todos los algoritmos fueron implementados en el lenguaje de pro-
gramacién Java.

Finalmente, anexamos tres apéndices: en el Apéndice A revisamos conceptos
bésicos de teoria de graficas; en el B presentamos la base tedrica y aspectos de
la implementacién del algoritmo de Edmonds; y en el Apéndice C incluimos los
fundamentos para las estructuras de datos de conjuntos ajenos.



Capitulo 1

Apareamientos

En este capitulo se establece la teoria general de apareamientos en graficas, asi
como un método general para encontrar apareamientos de maxima cardinalidad.

1.1 Conceptos Basicos
Definicién 1.1. Sea G una grafica y sea M C E(G). Decimos que M es

un apareamiento de G si cualesquiera dos aristas en M no tienen vértices
extremos en comun.

Definicién 1.2. Un apareamiento M es maximalsiV e € E(G)\ M, M U{e}
no es un apareamiento.

En otras palabras, M es maximal si no es posible hacerlo més grande.

Definicién 1.3. Un apareamiento M es maximo si no existe un apareamiento
M’ C E(G) tal que [M'| > |M]|.

Si ademas, |M| = ||V(G)|/2], decimos que M es perfecto o completo.

Un apareamiento maximo es también maximal, pero un apareamiento que es
maximal no necesariamente es maximo.

Problema del apareamiento maximo.

Dada una gréfica GG, encontrar un apareamiento maximo M de G.

Ejemplos:

1. En la Figura 1.1(a) se muestra el apareamiento

My ={v2v3, 0405, V6Vs, V710 }.



2 CAPITULO 1. APAREAMIENTOS

2. En la Figura 1.1(b) se muestra el apareamiento maximo
Mo={v1v2, 0305, V407, V68, VoU10 }-

3. EnlaFigura 1.1(c) se muestra un apareamiento méximal que no es maximo:

Ms={vav3, v4v5, V7010, VgVg }.

Figura 1.1: Apareamientos en graficas

Definicién 1.4. Sea G una gréfica y M un apareamiento de G. Una trayectoria
P :vg,v1,...,v; es alternante con respecto a M si las aristas en P de la forma
v2;V2;+1 estdn en M y las aristas de la forma wvy;_1v9; estdn en E(G)\ M o
viceversa. A tal trayectoria también se le conoce como M-alternante.

En la Figura 1.1(a) tenemos que P : vy, v3, U5, V4, U7, V10, Us, Ug €S UNA trayec-
toria Mi-alternante, pues las aristas vov3, v5v4, V7010, VsUg €stan en M mientras
que v3Us, V407, V10Vs NO.

Definicién 1.5. Sea G una gréficay seav € V(G). Decimos que v es apareado
con respecto a un apareamiento M si existe una arista e € M tal que v es
extremo de e. A tal vértice se le conoce también como M-apareado. En caso
contrario, decimos que v no es M-apareado.

Definicién 1.6. Sea G una gréfica y M un apareamiento de G. Una trayectoria
M-alternante P : vg,v1,...,v; se dice que es aumentante con respecto a M
si vg y v no son M-apareados. A tal trayectoria también se le conoce como
M-aumentante.

En la Figura 1.1(c) tenemos que P : vy, va,v3, Us, U4, U7, U10, Vg, Us, Ug €S UNA
trayectoria Ms-aumentante, ya que v1 y vg no son Msz-apareados.
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1.2 Resultados

Lema 1.1. Sea G una grafica y M un apareamiento de GG. Entonces toda
trayectoria M-aumentante tiene longitud impar.

Demostracién. Sea P : vy, v1,...,v; una trayectoria M-aumentante en G.

Si P tuviera longitud par, como es M-alternante debe tener tantas aristas en
M como en E(G) \ M, es decir, P : vg,v1,...,02,—1,v2, donde r € NU {0} y
tenemos los siguientes dos casos:

Caso 1. Las aristas de la forma vg;v9;41 estan en M, mientras que aquellas que
son de la forma vq;_1v9; no estdn en M. En particular, la arista vgv; estd en
M y por lo tanto vg es M-apareado, lo cual contradice el supuesto de que P es
M-aumentante.

Caso 2. Las aristas de la forma v9;v9;11 no estan en M, mientras que aquellas
que son de la forma vo;_1v9; estdn en M. En particular, la arista vg,_1vs, esta
en M y por lo tanto v, es M-apareado, lo cual contradice el supuesto de que
P es M-aumentante.

.. P tiene longitud impar. O

Consideremos cualquier apareamiento M en una grafica G. Por el Lema 1.1,
toda trayectoria M-aumentante puede escribirse de la siguiente manera:

P vy, v1,...,02.—1, V2, V241 donde 7 € NU {0}.

La trayectoria P’ : vg, v1,...,v2._1, V2, tiene r aristas en M y las otras r aristas
no estan en M, por lo cual P tiene r + 1 aristas que no estdn en M, ya que
Vor41 1O es M-apareado.

Definiciéon 1.7. Sea P una trayectoria M-aumentante en una grafica G no
dirigida. Denotamos por M & P a la diferencia simétrica de las aristas de M y
P, es decir, aquellas que estdn en M pero no en E(P) y en E(P) perono en M.

Mo P = (M\E(P))U(E(P)\ M)

Teorema 1.2. Sea G una grafica, M un apareamiento de G y P una trayectoria
M-aumentante. Entonces M @ P es un apareamiento de GG con cardinalidad
|M|+ 1.

Demostracién. Veamos primero que M @ P es un apareamiento de G.
Supongamos que existen dos aristas e,e’ € M @ P que tienen un extremo en
comun. Dada la definicién de M & P, tenemos tres casos:

1. e,e’ € M\ E(P);
2. e,e’ € E(P)\ M;
3. ec M\ E(P)ye € E(P)\ M.



4 CAPITULO 1. APAREAMIENTOS

Caso 1. Tenemos que e,¢’ € M y ademds, tienen un vértice en comin, lo cual
contradice el hecho de que M es apareamiento.

Caso 2. Como P es una trayectoria M-aumentante, las aristas e y €’ son de
la forma wvo;v2;41 y por tanto no pueden tener vértices en comun.

Caso 3. Supongamos que u es el vértice que tienen en comin e y ¢/. Como
e’ € E(P)\ M entonces €’ = vg;v2;41 y u no puede ser ninguno de los extremos
de P, puesto que los dos no son M-apareados.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que u = vy;; esto implica que la arista
e" = wvy;_1v9; € M. Por tanto, e y €” son dos aristas en M que tienen en comiin
a u, lo cual contradice el supuesto de que M es apareamiento.

..M @ P es un apareamiento.

Ahora veamos la cardinalidad de M & P. Sabemos por el Lema 1.1 que P
tiene 2r + 1 aristas, donde r € NU {0}, de las cuales r son aristas de M y las
r + 1 restantes no estdn en M.

IMe Pl =|M\EP)|+|EP)\M|=|M|-r+r+1=|M|+1. O

En la Figura 1.2(a) se muestra la trayectoria M-aumentante P, donde
P :v1,v2,v3, 05,04, V7,10, V9, V8, V6 Y M = {0203, 0405, v7010, VgVg }.
La trayectoria P puede ser usada para construir un nuevo apareamiento M’, el
cual tiene una arista méas que M y estd dado por:
M’ = {v1v2, V305, V407, V10V, VgUg }, ilustrado en la Figura 1.2(b).

(a) (b)

Figura 1.2: Un apareamiento obtenido a partir de una trayectoria aumentante

La clave en la mayoria de los algoritmos usados para encontrar un aparea-
miento maximo en una gréafica es la siguiente caracterizacion.

Teorema 1.3. Sea G una graficay M C E(G) un apareamiento de G. Entonces
M es méximo si y sélo si G no contiene trayectorias M-aumentantes.
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Demostracion.

=) Sea M un apareamiento maximo de G y supongamos que G tiene una trayec-
toria P, la cual es M-aumentante. Por el Teorema 1.2, se puede construir un
apareamiento con la diferencia simétrica de las aristas de M y P tal que:

|M @ P| = |M|+ 1> |M|, contradiciendo la hipdtesis de que M es maximo.

.. G no tiene trayectorias M-aumentantes.

<) Supongamos que G no tiene trayectorias M-aumentantes y que M no es
un apareamiento maximo, es decir, hay un apareamiento M’ de G tal que
| M| > [M].

Consideremos la subgrafica generadora H de la grafica G con el siguiente con-
junto de aristas: E(H) = (M \ M')U (M'\ M). H posiblemente no es conexa.

Como dos aristas de un apareamiento no pueden tener en comun un mismo
vértice, se tiene que A(H) < 2, ya que cada vértice de H es extremo a lo mds
de una arista de M y de otra arista de M’.

Por tanto, cada componente conexa de H puede ser: un vértice de grado cero,
el cual puede ser M-apareado y M’-apareado, o bien, no apareado por M ni por
M'; una trayectoria o un ciclo simple.

Consideremos las componentes conexas de H que tienen aristas, es decir, de
los dos tltimos tipos mencionados. Las aristas de cualquiera de esas compo-
nentes deben estar distribuidas de manera alternada en M y en M’, por las
razones expuestas anteriormente.

Por tanto, cada ciclo simple de H tiene longitud par, ya que en cada ciclo
debe haber tantas aristas de M como de M.

Pero |M'| > |M]|, asi que hay una trayectoria que tiene mds aristas en M’
que en M, la cual es M-aumentante en H y por ende, también lo es en G,
contradiciendo el supuesto de que G no tiene trayectorias M-aumentantes.
.. M es un apareamiento maximo de G.

O

Listado 1 Método general para encontrar apareamientos maximos

Entrada: Una gréfica G y un apareamiento M C E(G), posiblemente M = &.
Salida: Un apareamiento maximo M4z

1: while exista una trayectoria M-aumentante do

2 Construye tal trayectoria P.
33 M:=MoP
4: end while
5 Mpmazr := M
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El Teorema 1.3 propone un método general para encontrar apareamientos
maximos en una grafica G, el cual esta ilustrado en el Listado 1.

El problema clave es ahora el siguiente:
., Cémo encontrar una trayectoria M-aumentante, para un apareamiento M
dado, si es que ésta existe?

La solucién a este problema la daremos de la siguiente forma:

e Lo reduciremos al problema RP en una gréfica bipartita dirigida.

e Resolveremos el problema RP de manera constructiva.



Capitulo 2

Reduccién al problema RP

En este capitulo se establece la forma en la cual se reduce el problema de en-
contrar trayectorias aumentantes en una grafica al problema RP en una gréfica
dirigida bipartita. Para ello analizaremos por separado dos casos: la reduccion
para graficas bipartitas y para graficas en general.

En ambos casos construiremos una grafica bipartita dirigida y resolveremos
el problema RP en ella, de modo que la solucién a este problema sirva para
encontrar una solucion al problema original.

2.1 Reduccioén para el caso de graficas bipartitas

Sea G = (A, B; E(G)) una grafica bipartita y M C E(G) un apareamiento
de G. Denotamos por Vj; al conjunto de los vértices no M-apareados en G.
Construimos a partir de G y M una gréfica dirigida G de la siguiente manera:

e Para cada arista ab € E(G) dondea € Ay be B

— Si ab € M entonces agregamos el arco (a,b) a Gyy.

— Siab ¢ M, agregamos el arco (b,a) a Gyy.
e Agregamos dos vértices nuevos s y t junto con los arcos siguientes:

— Para cada vértice b € B que no sea M-apareado
agregamos el arco (s,b) a G .

— Para cada vértice a € A que no sea M-apareado
agregamos el arco (a,t) a Gyy.

Explicitamente, la grafica dirigida G, estd dada por:

V(Gu) = V(G) U{s, t}

F(Gy)={(a,b):abe M} U{(b,a):ab¢ M}
U{(s,b):beBybeVytU{(a,t):acAyacVuy}
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Figura 2.1: Construcciéon de Gjps a partir de una gréafica bipartita G y un
apareamiento M

En la Figura 2.1 se ilustra la construccién de la gréfica dirigida Gps: los
arcos continuos y remarcados corresponden a aristas de M, los arcos punteados
corresponden a aristas que no estdn en M; el resto son los que tienen como
extremo inicial a s, ademds de los que tienen como extremo final a .

Observamos que G es bipartita y podemos denotarla por:
Gy = (AU{s}, BU{t}; F(Gum)).

Teorema 2.1. Sea G = (A, B; E(G)) una grafica bipartita y sea M un aparea-
miento de G. Sea G la grifica dirigida construida a partir de G y M. Entonces
existe una trayectoria M-aumentante en G si y sélo si ¢ es alcanzable desde s
en Gyy.

Demostracion.

=) Sea P : vg,v1,..., v una trayectoria M-aumentante en G, entonces vy y vg
estdn en Vjs y por el Lema 1.1, tenemos que |P| es impar.

Como G es bipartita, se tiene que vy y v pertenecen a distintos conjuntos
de la biparticién de G. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que vg € B y
v, € A. Entonces, por construccién de Gy, se tiene que (s, vg), (v, t) € F(Gpr).

Puesto que P es M-aumentante, las aristas en P de la forma v9;v2;11 no estan
en M, mientras que aquellas de la forma vo;_1v9; estdn en M. Ademads, los
vértices que aparecen en P de la forma vo; estan en B y aquellos de la forma
vgi+1 estdn en A.

Asi, por construccién de Gy, los arcos de la forma (ve;, v2;41), (v2;,—1, v2;) apare-
cen en F(Gyy), por lo que [vg,v1,...,vx] es una trayectoria dirigida de vy a vy
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en Gyy.
oo P s vg,v1, ..., v, T es una trayectoria dirigida de s a t en Gyy.
.. t es alcanzable desde s en G)y.

<) Sea P’ : s,vg,...,vk,t una trayectoria dirigida de s a t en Gjy.

Por construccion de Gy, se tiene que vy € B, vy € A y ambos vértices estdn
en Vas. Como Gy es bipartita y los vértices s y t estdn en distintos conjuntos
de la biparticién, se tiene que |P’| es impar y por tanto la trayectoria dirigida
P :uwg,...,v; en Gj; también tiene longitud impar.

Los vértices en P de la forma vo; estdn en B y aquellos de la forma vo;iq
estdn en A, por lo que las aristas de la forma vo;vg;41 estdn en E(G) \ M y
las aristas de la forma vy; _1v9; estdn en M. Entonces P : vg,v1,..., V5 €S una
trayectoria en GG cuyas aristas estan distribuidas de manera alternada en M y
E(G)\ M, ademés de que sus extremos, vg y vg, no son M-apareados.

.. P es M-aumentante. O

En las graficas de la Figura 2.1 se tiene en Gy, por ejemplo, la trayectoria
dirigida [s,ve,v1, v5, v3,t], por lo que la trayectoria M-aumentante correspon-
diente en G es [vg, v1, V5, U3).

Por el resultado anterior, basta encontrar en Gj; una trayectoria dirigida de
sat, P':s,vp,v1...,0,t para obtener automaticamente en G una trayectoria
M-aumentante P : vg,v1,...,Vk.

Para saber si existe tal trayectoria en Gy, es decir, si ¢ es alcanzable desde s,
usaremos el algoritmo de buisqueda en profundidad DFS (Depth First Search)
en esta grafica con el vértice inicial s.

2.2 Reduccién para el caso general

Sea G una gréafica y M un apareamiento de G. Para la construccién de la
grafica dirigida G tenemos un problema: en primera instancia no podemos
partir V(G) en dos conjuntos A y B, pues G no necesariamente es bipartita.
Asi que la construccién de Gy se hara de la siguiente manera:

e Para cada vértice v € V(G) agregamos a G los vértices [v, A] y [v, B].
e Para cada arista vw € E(G)

— Sivw € M entonces agregamos ([v, A], [w, B]) y ([w, 4], [v, B]) a G-
— Sivw ¢ M, agregamos ([va]a [wvA]) y ([waB]v [’U,A]) aGy.

e Agregamos dos vértices nuevos, s y ¢, junto con los arcos siguientes:

— Para cada vértice v € V) agregamos (s, [v, B]) v ([v, 4],t) a G-
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De manera explicita, la grafica dirigida Gy estd dada por:
V(Gar) = {[v, A],[v, B] s v € V(G)} U {s,t}
F(Gwm) = {([v, A, [w, B]), ([w, A], [v, B]) : vw € M}

U {([v, B, [w, A]), ([w, B], [v, A]) : vw ¢ M}

U {(s,[v, B]), ([v, A],t) : v € Vas}

G
(D—
W

Figura 2.2: Construccién de Gjs a partir de G y un apareamiento M

En la Figura 2.2 se ilustra un ejemplo de la construccién de la grafica Gy, a
partir de una grafica y un apareamiento que consta tnicamente de una arista,
la cual ha sido remarcada.

Andlogamente al caso de graficas bipartitas, hemos dirigido las aristas en M
“de los vértices en A a los vértices en B” y las aristas en E(G) \ M “de los
vértices en B a los vértices en A”. También agregamos arcos “de s a los vértices

no M-apareados en B” y “de los vértices no M-apareados en A a t”.

Observamos que G es bipartita y podemos denotarla por:

G = ({[v, A] 1 v e VIG)YU {s}, {[v, B] : v € V(G)} U {t}; F(Gr)).
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Como los vértices [v, A] y [v, B] en V(Gyps) corresponden al mismo vértice
v € V(G), no es suficiente encontrar alguna trayectoria dirigida de s a t en
G para hallar una trayectoria M-aumentante en G. Las trayectorias que
buscamos ahora deben tener caracteristicas especiales: requerimos un nuevo
tipo de trayectorias en Gj; que contengan sélo a uno de los vértices [v, A] y
[v, B] para cualquier v € V(G).

Definicién 2.1. Sea G, la gréfica dirigida construida a partir de la grafica
G y un apareamiento M C E(G). Una trayectoria P en G es original si
satisface lo siguiente:

Vv, Al € V(Gyp) @ [v, Al € V(P) = [v,B] ¢ V(P).

En otras palabras, una trayectoria original debe contener a lo més alguno
de los dos vértices [v, A] y [v, B], no a ambos, puesto que sélo estas trayectorias
dirigidas pueden corresponder a trayectorias en G y ademas, segun el siguiente
teorema, son M-aumentantes.

Teorema 2.2. Sea G la grafica dirigida construida a partir de la gréfica G
y un apareamiento M C E(G). Entonces existe una trayectoria M-aumentante
en G si y solo si existe una trayectoria original de s a t en Gyy.

Demostracion.

=) Sea P : vy, v1,...,v, una trayectoria M-aumentante en GG, entonces se tiene
que vg, vk € Var y por el Lema 1.1, tenemos que |P| es impar. Asi, por cons-
truccién de Gy, tenemos que (s, [vg, B)), ([vk, 4], t) € F(Gar).

Puesto que P es M-aumentante, las aristas de la forma ve;v9,41 no estdn en
M, mientras que aquellas de la forma v9; _1v9; estan en M. Esto implica que
los arcos ([va;, B, [v2it+1, 4]) asi como aquellos de la forma ([ve;—1, A], [v2;, B])
estan en F(Gpr).

Ademsds, v; # v; para 0 < ¢ < j < k, ya que P es trayectoria, por lo

que [[vo, B, [v1, A],..., [vk—1, B], [vg, A]] es una trayectoria original de [vo, B]
a [uk, Al en Gpr y por tanto, una trayectoria original de s a t en Gy es
P S, [UOa B]v [vlv A]v SRR [kalv B]a [Ukv A]vt

<) Sea P’ : s, [vo, B, [v1,4],...,[vk-1, B], [vk, A],t una trayectoria original de

saten Gy. Entonces v; #v; para0<i < j <k.

Por construccién de Gy, como (s, [vg, B]) ¥ ([vk, A],t) estdn en F(Gar), se
tiene que vg,vr € Var. Como Gy es bipartita y los vértices s y ¢ estdn en
distintos conjuntos de su biparticién, se tiene que |P’| es impar y por tanto la
trayectoria P : [vg, B], [v1, 4], ..., [vk—1, B], [vk, A] en Gy también tiene longi-
tud impar.

Ademds, como los arcos de la forma ([ve;, B], [v2it1, A]) v aquellos de la
forma ([vi—1, A], [v2i, B]) estdn en F(Gpr), tenemos que las aristas de la forma
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v9;V2i+1 estdn en E(G) \ M, mientras que aquellas de la forma vo;_1vs; estdn
en M.

Entonces P : vg,v1,...,Vk—1, V% €s una trayectoria en GG cuyas aristas estan
distribuidas de manera alternada en M y E(G)\ M, ademds de que sus extremos,
Vo ¥ Uk, no son M-apareados. Por lo tanto, P es M-aumentante. O

En las gréficas de la Figura 2.2 se tiene en Gz, por ejemplo, la trayec-
toria original [s, [vs, B], [v1, 4], [va, B], [v4, A],ﬂ por lo cual, la trayectoria M-
aumentante correspondiente en G es [1}3, V1, U2, v4}.

Sin embargo, para este caso general, no es posible emplear DFS tal cual, dado
que este algoritmo encuentra trayectorias que no necesariamente son originales,
aunque en el fondo lo que se busca también es saber si ¢ es alcanzable desde
s en Gpy. Esto se revisard en la siguiente parte con mayor detalle, donde serd
necesario hacer modificaciones al algoritmo DFS para adaptarlo al problema de
apareamiento maximo en graficas generales.



Capitulo 3

Solucién al problema RP

En este capitulo se da solucién al problema RP en la grafica dirigida bipartita
construida en el capitulo anterior, enfocAndonos con mayor detalle en la soluciéon
del caso general.

Como se mencionaba anteriormente, el algoritmo DFS puede ser utilizado en
el caso particular de las graficas bipartitas, puesto que lo inico que se necesita
es verificar si uno de los vértices nuevos es alcanzable desde el otro en aquella
grafica. En cambio, esto no es suficiente para el caso general, ya que también
debe determinarse si la trayectoria encontrada es original; para este ltimo caso
el algoritmo DF'S no nos serviria tal y como esta especificado.

Asi, el objetivo fundamental de este capitulo serd la modificaciéon de DFS para
verificar la existencia de trayectorias originales entre los vértices nuevos de la
grafica dirigida construida.

3.1 Solucién para el caso de graficas bipartitas

Sea G una gréfica, M un apareamiento de G y G la grafica dirigida construida
a partir de G y M. Aplicamos el algoritmo DFS a la grafica Gy con el vértice
inicial s.

Si en algiin momento de la ejecucién se etiqueta el vértice ¢, entonces t es
alcanzable desde s y por tanto existe una trayectoria de s a ¢ en Gpy. Pode-
mos terminar la ejecuciéon de DFS y recuperar esta trayectoria considerando los
predecesores directos en la busqueda empezando con ¢ y terminando cuando se
encuentre algin vértice cuyo predecesor directo es s.

Después de obtener la solucién al problema RP en Gy, se hace la transfor-

macién como se indica en el Teorema 2.1 a una solucién del problema original,
el cual consiste en encontrar una trayectoria M-aumentante en G.

13
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Ese mismo teorema nos garantiza que si no existe una trayectoria de s a t en
Gy, entonces no existen trayectorias M-aumentantes en GG, por lo que basta
con verificar en la ejecuciéon de DFS que no se etiqueta al vértice ¢, para concluir
que M es un apareamiento maximo.

3.2 Solucién para el caso general

El algoritmo que describimos en esta seccién lo llamaremos Algoritmo Modifi-
cado de Busqueda en Profundidad (MDFS). Primero haremos una descripcién
de manera informal, mencionando algunas similitudes y diferencias con DFS y
después daremos su especificacion.

Consideremos la grafica dirigida Gs. Decimos que el vértice [v, B] es el opues-
to del vértice [v, A] y viceversa. Denotaremos por [v, A] al opuesto de [v, A] ¥
haremos lo mismo con [v, BJ.

Al igual que DFS, se construye un arbol enraizado en el vértice s y se divide el
conjunto de arcos examinados de G en varias categorias:

1. Arcos de descubrimiento o de arbol. Son aquellos que conducen
al descubrimiento de nuevos vértices [v, X|, donde X € {A, B}, cuyos
vértices opuestos no aparecen como sus predecesores durante la bisqueda.

2. Arcos de retroceso débiles. Son aquellos que conducen al descubri-
miento de nuevos vértices [v, A], cuyos vértices opuestos si aparecen como
sus predecesores durante la biisqueda.

3. Arcos de retroceso. Son aquellos que conducen a vértices ya descubier-
tos y estan dirigidos de sucesores a predecesores.

4. Arcos de avance. Son aquellos que estan dirigidos de predecesores a
sucesores durante la bisqueda pero no son de arbol.

5. Arcos de cruce. Son aquellos que unen vértices que no son ni predece-
sores ni sucesores unos de otros durante la busqueda.

Como podemos observar, MDFS agrega una categoria mas a las cuatro que ge-
nera DFS y que son similares a las anteriores; la nueva categoria es la de Arcos
de retroceso débiles.

MDFS utiliza un pila K para la organizacién de la bisqueda. La operacién
top(K) indica el ultimo vértice agregado a K, mediante la operacién push, la
cual, como sabemos, inserta un elemento en el tope de K.

En cada paso, MDFS considera un arco (top(K), [w,Y]), donde Y € {A, B},
el cual no se ha tomado en cuenta anteriormente.
Sea e = ([v, X], [w, X]) tal arco. Tenemos varios casos:
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1. Si X = A, entonces e = ([v, 4], [w, B]), es decir, vw € M, por lo que el
vértice [w, B] no ha sido visitado, puesto que e es el Unico arco de Gy
cuyo extremo final es ese vértice, por tanto e es un arco de arbol. Veamos
la Figura 3.1(a).

2. Si X = B entonces e = ([v, B], [w, 4]), es decir, vw ¢ M. Por tanto
tenemos varios subcasos:

a) Si [w, A] € K, entonces este vértice es predecesor de [v, B] durante
la busqueda. Como ambos estdn en K, se tiene una trayectoria de
[w, A] a [v, B] antes de considerar el arco e, por tanto e es un arco
de retroceso. Esto se muestra en la Figura 3.1(b).

b) Si [w,A] ¢ K y [w, B] € K, tenemos dos posibilidades:

i) Si [w, A] ha estado en K previamente, entonces [w, B] no aparece
como predecesor ni como sucesor de [w, A] durante la bisqueda
y por tanto e es un arco de cruce. Veamos la Figura 3.1(c).

1) Si [w, A] nunca ha estado en K, entonces [w, B] aparece como
predecesor de [w, A] durante la busqueda y por tanto e es un
arco de retroceso débil. Esto se observa en la Figura 3.1(d).

¢) Si|w,A] ¢ K y [w, B] ¢ K, tenemos dos posibilidades:

i) Si [w, A] ha estado en K previamente, entonces puede ocurrir que
[v, B] aparezca como predecesor de [w, A] durante la bisqueda;
en ese caso e es un arco de avance, en caso contrario e es un arco
de cruce. Esto se indica en la Figura 3.1(e).

i1) Si [w, A] nunca ha estado en K, como tampoco estd su opuesto
en K, la trayectoria de s a [w, A] es original, por tanto e es un
arco de arbol. Esto se ilustra en la Figura 3.1(f).

También se consideran como arcos de arbol aquellos cuyo extremo inicial es
s y los que tienen como extremo final a ¢.

Definicién 3.1. Decimos que MDF'S construye una trayectoria original P si el
arbol creado por MDFS contiene a P.

Definicién 3.2. Decimos que MDFS encuentra una trayectoria original P,
P : s, P [v,B],[w, A] si MDFS construye la trayectoria original P’ : s, ..., [v, B]
y el arco ([v, B], [w, A]) es considerado como arco de retroceso débil.

La operacién push se efectiia en los casos 1 y 2.c.ii, con los vértices [w, B]
y [w, 4], respectivamente. Esta operacién no se lleva a cabo en los casos 2.a y
2.b.i. Estos cuatro casos DFS los trata de la misma manera. A continuacion
analizaremos los casos restantes y descubriremos las diferencias entre ambos al-
goritmos.

Caso 2.b.ii. Como [w, A] no ha estado en K, DFS efectuaria la insercién de
[w, A] en K. Sin embargo, como [w, B] € K y MDFS debe construir trayectorias
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(4]

(d) (e) (f)

Figura 3.1: Esquema para la descripcién informal de MDFS

originales en Gy, entonces MDFS no realiza esa operacién.

Caso 2.c.i. Como [w, A] ha estado previamente en K, DFS no insertaria este
vértice en K. Pero el tratamiento del caso anterior puede llevarnos a la siguiente
situacion, la cual se ilustra en la Figura 3.2.

El algoritmo MDFS encuentra una trayectoria de [w, A] a un vértice [u, A].
Es decir, de la trayectoria Q : [w, 4], ..., [z, B], [u, A] en Gj;, MDFS construye
la trayectoria Q' : [w, 4], ..., [z, B] y el arco ([z, B], [u, A]) es considerado como
arco de retroceso débil. Esto se da porque el vértice [u, B] estd en K y si se
metiera a la pila el vértice [u, A] ya no se tendria una trayectoria original. Pero
después puede ocurrir que el vértice [u, B] ya no esté en K y eventualmente se
tenga que considerar al arco e = ([v, B], [w, A]). Si el vértice [u, B] no aparece ni
en P ni en @, entonces la trayectoria P’ : s, P, [v, B], [w, 4], @, [u, A] es original
y por tanto la accién que debe realizarse a continuacion es la insercién de [u, A]
en K.
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Figura 3.2: Esquema para la especificacién del caso 2.c.i

Notamos que hay una diferencia mas entre ambos algoritmos, que tiene que
ver con la forma en la cual se administra la pila; en el algoritmo DFS ésta con-
tiene exactamente la trayectoria actual de busqueda, mientras en el algoritmo
MDFS difiere justamente cuando se presenta este caso: implicitamente tenemos
un arco artificial o de extension ([v, B], [u, A])[w, 4], etiquetado asi para recordar
el primer vértice que se agrega a la trayectoria entre [v, B] y [u, A]. Por tanto,
la nueva trayectoria de buisqueda es P’.

Describimos ahora el algoritmo MDF'S de manera formal, teniendo en cuenta
esta interrogante: ;Cémo encontramos el vértice [u, A] en el caso 2.c.i? Supo-
nemos, por lo pronto, que MDFS esta organizado de modo que para cada vértice
[w, A] € V(G ) se mantiene la siguiente condicién:

Después de efectuar la operacién pop([w, A]), MDFS tiene calculado un con-
junto L, 4] que contiene aquellos vértices [u, A] € V(G ) tales que:

e MDFS encuentra una trayectoria P : [w, A],..., [u, A] en la cual no estd
[u, B].

e [u, A] no ha sido insertado en K.

e [u, B] ha sido eliminado de K.
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Listado 2 Algoritmo MDFS
Entrada: La gréafica dirigida Gj; construida a partir de una gréfica G y un
apareamiento M posiblemente vacio.
Salida: Una trayectoria original en G de s a t, si ésta existe.
1: push(s);
2: while K # @ y no se haya encontrado una trayectoria de s a t do
3:  search;
4: end while

procedure search;
1: if top(K) = [t, B] then
2:  reconstruir una trayectoria original de s a t;

3: else

4:  marcar top(K) como visitado;

5. for all [w,Y] € N(top(K)) do

6: if Y = B then

7: {Caso 1}

8: push([w, B));

9: search;

10: else if [w, A] € K then

11: {Caso 2.a: no se inserta a [w,A] en K}
12: else if [w, B] € K then

13: {Caso 2.b: no se inserta a [w, A] en K}
14: else if [w, A] estd marcado como visitado then
15: {Caso 2.c.i}

16: while L[w,A] # @ do

17: elegir un vértice [u, A] € Ly a);

18: push([u, A4));

19: search;

20: end while

21: else

22: {Caso 2.c.ii}

23: push([w, A]);

24: search;

25: end if

26:  end for

27:  pop

28: end if
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Antes de esa operacién, ponemos Ly, 4] = &.

Asi, en la descripcién de MDF'S, omitimos el cdlculo de los conjuntos Li,, 4
para cada [w, A] € V(Gyr). Mas adelante veremos cémo se lleva a cabo dicho
calculo y probaremos ademds que |Lpy, 47| < 1.

Intuitivamente, cada que vez que se presenta el caso 2.b.ii, se recuerda cual
es el vértice que "viola la originalidad” de la trayectoria actual de busqueda, y
cuando sale de la pila su vértice opuesto se hace el calculo del conjunto L, 4j,
con un vértice [w, A] acorde con las condiciones mencionadas, y se utiliza ese
conjunto cuando ocurre el caso 2.c.i.

Denotamos al conjunto de vecinos de un vértice en Gy como:
N@w)={ueV(Gy): (v,u) € F(Gu)}.

Dada la biparticién de Gy, consideramos al vértice s como [s, A] y al vértice ¢
como [t, B]. En el Listado 2 se muestra la descripciéon de MDFS con todos los
casos analizados.

3.3 Ejemplos

Ejemplo 1. Consideremos la grifica G de la Figura 3.3(a) con el apareamiento
indicado. La grafica Gj; correspondiente obtenida a partir de G y ese aparea-
miento se muestra en la Figura 3.3(b).

Si aplicamos DFS a la grafica Gy, obtenemos la siguiente trayectoria, ilustrada
en la Figura 3.4:

[s,[1,B],[2,A],[3,B], [4, A], [5, B], [6, A, [7, B, [5, A, |4, B], [3, A, 2, B, [1, 4], t].

Observamos que esta trayectoria no es original, puesto que aparecen varios pares
de vértices opuestos como por ejemplo: [5, A] y [5, B].

A continuacion aplicaremos MDFS a G para tratar de encontrar una trayec-
toria original de s a t.

El resultado parcial, hasta el momento en que el vértice [7, B] es descubierto,
es el mismo que en la aplicacién de DFS, es decir, la trayectoria original que
construye MDFS es: [s, (1, B],[2, A, [3, B], [4, A], [5, B], 6, 4], [7, B]] La pila
actual queda como se ilustra en la Figura 3.5(a).

El siguiente arco que se considera es ([7, B], [5, 4]). Pero [5, B] estéd actual-
mente en la pila, por lo cual no podemos insertar [5, A] en ella. MDFS encuentra
una trayectoria de [6, A] a [5, A, a saber, Py : [6, A],[7, B], [5, 4].
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Figura 3.4: Aplicacién de DFS al Ejemplo 1
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Figura 3.5: Pila de MDFS en su aplicacién al Ejemplo 1

Hemos revisado todos los elementos en N([7,B]), entonces sacamos a [7, B]
de la pila; lo mismo pasa con el vértice [6, A]. El estado actual de la pila lo
observamos en la Figura 3.5(b).

El siguiente arco es ([5, B, [7, 4]). El vértice [7, B] no aparece en la pila en
este momento asi que insertamos el vértice [7, AJ.

Luego tenemos el arco ([7, A], [6, B]) y como no esté el vértice [6, A] introduci-
mos en la pila el vértice [6, B]. Veamos la Figura 3.5(c).

Ahora examinamos el arco ([6, B], [5, A]). Tenemos el inconveniente de que
[5, B] esté en la pila y por tanto no hacemos la insercién correspondiente. MDFS
encuentra una trayectoria de [7, A] a [5, 4], a saber, P, : [7,A4],[6, B], [5, A].
Lo mismo sucede cuando se revisa el arco ([6, B],[3,A]), puesto que [3, B]
aparece en la pila. MDFS encuentra una trayectoria de [7, 4] a [3, A], a saber,
P [7,A],[6,B],[3,A4].

Hemos revisado todos los elementos en N([6, B]), N([7, A]) y N([5, B]), por
tanto quitamos de la pila a los vértices [6, B], [7, A] y [5, B] y hacemos entonces
la siguiente actualizacién: Lig 4] = {[5, A]} = L7 4], dadas las trayectorias en-
contradas P, y Ps.

Posteriormente, notamos que hemos revisado todos los elementos de N ([4, A4]),
por lo que la pila de MDFS queda como se muestra en la Figura 3.5(d).

Consideramos ahora el arco ([3, B], [6, A]). El vértice [6, A] no esta actual-
mente en la pila, pero ya habia estado ahi, por tanto no hacemos la inserciéon
de este vértice; pero como MDFS encontré la trayectoria original P; y ademas,
tenemos que Ljg 4] = {[5, A]}, entonces introducimos a la pila al vértice [5, A],
por lo que tenemos implicitamente el arco de extensién ([3, B, [5, A])6,4) re-
presentado en la pila, y al final ese arco se sustituye por P; en el arbol. Ahora
hacemos Ljg 4] = @ y Li7 4 = @. En la Figura 3.5(e) se observa el estado de la
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Figura 3.6: Arbol creado por MDFS en el Ejemplo 1

pila actual.

El arco que sigue es ([5, 4], [4, B]), asi que se introduce a [4, B] en la pila,
como se muestra en la Figura 3.5(f).

Luego tenemos el arco ([4, B],[3, 4]), pero [3,B] estd en la pila, por tanto
no hacemos la inserciéon correspondiente. MDFS encuentra una trayectoria
de [5,A] a [3,A] y otra de [6,A] a [3,A], a saber, Py : [5,A4],[4,B],[3,4] vy
Ps . [6,4],[7,B],[5, A], [4, B], [3, A].

Hemos revisado todos los elementos en N([4, B]), N([5, A]) y N([3, B]), por
tanto quitamos de la pila a los vértices [4, B], [5, A] ¥ [3, B] y en este momento
hacemos la siguiente actualizacién: Lz a) = Lig,a) = Li5,4) = {[3, 4]}, dadas
las trayectorias encontradas Ps, Py y Ps.

Finalmente, vaciamos la pila, como se muestra en la Figura 3.5(g), ya que
hemos revisado todos los elementos de N([2, A]), N([1,B]) y N(s). Notamos
que el vértice ¢t no fue uno de los vértices visitados por MDFS, pues nunca fue
insertado en la pila, asi que no existe en (Gj; una trayectoria original de s a t y
por el Teorema 2.2, no existe una trayectoria M-aumentante en G y por tanto
M es maximo. La Figura 3.6 muestra el arbol construido por MDFS para este
ejemplo.
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Figura 3.7: Gréficas para el Ejemplo 2
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Figura 3.8: Aplicacién de MDFS para el Ejemplo 2
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Ejemplo 2. Consideremos la gréfica G de la Figura 3.7(a) con el apareamiento
indicado. La grafica Gy correspondiente obtenida a partir de Gy su apareamiento
se muestra en la Figura 3.7(b).

La pila manejada en la ejecucién y el arbol construido por MDFS pueden
visualizarse en la Figura 3.8(a) y 3.8(b), respectivamente.

Este ejemplo es mds sencillo que el primero, pues con los arcos (s,[1,B]),
([1, B, 2, A)), ([2,A],3,B]), ([3, Bl [4,A]), ([4,A][5,B]) y ([5,B],[6,A4]), se
construye una trayectoria original.

Finalmente, se toma el arco ([6, A],t) y se completa una trayectoria original de
s aten Gp. Asi, por el Teorema 2.2, se tiene una trayectoria M-aumentante
en G, a saber, P:1,2,3,4,5,6.

En el siguiente capitulo nos centraremos en la justificacion de este algoritmo,
la cual consiste esencialmente en verificar formalmente que el algoritmo MDFS
construye trayectorias originales en la grafica dirigida G, para cualquier grafica
G y cualquier apareamiento M dado en G.



Capitulo 4

Justificacion de MDF'S

En este capitulo veremos la justificacién del algoritmo MDFS. Dicha justifi-
cacién estd basada en la del algoritmo DF'S con las diferencias que previamente
analizamos.

El objetivo es demostrar que MDFS construye trayectorias originales en todo
momento y que, al final, si existe una trayectoria original del vértice s al ¢t en
la grafica Gp;, MDFS debe ser capaz de proporcionarla. Para ello, probare-
mos varios resultados, en los cuales se hacen afirmaciones importantes sobre la
ejecuciéon de este algoritmo.

4.1 Resultados

El primer resultado que veremos afirma que la primera operacién que viola la
originalidad de una trayectoria es una insercién de algin vértice cuya segunda
componente es A. Consideramos para estos resultados la grafica dirigida Gy
construida a partir de una grafica G y un apareamiento M de G.

Teorema 4.1. Sea ([v, A, [w, B]) € F(Gax). Si MDFS construye una trayec-
toria original de s a [v, A] entonces la insercién del vértice [w, B] en la pila de
MDFS mantiene la originalidad de la trayectoria [s, ooy vy A [w, B]]

Demostracién. Después de la insercién del vértice [v, A] en la pila de MDFS,
el algoritmo considera el tnico arco cuyo extremo inicial es [v, 4], a saber,
([v, A, [w, B]), puesto que este arco, por construccién de Gy, corresponde a
una arista de M.

Asi, se efectiia la insercién del vértice [w, B] en la pila. Si esta operacién violara
la originalidad de la trayectoria [s, oy [0y 4] w, BH entonces el vértice [w, A
estaria en esta trayectoria y por consiguiente, como ([w, 4], [v, B]) es el unico
arco cuyo extremo inicial es [w, A], también el vértice [v, B] estarfa ahi. Pero
esto implicaria que la insercién de [v, A] en la pila no mantendrd la originalidad
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de la trayectoria de s a [v, A] construida, contradiciendo la hipétesis.
Por tanto, la insercién del vértice [w, B] en la pila de MDFS mantiene la origi-
nalidad de la trayectoria [s, ooy v, 4] [w, BH . O

Observamos que el Teorema 4.1 puede extenderse a aquellos arcos de la forma
(s,[w,B]) y ([v, A],t), con [w, B],[v, A] € V(Gar). En los primeros porque los
vértices w € V(G) no son M-apareados y por construccién de Gy, los arcos de
la forma (s, [w, B]) son los tnicos cuyo extremo inicial es s y no hay arcos cuyo
extremo inicial tenga segunda componente A. Por esta razén, podemos suponer
la construccién de trayectorias originales donde al menos aparezca el vértice s
y los vértices [w, B] tales que w no es M-apareado.

Con respecto a los arcos de la forma ([v, 4],t), los vértices v € V(G) no son
M-apareados y por construccién de Gy, esos son los tinicos cuyo extremo final
es t. Ademads, lo que buscamos son trayectorias originales de s a t.

Un esquema para la ilustracion del Teorema 4.1 se encuentra en la Figura 4.1.
En la parte (a) se muestra una trayectoria original de s a [v, 4], la cual se ex-
tiende en (b) a una trayectoria de s a [w, B].
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Figura 4.1: Ilustracién del Teorema 4.1

El siguiente teorema muestra que en el caso especifico en que exista una
trayectoria original de s a un vértice [z, A] en Gy, el algoritmo MDFS puede
construirla.

Teorema 4.2. Sea [u, B] € V(G) el siguiente vértice a insertar en la pila de
MDFS. Supoéngase que MDFS construye trayectorias originales al menos hasta
la remocién de [u, B]. Sea [z, A] € V(Ga) tal que en el momento cuando se
inserta [u, B], hay una trayectoria original P : [u, B],[v, A4],..., [z, A] donde
ningin vértice de P ni sus opuestos estan en la pila. Entonces la inserciéon de
[z, A] ocurre antes de la remocién de [u, B].
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Demostracién. Sea P : [u, B],[v, 4], [v/, B],..., [z, A] una trayectoria de mini-
ma longitud tal que [z, A] no ha sido insertado antes de la remocién de [u, B].
El algoritmo MDFS debe haber considerado el arco e = ([u, B], [v, A]) antes de
quitar a [u, B] de la pila. Si se hubiera efectuado la insercién de [v, A], por el
Teorema 4.1, la insercién de [v/, B] se puede efectuar sin alterar la originalidad
de la trayectoria construida, y por la eleccién de P, el vértice [z, A] es insertado
en la pila antes de que sea removido [v', B] y por ende, antes de la remocién de
[u, B], contradiciendo la eleccién de P.

Asi, MDF'S no efectiia la insercién de [v, A] y como por hipétesis este vértice y su
opuesto no estan en la pila, MDF'S entra en el caso 2.c.i y ejecuta el ciclo corres-
pondiente. Consideremos el momento en que MDFS termina esa ejecucién, es
decir, cuando L, 4] = &.

Sea [z, A] el primer vértice en P que no ha sido insertado en la pila. Tal vértice
existe, ya que al menos el vértice [z, A] cumple esa condicién. Descomponemos a
P de la siguiente manera: P : [u, B], [v, A], P1, [z, A], Ps, [z, A]. Entonces, por el
tratamiento del caso 2.c.i, [v, A] ya habia estado en la pila y como actualmente
no aparece ahi, se tiene lo siguiente:

e MDFS encuentra la trayectoria Py : [v, A], ..., [z, 4].
e [z, A] no ha sido insertado en la pila.

e [z, B] ha sido removido de la pila, pues por hipétesis [z, B] no estaba en
ella cuando se inserté a [u, B]. Como [z, A] no fue insertado, MDF'S estaba
en el caso 2.b, es decir, [z, B] estaba en la pila en el momento de examinar
aquel vértice.

" [Z,A] S L[U,A]'

". Ly, 4] # 9, una contradiccién con el hecho considerado: L, 4] = &.
*. Todo vértice en P es insertado en la pila.

*. [z, A] es insertado antes de la remocién de [u, B].

El Teorema 4.2 implica las siguientes dos posibilidades:

e Tanto la insercién del vértice [z, A] como su remocién de la pila se llevan
a cabo antes de la insercién del vértice [u, B]. En este caso ya se tendria
construida una trayectoria original de s a [z, A] en Gy y P no es tomada
en cuenta por MDFS.

e Tanto la insercién de [z, A] como su remocién de la pila se llevan a cabo
entre la insercién y remocién de [u, B]. En este caso P si es tomada en
cuenta, puesto que P forma parte de la trayectoria original de s a [z, A
en Gy construida por MDFS.
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En la Figura 4.2 se ilustra el Teorema 4.2. En la parte (a) se muestra una
trayectoria original de s a [u, B] la cual se extiende en la parte (b) por medio
de otra trayectoria P hasta algin vértice [z, A], si esta trayectoria existe en G ;.
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Figura 4.2: Tlustracién del Teorema 4.2

Para cada w € V(Gjr) denotamos:

[v,X] si w=[v,X]
r(w) = t si w=s
s si o w=t

Si P :wi,wa,...,wy es una trayectoria en Gy entonces (w;, wit1) € F(Gpr)

para 1 <14 < k donde w; = [v;, X], wiy1 = [vi+1, X] y X € {4, B}.
Luego, m(w;) = [v;, X], 7(w;y1) = [vi41, X] ¥ por construccién de Gy, se tiene
que (r(wiy1),m(w;)) € F(Gup) para 1 <i < k.

Si s estd en P entonces s = wi, puesto que el ingrado de s en Gy es cero. De
igual forma, si ¢t esta en P entonces t = wy, puesto que el exgrado de t en Gy
es cero. Cuando se dan estos casos, se tiene que wo = [va, B] y wi—1 = [vk—1, 4]
por la construccién de Gps. Ahora podemos establecer la siguiente definicién:

Definicién 4.1. Sea P : wy, w3, ..., wy una trayectoria en G ;. La trayectoria
de respaldo de P, la cual denotamos por r(P), estd dada por

r(P) : r(wk), r(wg—1),...,7(w).

Ejemplo: En la gréfica Gj; de la Figura 4.3(a) se ilustra la trayectoria ori-
ginal: P : s, [vs, B], [v1, A], [v2, B], [v4, A],t y en la Figura 4.3(b) se muestra su
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(b)

Figura 4.3: Una trayectoria en GGjs y su trayectoria de respaldo

trayectoria de respaldo r(P) : s, [vq, B], [v2, A], [v1, B], [vs, 4], .

Observamos que para toda trayectoria P en Gy, se tiene que r(r(P)) = P.
El siguiente teorema permite determinar una situacién en la cual el algoritmo
MDFS construye las trayectorias Py r(P), para cualquier trayectoria P en G ;.

Teorema 4.3. Seca [u, B] € V(G) el siguiente vértice a insertar en la pila de
MDFS. Supéngase que MDF'S construye trayectorias originales al menos hasta la
remocién de [u, B]. Siexiste en Gjs una trayectoria original P : [v, A],. .., [w, B]
donde ninguin vértice de P ni sus opuestos estan en la pila y ademas se tiene
que ([u, B], [v, 4]), (Jw, B],[u, A]) € F(Gu), entonces las inserciones de todos
los vértices de P y sus opuestos ocurren antes de la remocién de [u, B].

Demostracién. Sea [z, X]| en P. Si X = A, consideramos la trayectoria P’
formada por el arco ([u, B],[v, A]) y la parte de P con la cual [z, A] es alcan-
zable desde [v, A]. Asi, tenemos la trayectoria P’ : [u, B], [v, 4],..., [z, A]. Por
el Teorema 4.2, la insercién de [z, A] ocurre antes de la remocién de [u, B].

Si X = B, consideramos al dnico predecesor de [z, B], el cual tiene como se-
gunda componente A. Sea [y, A] tal vértice.

Del caso anterior, sabemos que [y, A] debe ser insertado antes de la remocién de
[, B]. Entonces, por el Teorema 4.1, construir una trayectoria original de [u, B]
a [y, A] implica que ésta puede extenderse con el vértice [z, B] mateniendo su
originalidad, asi que [z, B] es insertado antes de que [y, A] sea eliminado de la
pila y por tanto, antes de la remocién de [u, B] de la misma.

.. Todo vértice [z, X] en P es insertado antes de la remocién de [u, B].
Ahora, para cada [z, X] en P nos fijamos en su opuesto x = [z, X]. Consideramos

la trayectoria de respaldo de P, r(P) : [w, 4],...,[v, B] y el arco ([u, B, [w, 4]),
el cual estd en F(Gys), ya que por hipétesis ([w, B], [u, A]) € F(G ).
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Si ¢ = [z, A] consideramos la parte de r(P) con la cual [z, A] es alcanzable
desde [w, A] y el arco ([u, B], [w, A]). De esta manera, tenemos la trayectoria
P’ : [u,B],[w,A4],...,[#, A]. Por el Teorema 4.2, la insercién de [z, A] ocurre

antes de la remocién de [u, B].

Si ¢ = [z, B], consideramos su dnico predecesor, cuya segunda componente
es A. Sea [y, A] tal vértice.

Del caso anterior, sabemos que [y, A] debe ser insertado antes de la remocién
de [u, B]. Entonces, por el Teorema 4.1, construir una trayectoria original de
[u, B] a [y, A] implica que ésta puede extenderse con el vértice  mateniendo su
originalidad, asi que z es insertado antes de que [y, 4] sea eliminado de la pila
y por tanto, antes de la remocién de [u, B] de la misma.

.. Para todo vértice [z, X] en P, [z, X] es insertado antes de la remocién de
[u, B]. O

En la Figura 4.4 se ilustra el Teorema 4.3. En la parte (a) se tiene una trayec-
toria de s a [u, B] construida por MDFS, se considera el arco ([u, B], [v, A]) v se
construye posteriormente la trayectoria P : [v, 4],..., [w, B], lo cual se ilustra
en la parte (b). Notamos que el vértice [u, A] no es insertado en la pila ya que
su opuesto aparece en ella.

Luego se considera el arco ([u, B, [w, A]) y se construye la trayectoria de respaldo
de P, r(P) : [w,A],...,[v,B], lo cual se observa en la parte (¢). Nuevamente,
[, A] no es metido en la pila porque su opuesto aparece ahi.

Como MDFS ha encontrado las trayectorias Q1 : [v, A], P, [w, B], [u, A] ¥

Q2 : [w, A],r(P), v, B], [u, A] en las cuales no aparece [u, B], cuando este vértice
es retirado de la pila, se tiene que Ly, 4] = Ly, 4] = {[u, A]} y puesto que [u, B]
es predecesor de los vértices [v, A] y [w, A], entonces [u, B] se elimina de la pila
después de que ellos han sido eliminados.

De esta forma observamos que V[u, A] € V(Gar), bajo las condiciones del Teo-
rema 4.3, si |Lj, 4)| > 0, entonces [u, A ha sido insertado y eliminado de la pila
durante la ejecucién del algoritmo MDFS.

4.2 Justificacion del algoritmo

A partir de los resultados vistos en la seccién anterior, podemos establecer las
condiciones que constituyen los invariantes en la ejecucion del algoritmo MDFS.

Observamos que el tnico de ellos que interesa para la justificacion de MDFS
es el primero. Sin embargo, necesitamos también la prueba de los otros dos
para tener una implementacion eficiente del algoritmo, la cual revisaremos més
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Figura 4.4: Tlustracién del Teorema 4.3

adelante. Ademas, la prueba del primer invariante serd mas facil si probamos
todos los invariantes de manera simultanea.

Para cada vértice [w, X] € V(Gyr), donde X € {A, B}, denotamos por K, x]
al conjunto de vértices que estén en la pila de MDFS cuando [w, X] es colocado
en el tope de la misma.

Teorema 4.4. MDFS satisface los siguientes invariantes:
1. MDFS construye solamente trayectorias originales.
2. |L[w,A]| <1V [waA] € V(GM)

3. Si se produce la asignacién Ly, 4} := [u, A], entonces después de la in-
sercién del vértice [u, A, siempre se cumple que Ly, 4] = Ly, 4]

Demostracién. Consideramos el primer momento en la ejecuciéon de MDFS
en el cual no se cumple alguno de los tres invariantes. Partimos entonces la
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demostracion en tres casos:

Caso 1. El primer invariante no se cumple, es decir, en algin momento MDFS
construye una trayectoria que no es original.

Solamente una insercién en la pila de MDFS puede alterar la originalidad de
una trayectoria; sin embargo, no puede afectar el cumplimiento de los otros dos
invariantes dada la definicién de los conjuntos Ly, 4] para cada [w, A] € V(Gr)
y ademads, una insercién puede reducir la cardinalidad de esos conjuntos, mas
no aumentarla.

El Teorema 4.1 implica que la primera insercién que altera la originalidad de
una trayectoria es la de algin vértice cuya segunda componente es A, es decir,
al considerar un arco ([v, B],[w, A]) € F(Gp) que corresponde a una arista
vw € E(G)\ M.

Si [w, 4] no ha sido marcado como visitado, se aplica el caso 2.c.it de MDFS
y entonces [w, A] es introducido a la pila. Para que la trayectoria construi-
da no sea original tiene que presentarse la siguiente situacién, ilustrada en la
Figura 4.5(a):

En la trayectoria de busqueda actual hay una parte de ella, llamémosle @, que
contiene a [w, B] y como este vértice no estd en la pila, Q fue anexada a aquella
trayectoria por una aplicacion del caso 2.c.i, gracias a la insercién de un vértice
[u, A] € V(Gunr). Ya que estamos considerando la primera ocasién en que no se
cumple este invariante, [u, B] no estd en @) y dada la necesidad en su momento
de la aplicacién del caso 2.c.i, [u, B] fue insertado en la pila antes de que @ fuera
explorada y por tanto [w, B] ya fue insertado y removido. Como la trayectoria
construida entre [u, B] y el predecesor de [u, A] en Q satisfacia las hipdtesis del
Teorema 4.3, en particular [w, A] fue insertado antes de la remocién de [u, B],
contradiciendo el supuesto de que [w, A] no ha sido marcado como visitado.

Por tanto, podemos suponer que [w, A] ha sido marcado como visitado. De
este modo, se aplica el caso 2.c.i de MDFS, tomando un vértice [u, A] € Ly, 4
para insertarlo en la pila. Por el segundo invariante, |Lj, )| < 1, asi que
Liw,a) = [u, A], por tanto, MDFS extiende la trayectoria actual de bisqueda
por medio de una trayectoria @ : [w, A], ..., [u, A] de la cual sélo se inserta este
tltimo vértice. Por definicién de Ly, 4] y el Teorema 4.3, todos los vértices de
@ han sido insertados y removidos de la pila, asi como sus vértices opuestos.

Por tanto, la tnica situacién, ilustrada en la Figura 4.5(b), en la cual la insercién
de [u, A] puede alterar la originalidad de la trayectoria actual es la siguiente:
Hay un vértice [p, X] en @ y una parte de la trayectoria actual de bisqueda
@' que es generada por una aplicacién del caso 2.c.i tal que [p, X] € V(Q') o
[p, X] € V(Q').

Como un arco correspondiente al apareamiento actual tiene la caracteristica
de que el extremo inicial determina al extremo final, podemos elegir [p, X] tal
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Figura 4.5: Tlustracién del Caso 1 para el Teorema 4.4

que [p, A] € V(Q').

Consideramos el vértice [u/, A] cuya insercién provoca la anexién de Q' a la
trayectoria actual de bisqueda. Como [p, A] estd en @', por definicién de Ly, 4y
el segundo invariante, antes de la insercién de [u/, A], se tiene que Ly, 41 = [u, A].
Luego, por el tercer invariante, después de la insercién de [u’, A] en la pila, siem-
pre se cumple que Ly, 4] = Ljy, 4). Ademds, por la eleccién de [p, A, se tiene
en algin momento que L, 4] = [u, A]. Asi, se tiene que L, 4] = [u, A] y por
tanto [u’, A] tendria que haber sido removido de la pila, pero esto contradice el
hecho de que [u’, A] estd en ella.

.". No existe una situacién en la cual la insercién de un vértice con segunda
componente A altere la originalidad de una trayectoria.

.. El primer invariante se cumple.

Caso 2. El segundo invariante no se cumple, es decir, en algiin momento uno
de los conjuntos Ly, 4], con [w, A] € V(Gyr), tiene al menos dos elementos.

Entonces existen [p1, A}, [p2, A] € V(Gar) tales que Ly, 47 = {[p1, A]} antes
de la remocién del opuesto de [p2, A] y luego de ella, se tiene que el conjunto
Liw, a1 = {[p1, A], [p2, A]}; por la definicién de este conjunto, el algoritmo MDFS
ha encontrado dos trayectorias Q : [p1, B],...,[p1,A] v Q' :[p2,Bl,...,[p2, 4]
con [w, Al € V(Q)NV(Q).

Si MDFS encontré Q' después de la remocién de [p1, B], entonces la dnica
forma en la cual [w, A] pudo ser agregado a @ es por la aplicacién del caso
2.c.i de MDFS con respecto a dos vértices [u, 4], [v, A] € V(Gp) tales que
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[u, A] € Ly, 4], luego, [v, A] tuvo que ser insertado en la pila y por ende, la trayec-
toria actual de busqueda fue extendida con la trayectoria Q : [v, 4],. .., [u, 4]
que también contiene a [w, A]. Asi que antes de la insercién de [u, A] se tuvo que
[u, A] € Ly, 41 y se llevé a cabo después de la remocioén de [py, B], por tanto,
entre ambas operaciones [u, A], [p1, A] € Ly, 4], contradiciendo el supuesto ini-
cial de que por primera vez no se satisfacia este invariante.

Por tanto, MDFS encontré Q' antes de la remocién de [p;, B]. Notamos que
[p1, B] no estd en Q’, de lo contrario, por el Teorema 4.3, [p1, 4] serfa insertado
antes de la remocién de [pz, B] y por tanto [p1, A] ¢ Ly, 4] después de la re-
mocién de [p2, B], una contradiccién con el supuesto inicial.

Sea [z, A] el primer vértice en Q' tal que [z, 4] € V(Q) o [z,B] € V(Q),
el cual existe dado que [w,A] € V(Q) N V(Q'). Podemos ver a Q' como

Q' :[p2,Bl,...,[x,A],...,[p2, A] ¥y tenemos dos casos:
e [z, A] € Q. Descomponemos la trayectoria ) como:
Q:[p1,Bl,...,[x,4],...,[p1, 4] y consideramos la trayectoria
R:[p2,Bl,...,[z,A],...,[p1,A] formada por la parte de Q" desde [p2, B]

hasta [z, A] y la parte de @ desde [z, A] hasta [p1, A].

e [z, B] € Q. Descomponemos la trayectoria @) como:
Q:[;m,Bl,...,[z,B],...,[p1,A] y consideramos la trayectoria
R:[p2,Bl,...,[z,A],...,[p1,A] formada por la parte de Q' desde [p2, B]
hasta [z, A] y el resto, tomando la trayectoria de respaldo de la parte de @
desde [p1, B] hasta [z, B], la cual va por construccién de Gy desde [z, A]
hasta [p1, 4].

En cualquier caso, la trayectoria R considerada satisface las hipotesis del Teo-
rema 4.2, por tanto, [p1, A] es insertado antes de la remocién de [p2, B] y como
[w, A] estd en la interseccién de @ y @', no puede pasar que [p1, 4] esté en el
conjunto Ly, 4] después de la remocién de [ps, B], contradiciendo el supuesto
inicial, por lo que no pueden darse las condiciones que éste sostiene.

.. El segundo invariante se cumple.

Caso 3. El tercer invariante no se cumple, es decir, después de la asignacion

Liw, ) := [u, A] y la insercién de [u, A], hay un momento en el cual se tiene que
Liw,4) # Lpu, 4)-
Supongamos que se efectia la asignacién Ly, 4] := [u, A]. Entonces, luego

de la insercién de [u, A], por definicién de Ly, 4] y Ly, a), se tiene que L, 4] =
Lpy,,4) = @. La tnica forma en la cual puede modificarse esta igualdad es por
medio de la remocién de un vértice con segunda componente B. Sea pop([p, B])
la siguiente remocién que incrementa la cardinalidad de Ly, ) 0 Ly, 4)-

Sea K' = K[y, o) K[y, 4). Por la definicién de Ly, 4}, se tiene que [u, B] € K[y, a
y ademas, al ser insertado [u, A], también se tiene que [u, B] ¢ K[, 4], por el
primer invariante y por tanto [u, B] € Ky, a1 \ K" = K[y, a) \ K[u, -
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De acuerdo a la posicién de [p, B] con respecto a K, a1y a K[y, 4), distinguimos
tres casos:

e [p,B] € Kjy 4] \ K[y,4)- Esto implica que [p, B] en particular no estd en
Ky 4] y por tanto es removido de la pila antes de la insercién de [u, A],
contradiciendo la eleccién de [p, B].

e [p,B] € Kjya) \ Kjw,a)- Como [u, B] € K 4] \ K|y, 4], existe un primer
vértice [q, B] € Kju,a) \ Ku,a) tal que [q, A] € K[, )\ Kpp,p)- Esto se
ilustra en la Figura 4.6(a).

1 1
] ]
r'.
PN
. ~
. ~
]

(a) (b)
Figura 4.6: Tlustracién del Caso 3 para el Teorema 4.4

Consideramos la trayectoria de respaldo de la trayectoria de [p, B] a [q, A].
Tal trayectoria, que por construccién de Gjs va desde [gq, B] hasta [p, 4],
satisface las hipdtesis del Teorema 4.2, por lo cual, la insercién de [p, 4]
ocurre antes de la remocién de [g, B]. Como [q, B] € Ky 4] \ K[y, 4], la
insercién de [p, A] se efectiia antes de la remocién de [p, B] y entonces esta
ultima operacién no puede incrementar las cardinalidades de los conjuntos
Ly, 41 0 Lpy, 4], contradiciendo la eleccién de [p, B.

e [p,B] € K'. Sea [¢q,B] € K’ el vértice més cercano al tope de K’ para
el cual [g, A] no ha sido insertado cuando MDFS inserta el vértice [u, A]
en la pila. Podemos tomar tal vértice ya que al menos [p, B] tiene esa
propiedad. Esto se ilustra en la Figura 4.6(b).

Consideramos la trayectoria de respaldo a aquella construida de [¢, B] a
[u, B]. Tal trayectoria, que por construccién de Gy va desde [u, A] hasta
[g, A], no contiene a [q, B]; por tanto, después de la remocién de [q, B], por
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el segundo invariante, se tiene que Ly, 4] = [q, A], pues por el Teorema 4.3,
MDFS encuentra esa trayectoria.

Por el supuesto inicial, [¢, B] = [p, B]. Como MDFS encuentra también
una trayectoria de [w, A] a [u, A] que no contiene a [q, B], se tiene que
Liw, 4] = [q, A] = [p, 4], por el segundo invariante. Por tanto, tenemos que
Liy, 4] = g, A] = Ljy,4), lo cual implica que los conjuntos L, 4] ¥ Ljw,a];
bajo las condiciones dadas, no difieren en elementos.

. Se cumple el tercer invariante.

O

Con el Teorema 4.4 podemos concluir que MDF'S construye solamente trayec-
torias originales en GGj;. En el siguiente resultado retomamos este hecho junto
con la capacidad de MDFS para construir una trayectoria de s a t, si es que
ésta existe.

Teorema 4.5. MDFS construye solamente trayectorias originales en Gjy.
Ademsds, si existe una trayectoria original de s a t en Gy, MDFS es capaz de
construirla.

Demostracién. La primera parte es una consecuencia del primer invariante
del Teorema 4.4.

Ahora supongamos que existe una trayectoria original P de s a t en Gy,
P : s, v, B],[vi,4],[v],B],...,[v._i, B], [vr, A],t. Es claro por observaciones
anteriores que MDFS considera el arco (s, [vg, B]) v efectia sin problemas la
insercién de [vg, B], puesto que v{, no es M-apareado. Por tanto, los vértices
[vG, B] v [vr, A] satisfacen las hipéGtesis del Teorema 4.2 con respecto a la trayec-
toria P’ : [v), B], [v1, A], [v1, B, ..., [vl._y, B], [vr, 4], por lo cual, MDFS inserta
[vr, A] antes de la remocién de [v)), B] y también, por las observaciones citadas,
MDFS inserta el vértice ¢ en la pila inmediatamente después de hacer lo propio
con [v,, A], as{ que t también es insertado antes de que sea eliminado [v, B] y
por ende, antes de la eliminacién de s.

.. MDFS construye la trayectoria P. O

Observamos que cuando el tope de la pila indica la presencia del vértice ¢, el
algoritmo concluye su ejecucién. Como el nimero de vértices es finito y MDFS
inserta en la pila a cada vértice a lo mas una vez, se garantiza también que el
algoritmo acaba en caso de no existir una trayectoria de s a t en Gy.

Con esto, demostramos que la especificacién del algoritmo MDFS es correcta.
Sin embargo, falta cubrir algunos detalles basados en los invariantes de MDFS
ya vistos y que estan relacionados con la eficiencia del algoritmo y las estructuras
de datos empleadas para la implementacién.



Capitulo 5

Implementacion de MDFS

En este capitulo describiremos una forma para implementar el algoritmo MDF'S.
Haremos énfasis principalmente en dos aspectos fundamentales del algoritmo
que no son triviales de implementar: la manipulacién de los conjuntos Ly, 4j,
para cada vértice [w, A] de G, y la recuperacién de la trayectoria construida
de s a t en la misma grafica para nuestro problema de apareamientos maximos.

5.1 Consideraciones iniciales

Conservaremos el arbol T' creado por MDFS en todo momento, asi como la pila
actual, la cual representard a la tnica trayectoria en T del vértice s, la raiz de
T, al vértice que se encuentra en el tope de la pila. Las remociones de vértices
en la pila se hardn explicitamente y las inserciones se reflejaran tanto en la pila
como en T, agregando al vértice insertado como una nueva hoja.

5.2 Manipulacion de los conjuntos L, 4

El segundo y tercer invariantes del Teorema 4.4 resultan ser esenciales para la
implementacién del algoritmo MDFS. Por definicién de los conjuntos L, 4] para
cada [w, A] € V(Gyr), sblo tenemos que actualizarlos después de una insercién
o eliminacion de algin vértice en la pila de la siguiente manera:

1) Si Ly, a) = [u, A] para algin [u, A] € V(Gh), después de la insercién de
[u, A] se asigna L, 4] := @.

2) Si existe un [u, A] € V(Gn) que no ha sido insertado para el cual se ha
encontrado una trayectoria P : [w, 4],...,[u, A] en la que no aparece su
opuesto [u, B], después de la remocién de éste, se asigna Ly, 4] := [u, A].

Luego de la remocién de [u, B], es importante encontrar todos aquellos
vértices [w, A] € V(Gr) a los cuales se les pueda aplicar la actualizacién bajo
las condiciones de 2), como en la trayectoria ilustrada en la Figura 5.1. Esta
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tarea se puede hacer con un recorrido sobre G utilizando el sentido inverso de
los arcos desde [u, A] hasta el sucesor directo de [u, B]. Sin embargo, mediante
el siguiente andlisis podremos refinar este procedimiento que denominaremos
busqueda inversa.

L[VMA] = .. = L[VX’A] :[U,A]
Figura 5.1: Actualizacién de los conjuntos Ly, a

Primero, caracterizaremos las trayectorias P que no contienen a [u, B] de la
forma P : [w, A],...,[u, A]. Supongamos que P estd constituida por los arcos
a1, as,...,a; en F(Gyr), recorridos en ese orden. Entonces a; es un arco de
retroceso débil. Ademas, si quisieramos recorrer P usando el sentido inverso de
sus arcos, encontrariamos secuencias de arcos de arbol seguidos posiblemente
por arcos de cruce, de avance o retroceso, luego de otra secuencia de arcos de
arbol y asi sucesivamente. Esto puede suceder dada la posibilidad de que se
presente continuamente el caso 2.c.i del algoritmo MDFS.

Consideraremos, después de la remocién de [u, B], los siguientes conjuntos
de vértices:

Ryya) ={lv,B] € V(Gun) | ([v, B], [u, A]) es arco de retroceso débil}
y para algunos vértices [q, A] € V(G):
Ejq.4 = {[lv,B] € V(Gun) | ([v, B], [g, A]) es arco de cruce, avance o retroceso}.

También es conveniente, dado el tercer invariante, considerar para cada
lq, A] € V(Gar), el conjunto de vértices [p, A] para los cuales en algiin momento
se tuvo que Ly, 4] = [g, A], puesto que durante la bisqueda inversa podriamos
no tomar en cuenta partes de algunas trayectorias, generadas también por el
caso 2.c.i de MDFS. Este conjunto lo denotaremos como Dy, 4.

Supongamos que D, 4] € Dy, 4], entonces cada vértice [p, A] que en algiin
momento tuvo en su conjunto L[p, A] al vértice [q,A], cumple posteriormente
que Ly, 41 = [¢', A]; por el segundo invariante, [g, A] debi6 ser insertado antes
de presentarse esta igualdad, luego por el tercer invariante, se cumple que
Lip a) = Lig,a, es decir, [q, A] € Dy 4). De aqui se sigue que cuando [¢', A] es
insertado en la pila, se tiene siempre que Lz 4] = Ly, -
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Por tanto, si Djg 4] € D[y 4] y conocemos el conjunto L, ), entonces au-
tomdticamente podemos determinar L, 4). Por ello, conviene saber si hay con-
juntos Dy, 4] con el mayor nimero de elementos posible.

Decimos que el conjunto de vértices D, 4] es actual o estd actualizado si no
existe [¢', A] € V(Gum) \ {lg, A]} tal que Dyg 4] € Dy 4). Con esta definicién
podemos calcular los conjuntos Ly, 4] de la siguiente manera:

1) Buscar un vértice [q, A] tal que [p, A] € Diq a1 y Diq 4] es actual. Si [gq, A]
existe, verificar si ha sido insertado en la pila en algiin momento.

(a) En caso afirmativo, se tiene que Ly, 4] = @.

(b) En caso negativo, L, 4] = [g, A].
2) Si no existe tal vértice, entonces Ly, 4] = 9.

Asi, la manipulacién de los conjuntos Dy, 4] permitird la solucién del primer
subproblema. Para una mejor organizacién de la biisqueda inversa, requerimos
saber para cada vértice [p, A] si en algiin momento existié una modificacién en
su conjunto Ly, 4], por lo cual definimos el siguiente conjunto:

L={[p,Al € V(Gun) : Ly, 4] # D previamente}.

Supongamos que D, 4] y Djq, 4] son dos conjuntos actuales que contienen un
vértice arbitrario [p, A, entonces Ly, 4] = [q, A] y Lpp,a) = [¢', A]. Luego, por
el primer invariante tenemos que [gq, A] = [¢/, A]. Esta observacién implica que
cada vértice [p, A] estd contenido en a lo mds un conjunto D4 41. Més adelante
veremos cudl es la importancia de esto.

5.2.1 Busqueda Inversa

Ahora describiremos la busqueda que se lleva a cabo cuando se tiene identificado
un vértice [u, B] que serd eliminado de la pila de MDF'S, con el fin de obtener
todas aquellas trayectorias encontradas cuyo vértice final es [u, A].

Tales trayectorias se determinan en varias etapas: en la primera, se identificardn
todas aquellas trayectorias que tengan arcos de retroceso débil cuyo extremo fi-
nal es [u, A] y secuencias de arcos de drbol; a partir de la segunda, se hace
lo propio con aquellas que tengan arcos de las categorias restantes. Es decir,
en la primera etapa, se consideran los arcos de retroceso débil ([v, B], [u, 4]).
Posteriormente, para las etapas ¢ > 1, se consideran como puntos de partida los
vértices [v, B] € Eq 41, donde los vértices [g, A] son aquellos para los cuales se
determiné que Ly, 4] = [u, A] en la etapa i — 1. Empezaremos con un vértice
[v, B] que cumpla las caracteristicas mencionadas, siguiendo en sentido inverso
los arcos de drbol; en algin momento alcanzaremos al vértice [u, B] que estd
a punto de salir de la pila. Si en ese proceso encontramos algin [p, A] € L,
calculamos el conjunto Dy, 41 actual que contiene a [p, A] y saltamos todos los
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vértices hasta llegar a [r, B] para continuar. Esto es vélido ya que para cada
[z, A] € Dy, 4) se tiene que Ly, 4] = Ly ) y por el tercer invariante se tiene
forzosamente que L, 4] = [u, A] también.

En este proceso, vamos a marcar determinados arcos que serviran para la re-
cuperacién posterior de la trayectoria de s a t, si ésta existe. Entonces man-
tendremos una variable Py, 4], para todo [r, A] € V(Gas) tal que L. 4) # @
por primera vez, para conservar la informacion referente al arco cuyo extremo
inicial estd en un conjunto Ej, 4] 0 en Ry, 4), € interrumpe la secuencia de arcos
de drbol que incluye al arco cuyo extremo final es [r, A]. Tan pronto como se
determina el arco Py, 4}, el vértice [r, A] es agregado a L, por lo cual [g, A] queda
deteminado por MDFS sin problema alguno.

5.3 Nueva especificacion de MDF'S

La solucion revisada del primer subproblema para la implementacién de MDFS
induce una nueva especificacién para éste, en términos de los casos que considera
y las operaciones en la pila de insercién y eliminacién de vértices. Recordamos
que en cada paso, MDFS considera un arco e = ([v, X], [w,Y]) con X € {A, B},
Y = X y [v,X] es el elemento ubicado en el tope de la pila. A continuacién
realizamos un andlisis més detallado de cada caso del algoritmo MDFS.

1. SiY = B, entonces e = ([v, 4], [w, B]) es arco de &arbol, por lo cual
insertamos [w, B] en la pila e invocamos recursivamente al algoritmo.

2. SiY = A, entonces e = ([v, B], [w, A]); tenemos varios subcasos:

(a) Siel vértice [w, A] estd en la pila, entonces e es arco de retroceso y por
tanto agregamos a [v, B] al conjunto Ej,, 4). Notamos que [w, A] ¢ L,
ya que no lo hemos eliminado de la pila.

(b) Si el vértice [w, A] no aparece en la pila pero [w, B] si, tenemos dos
posibilidades:

i. Si [w, A] ha estado en la pila antes, entonces e es arco de cruce y
por tanto agregamos el vértice [v, B] al conjunto El,, 4). Por el
Teorema 4.1, [w, A] ¢ L.

ii. Si [w, A] no ha estado nunca en la pila, entonces e es un arco de

retroceso débil y por tanto agregamos el vértice [v, B] al conjunto

(c) Silos vértices [w, A] y [w, B] no estén en la pila, tenemos dos posi-
bilidades:

i. Si [w, A] ha estado en la pila antes, entonces e es arco de avance
o de cruce. De cualquier forma, siempre que L, 4] # 9, ten-
dremos que almacenar la informacién de que e deberd ser usado.
Ponemos en el tope de la pila junto con el vértice [v, B] el arco
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e = ([v, B], [w, A]); después introducimos en la pila al vértice que
estd en L, 4] e invocamos recursivamente al algoritmo.

Si Ly, 4] = 9, debemos tomar en cuenta lo siguiente:

Si [w, A] € L, nada hay por hacer, porque el elemento en L, 4
en algiin momento fue insertado en la pila y Ly, 4] quedé tal y
como estd ahora; en otro caso, Ly, 4] siempre ha sido vacio y,
entonces, por la categoria de e, agregamos a [v, B] al conjunto

ii. Si el vértice [w, A] no ha estado nunca en la pila, entonces e es
arco de arbol, por tanto insertamos al vértice [w, A] en la pila e
invocamos recursivamente al algoritmo.

Si [v, B] es el vértice hallado en el tope de la pila y [v, A] no ha sido insertado
en ella, a partir del momento en que se tienen revisados todos los elementos
en N([v, B]), conviene realizar una busqueda inversa para recuperar posibles
trayectorias encontradas que terminen en [v, A] y que, dada la presencia de
[v, B] en la pila, no fueron construidas por MDFS. Esto lo hacemos precisa-
mente porque [v, B] estd a punto de abandonar la pila.

Esta busqueda se lleva a cabo en varias etapas. En la primera se consideran las
trayectorias con arcos de retroceso débil de la forma ([z, B], [v, A]) y se calculan
también los vértices [y, A] tales que Ly, 41 = [v, A], para usarlos como puntos de
partida en las siguientes etapas de la busqueda hasta que alcancemos el vértice
[v, B]. Dichos vértices se tendran almacenados en un conjunto Lg,. En las
siguientes etapas se consideran aquellas trayectorias en las cuales hay arcos de
las categorias restantes cuyos extremos finales estan en L.

En todas las etapas se van marcando los arcos que no son de drbol con las
variables P, 4) vy se actualiza el conjunto Dy, 4] con los vértices que se vayan
encontrando. Una vez teminada la aplicacién de la biisqueda inversa, se sigue
la aplicacién del algoritmo de manera normal.

En el Listado 3 se muestra la nueva especificacién del procedimiento search
del algoritmo MDFS con las ideas ya expuestas. El cédlculo de los conjuntos
L, 4] se hace implicitamente con las consideraciones de la seccién previa.

En el Listado 4, se muestra la especificacién del procedimiento inverseSearch,
correspondiente a la busqueda inversa. El procedimiento interno, recoverPath,
recupera vértices a lo largo de una determinada trayectoria que empieza en
[u, B] y termina en [u, 4], el punto de partida para la bisqueda inversa. Toma
como entrada el ([g, B], [u, A]), que no es de drbol, y el vértice [z, B] que indica
donde se detiene el proceso.
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Listado 3 Procedimiento search del Algoritmo MDFS

procedure search;
1. if top(K) = [t, B] then

2:
. else

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:
34:
35:
36:
37:
38:
39:
40:
41:
42:
43:
44:
45:

3
4
5:
6:
7
8
9

reconstruir una trayectoria original de s a t;
Sea [v, X] = top(K);
marcar [v, X| como visitado;
for all [w,Y] € N([v,X]) do
if Y = B then
{Caso 1}
push([w, B);
search;
else if [w, A] € K then
{Caso 2.a}
E[w,A] = E[U},A] U {[U, X]}a
else if [w, B] € K then
{Caso 2.b}
if [w, A] estd marcado como visitado then
{Caso 2.b.i}
Bl A = B, a) U{[v, X1}
else
{Caso 2.b.ii}
R[w,A] = R[w,A] U {[U, X]},
end if
else if [w, A] estd marcado como visitado then
{Caso 2.c.i.}
if Ly, 4] # 9 then
agregar en K junto con [v, B] el arco ([v, B], [w, A]);
push(Lyy, )3
L[w,A] =g
search;
else
if [w, A] ¢ L then
E[w,A] = E[w,A] U {[U, X]},
end if
end if
else
{Caso 2.c.ii}
push( [, A));
search;
end if
end for
if X = By [v, A] no estd marcado como visitado then
{Comenzamos la Bisqueda Inversa}
inverseSearch;
end if
pop;

46: end if
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Listado 4 Procedimiento inverseSearch del Algoritmo MDFS

procedure inverseSearch;
1: D[v,A] =
2: Lgig := 2
3: for all [¢, B] € Ry, 4) do
4. recoverPath(([q,B],[v,A]),[v,B]);
5: end for
6: while Ly, # @ do
7. elegir un vértice [k, A] € Lig;
8 Lug = Lug \{[k. Al}:
9:  for all [, B] € Ej 4) do
10: recoverPath(([q,B],[k,A]),[v,B]);
11:  end for
12: end while
procedure recoverPath(([q,B],[u,A]),[x,B]);
L Pactyal i= ([q7 B]a [ua A]),
2: [z, B] :=[q, B]; {[#, B] serd el punto de partida en el ciclo interno.}
3: while no sea alcanzado [z, B] do
4. for all [y, A] en la trayectoria de [z, B] a [z, B] do
5: {Consideramos los arcos con su sentido inverso}
6: if [y, A] € L then
7: sea Dy, 4] el conjunto actual que tiene a [y, AJ;
8 Dy, a) = Dy, a1 U Diy ay;
9

[z, B] := [r, BJ;
10: else
11: Dyy 4y = Dpy a) U{ly, A}
12: L= LU{[y, A]};
13: P[y,A] = Pyctual;
14: Lsig = Lsig U {[ya A]}a
15: end if

16: end for
17: end while
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5.3.1 Ejemplo

Consideremos la Grafica Gy ilustrada en la Figura 5.2. FEl resultado par-
cial, hasta el momento en que el vértice [7, B] es descubierto, se muestra en
la Figura 5.3(a) junto con la pila actual.

El siguiente arco examinado es ([7, B],[5, A]), el cual es de retroceso débil,
puesto que [5, B] estd en la pila. Por esta razén hacemos Ry 4] = {[7, Bl}.
Luego, como (7, A] no estd visitado y Rz 4] = 9, no se realiza la bisqueda
inversa y sacamos los vértices [7, B] vy [6, A] de la pila. Después se considera
el arco ([5, B],[7, 4]) que es de drbol, al igual que el arco ([7, A],[6, B]). Asi
tenemos el resultado parcial de la Figura 5.3(b).

Luego se examina el arco ([6, B], [5, 4]), que es de retroceso débil, ya que
[5, A] no esta visitado y [5, B] esta en la pila. Por tanto, Rj5 ) = {[7, B], [6, B]}.
El siguiente arco a considerar es ([6, B], [3, A]), que también es de retroceso débil,
ya que [3, A] no estd visitado y [3, B] estd en la pila. Tenemos, por tanto, que
Ri3.4) = {[6, B]}. Como [6, A] ya estd visitado, no se lleva a cabo la bisqueda
inversa y salen de la pila [6, B] y [7, A].

Hemos revisado todos los elementos de N([5, B]) v [5, A] sigue sin ser visi-
tado. Es momento de aplicar una bisqueda inversa partiendo inicialmente de
[5, A]. Sabemos que Rj5 4] = {[7, B, [6, B]}. Cuando se considera la trayectoria
que contiene al vértice [7, B], se tiene lo siguiente:

Dis.a)=106,4]};  L={[6,A4]};  Pea=(7.BL5,A);  Lag={[6,4]}.

Figura 5.2: Grafica del Ejemplo
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Cuando se considera la trayectoria que contiene al vértice [6, B], se tiene:

Dis.ay = {16, 4],[7,4]}; L= {[6,A],[7, A]};
P74 = ([6, B], [5, A]); Lyig = {16, A],[7, A]}.

La btisqueda inversa se detiene ahi, ya que Ejg 4] = E[7,4) = 9. Lo que tene-
mos hasta ahora de manera implicita es que Lig 4] = L7,4] = [5, A]; ademas,
identificamos los arcos que violan la originalidad de las trayectorias encontradas
de [5,B] a [5, A], a saber, P 4] y Pjg,4). Inmediatamente sacamos a [5, B] y
[4, A] de la pila. Se considera ahora al arco ([3, B], [6, A]), pero [6, A] ya esta
visitado y ademds, Lis 4] = [5, A], pues [6, A] € Dj5 4], por tanto, insertamos
[5, 4]. El resultado parcial se muestra en la Figura 5.3(c). Notamos que aqui
hemos agregado al arco ([3, B], [6, 4]) al lado de [6, A] en la pila, lo cual repre-
senta en el drbol construido, con el arco artificial ([3, B], [5, A])(s,4], que [6, A]
es el primer vértice de la trayectoria desde [3, B] hasta [5, A].

Continuamos desde [5, A]. Tenemos el arco de érbol ([5, 4], [4, B]), asi que
insertamos [4, B]. Revisamos ahora el arco ([4, B],[3, A]), que resulta ser de
retroceso débil, por lo cual tenemos que Rjs 4 = {[6, B],[4, B]}. EI vértice
[4, A] ya estd visitado, asi que sacamos sin problemas [4, B] y [5, 4] de la pila,
obteniendo de esta manera el resultado parcial mostrado en la Figura 5.3(d).

Hemos revisado todos los elementos de N([3, B]) y [3, A] no esta visitado.
Es momento de efectuar una bisqueda inversa partiendo de [3, A] y recordamos
que R3 a1 = {[6, B], [4, B]}. Asi, cuando se considera la trayectoria que contiene
a [6, B] se tiene lo siguiente:

D[37A] = D[57A] = {[6, A], [7, A]} ya que [7, A] €Ly [7, A] S D[57A].
Continuamos la bisqueda inversa desde [5, B] y tenemos que:

{[ ] [ ] [47‘4]}; L:{[67A]7[77A]7[47A]};
= (6, B, [3, A]); Lsig = {[4, A]}.

Después se considera la trayectoria que contiene a [4, B] y se tiene que:

D[B,A] = {[67A]7[77A]7[47A]7[57A]}7 L= {[6 A]7[77A]7[47A]7[57A]},
Pis.a) = ([4, B], 3, A]); Lag = {[4, A],[5,A]}.

Como Eyy 4] = Ej5,4) = 9, la bisqueda inversa termina ahi, pues implicita-
mente tenemos que Ly, 4] = [3,A4] con n = 4,...,7 y que los arcos Py y
Pi5,4) son los que violan la originalidad de las trayectorias de [3, B] a [3, A].
Inmediatamente sacamos a [3, B] de la pila, asi como a [2, 4] y [1, B], puesto
que Ry 4) = @. Por dltimo, sacamos a s de la pila y concluimos que no existe
trayectoria original de s a t en Gz, ya que t no fue visitado.
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Figura 5.3: Aplicacién de MDFS con la nueva especificacion
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5.4 Reconstruccion de la trayectoria original

Haremos algunas consideraciones adicionales sobre la implementacion de MDFS
antes de atacar la reconstruccién de la trayectoria original. Usaremos una eti-
queta parent(v) para obtener el inico predecesor directo de cada vértice v en
el arbol T de MDFS. Actualizando esta etiqueta cada vez que se agregue un
vértice a la pila haremos la construcciéon implicita de 7T'.

Recordamos que, por lo general, en la pila de MDFS colocamos vértices, salvo
cuando ocurre el caso 2.c.i, en el cual agregamos arcos junto con vértices. En
este caso decimos que el vértice insertado estd expandido por el arco que lo
acompana en la pila. Usaremos una etiqueta expanded(v) para indicar si el
vértice v estd expandido por algin arco o no. Como la reconstruccion la vamos
a hacer siguiendo las etiquetas parent, parece que conviene dejar las cosas como
estaban y sélo agregar vértices a la pila, indicando que estén o no expandidos
segin sea el caso con las etiquetas expanded.

Definimos ahora el proceso para reconstruir la trayectoria original de s a t en
G, el cual se realiza luego de detectar en el tope de la pila al vértice t; se
tienen dos casos:

1. Si la trayectoria sdlo consiste de vértices que no estan expandidos, simple-
mente seguimos las etiquetas parent.

2. Si encontramos en algiin momento un vértice [v, B] expandido por el arco
([v, B], [w, 4]), esto implica que el vértice [u, A] tal que parent([u, A]) =
([v, B]), fue insertado por una aplicacién del caso 2.c.i, es decir, existe una
trayectoria original @ : [w, A], ..., [u, 4], la cual vamos a reconstruir de la
siguiente manera:

(a) Consideramos el arco Py, 4] que interrumpe la secuencia de arcos
de drbol que incluye al arco con extremo final [w, A]. Sea Py €l

extremo inicial de P, 4] y sea P[{U 4] SU extremo final.

(b) Tomamos como vértice inicial a [w, A] y reconstruimos la parte de @
desde [w, A] hasta P[Zw Ap siguiendo nuevamente las etiquetas parent.

i. Si P{U A= [u, A], entonces tenemos ya reconstruida la trayecto-

ria é)

ii. Si no, repetimos el proceso ahora tomando como vértice inicial
a P[{U Al hasta recuperar ) completamente.

(c) Para integrar todas las partes de (), necesitamos invertir el orden
en el que fueron recuperadas, puesto que comenzamos con [w, A] y
terminamos con la parte de @ que termina en [u, A].

Este método se ilustra en el Listado 5 y trabaja en forma recursiva. Recibe
como entrada dos vértices [t, X] y [s, Y], que son los extremos final e inicial, res-
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pectivamente, de la parte de la trayectoria a reconstruir. La primera invocacién
a este método se hace con los vértices t y s de G .

Listado 5 Procedimiento para reconstruir una trayectoria original de s a ¢
procedure reconstructPath(Gay,[t, X],[s,Y]);
Entrada: La gréfica dirigida Gy y los vértices final e inicial, [t, X] y [s, Y],
respectivamente.

Salida: La trayectoria original P : [s,Y],...,[t, X].

1. P:=g;

2: if t = s then

3: P=PU{[s,Y]};

4: else

5. if expanded(parent([t, X])) = false then
6 P := PU/{[t, X]} UreconstructPath(G s, parent([t, X)), [s,Y]);
7. else
8
9

Sea ([v, B], [w, A]) el arco que expande a parent([t, X]);
Q1 := reconstructPath(G y, [t,X],P[{v A]);

10: Q2 := reconstructPath(G y, P[’w’A]7 [w, A]);
11: Q3 := reconstructPath(Gy, [v, B], [s, Y]);
12: P:=PUQiUQR2UQs;

13:  end if

14: end if

15: P := P;

5.5 Especificacion detallada de MDFS

Vamos a retomar algunas de las observaciones hechas anteriormente para especi-
ficar de forma mas detallada el algoritmo y con ello generar una implementacion.

Sea [v, X] € V(Gyr). Utilizaremos varias etiquetas, ademés de las ya men-
cionadas, las cuales son:

inStack([v, X]). Indica si [v, X] estd actualmente colocado en la pila o no.

e visited([v, X]). Indica si [v, X] ha sido marcado como visitado y por tanto,
ha estado en la pila o esta ahi actualmente.

e expArc([v, X]). Marca una referencia al arco que expande a [v, X], si es
que existe.

e inL([v, X]). Determina si [v, X| € L sin tener que hacer una bisqueda en
todo este conjunto.

Definicién 5.1. Sean [v, X], [w,Y] € V(Gar). Decimos que ambos vértices son
iguales si v =w y X =Y. Esto lo denotamos como [v, X] = [w,Y].
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Tenemos que un vértice [w, A] € V(Gas) a lo més estd contenido en un con-
junto Dy, 4j. Por esta razén, para representar estos conjuntos nos basaremos en
el tipo de datos abstracto Conjuntos Ajenos usando compresién de trayectorias.
Como en la bisqueda inversa solamente se actualiza un solo conjunto Dy, aj,
todas las uniones de conjuntos que se realizan se traducen en modificaciones so-
bre este conjunto, por lo cual utilizamos unién simple. La forma de determinar
los conjuntos Ly, 4] se reduce a lo siguiente:

Primero obtenemos el conjunto Dy, 4) donde se encuentra [w, A]. Esto me-
diante la operacién find.

e Si find regresa un vértice [u, 4] distinto a [w, A] y ademés [u, A] no estd
marcado como visitado entonces Ly, 4] = [u, A].

e En caso contrario, se tiene que L, 4] = <.

Todos los conjuntos, excepto aquellos de la forma Dy, 4j, los implementa-
mos como listas ligadas, de modo que la insercién y eliminacion de elementos se
hagan siempre en la primera posicion.

En el Listado 6 se muestra la especificacion completa de MDFS. Identifi-
camos el vértice s por [s, A] y al vértice ¢ por [t, B].

En el Listado 7 tenemos la especificacién detallada del procedimiento search
del algoritmo MDF'S. Puesto que esta disenado en forma recursiva, establecemos
condiciones con la instruccién return para detener la recursién, que esencial-
mente consisten en verificar si found = true, es decir, si ya tenemos a t en el
tope de la pila. En el Listado 8 se define el procedimiento detallado de bisqueda
inversa.

Listado 6 Algoritmo MDFS detallado
Entrada: La gréafica dirigida Gj; construida a partir de una grafica G y un
apareamiento M.

Salida: Una variable légica found que indica si existe una trayectoria original
en Gy de s at.

. parent([s, A]) :== [s, Al;

- push([s, A));

. inStack([s, A]) := true;

. found := false;

: while K # @ y found = false do

search;

: end while

N o oA W e

Sélo nos resta analizar el tiempo de ejecucion de MDFS. Primero, veamos
el proceso inicial para visitar vértices. Por cada v € V(Gar) se revisan todos
los arcos en los cuales v es extremo inicial. Puede ocurrir que se realice una
operacion find por cada uno de esos arcos. Entonces, en el peor caso, se pueden
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Listado 7 Procedimiento search detallado del Algoritmo MDFS
procedure search;

1 v, X] := top(K);

2: if [v, X] = [t, B] then

3:  found := true; wvisited([v, X]) := true;

4:  return;

5: else

6:  wvisited([v, X]) := true;

7. for all [w,Y] € N([v,X]) do

8: if Y = B then

9: parent([w, B]) := [v, A];

10: push([w, B]); inStack([w, B]) := true;
11: search;

12: if found = true then

13: return;

14: end if

15: else if inStack(Jw, A]) = true then

16: By, 41 = B, a1 U{[v, X1};

17: else if mStack([ , B]) = true then

18: if visited([w, A]) = true then

19: E[w,A] = E[w,A U {[va]}v
20: else
21: R[w,A] = R[w,A] U {[v, X]};
22: end if
23: else if visited([w, A]) = true then
24: [u, A] := find([w, A]);

25: ifutwy mszted([u A]) = false then
26: expArc(v, B]) := ([v, B], [w, A]); expanded([v, B]) := true;
27: parent([u, A)) := [v, BJ;

28: push([u, A]); antack( A)) = true;
29: search;
30: if found = true then
31: return;
32: end if
33: else
34: if inL([w, A]) = false then
35: By, ] = B, a) U {[v, X1};
36: end if
37: end if
38: else
39: parent([w, A]) := [v, B];
40: push([w, A]); inStack([w, A]) := true;
41: search;
42: if found = true then
43: return;
44: end if
45: end if

46:  end for

47 if X = B y wvisited([v, A]) = false then
48: inverseSearch;

49:  end if

50:  pop; inStack([v, B]) := false;

51: end if
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Listado 8 Procedimiento inverseSearch detallado del Algoritmo MDFS

procedure inverseSearch;
1: D[v,A] =
2: Lgig := 2
3: for all [¢, B] € Ry, 4) do
4. recoverPath(([q,B],[v,A]),[v,B]);
5: end for
6: while Ly, # @ do
7. Sea [k, A] € Lgig;
8 Luy = Lug \ {[k, AT};
9:  for all [, B] € Ej 4) do
10: recoverPath(([q,B],[k,A]),[v,B]);
11:  end for
12: end while
procedure recoverPath(([q,B],[u,A]),[x,B]);

1: Poctual := ([q7 B]’ [U” AD’

2: [z, B]:=[q, B];

3: while z # = do

& [y, A] = parent([z, B);
5. if inL([y, A]) = true then
6: [r, A] := find([y, 4));

7: [u, A] := find([v, A]);

8: union([u, A], [r, A]);

9: [z, B] :=[r, B];
10:  else
11: [u, A] := find([v, A]);
12: union([u, A], [y, A]);
13: inL([y, A]) := true;
14: P[y,A] ‘= Lactual;
15: Lgig := Lsig U{ly, Al};
16: [z, B] := parent([y, A]);
17:  end if

18: end while
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hacer m operaciones de este tipo en total, ya que cada arco es considerado exac-
tamente una vez y por tanto, este proceso toma tiempo O(n +m log(Hm/n) n),
donde n y m son el nimero de vértices y aristas, respectivamente, de la grafica
G a partir de la cual se construye G y suponiendo que m > n.

Para una busqueda inversa a partir de un vértice [v, A] € V(Gar) se llevan a
cabo a lo méds O(n) operaciones find y se revisan a lo mas O(m) arcos. Como el
nimero de bisquedas inversas a efectuarse no puede ser mayor a n, entonces el
tiempo de ejecucién de todas ellas es O(nm + n?logn). Por lo tanto, el tiempo
total de ejecucion de MDFS en el peor caso es:

O(n 4+ m1ogy 4 /nyn + nm + n?logn) = O(nm).

En la siguiente parte revisaremos los algoritmos para el problema de aparea-
mientos maximos. El algoritmo general requiere de la aplicaciéon de MDFS una
vez por cada fase que se tenga.



Capitulo 6

Algoritmos de apareamiento

En este capitulo vamos a revisar los algoritmos completos para resolver el proble-
ma de apareamiento maximo en graficas. Como fue hecho anteriormente, vere-
mos primero el caso especial de las graficas bipartitas y luego el caso general. En
ambos casos, recuperaremos los resultados primordiales de la teoria desarrollada
con el fin de favorecer la justificacién de los algoritmos.

6.1 Apareamiento en graficas bipartitas

En esta seccién revisaremos dos algoritmos: uno surge inmediatamente de la
teoria desarrollada y lo llamaremos bésico, mientras que el otro resultara de
hacer ciertos cambios al basico con el fin de reducir su complejidad y lo llamare-
mos algoritmo modificado.

6.1.1 Algoritmo basico de apareamiento en graficas bipar-
titas

Consideremos una grafica bipartita G = (A, B; E(G)) y un apareamiento M, el
cual inicialmente estard vacio. Cada fase consistirda en encontrar una trayecto-
ria aumentante con respecto al apareamiento actual que se tenga. Esto puede
hacerse gracias al Teorema 2.1, el cual garantiza que si existe una trayectoria
P:s,vg,..., vk, t enlagrafica dirigida G s, entonces es posible obtener de mane-
ra constructiva una trayectoria M-aumentante en G, a saber, P : vg,...,v.
Para ello, aplicaremos una buisqueda en profundidad, partiendo de s y de-
teniéndose en cuanto t sea alcanzado. Una vez hecho esto, podemos extender
el apareamiento M tomando la diferencia simétrica de las aristas de M y de P.
Para actualizar el apareamiento actual sélo tenemos que fijarnos en las aristas
que aparecen en P: aquellas que estan en el apareamiento actual ya no estaran
en el nuevo, mientras que aquellas que no estan en el actual estaran en el nuevo.
De esta forma construiremos un apareamiento que, por el Teorema 1.2, tendréd
una arista mas que el actual y ademas, habrd dos vértices apareados mas, que

93
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seran justamente los extremos de P.

En caso de que no exista tal trayectoria en Gy, podemos concluir también
por el Teorema 2.1 que no existe una trayectoria M-aumentante en G; luego,
por el Teorema 1.3, M serd maximo y habremos resuelto el problema.

Para la descripcion de los algoritmos debemos tomar en cuenta que en cada
fase se presenta una reduccién del problema de trayectorias aumentantes al
problema RP, asi que necesitamos solucionar los siguientes tres puntos:

1. La construccién de la gréfica dirigida Gjps a partir de la grifica G y el
apareamiento actual M.

2. La busqueda en profundidad para tratar de encontrar en Gj; una trayec-
toria de s a t.

3. La construccién de la trayectoria M-aumentante y la extensién del aparea-
miento actual.

Para el algoritmo bésico, la forma en la cual se construye la grafica Gy

resulta ser inmediata a partir de su definicién. A la busqueda en profundidad
simplemente le agregaremos como condiciéon para detenerse el hecho de etique-
tar a t. Bastaria entonces analizar con detalle el tercer punto para justificar
todo el algoritmo:
Durante la busqueda en profundidad asignaremos etiquetas a los vértices para
identificar los arcos de arbol, que son los importantes para el proceso. Para
cada vértice v en Gy, la etiqueta parent(v) corresponderd al predecesor directo
en el drbol que construye DFS. Asi, una vez que se detenga la bisqueda cuando
se etiquete a t, procederemos a recuperar la trayectoria de P S, V0, -+, Uk,
usando las etiquetas parent, empezando con ¢t y con ello autométicamente
obtendremos la trayectoria M-aumentante P : vg,...,vr. Recordamos que
Gy = (A,B;F(Gyp)), donde A" = AU {s} y B® = BU {¢}. Ahora con-
sideremos un vértice w en la trayectoria de s a ¢ y el vértice v = parent(w).
Tenemos tres casos:

e Si w =t, entonces v € A y ademés es un extremo de la trayectoria M-
aumentante correspondiente en G. Como v no es M-apareado, entonces
la arista de esa trayectoria cuyo extremo es v estard en M @ P y por tanto
v serd M @ P-apareado.

e Si v = s, entonces w € B y ademds es un extremo de la trayectoria M-
aumentante correspondiente en G. Como w no es M-apareado, entonces
la arista de esa trayectoria cuyo extremo es w estard en M @ P y por tanto
w serd M @ P-apareado.

e Siw #tywv# s, entonces tanto v como w son vértices de la trayectoria
aumentante en GG; aqui tenemos dos subcasos:
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— Siv € A entonces w € By vw € M, por construccién de Gps. Como
vw estd en la trayectoria M-aumentante, entonces vw ¢ M @ P, por
lo cual podemos eliminar del apareamiento la arista vw.

— Siwv € B entonces w € Ay vw ¢ M, por construccién de Gr. Como
vw estd en la trayectoria M-aumentante, entonces vw € M @ P, por
lo cual podemos agregar al apareamiento la arista vw.

Asi, construimos M & P, ya que las aristas del apareamiento que no estdn en
la trayectoria quedan intactas y solamente nos fijamos en todas las aristas de la
trayectoria M-aumentante para agregar a M @ P aquellas que no estdn en M y
desechar las que si estan ahi.

Con esto, y gracias a los resultados obtenidos, podemos concluir que el algo-
ritmo resuelve correctamente el problema del apareamiento maximo en graficas
bipartitas. A continuacién tenemos su descripciéon completa en pseudocédigo.

Listado 9 Procedimiento DFS_Special
procedure DFS_Special;

Entrada: La gréafica dirigida Gj; construida a partir de una gréafica G y un
apareamiento M.

Salida: Una variable légica found que indica la existencia de una trayectoria
de saten Gy.

1: found := false;
2: parent(s) := s;
3: push(s);
4: while K # @y found = false do
5. pop;
6:  {sea v el vértice eliminado de K.}
7 if v =t then
8: marcar a t como visitado;
9: found := true;
10:  else
11: if v no estd marcado como visitado then
12: marcar v como visitado;
13: for all w € N(v) do
14: if w no estd marcado como visitado then
15: parent(w) = v;
16: end if
17: push(w);
18: end for
19: end if
20:  end if

21: end while
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Listado 10 Procedimiento convertlnstance
procedure convertlnstance;

Entrada: Una grafica G y un apareamiento M de G.
Salida: La grafica dirigida Gyy.
: V(Gy) = V(G)U {s,t};

—

2: F(GM) =

3: for all ab € E(G) do

4 {acAybeB}

5. if ab € M then

6: F(Gy) = F(Gap)U{(a,b)};
7. else

8: F(G]\{) = F(G]\{) @] {(b, (l)};
9:  end if

10: end for

11: for all b € B do

12:  if b no es M-apareado then
13: F(G]\{) = F(G]\{) @] {(S, b)},
14:  end if

15: end for

16: for all a € A do

17:  if a no es M-apareado then
18: F(G]\{) = F(G]\{) @] {(a,t)};
19:  end if

20: end for

Listado 11 Procedimiento augmentMatching

procedure augmentMatching;
Entrada: La grafica dirigida Gy.
Salida: M := M & P.

1. w:=t;

2: while w # s do

3: v := parent(w);

4. if w =t then

5 marcar v como M-apareado;
6 else if v = s then

7 marcar w como M-apareado;
8  else

9: if v € A then

10: M = M\ {vw};

11: else

12: M = M U {vw};

13: end if

14:  end if

15:  w:=v;
16: end while




6.1. APAREAMIENTO EN GRAFICAS BIPARTITAS 57

En el Listado 9 se observa la descripcion de la biisqueda en profundidad, la
cual es aplicada a una grafica Gj; y regresa una variable l6gica que indica si
existe una trayectoria de s a t en dicha grafica. Se utiliza una pila K como en
cualquier otra especificacién de DFS.

En el Listado 10 se muestra la descripciéon del procedimiento que construye
la gréfica dirigida Gj; a partir de la grafica G y un apareamiento M.

En el Listado 11 se indica el procedimiento que recupera la trayectoria de s a
t en G vy al mismo tiempo construye el nuevo apareamiento, eliminando aristas
de la trayectoria aumentante correspondiente en G si estan en el apareamiento
actual y anadiéndolas a éste si no estéan.

En el Listado 12 se muestra el algoritmo que resuelve el problema de aparea-
miento maximo en graficas bipartitas. La precondicién es que la gréafica de
entrada sea bipartita y se haya identificado previamente una biparticiéon. La
postcondicién es que la salida serd un apareamiento maximo M, ,,. Se mane-
jan dos variables de tipo 16gico: isMaximum indica si el apareamiento actual
es méximo o no y found indica si existe una trayectoria aumentante en G.

Listado 12 Algoritmo bésico de apareamiento maximo en graficas bipartitas
Entrada: Una gréifica bipartita G = (A4, B; E(G)).
Salida: Un apareamiento maximo M, 4.
1. M := &,

isMazximum := false;
. found := false;
while isMazxzimum = false do

G = convertlnstance(G, M);

found := DFS_Special(Gar);

if found = true then

M := augmentMatching(G s );

else
10: isMaximum := true;
11:  end if
12: end while
13: Mppae := M,

Ahora s6lo nos resta analizar la complejidad del algoritmo del Listado 12.
Su tiempo de ejecucién depende del nimero de iteraciones del ciclo principal y
de los tiempos de ejecucion de los procedimientos DFS_Special, convertlnstance
y augmentMatching. Para ver el nimero de iteraciones del ciclo principal nos
basaremos en el siguiente resultado.

Lema 6.1. Sea G = (4, B; E(G)) una grafica bipartita y M un apareamiento
de G. Si | M| = min(]A|,|B]|) entonces M es maximo.
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Demostracién. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que min(|A|, |B|) =
|Al, es decir, |M| = |A|. Como G es bipartita, cada arista en M une un ex-
tremo en A con otro en B. Puesto que M es apareamiento, cada arista de M
tiene un extremo en A distinto de las demds, por lo tanto, todo vértice en A es
M-apareado.

Ahora supongamos que M no es méximo. Entonces, por el Teorema 1.3, existe
una trayectoria M-aumentante en GG. Como los extremos de esa trayectoria
deben ser no M-apareados, ambos deben estar en B, pero como G es bipartita,
la longitud de esa trayectoria es par y entonces por el Lema 1.1, esa trayectoria
no seria M-aumentante.

.. M es maximo. O

Sean = |V(G)|ym=|E(G)|. Si G = (A, B; E(G)) es una grafica bipartita,
entonces n = |A| + |B|. Asi, tenemos que min(|A|,|B|) < %, de otro modo
tendriamos una contradiccién:

min(|Al,|B|) + maz(|A],|B]) > % + % = n.

Por el Lema 6.1, el niimero de iteraciones del ciclo principal para el algo-
ritmo del Listado 12 es a lo méds (5 + 1), puesto que tendria que ejecutarse
una iteracién méas para que el valor de found sea false y por ende, el valor de
isMazximum sea true.

Veamos el tiempo de ejecuciéon del procedimiento convertlnstance del Lis-
tado 10. La construccién de los vértices toma (n + 2) operaciones, asi que el
tiempo de ejecucién es O(n). Cada arista tendrd una etiqueta relativa a la
pertenencia o no al apareamiento actual, por lo que el segundo ciclo toma O(m)
operaciones. Cada vértice tendrd también una etiqueta indicando si es apareado
o simple con respecto al apareamiento actual, asi que los tiempos de ejecucion
del tercer y cuartos ciclos son O(|B|) y O(|A|), respectivamente.

.. La construccién de la grafica Gj; para un apareamiento dado M con el
procedimiento convertlnstance toma tiempo O(n + m).

Veamos el tiempo de ejecucién del procedimiento DFS_Special del Listado 9.

Para ello calculemos el nimero de arcos de la grafica Gy, el cual depende del
numero de iteracion actual del algoritmo del Listado 12. En cada fase o ite-
racién de este algoritmo se marcan dos vértices como M-apareados, que son los
extremos de la trayectoria M-aumentante que se haya encontrado, por lo que el
numero de arcos de G se reduce en dos unidades por cada fase.
Asi, en la iteracién i-ésima del ciclo principal, la gréfica Gp; consistird de
(n+2) vértices y (m+mn —2(i — 1)) arcos y por consecuencia, como se trata de
una busqueda en profundidad, el tiempo de ejecucién de este procedimiento es
On+[m+n—200—-1))=0(m+2(n—1i+1)).

Veamos ahora el tiempo de ejecucién del procedimiento augmentMatching
del Listado 11. EIl ntimero de iteraciones de este procedimiento depende de la
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longitud de la trayectoria aumentante que se haya encontrado. El peor caso que
puede ocurrir es que siempre se tome la trayectoria aumentante de longitud més
larga posible, por el hecho de que todas las aristas del apareamiento actual se
encuentren en ella. A su vez, la longitud de la trayectoria aumentante depende
del tamano del apareamiento, que en este caso coincide con el nimero de ite-
racién actual del algoritmo del Listado 12. Asi, en la iteracién i-ésima del ciclo
principal, la longitud de la trayectoria aumentante mas larga posible es (2i — 1)
y, por tanto, el nimero de iteraciones del procedimiento es (2i 4+ 1), puesto que
la trayectoria correspondiente en Gy tendria (2i + 1) vértices.

Analicemos el tiempo de ejecucién del cuerpo del procedimiento: el hecho de
mantener etiquetas para vértices y aristas como se indicaba anteriormente nos
lleva a hacer actualizaciones no muy eficientes en las aristas, ya que no contare-
mos con una estructura de datos para almacenar las aristas del apareamiento
actual. De esta forma, para cada arista del apareamiento dentro de la trayec-
toria aumentante encontrada tendriamos que usar una busqueda lineal para
etiquetarla como parte del apareamiento o no, segiin sea el caso. En las dos
iteraciones restantes se tendria tiempo constante.

.. El tiempo de ejecucién del procedimiento es O(m(2i — 1)).

Con todo esto, podemos finalmente calcular el tiempo de ejecucién del Algo-
ritmo bésico de apareamiento para gréaficas bipartitas. Su nimero de iteraciones,
como se mencionaba, es a lo mas (4 + 1) y en el tiempo de ejecucién del cuerpo
del ciclo principal influyen los tres tiempos calculados anteriormente, por lo que
el tiempo de ejecucién del algoritmo en cuestién es:

3l 3

[ + 1[0t +m)] + >~ Olm+2(n—i+1)) + > 0(m(2i ~ 1)) = O(mn?).

Una grafica G = (A, B; E(G)) bipartita completa con |A| = |B| = 5 tiene ”72
aristas, por lo que el peor de los casos el Algoritmo béasico de apareamientos para
gréaficas bipartitas tiene complejidad O(n?). Una de las principales causas de
ello es la forma en la cual se obtiene la informacién sobre el apareamiento actual:
manteniendo etiquetas en aristas para ver si estdn o no en el apareamiento, y

con ello el proceso de incremento en tamano de un apareamiento tarda mas.

Podriamos aprovechar mejor la definicién de un apareamiento de la siguiente
forma: usaremos etiquetas para cada vértice que indiquen cudl vértice es su
pareja, definiendo de este modo el apareamiento actual implicitamente y podra
recuperarse al final simplemente con la informacién que proporcionan esas eti-
quetas. Ademaés, haremos algunos cambios al algoritmo bésico con respecto a
la construccion de las graficas dirigidas G .
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6.1.2 Algoritmo modificado de apareamiento en graficas
bipartitas

El algoritmo que revisaremos a continuacién procede de manera similar al algo-
ritmo bésico con las siguientes diferencias:

e Para cada vértice v en la grifica G usaremos una etiqueta mate(v) para
denotar a aquel vértice w tal que vw € M.

e Solamente efectuaremos una construccién de la grafica Gy, cuando M es
vacio, lo cual es sencillo pues todos los arcos correspondientes a aristas de
la gréfica G tendrén extremo inicial en B y extremo final en A. Ademaés,
como todo vértice es no apareado con respecto al apareamiento vacio, se
tiene que Va € A : (a,t) € F(Gap) y Vb€ B : (s,b) € F(Gu).

e La grifica G; serd modificada en cada fase tinicamente en la trayectoria
de s a t que se haya encontrado: si P : s,vg,...,v;,t esla trayectoria en
cuestion, entonces lo inico que tendremos que hacer para obtener la gréafica
que usaremos para la siguiente fase es borrar los arcos (s,vg) v (vg,t), e
invertir el sentido de todos los arcos restantes que estan en la trayectoria.
El apareamiento también se modificard a partir de la trayectoria P como
en el algoritmo bésico con la actualizacién de las etiquetas mate.

e Se realizara al final de cada fase un borrado de etiquetas parent y se
marcaran como no visitados a todos los vértices de Gy .

e La recuperaciéon de las aristas del apareamiento se hard con ayuda de las
etiquetas mate. Una arista vw estard en el apareamiento final si y sélo si
mate(v) = w y mate(w) = v.

Para justificar este algoritmo sélo nos faltaria fijarnos en la actualizacién de
las graficas G y de las etiquetas mate durante el proceso para incrementar el
tamano del apareamiento actual. Establecemos primero el siguiente resultado.

Lema 6.2. Sea G = (4, B; E(G)) una gréfica bipartita y M un apareamiento
de G. Si P : vy, v1,...,v; es una trayectoria M-aumentante en G, con vy € B
vy v € A, entonces:

1. V(Gugpr) = VI(Gu).

2. F(Guar) = F(Gu) \ ({(s,v0), (v, 1)} U {(vi, vig1) | vivies € E(P)})
U {(vit1,vi) | viviy1 € E(P)} dondei=0,...,k—1.

Demostracién. La igualdad en 1 se sigue directamente ya que:
V(Guaer) =V(G)U{s,t} =V (Gu).

Demostremos ahora la igualdad en 2. Por definicién, tenemos que:
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F(Gymor) = {(a,b):abe M & P} U{(b,a) : ab¢ M @ P}
U {(s,b) : b€ By bnoes M @ P—apareado}
U {(a,t):a € Ay anoes M ® P—apareado}.

Sea (z,y) € F(Gumep). Afirmamos que (x,y) estd en el conjunto del lado
derecho de la igualdad en 2. Tenemos cuatro casos:

1. Si (z,y) € {(a,b) : abe M @& P} entonces xy € M @ P conx € A, y € B;
es decir, xy € M \ E(P)U E(P)\ M. Tenemos dos subcasos:

(a) Sizy € M\ E(P), en particular tenemos que zy ¢ E(P)

co(@,y) € {(s,v0), (v, 1)} UL{(vi, viga) | vivier € E(P)}.
Como zy € M, tenemos que (z,y) € F(Gr).

(b) Si zy € E(P)\ M, en particular tenemos que xzy ¢ M, por lo que
co(@,y) € {(s,v0), (i, t)} UL{(vi, viga) | vivigr € E(P)}
asf que (z,y) € {(vit1,vi) | vivigr € E(P)}, ya que 2y € E(P).

Por lo tanto se cumple la afirmacién en este caso.

2. Si (z,y) € {(bya) : ab ¢ M @ P} entonces x € B, y € A y ademés
yr ¢ M @ P. Tenemos dos subcasos:

(a) Siyx ¢ M UE(P), en particular tenemos que yx ¢ E(P), por tanto:

(@, y) ¢ {(s,v0), (vk, 1)} U {(vi,vig1) | vivigs € E(P)};
y como yx ¢ M, entonces (z,y) € F(Gyr).

(b) Siyx € M N E(P), en particular tenemos que yx € M, por tanto:
(yvx) € F(GM)v asi que (xvy) ¢ F(GM)
co(@,y) € {(s,v0), (v, 8)} UL{(vi, viga) | vivigr € E(P)}.
sy y) € {(vig1,vi) | vivigr € E(P)}, ya que yz € E(P).

Por lo tanto se cumple la afirmacion en este caso.

3. Si(z,y) € {(s,b) : b€ By bnoes M @ P—apareado} entonces y € B, y
no es M @ P-apareado y ademéds x = s.
Demostremos que y no es M-apareado. Supongamos que si lo es. Entonces
existe una arista de M que tiene como extremo y, por lo que y no puede
ser extremo de ninguna trayectoria M-aumentante. Si y estuviera en P,
habria dos aristas de P que lo comparten como extremo: una estd en M y
la otra no. Asi que esta arista si aparece en M & P y la otra no, por tanto
y seria M @ P-apareado. Si y no estuviera en P, la arista de M que lo
tiene como extremo también estaria en M @ P y nuevamente tendriamos
una contradiccion.
" (S,y) S F(GM)
De cualquier forma, y no puede ser extremo de P, puesto que entonces
serfa M @ P-apareado, asi que y # vg.
L (@,y) € F(Gu) \ ({(s,v0), (vk, )} U {(vi,vit1) | vivigr € E(P)}).
Por lo tanto se cumple la afirmacién en este caso.
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4. Si (z,y) € {(a,t):a € Ay anoes M @ P—apareado} entonces x € A, x
no es M ® P-apareado y ademas y = t.
Demostremos que x no es M-apareado. Supongamos que si lo es. Entonces
existe una arista de M que tiene como extremo x, por lo que x no puede
ser extremo de ninguna trayectoria M-aumentante. Si x estuviera en P,
habria dos aristas de P que lo comparten como extremo: una estd en M y
la otra no. Asi que esta arista si aparece en M & P y la otra no, por tanto
x serfa M @ P-apareado. Si x no estuviera en P, la arista de M que lo
tiene como extremo también estaria en M @ P y nuevamente tendriamos
una contradiccion.
" (l‘,t) S F(GM)
De cualquier forma, x no puede ser extremo de P, puesto que entonces
serfa M @ P-apareado, asi que x # vy.
~(2,y) € F(Ga) \ ({(s,v0), (v, 1)} U {(v3,vit1) | vivigs € E(P)}).
Por lo tanto se cumple la afirmacién en este caso.

.. La afirmacién se satisface en cualquiera de los cuatro casos.

Sea (z,y) € F(Gu) \ ({(s,v0) (vk, 1)} U{(vi, vig1) | vivigr € B(P)})
UA{(vig1,v:) | vivipa € E(P)}.
Afirmamos que (x,y) € F(Gpgp). Tenemos dos casos:

1. Si (z,y) € F(Gux) y (7,y) no estd en P : s,%0,...,vk,t. Tenemos cuatro
subcasos.

(a) Si (z,y) € {(a,b) | ab € M}, como (x,y) no estd en P, entonces xy
no esta en P.
Sxy e M@ P.
s (z,y) € {(a,b) | ab € M & P}.
o (2,y) € F(Guep)
(b) Si (z,y) € {(b,a) | ab ¢ M}, como (x,y) no estd en P, entonces yx
no estd en P.
Sy ¢ MUP.
yr ¢ Mo P.
oo (zyy) € {(b,a) | ab ¢ M @ P}.
- (2,y) € F(Guer)
(c) Si (z,y) € {(s,b) | b € By bnoes M—apareado}, como (z,y) no
estd en P entonces y no esta en P.
..y no es M @ P-apareado.
oo (zy) €{(s,b) | b€ By bnoes M & P—apareado}.
- (z,y) € F(Guaep).
(d) Si (z,y) € {(a,t) | a € Ay a noes M—apareado}, como (z,y) no
est4 en P entonces x no estd en P.
.. x no es M ® P-apareado.
s (z,y) €{(a,t) |a € Ay anoes M @& P—apareado}.
- (2,y) € F(Guep)
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2. Si (z,y) € {(vig1,v:) | viviz1 € E(P)}, entonces por construccion, sabe-
mos que los arcos (v;,vi+1), donde ¢ = 0,...,k — 1, estdn en F(Gpy).
Tenemos entonces dos subcasos:

(a) Siwv; € A, entonces v, 41 € By v;v;41 € M.
UL UiVi41 ¢ Me P.
o (Vig1,v5) € F(Guap).

(b) Siwv; € B, entonces vit1 € Ay vvit1 ¢ M.
S VU4 €M @ P.
o (Vig1,v5) € F(Guap).

.. La afirmacién se satisface en cualquiera de los dos casos.
Finalmente podemos concluir que la igualdad en 2 se satisface. O

Para el algoritmo modificado, como se mencionaba antes, la tUnica vez en la
que se construye explicitamente la grafica Gy es cuando M = & y emplearemos
la busqueda en profundidad especificada en el Listado 9 para tratar de encontrar
una trayectoria de s a t. Ahora analizaremos con detalle la forma en la cual se
modifica el apareamiento actual y la grafica G:

Usaremos las etiquetas parent para cada vértice en (Gj; para recuperar tal
trayectoria. Consideremos un vértice w en la trayectoria de s a t y el vértice
v = parent(w). Tenemos tres casos:

e Si w =t, entonces v serd M @ P-apareado y por tanto el arco (v, w) no
estard en la grafica Gyrgp, asi que por el Lema 6.2, podemos eliminar el
arco (v, w) de Gyy.

e Si v = s, entonces w serd M @ P-apareado y por tanto el arco (v, w) no
estard en la grafica Gygp, asi que por el Lema 6.2, podemos eliminar el
arco (v, w) de Gyy.

e Siw #1tywv#s, entonces tanto v como w son vértices de la trayectoria
aumentante correspondiente en GG y tenemos dos subcasos:

— Si v € A entonces la arista vw no estara en el nuevo apareamiento,
pero ambos extremos seran M @ P-apareados, asi que en esta ocasion
no actualizamos las etiquetas mate.

— Si v € B entonces la arista vw estara en el nuevo apareamiento, por
lo cual actualizamos las etiquetas de esta forma: mate(v) = w y
mate(w) = v.

En ambos subcasos, el arco (v, w) no aparecerd en la grafica Gpsqp, puesto
que cambia la situacién de vw con respecto a M @ P. Asi, por el Lema 6.2,
podemos eliminar el arco (v, w) de Gy y agregar el arco (w,v).

Asi, construimos implicitamente el apareamiento M @ P, puesto que las eti-
quetas mate de los vértices que no estan en la trayectoria quedan intactas y
solamente cambian las etiquetas de los vértices que estan en la trayectoria M-
aumentante, respetandose la definicién de apareamiento.
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Asimismo, se modifica la grafica Gj; para obtener Gy qgp, lo cual se puede
garantizar gracias al Lema 6.2, pues éste afirma que sélo hay que fijarnos en la
trayectoria de s a t que encontremos en Gps. Por tanto, podemos concluir que
el algoritmo modificado resuelve correctamente el problema del apareamiento
maximo en graficas bipartitas.

A continuaciéon se muestra la descripcién en pseudocddigo del algoritmo.
Seguimos empleando el procedimiento del Listado 9 para buscar una trayectoria
de s aten Gyp. En el Listado 13 se muestra la descripcién del algoritmo que
construye la grafica dirigida Gj; donde M = @.

Listado 13 Procedimiento convertFirstinstance
procedure convertFirstInstance;

Entrada: Una grafica G.
Salida: La grafica dirigida Gjs, donde M = @.
: V(Gym) =V (G) U {s,t};

—

2: F(G}u) =,

3: for all ab € F(G) do

4 {a€AybeB}

5 F(Gar) = F(Gar) U{(b,a)};
6: end for

7. for all b € B do

8  F(Gun):=F(Gum)U{(s,b)};
9: end for

10: for all « € A do

11:  F(Guy) = F(Gy) U{(a,t)};
12: end for

En el Listado 14 se indica el algoritmo que recupera la trayectoria de s a t
en Gy, en caso de existir, y al mismo tiempo construye el nuevo apareamiento
con la actualizacion de las etiquetas mate para los vértices en G.

En el Listado 15 se observa el procedimiento que borra las etiquetas de los
vértices en la grafica Gy, para el apareamiento actual M.

En el Listado 16 se observa el procedimiento que recupera el apareamiento
maximo a partir de las etiquetas mate.

En el Listado 17 se muestra el algoritmo modificado de apareamiento maximo
en graficas bipartitas. La precondicién es que la grafica de entrada sea bipartita
y se haya identificado previamente una biparticién. La postcondicién es que la
salida serd un apareamiento maximo M,,.,. Se usan las variables isMazimum
y found al igual que en el algoritmo bésico, asi como una variable entera j que
indicard numero de elementos en el apareamiento actual.
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Listado 14 Procedimiento augmentMatching_update

procedure augmentMatching_update;
Entrada: La grafica dirigida G y la grafica G.
Salida: M :=M & Py Gy := GM@p.
1w =t
2: while w # s do
v 1= parent(w);
4 if w =1t then
5 marcar v como M-apareado;
6 F(Gum) = F(Gum) \ {(v,w)};
7:  else if v =5 then
8
9

marcar w como M-apareado;

F(Gu) == F(Gm) \ {(v,w)};

10:  else

n F(Ga) = (FGa)\ {(mw)}) U {(w, )}
12: if v € B then

13: mate(v) := w;

14: mate(w) = v;

15: end if

16:  end if

17: w:=v;
18: end while

Listado 15 Procedimiento restore

procedure restore;
Entrada: La grafica dirigida Gy.
Salida: Vv € V(Gyr) : parent(v) :=null y v es marcado como no visitado.
1: for all v € V(Gy) do
2:  parent(v) := null;
3:  marcar a v como no visitado;
4: end for

Listado 16 Procedimiento recoverMatching

procedure recoverMatching;

Entrada: La gréafica G.
Salida: M es un apareamiento de G.
1: for all vw € E(G) do
2:  if mate(v)=w then
3: M = M U {vw};
4:  end if
5: end for
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Ahora sélo nos resta analizar la complejidad del algoritmo del Listado 17. Su
tiempo de ejecucién depende de los tiempos de ejecucién de los procedimientos
convertFirstlnstance, recoverMatching, asi como del tiempo de ejecucién del ciclo
principal, el cual depende de su ntimero de iteraciones y los tiempos de ejecucion
de los procedimientos DFS_Special, restore y augmentMatching_update.

Listado 17 Algoritmo modificado de apareamiento maximo en graficas bipar-
titas
Entrada: Una graifica bipartita G = (A, B; E(Q)).
Salida: Un apareamiento maximo M, qz-
1. M = @,
2: isMaximum = false;
3: found := false;
4: 1:=0;
5. min := min(|A],|B|);
6: Gy := convertFirstInstance(G);
7
8
9

: while isMaximum = false do
found := DFS_Special(Gs);
if found = true then

10: M := augmentMatching_update(G s, G);
11: ji=7+1

12: if j = min then

13: isMaximum := true;

14: end if

15:  else

16: isMaximum = true;

17:  end if

18:  restore;
19: end while
20: M := recoverMatching(G);

El procedimiento convertFirstinstance del Listado 13 toma tiempo O(n+m),
donde n = |V(G)| y m = |E(G)|. El procedimiento recoverMatching del Lis-
tado 16 toma tiempo O(m).

El nimero de iteraciones del algoritmo modificado, segin el Lema 6.1, es a

lo més 5. A diferencia del algoritmo bésico, nos ahorramos una iteracién con

el hecho de verificar la cardinalidad del apareamiento actual.

Veamos ahora el tiempo de ejecucion del cuerpo del ciclo principal del al-
goritmo modificado. Como sabemos, el tiempo de ejecucién del procedimiento
DFS_Special del Listado 9 es O(m + 2(n — i 4+ 1)), donde 4 es el ntimero de la
iteracién actual. El procedimiento restore en el Listado 15 toma tiempo O(n).
Solamente nos quedaria por analizar el tiempo de ejecucién del procedimiento
augmentMatching_update del Listado 14:
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En la i-ésima iteracién del ciclo principal, el nimero de iteraciones de este
procedimiento es a lo més (2 + 1), como habfamos visto en el algoritmo bésico.
Tanto en la primera como en la ultima iteracién sélo se elimina un arco en Gy,
mientras que en las (2i — 1) restantes se elimina uno y se inserta ademés otro.

El ntimero de vértices en una trayectoria aumentante es par, y ademads, para el
caso de las graficas bipartitas, hay tantos vértices en A como en B en ella. Por

tanto, en Gy, una trayectoria P de s a t tendra 27 vértices a lo mas.

Tanto la insercién como la remocién de un arco en cualquier gréafica dirigida
tardan a lo mas un tiempo equivalente al exgrado de su extremo inicial.

Consideramos los exgrados de los vértices en P. Con esto, el tiempo de eje-
cucion del ciclo de este procedimiento es:

21
0p(s) +2)  6h(we) =
k=1

§5(s) + 225;(%) + 225;(@) para ap € A, by, € B
k=1 k=1

[|1B] — (¢ — 1)] +2i + 2| A]i

[n—1—3+1]+2i+2i(n—1)

n —1 4+ 2na.

INIA

Por lo tanto, el tiempo de ejecucién total del algoritmo modificado de apareamiento
para graficas bipartitas es:

n n n

O(n+m)+§: O(m+2(n—i+1))+§:O(n—i+2ni)+§:0(n)+0(m) = 0(n®).

i=1 i=1 i=1

6.1.3 Ejemplo

Figura 6.1: Gréfica bipartita para la aplicacién del algoritmo modificado de
apareamientos

Ahora veamos un ejemplo del algoritmo modificado. Consideremos la grafica
ilustrada en la Figura 6.1, cuya biparticién estd dada por A = {v1, v2,v3,v4, V5 }
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y B = {vg,v7,v8,v9,v10,v11}. La aplicacién de DFS en la grafica dirigida G,
con M = & se observa en la Figura 6.2.

Figura 6.2: Primera fase del algoritmo modificado

Los arcos y vértices remarcados son parte del arbol construido, mientras que
los arcos punteados son los que estan pendientes por examinar. La trayectoria
encontrada es [s,v11, vs,t| y ponemos entonces:

mate(vi1) := vs y mate(vs) := v11.

El nuevo apareamiento se observa en la Figura 6.3.

AL O @8 O

Figura 6.3: Apareamiento al inicio de la segunda fase

Figura 6.4: Segunda fase del algoritmo modificado

Ilustramos la aplicacién de DFS en la Figura 6.4. Notamos que los tinicos
cambios se dieron en la trayectoria anterior. En este caso la trayectoria encon-
trada es [s, v10, 5, V11, V4, t] ¥ ponemos entonces
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mate(vi1) 1= vy, mate(vy) := v11, mate(vig) := vs y mate(vs) := v1g.

El nuevo apareamiento se muestra en la Figura 6.5.
W & ) g W
BT\
> [N
W & ® OO,

Figura 6.5: Apareamiento al inicio de la tercer fase

Figura 6.6: Tercera fase del algoritmo modificado

Tenemos la aplicaciéon de DFS en la Figura 6.6. Aqui la trayectoria encon-
trada es [s, vs, vs,t] y ponemos entonces mate(vg) := vy y mate(vs) := vg. El
nuevo apareamiento se observa en la Figura 6.7.

B ® @ W W
4 Y

Figura 6.7: Apareamiento al inicio de la cuarta fase

Figura 6.8: Cuarta fase del algoritmo modificado



70 CAPITULO 6. ALGORITMOS DE APAREAMIENTO

La aplicacién de DFS se observa en la Figura 6.8. Aqui la trayectoria en-
contrada es [s,v7,v2,t] y ponemos entonces mate(vy) := vy y mate(ve) 1= vr.
El nuevo apareamiento se ilustra en la Figura 6.9.

AL ® QRO
HEL Y

Figura 6.9: Apareamiento al inicio de la quinta fase

Figura 6.10: Quinta fase del algoritmo modificado

0 O QR D

] XY

OEEORRO OO,
Figura 6.11: Apareamiento maximo construido

La ultima aplicacion de DFS se observa en la Figura 6.10. La trayectoria
entontrada es [s, vg, vs, vs, V2, U7, V1, t| Y ponemos entonces:

mate(vr) := v1, mate(vy) := vy, mate(vg) := v2, mate(ve) := vs,
mate(vg) := vs y mate(vs) := vg.

En este momento la cardinalidad del apareamiento es igual a |A|, por tanto
el apareamiento construido por el algoritmo modificado es méximo y se observa
en la Figura 6.11.

Para terminar con esta seccién, cabe senalar que es posible verificar si una
grafica conexa es bipartita con una modificacion del algoritmo de busqueda
en amplitud BFS (Breadth First Search), ademds de poder dar una bipar-
ticién de ella, con el fin de cubrir las precondiciones de nuestros algoritmos
de apareamiento, sin afectar la complejidad total.
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6.2 Apareamiento en graficas generales

Consideremos una grafica G y un apareamiento M, el cual inicialmente serd
vacio. Cada fase del algoritmo consistird en encontrar una trayectoria aumen-
tante con respecto al apareamiento actual. El Teorema 2.2 garantiza que si
existe una trayectoria original P : s, [vg, B], [v1, A], ..., [vk_1, B], [vk, A],* en la
grafica dirigida Gz, entonces es posible obtener una trayectoria M-aumentante
en GG, a saber, P : vg,v1,...,V,_1, V. Paraello, aplicaremos el algoritmo MDF'S
partiendo de s hasta que sea alcanzado t. Una vez hecho esto, extendemos el
apareamiento M tomando la diferencia simétrica de las aristas de M y P. Asi
como en el caso de las graficas bipartitas, solamente nos fijaremos en las aristas
de P para actualizar el apareamiento y éste tenga una arista mas que el anterior,
ademas de que vg y vi seran los nuevos vértices apareados. La actualizacion
del apareamiento se hace con la etiqueta mate(v), para cada v € V(Gur), que
indica el vértice w tal que vw € M. Usamos también las etiquetas matched
para indicar que vy y v estaran apareados hasta el final. En caso de que G
no tenga una trayectoria original de s a t, por el Teorema 2.2, G no tiene trayec-
torias M-aumentantes y por tanto, M serd méximo.

Para la descripcién de este algoritmo nuevamente debemos tomar en cuenta
la reduccién del problema de encontrar trayectorias aumentantes al problema
RP que se lleva a cabo en cada fase, por lo cual necesitamos considerar los
siguientes tres puntos:

1. La construccion de la gréfica dirigida G a partir de la grafica G y el
apareamiento actual M.

2. La aplicacién del algoritmo MDFS para tratar de hallar en Gy una trayec-
toria original de s a t.

3. La construccion de la trayectoria M-aumentante en G y la actualizacion
del apareamiento.

La construccion de G, resulta ser inmediata a partir de su definicién. Uti-

lizamos la versién del algoritmo MDFS detallada a partir del Listado 6. Ahora
vamos a revisar la solucion al tercer punto:
Supongamos que la aplicacién de MDFS consigue etiquetar a ¢ como visitado.
Entonces aplicamos el procedimiento reconstructPath, indicado en el Listado 5,
para obtener la trayectoria original P : s, [vg, B], [v1, 4], ..., [vk—1, B], [vk, 4], t
con la cual vamos a construir la trayectoria aumentante P : vy, v1,...,Vk—1, Uk
y actualizar M. Consideremos un vértice [w, X] en Py el vértice [v, Y] tal que
[v,Y] = parent([w, X]). Tenemos tres casos:

e Siw =t, entonces Y = A y ademds v es un extremo de P, por tanto v no
es M-apareado pero si es M @ P-apareado.

e Si v = s, entonces X = B y ademds w es un extremo de P, por tanto w
no es M-apareado pero si es M @ P-apareado.
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e Siw #tywv# s, entonces tanto v como w son vértices de P y tenemos
dos subcasos:

— SiY = A entonces X = B y por construccién de Gy, vw € M, por
tanto vw ¢ M @ P, es decir, vw ya no formard parte del apareamiento
actual.

— SiY = B entonces X = Ay por construccién de Gy, vw ¢ M,
por tanto vw € M @ P, es decir, vw formara parte del apareamiento
actual. Ponemos mate(v) = w y mate(w) = v.

Con esto tenemos el tercer punto resuelto y, ademds, de un modo similar al
caso de las graficas bipartitas. A continuacién tenemos la descripcién del algo-
ritmo de apareamiento general. En el Listado 18 se muestra el procedimiento
para obtener G a partir de la grafica G y un apareamiento M dado. Identifi-
camos al vértice s con [s, A] y al vértice ¢ con [t, B].

Listado 18 Procedimiento convertGenerallnstance
procedure convertGenerallnstance;

Entrada: Una grafica G y un apareamiento M de G.
Salida: La grafica dirigida G;.
1: V(GM) = {[Sa A]a [ta B]}v

2: F(G}u) =,

3: for all v € V(G) do

4 V(Guy) :=V(Gp)U{[v, Al v, Bl};

5: end for

6: for all vw € E(G) do

7. if mate(v) = w y mate(w) = v then

8 F(GJW) = F(GJW) U {([U7 A]? [wa B])7 ([wa A]a [U7 B])};
9: else

10: F(GM) = F(GM) U {([U, B]a [U), A])v ([wa B]v [’U, A])}a
11:  end if

12: end for

13: for all v € V(G) do

14:  if matched(v) = false then

15 F(Ga) = F(Gar) U{([s, A, [v, B)), ([v, 4] [t, B]) };
16:  end if

17: end for

El Listado 19 indica el procedimiento para recuperar la trayectoria aumen-
tante en G y actualizar al mismo tiempo el apareamiento por medio de las
etiquetas matched y mate.

En el Listado 20 se muestra el algoritmo de apareamiento méximo en graficas
generales o algoritmo de apareamiento general. Al igual que en los algoritmos es-
pecializados en graficas bipartitas empleamos dos variables logicas: isM azimum



6.2. APAREAMIENTO EN GRAFICAS GENERALES

73

Listado 19 Procedimiento updateMatching

procedure updateMatching;
Entrada: La trayectoria original P : s, [vg, B, ..., [vk, 4], t
Salida: M := M @ P, con P : vy, ..., v trayectoria M-aumentante.
1 [w, X]:=t, B;
2: while w # s do
3 [v,Y]:=parent([w, X]);
4: if w =1t then
5: matched(v) := true;
6: elseif v =5 then
7 matched(w) := true;
8
9

else
if Y = B then
10: mate(v) := w;
11: mate(w) = v;
12: end if
13:  end if

14:  [w, X]:=[v,Y];
15: end while

Listado 20 Algoritmo de apareamiento maximo en graficas generales

Entrada: Una grafica G.

Salida: Un apareamiento maximo M, 4.
1. M :=g;
2: isMaximum := false;
3: found := false;

4: 1:=0;

5: while isMazximum = false do

6: 1:=1+1;

7. G = convertGenerallnstance(G, M);
8:  found := MDFS(G);

9: if found = true then

10: P := reconstructPath([t, B], s, A])
11: M := updateMatching(P);

12:  else

13: isMaximum = true;

14:  end if

15: end while
16: Mpqz := recoverMatching(G);
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indica si el apareamiento actual es maximo y found indica si existe una trayec-
toria original de s a t en Gp;. También utilizamos el procedimiento del Listado 5
para recuperar esa trayectoria y el del Listado 16 para recuperar las aristas del
apareamiento maximo.

Sélo nos resta analizar la complejidad del algoritmo de apareamiento general.
Primero, es facil ver que el tiempo de ejecucién del procedimiento del Listado 18
tiene tiempo O(n + m), donde n =V (G) y m = E(G).

Sabemos también que el tiempo de ejecucién de MDF'S es O(nm). Los
procedimientos para reconstruir la trayectoria original de s a t y para actualizar
el apareamiento también tienen tiempo O(n +m) en el peor caso. Por tanto, el
cuerpo del ciclo principal del algoritmo de apareamiento general tiene tiempo
de ejecucién O(nm) y de aqui concluimos que el tiempo total de ejecucién de
este algoritmo es O(n?m), ya que el niimero de iteraciones es O(n). Si la gréifica
tiene m = O(n?) aristas, el tiempo de ejecucién es O(n?).



Capitulo 7

Resultados Experimentales

En este capitulo presentamos algunos resultados empiricos divididos en dos
grupos: experimentos con algoritmos de apareamiento, tanto generales como
especificos, aplicados en gréficas bipartitas y experimentos con algoritmos gene-
rales de apareamiento en graficas no bipartitas. Cada uno de esos algoritmos
fue implementado en el lenguaje de programacién Java Versién 1.4.0.

7.1 Resultados con graficas bipartitas

Consideramos una grafica bipartita G = (A, B; E(G)), donde A y B forman
una biparticién de su conjunto de vértices V(G). Todas las graficas bipartitas
con las cuales trabajamos fueron generadas en forma aleatoria tomando como
parametros dos enteros que representan la cardinalidad de los conjuntos A y B.
Estos enteros fueron escogidos de modo que la biparticién definida al momento
de generar cada gréafica estuviera lo méas balanceada posible, es decir, que la
diferencia entre el nimero de elementos de los conjuntos A y B fuera a lo més
uno. Los algoritmos empleados para estos experimentos son:

e Algoritmo Modificado de Apareamiento en Graficas Bipartitas, el cual
revisamos en la Subseccién 6.1.2 y lo identificamos como BM.

e Algoritmo de Apareamiento de Edmonds, el cual revisamos en el Apéndice
B y lo identificamos como GE.

e Algoritmo de Apareamiento en Graficas Generales, el cual revisamos en
la Seccién 6.2 y lo identificamos como GB.

La Tabla 7.1 muestra los tiempos de ejecucién en milisegundos de los tres
algoritmos aplicados sobre gréficas bipartitas desde 10 hasta 100 vértices. Nota-
mos que los tiempos registrados para GE son en general mejores que los tiempos
de BM, y a su vez estos son mejores que los de GB.

(0]



CAPITULO 7. RESULTADOS EXPERIMENTALES

Tabla 7.1: Resultados experimentales con graficas bipartitas

] [[BI[ V(G [ IE)] | BM | GE | GB
5 5 10 16 0 0 0
5 6 11 17 0 0 0
6 6 12 19 0 0 0
6 7 13 18 0 0 0
7 7 14 28 0 0 50
7 8 15 30 0 0 50
8 8 16 35 60 0 60
8 9 17 40 60 0 50
9 9 18 37 60 0 60
9 10 19 44 50 0 60
10 | 10 20 45 50 0 60
10 11 21 59 110 0 110
11 | 11 22 60 110 0 110
11 12 23 74 110 0 110
12 | 12 24 72 110 0 160
12 | 13 25 81 110 50 160
13 | 13 26 87 110 60 160
13 | 14 27 84 160 60 220
14 | 14 28 99 110 50 220
14 | 15 29 96 160 50 220
15 | 15 30 120 170 60 270
15 | 16 31 118 170 60 280
16 | 16 32 119 170 60 330
16 | 17 33 140 170 60 330
17 | 17 34 152 220 60 330
17 | 18 35 156 220 60 380
18 | 18 36 162 270 60 430
18 | 19 37 174 270 60 440
19 | 19 38 175 270 60 490
19 | 20 39 180 270 60 490
20 | 20 40 204 330 60 660
20 | 21 41 214 330 60 660
21 | 21 42 222 330 60 660
21 | 22 43 226 330 60 710
22 | 22 44 239 390 60 710
22 | 23 45 259 390 | 110 | 820
23 | 23 46 256 390 | 110 | 880
23 | 24 47 266 390 | 110 | 930
24 | 24 48 281 390 | 110 | 980
24 | 25 49 295 440 60 | 1040
Tabla 7.1 - Continuacién
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Tabla 7.1 - Continuacion

A [[BI[ V(G | [EG) | BM | GE | GB
25 | 25 50 331 440 60 | 1100
25 | 26 51 327 440 | 110 | 1150
26 | 26 52 347 490 | 110 | 1310
26 | 27 53 369 490 | 110 | 1370
27 | 27 54 362 550 | 110 | 1430
27 | 28 55 389 550 | 110 | 1480
28 | 28 56 398 600 | 110 | 1600
28 | 29 57 394 550 | 110 | 1650
29 | 29 58 424 610 | 110 | 1700
29 | 30 59 429 600 | 110 | 1750
30 | 30 60 465 710 | 110 | 1870
30 | 31 61 462 660 | 110 | 1870
31 | 31 62 482 710 | 110 | 1980
31 | 32 63 467 710 | 110 | 1980
32 | 32 64 501 770 | 110 | 2080
32 | 33 65 573 770 | 110 | 2200
33 | 33 66 529 770 | 110 | 2260
33 | 34 67 558 820 | 110 | 2300
34 | 34 68 612 880 | 110 | 2530
34 | 35 69 591 880 | 110 | 2480
35 | 35 70 625 880 | 110 | 2690
35 | 36 71 623 930 | 110 | 2640
36 | 36 72 596 990 | 110 | 2750
36 | 37 73 689 990 | 110 | 3020
37 | 37 74 679 1040 | 170 | 3070
37 | 38 75 727 1040 | 170 | 3140
38 | 38 76 704 1040 | 170 | 3190
38 | 39 77 750 1040 | 170 | 3190
39 | 39 78 779 1150 | 170 | 3400
39 | 40 79 753 1150 | 170 | 3460
40 | 40 80 799 1210 | 170 | 3570
40 | 41 81 830 1210 | 170 | 3570
41 | 41 82 843 1210 | 170 | 3680
41 | 42 83 845 1270 | 170 | 3680
42 42 84 892 1310 | 170 | 4120
42 | 43 85 908 1370 | 170 | 4280
43 | 43 86 934 1370 | 170 | 4450
43 | 44 87 913 1430 | 170 | 4560
44 | 44 88 1000 | 1490 | 170 | 4660
44 | 45 89 970 1480 | 170 | 4650
45 | 45 90 994 1540 | 170 | 5050
Tabla 7.1 - Continuacién

7
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Tabla 7.1 - Continuacion
A [[BI[ V(G [ |EG)| | BM | GE | GB

45 | 46 91 1010 | 1590 | 170 | 5110
46 | 46 92 1035 | 1590 | 170 | 5160
46 | 47 93 1081 | 1590 | 170 | 5170

A7 | 47 94 1066 | 1650 | 220 | 5050
47 | 48 95 1137 | 1640 | 170 | 5380
48 | 48 96 1174 | 1810 | 220 | 5810
48 | 49 97 1172 | 1710 | 220 | 5810
49 | 49 98 1213 | 1750 | 220 | 6310
49 | 50 99 1201 | 1810 | 220 | 6200
50 | 50 100 1247 | 1870 | 220 | 6670

7.2 Resultados con graficas no bipartitas

Para estos experimentos consideramos graficas de tres tipos. Estas graficas no
representan el peor caso de ninguno de los tres algoritmos, pero lo importante
es que se trata de ejemplares que cuentan con muchos ciclos impares y por tanto
se puede esperar que los algoritmos tengan mayores dificultades para encontrar
trayectorias aumentantes.

Graficas de tipo 1. También las denominamos n-ruedas de tipo 1. Estan
constituidas por n + 1 vértices y 2n aristas. Explicitamente, una n-rueda de

tipo 1 es una grafica G con sus conjuntos de vértices y aristas definidos como
sigue:

d V(G) = {1}1,1}2, cee 7vn7vn+1};
e E(G)={vivit1 |i=1,...,n}U{vpp1v; |i=1,...,n =1} U{viv,}.

En la Figura 7.1 se ilustra una 5-rueda de tipo 1.

Figura 7.1: Ejemplo de una n-rueda de tipo 1
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Graficas de tipo 2. También las denominamos n-ruedas de tipo 2. Estan
constituidas por n+ 3 vértices y 2n + 3 aristas. Explicitamente, una n-rueda de
tipo 2 es una grafica G con sus conjuntos de vértices y aristas definidos como

sigue:
b V(G) = {1}1,’(}2, vy Uny Un41, Un+2, vn+3};

° E(G) = {Ui'Ui-i-l |Z= 1,...,n—1}U{vn+1vi | 1= 1,...,71—1}
U {Un43Un+1; Un4+3Vn; Un42Un, Un42U1, Unt2Un43 }-

En la Figura 7.2 se ilustra una 6-rueda de tipo 2.

Vs
'm
O%

Figura 7.2: Ejemplo de una n-rueda de tipo 2

Graficas de tipo 3. También las denominamos n-ruedas de tipo 3. Estan
constituidas por 3n + 1 vértices y 5n aristas. Explicitamente, una n-rueda de
tipo 3 es una grafica G con sus conjuntos de vértices y aristas definidos como
sigue:

o V(G) ={v1,v2,...,Uny- s V2m,y ..y V3n, Ut };
o BE(G) = {vms1)ivi | i=1,...,n}U{vnq1)4iVnt1 |i=1,...,n}
U {U(2n+1)+ivi | 1= 17 ey — 1}U{v(2n+1)+ivi+1 | 1= 1, Lo, — 1}

U {v@nt)+i0nmt1)+i | 1= 1,...,n} U{vsn1101, 0304100}

En la Figura 7.3 se ilustra una 4-rueda de tipo 3.

Vip

Figura 7.3: Ejemplo de una n-rueda de tipo 3
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A continuacién tenemos los resultados de los experimentos llevados a cabo
con las gréficas definidas. La Tabla 7.2 muestra los tiempos de ejecucién en
milisegundos de los algoritmos GE y GB aplicados sobre n-ruedas de tipo 1; la
Tabla 7.3, para n-ruedas de tipo 2 y la Tabla 7.4, para n-ruedas de tipo 3, donde
n=3,...,100.

Tabla 7.2: Resultados experimentales con n-ruedas de tipo 1

Rueda de tipo 1 | |V(G)| | GE | GB
3-rueda 4 0 0
4-rueda 5 0 0
5-rueda 6 0 0
6-rueda 7 0 0
7-rueda 8 0 0
8-rueda 9 0 0
9-rueda 10 0 0
10-rueda 11 0 50
11-rueda 12 0 50
12-rueda 13 0 50
13-rueda 14 0 110
14-rueda 15 0 110
15-rueda 16 0 110
16-rueda 17 0 110
17-rueda 18 0 110
18-rueda 19 0 110
19-rueda 20 0 110
20-rueda 21 0 110
21-rueda 22 0 160
22-rueda 23 0 170
23-rueda 24 50 160
24-rueda 25 50 170
25-rueda 26 60 160
26-rueda 27 50 170
27-rueda 28 50 220
28-rueda 29 50 220
29-rueda 30 50 270
30-rueda 31 50 280
31-rueda 32 50 270
32-rueda 33 50 270
33-rueda 34 60 330
34-rueda 35 50 270
35-rueda 36 50 330
36-rueda 37 60 330

Tabla 7.2 - Continuacién
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Tabla 7.2 - Continuacion

Rueda de tipo 1 | |V(G)| | GE | GB
37-rueda 38 50 380
38-rueda 39 50 380
39-rueda 40 60 390
40-rueda 41 50 440
41-rueda 42 60 430
42-rueda 43 60 440
43-rueda 44 60 490
44-rueda 45 60 490
45-rueda 46 60 490
46-rueda 47 60 540
47-rueda 48 60 600
48-rueda 49 60 600
49-rueda 50 60 660
50-rueda 51 60 660
51-rueda 52 60 660
52-rueda 53 60 710
53-rueda 54 110 | 710
54-rueda 55 110 | 770
55-rueda 56 110 | 770
56-rueda 57 110 | 830
57-rueda 58 110 | 880
58-rueda 59 110 | 930
59-rueda 60 110 | 930
60-rueda 61 110 | 940
61-rueda 62 110 | 990
62-rueda 63 110 | 980
63-rueda 64 110 | 1040
64-rueda 65 110 | 1090
65-rueda 66 110 | 1100
66-rueda 67 110 | 1150
67-rueda 68 110 | 1210
68-rueda 69 110 | 1260
69-rueda 70 110 | 1320
70-rueda 71 110 | 1310
71-rueda 72 110 | 1320
72-rueda 73 110 | 1370
73-rueda 74 110 | 1480
74-rueda 75 110 | 1490
75-rueda 76 110 | 1540
76-rueda it 110 | 1590
77-rueda 78 110 | 1640

Tabla 7.2 - Continuacién
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Tabla 7.2 - Continuacion

Rueda de tipo 1 | |V(G)| | GE | GB
78-rueda 79 160 | 1640
79-rueda 80 170 | 1710
80-rueda 81 160 | 1750
81-rueda 82 170 | 1810
82-rueda 83 160 | 1820
83-rueda 84 170 | 1870
84-rueda 85 170 | 1930
85-rueda 86 170 | 2010
86-rueda 87 170 | 2080
87-rueda 88 170 | 2150
88-rueda 89 170 | 2200
89-rueda 90 170 | 2200
90-rueda 91 170 | 2190
91-rueda 92 170 | 2310
92-rueda 93 170 | 2360
93-rueda 94 170 | 2420
94-rueda 95 170 | 2410
95-rueda 96 170 | 2470
96-rueda 97 170 | 2530
97-rueda 98 170 | 2580
98-rueda 99 170 | 2690
99-rueda 100 220 | 2750
100-rueda 101 220 | 2740

Tabla 7.3: Resultados experimentales con n-ruedas de tipo 2

Rueda de tipo 2 | |V(G)| | GE | GB
3-rueda 6 0 0
4-rueda 7 0 0
5-rueda 8 0 0
6-rueda 9 0 0
7-rueda 10 0 0
8-rueda 11 0 0
9-rueda 12 0 0
10-rueda 13 0 60
11-rueda 14 0 50
12-rueda 15 0 60
13-rueda 16 0 50
14-rueda 17 0 50
15-rueda 18 0 110

Tabla 7.3 - Continuacién
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Tabla 7.3 - Continuacion

Rueda de tipo 2 | |V(G)| | GE | GB
16-rueda 19 0 110
17-rueda 20 0 110
18-rueda 21 0 110
19-rueda 22 0 160
20-rueda 23 0 170
21-rueda 24 0 170
22-rueda 25 0 170
23-rueda 26 60 170
24-rueda 27 50 170
25-rueda 28 50 220
26-rueda 29 50 220
27-rueda 30 60 220
28-rueda 31 50 270
29-rueda 32 50 270
30-rueda 33 50 270
31-rueda 34 50 330
32-rueda 35 50 330
33-rueda 36 60 380
34-rueda 37 110 | 380
35-rueda 38 110 | 440
36-rueda 39 50 440
37-rueda 40 50 440
38-rueda 41 110 | 440
39-rueda 42 110 | 500
40-rueda 43 110 | 490
41-rueda 44 110 | 500
42-rueda 45 110 | 550
43-rueda 46 110 | 550
44-rueda 47 110 | 610
45-rueda 48 110 | 610
46-rueda 49 110 | 600
47-rueda 50 110 | 650
48-rueda 51 110 | 660
49-rueda 52 110 | 710
50-rueda 53 110 | 720
51-rueda 54 110 | 770
52-rueda 55 110 | 770
53-rueda 56 110 | 820
54-rueda 57 110 | 820
55-rueda 58 110 | 870
56-rueda 59 110 | 880

Tabla 7.3 - Continuacién
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Tabla 7.3 - Continuacion

Rueda de tipo 2 | |V(G)| | GE | GB
57-rueda 60 110 | 940
58-rueda 61 110 | 940
59-rueda 62 110 | 990
60-rueda 63 170 | 990
61-rueda 64 110 | 990
62-rueda 65 160 | 1040
63-rueda 66 170 | 1040
64-rueda 67 110 | 1090
65-rueda 68 170 | 1090
66-rueda 69 110 | 1090
67-rueda 70 170 | 1150
68-rueda 71 170 | 1150
69-rueda 72 170 | 1320
70-rueda 73 170 | 1370
71-rueda 74 170 | 1380
72-rueda 75 160 | 1420
73-rueda 76 170 | 1380
74-rueda 77 160 | 1420
75-rueda 78 160 | 1420
76-rueda 79 170 | 1540
77-rueda 80 160 | 1590
78-rueda 81 170 | 1650
79-rueda 82 170 | 1700
80-rueda 83 170 | 1700
81-rueda 84 170 | 1770
82-rueda 85 170 | 1770
83-rueda 86 170 | 1810
84-rueda 87 170 | 1810
85-rueda 88 170 | 1930
86-rueda 89 170 | 1980
87-rueda 90 170 | 2040
88-rueda 91 170 | 2090
89-rueda 92 170 | 2080
90-rueda 93 170 | 2140
91-rueda 94 220 | 2200
92-rueda 95 220 | 2310
93-rueda 96 220 | 2320
94-rueda 97 220 | 2320
95-rueda 98 220 | 2360
96-rueda 99 220 | 2480
97-rueda 100 220 | 2480

Tabla 7.3 - Continuacién
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Tabla 7.3 - Continuacion

Rueda de tipo 2 | |V(G)| | GE | GB
98-rueda 101 220 | 2590
99-rueda 102 220 | 2650
100-rueda 103 220 | 2740

Tabla 7.4: Resultados experimentales con n-ruedas de tipo 3

Rueda de tipo 3 | |V(G)| | GE | GB
3-rueda 10 0 0
4-rueda 13 0 0
5-rueda 16 0 50
6-rueda 19 0 50
7-rueda 22 0 60
8-rueda 25 50 60
9-rueda 28 50 110
10-rueda 31 50 110
11-rueda 34 50 220
12-rueda 37 50 220
13-rueda 40 50 220
14-rueda 43 110 270
15-rueda 46 110 330
16-rueda 49 110 330
17-rueda 52 110 380
18-rueda 55 110 380
19-rueda 58 110 490
20-rueda 61 160 550
21-rueda 64 160 600
22-rueda 67 160 660
23-rueda 70 170 710
24-rueda 73 170 770
25-rueda 76 220 830
26-rueda 79 220 880
27-rueda 82 220 930
28-rueda 85 220 | 1040
29-rueda 88 220 | 1100
30-rueda 91 220 | 1160
31-rueda 94 220 | 1320
32-rueda 97 220 | 1480
33-rueda 100 270 | 1650
34-rueda 103 280 | 1700
35-rueda 106 270 | 1810

Tabla 7.4 - Continuacién
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Tabla 7.4 - Continuacion

Rueda de tipo 3 | |V(G)| | GE | GB
36-rueda 109 280 | 1870
37-rueda 112 280 | 1980
38-rueda 115 280 | 2040
39-rueda 118 280 | 2120
40-rueda 121 280 | 2200
41-rueda 124 330 | 2430
42-rueda 127 330 | 2540
43-rueda 130 330 | 2650
44-rueda 133 330 | 2800
45-rueda 136 330 | 2910
46-rueda 139 330 | 3020
47-rueda 142 380 | 3190
48-rueda 145 380 | 3240
49-rueda 148 380 | 3350
50-rueda 151 380 | 3460
51-rueda 154 380 | 3580
52-rueda 157 380 | 3800
53-rueda 160 380 | 4070
54-rueda 163 390 | 4120
55-rueda 166 380 | 4280
56-rueda 169 380 | 4450
57-rueda 172 440 | 4510
58-rueda 175 440 | 4620
59-rueda 178 440 | 4850
60-rueda 181 440 | 5050
61-rueda 184 440 | 5280
62-rueda 187 440 | 5410
63-rueda 190 440 | 5500
64-rueda 193 440 | 5660
65-rueda 196 490 | 5770
66-rueda 199 490 | 5820
67-rueda 202 500 | 6060
68-rueda 205 490 | 6260
69-rueda 208 490 | 6470
70-rueda 211 500 | 6610
71-rueda 214 490 | 6820
72-rueda 217 500 | 7050
73-rueda 220 500 | 7230
74-rueda 223 550 | 7380
75-rueda 226 550 | 7510
76-rueda 229 550 | 7640

Tabla 7.4 - Continuacién
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Tabla 7.4 - Continuacion

Rueda de tipo 3 | |V(G)| | GE | GB
77-rueda 232 550 | 7780
78-rueda 235 610 | 7910
79-rueda 238 610 | 8020
80-rueda 241 610 | 8140
81-rueda 244 610 | 8270
82-rueda 247 610 | 8400
83-rueda 250 610 | 8530
84-rueda 253 610 | 8680
85-rueda 256 610 | 9010
86-rueda 259 610 | 9210
87-rueda 262 610 | 9380
88-rueda 265 610 | 9560
89-rueda 268 610 | 9710
90-rueda 271 660 | 9970
91-rueda 274 660 | 10230
92-rueda 277 660 | 10580
93-rueda 280 660 | 10890
94-rueda 283 660 | 11130
95-rueda 286 660 | 11470
96-rueda 289 660 | 11780
97-rueda 292 660 | 11930
98-rueda 295 660 | 12280
99-rueda 298 660 | 12670
100-rueda 301 710 | 12950

Observamos que los tiempos de ejecucién de GE, el algoritmo de Edmonds,
son mucho mejores que los registrados por GB, el algoritmo general de Blum
que desarrollamos en este trabajo. Cabe sefialar que al verificar las soluciones
de ambos algoritmos, las trayectorias aumentantes que encontraba GE por lo
general fueron de una o tres aristas, por lo cual ni siquiera fue necesario el empleo
de los conjuntos ajenos para resolver el problema en estas graficas; en cambio, las
trayectorias aumentantes halladas por GB al principio consistian de una arista
pero a partir de determinada iteracion o fase, las trayectorias eran cada vez méas
largas. Esto tiene que ver directamente con el modo de operaciéon de MDFS
que, como su nombre lo indica, resulté de una modificacién del algoritmo de
busqueda en profundidad. En contraste, el algoritmo de Edmonds emplea de
forma indirecta la bisqueda en amplitud para buscar trayectorias aumentantes,
y esto puede explicar por qué las trayectorias en general son mas cortas.
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Conclusiones

La reduccién del problema de trayectorias aumentantes al problema RP, tratada
en el Capitulo 2, nos proporciona una herramienta fundamental para la com-
prensién de los algoritmos del Capitulo 6, que surgen de acuerdo con el material
de Blum [5]. La construccién de la grafica bipartita dirigida a partir de una
grafica general estd basada en ideas semejantes a las que se siguen para el caso
especifico de graficas bipartitas. También notamos que la forma en como se
recuperan las trayectorias aumentantes en ambos casos son parecidas. Por ello
remarcamos la importancia de revisar el caso especifico antes del caso general.
De hecho, siempre que se trabaje con gréaficas bipartitas, va a ser preferible
aplicar el algoritmo especializado al general por dos razones principales:

e La grafica bipartita dirigida para el caso general tiene un poco més del
doble de vértices y de arcos que la grafica que se construye para el caso
especifico, por lo cual se requiere mayor cantidad de memoria para alma-
cenar la primera que para la segunda.

e El algoritmo DFS empleado para la solucién en el caso especifico es més
sencillo que MDFS, en el sentido de que éste maneja una alternativa por
cada tipo de arco existente en la grafica dirigida. Ademads, al aplicar el
algoritmo MDFS puede ocurrir varias veces el caso 2.c.i que obliga a usar
los conjuntos ajenos, lo cual no ocurre en el caso especifico.

El tnico inconveniente del algoritmo para el caso especifico es que es nece-
sario conocer la estructura de la grafica en cuestién antes de aplicarselo, es decir,
tener la certeza de que es bipartita y haberle identificado una biparticién. Con
respecto a los resultados practicos, ambos algoritmos tienen un buen desempeno
en las primeras fases, pues se pueden encontrar trayectorias aumentantes de una
arista, pero a partir de determinada fase, las trayectorias tienden a ser cada vez
mas largas hasta la ultima fase.

Con respecto al algoritmo de Edmonds [9], los tiempos de ejecucién en
la practica reflejan una mejor eficiencia que en los algoritmos revisados en el
Capitulo 6. Sobre los resultados del Capitulo, mencionamos que el algoritmo de
Edmonds sigue una estrategia similar a la bisqueda en amplitud BFS para la
busqueda de trayectorias aumentantes, por lo cual éstas son en general mas cor-
tas que las que se obienen aplicando cualquiera de los algoritmos de Blum. Aun
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con las graficas que alcancen el peor caso tedrico del algoritmo de Edmonds, es
muy probable que esta tendencia siga prevaleciendo en la practica. Otro detalle
importante es que la implementacién considerada para este algoritmo solamente
construye una gréfica dirigida a partir de la grafica original, lo cual representa
usar menos memoria que el algoritmo general de apareamientos que aqui exa-
minamos, ya que aparte de que la grafica bipartita dirigida tiene méas vértices
y aristas, esta construccion se realiza una vez por cada fase.

Sin embargo, nuestro enfoque representa una alternativa para todas aquellas
personas que han seguido la historia de los algoritmos de apareamiento y que han
encontrado el término blossoms en buena parte de la literatura. Para continuar
con los trabajos sobre apareamientos con este enfoque, quizd sea conveniente
intentar el disefio de algoritmos que busquen trayectorias originales en la gréfica
dirigida bipartita a la cual nos referimos en este proyecto pero operando con
alguna modificacién de la busqueda en amplitud y reducir de alguna forma
el tiempo requerido para la construccion de las graficas auxiliares, tal como
vimos en la solucién de apareamientos para graficas bipartitas. También seria
conveniente buscar la forma de reducir el espacio en memoria reservado para las
graficas auxiliares.



Apéndice A
Definiciones Basicas

El objetivo de este capitulo es presentar las definiciones bésicas de la teoria de
graficas para una mejor comprension de los resultados de este proyecto.

A.1 Graficas

Definiciéon A.1. Una gréafica consiste de un conjunto finito no vacio de vértices
y un conjunto de aristas, el cual puede ser vacio y estda formado por pares no
ordenados de vértices. Denotamos al conjunto de vértices de la grafica G por
V(G) y a su conjunto de aristas por E(G).

Cada arista (u,v) € F(G) es un par no ordenado que denotamos simplemente
por uv. Si e = uv es una arista de GG, decimos que u y v son los extremos de e
y que los vértices u y v son adyacentes.

Cada gréafica tiene un diagrama asociado. Representamos a los vértices por
medio de circulos o puntos y las aristas mediante lineas entre los pares de pun-
tos correspondientes.

Ejemplo.

e Una grafica definida por los conjuntos:
V(G) = {u,v,w,z,y,2} vy E(G) = {uv,wz,yz,uw} se representa con el
diagrama de la Figura A.1.

Definiciéon A.2. Sea G una grafica. Un camino en GG es una secuencia alter-
nada de vértices y aristas P : vg, e1,v1,€32,03,...,Vk_1, €k, Uk tal que

e; = v;_1v;, para 1 <i < k.
Sivg =uy v = w, decimos que P es un camino de u a w.

Definiciéon A.3. Sea G una gréfica y sea P un camino en G. La longitud de
P, denotada por |P|, representa el nimero de aristas que aparecen en P. A un
camino de longitud 0 se le denomina camino trivial.
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Figura A.1: Representacién de una grafica

Como las aristas de una grafica constituyen un conjunto, entonces los vértices
que aparecen en un camino determinan sus aristas. Por lo tanto, un camino
puede ser expresado por su conjunto de vértices como P : vg,v1,...,v, con
V11 € E(GQ), para 0 < i < k.

Definicién A.4. Sea G una gréfica. Una trayectoria en GG es un camino

P :wvg,vi,...,v en G tal que v; #v;, para 0 <i < j < k. Sivg=uy vx = w,
decimos que P es una trayectoria de u a w.

También expresamos una trayectoria de vy a v como [vg, v1, .. ., Vk].
Definiciéon A.5. Sea G una grafica y sea P : vg,v1,...,v; una trayectoria en

G tal que |P| > 3. Decimos que P es un ciclo simple si vg = vy,.
Ejemplos:

1. En la gréfica de la Figura A.2(a) se ilustra la trayectoria P; : u,w, 2,2, v
cuya longitud es cuatro.

2. En la gréfica de la Figura A.2(b) se muestra el camino P : y,z, w,y, z, €l
cual no es trayectoria, ya que se repite el vértice y.

3. En la gréfica de la Figura A.2(c) se observa el ciclo simple Ps : w, z, z, w.

o 0P ¢
odlilo
'asata»ae

Figura A.2: Caminos en gréaficas

Definicién A.6. Sea G una grifica y sea u € V(G). El grado de u en G,
denotado por dg(u) estd dado por:

de(u) = {v e V(G) : uwv € E(G)}|.
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Para toda grafica G, denotamos como A(G) al grado méximo de los vértices
de G y como §(G) al grado minimo, esto es:
§(G) <dg(v) < A(G), YveV(G).

Definicion A.7. Sean G y H gréaficas. Decimos que H es subgrafica de G si
V(H) CV(G) y E(H) C E(G).

[, T

Figura A.3: H es subgréfica de G

Definicién A.8. Sea G una grafica y sea S C V(G), S # (. La subgrafica
inducida por S, la cual denotamos por (S), tiene como conjunto de vértices
V((S)) = S y como conjunto de aristas E({S)) = {uv € E(G) : u,v € S}.

Definicién A.9. Sea G una grafica y sea X C F(G), X # 0. La subgréfica
inducida por X, la cual denotamos por (X), tiene como conjunto de vértices
V(X)) ={veV(G):3eec X tal que v es extremo de e} y como conjunto de
aristas F((X)) = X.

v, x,y}> <{vw, vx, xy} >:

L7

Figura A.4: Subgréficas inducidas por vértices y aristas de G
Ejemplos:

1. La Figura A.4(b) ilustra la subgréfica inducida por el conjunto de vértices
{v,z,y} de la grifica que aparece en la Figura A.4(a).

2. La Figura A.4(c) muestra la subgréfica inducida por el conjunto de aristas
{vw, vz, zy} de la grifica mostrada en la Figura A.4(a).
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Definiciéon A.10. Una subgrafica H de una gréfica G es una subgréafica gene-
radora o subgrafica de expansién de G si V(H) = V(G).

Definicién A.11. Sea G una grafica y sean u,v € V(G). Decimos que v
es alcanzable desde u si existe en G una trayectoria de u a v. Esto consti-
tuye una relacién de equivalencia sobre V(G), por tanto, induce una particién
Vi, Va,..., Vi de V(G). Las subgréficas (V1), (Va),..., (Vi) son las compo-
nentes conexas de G. Decimos que G es conexa si kK = 1, es decir, si para
cualesquiera dos vértices u,v de G, v es alcanzable desde u. En otro caso,
decimos que G no es conexa.

En la Figura A.5 se muestra una grafica con cuatro componentes conexas,

las cuales son: ({v,w, z,y}), ({z,t}), ({s}) y ({u}).

G
Figura A.5: Componentes conexas de la grafica G

Definicién A.12. Sea G una gréfica. Decimos que G es bipartita si V(G)
puede ser dividido en dos conjuntos no vacios A y B tales que:

e AUB=V(GQ);
e ANB=g;
e Vuw € E(G): u€ Ay v € B o viceversa.

Decimos entonces que los conjuntos A y B forman la biparticién de la gréfica
G, la cual denotamos por G = (4, B; E(G)).

En la Figura A.6 se muestra una gréfica G donde V(G) puede ser dividido
en los conjuntos A = {u,v,w} y B = {z,y,2} de modo que toda arista une un
vértice en A con otro vértice en B.

Observamos que en una grafica conexa bipartita GG, para cualquier trayecto-
ria de u a v, se tiene lo siguiente:

e Si la trayectoria de u a v tiene longitud par entonces u,v € A o u,v € B.

e En otro caso se tiene que u € Ay v € B o viceversa.

Una caracteristica especial de las gréficas bipartitas es que cualquiera de sus
ciclos simples debe contener un nimero par de aristas, es decir, todos sus ciclos
deben tener longitud par.
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Figura A.6: Una gréfica bipartita

Definicion A.13. Sea G una grafica. Decimos que G es un arbol si es conexa
y no tiene ciclos simples.

Definiciéon A.14. Sea G una grafica. Decimos que G es un bosque si no tiene
ciclos simples.

Las componentes conexas de un bosque son arboles y un arbol es un bosque.
Una caracteristica especial de los drboles es que para cualquier par de vértices
existe una unica trayectoria que los conecta.

A.2 Graficas dirigidas

Definiciéon A.15. Una gréafica dirigida consiste de un conjunto finito no vacio
de vértices y un conjunto de arcos o flechas, el cual puede ser vacio y esta for-
mado por pares ordenados de vértices. Denotamos al conjunto de vértices de la
gréfica dirigida D por V(D) y a su conjunto de arcos por F(D).

Estas graficas también tienen un diagrama asociado. Representamos a los
vértices analogamente al caso no dirigido pero usamos flechas en lugar de lineas
para representar los arcos.

Si e = (u,v) es un arco de D, decimos que u es el extremo inicial de e y v
es su extremo final.

La gréafica subyacente de una grafica dirigida se obtiene de ésta remplazando
todos los arcos (u,v) o (v,u) por la arista uv.

Ejemplo:

e Una grafica dirigida definida por los conjuntos:
V(D) = {u,v,w,a,y,2} y F(D) = {(u,v), (v,u), (w,v), (2,9), (. 2)} se
representa con el diagrama de la Figura A.7(a). En la Figura A.7(b) se
ilustra la grafica subyacente de la grafica indicada anteriormente.

Definiciéon A.16. Sea D una gréfica dirigida. Un camino dirigido en D es
una secuencia alternada de vértices y arcos P : vg, a1,v1,02,02 ..., Vk—1, Gk, Uk
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Lol bl

Figura A.7: Una gréfica dirigida y su grafica subyacente

tal que a; = (vi—1,v;), para 1 < i < k.
Sivg =wuy vp =w, decimos que P es un camino dirigido de u a w.

Definicion A.17. Sea D una gréfica dirigida y P un camino dirigido en D. La
longitud de P, denotada por |P|, representa el nimero de arcos de P.

También podemos simplificar la notacién y expresar un camino dirigido como
P :wvg,v1,...,v, con (v;,vi41) € F(D), para 0 <1i < k.

Definiciéon A.18. Sea D una gréfica dirigida. Una trayectoria dirigida en D
es un camino dirigido P : vp,v1,...,v; en D tal que v; # v;, para 0 <1i < j < k.
Sivg = uy v = w, decimos que P es una trayectoria dirigida de u a w. También
expresaremos una trayectoria dirigida de vy a v como [vg, vy, ..., Vk].

Definiciéon A.19. Sea D una grafica dirigida y sea P : vg,v1, ..., v, un camino
dirigido en D tal que |P| > 2. Decimos que P es un ciclo dirigido o circuito
sl vg = Vg ¥ V1, V2, ...,V son vértices distintos.

Definicién A.20. Sea D una grafica dirigida y sean v, w € V(D). Decimos que
v es un predecesor de w y que w es un sucesor de v si existe una trayectoria
dirigida de v a w en D. En este caso también decimos que w es alcanzable
desde v. Si ademés (v, w) € F(D), entonces v es un predecesor directo de w
y w es un sucesor directo de v.

Definicién A.21. Sea D una grafica dirigida y v € V(D). El ingrado de v
en D, denotado por §,(v), es el nimero de predecesores directos de v en D. El
exgrado de v en D, denotado por 55 (v), es el nimero de sucesores directos de
ven D.

Ejemplos:

1. En la gréfica dirigida de la Figura A.8(a) se ilustra la trayectoria dirigida
P :u,v,z de u a z, por lo cual tenemos que x es alcanzable desde wu.

2. En la gréafica dirigida de la Figura A.8(b) se muestran los ciclos dirigidos
P ru,w,uy Ps:w,v,z,w.

3. En la misma figura, observamos que v tiene ingrado uno y exgrado dos, ya
Y )
que w es su unico predecesor directo y los vértices x y u son sus sucesores
directos.



A.2. GRAFICAS DIRIGIDAS 97

(a) (b)

Figura A.8: Caminos en graficas dirigidas

Definiciéon A.22. Sea D una grafica dirigida. Decimos que D es bipartita si
V(D) puede ser dividido en dos conjuntos no vacios A y B tales que:

o AUB=V(D);
e ANB=g;
o V (u,v) € F(D): ue Ay v € B o viceversa.

Decimos entonces que los conjuntos A y B forman la biparticién de la grafica
dirigida D, la cual denotamos por D = (A, B; F(D)).

En una gréfica dirigida bipartita D, para cualesquiera vértices u,v € V(D)
tales que u es alcanzable desde v, se tiene lo siguiente:

e Si la trayectoria dirigida de v a u tiene longitud par entonces u,v € A o
u,v € B.

e En otro caso se tiene que u € Ay v € B o viceversa.
Definicion A.23. Una gréfica dirigida D es asimétrica si
YV u,v € V(D): (u,v) € F(D) = (v,u) ¢ F(D).
Definiciéon A.24. Una gréfica dirigida D es simétrica si

Vu,veV(D): (u,v) € F(D) < (v,u) € F(D).

Figura A.9: Un arbol enraizado
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Definiciéon A.25. Sea D una gréfica dirigida. Decimos que D es un arbol
dirigido si es asimétrica y su grafica subyacente es un arbol.

Definicién A.26. Sea D un arbol dirigido. Decimos que D es un arbol en-
raizadosids € V(D) tal que V't € V(D), t es alcanzable desde s. A este vértice
lo llamamos raiz de D y en este caso decimos que D es un arbol enraizado en
s. También se le conoce a D como arborescencia.

En la gréfica dirigida de la Figura A.9 se observa que todo vértice es alcan-
zable desde s. Ademds, esa gréfica es asimétrica, puesto que para cada par de
vértices existe a lo mas un arco que los une. También su grafica subyacente es
un arbol, por lo tanto, la grafica ilustrada es un drbol enraizado cuya raiz es el
vértice s.



Apéndice B

El algoritmo de
apareamiento de Edmonds

En este capitulo revisaremos la estrategia empleada por Jack Edmonds [9] para
resolver el problema de apareamiento méaximo para graficas en general. Tal
estrategia estd basada en hallar trayectorias aumentantes con respecto a un
apareamiento dado.

Una forma de buscar trayectorias aumentantes podria ser la siguiente:
Supongamos que M es el apareamiento actual, entonces tomamos un vértice x
que no sea M-apareado, revisamos si existe un vértice y adyacente a x que sea
M-apareado y continuamos ahora desde el vértice que resulta ser la pareja de
y, marcando a estos vértices como visitados. Si encontramos otro vértice que
no sea M-apareado, entonces tendriamos una trayectoria M-aumentante. Sin
embargo, esta estrategia tiene ciertos inconvenientes, como el que veremos a
continuacion:

Observemos la gréfica de la Figura B.1. Si empezamos a buscar trayectorias
aumentantes desde v, vemos que vzvy € M, y por tanto llegamos a vy. Ahora
tenemos dos opciones: tanto vy como vg estan apareados, pues vsvg € M. Si
consideramos a vs, siguiendo la estrategia planteada, solo podriamos seguir hacia
vg y concluir que no existe trayectoria M-aumentante. En cambio, si tomamos
a vg, seguimos hacia vs y después a v7. Como vy no es M-apareado, concluimos
que [1)1, V3, Vg, Vg, Us, 1)7] es una trayectoria M-aumentante.

Figura B.1: Una grafica con dificultades para hallar trayectorias aumentantes
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Entonces el orden en que son examinados los vértices puede afectar de ma-
nera significativa el resultado, lo cual no deberia pasar. No obstante, es posi-
ble resolver esta situacién. Primero revisamos los aspectos primordiales para
comprender el algoritmo de Edmonds y después nos enfocamos en su imple-
mentacion.

B.1 Fundamentos basicos

Definicion B.1. Sea G una grafica y M un apareamiento de G. Una flor de
G consiste de:

e Una trayectoria M-alternante P : u,...,v de longitud par tal que u no es
M-apareado. Posiblemente u = v.

e Un ciclo B : wg,ws,...,w.—1,wy de longitud impar tal que wy = v,
[wo, w1, ..., wr—1] ¥ [w1,...,wr_1,wp] son trayectorias M-alternantes y
las aristas wow; y w,-_1wo no estan en M.

Al ciclo B se le conoce como blossom de G con respecto a M y al vértice v
se le conoce como la base de B. En la Figura B.2 se muestra la forma general
de una flor en una grafica. Las aristas gruesas forman parte del apareamiento M.

Figura B.2: Forma general de una flor en una gréafica

El algoritmo propuesto por Edmonds, ademas de buscar trayectorias au-
mentantes, contempla la posibilidad de encontrar blossoms con respecto al
apareamiento actual en la grafica dada G. Cuando esto ocurre, se construye
una gréfica G/B a partir de G reduciendo todos los vértices de B en un sélo
vértice como sigue:

e V(G/B) = (V(G)\ V(B))U{b}, con b un vértice nuevo.

e E(G/B)=(E(G)\{uv:ueV(B)oveV(B)})
U{wb:w ¢ V(B)y Iye V(B) adyacente a w}.

Al proceso de construcciéon de esta grafica se le conoce como reduccién o
compresién del blossom B.
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A la gréafica para la cual deseamos obtener un apareamiento méaximo le lla-
mamos grafica original y cualquier grafica que sea producto de una o varias
reducciones de blossoms le llamamos grafica reducida.

El Teorema B.1 proporciona una justificaciéon de las reducciones de blossoms
y por ende, el fundamento del algoritmo de Edmonds. Una trayectoria au-
mentante en una grafica reducida puede ser transformada en una trayectoria
aumentante en la grafica original, expandiendo los blossoms en el orden inverso
a su reduccién y reconectando las partes separadas de la trayectoria de ma-
nera conveniente por cada reducciéon. La demostracion se puede consultar en el
material presentado en [16, 19].

Teorema B.1. Si G’ = G/B, donde B es un blossom de G, entonces G’ contiene
una trayectoria aumentante si y sélo si G también contiene una trayectoria
aumentante.

Definiciéon B.2. Un arbol T es llamado M-alternante si contiene trayectorias
alternantes, las cuales tienen como extremo en comun a un vértice distinguido
x, el cual es llamado raiz de T' y ademas, es el inico vértice no M-apareado en
T. Decimos que T' estd enraizado en x.

Definiciéon B.3. Sea T un arbol M-alternante y v un vértice de T'. Decimos
que v es vértice par si la trayectoria alternante que lo conecta con la raiz de
T tiene longitud par. En otro caso, decimos que v es vértice impar.

El algoritmo construye un bosque de arboles alternantes, enraizados en
vértices que no son apareados con respecto al apareamiento actual y comprime
los blossoms en cuanto los detecta. Cada vértice v serd etiquetado como par
o impar de acuerdo con la definicién B.3. Sea M el aparemiento actual. Ini-
cialmente los vértices que no son M-apareados se etiquetan como pares y a los
apareados no se les etiqueta. Para cualquier vértice v apareado denotamos por
mate(v) al vértice w tal que vw € M. El proceso se repite hasta que ya no
queden aristas por examinar.

Sea e = uv una arista no examinada tal que u es par. Hay varias posibili-
dades:

1. Si v no esta etiquetado, lo etiquetamos como impar. Puesto que v estéa
apareado, etiquetamos a mate(v) = w como par y de esta forma extende-
mos el arbol alternante donde esta u, con las aristas uv y vw.

2. Siw estd etiquetado como par y ambos extremos estdn en distintos arboles
alternantes, consideramos lo siguiente: sean 7,7, las raices de los arboles
que contienen respectivamente a u y a v. Entonces la unién de la trayecto-
ria [ry, ..., u] junto con e y la trayectoria [v, . ...r,] forman una trayectoria
M-aumentante, puesto que e ¢ M y tanto r,, como r, no son M-apareados.
Actualizamos el apareamiento tomando la diferencia simétrica de las aris-
tas de la trayectoria encontrada y las de M para repetir el proceso.
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3. Si v estd etiquetado como par y ambos extremos estdn en el mismo arbol
alternante, entonces hemos detectado la existencia de un blossom, el cual
reducimos asi: supongamos que x es la raiz del arbol alternante; entonces
la base del blossom es un vértice b que aparece tanto en la trayectoria
alternante de z a w como en la de x a v y es el mas lejano a x con esa
propiedad. A ese vértice le conocemos como el predecesor comin més
cercano de uw y v. El resto de los vértices del blossom seran todos los
vértices que estan en las trayectorias de b a u y de b a v. Etiquetamos b
como par y repetimos el proceso con la grafica reducida.

B.2 Ejemplo

Consideremos la gréfica de la Figura B.3. Las aristas del apareamiento actual
M aparecen remarcadas y tenemos que los vértices vy3,v14 ¥ v15 no son M-
apareados y por tanto estdn etiquetados como vértices pares. Comenzando por
v13, podemos marcar a vz y v12 como impares y por ende, podemos etiquetar vg
y v11 como pares. Seguimos con vg y al examinar la arista vgvy; descubrimos el
blossom B : vi3,v7,vs, 011, V12, V13. La base es v13 puesto que es el predecesor
mas cercano que tienen vg y vi1.

Figura B.3: Ejemplo de aplicacién del algoritmo de Edmonds

La construccién de la grafica G' = G/B; se observa en la Figura B.4. No-
tamos que by es el vértice nuevo que representa a todos los vértices del blossom
Bj y es etiquetado como par. Empezando con este vértice, podemos marcar a
Vg ¥ Vg COMO impares y por tanto a vig y vs como pares. Luego revisamos la
arista v19vs y encontramos el blossom Bs : by, vg,v10, V5, v6,b1. La base es by
pues es el predecesor comin mas cercano de vig y vUs.

La construccién de la grafica G” = G'/Bsy se observa en la Figura B.5.
Observamos que by es el vértice nuevo que representa a todos los vértices del
blossom Bs y ademas bs es etiquetado como par. Partiendo de by, examinamos
la arista byvs con lo cual etiquetamos a v como impar y por tanto a v4 como par.
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Figura B.6: Apareamiento actualizado en G

Continuamos con éste ultimo, etiquetamos a vy como impar y luego a v
como par. Finalmente examinamos la arista vov15 y encontramos la trayecto-
ria aumentante P” : by, v3,v4, U1, V2, V15 pues ambos extremos estdn en arboles
alternantes distintos. Una vez obtenida P”, podemos construir a partir de ella
la trayectoria aumentante P’ : by, vg, 19, Us, Vs, U3, U4, U1, U2, U15 en G’ y luego,
obtenemos la trayectoria aumentante P : v13, v7, vs, Vg, V10, Us, Vg, U3, U4, U1, V2, V15
en GG y obtenemos el apareamiento méximo ilustrado en la Figura B.6.
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Los inconvenientes de este algoritmo son principalmente la representacion de
graficas reducidas y la recuperacion de las trayectorias aumentantes en la gréafica
original. Sin embargo, se pueden emplear estructuras de datos de conjuntos
ajenos para ello y obtener una implementacién que permite resolver el problema
de apareamiento en gréficas generales con un tiempo de ejecucién O(nma(m,n))
en el peor caso, donde n es el nimero de vértices y m es el niimero de aristas.
La implementacién que revisaremos a continuacién estd basada en [16, 19].

B.3 Implementaciéon

Recordamos que el algoritmo construye un bosque de arboles alternantes en-
raizados en vértices que no estan apareados. En la implementacién haremos
esto mediante una serie de etiquetas sobre los vértices de la grafica original,
la cual previamente transformamos en una gréafica dirigida de modo que cada
arista vw se represente con dos arcos (v, w) y (w,v).

Una de las etiquetas empleadas es state, la cual establece el estado actual
de un vértice v con respecto al bosque construido: aquellos vértices que no son
apareados con respecto al apareamiento actual se etiquetan inicialmente como
vértices pares, mientras que a los demds se les asigna una etiqueta que indica
que no han sido agregados al bosque. Estos vértices eventualmente seran eti-
quetados como pares o impares segun sea el caso. De esta forma, state(v) puede
tomar tres valores: even si v es par, odd si v es impar o unreached si v no ha
sido agregado al bosque.

Otra etiqueta empleada para cada vértice v es mate(v), que corresponde al
vértice w tal que vw es una arista del apareamiento. Si existe tal vértice w,
entonces se marca con una etiqueta matched(v) = true, en otro caso, se tendra
matched(v) = false, y mate(v) quedard sin definir.

Para el recorrido de los drboles alternantes, se utiliza una etiqueta parent(v),
que indica cudl es el predecesor directo de v en el drbol alternante donde éste
se encuentre. Esta etiqueta no se modifica cuando un vértice es reducido en otro.

Para la representacion implicita de un blossom utilizamos conjuntos ajenos
con unién por rango y compresién de trayectorias. Cada uno de los conjuntos
corresponde a un blossom encontrado en la grafica por el algoritmo.

Como sabemos, cada conjunto cuenta con un elemento candnico que repre-
senta a todos sus elementos y lo podemos obtener con la operacién find. Sin
embargo, lo que se busca es fijar a uno de los vértices del conjunto como la base
del blossom, que no necesariamente tiene que ser el elemento canénico. Es por
esto que recurrimos a otra etiqueta denominada origin(v) para cada vértice.
Asi, podemos saber cudl es la base del blossom que contiene a v mediante la
operacion origin(find(v)).
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Sea G la grafica original. Supongamos que G’ es la gréfica actual obtenida a
partir de G por medio de uno o varios procesos de reduccién. La relacion entre
ambas puede expresarse de la siguiente manera:

Para cada v € V(G) :
e si origin(find(v)) = v entonces v € V(G').

e si origin(find(v)) # v, entonces v ha sido compactado en el vértice
origin(find(v)).

Por tanto, la gréfica actual G’ se define como sigue:
V(G") = {origin(find(v)) | v € V(G)}

E(G") = {v'w'" | v = origin(find(v)),w" = origin(find(w))}
donde v,w € V(G).

Usaremos una etiqueta visited para los vértices pares que ya han sido agre-
gados al bosque, para el caso en que sea revisada una arista con dos vértices
pares u y v, pues puede tratarse de una trayectoria aumentante o un blossom.
De esta forma, u y v tienen un antecesor comin si y sélo si a lo largo de la
trayectoria que termina en w hay un vértice ya visitado de la trayectoria que
termina en v o viceversa. Es necesario determinar en cual de estas dos trayec-
torias aparece cada vértice que se revisa. Este proceso se hace con un recorrido
sobre la gréfica actual usando las etiquetas parent.

Cuando una arista vw cierra un blossom, todos los vértices impares con-
tenidos en él tienen la propiedad de que existe una trayectoria alternante de
longitud par desde la raiz de su arbol alternante hacia ellos. Tales trayectorias
incluyen la arista vw a la cual llamamos puente. Por tanto, para los vértices im-
pares ubicados en la trayectoria en el arbol de v a la base del blossom, tenemos
que indicar que (v, w) es el arco que representa la direccién que sigue el puente,
mientras que para los que aparecen en la trayectoria en el arbol de w a la base
del blossom, se indica que la direccién que sigue el puente estd representada
por el arco (w,v). La direccién que sigue la arista puente para cada vértice
del blossom la identificaremos con la etiqueta bridge. De esta forma, podremos
transformar una trayectoria aumentante en la grafica actual a una en la gréafica
original, sin la necesidad de conocer las gréficas intermedias que se usaron en
las reducciones efectuadas.

Ahora detallaremos el algoritmo de Edmonds con las ideas dadas sobre la
implementacién. Asumimos que v’ = origin(find(v)) y v’ = origin(find(w)).
Utilizaremos una cola ) para almacenar los vértices que se vayan etiquetando,
los cuales en general son pares, salvo en el caso 3(a) que aqui explicaremos.
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También definiremos la forma en la que se reconstruye una trayectoria aumen-
tante en la gréafica original.

Sea (v,

w) € E(G) no examinada tal que state(v') = even. Tenemos varios

casos nuevamente:

1. Si’

= w’ no hacemos nada. Lo mismo ocurre si state(w') = odd.

2. Si state(w’) = unreached, lo cual equivale a que state(w) = unreached,
entonces podemos extender el arbol alternante definiendo las etiquetas
como sigue: state(w) = odd, parent(w) = v, state(mate(w)) = even y
parent(mate(w)) = w. Agregamos finalmente mate(w) a Q.

3. Si state(w’) = even entonces hay otros dos casos:

(a)

si v’ y w’ estédn en el mismo 4rbol alternante, entonces hemos encon-
trado un blossom cuya base b es el antecesor comin mas cercano de
ambos y ademds, es par. Por cada vértice x dentro del blossom defin-
imos origin(find(x)) = b y unimos los conjuntos ajenos que contienen
a by axz. Con esto aseguramos que para cualquier vértice z que esté
en el blossom y sea elemento candnico, se tenga la informacién de que
b es el vértice en el cual fue compactado. Si x es un vértice impar
definimos bridge(x) = (v,w) si estd en la trayectoria de b a v y en
cambio, ponemos bridge(z) = (w, v) si estd en la trayectoria de b a w.
Este es el tnico caso donde agregamos vértices impares a @), puesto
que los vértices adyacentes a ellos en GG, ahora son adyacentes a b en
G’. Se repite el proceso.

si v’ y w' estdn en distintos drboles alternantes, entonces hemos en-
contrado una trayectoria aumentante. Sea r, la raiz del drbol que
contiene a v’ y 1, la del 4rbol que contiene a w’. Deciamos en la
seccién anterior que si unimos las trayectorias [ry, ..., v] y [w, ..., 7],
tenemos una trayectoria aumentante. El detalle es que la primera de
estas dos trayectorias no puede ser recuperada directamente con las
etiquetas parent, pues éstas van en sentido inverso, por tanto necesi-
tamos invertir el orden de los vértices que se obtienen de ella. Ahora
definimos inductivamente un procedimiento que recupera la trayec-
toria aumentante entre dos vértices z,y € V(G):

e Si x =y, la trayectoria consiste iinicamente del vértice x.

e Six #yy state(x) = even entonces consideramos la trayectoria
alternante P’ : parent(mate(z)),...,y. Por tanto, la trayectoria
aumentante buscada consiste de x, mate(x) y los vértices de P’.

e Six # yy state(z) = odd entonces recurrimos a la etiqueta
bridge(x) = (a,b). Consideramos las trayectorias alternantes
Py :b,...,yy Py : a,...,mate(x). Por tanto la trayectoria
aumentante buscada consiste de x, los vértices de P> en or-
den inverso y los vértices de P;. Se repite el proceso con el
apareamiento nuevo.



Apéndice C
Conjuntos Ajenos

Algunas aplicaciones involucran el agrupamiento de n objetos distintos en una
coleccién de conjuntos ajenos. Dos operaciones fundamentales son determinar
el conjunto al cual pertenece un elemento dado y unir dos conjuntos. En este
capitulo revisamos métodos para el mantenimiento de una estructura de datos
que soporte esas operaciones.

C.1 Especificacién

En esta seccién presentamos el tipo de datos abstracto para conjuntos ajenos,
que como su nombre lo indica, mantiene una coleccién de conjuntos ajenos y
dindmicos, S = {51, 52,...,5c}. Cada conjunto S; es identificado por un re-
presentante, también denominado elemento candénico del conjunto .S;.

Las operaciones especificadas para la manipulacién de conjuntos ajenos son:

e makeSet(x). Crea un nuevo conjunto cuyo tnico miembro es el elemento
x e incorpora el conjunto a la coleccién.

e union(z,y). Construye un nuevo conjunto que es la unién de los dos conjun-
tos cuyos elementos candnicos son x y y. Destruye los conjuntos antiguos
y determina un representante para el nuevo conjunto. Se asume que = # y.

e find(z). Regresa el elemento canénico del conjunto que contiene al ele-
mento x.

A continuacién ilustramos con un ejemplo la manipulacién de una colecciéon

de conjuntos ajenos con estas operaciones. El elemento canénico de cada con-
junto es el que aparece en primer lugar del conjunto correspondiente.

Ejemplo.
S.makeSet(a) — S = {{a}}
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S.makeSet(b) — S = {{a},{b}}
S.makeSet(c) — S = {{a},{b},{c}}
S.makeSet(d) — S = {{a}, {b},{c},{d}}
S.makeSet(e) — S = {{a}, {b},{c}, {d}, {e}}
S.union(a,b) — S = {{a,b},{c}, {d},{e}}
S.union(c,e) — S = {{a,b},{c,e},{d}}
Sfind(e) — ¢

Para el andlisis de los tiempos de ejecuciéon de las operaciones definidas
denotamos por n al niimero de elementos agrupados en la colecciéon, es decir, el
numero de operaciones makeSet y por m al niimero total de operaciones makeSet,
union y find. Como el niimero de operaciones makeSet est4 incluido en el nimero
total de operaciones m, se tiene que m > n. Como los conjuntos son ajenos,
cada vez que se ejecuta la operacién find se reduce el nimero de conjuntos en
una unidad, por lo cual, es posible ejecutar a lo mas n — 1 veces la operacién
find, ya que después de ello queda solamente un conjunto en la coleccién.

C.2 Representacion Galler-Fischer

La estructura de datos propuesta por Galler y Fischer para el mantenimiento de
conjuntos ajenos representa cada conjunto como un arbol enraizado cuyos nodos
son los elementos del conjunto. El elemento candnico es la raiz del arbol. Cada
nodo z tiene un apuntador p(z) a su padre en el drbol y la raiz del drbol apunta
a si misma. Con esto las operaciones quedan determinadas de la siguiente forma:

e makeSet(x). Se define p(z) = .

e union(z,y). Se define p(y) = x, es decir, el elemento candnico del nuevo
conjunto es x.

e find(x). Se siguen los apuntadores padre desde x hasta el nodo raiz del
arbol que lo contenga y se regresa la raiz.

Con esta representacion y la forma en como se definieron las operaciones,
resulta que los tiempos de ejecucién de makeSet y union son constantes. Sin
embargo, la definicién de la operacién union, denominada union simple, provoca
que el tiempo de ejecucién de una operacién find sea O(n), pues puede ocurrir
en algiin momento que los n nodos se encuentren en el mismo arbol, formando
una trayectoria dirigida.

Para mejorar los tiempos de ejecucién de las operaciones con la estructura
propuesta por Galler y Fischer, se manejan diversas estrategias; unas consideran
ciertos criterios para la unién de los conjuntos y otras comprimen las trayecto-
rias de buisqueda del elemento canénico de un conjunto, una vez que han sido
determinadas.
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C.3 Estrategias para mejorar el tiempo de eje-
cucion

Compresion de trayectorias. Consiste en cambiar la estructura de los arboles
cada vez que se lleva a cabo una operacion find, moviendo algunos nodos méas
cerca de la rafz. Cuando se ejecuta la operacién find(z), luego de identificar la
trayectoria entre x y la raiz r del drbol que contiene a x, se obliga a que cada
nodo de la trayectoria de x a r apunte directamente a r. De esta forma, la
operacion find recorre dos veces dicha trayectoria.

Figura C.1: Compresién de trayectorias

La Figura C.1 muestra un ejemplo del proceso de compresién de trayectorias
después de ejecutar la operacion find(a). En la parte (a) se muestra la trayec-
toria [a,b,c,d,e] y en la parte (b) se observa el efecto de su compresién. Los
tridangulos representan subarboles.

Uniodn por rango. Se mantiene para cada nodo x un entero no negativo lla-
mado rango de z y denotado por r(z), que representa una cota superior sobre la
altura de x en el 4&rbol donde se encuentra. La altura de x es el nlimero de aristas
en la trayectoria més larga entre x y cualquier nodo que no tenga descendientes.

Cuando se ejecuta una operacién makeSet(z), se define r(x) = 0. Para unir
dos conjuntos cuyos elementos candnicos son x y y se comparan los rangos de
estos elementos y se procede como sigue:

e Sir(xz) > r(y) entonces se define p(y) = =
e Sir(z) <r(y) entonces se define p(z) =y

e Si r(z) = r(y) entonces se define p(x) = y y se incrementa r(y) en una
unidad.
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La Figura C.2(a) ilustra el proceso de unién cuando se tienen elementos
candnicos con diferente rango: el nodo con rango r apunta al nodo con rango s;
mientras que la Figura C.2(b) muestra la unién cuando se tienen elementos con
el mismo rango: ademéas de que el nodo con rango r apunta el nodo con rango
s, éste toma un rango de valor s + 1.

X% &R

Figura C.2: Unién por rango

En el Listado 21 se presenta un pseudocédigo que recupera las ideas expues-
tas sobre la representacién de conjuntos ajenos con unién por rango y compresion
de trayectorias. Cada nodo x tiene una etiqueta r(x) que representa el rango
de z y una etiqueta p(x) que representa el apuntador al padre de x en el drbol
donde se encuentre. En el método que representa la operacién find, la variable
c_e representa el elemento candnico del conjunto de x.

Cada estrategia por separado mejora el tiempo de ejecucién del total de
operaciones realizadas. Hay una mejora maés significativa si se aplican ambas
estrategias. En este material no incluimos las demostraciones sobre ello, pero
resulta que si usamos tinicamente unién por rango, el tiempo de ejecucion en el
peor caso es O(mlogn). Si empleamos nada mds la compresion de trayectorias,
necesitaremos conocer el nimero k de operaciones find que se ejecuten, pues
mientras més grande sea k, habra mdas compresiones y las operaciones subse-
cuentes se ejecutaran mas rapido. Si k < n, se tiene un tiempo de ejecucién en
el peor caso de ©(n + klogn), pero si k > n, entonces el tiempo de ejecucion es

@(If 10g(1+k/n) TL)

Cuando se aplican ambas estrategias, el peor caso es O(ma(m,n)), donde
a(m,n) es la inversa de la funcién de Ackermann, que definimos a continuacion.
Cabe senalar que para todos los propositos practicos donde se involucren los
conjuntos ajenos, a(m,n) < 4, por lo que se puede ver el tiempo total de
ejecucién como si fuera lineal en el nimero total de operaciones m, aunque
a(m,mn) no sea constante.
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Listado 21 Conjuntos ajenos con unién por rango y compresion de trayectorias

procedure makeSet(z);
1 p(x) =x;
2: r(z) = 0;
procedure union(z,y);
1 if r(x) > r(y) then

2. ply) =

3: else

4 px) =y;

5. if r(z) = r(y) then
6: r(y) =r(y) +1;
7. end if

8: end if

procedure find(x);
1: if p(z) = x then
c.e = m;
else
p(x) = find(p(x));
c.e = p(z);
end if

C.4 La funcién de Ackermann y su inversa

Sean ¢ y j dos nimeros naturales. La funcién de Ackermann se define como
sigue:

A(l,j) =2 para j > 1,
Ai,1) = A(i —1,2) para i > 2,
A(Za]) = A(Z - ]_,A(Z,] - 1)) para Za] > 2.

Esta funcién tiene la propiedad de que crece rapidamente. De hecho es es-
trictamente creciente con cada argumento. En cambio su inversa es una funcién
que crece lentamente.

Se define la funcién inversa de la funcién de Ackermann de la siguiente forma
param >n > 1,

a(m,n) =min{i > 1| A(i,[m/n]) > logn}.

Para valores fijos de n, conforme el valor de m crece, [m/n| toma valores mas
grandes mientras que la funcién a(m,n) toma valores cada vez menores. Esto
va de acuerdo con lo que intuitivamente se mencionaba, ya que para un niimero
dado n de elementos, al aumentar el nimero de operaciones, esperariamos que
las trayectorias de cada nodo a sus respectivas raices tuvieran menor longitud
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debido a la compresién de trayectorias.

Observamos que [m/n| > 1, pues m > n, por tanto A(i, |m/n]) > A(i,1)
Vi > 1.

En particular, A(4, |m/n]) > A(4,1) = A(3,2) = A(2,16), lo cual es mayor
que el niimero estimado de &tomos en el universo, aproximadamente 108°. Sélo
para valores muy grandes e imprécticos de n se tendria que A(4,1) < logn, por
tanto, podemos decir que a(m,n) < 4 para todos los propdsitos précticos.

Para mayores detalles tedricos sobre el andlisis del tiempo de ejecuciéon de los
métodos revisados para conjuntos ajenos y la funcién de Ackermann, sugerimos
la consulta del material presentado en [8, 20].
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