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“El peor enemigo
que puede tener alguien
es su propia mente.”
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Introduccion

Una rama de la Topologia es la llamada “Topologia de Conjuntos”, la cual
se dedica a estudiar las propiedades de los espacios topoldgicos con ayuda de
herramientas de Teoria de Conjuntos. Como primer ejemplo, tenemos el famoso
“Axioma de Eleccion” que al parecer es un principio muy simple e intuitivo
y que, sin embargo, es motivo de controversia filoséfica en las matematicas.
Existen incontables resultados que dependen de dicho axioma. Inclusive hay un
texto ([8]) en el cual se analizan los “desastres” (en las palabras del autor) que
ocurren con y sin el axioma de eleccién, en diversas ramas de las matematicas,
no sélo en topologia.

Distintas realidades topoldgicas se presentan al suponer distintos axiomas
de Teoria de Conjuntos. En este trabajo, abordamos una instancia de esta idea.
Un espacio tiene celularidad numerable si cualquier conjunto de abiertos ajenos
dos a dos es a lo mas numerable. Una pregunta natural es si la propiedad de
celularidad numerable es productiva. Es decir, nos preguntamos si cada vez
que una familia de espacios tienen celularidad numerable, su producto también
tiene celularidad numerable. Sucede que este resultado es independiente de los
axiomas de Zermelo-Fraenkel més el Axioma de Eleccion.

Lo que se demuestra y presenta en este trabajo es que, en presencia del
axioma de Martin, la propiedad de celularidad numerable es productiva. En
cambio, si se supone la Hipdtesis del Continuo, se construyen dos espacios con
celularidad numerable cuyo producto no tiene celularidad numerable.

Al principio, puede ser que al lector le parezca un resultado impresionante.
Sin embargo, existe un resultado topolégico que también es independiente de
los axiomas de Zermelo-Fraenkel y es aceptado por todos los topdlogos como
cierto. Este es el famoso teorema de Tihonov, que nos dice que la compacidad
es una propiedad productiva. Sucede que el teorema de Tihonov es equivalente
al axioma de eleccién [8, 4.68, p. 86].

La idea de este trabajo surgié durante uno de los cursos del Posgrado en
Ciencias Matematicas de la UNAM impartido por el Dr. Angel Tamariz Mas-
carta, durante el ultimo semestre del ano 2007. Este curso se basaba en el libro
“Extensions and Absolutes of Hausdorff Spaces” de Jack R. Porter y R. Grant
Woods (citado en este trabajo como [13]), el cual, en su seccién 3.5, aborda
el tema del axioma de Martin y la hipétesis del continuo y sus interpretacio-
nes en la Topologia. Le agradezco a Angel la disposicion de ayudarme con este
proyecto.
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Los requisitos mateméaticos para este trabajo consisten en los conceptos de
Topologia General que se abordan en dos cursos de nivel licenciatura. Con res-
pecto a los requisitos de Teoria de Conjuntos, no se supondra un conocimien-
to profundo sobre los axiomas de Zermelo-Fraenkel pero si se debe conocer el
Axioma de Elecciéon. De todas maneras, en el primer capitulo se recuerdan los
conceptos y resultados que seran usados durante el cuerpo principal del trabajo.

Me gustaria agradecerle en especial al Dr. Alejandro Illanes Mejia ya que
desde que me inicié en Matematicas durante mis tiempos de olimpico me ha
apoyado mucho. También agradezco al CONACyT por el apoyo econémico de
la beca de estudios de maestria y al Instituto de Matematicas de la UNAM por
el lugar que me ha otorgado en el cubiculo de becarios, junto con los apoyos
econdémicos para asistir a diversos congresos que han servido como parte de mi
formacién.

Rodrigo Herndndez
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se dard un breve resumen, sin demostraciones, de los conceptos
y resultados que considero basicos y que se usaran en el resto del trabajo. Si
el lector ya tiene conocimiento de los conceptos basicos de teoria de Conjuntos,
Topologfa, Cardinales y Ordinales, recomendamos saltarse este capitulo (o las
secciones que el lector crea conveniente) y inicamente usarlo como referencia.
También se aprovecha para introducir la notaciéon que se usara en el resto del
trabajo.

1.1. Conjuntos

Recordemos que nuestra Teoria de Conjuntos se basa en los axiomas de Zermelo-
Fraenkel. Se remite al lector a [10, Capitulo 1], en donde se puede encontrar una
excelente exposicion de la construccion del concepto de conjunto. Otra referencia
muy recomendable para Teorfa de Conjuntos es [11].

Si X es un conjunto, denotaremos su conjunto potencia por £(X). Si f :
X — Y es una funcién, A C X y B C Y, denotemos la imagen de A bajo f por
f[4] y la imagen inversa de B bajo f como f[B].

Uno de los axiomas de la Teoria de Conjuntos més famoso y discutido entre
los matematicos es el Azioma de Eleccion. La razdn de esto es que este axioma
pide la existencia de un conjunto sin construirlo. Es seguro que el lector se ha
encontrado directa o indirectamente con este axioma.

[AC] Para cualquier conjunto A y cualquier familia de conjuntos A = {4 : A €
A} existe una funcidn de eleccidn, es decir, una funcién f : A — (JA tal que
f(A) € Ay para cualquier A € A.

Remitimos al lector al texto [8] en el que se exploran varios usos de AC en
diversas ramas de las matemdticas, ademds de los “desastres” (en palabras del
autor) que ocurren con o sin AC. Es posible que el lector inclusive no se dé cuenta
cuando usa AC, ya que como se muestra en [8], su uso a veces estd “escondi-



do”. Sin embargo, es muy probable que haya usado concientemente alguna de
sus formulaciones equivalentes. Para poder enunciarlas, primero damos unas
definiciones.

Para un conjunto A y una relacién binaria < C A x A, denotemos (z,y) € <
como z < yy (x,y) ¢ < como z £ y. Ademds, abreviaremos 2 < yy x # y
como x < y. La relacién < se le llama orden (no estricto) si se cumplen las
siguientes tres condiciones para cualesquiera z,y, z € A.

o <z,
o siz <yyy <z, entonces z =y,
e siz <yyy<z entonces z < 2.

Consideremos B C A. Diremos que z € A es una cota superior (respecti-
vamente, inferior) de B, con respecto al orden <, si para todo y € B, se tiene
que y < x (respectivamente, z < y). Un elemento x € A es maximal (respecti-
vamente, minimal) de B, con respecto al orden <, si z € B y si cada vez que
y € B es tal que = < y (respectivamente, y < x), entonces x = y. Diremos que
x € A es el supremo (respectivamente, infimo) de B y escribiremos x = sup B
(respectivamente, x = inf B), si x es minimal (respectivamente, maximal) en el
conjunto de cotas superiores (respectivamente, inferiores) de A.

Diremos que < es un orden total si ademads, para cualesquiera z,y € A se
tiene que z < y 6 y < x. Si tenemos que para cualquier B C A con B # (), existe
x € B tal que z < y para todo y € B, entonces llamamos < un buen orden. Es
claro que todo buen orden es un orden total. En todos estos casos, cuando la
relacion de orden sea clara, no tendremos que repetir el nombre de la relacién
en cada uno de los términos.

Si P es un conjunto parcialmente ordenado, definimos los siguientes conjun-
tos, para a,b € P, que son comunmente llamados intervalos:

(—,a) = {xe€eP:zx<a}
(a,—) = {zeP:a<ua}
(a’ b) = (<_’ b) N (av _>)

Un isomorfismo de orden entre dos conjuntos P y @, parcialmente ordenados
por las relaciones <p y < respectivamente, es una biyecciéon f : P — Q tal
que x <p y siysélosi f(z) <¢g f(y), para cualesquiera x,y € P.

Consideremos los siguientes dos enunciados.

[ZORN] Si A es un conjunto y A C H(A) es una familia no vacia de subconjuntos
tal que cada subfamilia de A totalmente ordenada por la contencién de conjuntos
tiene una cota superior, entonces A tiene un elemento maximal con el orden dado
por la contencién de conjuntos.

[WO] En todo conjunto se puede definir un buen orden.



El enunciado ZORN es conocido como el “lema de Zorn” y WO como “prin-
cipio del buen orden”. Ambos son equivalentes a AC por lo que se pueden to-
mar como axiomas. Existen varios versiones mas de AC, pero éstas se salen del
objetivo de este trabajo. Remitimos al lector a [8] para consultar tanto otras
versiones de AC como la prueba de que éstas son equivalentes, incluidas las tres
que nosotros manejaremos.

Sea P un conjunto parcialmente ordenado. Un subconjunto A C P es denso
si para todo z € P existe un a € A tal que a < x y ademds inf P ¢ A, cuando
este infimo existe. Un subconjunto F© C P es un P-filtro si se cumplen las
siguientes condiciones:

- F#0,
» inf P ¢ F, cuando este infimo existe,
= siz,y € F, entonces existe r € F tal quer <z yr<y,y

msiz € Fyye€ P estal que x <y, entonces y € F.

1.2. Espacios Topologicos

Como referencias para los resultados bésicos de topologia se pueden consultar
los libros de Dugundji [4], Engelking [5] o Willard [17]. Mencionaremos en esta
seccion los resultados que necesitaremos y no probaremos.

Un espacio topolégico X es Hausdorff si para cualesquiera dos puntos dis-
tintos x,y € X, existen abiertos ajenos U,V tales que z € U y y € V (también
se dice que X es un espacio T»). La mayorfa de las aplicaciones de Topologia su-
ceden en espacios Hausdorff ya que varias propiedades topoldgicas se comportan
muy bien con este axioma de separacién. En este trabajo, los espacios que nos
interesaran seran todos Hausdorff. Sin embargo, para no restar generalidad en
lo que estamos haciendo, se dird cuando se esta usando la hipétesis de espacio
Hausdorff explicitamente.

Sea B una familia de subconjuntos de un conjunto X. Si la familia es tal
que para cualesquiera U,V € B y cualquier punto p € U NV, existe W € B tal
que p € W C UNV, entonces el conjunto de uniones de elementos de la familia
B forma una topologia de X. En este caso, se dice que B es base para alguna
topologia de X (la cual es justo la descrita). Si X ya tiene una topologia 7,
también se dice que una familia de abiertos BB es base para 7 si cualquier abierto
es union de elementos de B. Es facil notar que estas dos nociones de base son
compatibles.

Sea X un espacio topoldgico. Dado un subconjunto A C X, denotemos su
cerradura en X por clx(A4). Un subconjunto D C X es denso si clx (D) = X.
Cabe senalar que este concepto de densidad es distinto que el que se definié en
los érdenes parciales.

Sea B una familia de abiertos de X. Si la familia B es tal que existe un punto
x € X tal que todos los elementos de B contienen a x y para cada vecindad
abierta U de x existe un elemento de B que estd contenido en U, entonces B se



denomina base local en el punto x. Si la familia B es tal que | J B = X, entonces
B se denomina cubierta abierta de X.

Un espacio topoldgico se dice compacto si cada cubierta abierta contiene
una subfamilia finita que también es cubierta (se dice que la subfamilia es una
subcubierta de la original). Alertamos al lector que en ocasiones se denomina
casicompacto a este tipo de espacios y se denomina compacto a los espacios
casicompactos Hausdorff.

Un espacio topolégico X es 0-dimensional si tiene una base de conjuntos
que son abiertos y cerrados a la vez. En este caso, denotaremos por CO(X) a
la coleccion de subconjuntos que son abiertos y cerrados a la vez. Claramente,
CO(X) resulta ser una base para X.

El conjunto de ntimeros reales sera denotado por R. La topologia Euclidiana
es la topologfa cuya base canénica es {(a,b) : a,b € R} en R. El conjunto de
los racionales en R se denotara por Q, el intervalo [0, 1] de los reales por I y el
conjunto de los enteros positivos por N. Un espacio X discreto o con la topologia
discreta es el conjunto X con la topologia en el cual todos los subconjuntos de
X son abiertos. En particular, el espacio discreto {0,1} lo denotaremos por 2.

Dada una familia de espacios topolégicos {X; : i € J} para algin conjunto
J, se puede definir en su producto una topologia llamada topologia producto que
es la minima que hace a las proyecciones 7; : [[,.; X; — X continuas (y por
lo tanto abiertas) para todo j € J. Una base para la topologia producto consiste
en los subconjuntos de la forma (}_, ﬂ'j_il[Ui] donde n € N, {j1,...,dnt C J y
U; es abierto en X, para todo ¢ € {1,...,n}. Recordemos que un producto de
espacios es Hausdorff si y sélo si todos los factores son Hausdorff.

Sea X un espacio topoldgico, .-# una coleccién de subconjuntos de X. Se dice
que .Z tiene la propiedad de la interseccidon finita si la interseccién de cualquier
cantidad finita de elementos de % es distinta del vacio. Supongamos que % es
una coleccién de abiertos de X y consideremos las siguientes condiciones:

- T A0

" )¢ F

» si U,V € %, entonces existe W € F talque W C U NV,

= siU €.% yV es un abierto de X tal que U C V, entonces V' € Z.

Se dice que Z es una base de filtro abierto si cumple las primeras tres con-
diciones y ademas se llamara filtro abierto si se cumple la ultima condicién. Es
facil ver que si .% es una base de filtro abierto, entonces

{U abierto : existe V € .F tal que V C U}

es el minimo filtro abierto que contiene a % (con el orden dado por la conten-
cién). A este filtro se le llama filtro abierto generado por % . También es obvio
que un filtro de abiertos es una base de filtro de abiertos y éstas a su vez tienen
la propiedad de la interseccion finita. Los filtros son una idea muy importante
en matematicas y como ya habra notado el lector, se pueden definir en muchos
contextos, en particular nosotros usaremos los filtros de conjuntos parcialmente
ordenados de la seccién anterior y los filtros de abiertos de un espacio topolégico.



1.3. Ordinales, Cardinales y el axioma CH.

Para la prueba de las afirmaciones presentadas en esta seccién, se recomienda
al lector consultar [10, Capitulos 2 y 3, pp. 17-35].

Un ordinal es un conjunto « tal que | Joa C oy « estd bien ordenado por la
relacién €.

Los ntimeros ordinales no forman un conjunto, pero se puede demostrar que
son una clase totalmente ordenada. Es decir, dados dos ordinales «, 3, se tiene
alguna de las tres condiciones: « C 3, « D 6 a = . Ademas, si § C «, se
tiene que 8 € a por lo que entre ordinales las relaciones € y C son equivalentes.
Por lo tanto, podemos definir, dados dos ordinales «,3, o < B si a C .

Otra observacién 1util es que, a pesar de que no podemos referirnos al con-
junto de ordinales, dado un ordinal «, la clase {8 : 8 < a} s{ es un conjunto.
También se tiene que si A es un conjunto de ordinales, | J.A es un ordinal. Esto
nos dice que todo conjunto de ordinales estd bien ordenado. Podemos pensar
informalmente que la clase de los ordinales esta bien ordenada. Una aplicaciéon
de esto es cuando uno quiere encontrar un ordinal minimo con una propiedad P.
Si existe un ordinal 3 que cumpla la propiedad P, entonces el ordinal deseado
es el minimo del conjunto {a < 3 : a cumple P}.

Ademis, cualquier conjunto bien ordenado A es orden-isomorfo a un ordinal.
Esto, junto con el axioma WO, nos dice que a todo conjunto se le puede ver como
un ordinal. Adoptemos la notacién « € ord para decir que « es un ordinal, a
pesar que ord no es un conjunto.

El conjunto de numeros naturales N U {0} se puede ver como un ordinal
con su orden candnico y en este caso escribimos este conjunto como wg. Los
elementos de wp se denominan ordinales finitos (por ejemplo el conjunto vacio
es uno de ellos) y al resto se les llama ordinales infinitos. En particular, el primer
ordinal infinito es justo wy. También es comin denotar a wg simplemente por w.

Si a es un ordinal, definimos ao+ 1 = U {a} que también es un ordinal y
se denomina sucesor de a. Un ordinal se llama ordinal limite si no es sucesor
de ningun ordinal. El primer ordinal limite infinito es justo wy.

Considerando a los ordinales podemos hacer la siguiente version mas general
de la induccion que es llamada induccion transfinita. Si A es un ordinal y A C A
es un subconjunto en el cual se cumplen las siguientes dos condiciones:

= 0 A,
= sia € X es tal que § < « implica € A, entonces o € A,

entonces A = A. Cuando suponemos WO, esta induccién es una herramienta
muy poderosa ya que nos permite manipular un conjunto cualquiera como si se
tratara de N. De igual manera, existe el andlogo transfinito de la recursion la
cual es llamada recursion transfinita y se enuncia de la siguiente manera.

Sea A un conjunto, a € ord, B el conjunto de funciones h : § — A, donde § < «
y G : B — A una funcién. Entonces existe una uinica funcién f: o — A tal que

f(B) = G(f|g), para todo 3 < a.



Cabe aclarar que cuando usemos la recursién transfinita en este trabajo, no
nos preocuparemos de escribir formalmente los detalles de cual es el conjunto A
o la funcién G ya que s6lo haria més confusa la escritura (en opinion del autor).

Recordemos que para dos conjuntos A, B, se define |A| = |B| si existe una
funcién biyectiva entre A y B, y en este caso se dice que A y B tienen la misma
cardinalidad. Es facil convencerse de que |wg| = |wp+1|, por lo que pueden haber
dos ordinales con la misma cardinalidad y de hecho podemos también pensar
que ambos ordinales son dos formas distintas de bien ordenar el conjunto de los
naturales. Ademds, dado un conjunto S, podemos encontrar al minimo ordinal
que tenga la cardinalidad de S.

Esto se formaliza de la siguiente manera. Un ordinal x se denomina cardinal
si

k =min{a € ord : |a| = |k|}

La relacién de orden de los ordinales se hereda a los cardinales por lo que
cualquier conjunto de cardinales estd bien ordenado (de nuevo podemos pensar,
informalmente, que la clase de cardinales estd bien ordenada). Los ordinales
finitos (infinitos) se les llama cardinales finitos (infinitos). Todos los ordinales
finitos son distintos entre si cuando se les piensa como cardinales.

El teorema de Cantor que dice que un conjunto no es biyectable con su
conjunto potencia implica que, para cualquier cardinal, existe siempre uno ma-
yor a él. Esto nos dice que existe un minimo ordinal mayor que wy que no es
biyectable con wy, al cual le llamamos w;. Cuando pensemos a wy y wi como
cardinales, se escriben Ny y Np, respectivamente, a pesar de que son el mismo
objeto matemaético. La razén de esto es, simplemente, que cuando escribimos un
conjunto como un ordinal, estamos pensando en su estructura de buen orden y
cuando lo escribimos como cardinal, lo estamos pensando como una “clase de
equivalencia” de conjuntos con la misma cardinalidad (lo escribo entre comillas
porque no se puede hablar de clases de equivalencia en clases que no son con-
juntos). Sin embargo, cabe resaltar que en ocasiones se usaran indistintamente
las notaciones de ordinales y cardinales para no dificultar la notacién.

Los conjuntos con cardinalidades finitas o Rg se denominan numerables y el
resto se denominan no numerables. Si k, T son cardinales de tal manera que al
menos uno de los dos es infinito, denotaremos k + 7 = méx {k, 7}, que por AC
es la cardinalidad de la unién ajena de dos conjuntos con cardinalidades k y .

Uno de los problemas que resultan naturales de plantear al definir a w; es
que relacién guarda con el cardinal 280, la cardinalidad de P(wyp). Es claro que
por definicién R; < 2% Este problema se volvié bastante famoso después de la
histéricamente importante conferencia de Hilbert de 1900 en el cual se plante la
hipdtesis del continuo.

[CH] 2% =8y

Sucede que esta igualdad resulto ser independiente de los axiomas de Zermelo-
Fraenkel mas AC. Por lo tanto, cuando uno trabaja en mateméticas, puede su-
poner tanto éste como su negacién. En este trabajo en particular, probaremos
dos realidades topolégicas distintas suponiendo, por una parte al axioma CH y



por otra, un enunciado que implica la negacién de CH. Cuando se use el axioma
CH en este trabajo, se escribird [CH] adelante del enunciado para aclarar que se
usa en la demostracion.

Si k es un cardinal, sea

kT = min{a € ord : |a| > Kk},

el cual es un cardinal.
Dado un ordinal «, definimos su cofinalidad como el ordinal

cf(a) = min{f € ord : existe Ag = {a, € a:y < 3} con sup Ag = a}

Claramente, cf(a)) < « para cualquier « € ord. Diremos que un cardinal x es
regular si cf(k) = k (viéndolo como ordinal). Es f4cil probar que ®; es regular
usando que la unién numerable de conjuntos numerables es numerable. Se sabe
también que si x es un cardinal infinito, entonces k¥ es un cardinal regular.

Un resultado importante que se usara en varias ocasiones es que si X es un
conjunto infinito, entonces hay exactamente | X| subconjuntos finitos de X.

Si k es un cardinal y X un conjunto, denotaremos por X" al producto de
k copias de X. Ademads, si usamos a k como un espacio topoldgico, estaremos
suponiendo siempre que tiene la topologia discreta.



Capitulo 2

Celularidad numerable

En este capitulo introduciremos algunas nociones sobre la cardinalidad de fa-
milias de subconjuntos de un espacio topolégico. Estas se llaman en general
funciones cardinales topoldgicas y algunas se estudiardn con mas detalle en
el capitulo 5. Sin embargo, para efectos de este capitulo, s6lo nos importaran
los casos numerables de dichas funciones. En este capitulo, hablaremos de las
propiedades clasicas que se estudian en un curso de topologia basica como ser
primero numerable, seqgundo numerable, la propiedad de Lindeldf y la separabili-
dad y mencionaremos como se relacionan algunas de ellas. Ademas hablaremos
de otra funcién cardinal topoldgica que se denomina celularidad. Un problema
natural al enfrentarse a cada una de estas propiedades consiste en preguntarse
si se conservan bajo productos topoldgicos. Resulta que este problema para la
celularidad numerable no es nada trivial y requiere de axiomas adicionales en la
Teoria de Conjuntos. Uno de estos axiomas es el axioma de Martin que intro-
duciremos en la segunda seccién. En la tercera seccién reduciremos el problema
de celularidad numerable en los productos al caso de productos finitos.

2.1. Propiedades Cardinales de Espacios Topoldgi-
cos

Dado un espacio topoldgico X, nos podemos preguntar, dada una propiedad
que hable de una familia .% de subconjuntos de X, cual es la méxima o minima
cardinalidad de una familia .# que sigue cumpliendo la propiedad.

Sea X un espacio topolégico. Diremos que X es

= separable si existe un subconjunto de X denso y numerable.

= primero numerable si para cada punto p € X, existe una base local de
abiertos en p con cardinalidad numerable.

= sequndo numerable si existe una base de la topologia de X que es nume-
rable.



= Lindeldf si cualquier cubierta abierta de X tiene una subcubierta nume-
rable.

Un ejemplo clasico de un espacio que cumple todas las propiedades anteriores
es el conjunto de los nimeros reales R con la topologia Euclidiana. Sin embar-
go las propiedades enunciadas no son equivalentes. Mencionemos rapidamente
algunos ejemplos de espacios Hausdorff que muestran esto.

Ser segundo numerable implica ser primero numerable para cualquier espa-
cio, esto se sigue directo de las definiciones.

Un espacio discreto X y no numerable es primero numerable ya que para
cada punto p € X, {{p}} es una base local en p, pero no es segundo numerable
ya que una base para la topologia tiene que contener a todos los singulares de X,
una cantidad no numerable. De igual manera, X no es separable ya que el tnico
conjunto denso es el total. Ademds X tampoco es Lindelof ya que la cubierta
abierta {{z} : z € X'} no tiene ninguna subcubierta propia que cubra a X.

La recta de Sorgenfrey es el conjunto R dotado de la topologia que tiene
como base a la familia {[a,b) : a,b € R}, denotemos este espacio por S. Sucede
que la recta de Sorgenfrey es separable ya que el subconjunto de los racionales
es denso y también primero numerable ya que {[a, %) :n € N} es una base local
en el punto a € S. Sin embargo, S no es segundo numerable. Para probar esto
necesitamos un resultado previo.

Lema 2.1. Sean X un espacio topoldgico, k un cardinal infinito y B, B* bases
para la topologia de X tales que |B*| < k. Entonces existe un subconjunto By C B
que es base para la topologia de X tal que |By| < k.

Demostracion. Para cualesquiera dos elementos U,V de B*, consideremos el
conjunto [U, V] ={W € B: U C W C V}. Consideremos la familia:

R ={(U,V) € B* x B*: [U,V] # 0}.

Esta familia cumple que |R| < |B* x B*| = k. Por AC, existe una funcién
f:R — Btal que f((U,V)) € [U,V]. Sea By = f[R], afirmo que este conjunto
es la base buscada. Claramente |By| < k. Sean x € X y U un abierto de X con
xz € U. Tomemos V1 € B*, W € By Vo € B* tales que que

zeVoCcWcCV, CU.

Esto nos dice que [Vi,V3] # 0 y por lo tanto (V3,V2) € R. Entonces existe
F(V1, V%)) € By tal que x € f((Vh,Va)) C U. Por lo tanto By es base, esto es lo
que faltaba demostrar. O

Supongamos ahora que S es segundo numerable. Por el lema 2.1, existe una
base de la topologia de S de la forma B = {[a,, b,) C R: n € N}. Consideremos
a € R—{a, : n € N} y b € R arbitrario. Entonces [a,)) es un abierto en S
pero no hay ningtn elemento de B que contenga a a y sea subconjunto de [a, b).
Esto contradice que B es base para la topologia. Por lo tanto S no es segundo
numerable.



Un espacio segundo numerable siempre es separable, para ver esto, sélo hay
que tomar una base numerable y usar AC para escoger un punto por cada ele-
mento de la base. El conjunto que se forma al hacer esto es un denso numerable.

Cualquier espacio segundo numerable es hereditariamente Lindelof. Es decir,
si X es segundo numerable y A C X, entonces la topologia de A como subespacio
de X es Lindel6f. Para ver esto, consideremos una base numerable B de la
topologfa de X y sea B = {ANU : U € B}. Claramente, la familia B’ es
una base numerable para la topologia de A. Sea U una cubierta abierta de A.
Para cada x € A, por AC, escogemos U, € U vecindad de xz y B, € B’ tal
que ¢ € B, C U,. El conjunto B” = {B, : © € X} C B’ es una cubierta
numerable de A. Entonces, por AC, para cada B € B" escogemos U(B) € U tal
que B C U(B). Entonces U’ = {U(B) : B € B”} es una subcubierta numerable
de U.

La recta de Sorgenfrey también es Lindelof. Para ver esto, consideremos una
cubierta B de S. Basta con considerar el caso en que los elementos de B son
abiertos de la base canénica. Entonces podemos suponer que B = {[a;, ;) :
i € J} para algin conjunto J. Sean U = {(a;,b;) : i € J}, A =S - JU.
Notemos primero que U es una cubierta de un subespacio de S con abiertos de
la topologia Euclidiana. Como la topologia Euclidiana es segundo numerable, es
hereditariamente Lindelof. Entonces existe un subconjunto numerable Ny C J
tal que (J{(a;, b;) : a;,b; € N1} = [JU. Notemos que A = {a; : i € No}
para algin No C J. Nos gustaria probar que N2 es un conjunto numerable.
Sii,j € Ny con i # j, entonces (a;,b;) N (a;,b;) = 0 ya que de lo contrario
a; € (aj,b;) C X — A6 aj € (a;,b;)) C X — A. Entonces la familia {(a;,b;) :
i € Na} son abiertos (tanto en & como Euclideanos) ajenos dos a dos. Como
el conjunto de racionales en S es denso, esta familia es a lo mas numerable.
Es decir, N es numerable. Ahora consideremos N = N; U No; tenemos que el
conjunto {[a;,b;) : i € N} es una subcubierta numerable de B. Entonces S es
Lindel6f. En particular, esto muestra que la propiedad de Lindeldf no implica
segunda numerabilidad.

Para un ejemplo de espacio separable que no sea Lindel6f, consideramos S xS
con la topologia producto. Una base para la topologia de S x S es {[a, b) X [¢,d) :
a,b,c,d € R}. De esto, es claro que Q x Q es denso en S x S, lo cual nos
da la separabilidad. Para ver que no es Lindelof, habrd que dar una cubierta
abierta de § X § que no tenga subcubierta finita. Para este fin, nos fijamos
en el subconjunto D = {(z,y) € S x § : © = —y} que geométricamente es la
diagonal a —%. Sea U = {[z,z + 1) x [-x,1 —z) : x € S}, que es una familia
de abiertos. Notemos que la interseccién de la diagonal con cada elemento de
U es un singular. Consideremos ahora la cubierta abierta de S x S dada por
UU{S xS — D}. Por la observacién anterior, esta cubierta no tiene subcubierta
numerable.

Para un espacio Lindel6f que no sea separable, consideremos un conjunto no
numerable X, un punto p ¢ X y sea Y = X U {p}. Démosle a Y la topologia en
la que X es un subconjunto abierto discreto y las vecindades del punto p son de
la forma {p} UN donde N C X es tal que |X — N| < Xg. Es facil convencerse
que ésta es una topologia Hausdorff. Cualquier subconjunto numerable de Y es

10



cerrado pero distinto del total por lo que Y no puede ser separable. Sin embargo,
si U es una cubierta de Y, existe un NV € U tal que p € N. Esto nos dice que
Y — N es numerable y puede ser cubierto por una subfamilia numerable de U.
Por lo tanto Y es Lindelof.

Faltaria decidir si un espacio separable o Lindel6f tiene que ser primero
numerable. Ninguna de las dos implicaciones se da por lo que se necesitarian
contrajemplos para justificarlo. Sin embargo, dar estos contraejemplos se sale
del objetivo de este trabajo. Se remite al lector a consultar el libro [14] que tiene
una gran cantidad de contraejemplos.

Las propiedades mencionadas anteriormente son bastante conocidas para
todos los estudiantes de topologia. Una propiedad que tal vez no es tan conocida
en cursos basicos, pero que sin embargo es bastante usada en las pruebas de los
resultados anteriores (como se verd mds abajo), es la llamada celularidad.

Si X es un espacio topoldgico Hausdorff, definimos su celularidad, ¢(X),
como el cardinal

sup{|-Z| : .Z es familia de abiertos no vacios de X ajenos dos a dos} + Ng.

Claramente ¢(X) estd bien definida ya que la cardinalidad de un conjunto de
abiertos no vacios ajenos dos a dos esta acotada por la cardinalidad de Z(X).
Ademsds, este supremo se alcanza por propiedades de los cardinales. Se le agrega
Ny a la definicién de la celularidad para no tener que preocuparse de las sutilezas
de los cardinales finitos.

El primer espacio al que se nos podria ocurrir calcular su celularidad es R.
Para lograr esto, lo que tenemos que usar es que Q es un denso en R. El resultado
en general se puede expresar como el siguiente enunciado.

Proposicién 2.2. Sea X un espacio Hausdorff. Si X es separable, entonces
C(X) = No.

Demostracion. Sea D un subconjunto denso numerable de X. Supongamos que
existe una familia de abiertos no vacios ajenos dos a dos U. Notemos que como D
es denso y U es una familia de abiertos, DN U # @) para cada U € U. Definamos
la funcién f: DN (JU) — U de tal manera que f(x) es el inico elemento de U
que contiene a x. Este es tnico yva que los elementos de U son ajenos dos a dos.
Ademds, f es suprayectiva ya que D es denso. Entonces |U| < [DN(UU)| < Ro.
Esto nos da la desigualdad ¢(X) < Xy, que implica ¢(X) = No. O

Notemos que el argumento de 2.2 es usado en la discusiéon de las cuatro
propiedades que se definieron al principio de la seccién, al decir que Q es un
subconjunto denso. Claramente hay espacios que tienen celularidad k para cual-
quier cardinal k. Para esto basta considerar un espacio discreto de cardinalidad
K.

Diremos que un espacio X tiene celularidad numerable si ¢(X) = Ry. Para
finalizar esta seccién, veamos algunas propiedades intrinsecas de los espacios
con celularidad numerable y la relacién de esta propiedad con las otras que
definimos anteriormente.
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Proposicion 2.3. Si un espacio tiene celularidad numerable, entonces cualquier
subespacio abierto de €l tiene celularidad numerable.

Demostracion. Sean X con celularidad numerable y U abierto en X. Si U es
una familia de abiertos ajenos no vacios en U, entonces también es una familia
de abiertos ajenos no vacios en X y por lo tanto |U| < Rg. Asi, ¢(U) < Ry por
lo que U tiene celularidad numerable. O

Algo que hay que notar es que la propiedad de celularidad numerable no se
hereda a subespacios arbitrarios, ni siquiera a subespacios cerrados. Para esto,
consideramos el espacio S x S el cual es separable porque el conjunto Q x Q
es denso. Entonces, por la proposicién 2.2, § x S tiene celularidad numerable.
Sin embargo, la diagonal D = {(z,y) € § x § : # = —y} es un subespacio
cerrado, discreto y no numerable de § X § ya que cada p € D se tiene que
{p} =Dn(z,x+1) x [-z,1—x)), donde p = (z, —z).

Proposicion 2.4. La imagen continua de un espacio con celularidad numerable
es un espacio con celularidad numerable.

Demostracion. Sean X un espacio con celularidad numerable, Y un espacio y
f+ X — Y una funcién continua y suprayectiva. Sean i una familia de abiertos
en Y no vacios ajenos dos a dos y U’ = {f[U] : U € U}. Entonces U’ es una
familia de abiertos en X ya que f es continua. Todos los elementos de U’ son
no vacios ya que f es suprayectiva. Ademds, claramente los elementos de U’
son ajenos dos a dos. Entonces |[U| = [U'| < Ry, por lo que Y tiene celularidad
numerable. O

Diremos que un espacio X es débilmente Lindeldf si cada cubierta abierta
de X tiene una subfamilia numerable cuya unién es densa en X. En particular,
este nuevo concepto se relaciona con la celularidad de la siguiente manera.

Proposicion 2.5. Un espacio tiene celularidad numerable si y sélo si todo
subespacio abierto es débilmente Lindelof.

Demostracion. Supongamos primero que X es un espacio con celularidad nume-
rable. Por la proposicién 2.3, es suficiente probar que X es débilmente Lindel6f.
Tomemos una cubierta abierta B de X que ademaés no contenga al vacio. Por
WO, podemos numerar la cubierta y escribir B = {B, : a < s} para algin
ordinal k. Vamos a contruir, por induccién transfinita, una familia de abiertos
no vacios ajenos dos a dos U = {U,, : < k'} para algiin &' < &, tales que
Ua, C Ba, para cada § < &'

Definimos a9 = 0 y Uy, = Bp. Supongamos que 7 < K y que tenemos
definida una coleccién de abiertos no vacios ajenos dos a dos Uy, = {Ua, : 3 < 7}
tal que Uy, C Ba, para cada § < 7.

Si tuvieramos que v = &, entonces hacemos k' = vy U = U,. Si v < &,
consideramos dos casos. Primero, si clx ((JUy) = X, hacemos ' =~v y U = U,.
En el otro caso, definimos

a, =min{\ € ord : B\ ¢ clx (UU"Y)}
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Notemos que este ordinal existe por el caso en el que estamos y el hecho de
que B es cubierta. Definimos ademds U, = B, —clx (U, ). Esto completa el
paso inductivo.

Con esto tenemos definida la familia /. Como X tiene celularidad numerable,
obtenemos que k' es un ordinal numerable. Ademds, se tiene que

X =dx (Ju) € elx (UtBa, s7 < #}),

lo cual nos dice que {B,_ :y < &'} es la subcubierta numerable buscada.
Ahora supongamos que todo subespacio abierto de X es hereditariamente
Lindelof y sea B una familia de abiertos no vacios ajenos dos a dos. Entonces B es
una cubierta para el subespacio abierto | J B. Por lo tanto, existe una subfamilia
numerable B’ de B tal que | J B’ es denso en |J B. Pero como B es una familia de
abiertos ajenos dos a dos, ninguna subfamilia propia puede ser densa en (5.
Por lo tanto B es numerable, por lo que X tiene celularidad numerable. O

El concepto de espacio con celularidad numerable no coincide con las otras
clases estudiadas en esta seccién. Esto se estudiard méas adelante en este trabajo.

2.2. El axioma MA.

El concepto de la celularidad numerable tiene su andlogo en la teoria de
conjuntos. Sea P un conjunto con un orden parcial <y sea A C P. Dos elementos
x,y € A distintos son comparables si existe un elemento z € A tal que z < z, z <
yy z no es el infimo de P. Un subconjunto A C P es una anticadena si ningun
par de sus elementos son comparables . Diremos que el conjunto P, parcialmente
ordenado por <, cumple la condicion de anticadena numerable, abreviada cac
por sus siglas en inglés (countable antichain condition), si cualquier anticadena
de elementos de P es numerable. Cabe aclarar que esta condicién se conoce
mejor como la condicion de cadena numerable, ccc. Sin embargo, como esta
condicién habla de anticadenas, no de cadenas, usaremos el nombre cac que
ademds ya ha sido usado antes, por ejemplo, en [12].

Diremos que un espacio topolégico X cumple la cac si la topologia de X
como conjunto parcialmente ordenado por la inclusiéon, cumple la cac. Notemos
que una anticadena en la topologia de X es una coleccién de abiertos no vacios
ajenos dos a dos. De esta manera, la condicién de que un espacio topolégico
tenga celularidad numerable es equivalente a decir que el espacio cumple la cac.

Desde que P.J. Cohen demostré en [1, 2] que CH era independiente de los
axiomas de teorfa de conjuntos de Zermelo-Fraenkel mas AC, varias preguntas
en matematicas, en vez de plantearse como “jes cierto que ...7” pasaron a ser
una pregunta de tipo “jes consistente que ...7”. El axioma de Martin es un
enunciado consistente con Zermelo-Fraenkel mas AC que ha servido para con-
testar este tipo de preguntas. En realidad, para cada cardinal infinito x, hay un
enunciado que es llamado el k-ésimo axioma de Martin y lo denotaremos por
MA(k). El axioma de Martin fue definido en la teorfa de conjuntos pensando en
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conjuntos parcialmente ordenados de la manera siguiente.

[MA(k)] Sea P es un conjunto parcialmente ordenado que cumple la cac. Si
{D, : o < K} una coleccién de subconjuntos densos (en el sentido del orden) de
P, entonces existe un P-filtro F tal que F N D, # () para todo a < &.

Existe una equivalencia topoldgica del axioma de Martin descrito de la si-
guiente manera. Su demostracién requiere de bastante herramienta que se sale
del objetivo de este trabajo. Se remite al lector a [13, 3.5(i), p. 201].

Teorema 2.6. Sea k un cardinal infinito. Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

(a) MA(x),

(b) Sea X es un espacio Hausdorff compacto que cumple la cac. Si {U, : a0 <
k} es una familia de abiertos densos en X, entonces [\{Uy : @ < K} # 0.

La primera pregunta que uno se puede hacer es sobre la validez logica de
este enunciado. Sucede que la verdad de este enunciado para cardinales fuera
del intervalo Ry < k < 280 estd completamente determinada por los axiomas de
Zermelo-Fraenkel mas AC.

Proposicién 2.7. Sea k un cardinal infinito, entonces

(a) si k =Ny, entonces MA(k) es verdadero,
(b) si k> 2% entonces MA(k) es falso.

Demostracion. Para la parte (a), sélo hay que recordar el Teorema de Categoria
de Baire que dice que si X es un espacio Hausdorff compacto, entonces la inter-
seccion de cualquier familia numerable de abiertos densos de X es densa en X
y por lo tanto, no vacia. La demostracion de este resultado se puede encontrar
en [17, 25.3, p. 186]. Observamos que en este caso, la condicién de que X sea
cac no es necesaria.

Para la parte (b), primero notemos que si kK1 < kg son cardinales, entonces
MA(k3) implica MA(k;). Por lo tanto, es suficiente demostrar que MA(280)
es falso. Para esto, consideramos el intervalo unitario I, que sabemos que es
compacto y cac (ya que es separable). Tomemos la familia de abiertos densos
{I—{z} : z € [0,1]} que claramente es de cardinalidad |I| = 2%°. La interseccién
de esta familia es vacia por lo que MA(2"?) es falso. O

El resultado anterior nos dice que el estudio de la validez del axioma de
Martin tiene sentido sélamente para cardinales & tales que Ry < k& < 280, Sucede
que se puede probar que MA(X;) es consistente con los axiomas de Zermelo-
Fraenkel [11, VIII, §6]. Por la poposicién 2.7, MA(R;) implica la negacién de
CH. El problema principal de este trabajo tendrd una respuesta independiente
de los axiomas de Zermelo-Fraenkel mas AC, y en particular serd decidible si
suponemos MA(X;).

Se recomienda al lector consultar [6] si quiere conocer més acerca del Axioma
de Martin.
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2.3. Producto de Espacios cac.

A partir de ahora, a un espacio con celularidad numerable le llamemaremos
espacio cac. Cuando uno tiene una propiedad topolégica y desea estudiarla,
una pregunta natural que se puede hacer es si se preserva bajo la formacién de
productos. Como primer ejemplo de esto, consideremos el siguiente resultado.

Proposicién 2.8. Sea {X; : i € J} una familia de espacios Hausdorff y X =
(1) X es segundo numerable si y sélo si cada X; es sequndo numerable y todos
excepto a lo mds Rg de los X; son espacios de un solo punto.

(2) X es separable si y sdlo si cada X; es separable y todos excepto a lo mds
2% de los X; son espacios de un solo punto.

Demostracion. Empecemos con la prueba de (1). Primero supongamos que X
es segundo numerable. Sea B = {U,, : n € w} una base numerable para la
topologia de X. Por el lema 2.1, podemos suponer que los elementos de B
son basicos candnicos. Entonces para cada n € w, existen j7,... Jﬁl(n) e J

y abiertos Un(1),...,Un(m(n)) de Xjn, ... ’Xjfhm tales que

U, = 7'(']-}1 [U.(]N...N 71']-:11/("> [U,(m(n))].
Primero veamos que todos excepto Ny de los espacios son de un solo punto.
Sea N = {ji :i € w,k € {1,...,m(n)}} el cual es un conjunto numerable.
Afirmamos que si j € J— N, entonces |X;| = 1. Supongamos que esto no ocurre
y tomemos dos puntos z;,y; € X; con z; # y;. También, para cada i € J —{j},
sea x; € X;. Sea z el punto de X con su i-ésima coordenada igual a x; para todo
1€ J,yseay € X que coincida en todas sus coordenadas con x excepto en la
Jj-ésima en la cual la tomamos igual a y;. Como X es Hausdorff, deberian existir
dos elementos de B que separan a x y ¥, lo cual es falso. Por lo tanto, llegamos
a una contradiccién que prueba que efectivamente | X;| =1, si j € J — N.

Ahora probemos que el resto de los espacios son segundo numerables. Con-
sideremos, para cada j € N, B; = {n,[U,] : n € w}. Claramente B; es una
coleccién numerable de abiertos de X;. Para probar que B; es base de los abier-
tos de X, consideremos x; € X; y un abierto W de X; tal que z; € W. Para
cada i € J —{j}, sea z; un punto cualquiera y sea z € X el punto cuya i-ésima
coordenada es x; para todo ¢ € J. Como z € 7T;1[W], existe m € w tal que
xe Uy, C 7rj_1[W]. Entonces x; € 7;[Uy] C W lo cual prueba que B; es base
para los abiertos de X;.

Ahora supongamos que X; es segundo numerable para todo j € J y que
ademds J es numerable y J = w, para simplificar la prueba. Para cada n € w,
sea BB, una base numerable para la topologia de X,,. Definimos

B={r,tU]N...07 U] :r €w, yU; € B; para cada i € {0,...,7}},

Claramente B es numerable, para ver que es base, tomamos z € X y un abierto
W de X con z € W. Podemos suponer que W es basico y ademés de la forma
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W =7y [WolN...n 7 ' [Wy] para t € w y W, abierto en X, para todo r €
{0,...,t}. Para cada r € {0,...,t}, sea V. € B, tal que m.(x) € V., C W,.
Entonces, V = 75 ' [Vo] N... N7, '[Vi] es un elemento de B tal que z € V C W.

Esto completa la prueba de (1), ahora pasemos a la prueba de (2).

Supongamos que X es separable y sea D un conjunto denso y numerable
en X. Para cada j € J, sea D; = 7;[D], es decir, el conjunto de coordenadas
j-ésimas de los puntos de D, el cual claramente es numerable. Ademads, D;
es denso en X; ya que si U; es un abierto no vacio en X;, podemos tomar
x € W;l[Uj] N D de lo cual 7j(z) € D; NU;.

Para lo que resta, sea K = {j € J : | X;| > 1}, nos gustaria probar que |K| <
2%, Para j € K, como X; es Hausdorff, existen dos abiertos de X; no vacfos y
ajenos Uj, V. Definamos la funcién f : K — &(D) como f(j) = DN 7rj_1[Uj].
Notemos que f es inyectiva ya que si i,5 € K con i # j, entonces el conjunto
W!=Dn W;l[VJ] N7 [U;] es no vacio y cumple que W7 C f(i) — f(j). De la
inyectividad de f se sigue que |K| < |2(D)| < 2%, que era lo que nos faltaba.

Ahora supongamos que, para cada j € J, X; es separable. Notemos que
podemos suponer que |J| = 2% por el siguiente argumento. Si |J| < 2%, X
es imagen continua de Y = X x [[{Ry : k € K}, en donde K es un conjunto
ajeno a J, |[K UJ| = 2% y Ry = R para todo k € K. De aqui es facil ver que si
Y es separable, también X lo es. También podemos suponer que J es igual al
intervalo cerrado I = [0,1] y que |X;| > 1 para todo ¢ € I. Para cada i € I, sea
D; = {p(i,j) : j € w} un subconjunto denso numerable de X;. Consideremos el
conjunto @ de subintervalos cerrados de I que tienen extremos en Q, el cual es
claramente numerable. Para cada k € N sea

Qk) ={(I,-. .. Ix) €Q¥: NI =0sii,je{l,....k} yi#j},
el cual claramente también es numerable. Finalmente, consideremos
¢ ={(I1,....Ik;n1,...,n) : k€N ([1,..., 1) € Q(k),n1,...,nk € wo},

el cual también resulta ser un conjunto numerable. Para cada P € ¥, con P =
(I1,...,Ix;n1,. .., ng), escojamos un punto z(P) € X de la siguiente manera. Si
i € I; para algin j € {1,...,k}, ponemos m;(z(P)) = p(i,n;);sii ¢ I1U... U,
ponemos 7;(z(P)) = p(4,0). Sea D = {x(P) : P € €}, el cual es un conjunto
numerable. Para ver que es denso, consideremos un abierto W en X. Podemos
suponer que W es bésico, asi que escribamos W = wi:l[Wl] Nn...N ’/Ti:l[Wr],
donde r € Ny W; es abierto en X;, para cada j € {1,...,r}. Sean Ji,...,J,
intervalos cerrados ajenos dos a dos tales que i; € J; para j € {1,...,r}. Para
cada j € {1,...,r}, se tiene que D, "W # 0, por lo que existe m; € w tal
que p(i;,m;) € W;. Sea R = (J1,...,Jp;mq,...,m;) € €. De aqui es claro que
xz(R) € W, lo cual prueba que D es denso. Esto concluye la prueba de (2). O

Una generalizacién de la parte (2) del teorema 2.8 se encuentra en el teorema
54.

Otra observacion pertinente que ya argumentamos es que la linea de Sorgen-
frey S es Lindel6f pero S x & no lo es, por lo que la propiedad de Lindel6f no
se conserva bajo productos, en general.
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Resulta natural preguntarnos en este punto si ser cac es una propiedad que
se conserva bajo productos. Esta pregunta no es nada trivial, su respuesta es
independiente de los axiomas de Zermelo-Fraenkel, y es la que nos dedicaremos
a estudiar en los capitulos siguientes. El primer paso es reducir el problema a
uno menos general.

Para esto, necesitamos un resultado técnico de teoria de conjuntos. Dado un
conjunto S, diremos que una subfamilia # C Z(S) es un A-sistema si existe
un subconjunto 7' C S tal que cada vez que A, B € %, con A # B, se tiene
que AN B =T. En este caso, T se denomina la raiz del A-sistema. Un ejemplo
trivial de esto es una familia de conjuntos ajenos dos a dos, en este caso la raiz
es el conjunto vacio.

Lema 2.9. Sean S un conjunto, n € N y % una cantidad no numerable de
subconjuntos de S, todos con cardinalidad n. Entonces existe un A-sistema no
numerable 9 C F.

Demostracion. Procedemos por induccién sobre n € N. Sin =1, .% es un A-
sistema con raiz igual al conjunto vacio. Sea n € N con n > 1 y supongamos
que el resultado se cumple para todo k& < n. Consideramos el conjunto

Z={F' CcF:siA,BeF yA+#B, entonces AN B = 0}.

El cual claramente es distinto del vacio (consideramos algin unitario de
un elemento de .#). Si ¥ C Z es una cadena, claramente | J% € Z por lo que
podemos aplicar ZORN, el cual nos dice que existe un maximo en Z. Sea A4 € Z
un maximo. Si .#Z es no numerable, éste es el A-sistema buscado.

Supongamos que esto no ocurre. Consideramos, para cada A € .#, el con-
junto F(A) = {B € % : AN B # 0}. Por la maximalidad de .#, para
cada B € .F — M, existe A € A tal que AN B # (. Esto nos dice que
F = U{F(A) : A e #}. Como .# es numerable, existe Ay € .# tal que
F(Ap) es no numerable.

Para cada © € Ay, sea F(Ap,z) = {B € Z : x € B}. Notemos que si
B € .7 (Ao, ), entonces B € .F(Ap) y por lo tanto, F(Ap) = | U{F (Ao, z) : z €
Ap}. Como Ay es un conjunto finito, existe un xy € Ay tal que F(Ag, zo) es no
numerable.

Consideremos entonces la coleccién {A — {zo} : A € F(Ag,x0)}. Esta es
una colecciéon no numerable de subconjuntos de cardinalidad n — 1, por lo que
contiene un A-sistema 2’ no numerable, por hipdtesis de induccién. La coleccién
2 ={AU{x0}: A€ D'} es el A-sistema buscado contenido en .Z. O

Lema 2.10. Sea S un conjunto y .F una cantidad no numerable de subconjuntos
finitos de S. Entonces existe un A-sistema no numerable 9 C F.

Demostracion. Sea %, = {A € & : |A] = n} para cada n € N. Entonces
existe un n € N tal que .%,, es no numerable. Por el lema 2.9, éste contiene un
A-sistema 2 no numerable. O

La reduccién del problema del producto de espacios cac se da a continuacién.
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Teorema 2.11. Sea {X, : « € S} una familia de espacios Hausdorff indicada
por un conjunto S. Se tiene que X = [[{Xqa : @ € S} es cac si y sélo si X(F) =
[1{Xa:a € F} es cac para todo subconjunto finito F C S.

Demostracion. Las proyecciones sobre subproductos finitos son funciones con-
tinuas, por lo que la proposicién 2.4 implica que si X es cac, también lo es cada
X(F) con F' C S finito.

Para el regreso, supongamos que existe una coleccién no numerable % de
abiertos no vacios del producto X, ajenos dos a dos. Sin pérdida de generalidad
podemos pensar que todos ellos son abiertos basicos. Para cada i € S, sea
m; + X — X, la proyeccién. Escribamos

i~ { N m Wir] i€ J},

keF;

donde J es un conjunto no numerable, F; es un subconjunto finito de S distinto
del vacio para cada ¢ € J y Uy p, es abierto en X, paracada k € F; ei € J.

La coleccién {F; : i € J} cumple las condiciones del lema 2.10, asi que hay un
conjunto no numerable J' C J y un subconjunto finito F* C S tal quesii,j € J'
e i # j, entonces F;NF; = F*. Observemos que F* es distinto del vacio ya que de
lo contrario, cualesquiera dos abiertos de la coleccién {(\,cp, 74 [Uk,r] i € J'}
tendrian interseccién no vacia, lo cual contradice la hipétesis. Sea p; : X (F*) —
X; la proyeccion para cada i € F*. Consideramos la siguiente coleccién no
numerable de abiertos no vacios de X (F*):

¥ = { N pi s :ic J’}.

keF*

Ahora notemos que esta coleccién tiene sus elementos ajenos dos a dos. Para
confirmar esta afirmacién, tomemos

U= m p;[Uk7Fi]
keF~

V= m p;[Uk7Fj}
keF*
dos elementos distintos de este conjunto que se intersecten en un punto y €
X (F*).

Definimos = € X de la siguiente manera: Si k € F*, tomamos 7 (z) = pi(y);
sik € F; —F*, tomamos 7 () € Uy, F, cualquier punto; si k € F; —F*, tomamos
7k (x) € Uy, r, cualquier punto; y si k ¢ I;UF}, escogemos 7 () arbitrariamente
en Xj. Es claro de la definicién de x que

T € LCQ,L W?[Uk’pi]} N [kg 7T;€_[Uk,Fj]:|7

lo cual contradice que la familia % tiene sus elementos ajenos dos a dos. Esto
prueba la otra implicacién ya que probamos que si X no es cac, existe un
subconjunto finito F* C S tal que X (F*) no es cac. O
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Una consecuencia del teorema 2.11 es el siguiente corolario.

Corolario 2.12. Un producto de espacios Hausdorff separables tiene celularidad
numerable.

Demostraciéon. Por el teorema 2.11, es suficiente demostrar que el producto de
cualesquiera dos espacios separables es separable, lo cual se sigue de la proposi-
cién 2.8. O

Para un cardinal infinito x consideremos el espacio 2”, llamado el k-espacio
de Cantor. En particular, cuando £ = Ny, este es el famoso Conjunto de Cantor,
que es homeomorfo a los niimeros reales entre 0 y 1 que en su expansién ternaria
solo usan los digitos 0 y 2. Se recomienda al lector consultar la secciéon 30 de
[17] donde se dan varias propiedades del Conjunto de Cantor. El k-espacio de
Cantor es un ejemplo perfecto de un espacio de celularidad numerable, por
el lema 2.12, y que sin embargo no es separable si £ > 2% y no es segundo
numerable si kK > Ny, por el lema 2.8.

El siguiente paso es resolver el problema de la celularidad del producto de
espacios cac que, como mencionamos antes, seré independiente de los axiomas de
Zermelo-Fraenkel mas AC. Si suponemos MA, obtendremos que el producto de
espacios cac es siempre cac, esto se desarrollard en el capitulo 3. Si suponemos
CH, podremos construir dos espacios cac cuyo producto no sea cac, esto se
desarrollard en el capitulo 4.
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Capitulo 3

[MA(X)] El producto de

espacios cac es un espacio
cac.

En este capitulo probaremos que si suponemos MA, podemos demostrar que
el producto de dos espacios Hausdorff cac es cac. Por el teorema 2.11, tendremos
que el producto arbitrario de espacios Hausdorff cac es cac. Como aplicacién de
esto, daremos una respuesta parcial (que usa MA) a un problema conocido como
el problema de Souslin. Este problema consiste en caracterizar a los reales dentro
de los espacios ordenados, usando la cac.

3.1. Resultado principal

Empezamos con un resultado preliminar.

Lema 3.1 (MA(k)). Sean k un cardinal regular no numerable, X un espacio
Hausdorff cac y % wuna coleccion de exactamente k subconjuntos abiertos no
vacios de X . Entonces existe W C % con la propiedad de la interseccion finita
tal que |¥| = k.

Demostracion. Por WO, podemos escribir % = {U,, : a < k}. Para cada a < k,
definimos V,, = J{Us : @ < 8 < k}. Notemos que si & < 8 < &, entonces
Vs C V,. El primer paso de nuestra argumentacion es demostrar que existe un
ag < kK tal que se cumple:

(%) clx(Va,) = clx(Vp) para todo 8 > «.

Para demostrar (x), supongamos que es falso. Entonces, para cada a < k,
se tiene que clx (V3,) & clx (V,) para algin o < 3, < k. Podemos suponer que
ademads [, es el minimo ordinal que cumple esta condicién. Como V,, es denso
en su cerradura, tenemos que también se da clx(Vg,) & Va.
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Definamos un conjunto {u(a) : @ < k} por recursién transfinita, de manera
que 1£(0) = 0y p(a) = sup{B,(y) : 7 < a} +1. Como k es regular, en cada paso
a de la recursién, obtiene que p(a) < &, ya que {8,(,) : 7 < a} estd contenido
en k y tiene cardinalidad estrictamente menor que x.

Con esto, definamos W, = V(o) — clx (Vgu(a)), que resulta ser un abierto
distinto del vacio para cada o < k. Por la eleccién del conjunto {u(a) : a < K},
obtenemos que {W, : a < k} resulta ser una anticadena de abiertos de X, lo
cual contradice la cac.

Por lo tanto se cumple () y podemos pensar que ag es el minimo ordinal
con esta propiedad. Sea P el conjunto de abiertos no vacios de V,,, parcialmente
ordenado por la inclusién. Para cualquier ordinal § con oy < 8 < k, definimos

Dg={U € P:U C U, para algin v > §}.

Veamos que Dg es denso en el conjunto parcialmente ordenado P. Para
esto, tomamos un abierto no vacio U C V,, ¥ ag < B < k. Si tuvieramos que
UNVg =0, entonces U C clx(Vy,) — V3 lo cual contradice (x). Por lo tanto,
podemos tomar un punto x € U N V. Entonces existe v > § con x € U,. Asi,
UNU,eDgestalque UNU, CU.

Como X es cac y V,, es abierto, la proposicién 2.3 nos dice que V,,, también
es cac. Entonces P, como conjunto parcialmente ordenado, es cac. Notemos
también que {Dg : oy < < K} es un conjunto de a lo mds k subconjuntos
densos de P. Por MA, obtenemos que existe un P-filtro F C P con FNDg # ()
para todo ag < 3 < K.

Como P es una coleccién de abiertos no vacios en X, obtenemos que F' es
una base de filtro abierto en X. Sea .% el filtro abierto de X generado por F.
Afirmamos que # = % N % es la coleccién buscada. Claramente # tiene la
propiedad de la interseccién finita porque .# es un filtro de abiertos. Para ver
que |#| = &, nos fijamos en el conjunto W = {y < k : U, € #}. Para cada
ag < B < K, tomemos U € DgN F'. Por definicién, existe v > 3 tal que U C U,.
Como Z es el filtro generado por F', obtenemos que U, € #. Esto demuestra
que v € W, lo cual implica que sup W = k. Como k es regular, tiene que darse
que |W| = k y por lo tanto, |#| > k. Como ademds # C %, obtenemos la
igualdad deseada.

O

Una vez que ya tenemos el resultado del lema 3.1, podemos demostrar el
teorema principal de este capitulo:

Teorema 3.2 ([MA(Xy)]). Si X yY son dos espacios Hausdorff cac, entonces
X XY es cac.

Demostracion. Supongamos que X y Y son cac pero X XY no es cac. Entonces
podemos encontrar una familia no numerable de abiertos de X x Y, distintos del
vacio, ajenos dos a dos. Ademas esta familia la podemos tomar de exactamente
N; abiertos basicos, de la forma B = {U, x V,, : & < wy} con U, X V,, # Ug x V3
para cualesquiera «, 3 < w; tales que a # f3.
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Notemos que el espacio X y la coleccién {U, : a < wy} cumple las condicio-
nes del lema 3.1, por lo que existe A C w; no numerable tal que {U, : « € A}
tiene la propiedad de la interseccién finita. Ahora, fijemonos que el espacio Y y
la coleccién {V,, : o € A} satisface las condiciones del lema 3.1, por lo que existe
B C A no numerable tal que {V,, : « € B} tiene la propiedad de la interseccién
finita.

Tomemos i,j € B distintos. Entonces (U; x V;) N (U; x V;) # 0, lo cual
contradice la eleccién de la familia B. Por lo tanto, X x Y es cac. O

Como corolario, podemos decir lo siguiente, en presencia de MA(X;).

Corolario 3.3 (MA(Xy)). El producto arbitrario de espacios Hausdorff cac es
cac.

Demostracion. Por el teorema 2.11, sabemos que es suficiente demostrar este
colorario para productos finitos. Por induccién es suficiente demostrarlo para el
producto de dos espacios, lo cual es el teorema 3.2. O

3.2. El problema de Souslin

Un problema bastante natural es caracterizar al conjunto de los nimeros
reales R por sus propiedades topoldgicas. Empecemos definiendo, en un con-
junto totalmente ordenado X, la topologia llamada topologia del orden. Esta
estd definida como la minima topologia que contiene al conjunto {(«+—,z) : z €
X} U{(z,—): 2z € X}. Si X es totalmente ordenado y tiene la topologia del
orden, llamémoslo simplemente espacio ordenado. De aqui, es claro que la to-
pologia Euclidiana de R coincide con su topologia del orden.

Consideremos el problema de darle suficientes condiciones a un espacio orde-
nado R de tal manera que R sea homeomorfo a R. Consideremos las siguientes
propiedades que puede tener un espacio ordenado R:

(1) R no tiene ni primer ni ultimo elemento,
(2) el orden de R es denso; es decir, si a,b € Ry a < b, entonces (a,b) # 0,

(3) el orden de R es completo condicionalmente; es decir, si S C R y existen
a,b € R tales que S C (a,b), entonces S tiene supremo e infimo,

(4) R es un espacio topoldgico separable,

(5) R es un espacio topoldgico cac.

Cabe aclarar que la condicién (2) habla de la densidad del orden, no del
espacio topolégico. Notemos que otra forma de escribir (1) es diciendo que si
a € R, entonces («—,a) # 0 # (a,—), por lo que en cierto sentido es una
condicién similar a la (2). Notemos que R posee todas las propiedades anteriores.
De hecho, se tiene lo siguiente.
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Teorema 3.4. Sea R un espacio ordenado que cumple las propiedades del (1)
a (4) anteriores. Entonces R es homeomorfo a R.

Demostracion. En [13, 2.5(f), p. 112] se prueba que un isomorfismo de orden
entre espacios ordenados es un homeomorfismo. Por esto y el hecho de que (0, 1)
es homeomorfo a R, es suficiente dar un isomorfismo de orden F' : R — (0,1).
Sea @ = {¢gn : n € N} el subconjunto denso numerable de R dado por la
condicién (4). Primero daremos un isomorfismo de orden entre @) y el conjunto
de los racionales diddicos D = {2L :n € Nk € {0,...,n — 1}} y después
extenderemos éste a uno de R sobre (0,1) usando que D es denso en (0, 1).
Definamos el isomorfismo de orden f : Q — D en g, por induccién en n € N.
Empezamos definiendo en el primer paso f(q;) = 1/2. Por (1), existen ¢}, 3 € w
que cumplen gt < q1 < ¢y que ademas son los primeros en cumplir esta
condicién. Entonces, en este segundo paso hagamos f(qc%) =1/4y f(qcé) = 3/4.
Notemos que en este paso al menos se ha definido la funcién f en {q1,¢2} ya que
2 € {c},cl}. Supongamos entonces que en el paso n ya tenemos definido f para
2" — 1 elementos de @, al menos en {qi,...,¢,} y tal que f es una biyeccién
sobre los racionales diddicos que en su forma reducida tengan denominador
2% con k € 1,...,n. En el paso n + 1, encontramos los primeros 2" ntimeros
naturales {cy : k € {1,...,2"}} tales que gcp esté en el interior del k-ésimo
intervalo en el que se divide R por los elementos en los que ya estd definida la
funcién en el paso anterior, cada cual es distinto del vacio por las condiciones
(1) y (2). Claramente podemos definir f en {g.r : k € {1,...,2"}} tomando
como valores a los racionales diddicos en (0,1) que en su expresién reducida
tienen denominador 2”1 de tal forma que se preserve el orden. Como ademés
elegimos los subindices minimos, sabemos que en este paso hemos definido a f
en al menos {qi,...,¢u+1} de tal forma que es una biyeccién sobre todos los
racionales diddicos con denominador 2%, con k € 1,...,n + 1. Esto completa la
induccién. La funcién esta claramente definida en todo @ y su imagen es D,
ademas su inyectividad se puede comprobar en los pasos de la induccién.
Ahora extendamos a f. Para cada a € R, definamos F'(a) = sup f[(«,a) N Q].
Por las condiciénes (1), (3) y el hecho de que f es biyectiva, F' estd bien definida.
Como f es isomorfismo de orden, F(a) = f(a) cuando a € Q. Para ver que F
conserva el orden, sean a,b € R con a < b. Por la condicién (2) y (4), existe
¢ € QN (a,b). Tenemos que ¢ es un elemento de («—,b) N Q que ademds es cota
superior de («,a) N Q. Como ademds f es isomorfismo de orden, tenemos que
F(a) < F(b). De esto, también obtenemos que F' es inyectiva. Por dltimo, para
ver que F' es sobre, tomemos x € (0,1) y definamos a = sup f~1[(0, )], el cual
estd bien definido porque f es isomorfismo de orden. Afirmamos F'(a) = x. Sea
b € (+,a)NQ. Por la definicién de a, existe y € (0,1)ND tal que f~1(y) € (b, a).
Como f preserva el orden, f(b) < y < z, lo cual demuestra que x es cota superior
del conjunto f[(+,a) N Q]. Ahora hay que demostrar que z es la cota minima.
Supongamos que no es asi, y que y = F(a) < 2. Tomemos z € DN (y, x), veamos
que f71(2) < a. Si no es asf, es una cota superior de f~*[(0,z)] y como f pre-
serva el orden, z > . Esta contradiccién nos dice que efectivamente f~1(z) < a.
Pero esto contradice la definicién de y, por lo cual efectivamente z = F'(a). Esto
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completa la suprayectividad y asi, F' es el isomorfismo de orden buscado. O

Esto nos da una buena caracterizacién de R como espacio ordenado. En
1920, M.M. Souslin hizo la pregunta siguiente:

Problema de Souslin ([15]): En un espacio ordenado R, json suficientes las
condiciones (1) a (3) més la condicién (5) para que R sea homeomorfo a R?

La respuesta es bastante mas complicada de lo que uno esperaria, ya que
es indecidible usando unicamente los axiomas de Zermelo-Fraenkel més AC. La
respuesta es, inclusive, independiente de CH. Para una discusién més extensa
de este problema se recomienda al lector consultar [3]. Como una aplicacién del
teorema 3.2 veremos que MA(X;) implica una respuesta en afirmativo.

Teorema 3.5 ([MA(X;)]). Sea X un espacio ordenado con su topologia del
orden que es cac. Entonces X es separable.

Demostracion. Sea T = {(a,b) : a,b € X,a < b}. Consideramos el conjunto Z
de todos las familias .# de conjuntos no vacios de la forma Ax B, con A,B €Ly
ANB = () tales que los elementos de .# son ajenos dos a dos. Aplicando ZORN a
Z, encontramos .Z € Z un elemento maximal. Por el teorema 3.2, tenemos que
X x X es cac, asi que .# es numerable y escibiremos # = {(x;, y;) X (4, w;) :
i € w}. Definimos

Y={a;:icwtU{yiricwtU{z icwU{w icw}

Por ser X cac, el conjunto de puntos aislados Z = {x € X : {z} es abierto} es
numerable. Afirmamos que Y U Z es denso en X.

Supongamos que no es asi, sea G = X — clx (Y U Z). Asi, G es un abierto
sin puntos aislados, por lo que podemos escoger a,b,c € X tales que (a,b) #
0 # (b,c) y (a,c) C G. Por la maximalidad de .#, (a,b) x (b,c) interesecta a
algtin elemento de .#. Supongamos sin pérdida de generalidad que

[(a,b) x (b,c)] N [(x0,Y0) X (20, w0)] # 0.

Como los puntos zg, Yo, 20, wo no estdan en G, se tiene que dar que zy < a,
b < yo, 20 < b, ¢ < wy. Pero esto implica que b € (xg,yo) N (20, wp), lo cual
contradice que # € Z.

Por lo tanto, efectivamente Y U Z es un subconjunto denso numerable de X,
por lo que X es separable. O

Como corolario del teorema 3.5, tenemos la respuesta al problema de Souslin.

Corolario 3.6 ([MA(X;)]). Sea R un espacio ordenado. Si R cumple las con-
diciones (1) a (3) y (5) de arriba, entonces R es homeomorfo a R.

Demostracion. Por el teorema 3.5, tenemos que R cumple la condicién (4). Por
el teorema 3.4, R es homeomorfo a R. O
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Un espacio ordenado S que cumple las condiciones (1) a (3) més (5) y no es
separable es llamada linea de Souslin. El corolario 3.6 afirma que si suponemos
MA(R;), entonces no existe una linea de Souslin. La existencia de una linea de
Souslin es consecuencia de otro axioma de la teoria de conjuntos denominado
& que es més fuerte que CH (véase [11, II, §7, p. 80]). Con respecto a esto, se
sabe lo siguiente.

Proposicién 3.7. Si X es una linea de Souslin, entonces X es cac pero X2 no
es cac.

Demostracion. El primer paso para nuestra demostracién es encontrar, por in-
duccién transfinita en o < wy, puntos z, Ya, 2o € X tales que

(@) Za < Yo < Zo para todo a < wi,

) (o, Ya) Z 0, (Yo, 2a) # 0 para todo o < wy,
(¢) (za,2a) N{ys: B < a} =0 para todo o < w;.

Primero notemos que la condicién (2) de la definicién de linea de Souslin implica
que una linea de Souslin no tiene puntos aislados. Por induccién, para cada
a < wr, el conjunto {yg : B < a} (igual al vacio cuando o = 0) es numerable y
por lo tanto, podemos escoger ,, 2o € X tales que (Z4,24) €s un subconjunto
no vacio del abierto no vacio X — clx({ys : 8 < a}). Como X no tiene puntos
aislados, hay una infinidad de puntos en (z,,z,), escojamos uno de ellos y,
de tal forma que (To,¥Ya) # 0 ¥ (Yo, 2a) # 0. De esta forma se cumplen las
condiciones (a), (b) y (¢).

Ahora, definamos Uy = (Za, Yo ) X (Yo, 2a) PaTa o < w1 yU = {Upy : o < w1 }.
Por la condicién (b), cada U, es un abierto no vacio de X?. Por la condicién
(¢), UaNUg =0 cuando o, f < w1 y a # . Por lo tanto, U es una coleccién no
numerable de abiertos no vacios ajenos dos a dos de X2. Esto prueba que X?2
no es cac. O

En el siguiente capitulo construiremos, usando unicamente CH, dos espacios
X v Y que son cac tales que X x Y no es cac.
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Capitulo 4

[CH] Dos espacios cac cuyo
producto no es un espacio
cac.

En este capitulo nos ocuparemos de demostrar la negacion del teorema principal
del capitulo 3, usando CH. En resumen, construiremos una familia de espacios
Hausdorff tal que el producto de cualesquiera dos de sus elementos no cumple
la cac. Después de esto, usaremos CH para encontrar dos de estos espacios los
cuales cumplen cac.

Este resultado es de R. Laver, aunque no fue publicado hasta que hubo una
prueba simplificada por F. Galvin en [7]. La construccién de [7] es conjuntista
por lo que nosotros la presentamos modificada para espacios topolégicos como
estd sugerido en [13, 3T, pp. 230-234].

Si S es un conjunto, denotamos por [S]? al conjunto {4 € Z(S) : |A| = 2}.
Para cada K C [w;]?, consideremos el conjunto

Xk ={A Cw; : A es maximal con la propiedad [A]* C K}.
Como ejemplos de estos conjuntos tenemos que si K = [w1]?, entonces X =
{w1} y si K =0, obtenemos que Xi = {{a} : a < w1 }.
Definamos una topologia en estos conjuntos. Para esto, definimos, para cada
K C [w1]? y cada subconjunto finito F C wy,
<F>K:{A€XKFCA}
Lo primero que nos gustaria ver es que la familia de conjuntos
Brx ={{FYk :0<|F| <N}
forma una base para alguna topologia de X . Empecemos con los siguientes

resultados técnicos.
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Lema 4.1. Sea K C [w1]? y A C wy tal que [A]? C K. Entonces existe B € Xk
tal que A C B.

Demostracion. Consideramos
Z={CcCw :ACC,[C]?CK},

que es no vacio ya que A € Z. Si C es un subconjunto de Z totalmente ordenado
por la inclusién, entonces | JC € Z. Por lo tanto, podemos aplicar ZORN. Un
elemento maximal de Z con la contencion sera claramente el elemento buscado.

O

La prueba del siguiente resultado es directa.

Lema 4.2. Sean K C [wi]? y subconjuntos finitos Fy,Fy C wy. Entonces
(F1)rk N (Fa)g = (F1 U Fy) k.

Nos gustaria saber cudndo los elementos de Br son iguales al vacio. Del lema
4.1 se puede deducir lo siguiente.

Lema 4.3. Sean K C [w1]? y F C wy finito. Tenemos que (F)x # 0 si y sélo
si [F]? C K.

Ya con estos resultados, podemos deducir que:

Proposicién 4.4. Sea K C [wi]?. Entonces B es base para una topologia
Hausdorff en Xk .

Demostracion. Es claro que Bg es base para alguna topologia de X por el
lema 4.2. Para ver que esta topologia es Hausdorff, consideremos A, B € Xk
con A # B. Por la definicién de X, tenemos que [A U B]> € K, que nos dice
que existe {z,y} € [AUB]?> — K. Como [A]> U[B]? C K, entonces {z,y} £ Ay
{z,y} ¢ B. Entonces podemos pensar, sin pérdida de generalidad, que z € Ay
y € B. Entonces A € ({z})k, B € ({y})x y por el lema 4.2, {z})k N{y})kx =
({z,y}) Kk el cual es vacio por el lema 4.3 y el hecho que {z,y} ¢ K. Esto prueba
que Xk es un espacio Hausdorff. O

Como ejemplo, consideremos el caso en el que K = (), podemos notar de la
definicién de la base By que X g resulta ser un espacio discreto con cardinalidad
N;.

Podemos decir un poco més de la topologia de X generada por By.

Proposicién 4.5. Sea K C [wi]?. El espacio Xx es 0-dimensional y existe una
base de abiertos de Xk con cardinalidad a lo mds N;.

Demostracion. Para ver que X es O-dimensional es suficiente ver que los abier-
tos que pertenecen a By son cerrados. Sea F' C w; finito y supongamos que
(F)i # 0. Por el lema 4.3, [F]? C K. Tomemos A ¢ (F)g, lo cual significa
que F ¢ Ay por la maximalidad de A, [F U A]> ¢ K. Por lo tanto, existe
{z,y} € [FUA]> = K y como [F]>U[A]? C K, podemos suponer sin pérdida de
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generalidad que x € F'y y € A. Entonces tenemos A € ({y})k y por el lema 4.2,
{hKN(F)ie = (FU{y})x. Pero {25} € [FU{y}]? por o que [FU{})? € K
y por el lema 4.3, obtenemos (F'U {y})x = 0. Es decir, ({y})x es un abierto
que contiene a A y no toca a (F)g. Esto demuestra que (F)k es cerrado. Pa-
ra demostrar la segunda afirmacién sélo hay que notar que la cardinalidad de
By es menor o igual que Ny ya que ésta tiene a lo mas tantos elementos como
subconjuntos finitos de wy. O

Sin ninguna hipdtesis adicional podemos inferir el siguiente resultado sobre
estos espacios X, que serd de nuestro interés.

Proposicién 4.6. Sean K, M C [w]? tales que MNK = (. Entonces X x X s
es un espacio que no satisface la cac.

Demostracion. Para cada a € wy, tenemos que [{a}]> =0 C K N M, asf que
por la proposicién 4.3, obtenemos que ({a})x y ({a})a son abiertos no vacios
de Xi y Xy, respectivamente. Por lo tanto, el conjunto

C={{ah)x x {ahm : @ <wi}

es una coleccién no numerable de abiertos no vacios de X g x X ;. Sean o, § < wy
tales que o # (3. Como K y M son ajenos, a lo mas se puede dar una de las
siguientes dos relaciones: {«, 3} € K 6 {«a, 8} € M. Por lo tanto, por el lema
4.3, se tiene que ({a, B}k =0 6 ({a, B})ar = 0. Por el lema 4.2, se tiene que

(({eh)x x {ad)ar) 0 ({BYx x ({BY)ar) = 0.

Lo cual nos dice que los elementos de la familia C son ajenos dos a dos. Entonces
Xk x X7 no es cac. O

Por lo tanto, ahora nos gustaria encontrar K, M como en la proposicién
4.6 que ademas cumplan que X g, X7 son espacios cac. Esta serd la parte mas
elaborada del trabajo. Cabe aclarar que la proposicién no impone la condicién
de que alguno de K é M sea vacio. Por ejemplo, si K = (), Xx es el espacio
discreto de cardinalidad R; por lo que cualquier producto con Xg como factor
no cumple la cac, trivialmente, inclusive si tomamos M = [w;]?, caso en el que
X es un espacio de un solo punto.

Empecemos con escribir de una forma alternativa la condicién cac para estos
espacios.

Lema 4.7. Sea K C [wl]z. Se tiene que Xk es cac si y solo si cada vez que €
es una coleccion de subconjuntos finitos de wy, ajenos dos a dos tales que

(a) [F)> C K para cada F € €,
(b) [Fl UF2]2 —K?é 0 cuando Fl,FQ €t Y Fy #Fg,

se tiene que |€| < Rq.
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Demostracion. Primero supongamos que Xk es cac y sea ¥ una familia de
subconjuntos finitos de w; que cumplen (a) y (b). Consideremos ® = {(F)x :
F € €}, la cual es una coleccién de abiertos de Xp. Por los lemas 4.2, 4.3 y las
condiciones (a) y (b), se tiene que cada abierto de esta coleccién es no vacio y
cualesquiera dos tienen interseccion vacia. Como X g es cac, obtenemos que
es numerable. Como ademéds tenemos que se cumplen las condiciones (a) y (b),
tenemos que % también es numerable.

Ahora, supongamos que se cumple la otra condicién y demostremos que X i
es cac. Para esto, sea % una coleccién de abiertos ajenos dos a dos de X.
Podemos suponer sin pérdida de generalidad que éstos son abiertos basicos.
Si % es no numerable, podemos indicar esta coleccién con un ordinal A\ de
cardinalidad no numerable de la siguiente manera:

U = {(Ga)k - a < A,

de tal forma que (Go)x # (Gg)k st o, 8 < Ay a # (3. Por el lema 2.9, existe
un subconjunto no numerable .Z C X\ y un subconjunto finito G C w; tal que
para cualesquiera «, 5 € 4 con a # 3, G, N Gg = G. Para cada oo € A4, sea
F, = G, —G. Definamos ¢ = {F,, : « € .4} el cual claramente es una coleccién
no numerable de conjuntos ajenos dos a dos.

Notemos que para cada a € . se tiene que [F,]? C [G,]? C K porque
tenemos (Go )k # 0 y el lema 4.3, por lo que € cumple la condicién (a). Para
ver que ¢ cumple la condicién (b), consideramos «, 3 € .#. Por los lemas 4.2
y 4.3, se tiene que existen z,y € G, U Gy distintos tales que {z,y} ¢ K. Como
[G]? C [Ga)? U[Gs]? C K (por el lema 4.3), podemos suponer que x € F, y
y € Fg. Entonces {z,y} € [F, U F3]? — K por lo que se cumple (b).

Entonces, por hipdtesis, € es numerable lo cual es una contradiccién. Esto

implica que % es numerable.
O

Ahora, el siguiente paso es buscar condiciones en K que hagan a Xg cac.
Para esto, primero consideremos la siguiente colecciéon de conjuntos:

Q={F C #(w1):F es una anticadena, |.Z7| =Ry y F € .F implica |F| < g}

Al usar CH, nos convendra poder indicar este conjunto con w; asi que lo primero
que haremos serd averiguar su cardinalidad.

Lema 4.8. |Q| = 2%,
Demostracion. Notemos que
9o < Nfl“o < (2N0)No < 2No

por lo que es suficiente probar que 2% < |Q| < N?“.
Para la primera desigualdad, consideremos el conjunto 2“° de funciones de
wo al espacio discreto 2. Asi, para cada f € 2“°, podemos considerar el conjunto:

F(f)={{n} :necwy f(n) =11 U{{wo +n}:n € wp}.
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Gracias al segundo uniendo, sabemos que |.#(f)| = Ro y ademds cada elemento
de Z(f) es un singulete, por lo que Z(f) € Q para cada f € 2¥°. Ademds, si
f,g € 2*0 son distintas funciones, .7 (f) # % (g). Como ademéas |2<°| = 2No,
{Z(f): f € 2*0} es un subconjunto de Q de cardinalidad 2%°. Esto prueba la
primera desigualdad.

Ahora prosigamos a probar la segunda desigualdad. Si .# € Q, notemos
que podemos ordenar sus elementos .# = {#, : n € wp}. Para cada # € Q
y n € wy, sea g(F)(n) : wyg — wp una funcién arbitraria cuya imagen sea
Fn,, lo cual es posible ya que .%, es un conjunto finito. Esta asignacién define
una funcién g : @ — (w{°)“°. Supongamos que existen .F1,. %2 € Q tales que
g(F1) = g(F?). Esto significarfa que para cada n € wy, se tiene que #! = .72
lo cual significa que .#! = .#2. Por lo tanto g es una funcién inyectiva y asi,
|Q] < |(wio)«o| = (RY0)Ro = R}, Esto prueba la otra desigualdad. O

Ahora que ya conocemos la cardinalidad de Q, enumeremos Q = {F), : p €
Moty F, = {F}! :n € wo} para cualquier p < 2%, De aqui, cuando usemos
CH, los indices correrdn en p < wi.

El préximo resultado nos dara una familia de espacios Xx los cuales no
cumpliran la cac. Para esto, introduzcamos un poco de notaciéon. Para a < w;
y K C [w1]?, sean

Ko =K N[a)?,
K(a)={f<a:{a,p} €K}
Observemos que, intuitivamente hablando, K («) son los ordinales menores

que « que se aparean con él en K. Hay que notar que el siguiente resultado es
nuestro primer resultado que depende de CH.

Teorema 4.9 ([CH]). Sea K C [w1]?. Sea a < wy y consideremos la siguiente
condicion:

(x)sif<a,UFsCa, FCa-Fjs es finitoy W p={ncwp: [FFUF]* C
Ko} es infinito, entonces {n € Wg§ . : Fi C K(a)} es infinito.

Si se cumple (x) para todo a < wy, entonces X es cac.

Demostracion. Usemos la equivalencia de cac dada en el lema 4.7. Recordemos
que como estamos usando CH, @ queda numerado con ordinales numerables.
Supongamos que existe una colecciéon no numerable % de subconjuntos finitos
de wy ajenos dos a dos que cumple la condicién (a) del lema 4.7. Vamos a con-
tradecir la condicién (b) de ese mismo lema 4.7, con lo cual tendremos probado
que una coleccién que cumpla ambas condiciones es numerable y por lo tanto,
el espacio Xk es cac.

Es claro que cualquier subcoleccién numerable de € es un elemento de Q,
por lo que podemos fijar una de éstas, F3 C %, donde § < w;. Como |J Fg es
una unién numerable de conjuntos finitos, es numerable. Asi, podemos encontrar
ap < wy tal que |J Fg C ap. Consideremos

Gy ={C €C : CNag #0).
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Sea, por AC, f : %,, — o una funcién tal que f(C) € C N ay para cada
C € %,,. Como los elementos de € son ajenos dos a dos, f es inyectiva y por
lo tanto, |€a,| < |ao] < No.

Como % es no numerable, podemos encontrar G € € tal que G N ag = 0.
Como G es un conjunto finito, podemos escribir G = {ay, ..., i} para algin
k € w— {0} y suponer que g < a1 < ... < Q.

Notemos que en este punto es donde estamos aplicando CH. Toda la cons-
truccién anterior se puede copiar usando sélo Zermelo-Fraenkel méas AC, justo
antes de usar que ag es numerable. En ese punto, usamos que la subfamilia 6,,,
al ser numerable, no es igual a ¥ y podemos tomar G. Asi, la hipétesis de que ay
es numerable es escencial en este punto, y esto fue gracias a que la numeraciéon
de @ era con ordinales numerables, es decir, usamos CH.

Procederemos por inducciéon k veces hasta llegar a una contradiccién.

Como Fy C UFs C ap C a1 y como estamos suponiendo que se cumple
(a) del lema 4.7, tenemos que [Fg]Q C K N [oy]? para todo n € w, por lo que

gb = wp. Por lo tanto, aplicando (*) con @ = a; y F = (), obtenemos que
Z1={n €wy: Fy C K(a1)} es infinito.

Notemos que {a1} C az —|J F. Sin € Z1, tenemos que F§ C K(a1) por lo
que,siz € I, {z,a1} € K. Ademéds, como Fg € €y ¢ cumple el inciso (a) del
lema 4.7, tenemos que [Fj U {a1}]? € K. También, claramente, [Fj U {a1}]? C
ag. Este argumento implica que Z; C ng{al}' Por lo tanto, aplicando () con
a = ayy F = {a1}, obtenemos que Zy = {n € ng{al} D FY C K(ag)} es
infinito.

Ahora hagamos el paso general. Sea m € {3,...,k} y supongamos que
oy ={neWgr' i F5CK(am-1)}
es infinito. Notemos primero que {a1,...,am—1} C an —J Kp. Queremos pro-
bar que
Zm—1 CWET a1y
Para esto, tomamos n € Z,—1, 2,y € FyU{ai,...,ap-1} con z # y y tenemos

que probar que {z,y} € K N[a,;,]?. Claramente, {z,y} € [a;,]?, por lo que sélo
hay que probar que {z,y} € K. Hay tres posibles casos:

» Si® # apm-1 # ¥y, tenemos que {z,y} C Fj U{a,...,am-2} y como
n e Wg’"’l ,}» tenemos que {z,y} € K.

Aot ,am—
» Siz € Fy yy= am_1, comon € Zn,_1, obtenemos que {r,y} € K, por
definicién de Z,,_.

» Siz={ay,...,0m2} Yy =am_1, como G € € y ¢ cumple la condicién
(a) del lema 4.7, {z,y} € K.

Por lo tanto, aplicando (%) con a = ey, y F = {a1,...,Qm—1}, Obtenemos
que
Zm={ne¢ Wg,?al,-..,amfl} 1Py C K(am)}
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es infinito.
Notemos que analogamente como se hizo en el paso inductivo, se tiene que:

Zy CWikt ={new: [FfUGP C K}

y por lo que acabamos de probar, el conjunto de la derecha resulta ser no vacio.
Esto es una negacién del inciso (b) del lema 4.7, que es a lo que querfamos llegar.
Por lo tanto, tenemos probado el teorema. O

Con esto, ya tenemos una forma de detectar a algunos espacios de la forma
Xk que cumplen cac, suponiendo CH. Ahora nos gustaria construir un par de
conjuntos K, M que efectivamente cumplan la condicién del teorema 4.9 para
que asi Xg y X sean cac y ademéas que M N K = () para asi asegurar que su
producto X x Xjps no lo es. Para esto, necesitaremos construir a los conjuntos
K y M inductivamente al mismo tiempo y para ello necesitaremos del siguiente
resultado.

Lema 4.10. Sea {S,, : n < wo} C Q tal que |J{USn : 1 < wo} C o < wy
y escribamos Sy, = {SI' : m < wo}. Entonces existen subconjuntos ajenos A
y B de « tales que, para cada n € wy, los conjuntos {m € wy : ST* C A} y
{m € wp : S* C B} son infinitos.

Demostracion. Empezamos con la siguiente afirmacion:

(o) Si C C J{Sn : n < wo} es una anticadena finita y n € wy, entonces existe
m € wp tal que S]* es ajeno a cualquier elemento de C.

Para probar (e), supongamos lo contrario. Es decir, existe n € wy tal que
para toda m € wy, existe Cp, € C tal que S N Cyp, # 0. Por AC, existe una
funcién f : wg — |JC tal que f(m) € Cp, N SI*. Como S, es una anticadena, f
es inyectiva. Sin embargo, | JC es una unién finita de subconjuntos finitos por
lo que es finito. Esto es una contradicciéon por lo cual efectivamente se cumple
().

Definamos, para cada n € wy, A, y B, subcolecciones finitas de | J{S,, : m €
wo}, tales que A,, U B,, es una anticadena con |[A, NS, >ny |[B,NSy| >n
para todo m < n.

Para n = 0, escogemos Ay = {S§}, By = {S¢}. Supongamos ahora que
tenemos definidos los conjuntos Ay y By para k < n. Como A,_1 U B,,_1
es finito, podemos aplicar () con C = A,_; U B,_1 para encontrar mg €
wp tal que S)™° es ajeno con cualquier elemento de A,,_; U B,,_1. Aplicando
(o) con C = A,_1UB,_1U{S)"}, existe m; € wp tal que ST es ajeno a
cualquier elemento de A,_1 U B,_1 U {S;"}. Iterando este proceso, existen

MOy -y Mp—1,70,--.,Tn—1 € Wo tales que
Ap—1 UBn_ 1 U{Sy, ..., Sy u{So, ..., S}

es una anticadena finita. Definimos

Ay = A1 U{STo, . S U {8, ..., Sim

n—1
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con lo que tendremos que |4, N S,,| > n para cada m < n. De manera andloga,
podemos encontrar pg, ..., Pn—1,490,---,qn—1 € wo tales que

A UB,_ 1 U{SE, ... St yu{Sh, ..., St
es una anticadena finita. Definimos

Bn =B, U{S§, ..., Sy u{SL, .. Sin-1},
con lo que tendremos que |B,, NS,,| > n para cada m < n.

Esto completa la induccién. Definamos Ay, = J{An : n € wo} y Bu, =
U{Bn : n € wo}. Por construccién, A,, U B,,, es una anticadena. Como, para
todo k > n se tiene que |A,,, NSy| > |ArNSy| > n, obtenemos que |A,, NSy =
Ng para todo n € wy. Andlogamente, |B,, N S,| = Ry para todo n € wy.

Definimos A = (JA,, ¥ B = |JB.,, claramente estos son subconjuntos
ajenos de ay {m € wp : S* C A} y {m € wg : S]* C B} son infinitos para cada
n € wy. O

Ahora, finalmente, construyamos los conjuntos que nos serviran.

Proposicién 4.11 ([CH]). Ezisten M°, M! C [wi]?, ajenos, tales que ambos
satisfacen la condicidn (x) del teorema 4.9.

Demostracion. Para definir un conjunto K C [w1]? lo podemos hacer por in-
duccién transfinita, definiendo en el paso a < wy a K(«) y después tomando
K = {{B,a} : @« < w1, € K(a)}. También hay que tomar en cuenta que si
a < wy y ya tenemos definido K () para todo 8 < «, entonces ya estd definido
por completo K. De esta manera, para poder verificar la condicién (x) para
K, es suficiente hacerlo en cada paso de la construccién por induccién.

Vamos a construir los dos conjuntos M?, M! de esta manera. Para ver que
estos conjuntos son ajenos, serd suficiente ver que M°(a) N M'(a) = 0 para
cada a < wi. De esta manera, tanto la condicién (*) como el hecho de que
M°N M?! = se verificardn en cada paso de la construccién por induccién.

Empecemos definiendo M°(0) = M1(0) = (). Sea ap < wy, con ag # 0y
supongamos que para todo v < g, ya tenemos definidos M°(y) y M*(v) de
tal manera que se cumple la condicién (x) con o = v para ambos K = M°,
K = M!' y ademéds M°(v) # M*(v). Consideremos el conjunto:

Cop = {(’Y,F,i):i€{0,1}7’7<0é0,UFry Ca0>FcaO_UF’Y

es finito y {n € wo : [ U FJ> € M} } es inﬁnito}.

Como oy es numerable y F' es un subconjunto finito de ag, claramente 6, es
un conjunto numerable. Para cada tripleta (v, F,i) € %,,, definimos el conjunto

S p={F:[FlUF]*c M/},
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y consideremos el conjunto numerable S = {SfﬁF : (7, F,i) € €a,}- Hay dos
casos, si S = (), entonces no importa como definamos M°(ag) y M (), por
vacuidad se cumplird la condicién (x), por los que simplemente los elegimos
arbitrariamente de entre los subconjuntos de «q de tal forma que sean ajenos.

Si no es asf, podemos numerar S = {5, : n € wp}, aunque S sea finito,
repitiendo uno de sus elementos una cantidad numerable de veces. Notemos que
S C Q, yaque para cada (v, F, i) € €y, S _r €s un subconjunto infinito de F, €
Q. Ademsds, todos los conjuntos de la forma S;, con 1 € wyp, son subconJuntos de
ap. Notemos que para cada n € wp, S, es un subconjunto infinito de F, para
alguna v < ag. Numeremos cada S, = {SI" : m € wo}, y de hecho esta es una
numeracién de alguna subcoleccién infinita de F,.

Por lo tanto, podemos aplicar el lema 4.10 que nos dice que existen A, B C aq
ajenos tales que {m € wg : SI* C A}y {m € wy : S]* C B} son ambos conjuntos
infinitos para cada n € wy. Definiendo M°(ag) = A y M*(ag) = B, solo falta
demostrar que se cumple la condicién (%) para K(a) igual a ambos conjuntos.

Pensemos unicamente en A, para B el argumento serda completamente analo-
go. Sea n € wy y recordemos que S,, C F, para alguna (v, F,0) € €,,. El hecho
de que el conjunto {m € wp : SJ* C A} sea infinito implica que existe una sub-
coleccién infinita 7', de S,?, r tal que si FI* € T, entonces FI" C A. Retomemos
parcialmente la notacién del teorema 4.9 y sea W, p = {n € wo : [F}} U F)? C
M} i } Notemos que si F moe SS 7, entonces m € W, p. Todas estas observacio-
nes nos dan como resultado que el conjunto {m € W, p : F* C A} es infinito.
Esto demuestra (*) para el caso de M°(ag) = A.

Esto completa la construccion. Por la discusién al principio, esto concluye
la demostracion.

O

Nuestro resultado final es sélo juntar las partes que ya conocemos.

Teorema 4.12 ([CH]). Ezisten M°, M*' C [w1]? tales que X0 y Xpp son cac
pero X o X Xp no es cac.

Demostracion. Consideramos M?, M' como en la proposicién 4.11. Como am-
bos M y M?! satisfacen la condicién (*) del teorema 4.9, este mismo teorema
nos dice que X0 y X1 son cac. Ademds, como son ajenos, por la proposicién
4.6, tenemos que X0 X X1 no es cac. O

Recordemos que en la proposicién 3.7 se demostré que si X es una linea de
Souslin, X2 no es cac. Una pregunta natural en este punto es si podemos deducir
de CH que existe un espacio cac cuyo cuadrado no es cac. Esto se resuelve de la
siguiente manera.

Corolario 4.13 ([CH]). Eziste un espacio cac X tal que X? no es cac.

Demostracion. Sea X la unién topoldgica de los espacios X0 v X1 del teore-
ma 4.12. Es decir, X es la unién ajena de X0 y X1 con la topologia minima
que hace a las dos inclusiones continuas. De aqui, es claro que X es cac pero X2,
al contener una copia topoldgica abierta del espacio X0 X X1, no es cac. [
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Capitulo 5

Densidad y celularidad en
espacios producto

El objetivo de este capitulo es el de dar una discusion més elaborada de la
celularidad y su comportamiento con relacién a otra funcién cardinal topoldgica
denominada la densidad, que generaliza al concepto de separabilidad del que
hablamos en el capitulo 2. El teorema 5.4, que nos dice como se comporta la
densidad en productos, es una generalizacién de la parte (2) de la proposicién
2.8. Veremos algunas aplicaciones de este teorema para la compactacion de
Stone-Cech. Tambien se generaliza el teorema 2.11 en el teorema 5.8. Varios
de los resultados de este capitulo, para estudiarse con calma, requeririan mas
espacio del disponible en este trabajo. En ocasiones no se dara prueba de algunos
resultados auxiliares pero se daran suficientes referencias al lector para que
pueda consultar todos los detalles.

5.1. Resultados principales

Empecemos con un espacio topolégico X. Definimos la densidad de X, d(X) y
el peso de X, w(X), de la siguiente manera:

d(X) = min{|D|:D C X,clx(D) =X} +Rp
w(X) = min{|B|: B es base para la topologia de X} + Ng

Al ser clx(X) = X, la densidad de un espacio existe, por las propiedades de
los ntimeros cardinales. En el caso del peso, éste existe ya que la topologia de
X puede ser tomada como base para ella misma. Notemos que en el capitulo 2,
hablamos de los casos d(X) = Ng y w(X) = Rp, en estos casos a X se le llama
separable y segundo numerable, respectivamente. Cabe senalar que la propiedad
de Lindelof también tiene una generalizacion pero ésta se sale del objetivo del
trabajo.

Algo que podemos observar directamente de la definicién es que por definirse
con minimos, la densidad y el peso se alcanzan cuando el espacio es infinito y
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Hausdorff. Es decir, si X es un espacio infinito y Hausdorff, existe un subcon-
junto denso de él con cardinalidad d(X) y una base con cardinalidad w(X). Con
respecto a esto, la celularidad no se comporta igual. Para una discusién sobre
esto, se recomienda al lector consultar [9, 12].

La primera observacion que podemos hacer es la siguiente:

Lema 5.1. Sea X un espacio. Entonces d(X) < w(X) y ¢(X) < d(X).

Demostracion. Ambas desigualdades se prueban igual que en el caso numerable.
Para la primera es suficiente tomar una base B de cardinalidad menor o igual
a w(X) y usar AC para encontrar un subconjunto D C X que tenga un punto
en cada elemento de la base. Con esto, D es un denso de cardinalidad menor o
igual que w(X). La segunda desigualdad se demuestra de una forma andloga a
la proposicién 2.2. O

El teorema principal de esta secciéon habla de la densidad de productos. La
prueba es andloga a la de la parte (2) de la proposicién 2.8. Sin embargo, hay
que hacer cambios ya que en esta prueba usamos que el intervalo I = [0, 1]
es segundo numerable, por lo que hay que considerar un espacio analogo para
el caso general. Este serd el k-espacio de Cantor, 2”, donde k es un cardinal
infinito.

Algo que hay que notar es que 2" es 0-dimensional. Resulta que en el caso
de espacios compactos 0-dimensionales, el peso es facil de calcular.

Proposicion 5.2. Si X es un espacio infinito, Hausdorff, 0-dimensional y com-
pacto, entonces w(X) = |CO(X)|.

Demostracion. Por ser X un espacio 0-dimensional, CO(X) es una base de
X. Como X es Hausdorff e infinito, existe una base de X con cardinalidad
w(X). Por el lema 2.1, podemos suponer que existe una base B C CO(X) con
|B] = w(X). Como cada elemento B € CO(X) es cerrado en un compacto, B
es compacto, asi que por AC podemos definir una funcién f : CO(X) — £ (B)
tal que f(B) es una coleccién finita de elementos de B tal que | f(B) = B.
Esta funcién es claramente inyectiva, lo cual demuestra que |CO(X)| es a lo
més la cantidad de subconjuntos finitos de B, que es igual a |B| = w(X). Esto
demuestra que |CO(X)| < w(X) y como ademds B C CO(X), se tiene que
w(X) = |CO(X)]. O

Corolario 5.3. Si k es un cardinal infinito, w(2") = k.

Demostracion. Para cada a < k, sea m, : 2% — 2 la proyeccion a la coorde-
nada «. La topologia producto de 2% es la minima que contiene a todos los
subconjuntos de la familia

S={r {0} :a < k}U{r {1} : @ < K}.

Entonces, una base B para la topologia de 2" estd dada por intersecciones finitas
de elementos de S. Claramente, B C CO(2"). Como 2" es compacto, cada
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elemento de CO(2") se puede escribir como unién finita de elementos de B,
asi que B = CO(2") ya que B es cerrada bajo uniones finitas. Por lo tanto,

w(2%) = [CO(2%)| = |B| = |S] = k.
Lo cual completa la demostracién. O

El corolario 5.3 nos da un espacio de peso x, para cualquier cardinal infinito
y ademas nos ayudara en la demostraciéon del teorema principal de esta seccién.
Este teorema es conocido como el teorema de Hewitt-Marczewski-Pondiczery.

Teorema 5.4. Sea k un cardinal infinito y A < 2%. Si {X, : a < A} es una
familia de espacios con d(X,) < K para cada o < A, y X = [[{Xa : @ < A},
entonces d(X) < k.

Demostracion. Supongamos que, para cada a < A, d(X,) < k. Notemos que
podemos suponer que A = 2" por el siguiente argumento. Si A < 2% X es
imagen continua de ¥ = X x [[{Ry:k € K}, en donde K es un conjunto
ajeno a A, [A\U K| = 2% y Ry = R para todo k € K. De aqui es facil ver que
d(Y') < d(X). Nos convendra suponer que los espacios estan indicados por el k-
espacio de Cantor 2" que tiene cardinalidad exactamente 2. Para cada a € 2",
sea D, = {p(a,3) : B < Kk} un subconjunto denso de X,. Sea B = CO(2"%), el
cual es una base de abiertos y cerrados para la topologia de 2" de cardinalidad
K, por la proposicién 5.2. Para cada k € N, sea

B(k) ={(B1,...,Br)€eB*:B,nB; =0sii,je{l,....k} yi#j},
el cual claramente tiene cardinalidad . Finalmente, consideremos

€ = {(Blw"?Bkr;’ylw'wryk):kENa(Blv"'aBk) EQ(k)vlylw"a’yk < K/}7

el cual también resulta ser un conjunto de cardinalidad k. Para cada P € ¥,
con P=(By,...,Br;v,...,7), escojamos un punto z(P) € X de la siguiente
manera. Si o € B; para algin j € {1,...,k}, ponemos 7, (z(P)) = p(,7;);
sia ¢ By U...U By, ponemos 7, (2(P)) = p(a,0). Sea D = {«(P) : P € ¢},
el cual es un conjunto de cardinalidad k. Para ver que es denso, consideremos
un abierto W en X. Podemos suponer que W es bésico, asi que escribamos
W =nWin...nx ' [W,], donde r € Ny W; es abierto en X, para cada
je{l,...,r}. Sean By,...,B, € B ajenos dos a dos tales que o; € B; para
je{l,...,r}. Para cada j € {1,...,7}, se tiene que Do, N W; # ), por lo que
existe y; € k tal que p(a;,v;) € Wj. Sea R = (B1,...,Br;v1,...,7%) € €. De
aqui es claro que z(R) € W, lo cual prueba que D es denso. O

Un detalle interesante en el teorema 5.4 es que no se pide la hipdtesis de
que los espacios sean Hausdorff, a diferencia de la proposicién 2.8. La razén de
esto es que en la prueba de la parte (2) de la proposicién 2.8 la hip6tesis de ser
Hausdorff sélo se usé para probar el converso del enunciado del teorema 5.4 en
el caso Kk = V.

Como primera aplicacién al teorema 5.4, podemos calcular la densidad de
cualquier k-espacio de Cantor. Necesitamos antes un resultado mas. Vamos a
probar una version especial de [9, 3.3, p. 11].
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Lema 5.5. Sea X un espacio infinito, Hausdorff, 0-dimensional y compacto.
Entonces w(X) < 24X,

Demostracion. Sea D un denso en X. Por el lema 5.2, es suficiente definir una
funcién inyectiva f : CO(X) — Z?(D). Definimos, para cada B € CO(X),
f(B)=BnND.Si B,CeCOX)y f(B)=f(C), entonces BND =CnND,lo
cual implica que

B=clx(B)=clx(BND)=clx(CnND)=clx(C)=C,
por lo que f es inyectiva. O
Y de aqui podemos calcular la densidad del x-espacio de Cantor.
Corolario 5.6. Sea r un cardinal infinito. Entonces d(2"¥) = min{g : 2° > x}.

Demostracion. Sea T = d(2*). Para probar que 7 < min{3 : 2° > k} es sufi-
ciente ver que si 3 es un cardinal tal que x < 27, entonces 7 < 3. Esto es directo
del teorema 5.4. Para la otra desigualdad, por el lema 5.3 y el lema 5.5, se tiene
que 7 € {B:2° >k}, lo que implica que 7 > min{3 : 2% > x}. O

La siguiente pregunta que nos podemos hacer es si podemos generalizar el
teorema 2.11 para celularidades mayores. La prueba de este teorema se basa en
el lema de A-sistemas (2.10), por lo que el camino natural es preguntarnos si
éste se puede generalizar. El siguiente resultado es de Sanin.

Lema 5.7. Sea k un cardinal reqular infinito y no numerable, # una familia
de subconjuntos finitos de k con |.F| = k. Entonces existe un A-sistema 9 C F
con | 9| = k.

Demostracion. Procedamos de forma andloga a los lemas 2.9 y 2.10. Para cada
n € N, sea #, = {4 € . : |A| = n}, claramente % = |J{%#, : n € N}.
Por ser .Z de cardinalidad «, existe n € N tal que |.%,| = . Para simplificar la
demostracion, pensemos que . = .%, y demostremos el resultado por induccién
sobre n. Sin = 1, # es un A-sistema de cardinalidad k con raiz igual al conjunto
vacio. Ahora supongamos que sabemos el resultado para familias con todos sus
elementos de cardinalidad n—1 y demostremos el resultado para n. Sea .# C F
una subfamilia maximal con la propiedad de que sus elementos son ajenos dos
a dos, la cual se obtiene aplicando ZORN a la colecciéon de subfamilias con sus
elementos ajenos dos a dos. Si |.#| = k, obtenemos que .#Z es un A-sistema
de cardinalidad k con raiz igual al conjunto vacio y habremos terminado. Si
|-#| < k, procedemos de la siguiente manera. Por la maximalidad de .#, cada
elemento de .7 intersecta a alguno de los elementos de .#. Por lo tanto, .# =
U{F(A) : A e #}, donde F(A) = {B € .7 : BN A#0}. Por ser k regular,
existe Ag € A tal que |.%(Ap)| = k. Cada elemento de .# (Ay) intersecta a Ag en
alguno de sus puntos, asi que podemos escribir .7 (Ag) = U{-F# (Ao, ) : x € Ap},
donde #(Ap,z) = {B € #(Ap) : x € BN Ap}. Como Ay es finito, existe un
xo € Ao tal que |.F(Ag, x0)| = k. La familia {B—{x¢} : B € .#(Ap,x0)} cumple
las hipétesis del lema y sus elementos tienen todos cardinalidad n — 1, asi que
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por hipétesis de induccidn, existe un A-sistema no numerable Ay C {B — {zo} :
B € .Z (Ao, o)} El conjunto {BU{z¢} : B € Ag} es el A-sistema buscado. O

Gracias a esta generalizacién del lema de los A-sistemas, tenemos la gene-
ralizacién del teorema 2.11 de la siguiente manera.

Teorema 5.8. Sea J un conjunto, k un cardinal infinito y {X; : i € J} una
familia de espacios no vacios. Se tiene que ¢(J[{X; : i € J}) < K si y sdlo si
para cada F C J finito, c(J[{X;:i € F}) <=k.

Demostracion. Si el producto total tiene celularidad menor o igual a , cualquier
subproducto también tendra celularidad menor o igual a xk ya que es imagen
continua del producto total. Supongamos que existe una coleccién % de abiertos
no vacios del producto X, ajenos dos a dos y que ademés |% | = k™. Sin pérdida
de generalidad podemos pensar que todos ellos son abiertos bésicos. Para cada
1 € 8, sea m; : X — X; la proyeccién. Escribamos

U = { N m Wir]:ie J},

keF;

donde |J| = xT,, F; es un subconjunto finito de S distinto del vacio para cada
it € J y Ug,F, es abierto en X, paracada k€ Fyei € J.

Como k* es un cardinal regular, la coleccién {F; : i € J} cumple las con-
diciones del lema 5.7, asi que hay un conjunto J' C J con |J'| = k* y un
subconjunto finito F* C S tal que si i,j € J' e i # j, entonces F; N F; = F™.
Observemos que F* es distinto del vacio ya que de lo contrario, cualesquiera
dos abiertos de la coleccién {(ycp, 7 [Uk,r,] : @ € J'} tendrian interseccién
no vacia, lo cual contradice la hipétesis. Sea p; : X(F*) — X; la proyeccién
para cada i € F*. Consideramos la siguiente coleccion de abiertos no vacios de
X (F*):

¥ = { M pi V] :ic J’}.
keF*
Ahora notemos que esta coleccién tiene sus elementos ajenos dos a dos. Para
confirmar esta afirmacién, tomemos

U= ﬂ p;[Uk7Fi]
keF*

V= pi [Usr]
keF*
dos elementos distintos de este conjunto que se intersecten en un punto y €
X (F*). Ademas claramente || = |J'| = ™.

Definimos z € X de la siguiente manera: Si k € F*, tomamos mx(x) = pr(y);
si k € F;—F*, tomamos () € Uy, cualquier punto; si k € F; — F*, tomamos
7k (x) € Ug,r, cualquier punto; y si k ¢ F;UF}, escogemos 7 () arbitrariamente
en X;. Es claro de la definicién de x que

x e { N WE[Uk,FJ} n { N W’T[U“Fﬂ‘]}’

keF; keF;
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lo cual contradice que la familia % tiene sus elementos ajenos dos a dos. Esto
prueba que no hay anticadenas de abiertos de cardinalidad mayor estricta que
K, lo cual termina la prueba de nuestro resultado. O

Un corolario inmediato del teorema 5.8 es el siguiente.

Corolario 5.9. Sea J un conjunto y {X; : i € J} una familia de espacios no
vacios. Se tiene que

C(H{Xi:iEI}) zsup{c<H{Xi:i€F}> :FCI,|F|<N0}

Demostracion. Sea k el valor del lado izquierdo de la igualdad y 7 el del lado
derecho. Claramente, cada producto finito tiene celularidad menor o igual que 7,
por lo que el teorema 5.8 nos dice que k < 7. Ademads, usando la otra implicacién
del teorema 5.8, ¢(X;) < k para cada i € J, por lo que 7 < k, lo cual completa
la prueba. O

Considerando los teoremas 5.4 y 5.8, podemos combinarlos para obtener el
siguiente resultado.

Corolario 5.10. Sean J un conjunto, k un cardinal infinito y {X; : i € J} una
familia de espacios no vacios. Si para cada i € J, d(X;) < kK, entonces

c(H{Xi:ie J}) < k.

Demostracion. Por el teorema 5.8, es suficiente probar que la celularidad de los
subproductos finitos es menor o igual que . Por el teorema 5.4, cada subproduc-
to finito tiene densidad menor o igual que x. Por el lema 5.1, cada subproducto
finito tiene celularidad menor o igual a x. O

El corolario 5.10 nos dice como encontrar espacios producto con celularidad
pequena y densidad grande. Esto se puede ver en el hecho de que el espacio
2" es cac pero, dependiendo de como escojamos k, tiene densidad grande. Por
ejemplo, si suponemos CH y tomamos ®; = 280 < x < 281 entonces 2" es un
espacio con densidad exactamente Ny que es cac.

Una pregunta que se puede hacer uno es si se puede llegar a un resultado
similar al del capitulo 3 6 4 en el caso general. Es decir, si es posible que el
producto de dos espacios con celularidad « tenga celularidad mayor estricta que
k. Fred Galvin demuestra en [7] lo siguiente.

Proposicién 5.11. Sea k un cardinal tal que 2¢ = k*. Entonces existen dos
espacios Hausdorff X, Y tales que ¢(X) <k, c(Y) <k yc(X xY) > k.

Demostracion. Para desarrollar esta demostracion, se tiene que hacer un trabajo
que generaliza al del capitulo 4. Los detalles se encuentran en las primeras tres
secciones de [7]. O
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El autor de este trabajo no sabe si para algin cardinal infinito x > Vg, es
consistente el hecho de que tener celularidad menor o igual que « se conserva bajo
productos. Lo que si sabemos es que el teorema 5.13, demostrado por Kurepa
en 1962, nos da una cota superior para la celularidad de un producto. Para ver
esto, primero necesitamos de un lema de combinatoria, conocido como el lema de
Erdos-Rado. Recordemos que si S es un conjunto, [S]? = {A € Z(X) : |A| = 2}.

Lema 5.12. Sean k un cardinal infinito y E un conjunto con |E| > 2%. Supon-
gamos que ademds [E)? = J{C4 : @ < k}. Entonces existe ag < k y A C E tal
que |A| > k y [A]? C C,,

Demostracion. En este lema, consideramos a los conjuntos 7% de funciones de
un ordinal «@ a un ordinal 7 y hacemos énfasis en que las funciones en 7 son
subconjuntos del producto cartesiano o x 7. Fijemos un punto p € E. Para
cada a < kT, vamos a construir colecciones R(a) = {Ry : f € k*} C P(E) y
E(a) ={es: f € k*} C E por induccién transfinita.

Para a = 0, sélo necesitamos definir Ry = E y ey = p, donde estamos
considerando @ como la funcién vacia, es decir, la tnica funcién de 0 = 0 a .

Sea o < k. Supongamos que tenemos definidas las colecciones R(3) y E(3)
para toda § < a. Hay dos casos para definir {R; : f € k®}, dependiendo si «
€s sucesor o no.

Si o =~ + 1 para algin v € ord, definimos, para cada f € k%,

Ry ={z € Ry :x#ep {zep,} €Cripl

Si a no es sucesor, definimos, para cada f € K

Ry =({Ry,:8<a}.

Para definir la coleccién E(c), lo hacemos en dos casos. Dada f € k%, si Ry # 0,
elegimos un elemento cualquiera ey € Ry arbitrariamente. En el caso Ry = 0,
tomamos ey = p. Esto completa la construccion.

Notemos que, de la construccién, se deducen las siguientes dos propiedades.

(a) para cualesquiera o < kT y f € k%, se tiene que €fls ¢ Ry, si B < a.

(b) para cualesquiera o < kT, f € K% y x € Ry, se tiene que {z, ef|ﬁ} € Cyp)
sif<a.

Sea F' = |J{F(a) : a < KT}, notemos que |F| < 2% por lo que podemos
tomar y € E — F. Con ayuda de y, vamos a construir una sucesién transfinita
de funciones {f, : @ < k*} con f, € k*. De nuevo, haremos la construccién
usando induccién transfinita. Construiremos las funciones de tal manera que se
cumplan las siguientes dos condiciones.

(¢) falg = fa,81 B<a<rk?,

(d) ye Ry, sia<r™ya#0.
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En el caso a = 0, hay que tomar fy = 0, la funcién vacfa. Supongamos que
a < kT y que tenemos definidas las funciones fg para 3 < «. De nuevo, hay dos
casos dependiendo de si a es sucesor o no.

Si a =+ 1 para algin v € ord, como y # ey, existe § < x de tal manera
que {y, ez, } € Cs. Definimos entonces fo = fy U {(a,0)}.

Si a no es sucesor, definimos f, = J{fs : 8 < a} la cual es una funcién por
la propiedad (c¢) aplicada a los ordinales menores que «.

Claramente en los dos casos se siguen cumpliendo (¢) y (d) para «, por lo
que esto completa la induccién.

Gracias a la propiedad (c), el conjunto f = [J{fa : @ < K} es una funcién
f kT — k. De aqui, existe un subconjunto ' C k% con |T| = kT y un ag < &
tal que si a € T, entonces f(a) = ag. Sea A = {ey, : @ € T}, afirmo que A y
g son el conjunto y ordinal que cumplen lo que queremos.

Por (a), tenemos que si a, 8 € T'y o # 3, ey, # ej,. Por lo tanto |[A] = x™.
Por (b), se tiene que si o, € T'y a # B3, {ey,,ep;} € Cqp. Por lo tanto
[A]? C C,,, que es lo que faltaba probar. O

El lema de Erdos-Rado tiene la siguiente interpretacién en teoria de graficas:
Si consideramos una grafica completa con conjunto de vértices E de cardinalidad
estrictamente mayor que 2% y pintamos sus aristas con x colores, existe una
subgréafica completa con conjunto de vértices A de cardinalidad mayor que k
que esta pintada de un solo color.

Teorema 5.13. Sean x un cardinal infinito, J un conjunto y {X; :i € J} una
familia de espacios no vacios tales que ¢(X;) < k para todo i € J. Entonces
e(X) <25, donde X =[[{X; :i € J}.

Demostracion. Por el teorema 5.8, es suficiente suponer que J es un conjunto
finito y que ademds J = {1,...,n}. Supongamos que existe una familia U
de mas de 2" abiertos de X ajenos dos a dos. Podemos suponer ademéas que
estos abiertos son bésicos candnicos del producto, es decir, para cada U € U,
U=U(1)x...xU(n) donde U (%) es un abierto en X;, para cadai € {1,...,n}.
Definimos, para cada i € {1,...,n}, C; = {{U,V} € [U]? : U(i) # V(i)}. Como
cada dos elementos de U son ajenos entre sf, tenemos que [U]2 = C1U---UC,,.
Por el lema 5.12, existe V C U y un j € {1,...,n} tal que [V| >k y [V]? C C;.
Entonces {U(j) : U € V} es una familia de abiertos en X; ajenos dos a dos, de
cardinalidad mayor que k. Esto es una contradiccién al hecho de que ¢(X;) < &,
lo cual prueba que nuestra suposicién inicial es erronea y por lo tanto es cierto
el enunciado del teorema. O

5.2. Aplicaciones a la compactacién de Stone-
Cech

Un espacio topolégico X es Tychonoff si es Hausdorff y para cada punto
p € X y cada abierto U con p € U, existe una funcién continua f : X — I tal
que p € f[(0,1]] C U. Los espacios Tychonoff tienen, debido a su definicién,
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varias propiedades interesantes relacionadas con el intervalo I, entre las cuales
destaca el siguiente resultado cuya demostracién puede verse en [17, Corolario
17.11, p. 122].

Proposicion 5.14. Las siguientes condiciones son equivalentes para un espacio
Hausdorff X.

(a) X es Tychonoff,

(b) existe un cardinal k y un encaje e : X — I*,

c) existe un compacto Hausdorff K y un encaje e : X — K.
P ) ]

Si X es un espacio Hausdorff, una compactacion de X es un espacio com-
pacto Hausdorff aX y un encaje i : X — aX tal que clox(i[X]) = aX. Por
la proposicién 5.14, los tnicos espacios Hausdorff a los cuales podemos tener
esperanza de encontrarles una compactacion son precisamente a los Tychonoff.
Ademads, podemos construir una compactacion de cualquier espacio Tychonoff
X tomando la cerradura de su imagen bajo la funcién e de la parte (b) de la pro-
posicién 5.14. Sin embargo, esto se puede hacer con méas cuidado de la siguiente
manera.

Debido a que la definicién de ser espacio Tychonoff depende de sus funciones
continuas, resulta natural considerar el conjunto C*(X) de funciones continuas
acotadas con dominio X y contradominio R. Este conjunto (que ademds es un
anillo en el sentido algebraico) juega un papel escencial en la estructura de estos
espacios. En particular tenemos el siguiente resultado, que es un corolario de
[17, 8.16, p. 57].

Proposicién 5.15. Sea X un espacio Tychonoff. Para cada f € C*(X), con-
sideremos un intervalo cerrado Iy C R tal que f[X] C Iy. Sea Ix =[[{I;: f €
C(X)}. Entonces, la funcion e : X — Ix dada por e(x) = (f(z))rec(x) s un
encaje.

Considerando la funcién e de la proposicién 5.15, cl;, (e[X]) junto con el
encaje restringido en su contradominio e : X — cly, (¢[X]) es una compactacién
de X. Llamaremos a esta compactacién, la compactacion de Stone-Cech de
X y denotaremos a cly, (e[X]) por SX. También pensaremos, para simplificar
notacién, que X C SX. Una observacion pertinente es que la existencia de SX
depende de AC, para una exposicién mas detallada de esto, se remite al lector
a [8, 4.8, p. 85].

Nos gustaria conocer la cardinalidad de diversas familias de subconjuntos
de SX. La descripcién de X en general requiere de herramientas que tomaria
bastante desarrollar, asi que aqui consideraremos iinicamente espacios discretos.
Si tomamos un cardinal infinito k, como espacio topoldgico le estamos asignando
la topologia discreta por lo que es Tychonoff. Por lo tanto, podemos considerar
su compactacién de Stone-Cech k. Esto no es nada restrictivo ya que atin
ahora se siguen estudiando espacios como fwy que no son nada triviales. En
particular nos gustaria calcular |Bk| y ¢(Bk — k). Empecemos mencionando
algunos resultados bésicos acerca de la compactacién de Stone-Cech.
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El primer resultado se encuentra demostrado en [17, 19.5, p. 137].

Proposicion 5.16. Sea X Tychonoff y K un compacto Hausdorff. Para toda
funcion f: X — K, existe una dnica funcion F : X — K tal que F|X = f.

El siguiente resultado es un corolario de [16, 1.14, p. 10].

Proposicién 5.17. Sea k un cardinal infinito. St A, B C K, entonces clg,(A)N
Cl@H(B) = Cl@H(A N B)

Los siguientes dos resultados encierran el hecho de que Ok es un espacio
0-dimensional.

Proposicién 5.18. Sea k un cardinal infinito. Si A C k, entonces clg.(A) es
abierto y cerrado en Ok y su complemento es clg,(k — A).

Demostracion. Por el lema 5.17, se tiene que clg, (A)Nclg,(k — A) = 0y ademads
se cumple trivialmente que Sk = clg,(A)Uclgg(k — A) por lo que Br—clg,(4) =
clg(k — A). O

Proposicién 5.19. Sea k un cardinal infinito. La familia de conjuntos {clg,(A) :
A C K} forma una base para la topologia de Bk.

Demostracion. Por [13, 4.6(b)(3), p. 278], cualquier cerrado de Sk es intersec-
cién de elementos de {clg.(A) : A C k}. Ademds, por la proposicién 5.18,
Bk — clgk(A) = clgg(k — A), de lo cual se sigue el resultado. O

Empecemos calculando |Gk|. Observemos que, en general, tenemos lo siguien-
te.

Lema 5.20. Sea X un espacio Hausdorff. Entonces | X| < 22"

Demostracion. Sea D un denso en X tal que d(X) = |D]|, es suficiente definir
una funcién inyectiva f : X — P(L(D)). Definimos para cada x € X:

f(z)={UND:U es abiertoy v € U}.

Si z,y € X y = # y, existen abiertos ajenos U,V de X tales que x € U,
y € V.SiUND € f(y), entonces existe un abierto W en X tal que y € W
y WND =UnND. Tomando cerradura, tenemos que clx(U) = clx (U N D) =
cx(WnD) = clx(W), lo cual implica que y € clx(U). Esto contradice la
eleccién de U y V', lo que demuestra que f es inyectiva. O

Como consecuencia de esto, tenemos el siguiente resultado sobre la cardina-
lidad de 8X en general.

Lema 5.21. Sea X un espacio Tychonoff. Entonces |3X| < 92!*!

Demostracion. Es directo del lema 5.20 ya que X es denso en 5X. O

Una pregunta natural al enfrentarse a este resultado es si existird un espacio
en el que se cumpla la igualdad en el enunciado del lema 5.21. Sucede que los
espacios discretos la cumplen.
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Teorema 5.22. Sea x un cardinal infinito. Entonces |Br| = 22"

Demostracion. Por el teorema 5.4, existe una funcién f: k — 22" tal que flx]
es denso en 22", Ademsés, « tiene la topologia discreta asi que f es una funcién
continua. Por el lema 5.16, existe una funcién continua F : Bk — 22" tal que

F|, = f. Como F[Bk] es un cerrado que contiene a f[x], el cual es denso,
entonces F[fr] = 22", Esto implica que |3x| > |22"| = 22", La otra desigualdad
se da por el lema 5.21, lo cual completa la prueba. O

Para conocer la celularidad de Sk — K, necesitamos un resultado conjuntista
mas, debido a Tarski. Dado un conjunto S, una familia casi ajena de subcon-
juntos de S es una coleccién .F C Z(S) tal que |A| > Ny para todo A € F y
|AN B| < Ny para cualesquiera A, B € % con A # B.

Lema 5.23. Sean k,T cardinales con & infinito. Se tiene que 7 < k™0 si y sélo
st cada conjunto S con |S| = k admite una familia casi ajena F de conjuntos
infinitos numerables con |F| = 7.

Demostracidn. Primero empecemos con un conjunto S con |S| = &, es suficiente
construir una familia casi ajena .# de cardinalidad x®°. Ademds, es suficiente
tomar los elementos de % de la coleccién de subconjuntos finitos de wy x S, ya
que hay exactamente |S| de ellos. Para cada f:wy — S, sea A(f) = {f|,:n <
wo} (es decir, estamos viendo a las funciones como subconjuntos del producto
cartesinano). Claramente A(f) es un conjunto numerable de subconjuntos finitos
de wg X S. Si f,g:wy — S son dos funciones con f # g, existe n < wy tal que
F(n) # g(n), asi que flum # gl param > n. Por lo tanto, |A(f) N A(g)| < Ro,
lo cual nos dice que la familia # = {A(f) : (f : wo — S)} es una familia casi
ajena y ademas es de cardinalidad |S|*° = kY. Todo esto nos dice que .Z es la
familia requerida.

Para la otra implicacién, supongamos que tenemos una familia .# casi ajena
de subconjuntos numerables de S, |S| = k. Notemos que .#% C {A C S : |4| =
No}, por lo que |Z| < kMo, O

El lema 5.23 habla de familias casi ajenas de conjuntos de cardinalidades
arbitrariamente grandes. Es interesante ver la demostracion de un caso especifico
del lema de Tarski, el caso numerable, en cuya demostracién podemos usar la
topologia de la recta de la siguiente manera.

Lema 5.24. Sea D un conjunto numerable. Existe una familia casi ajena F
de subconjuntos de D con |F| = 2.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos pensar que D = Q. Usando
AC, podemos escoger Q, una sucesién de racionales que convergen a x con la
topologfa Euclidiana para cada z € R — Q. Entonces {Q, : x € R — Q} es la
coleccién buscada. O

Con ayuda del lema 5.23, estamos listos para encontrar la celularidad de los
espacios de la forma Sk — k, donde x es un cardinal infinito.
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Teorema 5.25. Sea k un cardinal infinito. Entonces ¢(fk — k) = k0.
Demostracion. Sea # una familia casi ajena de subconjuntos numerables de
K con |F| = kM. Consideremos la familia U = {clg,(A) : A € F} que esta
formada de conjuntos abiertos, por la proposicién 5.18. Por el lema 5.17, tenemos
que clgs(A) Nelgg(B) = clge(ANB) = AN B C k, ya que AN B es finito. Por
lo tanto, la familia V = {U — k : U € U} es una familia de abiertos ajenos dos
a dos de Bk — k. Notemos que si A € F entonces clg,(A) — A es no vacio ya
que A es un conjunto infinito y discreto contenido en el compacto k. Esto nos
dice que la coleccién V tiene la misma cardinalidad de .Z y asf, |V| = ™. Por
lo tanto, c(Bk — k) > KMo,

Ahora consideremos una familia ¢ de abiertos ajenos no vacios de gx. Por
la proposicién 5.19, podemos suponer que todo elemento de U es de la for-
ma clg,(A) — k, para algin A C k. Por AC, podemos escoger un Ay tal que
clgu(Ay) —k = U, paracada U € U. Sea F = {Ay C : U € U}. Por la propo-
sicién 5.17, tenemos que % es una familia casi ajena de subconjuntos infinitos
de k y ademds |#| = |U|. Para cada U € U, sea By C Ay infinito numerable.
Entonces la colecciéon #' = {By : U € U} sigue siendo una familia casi ajena

de subconjuntos de k, ahora numerables, y |#'| = |#| = [U|. Por el lema 5.23,
obtenemos que Y0 > |.#’| = |[U|. Por lo tanto se da que ¢(f8k — k) < k™0, que
era lo que faltaba. O

Como corolario tenemos lo siguiente.
Corolario 5.26. c¢(Bwg — wp) = 2%

La importancia del corolario 5.26 radica en que existe un espacio X tal que
BX tiene exactamente | Z(X)| abiertos ajenos dos a dos.

Algo que el lector se puede estar preguntando en estos momentos es por-
qué no se calculé la celularidad de Bk, en vez de la de Ok — k. La respuesta a
esto se encuentra en el siguiente lema.

Lema 5.27. Sean X un espacio y D C X denso. Entonces ¢(X) = ¢(D).

Demostracion. Para probar ¢(X) < ¢(D), notemos que si U es una coleccién de
abiertos ajenos dos a dos de X, entonces {UND : U € U} es una coleccion de ||
abiertos ajenos dos a dos de D. Para la otra desigualdad, sea V una coleccién de
abiertos ajenos dos a dos de D. Por AC, para cada V € V, podemos escoger un
abierto U(V) un abierto en X tal que U(V)ND = V. Si V,WW € V son tales que
UWV)NU(W) # 0, entonces DN (U(V)NU(W)) es un subconjunto no vacio de
VNW, yaque D es denso y U(V)NU(W) es abierto. Esto implica que V = W.
Por lo tanto, el conjunto {Uy : V € V} es una coleccién de |V| abiertos ajenos
dos a dos de X. Es decir, ¢(X) > ¢(D), que es lo que faltaba. O

Por lo tanto, ahora el calculo de la celularidad de Gk resulta ser muy sencillo.
Corolario 5.28. Si k es un cardinal infinito, c¢(Bk) = k.

Demostracion. Por el lema 5.27, se tiene que ¢(0k) = ¢(k) = k. O
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Si el lector desea conocer més a fondo la compactacién de Stone-Cech, se le
recomienda consultar el texto [16].
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