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Introducción

La teoŕıa aditiva de los números tiene un lugar importante en las ma-
temáticas, de manera particular en la teoŕıa de los números.

Dado un conjunto de números enteros X , muchos problemas aditivos
pueden enunciarse en la manera siguiente: saber si para algún entero k ≥ 2
y cierta clase de enteros N la ecuación

x1 + · · · + xk = N

admite solución para

x1, . . . , xk ∈ X .

Algunos ejemplos clásicos son:

• La Conjetura de Goldbach. El ejemplo afirma que todo entero par ma-
yor o igual a cuatro es la suma de dos números primos. En nuestra
formulación debe tomarse X = {2, 3, 5, 7, 11, . . .}, el conjunto de los
números primos, y para cualquier entero par N ≥ 4 se debe probar que
la ecuación

p + q = N,

tiene solución en los primos p, q. Este problema aún continúa abierto.

• El Problema de Waring. La pregunta consiste en saber si dado un entero
n ≥ 2 existe k = k(n) tal que todo entero positivo se escribe como suma
de k potencias enésimas. Aqúı debemos tomar

X = {0n, 1n, 2n, 3n, . . .}
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y demostrar que para todo entero positivo N la ecuación

xn1 + · · · + xnk = N

tiene solución en enteros no negativos x1, . . . , xk. El problema de Wa-
ring fué resuelto por Hilbert en 1909.

• El problema de Waring planteado en potencias de primos, inicialmente
estudiado por Hua y Vinogradov, es conocido como el problema de
Waring-Goldbach. La pregunta es saber si dado n, existe k = k(n) tal
que para ciertos enteros N la ecuación

pn1 + · · ·+ pnk = N

es soluble en números primos p1, . . . , pk.

Un panorama amplio acerca del estudio y avance de estos y otros pro-
blemas aditivos se puede consultar en [34], [36], [40], [53] y las referencias
citadas.

Diremos que X es una base aditiva de orden k = k(X ) si todo entero se
puede escribir como suma de k elementos del conjunto X y además existe
un entero que no se representa como suma de k− 1 términos de X . También
diremos que X es una base aditiva finita si es base aditiva de orden k, para
algún k.

De manera natural también se plantean problemas aditivos en el conjunto
de clases de equivalencia módulo un entero m. Dado un subconjunto de los
enteros X , la pregunta es saber si para algún entero positivo k y ciertas clases
residuales λ (mód m) la congruencia

x1 + · · · + xk ≡ λ (mód m),

tiene solución para
x1, . . . , xk ∈ X .

Se dice que X es una base aditiva de orden k = k(X ) del sistema completo
de residuos módulo m si toda clase residual se puede representar como suma
de k elementos del conjunto dado y existe alguna clase residual que no se
representa como la suma de k−1 términos de X (puede consultarse [37] para
una definición). También se dice que X es una base aditiva finita del sistema
de residuos módulo m si es base aditiva de orden k, para algún k.
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Dado un conjunto de números enteros, en el proceso de decidir si se trata
de una base aditiva finita es fundamental la información sobre la naturaleza
y propiedades de sus elementos; por ejemplo, propiedades distribucionales,
propiedades de tipo aritméticas e incluso si el mismo problema aditivo se
puede abordar desde el punto de vista de otras disciplinas tales como la
combinatoria o el análisis.

El presente trabajo reune nuevos avances1 sobre problemas aditivos plan-
teados en distintas funciones aritméticas. En algunos casos los resultados son
acerca de propiedades distribucionales o aritméticas. La tesis se divide en
tres caṕıtulos de los cuales se presenta un resumen a continuación.

A lo largo del trabajo, las proposiciones presentadas como teoremas se
refieren a los resultados originales. Adoptamos la notación de Landau f(x) =
O(g(x)) o, de manera equivalente, la notación de Vinogradov f(x) � g(x)
para indicar que existe una constante C > 0 tal que |f(x)| ≤ Cg(x), para x
suficientemente grande. Cuando ocurre de manera simultanea f(x)� g(x) y
g(x)� f(x) se denota f(x) ≈ g(x). La notación f(x) = o(g(x)), para g(x) ≥
0, indica que ĺımx→∞ f(x)/g(x) = 0. Se dice que f(x) es asintóticamente
igual a g(x) si tiene lugar la igualdad f(x) = g(x)(1 + o(1)) y en este caso se
denota f(x) ∼ g(x). Como es usual, denotaremos por Fp al sistema completo
de residuos módulo un número primo p.

Caṕıtulo 1

Este caṕıtulo unifica los resultados de los tres trabajos conjuntos con
Garaev y Konyagin [18],[19] y [20] sobre problemas aditivos, propiedades
multiplicativas y distribucionales relacionados con la función τ de Ramanu-
jan.

Los métodos expuestos en general explotan propiedades conocidas de la
función τ tales como la multiplicatividad de la función, la conexión entre
caracteŕısticas aditivas y multiplicativas y la estimación |τ(n)| ≤ d(n)n11/2

(Delinge [11]), donde d(n) denota al número de divisores de n. En casos
particulares también se emplean un resultado de Bourgain referente al pro-
blema llamado “sum-product estimate” [4] y un resultado de combinatoria
de Glibichuk [30], entre otros.

1Algunos de estos resultados son trabajos en conjunto.
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Sección 1.1

En esta sección se presentan resultados sobre problemas aditivos que in-
volucran valores de la función τ de Ramanujan.

Después del trabajo de Serre [48] se sabe que, para cualquier primo p dis-
tinto de 2, 3, 5, 7, 23 y 691, toda clase residual módulo p se puede escribir como
τ(n) (mód p) para algún entero positivo n. Usando el profundo resultado
de Bourgain, Katz y Tao [6], Shparlinski [51] demostró que los valores τ(n),
para n ≤ p4, forman una base aditiva finita del sistema de residuos módulo
un número primo p. Aqúı se presentan tres resultados nuevos que en parti-
cular mejoran en muchos sentidos al obtenido por Shparlinski. El Teorema 1
establece que los valores τ(n) forman una base aditiva finita de los números
enteros y más aún, todo entero |N | ≥ 2 admite una representación como la
suma de 148000 términos τ(n) con el argumento n ≤ |N |2/11e−c log |N |/ log log |N |,
para alguna constante c > 0. En vista del resultado mencionado de Deligne,
notamos que el orden de las variables es óptimo, aparte del valor de la cons-
tante c. En particular, del Teorema 1 se sigue que para todo primo p > p0 los
valores τ(n) con n � p2/11 forman una base aditiva finita de Fp, hecho que
reduce en un factor 22 la potencia de p obtenida por Shparlinski. En la de-
mostración del Teorema 1 resulta fundamental el v́ınculo establecido entre las
propiedades mencionadas de la función τ y el problema de Waring–Goldbach.

En general, se espera que todo entero |N | ≥ 2 se escriba como suma de
seis o siete sumandos de la forma τ(n) con n ≤ |N |2/11e−c1 log |N |/ log log |N |. El
Teorema 1 es en cierta forma inmejorable si hablamos del orden de las va-
riables, por lo que surge la pregunta de saber en qué casos se podŕıa reducir
incondicionalmente el número de sumandos. Utilizando resultados y avances
que conciernen al problema de Waring-Goldbach (ver por ejemplo, [40]), el
número de sumandos 148000 podŕıa ser reducido aunque no de manera con-
siderable frente a los seis o siete sumandos esperados. De manera natural se
puede anticipar que el problema planteado en el conjunto de clases residuales
permita establecer avances en esta dirección. Efectivamente, como consecuen-
cia del Teorema 2 se tiene que para todo primo p ≥ p0 los valores τ(n), con
n� p2 log4 p, forman una base aditiva finita del sistema de residuos módulo
p de orden a lo más 96. También se demostró que para cualquier ε > 0 la
sucesión de enteros τ(n), con n ≤ p3+ε, es una base aditiva finita del sistema
de residuos módulo p de orden a lo más 16.
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Sección 1.2

Esta sección se enfoca en presentar nuevos resultados sobre propiedades
distribucionales y multiplicativas de la función τ. El primer resultado se re-
fiere al problema de la proporción de los valores τ(n) respecto del argumento
n ≤ x. Se cree que tiene lugar el siguiente comportamiento asintótico:

#{τ(n) : n ≤ x} ∼ x.

En [51] Shparlinski demostró la desigualdad

#{τ(n) : n ≤ x} ≥ x1/3+o(1).

En el mismo trabajo también observó que si el número de soluciones de la
ecuación diofántica u2 = v11 + h tuviese una cota superior de la forma ho(1),
entonces

#{τ(n) : n ≤ x} ≥ x1/2+o(1).

Aqúı se presenta un segundo método que establece de manera incondicional
este hecho. El Teorema 4 afirma la estimación

#{τ(n) : n ≤ x} � x1/2e−c log x/ log log x,

para alguna constante absoluta c > 0.
Luca y Shparlinski demostraron en [41] propiedades aritméticas de la

función τ. Por ejemplo, en uno de sus resultados probaron que existe una in-
finidad de enteros positivos n tales que τ(n) 6= 0 y P (τ(n)) ≥ (log n)33/31+o(1),
donde P (m) denota al factor primo más grande de m. También demostraron
que

ω

 ∏
p≤x1/3

τ(p) 6=0

τ(p)τ(p2)τ(p3)

 ≥ ( 1

6 log 7
+ o(1)

)
log x,

aqúı ω(m) denota al número de los distintos factores primos de m. En el
trabajo [20], conjunto con Garaev y Konyagin, se obtuvieron resultados más
fuertes utilizando diferentes métodos. El Lema 1, resultado de interés inde-
pendiente, establece para

N ⊂ {1, 2, 3, . . . , x}, con |N | > xδe−c log x/ log log x + 1,
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la estimación

ω

(∏
n∈N

n

)
� (log x)1/(1−δ)

log log x
,

donde la constante impĺıcita puede depender de δ y c. Se asume que 0 < δ < 1
y c es una constante positiva.

La combinación del Teorema 4, el Lema 1 y el resultado de Deligne tiene
por consecuencia la estimación

ω

 ∏
p≤x
τ(p)6=0

τ(p)τ(p2)

� (log x)11/10

log log x
,

mejorando el resultado de [41]. No obstante el Teorema 5 proporciona aún
una mejor estimación. El Teorema 5 brinda la estimación

ω

 ∏
p≤x
τ(p)6=0

τ(p)τ(p2)

� (log x)13/11

log log x
.

En particular, establece la existencia de una infinidad de enteros n tales que
τ(n) 6= 0 y P (τ(n))� (log n)13/11.

Caṕıtulo 2

Este caṕıtulo, basado en el trabajo conjunto con Garaev [17], se enfoca
en el estudio y aplicaciones del problema de la solubilidad de la congruencia

x1x2 ≡ x3x4 + λ (mód p), (1)

para λ un entero dado y las variables xi en subconjuntos establecidos.
En el caṕıtulo presente se exponen nuevos avances acerca de la solubilidad

de la congruencia (1) desde varias perspectivas; las sumas trigonométricas,
el punto de vista de la combinatoria y la conjugación de ambas.

Se sabe que el estudio de la congruencia (1) tiene v́ınculos con varios
problemas de la teoŕıa de números. Por ejemplo el problema de la repre-
sentabilidad de clases residuales como producto de enteros pequeños y la
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estimación del momento cuarto de las sumas de caracteres, se pueden con-
sultar las referencias [2], [10], [13], [21], [47], [49] y [50]. En este caṕıtulo
también se presentan aportaciones en estos dos problemas.

Sean Li, Ni, 1 ≤ i ≤ 4, enteros tales que 0 ≤ Li < Li+Ni < p. Denotemos
por J al número de soluciones de la congruencia (1), para λ ≡ 0 (mód p),
en el conjunto

Li + 1 ≤ xi ≤ Li +Ni, (1 ≤ i ≤ 4). (2)

Se sabe que el valor J puede expresarse en términos de sumas de caracteres

J =
1

p− 1

∑
χ

∑
x1,x2,x3,x4

χ(x1x2x
∗
3x
∗
4),

donde χ recorre el conjunto de los caracteres módulo p, x∗ denota el inver-
so multiplicativo de x 6≡ 0 (mód p) y el rango que recorren las variables
x1, x2, x3 y x4 en las sumatorias está definido por (2). Ayyad, Cochrane y
Zheng [2] establecieron la fórmula asintótica

J =
N1N2N3N4

p
+O

(√
N1N2N3N4 log2 p

)
, (3)

además de la estimación

J ≈ N1N2N3N4

p
+O

(√
N1N2N3N4 log p

)
,

cuando N1 = N2, N3 = N4 o bien N1 = N3, N2 = N4. Resultados de los cua-
les se derivan, respectivamente, la siguientes estimaciones para el momento
cuarto de las sumas de caracteres, siendo L y N > 0 enteros arbitrarios:

1

p− 1

∑
χ 6=χ0

∣∣∣∣∣
L+N∑
x=L+1

χ(x)

∣∣∣∣∣
4

� N2 log2 p. (4)

Si además N �
√
p log p, entonces

1

p− 1

∑
χ 6=χ0

∣∣∣∣∣
L+N∑
x=L+1

χ(x)

∣∣∣∣∣
4

� N2 log p. (5)
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En esta dirección se destaca el resultado de Montgomery y Vaughan [43] que
establece

1

p− 1

∑
χ 6=χ0

máx
N

∣∣∣∣∣
N∑
x=1

χ(x)

∣∣∣∣∣
4

� p2;

en particular, cuando N es de orden p, en (4) es posible remover el factor
log2 p. El trabajo de Burgess [7] tiene por consecuencia la estimación

1

p

p∑
L=1

 1

p− 1

∑
χ 6=χ0

∣∣∣∣∣
L+N∑
x=L+1

χ(x)

∣∣∣∣∣
4
� N2,

la cual muestra que en promedio sobre L se puede remover el factor log2 p.

Sección 2.1

El Teorema 6 presenta una nueva fórmula asintótica para J,

J =
N1N2N3N4

p
+O

(√
N1N2N3N4

(√
log p+ δ(N1N2)

)(√
log p+ δ(N3N4)

))
,

(6)
donde

δ(X) =

{
0, si X ≤ p,
log X

p
, si X ≥ p.

Teorema del cual se siguen nuevos resultados. Sobre el momento cuarto de
las sumas de caracteres el Teorema 6 tiene por consecuencia la estimación

1

p− 1

∑
χ 6=χ0

∣∣∣∣∣
L+N∑
x=L+1

χ(x)

∣∣∣∣∣
4

� N2
(

log p+ log2 N
2

p

)
.

En particular, la estimación (5) es efectiva en el rango N � p1/2ec
√

log p para
alguna constante positiva fija c. Además, el Teorema 6 implica el comporta-
miento asintótico J ∼ N1N2N3N4/p en un rango mas amplio de los paráme-
tros que aquel sugerido por (3). Por ejemplo, si N1 = N2 = N3 = N4 = N y
si

N

p1/2(log p)1/2
→∞, p→∞,

entonces

J =
N4

p
(1 + o(1)),
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mientras (3) implica esta fórmula asintótica cuando

N

p1/2 log p
→∞, p→∞.

El problema de la solubilidad de la congruencia (1) se puede conectar
con el problema de la representabilidad de clases residuales h (mód p) en
la forma

xy ≡ h (mód p), 1 ≤ x ≤ N1, 1 ≤ y ≤ N2.

Se conjetura que toda clase residual distinta de cero es representable si N1 =
N2 = N para N ≤ p1/2+ε. De manera incondicional, del trabajo de Garaev
[14] se sigue que, para alguna constante absoluta c > 0,

F∗p = {xy (mód p) : 1 ≤ x, y ≤ cp3/4},

aqúı F∗p denota al conjunto Fp \{0}. Por otra parte, el trabajo de Tenenbaum
[52] implica que si

N1 = N2 = N ≤ p1/2(log p)0,5κ−ε,

donde κ = 1− (log(e log 2))/ log 2 es como 0,08607..., entonces el conjunto

{xy (mód p) : 1 ≤ x, y ≤ N}

contiene sólo o(p) clases residuales módulo p.
Otra consecuencia del Teorema 6 se tiene en este tema. El Teorema 7

afirma que si N1N2 = ∆p log p, donde ∆ = ∆(p) → ∞ si p → ∞, entonces
el conjunto

{xy (mód p) : L1 + 1 ≤ x ≤ L1 +N1, L2 + 1 ≤ y ≤ L2 +N2}

contiene
(

1 +O( 1
∆

+ log2 ∆
∆ log p

)
)
p clases residuales módulo p. En particular, este

conjunto contiene casi todas las clases residuales módulo p.

Sección 2.2

En lo que respecta a la solubilidad de la congruencia (1), de la fórmu-
la asintótica (3) obtenida por Ayyad, Cocharane y Zheng se sigue que si
N1N2N3N4 > cp2 log4 p entonces la congruencia es soluble en el conjunto (2).
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Los autores preguntaron en qué casos el factor log4 p podŕıa ser removido to-
talmente, en vista de la existencia de conjuntos del tipo (2) de tamaño O(p2)
sin soluciones para (1). Mediante la combinación de técnicas de sumas tri-
gonométricas con argumentos de combinatoria se obtiene el Teorema 8, el
cual muestra que el factor log4 p puede ser disminuido a log p. De manera
más precisa; el Teorema 8 establece que existe una constante c tal que si
N1N2N3N4 > cp2 log p, entonces el conjunto (2) contiene una solución de la
congruencia (1).

Se sabe que, dado un entero λ, el problema de resolver la congruencia

x1x2 ≡ x3x4 + λ (mód p) (7)

difiere esencialmente en los casos λ ≡ 0 (mód p) y λ 6≡ 0 (mód p). El
Teorema 8 corresponde al caso λ ≡ 0 (mód p). Para λ arbitrario, es posible
demostrar que si N1N2N3N4 > cp2 log3 p, entonces el conjunto (2) admite
soluciones para la congruencia (7). La pregunta natural es saber en qué casos
el factor log3 p puede ser removido totalmente (notemos que si N1N2 tiene
la misma magnitud que N3N4, entonces es posible cambiar log3 p por log2 p).
Un posible enfoque de esta pregunta es el estudio de la congruencia (7) desde
el punto de vista de la combinatoria. Por ejemplo, se sigue de un resultado
de Glibichuk [30, Teorema 1], que si A y B son subconjuntos de Fp tales que
|A||B| ≥ 2p, entonces

2(2A)(2B) = Fp , (2A)(2B)− (2A)(2B) = Fp,

donde se definen los conjuntos

A+ B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}, A− B = {a− b : a ∈ A, b ∈ B},

kA = {a1 + · · ·+ ak : ai ∈ A, 1 ≤ i ≤ k}, AB = {ab : a ∈ A, b ∈ B}.
En particular, si N1N2 > 10p entonces para cualquier entero λ la con-

gruencia (7) es soluble en las variables

L1 + 1 ≤ x1, x3 ≤ L1 +N1, L2 + 1 ≤ x2, x4 ≤ L2 +N2.

De esta observación se establece de manera natural la conjetura siguiente.

Conjetura 1. Existe una constante positiva c tal que si A,B, C,D son
subconjuntos de F∗p con |A||B||C||D| > cp2, entonces

(2A)(2B) + (2C)(2D) = Fp.
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La validez de esta conjetura permite remover los factores logaŕıtmicos
en la resultado antes mencionado, en particular responde a la pregunta de
Ayyad, Cochrane y Zheng. El empleo de técnicas de sumas trigonométricas
junto con argumentos de combinatoria utilizados en [5], [6] y [30] permi-
ten responder de manera afirmativa a la Conjetura 1 en casos importan-
tes. El Teorema 9 establece que dados A,B, C,D conjuntos de F∗p tales que

|A||C|, |B||D| > (2 +
√

2)p, entonces

(2A)(2B) + (2C)(2D) = Fp.

En particular, si N1N3 > 15p, N2N4 > 15p, entonces para cualquier entero λ
la congruencia

x1x2 ≡ x3x4 + λ (mód p),

es soluble en el conjunto (2).

Caṕıtulo 3

El presente caṕıtulo se compone de los resultados del trabajo conjunto
con Garaev [16] y los trabajos [28], [29] acerca de propiedades aritméticas
y distribucionales de sucesiones con términos relacionados con factoriales
módulo un número primo.

El problema de la distribución de sucesiones con términos relacionados
con factoriales ha sido investigado en diversos trabajos tales como [8], [9],
[22]–[25] y [42]. Se espera que la sucesión (ver [31, F11])

1! , 2! , 3! , . . . , (p− 1)! ,

posea aproximadamente (1−1/e)p clases residuales distintas módulo p. Este
hecho implicaŕıa la representabilidad de toda clase residual módulo p como
suma o producto de dos factoriales. De manera incondicional, del Teorema
de Wilson se sigue que para cualquier entero 1 ≤ x ≤ (p− 1)/2 se tiene

(2x− 1)! · (p− 2x)! ≡ 1 (mód p). (8)

Identidad que ha sido un punto de partida en los trabajos [8] y [23, Teorema
13] para estimar el tamaño del conjunto

{m!n! (mód p) : 1 ≤ m,n ≤ p}.
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En el trabajo [23] de Garaev, Luca y Shparlinski se obtuvo la estimación

#{m!n! (mód p) : 1 ≤ m,n ≤ p} ≥ 5

8
p+O(p1/2 log2 p).

Posteriormente, esta desigualdad fué mejorada por Chen y Dai en [8] al ob-
tener

#{m!n! (mód p) : 1 ≤ m,n ≤ p} ≥ 3

4
p+O(p1/2 log2 p).

Ambos resultados son mejorados por el Teorema 10. El Teorema 10, del
trabajo [29], establece

#{m!n! (mód p) : 1 ≤ m,n ≤ p} ≥ 41

48
p+O(p1/2 log3 p).

El ingrediente principal en la demostración consiste en la manipulación de
la identidad (8) para elegir conjuntos ajenos de clases residuales de la forma
m!n! (mód p) de tal forma que cada conjunto pueda ser estimado por el
número de soluciones de un sistema de congruencias. Esta última tarea es
resuelta v́ıa la estimación de sumas h́ıbridas de caracteres.

En los trabajos de Garaev, Luca y Shparlinski [23], [24] se han estimado
sumas exponenciales y de caracteres que involucran factoriales de enteros en
intervalos de pequeña longitud. Estos resultados han sido fundamentales para
establecer la representabilidad de clases residuales en términos de factoriales
de tamaño restringido y en varios casos también fórmulas asintóticas para el
número de tales representaciones.

Sección 3.1

Mediante el Teorema de Wilson (ver la identidad 8) y el principio de las
casillas de Dirichlet se puede demostrar que toda clase residual módulo p se
representa en la forma

m1!n1! +m2!n2! (mód p),

para irrestrictos enteros m1,m2, n1, n2. Del trabajo [24] de Garaev, Luca y
Shparlinski, se obtiene la siguiente estimación para la doble suma exponencial
con argumento de la forma m!n!,

máx
(a,p)=1

∣∣∣∣∣
N∑
m=1

N∑
n=1

e2πiam!n!/p

∣∣∣∣∣� N11/6p1/8.
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Con tal resultado establecieron la representabilidad de clases residuales como
suma de términos de la forma m!n!, con las variables en intervalos de pequeña
longitud. En particular, establecieron que toda clase residual λ (mód p)
puede escribirse como

7∑
i=1

mi!ni! ≡ λ (mód p),

para ciertos enteros positivos m1, n1, . . . ,m7, n7 no mayores que cp33/34, con
alguna constante absoluta c > 0. En esta sección se presenta el Teorema 11,
del trabajo conjunto con Garaev [16], resultado que mejora al anterior en dos
direcciones, el número de sumandos y el tamaño de las variables. El Teore-
ma 11 demuestra que cualquier clase residual λ módulo p puede escribirse
como

5∑
i=1

mi!ni! ≡ λ (mód p),

para ciertos enteros positivos m1, n1, . . . ,m5, n5 con

máx
1≤i≤5

{mi, ni} ≤ cp27/28,

donde c > 0 es una constante absoluta.

Sección 3.2

En esta sección se retoman los resultados de Garaev, Luca y Shparlinki
obtenidos en [23], [26] y [27] referentes a la representabilidad de clases resi-
duales como producto de factoriales, suma de sumas armónicas y coeficientes
binomiales.

En [23] Garaev, Luca y Shparlinski demostraron que para cualquier carácter
χ módulo p distinto del carácter principal se tiene la estimación

L+N∑
n=L+1

χ(n!)� N3/4p1/8 log3/4 p,

donde L,N denotan enteros no negativos. Combinando este resultado con la
estimación superior del número de soluciones de cierta congruencia se tiene
que para λ 6≡ 0 (mód p) dado, el número de soluciones de la congruencia

7∏
i=1

ni! ≡ λ (mód p); L+ 1 ≤ n1, . . . , n7 ≤ L+N, (9)
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asintóticamente se comporta como N7/p, para 0 < L+ 1 ≤ L+N ≤ p y

Np−11/12 log−1/2 p→ 0 cuando p→∞.

Como consecuencia inmediata, sucede que para todo λ 6≡ 0 (mód p), la
congruencia (9) admite solución en los enteros positivos ni � N11/12 log1/2 p,
i = 1, . . . , 7.

Los métodos empleados en la demostración de los resultados anteriores
fueron aplicados en otras funciones aritméticas para obtener resultados simi-
lares. En [26], Garaev, Luca y Shparlinski obtuvieron resultados, análogos al
anterior, para sumas armónicas

Hs(n) =
n∑
i=1

1

is
,

donde s es una entero positivo fijo y Hs(n) es calculado módulo p. En par-
ticular, se obtuvo una estimación no trivial para una suma exponencial con
argumento Hs(n), resultado con el cual, en el mismo trabajo, demostraron
que para cualquier entero λ el número de soluciones de la congruencia

7∑
i=1

Hs(ni) ≡ λ (mód p); L+ 1 ≤ n1, . . . , n7 ≤ L+N,

tiene un comportamiento asintótico como N7/p, para 0 ≤ L < L+N < p y

Np−11/12 log−1/2 p→ 0 cuando p→∞.

En el trabajo de Garaev, Luca y Shparlinski [27] propiedades distribucionales
de los semi-coeficientes binomiales y números de Catalán

bn =

(
2n

n

)
, cn =

1

n+ 1

(
2n

n

)
, n = 0, 1, . . . ,

también han sido investigados. Demostraron que para primos suficientemente
grandes p y todo entero λ existen enteros positivos r, s � p13/2 log6 p tales
que

br ≡ λ (mód p) y cs ≡ λ (mód p).

Aunque las potencias de p que aparecen en los resultados mencionados
hasta ahora no han sido disminuidas, los factores logaŕıtmicos en ciertos casos
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pueden ser removidos. Uno de los propósitos de este trabajo es abordar esta
cuestión, para dicha tarea se retomaron los argumentos descritos en [23], [26],
[27] y se combinaron con el método expuesto por Garaev en [14].

En esta sección se presentan los resultados obtenidos en [28]. El Teore-
ma 12 extiende a uno de los resultados de [23]. El Teorema 12 establece dos
estimaciones para cualquier carácter χ distinto del carácter principal, una de
ellas es:

N∑
x=1

M∑
y=1

χ((x+ y + L)!)�MN3/4p1/8 log1/4(NM−1 + 2),

siendo L,M,M enteros tales que

N ≥ 1, M ≥ 1, 0 ≤ L < L+N +M ≤ p.

La otra estimación es de la misma naturaleza. Combinando este resultado
con la estimación superior del número de soluciones de cierta congruencia
especial se obtiene el Teorema 13, el cual establece una fórmula asintótica
para el número de soluciones de la congruencia

n1! · · ·n7! ≡ λ (mód p); 1 ≤ n1, . . . , n7 ≤ N, (10)

siendo λ cualquier clase residual distinta de cero. Del Teorema 13 se sigue que
para cualquier λ 6≡ 0 (mód p) la congruencia (10) tiene solución en enteros
positivos n1, . . . , n7 satisfaciendo

máx
1≤i≤7

ni � p11/12.

También se demuestran resultados similares para las sumas armónicas. El
Teorema 15 establece para todo entero λ una fórmula asintótica para el
número de soluciones de la congruencia

Hs(n1) + · · ·+Hs(n7) ≡ λ (mód p); 1 ≤ n1, . . . , n7 ≤ N.

En particular, del Teorema 15 se sigue que la congruencia anterior es soluble
en enteros positivos n1, . . . , n7 que satisfacen

máx
1≤i≤7

ni � p11/12.

Respecto a los semi-coeficientes binomiales y los números de Catalán, el
Teorema 16 establece que para todos los primos suficientemente grandes p



XVI Introducción

y todo entero λ existen enteros positivos r, s � p13/2 tales que br ≡ cs ≡ λ
(mód p).

De esta forma, en cada uno de los resultados se garantiza la solubilidad
de la respectiva congruencia con variables en el rango conocido sin el corres-
pondiente factor logaŕıtmico.



Caṕıtulo 1

Problemas aritméticos que involucran a
la función τ de Ramanujan

La función τ de Ramanujan se puede definir mediante los coeficientes
τ(n) de la expansión

X
∞∏
n=1

(1−Xn)24 =
∞∑
n=1

τ(n)Xn. (1.1)

La función τ(n) posee propiedades aritméticas importantes. Algunos ejem-
plos son las siguientes propiedades conjeturadas por Ramanujan (1887-1920)
que no fueron demostradas hasta años despues.

(i) La función τ(n) es una función multiplicativa;

τ(mn) = τ(m)τ(n), si (m,n) = 1.

(ii) Para cualquier entero α ≥ 0 y cualquier primo p se tiene

τ(pα+2) = τ(pα+1)τ(p)− p11τ(pα).
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En particular
τ(p2) = τ 2(p)− p11.

(iii) Para todo entero n ≥ 1 se cumple

τ(n) ≡
∑
d|n

d11 (mód 691),

τ(n) ≡
∑
d|n

d11 (mód 28).

(iv) Tiene lugar la desiguldad |τ(p)| ≤ 2p11/2 para cualquier primo p. En
general para todo entero n ≥ 1 se cumple la desigualdad

|τ(n)| ≤ d(n)n11/2,

donde d(n) es el número de divisores n.

Las demostraciones pueden verificarse en [1], [11], [35] y [38]. Mordell
demostró (i) y (ii), (iv) es consecuencia de la demostración de una conjetura
de Weil obtenida por Deligne en [11].

Del resultado de Deligne y las propiedades de la función divisor se tiene
que existe una constante c0 > 0 tal que

|τ(n)| ≤ n11/2ec0 logn/ log logn,

para cualquier n ≥ 3. Notamos que los N6 números

6∑
i=1

τ(a1), 1 ≤ a1, . . . , a6 ≤ N

son enteros de magnitud O(N11/2+ε). Por lo que, en promedio, todo entero
se puede escribir en distintas formas como la suma de seis valores τ(n) y de
forma particular se espera una representación de cero como la suma de seis
valores τ(n). Con tal observación en mente se buscaron seis enteros positivos
fijos a1, . . . , a6 tales que

6∑
i=1

τ(ai) = 0.
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Existen varias fórmulas que conectan τ(n) con la función

σs(n) =
∑
d|n

ds.

Por ejemplo, se sabe que

τ(n) =
65

756
σ11(n) +

691

756
σ5(n)− 691

3

n−1∑
k=1

σ5(k)σ5(n− k).

Otra fórmula (ver [46]) establece

τ(n) = n4σ0(n)− 24
n−1∑
k=1

(35k4 − 52k3n+ 18k2n2)σ0(k)σ0(n− k).

Fórmulas de este tipo son útiles en el cálculo numérico de τ(n). En particular
se puede deducir que

τ(12) = −370944, τ(27) = −73279080, τ(55) = 2582175960,

τ(69) = 4698104544, τ(90) = 13173496560, τ(105) = −20380127040.

De esta forma, tenemos la siguiente identidad que será útil más adelante

τ(12) + τ(27) + τ(55) + τ(69) + τ(90) + τ(105) = 0.

1.1. Problemas aditivos del tipo Waring

El trabajo de Serre [48] implica que toda clase residual módulo un primo
p 6= 2, 3, 5, 7, 23, 691 se puede escribir como τ(n) (mód p) para algún entero
positivo n. Varias propiedades de τ(n) módulo p se pueden encontrar en este
trabajo.

Basado en el profundo resultado de Bourgain, Katz y Tao [6] y usando
la estimación de Vinogradov para la doble suma exponencial, Shparlinski
en [51] demostró que los valores τ(n), n ≤ p4, forman una base aditiva
finita módulo p, es decir, existe una constante s tal que toda clase residual
módulo p se puede escribir como τ(n1) + · · ·+ τ(ns) (mód p), para enteros
1 ≤ n1, . . . , ns ≤ p4. En conjunto con Garaev y Konyagin en [18] y [19]
establecimos resultados que mejoran en varias direcciones al obtenido por
Shparlinski.



4 1. Problemas aritméticos que involucran a la función τ de Ramanujan

Teorema 1. El conjunto de los valores τ(n) es una base aditiva finita de los
enteros. Más aún, para cualquier entero |N | ≥ 2 la ecuación

148000∑
i=1

τ(ni) = N

es soluble en enteros positivos n1, . . . , n148000 con la propiedad

máx
1≤i≤148000

ni � |N |2/11e−c log |N |/ log log |N |,

para alguna constante absoluta c > 0.

De manera particular, del Teorema 1 se sigue que para todo primo p > p0

los valores τ(n) con n � p2/11 forman una base aditiva finita de Fp, hecho
que disminuye en un factor 22 la potencia de p obtenida por Shparlinski, y
de hecho es la potencia fija de p más pequeña posible. En general observamos
que, en vista del resultado de Deligne, el orden de las variables en el Teorema 1
es óptimo, aparte del valor de la constante c.

Utilizando resultados y avances que conciernen al problema de Waring–
Goldbach (ver por ejemplo, [40]), el número de sumandos 148000 podŕıa ser
reducido aunque no de manera considerable frente a los seis o siete sumandos
que se esperan. En esta dirección, junto con Garaev y Konyagin, en [18]
obtuvimos los siguientes dos teoremas, donde p se asume como un número
primo suficientemente grande.

Teorema 2. Para todo entero λ la congruencia

16∑
i=1

τ(ni)−
32∑
i=17

τ(ni) ≡ λ (mód p)

admite solución en los enteros positivos n1, . . . , n32 tales que

máx
1≤i≤32

ni � p2 log4 p, (23!, ni) = 1.

Se sigue del Teorema 2 que

Fp =

{
16∑
i=1

τ(ni)−
32∑
i=17

τ(ni) (mód p) : máx
1≤i≤32

ni � p2 log4 p, (23!, ni) = 1

}
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y al multiplicar el conjunto anterior por τ(12), donde

τ(12) = −τ(27)− τ(55)− τ(69)− τ(90)− τ(105),

en virtud de la multiplicatividad de la función τ(n), se tiene que la sucesión
de los valores τ(n), n� p2 log4 p, es una base aditiva finita de Fp de orden a
lo más 96. De esta manera, toda clase residual módulo p se puede representar
como

96∑
i=1

τ(ni) (mód p),

para enteros positivos n1, . . . , n96 bajo las condiciones

máx
1≤i≤96

ni � p2 log4 p.

Es posible reducir el número de sumandos a costa de aumentar el orden
en el rango de las variables.

Teorema 3. Para todo entero λ y para todo ε > 0, la congruencia

16∑
i=1

τ(ni) ≡ λ (mód p)

es soluble en los enteros positivos n1, . . . , n16 tales que

máx
1≤i≤16

ni � p3+ε.

1.2. Propiedades distribucionales y aritméti-

cas de la función τ (n)

Sobre el problema de la proporción del número de valores τ(n), respecto
del argumento n ≤ x, se espera que

#{τ(n) : n ≤ x} � x.

De hecho, parece que tiene lugar el comportamiento asintótico

#{τ(n) : n ≤ x} ∼ x.
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Shparlinski demostró en [51] de manera incondicional que

#{τ(n) : n ≤ x} ≥ x1/3+o(1).

En el mismo trabajo también observó que si el número de soluciones de la
ecuación diofántica u2 = v11 + h tuviese una cota superior de la forma ho(1),
entonces

#{τ(n) : n ≤ x} ≥ x1/2+o(1).

En [20], junto con Garaev y Konyagin establecimos de manera incondicional
este hecho.

Teorema 4. Para cualquier entero x ≥ 10,

#{τ(n) : n ≤ x} � x1/2e−4 log x/ log log x.

Estimaciones de esta naturaleza se pueden aplicar para obtener propie-
dades aritméticas de τ.

Luca y Shparlinski demostraron en [41] otras propiedades aritméticas de
la función τ. Por ejemplo, en uno de sus resultados probaron que existe una in-
finidad de enteros positivos n tales que τ(n) 6= 0 y P (τ(n)) ≥ (log n)33/31+o(1),
donde P (m) denota al factor primo más grande de m. También demostraron
que

ω

 ∏
p≤x1/3

τ(p)6=0

τ(p)τ(p2)τ(p3)

 ≥ ( 1

6 log 7
+ o(1)

)
log x,

donde aqúı ω(m) denota al número de los distintos factores primos de m. En
el trabajo [20], conjunto con Garaev y Konyagin, obtuvimos resultados más
fuertes utilizando diferentes métodos.

En el siguiente lema, que puede ser de interés independiente, x se asume
como un número suficientemente grande.

Lema 1. Sean δ y c constantes positivas, δ < 1. Sea

N ⊂ {1, 2, 3, . . . , x}, |N | > xδe−c log x/ log log x + 1.

Entonces

ω

(∏
n∈N

n

)
� (log x)1/(1−δ)

log log x
,

donde la constante impĺıcita puede depender de δ y c.
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La combinación del Lema 1, el Teorema 4 y el resultado de Deligne implica
la desigualdad

ω

 ∏
p≤x
τ(p) 6=0

τ(p)τ(p2)

� (log x)11/10

log log x
,

mejorando el resultado de [41]. Sin embargo, el siguiente teorema proporciona
aún una mejor estimación.

Teorema 5. Para cualquier x ≥ 10,

ω

 ∏
p≤x
τ(p) 6=0

τ(p)τ(p2)

� (log x)13/11

log log x
.

En particular, existe una infinidad de enteros n tales que τ(n) 6= 0 y P (τ(n))�
(log n)13/11.

1.3. Lemas

Lema 1. Sean δ y c constantes positivas, δ < 1. Sea

N ⊂ {1, 2, 3, . . . , x}, |N | > xδe−c log x/ log log x + 1.

Entonces

ω

(∏
n∈N

n

)
� (log x)1/(1−δ)

log log x
,

donde la constante impĺıcita puede depender de δ y c.

Demostración. Sean x ≥ y ≥ 3 y denotemos por Ψ(x, y) al número de enteros
positivos menores que x que no tienen divisores primos mayores o iguales que
y. Conforme a la estimación obtenida por de Bruijn en la forma dada por
Hildebrand y Tenenbaum en [33, Teorema 1.4] se sabe que

log Ψ(x, y) ≤ Z

(
1 +

c1

log y
+

c2

log log x

)
, (1.2)
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donde

Z = Z(x, y) =
log x

log y
log

(
1 +

y

log x

)
+

y

log y
log

(
1 +

log x

y

)
(1.3)

y c1, c2 son constantes absolutas positivas. Sea

M =
4 + 2c+ 2c1 + 2c2

(1− δ)2
.

Podemos asumir que x > ee
10M/δ

. Tomemos y = e−M(log x)1/(1−δ). Bajo
esta elección de los parámetros obtenemos

Z ≤ log x

log y
log

(
ey

log x

)
+

log x

log y

= log x− log x log log x

log y
+ 2

log x

log y

= δ log x− log x(log log x− (1− δ) log y)

log y
+ 2

log x

log y

= δ log x− ((1− δ)M − 2) log x

log y

≤ δ log x− (1− δ)2M log x

2 log log x
.

Sustituyendo esta estimación en (1.2), tenemos

log Ψ(x, y) ≤
(
δ log x− (1− δ)2M log x

2 log log x

)(
1 +

c1 + c2

log log x

)
≤ δ log x− ((1− δ)2M − 2c1 − 2c2) log x

2 log log x

< δ log x− c log x

log log x
.

Por lo tanto
Ψ(x, e−M(log x)1/(1−δ)) < |N |. (1.4)

Sean k = ω
(∏

n∈N n
)

y q1 < · · · < qk los divisores primos de
∏

n∈N n
dispuestos en orden ascendente. Entonces cada n ∈ N puede ser escrito de
manera única en la forma n = q

α1(n)
1 · · · qαk(n)

k , con αi(n) ≥ 0. Llamemos

N ′ =
{
p
α1(n)
1 · · · pαk(n)

k : n ∈ N
}
,
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donde 2 = p1 < p2 < · · · < pk denotan a los primeros k números primos. En
virtud del teorema fundamental de la aritmética sucede |N | = |N ′|. Usando
la desigualdad (1.4) y este hecho se tiene

Ψ(x, e−M(log x)1/(1−δ)) < |N ′|. (1.5)

Por definición, para cada n′ ∈ N ′ existe n ∈ N tal que

n′ = p
α1(n)
1 · · · pαk(n)

k ≤ q
α1(n)
1 · · · qαk(n)

k = n ≤ x.

Aśı, N ′ ⊂ {1, 2, . . . , x}. Por lo tanto, de (1.5) se sigue que existe un
elemento n′ ∈ N ′ tal que P (n′) > e−M(log x)1/(1−δ). En otras palabras

pk > e−M(log x)1/(1−δ).

Finalmente el resultado se sigue del teorema de los números primos.

El siguiente lema es una versión del resultado clásico de Hua [34].

Lema 2. Sea s0 un entero fijo s0 ≥ 2049. Denotemos por J al número de
soluciones de la ecuación

q11
1 + · · ·+ q11

s0
= N,

en los primos q1, . . . , qs0 con la condición qi ≥ log3N, para todo 1 ≤ i ≤ s0.
Entonces existen constantes positivas c1 = c1(s0) y c2 = c2(s0) tales que
para todo entero N suficientemente grande, N ≡ s0 (mód 2), tiene lugar la
desigualdad

c1
N s0/11−1

(logN)so
≤ J ≤ c2

N s0/11−1

(logN)s0
.

El siguiente resultado esta basado en el lema anterior.

Lema 3. Todo entero L de valor absoluto suficientemente grande puede ser
representado en la forma

L = τ(n1) + · · ·+ τ(n74000),

con enteros positivos n1, . . . , n74000 libres de divisores primos en el intervalo
(log log |L|, log2 |L|) y tales que

máx
1≤i≤74000

ni � |L|2/11.
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Demostración. Sea M un entero positivo par suficientemente grande. Defi-
namos

Q = {q : q es primo, log2M < q ≤M1/11}.

Diremos que un subconjunto Q′ de Q es admisible si la ecuación

6∑
i=1

τ(q′i) =
12∑
i=7

τ(q′i)

no tiene solucion en los primos q′1, . . . , q
′
12 ∈ Q′ bajo la condición

q′1 < · · · < q′6, q′7 < · · · < q′12, (q′1, . . . , q
′
6) 6= (q′7, . . . , q

′
12).

Existen conjuntos admisibles con al menos 12 elementos. Efectivamente,
recordemos que para todo primo impar q tienen lugar las identidades

τ(q) ≡ q11 + 1 (mód 691), τ(q) ≡ q11 + 1 (mód 28). (1.6)

El Teorema chino del residuo garantiza que para cada 1 ≤ i ≤ 12 existe ai
tal que

ai ≡ 2i − 1 (mód 691), ai ≡ 2i − 1 (mód 28).

Sea g una ráız primitiva módulo 691 y recordemos que 5 es un elemento que
pertenece al orden 26 según el módulo 28. Dado que (11, 690) = (11, 27) = 1
se tiene que g11 es ráız primitiva módulo 691 y 511 pertenece al orden 26

módulo 28. De esta forma, para cada 1 ≤ i ≤ 12, existen enteros αi, βi, γi,
(donde γi = 0 o γi = 1) tales que

(g11)αi ≡ ai (mód 691) y (−1)γi(511)βi ≡
(
(−1)γi5βi

)11 ≡ ai (mód 28).
(1.7)

De esta forma, en virtud del Teorema de los números primos en progresiones
aritméticas y dado que M es suficientemente grande, es posible encontrar y
fijar números primos li ∈ Q, 1 ≤ i ≤ 12, tales que

li ≡ gαi (mód 691) y li ≡ (−1)γi5βi (mód 28).

Combinando las congruencias anteriores con (1.7) y (1.6) obtenemos

τ(li) ≡ 2i (mód 691× 28).

Por lo tanto {l1, . . . , l12} es un subconjunto admisible de Q.
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SeaQ′ un conjunto admisible deQ de tamaño máximo. Si existen distintos
conjuntos admisibles de orden máximo fijemos a alguno de ellos. En particular
|Q′| ≥ 12 y dado que las sumatorias del tipo

6∑
i=1

τ(q′i); q′1, . . . , q
′
6 ∈ Q′, q′1 < · · · < q′6,

son distintas se tiene

|Q′|6 � #{(q′1, . . . , q′6) : q′1, . . . , q
′
6 ∈ Q′, q′1 < · · · < q′6} =

#

{
6∑
i=1

τ(q′i) : q′1, . . . , q
′
6 ∈ Q′, q′1 < · · · < q′6

}
.

Utilizando la estimación de Deligne para τ(q) tenemos

|Q′|6 � (M1/11)11/2, por lo que |Q′| �M1/11−1/132.

Dado q ∈ Q \ Q′ considere al conjunto Q′ ∪ {q}. La maximalidad del
tamaño de Q′ garantiza que existen q′1, . . . , q

′
12 en Q′ ∪ {q} tales que

6∑
i=1

τ(q′i) =
12∑
i=7

τ(q′i), (1.8)

donde

q′1 < · · · < q′6, q′7 < · · · < q′12, (q′1, . . . , q
′
6) 6= (q′7, . . . , q

′
12). (1.9)

La elección de Q′ garantiza

q ∈ {q′1, . . . , q′12}.

De hecho, las condiciones (1.9) obligan a que q aparezca en la sucesión
q′1, . . . , q

′
12 a lo más dos veces. Si incide en dicha sucesión dos ocasiones en-

tonces podemos cancelar τ(q) en (1.8) y renombrando las variables tenemos

5∑
i=1

τ(q′i) =
10∑
i=6

τ(q′i)

para ciertos q′1, . . . , q
′
10 ∈ Q′ con

q′1 < · · · < q′5, q′6 < · · · < q′10, (q′1, . . . , q
′
5) 6= (q′6, . . . , q

′
10).
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Dado que |Q′| ≥ 12 podemos tomar q′ ∈ Q′\{q′1, . . . , q′10} de tal forma que

τ(q′) +
5∑
i=1

τ(q′i) = τ(q′) +
10∑
i=6

τ(q′i)

con las variables q′, q′1, . . . , q
′
10 satisfaciendo (1.8) y (1.9). Hecho que contra-

dice la definición de Q′. Por lo tanto sólo es posible que q aparezca una
vez en la sucesión q′1, . . . , q

′
12. Concluimos que para todo q ∈ Q\Q′ existen

q′1, . . . , q
′
11 ∈ Q′ tales que

τ(q) =
6∑
i=1

τ(q′i)−
11∑
i=7

τ(q′i).

En particular, tenemos que para todo q ∈ Q\Q′ existen q′1, . . . , q
′
11 ∈ Q′ tales

que

q11 = τ 2(q)− τ(q2) =
6∑
i=1

τ(qq′i)−
11∑
i=7

τ(qq′i)− τ(q2). (1.10)

El siguiente objetivo es probar la solubilidad de la ecuación de Waring-
Goldbach

q11
1 + · · ·+ q11

2050 = M (1.11)

en primos q1, . . . , q2050 ∈ Q\Q′. El Lema 2, tomando s0 = 2050, garantiza
que existe una constante c1 > 0 tal que para I, el número de soluciones de
(1.11), tiene lugar la estimación

c1
M2050/11−1

(logM)2050
≤ I.

Aplicando el Lema 2 con s0 = 2049 y la estimación |Q′| � M1/11−1/132

tenemos para I ′, el número de soluciones de (1.11) con al menos una variable
perteneciendo a Q′, la estimación

I ′ � |Q′|M
2049/11−1

(logM)2049
� M2050/11−1−1/132

(logM)2049
.

En consecuencia I ′ < I y se sigue que la ecuación (1.11) es soluble en las varia-
bles q1, . . . , q2050 en Q\Q′. Fijemos alguna de estas soluciones (q1, . . . , q2050).
A cada qi, 1 ≤ i ≤ 2050 aplicamos (1.10) con q = qi, reordenamos los suman-
dos y notando que qq′j ≤ M2/11 a la vez que qq′j carece de divisores primos
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menores que log2M tenemos que todo entero par M suficientemente grande
se puede representar como

M =
6×2050∑
i=1

τ(ni)−
6×2050∑
i=1

τ(mi)

donde mini carece de divisores primos menores que log2M para todo 1 ≤
i ≤ 6× 2050 y además

máx
1≤i≤6×2050

{ni,mi} ≤M2/11.

Es claro que multiplicando la ecuación anterior por −1 obtenemos una re-
presentación de la misma naturaleza para −M. También es posible remover
la condición de paridad; según la paridad de M, basta considerar M + 1 =
M + τ(1) o M + τ(n) para algún n conveniente tal que τ(n) ≡ 0 (mód 2).
De esta forma, cualquier entero M con valor absoluto suficientemente grande
se puede escribir como

M =
6×2050∑
i=1

τ(ni)−
6×2050+1∑

i=1

τ(mi) (1.12)

donde mini no tiene divisores primos menores que log2 |M | para todo 1 ≤
i ≤ 6× 2050 y además

máx
1≤i≤6×2050+1

{ni,mi} ≤ |M |2/11.

Sucede además que

−τ(12) = 370944 = τ(27) + τ(55) + τ(69) + τ(90) + τ(105).

De esta forma, multiplicando (1.12) por −τ(12) tenemos

370944M =
6×6×2050+1∑

i=1

τ(ni), (1.13)

donde ni no tiene factores primos en el intervalo (23!, log2 |M |) y además

máx
1≤i≤6×6×2050+1

{ni,mi} ≤ 106|M |2/11.
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Ahora demostraremos que todo entero 0 ≤ r < 370944 puede ser escrito
como suma de exactamente 199 números τ(n), n ≤ 105. Remarcamos que

τ(1) = 1, τ(2) = −24, τ(3) = 252, τ(5) = 4830, τ(8) = 84480.

Si 0 ≤ r < 370944, entonces existen enteros r4 y r′4 tales que

r = τ(8)r4 + r′4, 0 ≤ r4 ≤ 4, 0 ≤ r′4 < τ(8).

Para cada r′4 existen enteros r3 y r′3 tales que

r′4 = τ(5)r3 + r′3, 0 ≤ r3 ≤ 17, 0 ≤ r′3 < τ(5).

Para cada r′3 existen enteros r2 y r′2 tales que

r′3 = τ(3)r2 − r′2, 0 ≤ r2 ≤ 20, 0 ≤ r′2 < τ(3).

Para cada r′2 existen enteros r1 y r0 tales que

r′2 = −τ(2)r1 − r′1, 0 ≤ r1 ≤ 11, 0 ≤ r0 < −τ(2).

De esta forma, r se puede escribir como

r = τ(8)r4 + τ(5)r3 + τ(3)r2 + τ(2)r1 + τ(1)r0,

donde
r4 + r3 + r2 + r1 + r0 ≤ 75.

Por lo tanto, todo entero 0 ≤ r < 370944 se puede escribir como la suma de
a lo más 75 números τ(n), n ≤ 8. Por otra parte, todo entero mayor que 29
se puede escribir como 6x+ 7y, para ciertos enteros positivos x, y. Conforme
a este hecho y junto con las identidades

τ(12) + τ(27) + τ(55) + τ(69) + τ(90) + τ(105) = 0,

τ(6) + τ(14) + τ(29) + τ(41) + τ(42) + τ(44) + τ(48) = 0,

tenemos que todo entero 0 ≤ r < 370944 puede ser representado como

199∑
i=1

τ(ni), máx
1≤i≤199

ni ≤ 105.
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Sea L un entero arbitrario con valor absoluto |L| suficientemente grande.
En del argumento anterior, existen enteros n1, . . . , n199 menores que 105 tales
que

L ≡
198∑
i=1

τ(ni) (mód 370944),

por lo que existe un entero M de valor absoluto suficientemente grande tal
que es posible aplicar (1.13) para obtener

L =
199∑
i=1

τ(ni) + 370944M =
74000∑
i=1

τ(ni),

con ciertos enteros positivos n1, . . . , n74000 los cuales carecen de divisores
primos en el intervalo (log log |L|, log2 |L|) y además

máx
1≤i≤74000

ni � |L|2/11.

Notamos que se pueden aplicar los mismos argumentos para demostrar
que todo entero L de valor absoluto suficientemente grande se puede escribir
como suma de 73999 sumandos de la forma τ(n), 1 ≤ n� |L|2/11. Este hecho
será utilizado en la demostración del Teorema 1.

El siguiente lema es consecuencia de un resultado más general obtenido
por Murty [45].

Lema 4. Para una densidad positiva de números primos se tiene

|τ(p)| > 1,4p11/2.

Dados X , Y subconjuntos de Fp y k un entero positivo se denota

X + Y = {x+ y : x ∈ X , y ∈ Y}, XY = {xy : x ∈ X , y ∈ Y},

kX = {x1 + · · ·+ xk : x1, . . . , xk ∈ X}.
El siguiente resultado de combinatoria [30] se debe a Glibichuk.

Lema 5. Si X y Y son subconjuntos de Fp tales que |X ||Y| ≥ 2p, entonces

8XY = Fp.
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1.4. Demostración del Teorema 1

Sea N un entero, |N | ≥ N0, donde N0 es alguna constante positiva.
Conforme a lo establecido en el Lema 4, existe una constante C > 100 tal
que el intervalo [

log |N |
C2

,
log |N |
C

]
contiene� log |N |/ log log |N | números primos cumpliendo |τ(q)| > 1,4q11/2.
Sea T el producto de todos estos números primos, salvo quizás un término a
fin de tener τ(T ) > 0. En virtud de la multiplicatividad de la función τ(n),
existe una constante c1 > 0 tal que

τ(T )/T 11/2 > ec1 log |N |/ log log |N |. (1.14)

Por otra parte, para alguna constante grande C1, tenemos(
log |N |/C2

)log |N |/C1 log log |N |
< T < e2 log |N |/C .

De este hecho se tiene
|N |c2 < T < |N |0,02, (1.15)

donde c2 > 0 es alguna constante absoluta, y además cada divisor primo q
de T satisface

log |N |/C2 < q < log |N |.
Para T definido en esta forma, existen enteros L y u tales que

N = τ(T )L+ u, τ(T ) ≤ u ≤ 2τ(T ). (1.16)

Combinando la estimación de Deligne con las desigualdades (1.14) y (1.15)
se tiene |N |11c2/2 < τ(T ) < |N |1/5. Claramente, si |N | es un número grande,
también lo serán u y |L|. De acuerdo al Lema 3, u se puede escribir en la
forma

u =
74000∑
i=1

τ(ki), máx
i
ki � u2/11. (1.17)

En vista de que |L| también es un entero grande, al aplicar nuevamente el
Lema 3 tenemos

L =
74000∑
i=1

τ(ni), máx
i
ni � |L|2/11, (1.18)
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donde los enteros n1, . . . , n74000 carecen de divisores primos en el intervalo
(log log |L|, log2 |L|). En particular, dado que |N |4/5 � |L| ≤ |N |, los enteros
n1, . . . , n74000 no tienen divisores primos en el intervalo (log log |N |, log |N |)
y conforme a la elección de T tenemos (ni, T ) = 1. Por lo tanto, usando la
multiplicatividad de la función τ(n) y la representación (1.18) resulta

τ(T )L =
74000∑
i=1

τ(Tni). (1.19)

De (1.14) y (1.16) tenemos

T ≤ τ(T )2/11e−(2c1/11) log |N |/ log log |N | �
(
|N |
|L|

)2/11

e−(2c1/11) log |N |/ log log |N |.

Por lo tanto
Tni � T |L|2/11 ≤ |N |2/11e−c log |N |/ log log |N |

para alguna constante c > 0. Combinando este hecho con (1.16), (1.17) y
(1.19), concluimos la demostración para enteros |N | ≥ N0. Si N es tal que
2 ≤ |N | < N0 entonces tomemos algún entero fijo n0 tal que 2|τ(n0)| > N0.
De esta forma

|N − τ(n0)| > N0.

Por lo tanto N − τ(n0) puede ser escrito como la suma de 147999 valores
τ(n), n� 1. Concluyendo la demostración del Teorema 1.

1.5. Demostración del Teorema 2

Sea C una constante positiva grande. Definamos a los conjuntos

Q = {q : 23 < q ≤ Cp1/2 log p, q es número primo},
T = {τ(q) : q ∈ Q}.

Si |T | > 3p1/2, entonces podemos dividir a T en dos subconjuntos ajenos
X ,Y tales que |X ||Y| > 2p y de esta forma el resultado se tiene aplicando el
Lema 5.

Supongamos que |T | ≤ 3p1/2. Sucede que

Q =

|T |⋃
i=1

Ai
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donde los conjuntosAi estan definidos de tal forma que τ(q) ≡ τ(q′) (mód p)
si, y sólo si q, q′ ∈ Ai.

Es claro que cada conjunto Ai admite un subconjunto A′i tal que

0 ≤ |Ai| − |A′i| ≤ 3, |A′i| ≡ 0 (mód 4).

Llamemos

Q′ =
|T |⋃
i=1

A′i.

El teorema de los números primos garantiza que |Q| ≥ Cp1/2 si p es suficien-
temente grande. De esta forma

|Q′| ≥ |Q| − 3|T | ≥ |Q| − 9p1/2 ≥ (C − 9)p1/2. (1.20)

Dado que cada conjunto |A′i| tiene cardinalidad par, podemos encontrar
|A′i|/2 parejas distintas que pertenecen a A′i. En total tenemos

|T |∑
i=1

|A′i|/2 = |Q′|/2

parejas (q, q′). Dividimos este conjunto de parejas en dos conjuntos ajenos J1

y J2 con |J1| = |J2| = |Q′|/4. Consideremos a los conjuntos

X = {τ(qq′)− τ(q2) (mód p) : (q, q′) ∈ J1},
Y = {τ(qq′)− τ(q2) (mód p) : (q, q′) ∈ J2}.

Dado que

τ(qq′)− τ(q2) = τ(q)τ(q′)− τ(q2) ≡ τ 2(q)− τ(q2) ≡ q11 (mód p)

y el valor q11 (mód p) se toma a lo más 11 veces tenemos

|X | ≥ |J1|/11 ≥ |Q′|/44, |Y| ≥ |J2|/11 ≥ |Q′|/44.

Por lo tanto, al tomar C = 100 (por ejemplo), notamos que de (1.20) se tiene
|X ||Y| ≥ 2p. La demostración se concluye al aplicando el Lema 5.
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1.6. Demostración del Teorema 3

Considere el conjunto de las clases residuales

A′ = {τ(q) : p/2 < q < p}.

Dado a′ ∈ A′, denotaremos por I(a′) al número de soluciones de la congruen-
cia

τ(q) ≡ a′ (mód p), p/2 < q < p.

Del teorema de los números primos tenemos∑
a′∈A′

I(a′) =
∑

p/2<q<p

1� p/ log p.

En consecuencia, existe un elemento a′0 de A′ tal que

I(a′0)� p|A′|−1 log−1 p. (1.21)

Elegimos A = A′\{a′0} si |A′| ≥ 2 y A = {τ(1)} si |A′| = 1. Entonces

|A′|/2 ≤ |A| ≤ |A′|. (1.22)

Definimos el conjunto

B = {τ(q2) (mód p) : p/2 < q < p, τ(q) ≡ a′0 (mód p)}.

Los elementos de B estan caracterizados por

τ(q2) = τ 2(q)− q11 ≡ (a′0)2 − q11 (mód p),

donde p/2 < q < p y τ(q) ≡ a′0 (mód p). Por lo tanto, conforme a (1.21) y
(1.22) q puede tomar cualquier valor en un conjunto que contiene

� p|A′|−1 log−1 p� p|A|−1 log−1 p

distintas clases residuales módulo p. Dado que q11 (mód p) toma cada uno
de sus valores a lo más 11 veces, tenemos

|B| � p|A|−1 log−1 p. (1.23)
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Escojamos un valor arbitrario ε con 0 < ε < 0,1. Sea C el conjunto que
consiste de los distintos valores de la sucesión

τ(q) (mód p), τ(q2) (mód p),

donde q ≤ p0,5ε. Aplicando el argumento anterior a los conjuntos

{τ(q) (mód p) : q ≤ p0,5ε},

{τ(q2) (mód p) : q ≤ p0,5ε},
observamos que |C| � pε/6. Observe que los conjuntos A,B y C consisten de
elementos de la forma τ(n1), τ(n2) y τ(n3) respectivamente, en tal forma que
n1, n2 y n3 son primos relativos a pares y n1 ≤ p, n2 ≤ p2 y n3 ≤ pε.

Si |A| < p0,1ε, entonces por (1.23) se tiene |B| � p1−ε/9. Por lo tanto
|B||C| � p1+0,01ε y es posible aplicar el Lema 5 tomando X = B, Y = C
y usemos la propiedad multiplicativa de la función τ(n). Los elementos del
conjunto

XY = {xy : x ∈ X , y ∈ Y}
serán en este caso de la forma τ(n) (mód p), con n ≤ p2+ε.

Si |A| > p2/3, entonces dividamos al conjunto A en dos conjuntos ajenos
A1,A2 ambos con más de p2/3/3 elementos. Apliquemos el Lema 5 con X =
A1 y Y = A2. En este caso los elementos de XY son de la forma τ(n)
(mód p) con n ≤ p2.

Si pε/10 < |A| < p2/3, entonces llamemos D al conjunto de mayor tamaño
de entre A + C y AC. Dado que |C| � pε/6 la estimación de Bourgain [4,
Teorema 1.1] implica que existe una constante γ = γ(ε) > 0 tal que

|D| � pγ|A|.

Entonces |B||D| � p1+γ/2 y aplicamos el Lema 5 con X = B y Y = D. En este
caso los elementos del conjunto XY serán de la forma τ(n1)+τ(n2) (mód p),
donde 1 ≤ n1, n2 ≤ p3 o bien de la forma τ(n) (mód p) con n ≤ p3+ε. Con
esto concluimos la demostración del Teorema 3.

1.7. Demostración del Teorema 4

Sea x un número positivo suficientemente grande. Usaremos el hecho de
que el número de divisores de un entero n ≥ 3 cumple con la desigualdad

d(n)� e0,7 logn/ log logn,
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se puede consultar por ejemplo [44, Caṕıtulo 1], para una mejor estimación.
Denotemos

N1 = {τ(p2) : p ≤ x1/2}, N2 = {τ(pq) : p < q ≤ x1/2}.

Es suficiente demostrar que

máx{|N1|, |N2|} > x1/2e−4 log x/ log log x.

Denotemos por J al número de soluciones de la ecuación

τ(p2) = τ(q2)

en los números primos p ≤ x1/2, q ≤ x1/2, y llamemos I(λ) al número de
soluciones de la ecuación

τ(p2) = λ

en los primos p ≤ x1/2.
Si J ≤ x1/2e3,9 log x/ log log x, entonces, usando la desigualdad de Cauchy-

Schwartz y el teorema de los números primos tenemos

x1/2e3,9 log x/ log log x ≥ J =
∑
λ∈N1

I2(λ) ≥ 1

|N1|

(∑
λ∈N1

I(λ)

)2

>
x

|N1| log2 x
.

Por lo tanto
|N1| > x1/2e−4 log x/ log log x

y el resultado queda demostrado en este caso.
Supongamos ahora que J > x1/2e3,9 log x/ log log x. Denotemos

L = {(p, q) : p < q ≤ x1/2, τ(p2) = τ(q2)}.

La hipótesis en J garantiza que |L| > 0,4x1/2e3,9 log x/ log log x. Por otra parte,
si (p, q) pertenece a L, entonces

τ 2(q)− τ 2(p) = τ(q2)− τ(p2) + q11 − p11 = q11 − p11.

Para un entero positivo λ ≤ x11/2, la ecuación q11 − p11 = λ tiene a lo
más

10d(λ) < e3,9 log x/ log log x
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soluciones. De esta forma, cuando las parejas (p, q) recorren el conjunto L,
el número q11 − p11 recorre un conjunto con al menos

|L|e−3,9 log x/ log log x > 0,4x1/2

enteros distintos. En consecuencia

#{τ(q2)− τ(p2) : p ≤ x1/2, p1/2} > 0,4x1/2.

Por lo tanto, definiendo

A = {τ(p) : p ≤ x1/2},

obtenemos
|A| ≥ #{τ 2(p) : p ≤ x1/2} > 0,5p1/4.

Separando al conjunto A en dos conjuntos ajenos A1,A2 tales que |A1| ≥
|A2| ≥ 0,1p1/4, consideremos la sucesión

a1a2 : a1 ∈ A1, a2 ∈ A2

Usando el hecho de que cada entero λ puede ser escrito O(d(λ)) veces en la
forma a1a2, tenemos

|N2| > x1/2e−4 log x/ log log x.

Con lo cual concluimos la demostración del Teorema 4.

1.8. Demostración del Teorema 5

Sea Q el conjunto de los primos divisores del número∏
p≤x
τ(p)6=0

τ(p)τ(p2).

Sea ε una constante positiva pequeña que será elegida más adelante. Po-

demos suponer que |Q| ≤ ε (log x)13/11

log log x
, en el otro caso el resultado se tiene. Sea

Y el conjunto de los números Q–suaves (es decir, con divisores primos en Q)
de cualquier signo y con valor absoluto no superior a x. Denotemos por Z
al conjunto de los enteros positivos de la forma yq donde y ∈ Y y q ∈ Q.
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En virtud del Lema 1, es posible fijar a un ε suficientemente pequeño de tal
forma que

|Y| ≤ x2/13, |Z| ≤ x2/13 (1.24)

Si para cualquier entero λ 6= 0 el número de soluciones de la ecuación
τ(q) = λ en primos p ≤ x con p 6∈ Q, es menor que x2/13e40 log x/ log log x,
entonces, utilzando el Lema 4, obtenemos

#{τ(p) : p ≤ x, τ(p) 6= 0, p 6∈ Q} � x11/13e−41 log x/ log log x

y el teorema se sigue del resultado de Deligne y del Lema 1.
Sea ahora λ 6= 0 tal que el número de soluciones de la ecuación τ(p) = λ

en primos p ≤ x con p 6∈ Q es ≥ x2/13e40 log x/ log log x. Denotemos por P a este
conjunto de soluciones. Por lo tanto

|P| ≥ x2/13e40 log x/ log log x. (1.25)

Para cualquier p ∈ P el número λ2−p11 = τ(p2) es Q–suave. Esto implica
que λ2−p11 pertenece a Y o bien es divisible por algún elemento del conjunto
Z \ Y . Notemos que para cualquier z en Z \ Y tenemos x < z ≤ 2x12.

Los primos p para los cuales λ2−p11 pertenece a Y contribuyen al conjunto
P con a lo más |Y| elementos. Considere aquellos primos p ≤ x, p 6∈ Q, para
los cuales λ2 − p11 es divisible por algún z de Z \Y . Para z dado, el número
de soluciones de la congruencia

λ2 − p11 ≡ 0 (mód z)

en primos p ≤ z, (p, z) = 1, es � 11ω(z) � e3 log z/ log log z � e36 log x/ log log x.
Entonces, el número total de primos p ≤ x, p 6∈ Q, para los cuales λ2 − p11

es divisible por algún z en Z \ Y es

� |Z|e36 log x/ log log x.

De esta forma, al considerar (1.24), obtenemos

|P| � |Y|+ |Z|e36 log x/ log log x � x2/13e36 log x/ log log x.

Afirmación que contradice (1.25) y de esta forma concluimos la demostración.



Caṕıtulo 2

La congruencia x1x2 ≡ x3x4 + λ
(mód p) y aplicaciones

La congruencia
x1x2 ≡ x3x4 (mód p), (2.1)

donde p es un primo suficientemente grande, aparece en muchos problemas de
la teoŕıa de números. Las propiedades distribucionales de sus soluciones han
resultado ser muy importantes en varias aplicaciones, por ejemplo en el pro-
blema de la representabilidad de clases residuales como producto de enteros
pequeños y en la estimación del momento cuarto de la suma de caracteres.
Se pueden consultar las referencias [2], [10], [13], [21], [47], [49] y [50]. Sean
Li, Ni, 1 ≤ i ≤ 4, enteros tales que 0 ≤ Li < Li +Ni < p. Denotemos por J
al número de soluciones de la congruencia (2.1) en el conjunto

Li + 1 ≤ xi ≤ Li +Ni, (1 ≤ i ≤ 4). (2.2)

En vista de la identidad∑
χ

χ(u) =

{
p− 1, si u ≡ 1 (mód p),
0, si u 6≡ 1 (mód p),
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donde χ recorre el conjunto de los caracteres multiplicativos módulo p, el
valor J puede expresarse en términos de sumas de caracteres

J =
1

p− 1

∑
χ

∑
x1,x2,x3,x4

χ(x1x2x
∗
3x
∗
4),

donde x∗ denota el inverso multiplicativo de x 6≡ 0 (mód p) y el rango
que recorren las variables x1, x2, x3 y x4 en las sumatorias está definido
por (2.2). El carácter principal χ = χ0 contribuye a la sumatoria la can-
tidad N1N2N3N4/(p−1), que en muchas ocasiones indica el comportamiento
asintótico de J. Ayyad, Cochrane y Zheng [2] demostraron que

J =
N1N2N3N4

p
+O

(√
N1N2N3N4 log2 p

)
. (2.3)

Los autores manifestaron la esperanza de poder sustituir el factor log2 p
por log p el cual seŕıa, en términos generales, el mejor término de error
posible, (puede consultarse la discusión [2, p. 339]). En el caso particular
N1 = N2, N3 = N4 o N1 = N3, N2 = N4, ellos probaron

J ≈ N1N2N3N4

p
+O

(√
N1N2N3N4 log p

)
, (2.4)

reduciendo un factor log p a costa de la fórmula asintótica.
Como consecuencias de (2.3) y (2.4) los autores de [2] obtuvieron las

siguientes estimaciones para el momento cuarto de la suma de caracteres:
para cualesquiera enteros L y N > 0 tenemos

1

p− 1

∑
χ 6=χ0

∣∣∣∣∣
L+N∑
x=L+1

χ(x)

∣∣∣∣∣
4

� N2 log2 p; (2.5)

si además N �
√
p log p, entonces

1

p− 1

∑
χ 6=χ0

∣∣∣∣∣
L+N∑
x=L+1

χ(x)

∣∣∣∣∣
4

� N2 log p. (2.6)

Estos resultados mejoran aquel de Friedlander e Iwaniec [12, Lema 3] don-
de obtuvieron N2 log6 p en lugar de N2 log2 p en la parte derecha de (2.5);
remarcamos que en la demostración de [12, Lema 3] parece que existe una
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pequeña omisión en la potencia del factor logaŕıtmico cuando es aplicada
la desigualdad de Hölder, aparentemente debe de ser N2 log8 p en lugar de
N2 log6 p. Estimaciones similares pueden encontrarse en Vaughan [54, p. 184],
ver también Harman [32, Lemma 2]. El método de [12], [32] y [54] se aplica
para módulos en general pero restringidos a L = 0.

Tal como se mencionó en [2], el trabajo de Montgomery y Vaughan [43]
tiene por consecuencia la estimación

1

p− 1

∑
χ 6=χ0

máx
N

∣∣∣∣∣
N∑
x=1

χ(x)

∣∣∣∣∣
4

� p2;

en particular, cuando N es de orden p, en (2.5) es posible remover el factor
log2 p. El trabajo de Burgess [7] implica la estimación

1

p

p∑
L=1

 1

p− 1

∑
χ 6=χ0

∣∣∣∣∣
L+N∑
x=L+1

χ(x)

∣∣∣∣∣
4
� N2,

la cual muestra que en promedio sobre L se puede remover el factor log2 p.

2.1. Nuevo término de error para J

Teorema 6. Tiene lugar la siguiente fórmula asintótica:

J =
N1N2N3N4

p
+O

(√
N1N2N3N4

(√
log p+ δ(N1N2)

)(√
log p+ δ(N3N4)

))
,

(2.7)
donde

δ(X) =

{
0, si X ≤ p,
log X

p
, si X ≥ p.

La igualdad en (2.7) también se tiene si los productos N1N2 y N3N4 son
reemplazados por cualquier otra combinación de las parejas Ni.

El Teorema 6 tiene como consecuencia la siguiente estimación para el
momento cuarto de la suma de caracteres:

1

p− 1

∑
χ 6=χ0

∣∣∣∣∣
L+N∑
x=L+1

χ(x)

∣∣∣∣∣
4

� N2
(

log p+ log2 N
2

p

)
.
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En particular, la estimación (2.6) es efectiva en el rango N � p1/2ec
√

log p para
alguna constante positiva fija c. Además, el Teorema 6 implica el comporta-
miento asintótico J ∼ N1N2N3N4/p en un rango mas amplio de los paráme-
tros que aquel sugerido por (2.3). Por ejemplo, si N1 = N2 = N3 = N4 = N
y si

N

p1/2(log p)1/2
→∞, p→∞,

entonces

J =
N4

p
(1 + o(1)),

mientras (2.3) implica esta fórmula asintótica cuando

N

p1/2 log p
→∞, p→∞.

El problema de la solubilidad de la congruencia (2.1) se puede conectar
con el problema de la representabilidad de clases residuales h (mód p) en
la forma

xy ≡ h (mód p), 1 ≤ x ≤ N1, 1 ≤ y ≤ N2.

Se conjetura que toda clase residual distinta de cero es representable si N1 =
N2 = N para N ≤ p1/2+ε. De manera incondicional, del trabajo de Garaev
[14] se sigue que, para alguna constante absoluta c > 0,

F∗p = {xy (mód p) : 1 ≤ x, y ≤ cp3/4},

donde F∗p denota al conjunto Fp \ {0}. Por otra parte, el trabajo de Tenen-
baum [52] implica que si

N1 = N2 = N ≤ p1/2(log p)0,5κ−ε,

donde κ = 1− (log(e log 2))/ log 2 ≈ 0,08607..., entonces el conjunto

{xy (mód p) : 1 ≤ x, y ≤ N}

contiene sólo o(p) clases residuales módulo p.

Usando el Teorema 6 es posible obtener el siguiente resultado sobre la
representabilidad de clases residuales como producto de enteros pequeños.
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Teorema 7. Sean N1N2 = ∆p log p, donde ∆ = ∆(p) → ∞ si p → ∞.
Entonces el conjunto

{xy (mód p) : L1 + 1 ≤ x ≤ L1 +N1, L2 + 1 ≤ y ≤ L2 +N2}

contiene
(

1+O( 1
∆

+ log2 ∆
∆ log p

)
)
p clases residuales módulo p. En particular, este

conjunto contiene casi todas las clases residuales módulo p.

Un corolario del trabajo de Garaev y Karatsuba [21, Teorema 1.1] implica
que el conjunto

{qy (mód p) : q ≤ p1/2, 1 ≤ y ≤ ∆p1/2 log p},

donde q denota números primos, contiene (1 + O(∆−1))p clases residuales
módulo p. Este resultado puede ser establecido en una manera más general
y hay una versión para módulos compuestos. Información más extensa en
estos temas se puede consultar en [15] y [21]. También pueden consultarse
los trabajos [49], [50] y las referencias alĺı citadas.

2.2. Propiedades de Combinatoria y Solubi-

lidad

En vista de (2.3) se sigue de inmediato que si N1N2N3N4 > cp2 log4 p,
donde c > 0 es una constante absoluta, entonces el conjunto (2.2) contiene
una solución de la congruencia (2.1). Ayyad, Cochrane y Zheng [2] pregunta-
ron en qué casos el factor log4 p puede ser removido totalmente. El siguiente
resultado, del trabajo conjunto con Garaev [17], muestra que en general el
factor log4 p puede ser disminuido a log p. Si además se tiene que N1N3 y
N2N4 son de la misma magnitud, demostraremos que de hecho el factor
log4 p puede ser removido totalmente.

Teorema 8. Existe una constante c tal que si N1N2N3N4 > cp2 log p, enton-
ces el conjunto (2.2) contiene una solución de la congruencia (2.1).

La demostración de este Teorema emplea una de las ideas del trabajo de
Garaev y Karatsuba [21, Teorema 1.7] y depende de las sumas trigonométri-
cas.

Debemos remarcar que en una serie de art́ıculos el problema de la repre-
sentabilidad de cero por una forma cuadrática no singular Q(x1, x2, x3, x4)
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(mód p) en intervalos de pequeña longitud ha sido investigado. Se sabe que
el problema de la solubilidad de la congruencia

Q(x1, x2, x3, x4) ≡ λ (mód p)

difiere esencialmente en los casos λ ≡ 0 (mód p) y λ 6≡ 0 (mód p). Se
puede ver la pregunta que surge en [10, p.176]. Una situación similar ocurre
en nuestro problema. Considere la congruencia

x1x2 ≡ x3x4 + λ (mód p). (2.8)

El Teorema 8 corresponde al caso λ ≡ 0 (mód p). Para λ arbitrario, los
Teoremas 6 y 7 junto con los Lemas 8 y 9 tienen como consecuencia que
existe una constante c > 0, tal que si N1N2N3N4 > cp2 log3 p, entonces el
conjunto (2.2) admite soluciones para (2.8). La pregunta es saber en qué casos
el factor log3 p puede ser removido totalmente (notemos que si N1N2 tiene
la misma magnitud que N3N4, entonces es posible cambiar log3 p por log2 p).
Un posible enfoque de esta pregunta es el estudio de la congruencia (2.8)
desde el punto de vista de la combinatoria. Para A y B subconjuntos dados
del sistema completo de residuos Fp se definen los conjuntos

A+ B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}, A− B = {a− b : a ∈ A, b ∈ B},

kA = {a1 + · · ·+ ak : ai ∈ A, 1 ≤ i ≤ k}, AB = {ab : a ∈ A, b ∈ B}.

La cardinalidad de A se denota por |A|. En [30] Glibichuk demostró que si
A y B son subconjuntos de Fp tales que |A||B| ≥ 2p, entonces

8AB = Fp.

Más aún, el resultado de Glibichuk (ver la desigualdad al término de la
demostración de [30, Teorema 1]) también tiene como consecuencia

2(2A)(2B) = Fp , (2A)(2B)− (2A)(2B) = Fp .

En particular, si N1N2 > 10p entonces para cualquier entero λ la congruencia
(2.8) es soluble en las variables

L1 + 1 ≤ x1, x3 ≤ L1 +N1, L2 + 1 ≤ x2, x4 ≤ L2 +N2.

Esta observación conduce de manera natural a la siguiente conjetura.
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Conjetura 1. Existe una constante positiva c tal que si A,B, C,D son sub-
conjuntos de F∗p con |A||B||C||D| > cp2, entonces

(2A)(2B) + (2C)(2D) = Fp.

La validez de esta conjetura permitiŕıa remover los factores logaŕıtmicos
en la resultado antes mencionado, en particular contestaŕıa a la pregunta de
Ayyad, Cochrane y Zheng [2]. El empleo de técnicas de sumas trigonométricas
junto con argumentos de combinatoria utilizados en [5], [6] y [30] nos permiten
responder de manera afirmativa a la Conjetura 1 en casos importantes.

Teorema 9. Sean A,B, C,D subconjuntos de F∗p tales que

|A||C| > (2 +
√

2)p, |B||D| > (2 +
√

2)p.

Entonces
(2A)(2B) + (2C)(2D) = Fp.

En particular, si N1N3 > 15p, N2N4 > 15p, entonces para cualquier en-
tero λ la congruencia

x1x2 ≡ x3x4 + λ (mód p).

es soluble en el conjunto (2.2).

En fechas recientes Bourgain demostró que existe una constante c > 0 tal
que para todo entero λ la congruencia

x1x2 ≡ x3x4 + λ (mód p)

tiene solución en el conjunto (2.2) si N1N2N3N4 > cp2, respondiendo en
particular a la pregunta planteada por Ayyad, Cochrane y Zheng.

2.3. Notación y Lemas

A través de este caṕıtulo usaremos la abreviación

ep(z) = e2πiz/p.

Recordamos la identidad



32 2. La congruencia x1x2 ≡ x3x4 + λ (mód p) y aplicaciones

p−1∑
a=0

ep(au) =

{
p, si u ≡ 0 (mód p),
0, si u 6≡ 0 (mód p),

la cual es muy útil para calcular el número de soluciones de varias congruen-
cias.

La idea principal para la demostración del Teorema 6 esta basada en
la combinación de los métodos de [2] y [14]. En particular, necesitamos el
siguiente Lema de [2].

Lema 6. La siguiente estimación tiene lugar:

J � N1N2N3N4

p
+ (p+N1N2 log p)1/2(p+N3N4 log p)1/2.

Más aún, la desigualdad tiene lugar si los productos N1N2 y N3N4 son reem-
plazados por cualquier otra combinación a pares de Ni.

Lema 7. Para demostrar el Teorema 6 es suficiente establecer (2.7) en el
caso L1 = L3, L2 = L4, N1 = N3, N2 = N4.

Demostración. La demostración es similar al argumento descrito en [2, p.
408]. Tenemos

J =
1

p− 1

∑
χ

L1+N1∑
x1=L1+1

L2+N2∑
x2=L2+1

L3+N3∑
x3=L3+1

L4+N4∑
x4=L4+1

χ(x1x2x
∗
3x
∗
4).

Tomando el término que corresponde al carácter principal χ = χ0 y poste-
riormente aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwartz, tenemos

J − N1N2N3N4

p− 1
�
√
S1S2,

donde

S1 =
1

p− 1

∑
χ 6=χ0

∣∣∣∣∣
L1+N1∑
x1=L1+1

L2+N2∑
x2=L2+1

χ(x1x2)

∣∣∣∣∣
2

,

S2 =
1

p− 1

∑
χ 6=χ0

∣∣∣∣∣
L3+N3∑
x3=L3+1

L4+N4∑
x4=L4+1

χ(x∗3x
∗
4)

∣∣∣∣∣
2

.
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Claramente,

S1 = J ′ − N2
1N

2
3

p− 1
, S2 = J ′′ − N2

2N
2
4

p− 1
,

donde J ′ es el número de soluciones de la congruencia

x1x2 ≡ y1y2 (mód p), L1+1 ≤ x1, y1 ≤ L1+N1, L2+1 ≤ x2, y2 ≤ L2+N2

y J ′′ es el número de soluciones de la congruencia

x3x4 ≡ y3y4 (mód p), L3+1 ≤ x3, y3 ≤ L3+N3, L4+1 ≤ x4, y4 ≤ L4+N4.

Por lo tanto, asumiendo que (2.7) tiene lugar en el caso L1 = L3, L2 = L4,
N1 = N3, N2 = N4, obtenemos

S1 � N1N2

(√
log p+ δ(N1N2)

)2

, S2 � N3N4

(√
log p+ δ(N3N4)

)2

.

El caso del apareamiento δ(N1N3) y δ(N2N4) se trabaja de manera análo-
ga; con la diferencia de que en este caso definimos S1, S2 como

S1 =
1

p− 1

∑
χ 6=χ0

∣∣∣∣∣
L1+N1∑
x1=L1+1

L3+N3∑
x3=L3+1

χ(x1x
∗
3)

∣∣∣∣∣
2

,

S2 =
1

p− 1

∑
χ 6=χ0

∣∣∣∣∣
L2+N2∑
x2=L2+1

L4+N4∑
x4=L4+1

χ(x2x
∗
4)

∣∣∣∣∣
2

.

El siguiente resultado es muy conocido y además bastante útil para la
estimación de cardinalidades de conjuntos mediante el número de soluciones
de una ecuación asociada.

Lema 8. Sea sn cualquier sucesión de elementos (no necesariamente distin-
tos) del sistema completo de residuos Fp. Sea M ≥ 1 un entero. Si I denota
el número de soluciones de la ecuación

sn = sm, 1 ≤ n,m ≤M,

entonces

#{sn : 1 ≤ n ≤M} ≥ M2

I
.
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Demostración. Sea λ ∈ {sn : 1 ≤ n ≤ M}, denotemos por I(λ) al número
de soluciones de la ecuación sn = λ. Entonces,∑

λ

I(λ) = M,
∑
λ

I2(λ) = I,

donde λ en las sumatorias corre a través del conjunto {sn : 1 ≤ n ≤M}. La
estimación requerida se sigue ahora de la desigualdad de Cauchy-Schwartz.

El siguiente lema es una versión débil del lema mencionado en [2, Sección
1].

Lema 9. Si N1 = N2, N3 = N4 y N2N4 � p, entonces

J � N2N4 log p.

Notemos que el Lema 9 también puede ser visto como un caso particular
del Teorema 6.

2.4. Demostración del Teorema 6

Conforme a lo establecido en el Lema 7, es suficiente considerar

L1 = L3, L2 = L4, N1 = N3, N2 = N4.

Por lo que, en este caso J denota al número de soluciones de la congruencia

x1x2x
∗
3 ≡ x4 (mód p)

con las variables sujetas a las condiciones

L1 + 1 ≤ x1, x3 ≤ L1 +N1, L2 + 1 ≤ x2, x4 ≤ L2 +N2.

Nuestro objetivo es demostrar

J − N2
1N

2
2

p
� N1N2

(
log p+ (δ(N1N2))2

)
.

Podemos suponer que N1 ≥ 10, N2 ≥ 10. Siguiendo la idea de [14], primero
tomaremos dos parametros positivos M1 ≤ N1/2, M2 ≤ N2/2, los cuales
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serán definidos expĺıcitamente más adelante. Definamos por J1 al número de
soluciones de la congruencia

(x1 + y1)x2x
∗
3 ≡ x4 + y4 (mód p)

sujeta a las condiciones

L1 + 1 ≤ x1 ≤ L1 +N1 −M1, 1 ≤ y1 ≤M1,

L2 + 1 ≤ x2 ≤ L2 +N2, L1 + 1 ≤ x3 ≤ L1 +N1,

L2 + 1 ≤ x4 ≤ L2 +N2 −M2, 1 ≤ y4 ≤M2.

(2.9)

Por J2 denotamos al número de soluciones de la congruencia

(x1 − y1)x2x
∗
3 ≡ x4 − y4 (mód p)

sujeta a las condiciones

L1 + 1 ≤ x1 ≤ L1 +N1 +M1, 1 ≤ y1 ≤M1,

L2 + 1 ≤ x2 ≤ L2 +N2, L1 + 1 ≤ x3 ≤ L1 +N1,

L2 + 1 ≤ x4 ≤ L2 +N2 +M2, 1 ≤ y4 ≤M2.

(2.10)

Entonces,
J1

M1M2

≤ J ≤ J2

M1M2

. (2.11)

Demostraremos que para M1 y M2, elegidos adecuadamente, se tiene la si-
guiente estimación

J1

M1M2

− N2
1N

2
2

p
� N1N2

(
log p+ (δ(N1N2))2

)
,

J2

M1M2

− N2
1N

2
2

p
� N1N2

(
log p+ (δ(N1N2))2

)
.

Este hecho terminará la demostración del Teorema 6.

Expresamos a J1 en términos de sumas trigonométricas, esto es

J1 =
1

p

∑
−(p−1)/2≤a≤(p−1)/2

∑
x1,x2,x3,x4,y1,y4

ep(a((x1 + y1)x2x
∗
3 − x4 − y4)),
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donde las variables estas sujetas a las condiciones (2.9). Separando el término
correspondiente a a = 0, obtenemos

J1 −
N1N2(N1 −M1)(N2 −M2)M1M2

p
�

1

p

∑
1≤a≤(p−1)/2

f(a)

∣∣∣∣∣ ∑
x1,x2,x3,y1

ep(a(x1 + y1)x2x
∗
3)

∣∣∣∣∣ ,
donde

f(a) = mı́n(N2, p/|a|) mı́n(M2, p/|a|).
Para 1 ≤ |b| ≤ (p−1)/2 sea I(a, b) el número de soluciones de la congruencia

ax2x
∗
3 ≡ b (mód p), L2 + 1 ≤ x2 ≤ L2 +N2, L1 + 1 ≤ x3 ≤ L1 +N1.

Entonces,

J1 −
N1N2(N1 −M1)(N2 −M2)M1M2

p
�

1

p

∑
1≤a≤(p−1)/2

∑
1≤|b|≤(p−1)/2

f(a)g(b)I(a, b),

donde
g(b) = mı́n(N1, p/|b|) mı́n(M1, p/|b|).

Sin perder la generalidad, podemos remover el signo del módulo de |b| (me-
diante la reflección del intervalo del rango de x3 con respecto al punto p/2).
Definamos los siguientes intervalos:

A1 = [1, p/N2] ∩ Z, A2 = [p/N2, p/M2] ∩ Z, A3 = [p/M2, (p− 1)/2] ∩ Z,

B1 = [1, p/N1] ∩ Z, B2 = [p/N1, p/M1] ∩ Z, B3 = [p/M1, (p− 1)/2] ∩ Z.
Entonces, tenemos

J1 −
N1N2(N1 −M1)(N2 −M2)M1M2

p
�

3∑
ν=1

3∑
µ=1

Tνµ, (2.12)

donde

Tνµ =
1

p

∑
a∈Aν

∑
b∈Bµ

f(a)g(b)
∑

ax2≡bx3 (mód p)
L2+1≤x2≤L2+N2
L1+1≤x3≤L1+N1

1.
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A fin de estimar Tνµ usamos el Lema 6. Para T11 se tiene inmediatamente

T11 � N1N2M1M2 log p. (2.13)

Para estimar T12, descomponemos al intervalo donde se suma b en subinter-
valos de la forma ej−1p/N1 ≤ b ≤ ejp/N1, donde 1 ≤ j � log N1

M1
. Por lo

tanto, al aplicar el Lema 6 se tiene

T12 � N2M1M2

∑
j�log

N1
M1

1

ej(p/N1)

∑
a≤p/N2

∑
b≤ejp/N1

∑
ax2≡bx3 (mód p)
L2+1≤x2≤L2+N2
L1+1≤x3≤L1+N1

1

� N1N2M1M2

p

∑
j�log

N1
M1

1

ej

(
ejp+ ej/2p log p

)
� N1N2M1M2 log p.

La misma estimación se tiene para T21, por lo tanto

T12 + T21 � N1N2M1M2 log p. (2.14)

Para T13 se tiene

T13 � pN2M2

∑
j

1

e2j(p2/M2
1 )

∑
a≤p/N2

∑
b≤ejp/M1

∑
ax2≡bx3 (mód p)
L2+1≤x2≤L2+N2
L1+1≤x3≤L1+N1

1

� M2
1N2M2

p

∑
j

1

e2j

(ejN1p

M1

+ ej/2(N1/M1)1/2p log p
)

� N1N2M1M2 log p.

La misma estimación se garantiza para T31, en consecuencia

T13 + T31 � N1N2M1M2 log p. (2.15)

Más adelante, estimamos T22 quien aportará el término δ(N1N2) que aparece
en el enunciado del Teorema 6. Tenemos

T22 � pM1M2

∑
i�log(N2/M2)
j�log(N1/M1)

N1N2

ei+jp2

∑
a≤eip/N2

∑
b≤ejp/N1

∑
ax2≡bx3 (mód p)
L2+1≤x2≤L2+N2
L1+1≤x3≤L1+N1

1

� N1N2M1M2

p

∑
i�log(N2/M2)
j�log(N1/M1)

1

ei+j

(
ei+jp+ e(i+j)/2p log p

)
,
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de aqúı se obtiene

T22 � N1N2M1M2

(
log p+ log

N1

M1

log
N2

M2

)
. (2.16)

De manera análoga se trabaja con T23 y T32 :

T23 � M2p
2

∑
i�log(N2/M2)

j

N2M
2
1

ei+2jp3

∑
a≤eip/N2

∑
b≤ejp/M1

∑
ax2≡bx3 (mód p)
L2+1≤x2≤L2+N2
L1+1≤x3≤L1+N1

1

� N2M2M
2
1

p

∑
i�log(N2/M2)

j

1

ei+2j

(ei+jN1p

M1

+ e(i+j)/2p log p(N1/M1)1/2
)

� N1N2M1M2 log p.

La misma estimación se tiene para T32, por lo que tenemos

T23 + T32 � N1N2M1M2 log p. (2.17)

Finalmente, para T33 resulta

T33 = p3
∑
i,j

M2
2M

2
1

e2i+2jp4

∑
a≤eip/M2

∑
b≤ejp/M1

∑
ax2≡bx3 (mód p)
L2+1≤x2≤L2+N2
L1+1≤x3≤L1+N1

1

� M2
1M

2
2

p

∑
i,j

1

e2i+2j

((eip/M2)N2(p/M1)ejN1

p
+ e(i+j)/2

√
N1N2

N2M2

p log p
)
.

Aśı,
T33 � N1N2M1M2 log p. (2.18)

Insertando (2.13)–(2.18) en (2.12), deducimos

J1

M1M2

− N2
1N

2
2

p
� N1N2

(
log p+ log

N1

M1

log
N2

M2

+
N1M2

p
+
N2M1

p

)
,

siempre que M1 ≤ N1/2, M2 ≤ N2/2.
Si N1N2 ≤ 10p, definimos M1 = [N1/2], M2 = [N2/2] y se obtiene

J1

M1M2

− N2
1N

2
2

p
� N1N2 log p.
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Si N1N2 ≥ 10p, entonces definimos M1 = [p/N2] < N1/2, M2 = [p/N1] <
N2/2 y sucede

J1

M1M2

− N2
1N

2
2

p
� N1N2

(
log p+ log2 N1N2

p

)
. (2.19)

Aśı, la estimación (2.19) se garantiza en ambos casos.
De manera análoga,

J2

M1M2

− N2
1N

2
2

p
� N1N2

(
log p+ log2 N1N2

p

)
. (2.20)

Sustituyendo (2.19) y (2.20) en (2.11) concluimos la demostración del Teo-
rema 6.

2.5. Demostración del Teorema 7

Podemos suponer que ∆ < p. Sea J el número de soluciones de la con-
gruencia (2.1) bajo las condiciones

L1 + 1 ≤ x1, x3 ≤ L1 +N1, L2 + 1 ≤ x2, x4 ≤ L2 +N2,

y sea I(λ) el número de soluciones de la congruencia

x1x2 ≡ λ (mód p), L1 + 1 ≤ x1 ≤ L1 +N1, L2 + 1 ≤ x2 ≤ L2 +N2.

Entonces
p−1∑
λ=0

(
I(λ)− N1N2

p

)2

=

p−1∑
λ=0

I2(λ)− N2
1N

2
2

p
.

Dado que
∑p−1

λ=0 I
2(λ) = J, del Teorema 6 obtenemos

p−1∑
λ=0

(
I(λ)−∆ log p

)2

� N1N2(log p+ log2 ∆) = ∆ p(log p+ log2 ∆) log p.

Sea E ⊂ {0, 1, 2, . . . , p− 1} tal que I(λ) = 0 para λ ∈ E . Entonces

|E|∆2 log2 p� ∆ p(log p+ log2 ∆) log p

y el resultado se sigue.
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2.6. Demostración del Teorema 8

Podemos suponer que N1N3 ≥ N2N4. Denotemos

H1 = {x1x
∗
3 (mód p) : L1 ≤ x1 ≤ L1 +N1, L3 + 1 ≤ x3 ≤ L3 +N3},

H2 = {x4x
∗
2 (mód p) : L2 ≤ x2 ≤ L2 +N2, L4 + 1 ≤ x4 ≤ L4 +N4}.

Por el principio de las casillas de Dirichlet es suficiente probar que |H1| +
|H2| > p. Sea

R1 = {h (mód p) : h 6∈ H1}.

Entonces la congruencia

x+ t− (y + z)h ≡ 0 (mód p)

no tiene soluciones en las variables h, x, t, y, z con h ∈ R1 y

[0,5L1] + 1 ≤ x, t ≤ [0,5L1] + [0,5N1],

[0,5L3] + 1 ≤ y, z ≤ [0,5L3] + [0,5N3].
(2.21)

Por lo tanto,

p−1∑
a=0

∑
h∈R1

∑
x,t

∑
y,z

ep(a(x+ t− h(y + z))) = 0,

donde el rango sumatoria de las variables x, t, y, z esta dado por (2.21). Se-
parando el término correspondiente a a = 0, tenemos

|R1|X2
1X

2
3 ≤

p−1∑
a=1

∣∣∣∣∣∑
x,t

ep(a(x+ t))

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∑
y,z

∑
h∈R1

ep(ah(y + z))

∣∣∣∣∣ ,
donde Xi = [0,5Ni]. Por otra parte, para (a, p) = 1, tenemos∣∣∣∣∣∑

y,z

∑
h∈R1

ep(ah(y + z))

∣∣∣∣∣ ≤
p−1∑
h=0

∣∣∣∣∣∑
y,z

ep(ah(y + z))

∣∣∣∣∣ =

≤
p−1∑
n=0

∣∣∣∣∣∑
y,z

ep(n(y + z))

∣∣∣∣∣ = pX3.
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También,
p−1∑
a=1

∣∣∣∣∣∑
x,t

ep(a(x+ t))

∣∣∣∣∣ ≤ pX1.

En consecuencia,
|R1|X2

1X
2
3 ≤ p2X1X3.

Dado que p es un primo suficientemente grande, deducimos

|H1| = p− |R1| ≥ p− p2

X1X3

≥ p− 4,5p2

N1N3

. (2.22)

Si N2N4 > 10p, entonces definiendo

R2 = {h (mód p) : h 6∈ H2},

y siguiendo las mismas lineas de la demostración de la desigualdad (2.22),
obtenemos

|H2| = p− |R2| ≥ p− 4,5p2

N2N4

.

Por lo tanto,

|H1|+ |H2| ≥ 2p− 4,5p2

N2N4

− 4,5p2

N1N3

> p,

y el resultado se tiene en el caso N2N4 > 10p.
Supongamos ahora que N2N4 ≤ 10p. Denotemos por I al número de

soluciones de la congruencia

x4x
∗
2 ≡ y4y

∗
2 (mód p), L2+1 ≤ x2, y2 ≤ L2+N2, L4+1 ≤ x4, y4 ≤ L4+N4.

En virtud del Lema 9 se tiene,

I � N2N4 log p.

Por lo tanto, en vista del Lema 8,

|H2| ≥
N2

2N
2
4

I
≥ c0N2N4

log p
,

donde c0 es una constante absoluta. Combinando este hecho con (2.22), ob-
tenemos

|H1|+ |H2| ≥ p− 4,5p2

N1N3

+
c0N2N4

log p
≥ p+

c0N2N4

log p
− 4,5N2N4

c log p
.



42 2. La congruencia x1x2 ≡ x3x4 + λ (mód p) y aplicaciones

Tomando c = 5c0, concluimos

|H1|+ |H2| > p.

2.7. Demostración del Teorema 9

SeaH el conjunto de los diferentes elementos de la forma (d1+d2)(b1+b2)∗,
donde

d1 ∈ D, d2 ∈ D, b1 ∈ B, b2 ∈ B, b1 + b2 6= 0. (2.23)

Lema 10. Tiene lugar la siguiente estimación:

|H| ≥ p− p2

|B||D| − p
.

Demostración. La demostración del Lema 10 sigue las mismas lineas que la
prueba del Teorema 8. Sea

R = Fp \ H.

Entonces la ecuación
d1 + d2 − (b1 + b2)h = 0 (2.24)

no admite soluciones con h ∈ R y d1, d2, b1, b2 bajo las condiciones dadas
en (2.23). Por lo tanto, dado que b1 + b2 = 0 implica d1 + d2 = 0, la ecuación
(2.24) tiene a lo más |B||D||R| soluciones sujetas a

d1 ∈ D, d2 ∈ D, b1 ∈ B, b2 ∈ B, h ∈ R.

De esta forma,

1

p

p−1∑
a=0

∑
h∈R

∑
d1∈D
d2∈D

∑
b1∈B
b2∈B

ep(a(d1 + d2 − (b1 + b2)h)) ≤ |B||D||R|.

Separando el término correspondiente a a = 0, tenemos

1

p
|R||D|2|B|2 ≤ |B||D||R|+ 1

p

p−1∑
a=1

p−1∑
h=0

∣∣∣∣∣∑
d∈D

ep(ad)

∣∣∣∣∣
2 ∣∣∣∣∣∑

b∈B

ep(ahb)

∣∣∣∣∣
2

.
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Aśı,
|R||D|2|B|2 ≤ |B||D||R|p+ |D||B|p2,

lo cual implica

|H| = p− |R| ≥ p− p2

|B||D| − p
.

Para demostrar el Teorema 9, denotemos por T al número de soluciones
de la ecuación

a1 + λc1 = a2 + λc2, a1 ∈ A, a2 ∈ A, c1 ∈ C, c2 ∈ C, λ ∈ H.

Si c1 = c2, entonces a1 = a2 y λ puede ser un elemento arbitraro de H. De
lo contrario, para a1, a2, c1, c2 dados con c1 6= c2 tenemos a lo más un posible
valor para λ. Por lo tanto

T ≤ |A||C||H|+ |A|2|C|2.

Aśı, existe un elemento λ ∈ H tal que

I ≤ |A||C|+ |A|
2|C|2

|H|
,

donde I denota al número de soluciones de la ecuación

a1 + λc1 = a2 + λc2, a1 ∈ A, a2 ∈ A, c1 ∈ A, c2 ∈ C.

De esto y en virtud del Lema 8, tenemos

#{a+ λc : a ∈ A, c ∈ C} ≥ |A|
2|C|2

I
≥ |A||C||H|
|A||C|+ |H|

. (2.25)

Dado que λ es un elemento fijo de H, existen elementos fijos d′0, d
′′
0 en D y

elementos fijos b′0, b
′′
0 de B tales que

λ = (d′0 + d′′0)(b′0 + b′′0)∗.

Por lo tanto, de (2.25) obtenemos

#{a(b′0 + b′′0) + c(d′0 + d′′0) : a ∈ A, c ∈ C} ≥ |A||C||H|
|A||C|+ |H|

.
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Recordando las desigualdades |A||C| > (2 +
√

2)p, |B||D| > (2 +
√

2)p y
usando el Lema 10, tenemos

|A||C||H|
|A||C|+ |H|

> p/2.

Finalmente, del principio de las casillas de Dirichlet concluimos que

{(a1 +a2)(b′0 +b′′0)+(c1 +c2)(d′0 +d′′0) : a1 ∈ A, a2 ∈ A, c1 ∈ C, c2 ∈ C} = Fp.



Caṕıtulo 3

Distribución y propiedades aritméticas
de n! (mód p)

El problema de la distribución de sucesiones con términos relacionados
con factoriales módulo un número primo ha sido un tema bastante investiga-
do, por ejemplo en los trabajos recientes [8], [9], [22]–[25], [42] y las referencias
citadas. En [31, F11] se conjeturó que la sucesión n! no incide en alrededor
p/e clases residuales módulo p. De ser cierta esta conjetura la sucesión n! de-
beŕıa tener aproximadamente (1−1/e)p valores distintos módulo p, se puede
consultar [9] para más resultados de esta naturaleza. Esto a su vez implicaŕıa
la representabilidad de toda clase residual módulo p como suma o producto
de dos factoriales. De manera incondicional, del Teorema de Wilson se sigue
que cualquier entero 1 ≤ x ≤ (p− 1)/2 satisface la congruencia

(2x− 1)! · (p− 2x)! ≡ 1 (mód p), (3.1)

identidad que fue punto de partida en los trabajos [8] y [23, Teorema 13]
para estimar el tamaño del conjunto

{m!n! (mód p) : 1 ≤ m,n ≤ p}.
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En el trabajo [23], Garaev, Luca y Shparlinski demostraron que

#{m!n! (mód p) : 1 ≤ m,n ≤ p} ≥ 5

8
p+O(p1/2 log2 p).

Posteriomente este resultado fué mejorado por Chen y Dai [8] al obtener

#{m!n! (mód p) : 1 ≤ m,n ≤ p} ≥ 3

4
p+O(p1/2 log2 p).

Ambos resultados fueron mejorados en [29] donde, al igual que en los
metodos de [8] y [23, Teorema 13], se partió de la identidad (3.1). Mediante
la manipulación de la congruencia (3.1) es posible elegir conjuntos ajenos de
clases residuales representables como m!n! (mód p) de tal forma que el ta-
maño de cada uno de ellos puede estimarse contando el número de soluciones
de sistemas de congruencias. Para los sistemas de congruencias se encontra-
ron fórmulas asintóticas, en los casos más elaborados empleando estimaciones
de sumas h́ıbridas de caracteres. El resultado es el siguiente.

Teorema 10. La siguiente estimación tiene lugar

#{m!n! (mód p) : 1 ≤ m,n ≤ p} ≥ 41

48
p+O(p1/2 log3 p).

Sin embargo, los resultados discutidos hasta ahora no se pueden aplicar
para probar representaciones en términos de factoriales de enteros de tamaño
restringido, tampoco se derivan fórmulas asintóticas para el número de solu-
ciones de estas representaciones. En esta dirección se han hecho avances en
los trabajos [22]–[25]. En particular, se han estimado sumas exponenciales
y de caracteres que involucran factoriales de enteros en intervalos de pe-
queña longitud. Estos resultados han sido fundamentales para establecer la
representabilidad de clases residuales en términos de factoriales de tamaño
restringido y en varios casos también fórmulas asintóticas para el número de
tales representaciones.

3.1. Congruencias del tipo Waring

Mediante el Teorema de Wilson (ver la identidad (3.1)) y el principio de
las casillas de Dirichlet se puede demostrar que toda clase residual módulo p
se representa en la forma

m1!n1! +m2!n2! (mód p),
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para irrestrictos enteros m1,m2, n1, n2. Del trabajo [24] de Garaev, Luca y
Shparlinski, se obtiene la siguiente estimación para la doble suma exponencial
con argumento de la forma m!n!,

máx
(a,p)=1

∣∣∣∣∣
N∑
m=1

N∑
n=1

e2πiam!n!/p

∣∣∣∣∣� N11/6p1/8.

Con tal resultado establecieron la representabilidad de clases residuales como
suma de términos de la forma m!n!, con las variables en intervalos de pequeña
longitud. En particular, establecieron que toda clase residual λ (mód p)
puede escribirse como

7∑
i=1

mi!ni! ≡ λ (mód p),

para ciertos enteros positivos m1, n1, . . . ,m7, n7 no mayores que cp33/34, con
alguna constante absoluta c > 0. El siguiente resultado, del trabajo conjunto
con Garaev [16], mejora al anterior en dos direcciones, el número de sumandos
y el tamaño de las variables.

Teorema 11. Cualquier clase residual λ módulo p puede escribirse como

5∑
i=1

mi!ni! ≡ λ (mód p),

para ciertos enteros positivos m1, n1, . . . ,m5, n5 con máx1≤i≤5{mi, ni} ≤
cp27/28, donde c es una constante absoluta.

En [25] se definió a l = l(p) como el entero l ≥ 1 más pequeño tal que
para cualquier entero λ la congruencia

n1! + · · ·+ nl! ≡ λ (mód p),

tiene solución en los enteros positivos n1, . . . , nl. Un problema abierto es
demostrar que l(p) = O(1), la conjetura presentada en [31, F11] implicaŕıa
l(p) = 2. Una estimación del tipo

máx
(a,p)=1

∣∣∣∣∣
p∑

x=1

e2πiax!/p

∣∣∣∣∣� p1−c,
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para alguna constante c > 0, resuelve completamente este problema. De
manera incondicional es posible demostrar que l(p)� log2 p y por otra parte,
aplicando un argumento de combinatoria (ver por ejemplo [30, Lemma 1]) y
el hecho de que

#{n! (mód p) : 1 ≤ n ≤ p} > p1/2,

se demuestra que existe un entero cp tal que la congruencia

x! + y! + cpz! + cpw! ≡ λ (mód p), 1 ≤ x, y, z, w,≤ p,

es soluble para todo entero λ módulo p.

3.2. Representabilidad de clases residuales co-

mo producto de factoriales, suma de su-

mas armónicas y coeficientes binomiales

En [23] Garaev, Luca y Shparlinski demostraron que para cualquier carácter
χ 6≡ χ0 (mód p) se tiene

L+N∑
n=L+1

χ(n!)� N3/4p1/8 log3/4 p,

donde L,N denotan enteros no negativos. Combinando este resultado con
estimaciones superiores para el número de soluciones de congruencias espe-
ciales (Lema 12) demostraron que para λ 6≡ 0 (mód p) dado, el número de
soluciones de la congruencia

7∏
i=1

ni! ≡ λ (mód p); L+ 1 ≤ n1, . . . , n7 ≤ L+N, (3.2)

asintóticamente se comporta como N7/p, para 0 < L+ 1 ≤ L+N ≤ p y

Np−11/12 log−1/2 p→ 0 cuando p→∞.

Más aún, el Teorema 8 de [23] proporciona una fórmula asintótica para
el número de soluciones de la congruencia

k∏
i=1

ni! ≡ λ (mód p); L+ 1 ≤ n1, . . . , nk ≤ L+N.
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El número 7 de factores en (3.2) es el entero más pequeño k para el cual esta
fórmula asintótica es efectiva con N = o(p).

En [26], Garaev, Luca y Shparlinski obtuvieron resultados análogos al
anterior para sumas armónicas

Hs(n) =
n∑
i=1

1

is
,

donde s es una entero positivo fijo y Hs(n) es calculado módulo p. En parti-
cular, obtuvieron una estimación no trivial para una suma exponencial con
argumento Hs(n) y probaron que para cualquier entero λ el número de solu-
ciones de la congruencia

7∑
i=1

Hs(ni) ≡ λ (mód p); L+ 1 ≤ n1, . . . , n7 ≤ L+N,

tiene un comportamiento asintótico como N7/p, para 0 ≤ L < L+N < p y

Np−11/12 log−1/2 p→ 0 cuando p→∞.

En [27] propiedades distribucionales de los semi-coeficientes binomiales

bn =

(
2n

n

)
, n = 0, 1, . . . ,

y números de Catalán

cn =
1

n+ 1

(
2n

n

)
, n = 0, 1, . . . ,

también han sido investigados. Se demostró en [27] que para primos suficien-
temente grandes p y todo entero λ existen enteros positivos r, s� p13/2 log6 p
tales que

br ≡ λ (mód p) y cs ≡ λ (mód p).

Este hecho mejoró de manera sustancial el resultado previamente establecido
en [3] donde se requere que los enteros r, s sean de la magnitud pO(p).

Aunque las potencias de p que aparecen en los resultados mencionados
hasta ahora no han sido disminuidas, los factores logaritmicos en ciertos casos
pueden ser removidos. Uno de los propósitos de este caṕıtulo es abordar esta
cuestión. Para dicha tarea se retomaron los argumentos descritos en [23],
[26] y [27], y se combinaron con el método expuesto por Garaev en [14]. Los
siguientes teoremas se establecieron en [28].
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Teorema 12. Sean

N ≥ 1, M ≥ 1, 0 ≤ L < L+N +M ≤ p.

Si χ (mód p) es un carácter no principal módulo p, entonces la siguiente
estimación tiene lugar

N∑
x=1

M∑
y=1

χ((x+ y + L)!)�MN3/4p1/8 log1/4(NM−1 + 2).

Además, si L−M ≥ 0, entonces también tenemos

N∑
x=1

M∑
y=1

χ((x− y + L)!)�MN3/4p1/8 log1/4(NM−1 + 2).

Combinando el Teorema 12 con el Lema 12 bajo el método de [14], se
obtiene el siguiente resultado.

Teorema 13. Sea 1 ≤ N ≤ p. Sea λ un entero, λ 6≡ 0 (mód p). Si J
denota al número de soluciones de la congruencia

n1! · · ·n7! ≡ λ (mód p); 1 ≤ n1, . . . , n7 ≤ N,

entonces

J =
N7

p− 1
+O

(
N11/2p3/8 log3/4(Np−11/12 + 2)

)
.

Corolario 1. Para cualquier clase residual λ 6≡ 0 (mód p) la congruencia

n1! · · ·n7! ≡ λ (mód p)

tiene solución en enteros positivos n1, . . . , n7 satisfaciendo

máx
1≤i≤7

ni � p11/12.

También se presentan resultados similares para sumas armónicas.

Teorema 14. Sea

N ≥ 1, M ≥ 1, 0 ≤ L < L+N +M < p.
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Entonces las siguiente desigualdad tiene lugar:

máx
(a,p)=1

∣∣∣∣∣
N∑
x=1

M∑
y=1

e2πiaHs(x+y+L)/p

∣∣∣∣∣�MN3/4p1/8 log1/4(NM−1 + 2).

Además, si L−M ≥ 0, entonces también tenemos

máx
(a,p)=1

∣∣∣∣∣
N∑
x=1

M∑
y=1

e2πiaHs(x−y+L)/p

∣∣∣∣∣�MN3/4p1/8 log1/4(NM−1 + 2).

Teorema 15. Sea 1 ≤ N ≤ p. Sea λ un entero arbitrario, si J1 denota al
número de soluciones de la congruencia

Hs(n1) + · · ·+Hs(n7) ≡ λ (mód p); 1 ≤ n1, . . . , n7 ≤ N,

entonces

J1 =
N7

p
+O

(
N11/2p3/8 log3/4(Np−11/12 + 2)

)
.

Del Teorema 15 obtenemos el siguiente resultado:

Corolario 2. Para cualquier clase residual λ (mód p) la congruencia

Hs(n1) + · · ·+Hs(n7) ≡ λ (mód p)

es soluble en enteros positivos n1, . . . , n7 que satisfacen

máx
1≤i≤7

ni � p11/12.

Considere ahora los semi-coeficientes binomiales

bn =

(
2n

n

)
, n = 0, 1, . . . ,

y los números de Catalán

cn =
1

n+ 1

(
2n

n

)
, n = 0, 1, . . . ,

donde, en la forma usual, definimos 0! = 1.

Teorema 16. Para todos los primos suficientemente grandes p y todo entero
λ existen enteros positivos r, s� p13/2 tales que br ≡ cs ≡ λ (mód p).

En las secciones 3.6 y 3.7 demostraremos los Teoremas 12 y 13 respectiva-
mente. Las demostraciones de los Teoremas 14, 15 y 16 serán omitidas ya que
se pueden obtener siguiendo los mismos argumentos de las demostraciones
de los Teoremas 12 y 13.
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3.3. Lemas

A lo largo del caṕıtulo emplearemos la abreviación

ep(z) = e2πiz/p.

El siguiente lema está tomado del trabajo de Garaev [14] y presenta una
estimación superior para el valor promedio del producto de módulos de dos
sumas racionales lineales.

Lema 11. Sean L1, L2, A,B enteros tales que, 1 ≤ A,B ≤ p. Entonces, la
siguiente estimación tiene lugar:

p−1∑
a=0

∣∣∣∣∣
L1+A∑
x=L1+1

ep(ax)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
L2+B∑
y=L2+1

ep(ay)

∣∣∣∣∣� pA log(BA−1 + 2).

El siguiente resultado fue obtenido en [23].

Lema 12. Sean 0 ≤ L < L+N ≤ p y k un entero positivo fijo. Entonces el
número de soluciones de la congruencia

n1! · · ·nk! ≡ nk+1! · · ·n2k! (mód p); L < n1, . . . , n2k ≤ L+N

es � N2k−1+2−k , donde la constante implićıta sólo depende de k.

Un resultado de naturaleza aditiva, análogo al Lema 12 también fué es-
tablecido para sumas armónicas

Hs(n) =
n∑
i=1

1

is
,

donde s es un entero positivo fijo y Hs(n) esta calculado módulo p.

Lema 13. Sean 0 ≤ L < L+N ≤ p y s, k enteros positivos fijos. El número
de soluciones de la congruencia

k∑
i=1

Hs(ni) ≡
2k∑

i=k+1

Hs(ni) (mód p); L < n1, . . . , n2k ≤ L+N

es � N2k−1+2−k , donde la constante implićıta puede depender sólo de k y s.
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La demostración puede consultarse en [26]. El siguiente Lema es un caso
especial de [24, Teorema 1]

Lema 14. Sea N un entero positivo, N < p. Entonces tiene lugar la estima-
ción

máx
(a,p)=1

∣∣∣∣∣
N∑
x=1

N∑
y=1

ep(ax!y!)

∣∣∣∣∣� N11/6p1/8.

3.4. Demostración del Teorema 10

Sea
E = {n!m! (mód p) : 1 ≤ n,m ≤ p}.

El punto de partida, como en [8, 9] y [23], es utilizar la congruencia

(2x− 1)! · (p− 2x)! ≡ 1 (mód p), (3.3)

la cual tiene lugar para cualquier entero positivo x ≤ p1, donde p1 = (p−1)/2.
Sea

E1 = {2, 4, . . . , 2p1}.

Denotemos por E2 al conjunto de los enteros positivos impares menores que
p y de la forma

(2x− 1)∗ (mód p), 1 ≤ x ≤ p1.

Aqúı a∗ se define por aa∗ ≡ 1 (mód p), con a 6≡ 0 (mód p).
Sea E3 el conjunto de los enteros positivos impares menores que p que

se representan como (2z)∗ (mód p), para algún 1 ≤ z ≤ p1, y al mismo
tiempo en la forma

(2x)∗(2x+ 1)∗ (mód p), 1 ≤ x ≤ p1 − 1.

Ahora, definimos E4 al conjunto de los enteros positivos impares menores que
p que se pueden escribir como (2z)∗ (mód p) para algún 1 ≤ z ≤ p1 y a la
vez en la forma

(2x− 1)∗(2x)∗(2x+ 1)∗ (mód p)

para algún 1 ≤ x ≤ p1 − 1 que cumple con la condición(
4(2x− 1)(2x)(2x+ 1) + 1

p

)
= −1,

(
1− 3x2

p

)
= −1.
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Aqúı y a lo largo de la sección
(
·
p

)
es el śımbolo de Legendre. Finalmente,

denotamos por E5 al conjunto de los enteros positivos impares menores que
p los cuales se escriben como (2z)∗ (mód p) para algún 1 ≤ z ≤ p1 y a la
vez en la forma

(2x− 1)∗(2x)∗(2x+ 1)∗ (mód p)

para algún 1 ≤ x ≤ p1 − 1 bajo las condiciones(
4(2x− 1)(2x)(2x+ 1) + 1

p

)
= −1,

(
1− 3x2

p

)
= 1.

Para cada numero del conjunto Ei le asociamos la clase residual a la cual
este numero pertence. Con esta convención, dado que (2x)!(p − 2x)! ≡ 2x
(mód p), tenemos E1 ⊂ E .

Si u ∈ E4 o u ∈ E5, entonces u ≡ (2x− 1)∗(2x)∗(2x + 1)∗ (mód p) para
algún x ≤ p1 − 1. Combinando con (3.3) obtenemos

u ≡ (2x− 2)! · (p− 2x− 2)! (mód p),

de alĺıu ∈ E . Por lo que, E4 ⊂ E , E5 ⊂ E . El mismo argumento verifica que
E2 ⊂ E , E3 ⊂ E .

No es complicado verificar que Ei ∩ Ej = ∅ para 1 ≤ i 6= j ≤ 5. De

hecho, si, por ejemplo, u ∈ E3, entonces
(

4u∗+1
p

)
= 1, mientras si u ∈ E4∪E5,

tenemos
(

4u∗+1
p

)
= −1. Por lo tanto E3∩E4 = ∅, E3∩E5 = ∅. Los otros casos

se verifican de manera similar. En consecuencia

|E| ≥ |E1|+ |E2|+ |E3|+ |E4|+ |E5| =
p− 1

2
+ |E2|+ |E3|+ |E4|+ |E5|.

Afirmamos que las siguientes estimaciones tienen lugar:

|E2| ≥ (1
4

+ o(1))p, |E3| ≥ ( 1
16

+ o(1))p, (3.4)

|E4| ≥ ( 1
32

+ o(1))p, |E5| ≥ ( 1
96

+ o(1))p. (3.5)

Con el fin de estimar |E4|, denotamos por I al numero de soluciones del
sistema de congruencias

2r − 1 ≡ (2x− 1)∗(2x)∗(2x+ 1)∗ (mód p)
2z ≡ (2x− 1)(2x)(2x+ 1) (mód p)(

4(2x−1)(2x)(2x+1)+1
p

)
= −1(

1−3x2

p

)
= −1



3.4. Demostración del Teorema 10 55

bajo las condiciones

1 ≤ x ≤ p1 − 1, 1 ≤ z ≤ p1, 1 ≤ r ≤ p1.

Observe que para z 6≡ 0 (mód p) dado, si la congruencia

(2x− 1)2x(2x+ 1) ≡ 2z (mód p) (3.6)

tiene dos soluciones distintas de cero x 6≡ y (mód p), entonces tenemos

(2y + x)2 ≡ 1− 3x2 (mód p).

Esto significa que para dado r, el sistema de congruencias anterior tiene a lo
más una solución. Esto implica que |E4| ≥ I.

Corresponde ahora analizar la cardinalidad de E5. Denotemos por J al
número de soluciones del sistema de congruencias

2r − 1 ≡ (2x− 1)∗(2x)∗(2x+ 1)∗ (mód p)
2z ≡ (2x− 1)(2x)(2x+ 1) (mód p)(

4(2x−1)(2x)(2x+1)+1
p

)
= −1(

1−3x2

p

)
= 1

con las condiciones

1 ≤ x ≤ p1 − 1, 1 ≤ z ≤ p1, 1 ≤ r ≤ p1.

Dado r, tenemos a lo más tres soluciones de este sistema. En consecuencia,
|E5| ≥ J/3, y resulta

|E4| ≥ I, |E5| ≥
J

3
. (3.7)

Para I y J obtendremos las fórmulas asintóticas

I =
p

32
+O(p1/2 log3 p), J =

p

32
+O(p1/2 log3 p).

Llamamos g(x) = (2x − 1)2x(2x + 1). Usando identidades trigonométricas
básicas obtenemos

I =
1

p2

p−1∑
a=0

p−1∑
b=0

p1−1∑
x=1

δ(x)γ(x)

p1∑
r=1

p1∑
z=1

ep(a(2r − 1− (g(x))∗))ep(b(2z − g(x)))

− 1

p2

p−1∑
a=0

p−1∑
b=0

∑
x∈A

δ(x)γ(x)

p1∑
r=1

p1∑
z=1

ep(a(2r − 1− (g(x))∗))ep(b(2z − g(x))),
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donde

2δ(x) = 1−
(

4g(x) + 1

p

)
, 2γ(x) = 1−

(
1− 3x2

p

)
y

A = {x : 1 ≤ x ≤ p1 − 1, (4g(x) + 1)(1− 3x2) ≡ 0 (mód p)}.
Claramente, |A| ≤ 5. Por lo que, empleando la bien conocida estimación

p−1∑
a=1

∣∣∣∣∣
X+Y∑
n=X+1

ep(an)

∣∣∣∣∣ < p log p,

luego∣∣∣∣∣ 1

p2

p−1∑
a=0

p−1∑
b=0

∑
x∈A

δ(x)γ(x)

p1∑
r=1

p1∑
z=1

ep(a(2r − 1− (g(x))∗))ep(b(2z − g(x)))

∣∣∣∣∣
� 1

p2

p−1∑
a=0

p−1∑
b=0

∣∣∣∣∣
p1∑
r=1

ep(2ar)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
p1∑
z=1

ep(2bz)

∣∣∣∣∣� log2 p.

Por lo tanto

I =
1

p2

p−1∑
a=0

p−1∑
b=0

p1−1∑
x=1

δ(x)γ(x)

p1∑
r=1

p1∑
z=1

ep(a(2r − 1− (g(x))∗))ep(b(2z − g(x)))

+ O(log2 p).

Separando el término que corresponde a a = b = 0, obtenemos

I =
p2

1

p2

p1−1∑
x=1

δ(x)γ(x) +R1 +O(log2 p) =
p

32
+R1 +R2 +O(log2 p), (3.8)

donde

R1 �
1
p2

∑
0≤a,b≤p−1
(a,b)6=(0,0)

∣∣∣∣∣
p1∑
r=1

ep(a(2r − 1))
p1∑
z=1

ep(b2z)

∣∣∣∣∣S(a, b), (3.9)

S(a, b) =

∣∣∣∣∣
p1−1∑
x=1

δ(x)γ(x)ep(a(g(x))∗ + bg(x))

∣∣∣∣∣ ,
R2 �

∣∣∣∣∣
p1−1∑
x=1

−
(

4g(x) + 1
p

)
−
(

1− 3x2

p

)
+
(

(4g(x) + 1)(1− 3x2)
p

)∣∣∣∣∣ .
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Lo siguiente será demostrar que para 0 ≤ a, b ≤ p − 1 con (a, b) 6= (0, 0),
sucede

R1 +R2 � p1/2 log3 p.

Aplicando la técnica de extender el rango de sumatoria de un intervalo corto
al sistema completo de residuos tenemos

S(a, b) =

∣∣∣∣∣
p1−1∑
x=1

p−1∑
y=0

′
δ(y)γ(y)ep(a(g(y))∗ + bg(y))

1

p

p−1∑
ν=0

ep(ν(y − x))

∣∣∣∣∣
≤ 1

p

p−1∑
ν=0

∣∣∣∣∣
p1−1∑
x=1

ep(νx)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
p−1∑
y=0

′
δ(y)γ(y)ep(a(g(y))∗ + bg(y) + νy)

∣∣∣∣∣ ,
donde

∑ ′
indica que el rango de la sumatoria sobre y excluye a los puntos

0, p1 and p1 + 1 (que son polos de g(y)∗). Dado que

4δ(y)γ(y) = 1−
(

4g(y) + 1

p

)
−
(

1− 3y2

p

)
+

(
(4g(y) + 1)(1− 3y2)

p

)
,

en virtud de las estimaciones de Weil para sumas h́ıbridas de caracteres con
argumentos racionales (se puede consultar, por ejemplo, [39]), tenemos∣∣∣∣∣

p−1∑
y=0

′
δ(y)γ(y)ep(a(g(y))∗ + bg(y) + νy)

∣∣∣∣∣� p1/2.

Por lo tanto,

S(a, b)� p1/2

p

p−1∑
ν=0

∣∣∣∣∣
p1−1∑
x=1

ep(νx)

∣∣∣∣∣� p1/2 log p.

Combinando este hecho con (3.9), obtenemos

R1 �
p1/2 log p

p2

(
p−1∑
a=0

∣∣∣∣∣
p1∑
r=1

ep(2ar)

∣∣∣∣∣
)2

� p1/2 log3 p.

De manera similar, se verifica R2 � p1/2 log p. Luego, por (3.8), se obtiene

I =
p

32
+O(p1/2 log3 p).
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Análogamente,

J =
p

32
+O(p1/2 log3 p).

De esta forma, en virtud de (3.7), sucede

|E4| ≥
p

32
+O(p1/2 log3 p), |E5| ≥

p

96
+O(p1/2 log3 p),

lo cual comprueba la estimación requerida (3.4).
Aplicando esencialmente el mismo argumento a E2, E3 se verifica (3.5). En

consecuencia, concluimos

|E| ≥
(

1

2
+

1

4
+

1

16
+

1

32
+

1

96

)
p+O(p1/2 log3 p) =

41

48
p+O(p1/2 log3 p).

3.5. Demostración del Teorema 11

El nuevo enfoque para esta demostración es considerar a la congruencia
planteada en el Teorema 11 con las restricciones adicionales

m1 = m2 = m3 − 1 = m4 − 1.

De esta manera, demostraremos la representabilidad de cualquier entero λ
en la forma

(m− 1)!(n1! + n2!) +m!(n3! + n4!) +m5!n5! ≡ λ (mód p)

con 1 ≤ m,m5, n1, . . . , n5 ≤ N, N = O(p27/28) y encontraremos una fórmula
asintótica para el número de dichas representaciones.

Sea N un entero N < p. Denotemos por J = J(λ,N) al número de
soluciones de la congruencia

(m− 1)!(n1! + n2!) +m!(n3! + n4!) +m5!n5! ≡ λ (mód p)

en enteros m,m5, n1, . . . , n5 tales que

1 ≤ m,m5, n1, . . . , n5 ≤ N.
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Expresamos a J en términos de sumas exponenciales y dado que

N∑
n1=1

N∑
n2=1

N∑
n3=1

N∑
n4=1

ep(a((m− 1)!(n1! + n2!) +m!(n3! + n4!) +m5!n5!− λ)) =

(
N∑

n1=1

N∑
n3=1

ep(a((m− 1)!n1! +m!n3!))

)2

ep(am5!n5!)ep(−aλ),

tenemos

J =
1

p

p−1∑
a=0


N∑
m=1

(
N∑

n1=1

N∑
n3=1

ep(a((m− 1)!n1! +m!n3!))

)2

S(a)ep(−aλ)

 ,

donde

S(a) =
N∑

m5=1

N∑
n5

ep(am5!n5!).

Separando el término que corresponde a a = 0 y estimando el resto de los
sumandos por sus módulos obtenemos

∣∣∣∣J − N7

p

∣∣∣∣ ≤ 1

p

p−1∑
a=1


N∑
m=1

∣∣∣∣∣
N∑

n1=1

N∑
n3=1

ep(a((m− 1)!n1! +m!n3!))

∣∣∣∣∣
2

|S(a)|

 .

El término |S(a)| se estima de manera uniforme sobre 1 ≤ a ≤ p−1, conforme
al Lema 14. De esta forma

J − n7

p
� N11/6p1/8T (N), (3.10)

donde

T (N) =
1

p

p−1∑
a=0

N∑
m=1

∣∣∣∣∣
N∑

n1=1

N∑
n3=1

ep(a((m− 1)!n1! +m!n3!))

∣∣∣∣∣
2

.

Ahora observe que T (N) representa al número de soluciones de la congruencia

(m− 1)!n1! +m!n3! ≡ (m− 1)!n2! +m!n4! (mód p), 1 ≤ m,n1, . . . , n4.
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Dado que p > N ≥ m es posible cancelar (m − 1)! en ambos lados de la
congruencia y obtener la congruencia equivalente

n1!− n2! ≡ m(n4!− n3!) (mód p), 1 ≤ m,n1, . . . , n4. (3.11)

Dados n1, n2, n3, n4 con n4! 6≡ n3! (mód p), existe a lo más un valor para m
que satisface la congruencia (3.11). Por lo tanto, la congruencia (3.11) tiene
a lo más N4 soluciones con la condición n4! 6≡ n3! (mód p). De esta forma

T (N)� N4 + T1(N),

donde T1(N) es el número de soluciones de (3.11) bajo la condición

n4! ≡ n3! (mód p).

Esta condición y la naturaleza de la congruencia (3.11) implican n1! ≡ n2!
(mód p). Conforme a lo establecido en el Lema 12, tomado k = 1, el número
de tales (n1, n2, n3, n4) es menor o igual que

(#{(x, y) : x! ≡ y! (mód p), 1 ≤ x, y ≤ N})2 � N3.

Por lo tanto, ya que m ≤ N, tenemos T1(N)� N4. En consecuencia

T (N)� N4.

Complementamos la estimación (3.10) con este hecho para obtener

J =
N7

p
+O(N35/6p1/8) =

N7

p
(1 +O(N−7/6p9/8)).

En particular, para algún N = O(p27/28), obtenemos J > 0.

3.6. Demostración del Teorema 12

Denotemos

F1 =
N∑
x=1

M∑
y=1

χ((x+ y + L)!)

y

F2 =
N∑
x=1

M∑
y=1

χ((x− y + L)!).
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Las demostraciones de las estimaciones requeridas para F1 y F2 son similares,
por lo que sólo trataremos con F1.

Si
N1/2

p1/4 log1/2(NM−1 + 2)
< 10,

entonces la estimación es trivial. Por lo tanto, podemos asumir que

K :=

[
N1/2

p1/4 log1/2(NM−1 + 2)

]
> 9.

Al aplicar defasamiento en los argumentos se tiene

F1 =
1

K

K∑
k=1

N∑
x=1

M∑
y=1

χ((x+ y + k + L)!) +O(KM). (3.12)

Elevando al cuadrado los módulos y usando la desigualdad de Cauchy-Schwrtz,
se tiene

F 2
1 �

NM

K2

N∑
x=1

M∑
y=1

∣∣∣∣∣
K∑
k=1

χ ((x+ y + k + L)!)

∣∣∣∣∣
2

+K2M2. (3.13)

Aśı

F 2
1 �

NM

K2

K∑
k1=1

K∑
k2=1

W (k1, k2) +K2M2, (3.14)

donde

W (k1, k2) =
N∑
x=1

M∑
y=1

χ ((x+ y + k1 + L)!)χ ((x+ y + k2 + L)!).

Sustituyendo z = x+ y + L, obtenemos

|W (k1, k2)| =
1
p

∣∣∣∣∣∣
p−1∑
z=0

χ((z + k1)!)χ((z + k2)!)
p−1∑
a=0

N∑
x=1

M∑
y=1

ep(a(z − (x+ y + L)))

∣∣∣∣∣∣
≤ 1
p

p−1∑
a=0

∣∣∣∣∣
N∑
x=1

ep(ax)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
M∑
y=1

ep(ay)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
p−1∑
z=0

χ((z + k1)!)χ((z + k2)!) ep(az)

∣∣∣∣∣ .
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Por la definición de W (k1, k2) tenemos

|W (k, k)| ≤ NM.

Si k1 6= k2, entonces, acorde a las estimaciones clásicas de Weil,∣∣∣∣∣
p−1∑
z=0

χ((z + k1)!)χ((z + k2)!) ep(az)

∣∣∣∣∣ ≤ Kp1/2.

De hecho, si k1 > k2, entonces tenemos∣∣∣∣∣
p−1∑
z=0

χ((z + k1)!)χ((z + k2)!) ep(az)

∣∣∣∣∣ ≤∣∣∣∣∣
p−k1∑
z=0

χ((z + k1)!)χ((z + k2)!) ep(az)

∣∣∣∣∣ ≤∣∣∣∣∣
p−k1∑
z=0

χ((z + k2 + 1) · · · (z + k1)) ep(az)

∣∣∣∣∣ ≤∣∣∣∣∣
p−1∑
z=0

χ((z + k2 + 1) · · · (z + k1)) ep(az)

∣∣∣∣∣+K ≤ Kp1/2.

De esta forma, cuando k1 6= k2 obtenemos

|W (k1, k2)| ≤ Kp−1/2

p−1∑
a=0

∣∣∣∣∣
N∑
x=1

ep(ax)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
M∑
y=1

ep(ay)

∣∣∣∣∣� Kp1/2M log(NM−1+2).

Sustituyendo las estimaciones obtenidas para W (k1, k2) en (3.14), deducimos

F 2
1 �

NM

K2

(
K∑
k=1

NM +
K∑

k1=1

K∑
k2=1

Kp1/2M log(NM−1 + 2)

)
+K2M2 �

N2M2

K
+Kp1/2NM2 log(NM−1 + 2) +K2M2.

Recordamos la definción de K y observamos que los dos primeros términos
son del mismo orden, igual al requerido y además el tercer sumando nunca
domina a los dos primeros. Por lo tanto, la demostración queda concluida.
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3.7. Demostración del Teorema 13

Podemos suponer que N ≤ p/2 dado que para N > p/2 el correspondiente
resultado de [23] proporciona una fórmula mejor que la del Teorema 13.

Sea λ 6≡ 0 (mód p) y sea J = J(λ,N) el número de soluciones de la
congruencia

n1! · · ·n7! ≡ λ (mód p); 1 ≤ n1, . . . , n7 ≤ N.

Denote r =
[

logN
log 2

]
. Dividimos al intervalo [1, N ] en intervalos ajenos

[1, N ] = [1, N/2r] ∪
(
N/2r, N/2r−1

]
∪ · · · ∪ (N/4, N/2] ∪ (N/2, N ].

Dado 1 ≤ j1, j2, j3 ≤ r − 2, denote por J(j1, j2, j3) al número de soluciones
de la congruencia

n1! · · ·n7! ≡ λ (mód p)

sujeta a las condiciones

N

2ji
< ni ≤

N

2ji−1
, i = 1, 2, 3; 1 ≤ n4, n5, n6, n7 ≤ N.

Entonces
J = J1 +O(J2),

donde

J1 =
r−2∑
j1=1

r−2∑
j2=1

r−2∑
j3=1

J(j1, j2, j3) (3.15)

y J2 es el número de soluciones de la congruencia

n1! · · ·n7! ≡ λ (mód p); 1 ≤ n1 ≤ 8, 1 ≤ n2, . . . , n7 ≤ N.

Note que

J2 =
1

p− 1

∑
χ

(∑
n1≤8

χ(n1!)

)(∑
n≤N

χ(n!)

)6

χ(λ)

� 1

p− 1

∑
χ

∣∣∣∣∣∑
n≤N

χ(n!)

∣∣∣∣∣
6

.
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El último término es igual al número de soluciones de la congruencia

n1!n2!n3! ≡ n4!n5!n6! (mód p); 1 ≤ n1, . . . , n6 ≤ N.

Por lo tanto, de el Lema 12 (tomando k = 3), tenemos

J2 � N5+1/8.

De esta forma,

J = J1 +O
(
N5+1/8

)
. (3.16)

Siguiendo los argumentos de [14], estableceremos una fórmula asintótica
efectiva para J1. Sean 1 ≤ j1, j2, j3 ≤ r − 2 enteros fijos y sean

M1 = M1(j1, j2, j3), M2 = M2(j1, j2, j3), M3 = M3(j1, j2, j3)

enteros positivos fijos a escogerse más adelante tales que

2 ≤M1 < N2−j1 − 1, 2 ≤M2 < N2−j2 − 1, 2 ≤M3 < N2−j3 − 1.

Denote por J ′(j1, j2, j3) al número de soluciones de la congruencia

(n1 +m1)!(n2 +m2)!(n3 +m3)!n4!n5!n6!n7! ≡ λ (mód p)

sujeto a las condiciones

1 ≤ mi ≤Mi,
N

2ji
−Mi < ni ≤

N

2ji−1
, i = 1, 2, 3; 1 ≤ n4, n5, n6, n7 ≤ N.

Para m1,m2,m3 fijos, el número de soluciones de la congruencia anterior es
≥ J(j1, j2, j3). Por lo tanto,

J(j1, j2, j3) ≤ J ′(j1, j2, j3)

M1M2M3

.

Análogamente, definimos J ′′(j1, j2, j3) al número de soluciones de la con-
gruencia

(n1 −m1)!(n2 −m2)!(n3 −m3)!n4!n5!n6!n7! ≡ λ (mód p)

sujeta a las condiciones

1 ≤ mi ≤M,
N

2ji
+Mi < ni ≤

N

2ji−1
, i = 1, 2, 3, 1 ≤ n4, n5, n6, n7 ≤ N.
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Para fijos m1,m2,m3 el número de soluciones de la congruencia anterior es
≤ J(j1, j2, j3). Aśı,

J ′′(j1, j2, j3)

M1M2M3

≤ J(j1, j2, j3).

De esta forma

J ′′(j1, j2, j3)

M1M2M3

≤ J(j1, j2, j3) ≤ J ′(j1, j2, j3)

M1M2M3

. (3.17)

Nuestro objetivo es usar esta desigualdad para demostrar que

J(j1, j2, j3) =
N7

p− 1
2−(j1+j2+j3) +O

(
p3/8N11/2

23(j1+j2+j3)/4

(
log (Np−11/12 + 2)

)3/4)
.

Sea
Li = [N2−ji ]−Mi, Ni = [N2−ji+1]− Li, i = 1, 2, 3.

Escribimos J ′(j1, j2, j3) en términos de sumas de caracteres y obtenemos

J ′(j1, j2, j3) =
1

p− 1

∑
χ

(
3∏
i=1

F(χ;Mi, Ni, Li)

)(
N∑
n=1

χ(n!)

)4

χ(λ),

donde χ corre a través del conjunto de los caracteres multiplicativos módulo
p y

F(χ;Mi, Ni, Li) =

Mi∑
mi=1

∑
Li<ni≤Li+Ni

χ((ni +mi)!).

Separando el término correspondiente al carácter principal χ = χ0, obtene-
mos

J ′(j1, j2, j3) =
N4

p− 1

3∏
i=1

(
N

2ji
+Mi + 2 θi

)
Mi +

+O

((
3∏
i=1

máx
χ 6=χ0

|F(χ;Mi, Ni, Li)|

)
1

p− 1

∑
χ

∣∣∣∣∣
N∑
n=1

χ(n!)

∣∣∣∣∣
4)

,

donde |θi| ≤ 1, i = 1, 2, 3. Observamos que

1

p− 1

∑
χ

∣∣∣∣∣
N∑
n=1

χ(n!)

∣∣∣∣∣
4
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es igual al número de soluciones de la congruencia

n1!n2! ≡ n3!n4! (mód p); 1 ≤ n1, n2, n3, n4 ≤ N.

Por lo que, en virtud del Lema 12 tomando k = 2, tenemos

1

p− 1

∑
χ

∣∣∣∣∣
N∑
n=1

χ(n!)

∣∣∣∣∣
4

� N3+1/4.

Por lo tanto, usando esta estimación, el Teorema 12 para estimar F(χ;Mi, Ni, Li)
y también tomando en cuenta que 2jiMi/N � 1 y Ni � N2−ji +Mi, dedu-
cimos:

J ′(j1, j2, j3)
M1M2M3

=
N4

p− 1

3∏
i=1

(
N

2ji
+Mi + 2 θi

)
+

+O

(
p3/8N13/4

3∏
i=1

N
3/4
i

(
log (NiM

−1
i + 2)

)1/4)

=
N7

p− 1
2−(j1+j2+j3) +O

(
N7

p
2−(j1+j2+j3)

(
2j1

N
M1 +

2j2

N
M2 +

2j3

N
M3

)
+

+
p3/8N11/2

23(j1+j2+j3)/4

3∏
i=1

(
log (N2−jiM−1

i + 2)
)1/4)

.

Ahora, demostraremos que para una elección conveniente de los paráme-
tros M1,M2,M3 tenemos la siguiente fórmula asintótica

J ′(j1, j2, j3)
M1M2M3

=
N7

p− 1
2−(j1+j2+j3) +O

(
p3/8N11/2

23(j1+j2+j3)/4
log3/4(Np−11/12 + 2)

)
.

(3.18)
Si j1, j2, j3 son tales que N2−(j1+j2+j3)/6 < 100p11/12 , entonces escogemos

Mi = [N2−ji−1], i = 1, 2, 3

para obtener

J ′(j1, j2, j3)

M1M2M3

= O(Np9/2 log3/4(Np−11/12 + 2)),

y la estimación (3.18) esta demostrada en este caso, puesto que el término
de error en (3.18) es el término que domina.
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Si j1, j2, j3 son tales que N2−(j1+j2+j3)/6 ≥ 100p11/12 , entonces definimos

V =

( N22−(j1+j2+j3)/3p−11/6

log(N2−(j1+j2+j3)/6p−11/12)

)3/4
 .

Claramente, V ≥ 2. Dado que máx{2j1 , 2j2 , 2j3} < N < p, también se verifica
que

V < 0,5N3/22−(j1+j2+j3)/4p−11/8 < 0,5 mı́n{N2−j1 , N2−j2 , N2−j3}.

De esta forma, en esta situación podemos elegir

Mi =

[
N2−ji

V

]
, i = 1, 2, 3,

y obtener

J ′(j1, j2, j3)
M1M2M3

=
N7

p− 1
2−(j1+j2+j3) +

+ O

(
p3/8N11/2

23(j1+j2+j3)/4
log3/4(N2−(j1+j2+j3)/6p−11/12 + 2)

)
=

N7

p− 1
2−(j1+j2+j3) +O

(
p3/8N11/2 log3/4(Np−11/12 + 2)

23(j1+j2+j3)/4

)
.

En consecuencia, la estimación requerida (3.18) se afirma en ambos casos.
Ahora combinando esto con (3.17), tenemos

J(j1, j2, j3) ≤ N7

p− 1
2−(j1+j2+j3) +O

(
p3/8N11/2 log3/4(Np−11/12 + 2)

23(j1+j2+j3)/4

)
.

Análogamente, obtenemos la misma fórmula asintótica para J ′′(j1, j2, j3)
y usando (3.17) deducimos que

J(j1, j2, j3) ≥ N7

p− 1
2−(j1+j2+j3) +O

(
p3/8N11/2 log3/4(Np−11/12 + 2)

23(j1+j2+j3)/4

)
.

Por lo tanto,

J(j1, j2, j3) =
N7

p− 1
2−(j1+j2+j3) +O

(
p3/8N11/2 log3/4(Np−11/12 + 2)

23(j1+j2+j3)/4

)
.
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En virtud de (3.15) y (3.16), obtenemos

J =
r−2∑
j1=1

r−2∑
j2=1

r−2∑
j3=1

J(j1, j2, j3) +O(N5+1/8)

=
N7

p− 1

(
∞∑
j=1

1

2j
−
∑
j>r−2

1

2j

)3

+R(N) +O(N5+1/8)

=
N7

p− 1
+R(N) +O

(
1

p
N6 +N5+1/8

)
donde

R(N)� p3/8N11/2 log3/4(Np−11/12 + 2)
r−2∑
j1=1

r−2∑
j2=1

r−2∑
j3=1

1

23(j1+j2+j3)/4

� p3/8N11/2 log3/4(Np−11/12 + 2).

Dado que

1

p
N6 +N5+1/8 � p3/8N11/2 log3/4 (Np−11/12 + 2),

concluimos

J =
N7

p− 1
+O

(
p3/8N11/2 log3/4(Np−11/12 + 2)

)
.
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