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Introduccidn

La teoria aditiva de los ntimeros tiene un lugar importante en las ma-
tematicas, de manera particular en la teoria de los niimeros.

Dado un conjunto de ntumeros enteros &X', muchos problemas aditivos
pueden enunciarse en la manera siguiente: saber si para algin entero k > 2
y cierta clase de enteros N la ecuaciéon

ry + -+ a2 = N

admite solucion para
T1,...,0p € X.

Algunos ejemplos clésicos son:

e La Conjetura de Goldbach. El ejemplo afirma que todo entero par ma-
yor o igual a cuatro es la suma de dos ntmeros primos. En nuestra
formulacién debe tomarse X = {2,3,5,7,11,...}, el conjunto de los
nimeros primos, y para cualquier entero par N > 4 se debe probar que
la ecuacién

p+q=N,

tiene solucién en los primos p, ¢. Este problema ain contintia abierto.

e El Problema de Waring. La pregunta consiste en saber si dado un entero
n > 2 existe k = k(n) tal que todo entero positivo se escribe como suma
de k potencias enésimas. Aqui debemos tomar

X ={0",17,2",3", ..}
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y demostrar que para todo entero positivo N la ecuacién
35? 4+ o4+ xz = N

tiene solucién en enteros no negativos 1, ..., x;. El problema de Wa-
ring fué resuelto por Hilbert en 19009.

e El problema de Waring planteado en potencias de primos, inicialmente
estudiado por Hua y Vinogradov, es conocido como el problema de
Waring-Goldbach. La pregunta es saber si dado n, existe k = k(n) tal
que para ciertos enteros N la ecuacion

P = N
es soluble en nimeros primos pq, ..., pk.

Un panorama amplio acerca del estudio y avance de estos y otros pro-
blemas aditivos se puede consultar en [34], [36], [40], [53] y las referencias
citadas.

Diremos que X es una base aditiva de orden k = k(X)) si todo entero se
puede escribir como suma de k elementos del conjunto X y ademas existe
un entero que no se representa como suma de k — 1 términos de X. También
diremos que X es una base aditiva finita si es base aditiva de orden k, para
algun k.

De manera natural también se plantean problemas aditivos en el conjunto
de clases de equivalencia médulo un entero m. Dado un subconjunto de los
enteros X, la pregunta es saber si para algin entero positivo k y ciertas clases
residuales A (mdd m) la congruencia

1+ -+ 2 = A (méd m),

tiene solucion para
T1,...,0p € X.

Se dice que X es una base aditiva de orden k = k(X') del sistema completo
de residuos modulo m si toda clase residual se puede representar como suma
de k elementos del conjunto dado y existe alguna clase residual que no se
representa como la suma de k—1 términos de X (puede consultarse [37] para
una definicién). También se dice que X’ es una base aditiva finita del sistema
de residuos moédulo m si es base aditiva de orden k, para algun k.
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Dado un conjunto de niimeros enteros, en el proceso de decidir si se trata
de una base aditiva finita es fundamental la informacion sobre la naturaleza
y propiedades de sus elementos; por ejemplo, propiedades distribucionales,
propiedades de tipo aritméticas e incluso si el mismo problema aditivo se
puede abordar desde el punto de vista de otras disciplinas tales como la
combinatoria o el analisis.

El presente trabajo reune nuevos avances! sobre problemas aditivos plan-
teados en distintas funciones aritméticas. En algunos casos los resultados son
acerca de propiedades distribucionales o aritméticas. La tesis se divide en
tres capitulos de los cuales se presenta un resumen a continuacion.

A lo largo del trabajo, las proposiciones presentadas como teoremas se
refieren a los resultados originales. Adoptamos la notacién de Landau f(z) =
O(g(z)) o, de manera equivalente, la notacién de Vinogradov f(z) < g(x)
para indicar que existe una constante C' > 0 tal que |f(z)| < Cg(x), para x
suficientemente grande. Cuando ocurre de manera simultanea f(x) < g(x) y
g(x) < f(x) se denota f(x) =~ g(x). La notacién f(x) = o(g(z)), para g(x) >
0, indica que lim, . f(x)/g(z) = 0. Se dice que f(x) es asintéticamente
igual a g(z) si tiene lugar la igualdad f(z) = g(x)(1+ 0(1)) y en este caso se
denota f(z) ~ g(z). Como es usual, denotaremos por F), al sistema completo
de residuos moédulo un nimero primo p.

Capitulo 1

Este capitulo unifica los resultados de los tres trabajos conjuntos con
Garaev y Konyagin [18],[19] y [20] sobre problemas aditivos, propiedades
multiplicativas y distribucionales relacionados con la funcién 7 de Ramanu-
jan.

Los métodos expuestos en general explotan propiedades conocidas de la
funcion 7 tales como la multiplicatividad de la funcion, la conexion entre
caracteristicas aditivas y multiplicativas y la estimacién |7(n)| < d(n)n''/?
(Delinge [11]), donde d(n) denota al nimero de divisores de n. En casos
particulares también se emplean un resultado de Bourgain referente al pro-
blema llamado “sum-product estimate” [4] y un resultado de combinatoria
de Glibichuk [30], entre otros.

! Algunos de estos resultados son trabajos en conjunto.
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Seccién 1.1

En esta seccion se presentan resultados sobre problemas aditivos que in-
volucran valores de la funcién 7 de Ramanujan.

Después del trabajo de Serre [48] se sabe que, para cualquier primo p dis-
tinto de 2, 3,5, 7,23y 691, toda clase residual médulo p se puede escribir como
7(n) (méd p) para algin entero positivo n. Usando el profundo resultado
de Bourgain, Katz y Tao [6], Shparlinski [51] demostré que los valores 7(n),
para n < p*, forman una base aditiva finita del sistema de residuos médulo
un numero primo p. Aqui se presentan tres resultados nuevos que en parti-
cular mejoran en muchos sentidos al obtenido por Shparlinski. El Teorema 1
establece que los valores 7(n) forman una base aditiva finita de los nimeros
enteros y mas aun, todo entero |N| > 2 admite una representacién como la
suma de 148000 términos 7(n) con el argumento n < | N |>/11e=clogNI/loglog [N
para alguna constante ¢ > 0. En vista del resultado mencionado de Deligne,
notamos que el orden de las variables es éptimo, aparte del valor de la cons-
tante c. En particular, del Teorema 1 se sigue que para todo primo p > pg los
valores 7(n) con n < p?/* forman una base aditiva finita de F,, hecho que
reduce en un factor 22 la potencia de p obtenida por Shparlinski. En la de-
mostracion del Teorema 1 resulta fundamental el vinculo establecido entre las
propiedades mencionadas de la funcién 7 y el problema de Waring—Goldbach.

En general, se espera que todo entero |[N| > 2 se escriba como suma de
seis o siete sumandos de la forma 7(n) con n < |N|¥/11e=cilog|N|/loglog[N| [
Teorema 1 es en cierta forma inmejorable si hablamos del orden de las va-
riables, por lo que surge la pregunta de saber en qué casos se podria reducir
incondicionalmente el nimero de sumandos. Utilizando resultados y avances
que conciernen al problema de Waring-Goldbach (ver por ejemplo, [40]), el
nimero de sumandos 148000 podria ser reducido aunque no de manera con-
siderable frente a los seis o siete sumandos esperados. De manera natural se
puede anticipar que el problema planteado en el conjunto de clases residuales
permita establecer avances en esta direccion. Efectivamente, como consecuen-
cia del Teorema 2 se tiene que para todo primo p > pg los valores 7(n), con
n < p?log* p, forman una base aditiva finita del sistema de residuos médulo
p de orden a lo mas 96. También se demostré que para cualquier ¢ > 0 la
sucesién de enteros 7(n), con n < p>T¢, es una base aditiva finita del sistema
de residuos médulo p de orden a lo mas 16.
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Seccion 1.2

Esta seccién se enfoca en presentar nuevos resultados sobre propiedades
distribucionales y multiplicativas de la funciéon 7. El primer resultado se re-
fiere al problema de la proporcién de los valores 7(n) respecto del argumento
n < x. Se cree que tiene lugar el siguiente comportamiento asintético:

#{r(n) : n<z}~uzx.
En [51] Shparlinski demostro la desigualdad
#{r(n) : n <z} > /3o

En el mismo trabajo también observé que si el nimero de soluciones de la
ecuacién diofantica u? = v'! + h tuviese una cota superior de la forma h°(),
entonces

#{r(n) : n <z} >t/

Aqui se presenta un segundo método que establece de manera incondicional
este hecho. El Teorema 4 afirma la estimacién

#{T(TL) n S x} > xl/Qe—CIOgm/loglogm7

para alguna constante absoluta ¢ > 0.

Luca y Shparlinski demostraron en [41] propiedades aritméticas de la
funcién 7. Por ejemplo, en uno de sus resultados probaron que existe una in-
finidad de enteros positivos n tales que 7(n) # 0y P(7(n)) > (logn)33/31+o),
donde P(m) denota al factor primo més grande de m. También demostraron

que

o | TT 7m0 | 2 (s + o)) s

ey 6log 7

7(p)#0
aqui w(m) denota al nimero de los distintos factores primos de m. En el
trabajo [20], conjunto con Garaev y Konyagin, se obtuvieron resultados més
fuertes utilizando diferentes métodos. El Lema 1, resultado de interés inde-
pendiente, establece para

N C {1,2,3, ce ,.1'}, con |N‘ > zéefclogl‘/loglogx +1,
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la estimacion

10 T 1/(176)
o0 ) > Qe
o log log x
donde la constante implicita puede depender de § y ¢. Se asume que 0 < § < 1
y ¢ es una constante positiva.

La combinaciéon del Teorema 4, el Lema 1 y el resultado de Deligne tiene
por consecuencia la estimacion

9 (log )!1/10
w E T(p)T(p*) | > Toglogz
7(p)#0

mejorando el resultado de [41]. No obstante el Teorema 5 proporciona atin
una mejor estimacion. El Teorema 5 brinda la estimacion

(logx>13/11
w H 7(p)T(p?) Toglog
va glog
7(p)#0

En particular, establece la existencia de una infinidad de enteros n tales que
7(n) # 0y P(7(n)) > (logn)'3/11,

Capitulo 2

Este capitulo, basado en el trabajo conjunto con Garaev [17], se enfoca
en el estudio y aplicaciones del problema de la solubilidad de la congruencia

T1Ty = 2374 + A (méd p), (1)

para A un entero dado y las variables x; en subconjuntos establecidos.

En el capitulo presente se exponen nuevos avances acerca de la solubilidad
de la congruencia (1) desde varias perspectivas; las sumas trigonométricas,
el punto de vista de la combinatoria y la conjugacion de ambas.

Se sabe que el estudio de la congruencia (1) tiene vinculos con varios
problemas de la teoria de nimeros. Por ejemplo el problema de la repre-
sentabilidad de clases residuales como producto de enteros pequenos y la



Capitulo 2
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estimacién del momento cuarto de las sumas de caracteres, se pueden con-
sultar las referencias [2], [10], [13], [21], [47], [49] y [50]. En este capitulo
también se presentan aportaciones en estos dos problemas.

Sean L;, N;, 1 <1 < 4, enteros tales que 0 < L; < L;+N; < p. Denotemos
por J al nimero de soluciones de la congruencia (1), para A =0 (mdéd p),
en el conjunto

Li+1<z;<L;+N;, (1<i<A4). (2)

Se sabe que el valor J puede expresarse en términos de sumas de caracteres
= p—1 X\T12X2X324),
X *1,22,T3,T4

donde x recorre el conjunto de los caracteres médulo p, x* denota el inver-
so multiplicativo de z # 0 (mdd p) y el rango que recorren las variables
T1,To, T3 ¥ T4 en las sumatorias estd definido por (2). Ayyad, Cochrane y
Zheng [2] establecieron la férmula asintética

N{N5Ns N,
J= SRR 0 (VNNNs N Tog? p) (3)
ademas de la estimacion
N{N5N5 N,
J o 2 g <\/N1N2N3N4 logp) ,
p

cuando N1 = Ny, N3 = N, o bien N; = N3, Ny = N,. Resultados de los cua-
les se derivan, respectivamente, la siguientes estimaciones para el momento
cuarto de las sumas de caracteres, siendo L y N > 0 enteros arbitrarios:

4

1 L+N
1 Z x(z)| < N?log”p. (4)
P X#xo |z=L+1
Si ademés N < +/plog p, entonces
1 L+N 4
— > xl(@)| < Nlogp. (5)
p X#xo lz=L+1
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En esta direccion se destaca el resultado de Montgomery y Vaughan [43] que

establece .

< p%

N

> x(=)

r=1

1 .
—f:—I I%%X
p XFX0

en particular, cuando N es de orden p, en (4) es posible remover el factor
log? p. El trabajo de Burgess [7] tiene por consecuencia la estimacién

4

1 p 1 L+N
D2 5T 2| 2 x@)| o <N
PP X#xo lz=L+1

la cual muestra que en promedio sobre L se puede remover el factor log? p.
Seccion 2.1

El Teorema 6 presenta una nueva féormula asintdtica para J,

N1 NyN3N.
g — “ufValVslVe
p

(\/N1N2N3N4 (\/logp + 6(N1N2)) (\/@ + 5(N3N4))) :

(6)
donde
0, si. X <p,
0(X) = { log %, si X >p.
Teorema del cual se siguen nuevos resultados. Sobre el momento cuarto de
las sumas de caracteres el Teorema 6 tiene por consecuencia la estimacién

L+N 4

> x(@)

rz=L+1

va
< ]\72<logp+log2 —)
p

1
p—1

XFX0
En particular, la estimacién (5) es efectiva en el rango N < p'/ 2eeVIogD parg,
alguna constante positiva fija c¢. Ademas, el Teorema 6 implica el comporta-
miento asintético J ~ Ny No N3Ny /p en un rango mas amplio de los parame-
tros que aquel sugerido por (3). Por ejemplo, si Ny = Ny = N3 =N, =Ny
si

N
pPlogp)z 7 BT
entonces N
J=—(1+0(1)),

p
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mientras (3) implica esta férmula asintética cuando

N

pl/2logp — %0 P oo

El problema de la solubilidad de la congruencia (1) se puede conectar
con el problema de la representabilidad de clases residuales h  (méd p) en
la forma

zy=h (médp), 1<z< N, 1<y<N,.

Se conjetura que toda clase residual distinta de cero es representable si N7 =
N, = N para N < p'/?*¢. De manera incondicional, del trabajo de Garaev
[14] se sigue que, para alguna constante absoluta ¢ > 0,

. . . 3/4
Fp_{’xy (mOdp) . 1§x7y§0p/}a

aqui ¥ denota al conjunto I, \ {0}. Por otra parte, el trabajo de Tenenbaum
[52] implica que si

Ny =Ny = N < p'*(logp)*™ =,
donde k =1 — (log(elog2))/log2 es como 0,08607..., entonces el conjunto
{zy (médp) : 1 <z,y <N}

contiene sélo o(p) clases residuales médulo p.

Otra consecuencia del Teorema 6 se tiene en este tema. El Teorema 7
afirma que si Ny Ny = Aplogp, donde A = A(p) — oo si p — 00, entonces
el conjunto

{zy (médp): Li+1<az<Li+Ny;, Ly+1<y<Ly+ Ny}

contiene (1 +0(x + Z)%z gAp)> p clases residuales médulo p. En particular, este

conjunto contiene casi todas las clases residuales modulo p.
Seccién 2.2

En lo que respecta a la solubilidad de la congruencia (1), de la férmu-
la asintética (3) obtenida por Ayyad, Cocharane y Zheng se sigue que si
Ny Ny N3Ny > ep?log p entonces la congruencia es soluble en el conjunto (2).
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Los autores preguntaron en qué casos el factor log? p podria ser removido to-
talmente, en vista de la existencia de conjuntos del tipo (2) de tamafio O(p?)
sin soluciones para (1). Mediante la combinacién de técnicas de sumas tri-
gonométricas con argumentos de combinatoria se obtiene el Teorema 8, el
cual muestra que el factor log* p puede ser disminuido a log p. De manera
mas precisa; el Teorema 8 establece que existe una constante ¢ tal que si
Ny NoN3 Ny > cp? log p, entonces el conjunto (2) contiene una solucién de la
congruencia (1).
Se sabe que, dado un entero A, el problema de resolver la congruencia

1T = 2374+ A (mdd p) (7)

difiere esencialmente en los casos A = 0 (médp) y X Z 0 (mdéd p). El
Teorema 8 corresponde al caso A =0 (méd p). Para A arbitrario, es posible
demostrar que si NyNoN3N; > cp?log® p, entonces el conjunto (2) admite
soluciones para la congruencia (7). La pregunta natural es saber en qué casos
el factor log® p puede ser removido totalmente (notemos que si NiN, tiene
la misma magnitud que N3Ny, entonces es posible cambiar log® p por log? D).
Un posible enfoque de esta pregunta es el estudio de la congruencia (7) desde
el punto de vista de la combinatoria. Por ejemplo, se sigue de un resultado
de Glibichuk [30, Teorema 1], que si A y B son subconjuntos de F, tales que
|A||B| > 2p, entonces

2(24)(2B) =F,, (2A)(2B) — (2A4)(2B) =TF,,
donde se definen los conjuntos
A+B={a+b:ac A beB}, A-B={a—-b:ac A bec B},
kA={a1+ - +ar:a, €A 1<i<k}, AB={ab: a€ A be B}

En particular, si NyN; > 10p entonces para cualquier entero A la con-
gruencia (7) es soluble en las variables

Ly+1<wm,23<Li+ N, Ly+1<wxx4<Ly+No.
De esta observacién se establece de manera natural la conjetura siguiente.

Conjetura 1. Existe una constante positiva ¢ tal que si A, B,C, D son
subconjuntos de I con |A||B||C||D| > cp?, entonces

(2A4)(2B) + (2C)(2D) =F,,.
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La validez de esta conjetura permite remover los factores logaritmicos
en la resultado antes mencionado, en particular responde a la pregunta de
Ayyad, Cochrane y Zheng. El empleo de técnicas de sumas trigonométricas
junto con argumentos de combinatoria utilizados en [5], [6] y [30] permi-
ten responder de manera afirmativa a la Conjetura 1 en casos importan-
tes. El Teorema 9 establece que dados A, B,C, D conjuntos de [, tales que

|AlC|, |B||P] > (2 4+ V2)p, entonces
(24)(2B) + (2€)(2D) = F,.

En particular, si Ny N3 > 15p, No N, > 15p, entonces para cualquier entero A
la congruencia
r1Ty = 2374 + A (mdd p),

es soluble en el conjunto (2).

Capitulo 3

El presente capitulo se compone de los resultados del trabajo conjunto
con Garaev [16] y los trabajos [28], [29] acerca de propiedades aritméticas
y distribucionales de sucesiones con términos relacionados con factoriales
modulo un nimero primo.

El problema de la distribucién de sucesiones con términos relacionados
con factoriales ha sido investigado en diversos trabajos tales como [8], [9],
[22]-]25] y [42]. Se espera que la sucesion (ver [31, F11])

11,21,3, ..., (p— 1),

posea aproximadamente (1 —1/e)p clases residuales distintas médulo p. Este
hecho implicaria la representabilidad de toda clase residual médulo p como
suma o producto de dos factoriales. De manera incondicional, del Teorema
de Wilson se sigue que para cualquier entero 1 < x < (p — 1)/2 se tiene

2 -1 (p—22)!=1 (mdd p). (8)

Identidad que ha sido un punto de partida en los trabajos [8] y [23, Teorema
13] para estimar el tamano del conjunto

{mIn! (méd p) : 1 <m,n <p}.
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En el trabajo [23] de Garaev, Luca y Shparlinski se obtuvo la estimacién
5
#{m!n! (méd p) : 1 <m,n <p} > 5P + O(p'?1og? p).

Posteriormente, esta desigualdad fué mejorada por Chen y Dai en [8] al ob-
tener

#{m!n! (méd p) : 1 <m,n <p} > Zp + O(p'?1og? p).

Ambos resultados son mejorados por el Teorema 10. El Teorema 10, del
trabajo [29], establece

41
#{m!n! (méd p) : 1 <m,n <p}> T4 + O(p*?log® p).

El ingrediente principal en la demostracion consiste en la manipulacion de
la identidad (8) para elegir conjuntos ajenos de clases residuales de la forma
m!n!  (méd p) de tal forma que cada conjunto pueda ser estimado por el
nimero de soluciones de un sistema de congruencias. Esta tltima tarea es
resuelta via la estimacion de sumas hibridas de caracteres.

En los trabajos de Garaev, Luca y Shparlinski [23], [24] se han estimado
sumas exponenciales y de caracteres que involucran factoriales de enteros en
intervalos de pequena longitud. Estos resultados han sido fundamentales para
establecer la representabilidad de clases residuales en términos de factoriales
de tamano restringido y en varios casos también férmulas asintéticas para el
nuamero de tales representaciones.

Seccién 3.1

Mediante el Teorema de Wilson (ver la identidad 8) y el principio de las
casillas de Dirichlet se puede demostrar que toda clase residual modulo p se
representa en la forma

ma!lng! + melng!  (méd p),

para irrestrictos enteros mj,ma, ny, ny. Del trabajo [24] de Garaev, Luca y
Shparlinski, se obtiene la siguiente estimacion para la doble suma exponencial
con argumento de la forma m!n!,

N N
jamin!
E E 627rw,m.n./p

m=1n=1

s

max

(a;p)=1 KNS,
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Con tal resultado establecieron la representabilidad de clases residuales como
suma de términos de la forma m!n!, con las variables en intervalos de pequena
longitud. En particular, establecieron que toda clase residual A (méd p)
puede escribirse como

7
Zmi!ni! =X (mdd p),
i=1

para ciertos enteros positivos mq, ni,... ,my, ny no mayores que cp>>/3*, con

alguna constante absoluta ¢ > 0. En esta seccion se presenta el Teorema 11,
del trabajo conjunto con Garaev [16], resultado que mejora al anterior en dos
direcciones, el nimero de sumandos y el tamano de las variables. El Teore-
ma 11 demuestra que cualquier clase residual A\ médulo p puede escribirse
como

5
Zmi!ni! =\ (mdd p),
i=1

para ciertos enteros positivos mq,nq,... ,Mms, N5 con

, 27/28
max{im;, n;+ < c
1%5{ st < ep™,

donde ¢ > 0 es una constante absoluta.
Seccién 3.2

En esta seccion se retoman los resultados de Garaev, Luca y Shparlinki
obtenidos en [23], [26] y [27] referentes a la representabilidad de clases resi-
duales como producto de factoriales, suma de sumas armonicas y coeficientes
binomiales.

En [23] Garaev, Luca y Shparlinski demostraron que para cualquier cardcter

x moédulo p distinto del caracter principal se tiene la estimacion

L+N

> x(nl) < N¥p e log™ p,
n=L+1

donde L, N denotan enteros no negativos. Combinando este resultado con la
estimacién superior del nimero de soluciones de cierta congruencia se tiene
que para A 0 (mdd p) dado, el nimero de soluciones de la congruencia

7
Hnilz/\ (méd p); L+1<mny,...,ny <L+ N, 9)
i=1
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asintéticamente se comporta como N'/p, para0 < L+1< L+ N<py
Np~1/12 log_1/2p — 0 cuando p — oo.

Como consecuencia inmediata, sucede que para todo A # 0 (méd p), la
congruencia (9) admite solucién en los enteros positivos n; < N'/121og!/?p,
i=1,...,T.

Los métodos empleados en la demostracién de los resultados anteriores
fueron aplicados en otras funciones aritméticas para obtener resultados simi-
lares. En [26], Garaev, Luca y Shparlinski obtuvieron resultados, analogos al
anterior, para sumas armoénicas

n

1
HS(’I’L) = Z_—S,

i=1
donde s es una entero positivo fijo y Hg(n) es calculado médulo p. En par-
ticular, se obtuvo una estimacion no trivial para una suma exponencial con

argumento Hg(n), resultado con el cual, en el mismo trabajo, demostraron
que para cualquier entero A el nimero de soluciones de la congruencia

7
ZHs(ni)E)\ (méd p); L+1<mny,...,ny <L+ N,

i=1
tiene un comportamiento asintético como N7/p, para0 < L < L+ N <p y
Np~1/12 log_1/2p — 0 cuando p — oo.

En el trabajo de Garaev, Luca y Shparlinski [27] propiedades distribucionales
de los semi-coeficientes binomiales y niimeros de Catalan

2 1 2
bn:(n>, Cn = (n>7 n=0,1,...,
n n+1\n

también han sido investigados. Demostraron que para primos suficientemente
grandes p y todo entero \ existen enteros positivos r,s < p'/2log®p tales
que

by =X (médp) y c;=X (méd p).

Aunque las potencias de p que aparecen en los resultados mencionados
hasta ahora no han sido disminuidas, los factores logaritmicos en ciertos casos
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pueden ser removidos. Uno de los propdsitos de este trabajo es abordar esta
cuestion, para dicha tarea se retomaron los argumentos descritos en [23], [26],
[27] ¥ se combinaron con el método expuesto por Garaev en [14].

En esta seccién se presentan los resultados obtenidos en [28]. El Teore-
ma 12 extiende a uno de los resultados de [23]. El Teorema 12 establece dos
estimaciones para cualquier caracter y distinto del caracter principal, una de
ellas es:

N M
D) xl@+y+ L)) < MN*p'Slog (NM ™ +2),

z=1 y=1
siendo L, M, M enteros tales que
N>1, M>1, 0<L<L+N+M<p.

La otra estimacion es de la misma naturaleza. Combinando este resultado
con la estimacion superior del nimero de soluciones de cierta congruencia
especial se obtiene el Teorema 13, el cual establece una féormula asintdtica
para el nimero de soluciones de la congruencia

nil-nzl =X (méd p); 1< ng,...,ny <N, (10)

siendo A cualquier clase residual distinta de cero. Del Teorema 13 se sigue que
para cualquier A Z0 (mdd p) la congruencia (10) tiene solucién en enteros
positivos nq, ..., n; satisfaciendo

max n; < ptt/12.

1<i<7
También se demuestran resultados similares para las sumas armoénicas. El
Teorema 15 establece para todo entero A una férmula asintética para el

nimero de soluciones de la congruencia
Hy(ni)+ -+ Hs(ny) =X (méd p); 1<ny,...,ny <N.
En particular, del Teorema 15 se sigue que la congruencia anterior es soluble

en enteros positivos nq,...,ny que satisfacen

max n; <K p11/12.
1<i<7
Respecto a los semi-coeficientes binomiales y los nimeros de Catalan, el

Teorema 16 establece que para todos los primos suficientemente grandes p
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y todo entero \ existen enteros positivos r, s < p'3/2

(méd p).

De esta forma, en cada uno de los resultados se garantiza la solubilidad
de la respectiva congruencia con variables en el rango conocido sin el corres-
pondiente factor logaritmico.

tales que b, = cs = A
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Problemas aritméticos que involucran a
la funcion 7 de Ramanujan

La funciéon 7 de Ramanujan se puede definir mediante los coeficientes
7(n) de la expansién

XJa—=xm*=> 7mn)x" (1.1)

La funcién 7(n) posee propiedades aritméticas importantes. Algunos ejem-
plos son las siguientes propiedades conjeturadas por Ramanujan (1887-1920)
que no fueron demostradas hasta anos despues.

(i) La funcién 7(n) es una funcién multiplicativa;

T(mn) = 7(m)7(n), st (m,n)=1.

(ii) Para cualquier entero o > 0 y cualquier primo p se tiene

T(p***) = (™ ) (p) — p"T ().
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En particular

(iii) Para todo entero n > 1 se cumple

> d" (méd 691),

din

> d" (méd 2°).

din

3

—~

S
I

9

—~

G
Il

(iv) Tiene lugar la desiguldad |7(p)| < 2p''/? para cualquier primo p. En
general para todo entero n > 1 se cumple la desigualdad

[m(n)| < d(n)n"'/?,
donde d(n) es el nimero de divisores n.

Las demostraciones pueden verificarse en [1], [11], [35] y [38]. Mordell
demostro (i) y (ii), (iv) es consecuencia de la demostracién de una conjetura
de Weil obtenida por Deligne en [11].

Del resultado de Deligne y las propiedades de la funcién divisor se tiene
que existe una constante ¢y > 0 tal que

‘T(n)’ < nll/ZecO logn/loglogn7

para cualquier n > 3. Notamos que los N® ntimeros

ZT(al), 1<ay,...,a6 <N

=1

son enteros de magnitud O(N'Y/2%%). Por lo que, en promedio, todo entero
se puede escribir en distintas formas como la suma de seis valores 7(n) y de
forma particular se espera una representacién de cero como la suma de seis
valores 7(n). Con tal observacién en mente se buscaron seis enteros positivos
fijos ay, ..., ag tales que

: T(CLi) =0.

6
=1
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Existen varias férmulas que conectan 7(n) con la funcién

=>

dn

Por ejemplo, se sabe que

65 691 691
m(n) = Zggon () + 75505 205 o5(n = k).

Otra férmula (ver [46]) establece

n—1
7(n) = n'oo(n) — 24> (35k* — 52k*n + 18k°n*)oo(k)oo(n — k).

k=1

Férmulas de este tipo son titiles en el cdlculo numérico de 7(n). En particular
se puede deducir que

7(12) = —370944,  7(27) = —73279080,  7(55) = 2582175960,
7(69) = 4698104544, 7(90) = 13173496560, 7(105) = —20380127040.

De esta forma, tenemos la siguiente identidad que serd ttil mas adelante

7(12) + 7(27) + 7(55) + 7(69) + 7(90) 4+ 7(105) = 0.

1.1. Problemas aditivos del tipo Waring

El trabajo de Serre [48] implica que toda clase residual médulo un primo
p # 2,3,5,7,23,691 se puede escribir como 7(n) (mdd p) para algin entero
positivo n. Varias propiedades de 7(n) médulo p se pueden encontrar en este
trabajo.

Basado en el profundo resultado de Bourgain, Katz y Tao [6] y usando
la estimacion de Vinogradov para la doble suma exponencial, Shparlinski
en [51] demostré que los valores 7(n), n < p*, forman una base aditiva
finita médulo p, es decir, existe una constante s tal que toda clase residual
médulo p se puede escribir como 7(ny) + -+ -+ 7(ns) (méd p), para enteros
1 < nq,...,n, < pht En conjunto con Garaev y Konyagin en [18] y [19]
establecimos resultados que mejoran en varias direcciones al obtenido por
Shparlinski.
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Teorema 1. El conjunto de los valores T(n) es una base aditiva finita de los
enteros. Mds ain, para cualquier entero |[N| > 2 la ecuacion

148000
i=1
es soluble en enteros positivos nq, ..., N1g000 con la propiedad

max n; < |]\/'|2/116—c10g|N|/loglog\N|7
1<4<148000

para alguna constante absoluta ¢ > 0.

De manera particular, del Teorema 1 se sigue que para todo primo p > py
los valores 7(n) con n < p?/M forman una base aditiva finita de F,, hecho
que disminuye en un factor 22 la potencia de p obtenida por Shparlinski, y
de hecho es la potencia fija de p mas pequena posible. En general observamos
que, en vista del resultado de Deligne, el orden de las variables en el Teorema 1
es Optimo, aparte del valor de la constante c.

Utilizando resultados y avances que conciernen al problema de Waring—
Goldbach (ver por ejemplo, [40]), el nimero de sumandos 148000 podria ser
reducido aunque no de manera considerable frente a los seis o siete sumandos
que se esperan. En esta direccién, junto con Garaev y Konyagin, en [18]
obtuvimos los siguientes dos teoremas, donde p se asume como un nuimero
primo suficientemente grande.

Teorema 2. Para todo entero A la congruencia

16 32
ZT(TL,) — Z T(n;) =X (mdd p)
i=1 =17

admite solucion en los enteros positivos ny, . ..,nsy tales que

. 21 4 Loy
11%1%?2712 < p*log” p, (23, n;) = 1.

Se sigue del Teorema 2 que

16 32
= N — . 4 . 1 . 2100t | n.) —
F, {Z 7(n;) ZT(M) (méd p) : max < plog” p, (23!, n;) 1}

i=1 =17
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y al multiplicar el conjunto anterior por 7(12), donde
7(12) = —7(27) — 7(55) — 7(69) — 7(90) — 7(105),

en virtud de la multiplicatividad de la funcién 7(n), se tiene que la sucesién
de los valores 7(n), n < p? log® p, es una base aditiva finita de F, de orden a
lo mas 96. De esta manera, toda clase residual médulo p se puede representar

CcOo1mo
96

> 7(n) (méd p),

=1

para enteros positivos nq, ..., ngs bajo las condiciones

[ 271 . 4
; 1 .
11;[1%}56 n; L p-log p

Es posible reducir el nimero de sumandos a costa de aumentar el orden
en el rango de las variables.

Teorema 3. Para todo entero A y para todo € > 0, la congruencia

16

ZT(nl) =\ (mdd p)

i=1
es soluble en los enteros positivos nq, . ..,nig tales que

max n; K p3+‘5.
1<i<16

1.2. Propiedades distribucionales y aritmeéti-
cas de la funcién 7(n)

Sobre el problema de la proporcién del nimero de valores 7(n), respecto
del argumento n < z, se espera que

#{r(n) : n <zx}>uw.
De hecho, parece que tiene lugar el comportamiento asintotico

#{r(n) : n <z} ~uzx
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Shparlinski demostré en [51] de manera incondicional que
#{r(n) : n < x} > /3t

En el mismo trabajo también observéd que si el niimero de soluciones de la
ecuacién diofantica u? = v'! 4+ h tuviese una cota superior de la forma h°("),
entonces

#{r(n) : n < a} > /20,

En [20], junto con Garaev y Konyagin establecimos de manera incondicional
este hecho.

Teorema 4. Para cualquier entero x > 10,
#{r(n) : n <} > gl tlos/logloge

Estimaciones de esta naturaleza se pueden aplicar para obtener propie-
dades aritméticas de .

Luca y Shparlinski demostraron en [41] otras propiedades aritméticas de
la funcién 7. Por ejemplo, en uno de sus resultados probaron que existe una in-
finidad de enteros positivos n tales que 7(n) # 0y P(7(n)) > (logn)33/31+o),
donde P(m) denota al factor primo més grande de m. También demostraron
que

1
v 1] ~re*) () | = (610 7+o(1)) log z,
p§x1/3 g
7(p)#0

donde aqui w(m) denota al nimero de los distintos factores primos de m. En
el trabajo [20], conjunto con Garaev y Konyagin, obtuvimos resultados mas
fuertes utilizando diferentes métodos.

En el siguiente lema, que puede ser de interés independiente, = se asume
como un nimero suficientemente grande.

Lema 1. Sean 0 y ¢ constantes positivas, d < 1. Sea

N C {1,2,3, .. ,ZE}, |N‘ > x5efclogm/loglogx +1.

(log 2)1/(1=9)
“ (Hn) > loglogz '
neN

donde la constante implicita puede depender de o y c.

Entonces
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La combinacion del Lema 1, el Teorema 4 y el resultado de Deligne implica
la desigualdad

. T

| 1] @@ | > oglogz
p<z
7(p)#0

mejorando el resultado de [41]. Sin embargo, el siguiente teorema proporciona
alin una mejor estimacion.

Teorema 5. Para cualquier x > 10,

(10g:€)13/11
w H 7(p)7(p?) Toglogz
vla g log
7(p)#0

En particular, existe una infinidad de enteros n tales que T7(n) # 0 y P(1(n)) >
(log n)13/11.

1.3. Lemas

Lema 1. Sean ¢ y ¢ constantes positivas, 6 < 1. Sea

N C {1,2,3,. .. ,flj}, |N| > l.5€—clogx/loglogz +1.

(10g x)l/(lfa)
“ (H n) > loglogz '

neN

Entonces

donde la constante implicita puede depender de § y c.

Demostracion. Sean x > y > 3y denotemos por W(z, y) al niimero de enteros
positivos menores que z que no tienen divisores primos mayores o iguales que
y. Conforme a la estimacién obtenida por de Bruijn en la forma dada por
Hildebrand y Tenenbaum en [33, Teorema 1.4] se sabe que

C1 (&)
log <Z|1 1.2
s o) <7 (142 ), (12)
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donde

1 1
Z = Z(z,y) = %log (1 + 10?21:) + loZy log (1 + Oix) (1.3)

y ¢1, ¢ son constantes absolutas positivas. Sea

4+26+201+2C2

M="""1"3

Podemos asumir que z > ¢ ""*. Tomemos y = e~ (log )"/~ Bajo
esta eleccién de los parametros obtenemos

7 < logxlog( ey >+logx

log y log logy
log x log 1 1
= logz — 0g T 10g Og$+2ogx
logy logy
= (5logac—logx(loglogx_(l_(s)logy)_'_210gx
logy log y
_ 510gx_((1—5)M—2)10g:r
logy
_ 52
< 5log:z:—<1 0)*Mlogw
2loglog x

Sustituyendo esta estimacién en (1.2), tenemos

_ 52
logVU(z,y) < (éloga:— (1-9) Mlng) (1+m>

2loglogx log log x
—_ 52 _ _
< Slogz — (1 =0)*M — 2¢; — 2¢9) logx
2loglog x
1
< dlogz — c—28%
log log
Por lo tanto
U(z, e M(logz)=) < |NV]. (1.4)
Sean k = w([[,epn) ¥ @1 < -+ < g los divisores primos de [], .\ n

dispuestos en orden ascendente. Entonces cada n € N puede ser escrito de

manera tnica en la forma n = ¢{*"™ -+ ¢ con ay(n) > 0. Llamemos

N = {pi‘l(”) .. .pzk(n) n EN},
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donde 2 =p; < py < --- < pr denotan a los primeros £ nimeros primos. En
virtud del teorema fundamental de la aritmética sucede |N| = |[N|. Usando
la desigualdad (1.4) y este hecho se tiene

W, (log)/0-) < A7) (1.5
Por definicién, para cada n’ € N’ existe n € N tal que
n — piu(n) . ‘pzk(n) < q?l(n) . qgk(n) —n<uo.

Asi, N C {1,2,...,z}. Por lo tanto, de (1.5) se sigue que existe un
elemento n’ € N tal que P(n') > e~ (log x)*/1=9. En otras palabras

i > e M(log )/ (1-9),
Finalmente el resultado se sigue del teorema de los ntimeros primos. ]
El siguiente lema es una version del resultado clasico de Hua [34].

Lema 2. Sea sy un entero fijo sy > 2049. Denotemos por J al nimero de
soluciones de la ecuacion

g = N,

en los primos qi, ...,qs, con la condicion q; > log® N, para todo 1 < i < sq.
Entonces existen constantes positivas ¢; = c1(So) y o = ¢a(So) tales que
para todo entero N suficientemente grande, N = sq (mdd 2), tiene lugar la

desigualdad
Nso/11-1 Nso/11-1

— < < B ——
“log V) =7 = “{log Ny

El siguiente resultado esta basado en el lema anterior.

Lema 3. Todo entero L de valor absoluto suficientemente grande puede ser
representado en la forma

L = T(nl) + -+ T<n74000),

con enteros positivos ny, ..., N0 libres de divisores primos en el intervalo
(loglog |L|,log? |L|) ¥ tales que

méx n; < |L|7M.
1<¢<74000
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Demostracion. Sea M un entero positivo par suficientemente grande. Defi-
namos
Q= {q . qges primo, logQM <q< Ml/ll}.

Diremos que un subconjunto @' de Q es admisible si la ecuacion

12

>_ () =3 _7(a)

=1 =7

no tiene solucion en los primos ¢}, ..., q, € Q' bajo la condicién

< <dqy G<- <o (@, 8%)F (G G)

Existen conjuntos admisibles con al menos 12 elementos. Efectivamente,
recordemos que para todo primo impar ¢ tienen lugar las identidades

7(¢) = ¢ +1 (mdd 691), 7(¢) = ¢ +1 (mdd 2%). (1.6)

El Teorema chino del residuo garantiza que para cada 1 < ¢ < 12 existe q;
tal que . .
a;=2"—1 (méd 691), a;=2"—1 (méd 2°).

Sea g una raiz primitiva médulo 691 y recordemos que 5 es un elemento que
pertenece al orden 2% segin el médulo 28. Dado que (11,690) = (11,27) =1
se tiene que g!'' es raiz primitiva médulo 691 y 5 pertenece al orden 2°
moédulo 28, De esta forma, para cada 1 < i < 12, existen enteros «y, 3;, Vi,
(donde 7; = 0 0 y; = 1) tales que

(¢")* =a; (méd 691) vy (—1)%(5'1)% = ((—1)7"5@')11 =a; (méd 2%).

(1.7)
De esta forma, en virtud del Teorema de los ntimeros primos en progresiones
aritméticas y dado que M es suficientemente grande, es posible encontrar y
fijar nimeros primos [; € Q, 1 <7 < 12, tales que

=g (méd691) y I[;=(—1)75% (mdd 2°).
Combinando las congruencias anteriores con (1.7) y (1.6) obtenemos
7(;) =2° (méd 691 x 2%).

Por lo tanto {ly,...,l12} es un subconjunto admisible de Q.
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Sea Q' un conjunto admisible de @ de tamano méximo. Si existen distintos
conjuntos admisibles de orden maximo fijemos a alguno de ellos. En particular
|Q'| > 12 y dado que las sumatorias del tipo

6

S rld) dh- g €Q, < <gp
i=1

son distintas se tiene

/

1Q1° < #{(ql,--,q6) + @s--rq6€Q, @< <ggt=

#{Zf(qé) gl g€ Q) QQ<---<qé}-

i=1
Utilizando la estimacién de Deligne para 7(¢q) tenemos
Q5 < (MY™MI2 porlo que  |Q| < MY1-1/132,

Dado ¢ € Q\ Q' considere al conjunto Q' U {¢q}. La maximalidad del

tamano de Q' garantiza que existen ¢, ..., q}, en @ U {q} tales que
6 12
> rd) =D 7(d). (1.8)
i=1 =7
donde

< <dqy G<--<qs (@) F (G ) (19)
La eleccion de Q' garantiza
qgedq, .. s}

De hecho, las condiciones (1.9) obligan a que ¢ aparezca en la sucesién
qs- - q15 & lo mas dos veces. Si incide en dicha sucesién dos ocasiones en-
tonces podemos cancelar 7(¢) en (1.8) y renombrando las variables tenemos

5 10
> rd) =D 7(d)
i=1 i=6
para ciertos q, ..., ¢, € @ con

G < <gs g5 << (@, 05) F (G- Do)
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Dado que |Q’'| > 12 podemos tomar ¢’ € Q'\{q], ..., ¢y} de tal forma que

5 10

() + Y () =)+ > 7(d)
i=1 i=6

con las variables ¢/, q, ..., ¢}, satisfaciendo (1.8) y (1.9). Hecho que contra-
dice la definicion de Q’. Por lo tanto sélo es posible que ¢ aparezca una
vez en la sucesion ¢, . .., qj,. Concluimos que para todo ¢ € Q\Q' existen
¢, q € Q tales que

6 11

()= 7(d)) = > 7(d).
i=1 i=7

En particular, tenemos que para todo ¢ € Q\ Q' existen ¢, ...,q}; € Q' tales

que
11

¢ =7q) —7(?) =D _7ed) = Y 7(qq) — 7(¢*).  (L.10)
i=1 i=T
El siguiente objetivo es probar la solubilidad de la ecuaciéon de Waring-
Goldbach
qy"’"""@%&w =M (1.11)
en primos ¢, ..., g5 € Q\Q'. El Lema 2, tomando sy = 2050, garantiza

que existe una constante c¢; > 0 tal que para [, el nimero de soluciones de
(1.11), tiene lugar la estimacién

N[2050/11-1
‘1 (log M)2050 < I

Aplicando el Lema 2 con sy = 2049 y la estimacién |Q'| < MY/11-1/132
tenemos para I’, el nimero de soluciones de (1.11) con al menos una variable
perteneciendo a Q', la estimacion

2049/11—1 J2050/11—1-1/132

[/ /
< |Q | (log M)2049 < (10g M)2049

En consecuencia I’ < I'y se sigue que la ecuacién (1.11) es soluble en las varia-
bles qi, ..., qao50 en Q\Q'. Fijemos alguna de estas soluciones (¢, . . ., g2050)-
A cada ¢;, 1 < i < 2050 aplicamos (1.10) con ¢ = ¢;, reordenamos los suman-
dos y notando que q¢; < M*'* a la vez que qg} carece de divisores primos
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menores que log? M tenemos que todo entero par M suficientemente grande
se puede representar como

6x2050 6x2050

M= > r(n)= 3 7(m)

i=1

donde m;n; carece de divisores primos menores que log2 M para todo 1 <
1 < 6 x 2050 y ademés

max  {n;,m;} < M*1
1<i<6x2050

Es claro que multiplicando la ecuaciéon anterior por —1 obtenemos una re-
presentacion de la misma naturaleza para —M. También es posible remover
la condicién de paridad; segin la paridad de M, basta considerar M + 1 =
M +7(1) o M + 7(n) para algin n conveniente tal que 7(n) =0 (mdd 2).
De esta forma, cualquier entero M con valor absoluto suficientemente grande
se puede escribir como

6x2050 6x2050+1

M = T(n) — > T(m) (1.12)

i=1 i=1

donde m;n; no tiene divisores primos menores que log2 |M| para todo 1 <
1 <6 x 2050 y ademés

[ o 2/11
1§i§r6nxa2)(§50+1{n“ mi} < | M7

Sucede ademas que
—7(12) = 370944 = 7(27) + 7(55) + 7(69) 4+ 7(90) + 7(105).

De esta forma, multiplicando (1.12) por —7(12) tenemos

6x6x2050+1
370944M = > 7(ny), (1.13)

i=1
donde n; no tiene factores primos en el intervalo (23!,log? |M|) y ademés

[ o < 2/11
1§i§6g168g050+1{n“ mi} < 106[M]|
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Ahora demostraremos que todo entero 0 < r < 370944 puede ser escrito
como suma de exactamente 199 nimeros 7(n), n < 105. Remarcamos que

T(1)=1, 7(2)=-24, 7(3)=252, 7(5)=4830, 7(8) = 84480.
Si 0 <17 < 370944, entonces existen enteros r4 y 7, tales que
r=7@8)ry+1), 0<r, <4, 0<r,<7(8).
Para cada r) existen enteros r3 y rj tales que
ry=1B)rs+ry, 0<r3<17, 0<r; <7(5).
Para cada rj existen enteros o y 4 tales que
rh=73)ra—rh, 0<ry <20, 0< 1) <7(3).
Para cada r}, existen enteros r; y ry tales que
ry=—7(2)ry —r], 0<r <11, 0<rys<—7(2).
De esta forma, r se puede escribir como
r=7(8)ry +7(5)rs + 7(3)ry + 7(2)r1 + 7(1)70,

donde

ra+1r3+1ry+11 + 10 <70,
Por lo tanto, todo entero 0 < r < 370944 se puede escribir como la suma de
a lo més 75 numeros 7(n), n < 8. Por otra parte, todo entero mayor que 29

se puede escribir como 6x + Ty, para ciertos enteros positivos x,y. Conforme
a este hecho y junto con las identidades

7(12) + 7(27) + 7(55) + 7(69) + 7(90) 4+ 7(105) = 0,
7(6) + 7(14) + 7(29) + 7(41) + 7(42) + 7(44) + 7(48) = 0,
tenemos que todo entero 0 < r < 370944 puede ser representado como
199

ZT(’M), max n; < 105.

- 1<i<199
=1
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Sea L un entero arbitrario con valor absoluto |L| suficientemente grande.
En del argumento anterior, existen enteros nq, . .., n199 menores que 105 tales

que
198

L= 7(n;) (méd 370944),
=1

por lo que existe un entero M de valor absoluto suficientemente grande tal
que es posible aplicar (1.13) para obtener

199 74000

L= 7(n;)+370944M = Y 7(ny),

i=1 i=1
con ciertos enteros positivos ni, ..., N0 los cuales carecen de divisores

primos en el intervalo (loglog|L|,log” |L|) y ademés

méx n; < |L|7M.
1<i<74000

]

Notamos que se pueden aplicar los mismos argumentos para demostrar
que todo entero L de valor absoluto suficientemente grande se puede escribir
como suma de 73999 sumandos de la forma 7(n), 1 < n < |L|?/*. Este hecho
sera utilizado en la demostracién del Teorema 1.

El siguiente lema es consecuencia de un resultado mas general obtenido
por Murty [45].

Lema 4. Para una densidad positiva de nimeros primos se tiene

[m(p)| > Lap*2.

Dados X, Y subconjuntos de F,, y k un entero positivo se denota
X+YV={o+y :2zeX, yel}, XYV={{zy:zeX yc)}
kX ={x1+ - 4xp : xq,...,2p, € X}

El siguiente resultado de combinatoria [30] se debe a Glibichuk.

Lema 5. Si X y Y son subconjuntos de F,, tales que |X||Y| > 2p, entonces
SYY =TF,.
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1.4. Demostracion del Teorema 1

Sea N un entero, |[N| > Ny, donde N, es alguna constante positiva.
Conforme a lo establecido en el Lema 4, existe una constante C' > 100 tal

que el intervalo
log [N| log |N|
cz’ C
contiene > log | N|/ loglog | N| niimeros primos cumpliendo |7(q)| > 1,4¢"'/2.
Sea T el producto de todos estos nimeros primos, salvo quizas un término a

fin de tener 7(7") > 0. En virtud de la multiplicatividad de la funcién 7(n),
existe una constante c¢; > 0 tal que

T(T)/T11/2 > efl log|N|/log10g\N|‘ (114)

Por otra parte, para alguna constante grande C}, tenemos

)log\NI/Cl loglog |N| 2log |N|/C

(log [N|/C? <T<e

De este hecho se tiene
IN|2 < T < |N|*%2 (1.15)

donde cs > 0 es alguna constante absoluta, y ademas cada divisor primo ¢
de T satisface
log [N|/C? < q < log|N|.

Para T definido en esta forma, existen enteros L y u tales que
N =7(T)L+ u, 7(T) <u<27(T). (1.16)

Combinando la estimacién de Deligne con las desigualdades (1.14) y (1.15)
se tiene |N|'12/2 < 7(T) < |N|'/®. Claramente, si |N| es un ntimero grande,
también lo seran w y |L|. De acuerdo al Lema 3, u se puede escribir en la

forma
74000

u = Z 7(k;), max k; < u?/11. (1.17)
i=1
En vista de que |L| también es un entero grande, al aplicar nuevamente el
Lema 3 tenemos

L= 7(n;), méxn; < |L¥Y, (1.18)
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donde los enteros ny, ..., N0 carecen de divisores primos en el intervalo
(loglog |L|,log? |L|). En particular, dado que |[N|*®> < |L| < |N|, los enteros
ni,...,N74000 N0 tienen divisores primos en el intervalo (loglog|N|,log|N|)
y conforme a la eleccién de T' tenemos (n;, ") = 1. Por lo tanto, usando la
multiplicatividad de la funcién 7(n) y la representacién (1.18) resulta

74000

m(T)L = Z 7(Tn;). (1.19)
De (1.14) y (1.16) tenemos

V] 2/11
T S 7_(/Iv)Q/lle—(ch/11)log|N|/loglog|N\ < (m> 6—(201/11)10g|N\/10g10g|N|.

Por lo tanto
Tn; < T’L|2/11 < ’N|2/116—clog|N|/log10g\N|

para alguna constante ¢ > 0. Combinando este hecho con (1.16), (1.17) y
(1.19), concluimos la demostracién para enteros |N| > Ny. Si N es tal que
2 < |N| < Ny entonces tomemos algin entero fijo ng tal que 2|7(ng)| > No.

De esta forma
|IN — 7(ng)| > No.

Por lo tanto N — 7(ng) puede ser escrito como la suma de 147999 valores
7(n), n < 1. Concluyendo la demostracién del Teorema 1. O

1.5. Demostracion del Teorema 2

Sea (' una constante positiva grande. Definamos a los conjuntos

Q = {q:23<q<Cp"’*logp, q es ntimero primo},
T = {r(q) : q€ Q}.

Si |T| > 3p*/2, entonces podemos dividir a 7 en dos subconjuntos ajenos
X, Y tales que |X||Y| > 2p y de esta forma el resultado se tiene aplicando el
Lema 5.

Supongamos que |7 | < 3p'/2

. Sucede que

7]

Q= JA
=1
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donde los conjuntos A; estan definidos de tal forma que 7(¢) = 7(¢’) (mdd p)
si, y s6lo si q,¢ € A;.
Es claro que cada conjunto A; admite un subconjunto A} tal que

0< Al — |4 <3, |Al=0 (mod4).

Llamemos
7]

Q' =JA.
=1

El teorema de los niimeros primos garantiza que |Q| > Cp
temente grande. De esta forma

1/2 si p es suficien-

Q| > Q| —3|T| > |Q| — 9p'/* > (C - 9)p'/°. (1.20)

Dado que cada conjunto |A]| tiene cardinalidad par, podemos encontrar
|AL|/2 parejas distintas que pertenecen a A.. En total tenemos

7]

> Al/2=1Q1/2
=1

parejas (q,¢"). Dividimos este conjunto de parejas en dos conjuntos ajenos J;
y Jo con |Ji| = |Jo| = |Q’|/4. Consideremos a los conjuntos

X = {r(qd) —7(¢*) (médp):(q,q) € Ji},
Y = {rlqd") —7(¢*) (médp):(q,q) € Jo}.

Dado que

m(q¢) — 7(¢*) = (@)7(¢) — 7(¢*) = 7%(¢) — 7(¢*) = ¢"*  (mdd p)

y el valor ¢'*  (mdéd p) se toma a lo mds 11 veces tenemos
| X| = [ 1|/11 = [Q]/44, Y] = L] /11 = |Q'|/44.

Por lo tanto, al tomar C' = 100 (por ejemplo), notamos que de (1.20) se tiene
|X[|Y| > 2p. La demostracion se concluye al aplicando el Lema 5. O
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1.6. Demostracion del Teorema 3

Considere el conjunto de las clases residuales

A ={7(q) : p/2 <q<p}

Dado a' € A, denotaremos por I(a’) al nimero de soluciones de la congruen-
cla

7(q) =d (méd p), p/2<q<p.

Del teorema de los niimeros primos tenemos

Z I(d') = Z 1> p/logp.

a’e A’ p/2<q<p

En consecuencia, existe un elemento aj de A’ tal que

I(ag) > p|A'| ' log ™" p. (1.21)

Elegimos A = A'\{a(} si |[A'| >2y A= {7(1)} si |A’| = 1. Entonces
|A'|/2 < |A] < Al (1.22)
Definimos el conjunto
B={r(¢®) (médp):p/2<q<p, 7(q) =a; (mdd p)}.
Los elementos de B estan caracterizados por
7(¢*) =(q) — ¢ = (ap)* — ¢""  (mdd p),

donde p/2 < g <py7(q) =ap (méd p). Por lo tanto, conforme a (1.21) y
(1.22) q puede tomar cualquier valor en un conjunto que contiene

> plA| T log ™ p > plA| T log T p

distintas clases residuales médulo p. Dado que ¢''  (mdd p) toma cada uno
de sus valores a lo mas 11 veces, tenemos

|B| > p| Al log ™! p. (1.23)
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Escojamos un valor arbitrario € con 0 < £ < 0,1. Sea C el conjunto que
consiste de los distintos valores de la sucesiéon

7(¢) (méd p), 7(¢°) (mdd p),

0:5¢ - Aplicando el argumento anterior a los conjuntos

{r(q) (médp) : ¢ <p”>},

{r(¢®) (médp) : g <p™*},
observamos que |C| > p*/%. Observe que los conjuntos A, B y C consisten de
elementos de la forma 7(ny), 7(ng) y 7(n3) respectivamente, en tal forma que
ni,Ns ¥ Mg son primos relativos a pares y ny < p, ny < p? y ng < pc.

Si |A| < p™'¢, entonces por (1.23) se tiene |B| > p'~¢/°. Por lo tanto
|B||C| > p't%0%1 y es posible aplicar el Lema 5 tomando X = B, Y = C
y usemos la propiedad multiplicativa de la funcién 7(n). Los elementos del
conjunto

donde ¢ < p

XY={zy : x€ X, yeY}
serdn en este caso de la forma 7(n) (mdd p), con n < p**=.

Si |A| > p?/3, entonces dividamos al conjunto A en dos conjuntos ajenos
A1, Ay ambos con més de p?/3/3 elementos. Apliquemos el Lema 5 con X =
A v Y = Ay En este caso los elementos de XY son de la forma 7(n)
(méd p) con n < p?.

Si p*/1% < |A| < p*3, entonces llamemos D al conjunto de mayor tamaifio
de entre A + C y AC. Dado que |C| > pf/® la estimacién de Bourgain [4,
Teorema 1.1] implica que existe una constante v = y(g) > 0 tal que

D] > p7|Al.

Entonces |B||D| > p'*7/? y aplicamos el Lema 5 con X = By ) = D. En este
caso los elementos del conjunto XY serdn de la forma 7(nq)+7(ny) (méd p),
donde 1 < ny,ny < p3 o bien de la forma 7(n) (mdd p) con n < p*>=. Con
esto concluimos la demostraciéon del Teorema 3. [

1.7. Demostracion del Teorema 4

Sea x un numero positivo suficientemente grande. Usaremos el hecho de
que el nimero de divisores de un entero n > 3 cumple con la desigualdad

d(n) < 60,7logn/ log logn)
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se puede consultar por ejemplo [44, Capitulo 1], para una mejor estimacion.
Denotemos

M ={r(p*) : p<2'/?}, No={7(pq) : p<q<az'/?
Es suficiente demostrar que
méx{]./\/'1|, ’N2|} > x1/2€7410gx/10g10g:p.

Denotemos por J al nimero de soluciones de la ecuacién

en los niimeros primos p < 2'/2, ¢ < 2'/2, y llamemos I(\) al ntimero de
soluciones de la ecuacion

(") = A
en los primos p < x'/2.
Si J < gl/2e39osz/loglogr entonces, usando la desigualdad de Cauchy-

Schwartz y el teorema de los niimeros primos tenemos

2
1,1/263,910gx/10g10ga: > J = 12 A) > I(\ > T )

AENT

Por lo tanto
|N1| > x1/26—4logz/loglog$

y el resultado queda demostrado en este caso.
Supongamos ahora que J > x'/2e30lg/loglogz Dyepotemos

L={(pq) : p<q<z'? 7(*) =7(d)}.

La hipétesis en J garantiza que |£| > 0,4 z'/2e30le@/loglog= Por otra parte,
si (p, q) pertenece a L, entonces

7'2((]) . 7'2(]7) — T(q2> . 7_<p2) 4 qll _pll _ qll _pll‘
Para un entero positivo A < z''/2, la ecuacién ¢'* — p'* = X tiene a lo
mas
10d(}\) < eS,Qlogz/loglogaz
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soluciones. De esta forma, cuando las parejas (p, q) recorren el conjunto L,
el ntimero ¢! — p*! recorre un conjunto con al menos

|L]e=30boga/logloga -, () 41/2
enteros distintos. En consecuencia
#{1(?) —7(p?) : p< a2 p'/?} > 0,4at/?
Por lo tanto, definiendo
A={r(p) : p<a'?},

obtenemos
Al > #{%(p) : p< x1/2} > 0,5p"/%.

Separando al conjunto A en dos conjuntos ajenos A;, A, tales que |A;| >
|Az| > 0,1p'/*, consideremos la sucesién

a1y a; € Al, a9 € AQ

Usando el hecho de que cada entero A\ puede ser escrito O(d()\)) veces en la

forma ajaq, tenemos
|N2| > x1/26—410gx/10glogm.

Con lo cual concluimos la demostracién del Teorema 4. OJ

1.8. Demostracion del Teorema 5

Sea Q el conjunto de los primos divisores del niimero

[T ~re?.

p<w
7(p)#0

Sea € una constante positiva pequena que sera elegida mas adelante. Po-
(log $)13/11

loglogx ?
Y el conjunto de los niimeros Q—suaves (es decir, con divisores primos en Q)
de cualquier signo y con valor absoluto no superior a . Denotemos por Z

al conjunto de los enteros positivos de la forma yg donde y € Y y q € O.

demos suponer que |Q] < ¢ en el otro caso el resultado se tiene. Sea
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En virtud del Lema 1, es posible fijar a un ¢ suficientemente pequeno de tal
forma que
V| < 2¥13) 2] < 2213 (1.24)

Si para cualquier entero A # 0 el nimero de soluciones de la ecuacién
7(q) = A en primos p < x con p € Q, es menor que x?/1340logz/loglogx
entonces, utilzando el Lema 4, obtenemos

#{r(p) : p<x,7(p) £0,p & Q} > /B4 losa/logloga

y el teorema se sigue del resultado de Deligne y del Lema 1.

Sea ahora A # 0 tal que el nimero de soluciones de la ecuacién 7(p) = A
en primos p < z con p & Q es > g/ 13¢t0logz/loglogr Nyepotemos por P a este
conjunto de soluciones. Por lo tanto

|73‘ > x2/13€4010gm/10gloga¢' (125)

Para cualquier p € P el nimero A\ —p'! = 7(p?) es Q-suave. Esto implica
que A2 —p!! pertenece a ) o bien es divisible por algtin elemento del conjunto
Z \ Y. Notemos que para cualquier z en Z \ ) tenemos = < z < 2212

Los primos p para los cuales A2—p!! pertenece a Y contribuyen al conjunto
P con a lo més |Y| elementos. Considere aquellos primos p < z, p € Q, para
los cuales A2 — p'! es divisible por algin z de Z\ Y. Para z dado, el nimero
de soluciones de la congruencia

M —pt =0 (mdd 2)

en primos p < z, (p7 z) =1, es K 11w(2) < e310gz/loglogz < eSGlogaz/loglogm‘
Entonces, el nimero total de primos p < z, p € Q, para los cuales A\ — p!!
es divisible por algin z en Z\ ) es

< ‘2‘63610gx/10g10g:1:
De esta forma, al considerar (1.24), obtenemos
36 log =/ log log x 2/13 J36logx/loglog x
Pl < | Y|+ |Z]e < z¥ e .

Afirmacién que contradice (1.25) y de esta forma concluimos la demostracion.
]



Capitulo 2

La congruencia x1r9 = 314 + A
(mod p) y aplicaciones

La congruencia

r1Ty = 23724 (mdd p), (2.1)
donde p es un primo suficientemente grande, aparece en muchos problemas de
la teoria de nimeros. Las propiedades distribucionales de sus soluciones han
resultado ser muy importantes en varias aplicaciones, por ejemplo en el pro-
blema de la representabilidad de clases residuales como producto de enteros
pequenos y en la estimacién del momento cuarto de la suma de caracteres.
Se pueden consultar las referencias [2], [10], [13], [21], [47], [49] y [50]. Sean
L;, N;, 1 <1 <4, enteros tales que 0 < L, < L; + N; < p. Denotemos por J
al nimero de soluciones de la congruencia (2.1) en el conjunto

En vista de la identidad

[ p—=1, stu=1 (mddyp),
Zx(u) n { 0, siuzz1l (méd p),
X
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2. Lacongruencia z1z2 = z3z4 + A (mdd p) y aplicaciones

donde x recorre el conjunto de los caracteres multiplicativos moédulo p, el
valor J puede expresarse en términos de sumas de caracteres

N R ]

X T1,T2,T3,T4

donde z* denota el inverso multiplicativo de x # 0 (mdd p) y el rango
que recorren las variables xq,x2, 73 y x4 en las sumatorias estd definido
por (2.2). El caracter principal y = xo contribuye a la sumatoria la can-
tidad Ny NoN3Ny/(p—1), que en muchas ocasiones indica el comportamiento
asintético de J. Ayyad, Cochrane y Zheng [2] demostraron que

Ni{NyN3N.
S % L0 ( Ny NyNaN; log? p) . (2.3)

Los autores manifestaron la esperanza de poder sustituir el factor log®p
por logp el cual seria, en términos generales, el mejor término de error
posible, (puede consultarse la discusién [2, p. 339]). En el caso particular
N; = Ny, N3 = Ny o Ny = N3, Ny = Ny, ellos probaron

N1 NyN3N.
J =~ At + O (\/ N1N2N3N4 10gp> y (24)

p

reduciendo un factor logp a costa de la férmula asintética.

Como consecuencias de (2.3) y (2.4) los autores de [2] obtuvieron las
siguientes estimaciones para el momento cuarto de la suma de caracteres:
para cualesquiera enteros L y N > 0 tenemos

1 L+N 4
— > | D x(@)] <Nlog’p; (2.5)
p X#Xo le=L+1
si ademas N < +/plogp, entonces
1 L+N 4
7 Z x(z)| < N?logp. (2.6)
P x#xo |lz=L+1

Estos resultados mejoran aquel de Friedlander e Iwaniec [12, Lema 3] don-
de obtuvieron N?1og®p en lugar de N2log?p en la parte derecha de (2.5);
remarcamos que en la demostracién de [12, Lema 3] parece que existe una
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pequena omision en la potencia del factor logaritmico cuando es aplicada
la desigualdad de Holder, aparentemente debe de ser N21og®p en lugar de
N?log® p. Estimaciones similares pueden encontrarse en Vaughan [54, p. 184],
ver también Harman [32, Lemma 2]. El método de [12], [32] y [54] se aplica
para médulos en general pero restringidos a L = 0.

Tal como se mencioné en [2], el trabajo de Montgomery y Vaughan [43]
tiene por consecuencia la estimacion

< p?

en particular, cuando N es de orden p, en (2.5) es posible remover el factor
log” p. El trabajo de Burgess [7] implica la estimacién

4

1 D 1 L+N
S \oTT 2 | 2 X@)| p <N
Pi=|P x#xo lz=L+1

la cual muestra que en promedio sobre L se puede remover el factor log? p.

2.1. Nuevo término de error para J

Teorema 6. Tiene lugar la siguiente formula asintotica:

N1NyN3N.
g = SValVslNe |
p

<\/N1N2N3N4 <\/log P+ 6(N1N2)) (@ + 6(N3N4))> ,

(2.7)

donde
0, si X <p,
0(X) = { log %, si X >p.

La igualdad en (2.7) también se tiene si los productos NNy y N3Ny son
reemplazados por cualquier otra combinacion de las parejas N;.

El Teorema 6 tiene como consecuencia la siguiente estimacién para el
momento cuarto de la suma de caracteres:

LN 4

> x(x)

rz=L+1

2

1 N
< N? (logp + log? —>
p

p—1

X7X0
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En particular, la estimacion (2.6) es efectiva en el rango N < p'/?e“VI°e? para
alguna constante positiva fija c¢. Ademas, el Teorema 6 implica el comporta-
miento asintético J ~ N;NyN3N,/p en un rango mas amplio de los pardme-
tros que aquel sugerido por (2.3). Por ejemplo, si Ny = Ny = Ny = Ny = N
y si

N

pP(logp)iz 7 P

entonces
4

N
J = ?(1 +0(1)),

mientras (2.3) implica esta férmula asintética cuando

N

pl/2log p — % pmoo

El problema de la solubilidad de la congruencia (2.1) se puede conectar
con el problema de la representabilidad de clases residuales h  (méd p) en
la forma

zy=h (médp), 1<z< N, 1<y<N,

Se conjetura que toda clase residual distinta de cero es representable si Ny =
N, = N para N < p'/?*¢. De manera incondicional, del trabajo de Garaev
[14] se sigue que, para alguna constante absoluta ¢ > 0,

* / . 3/4
Fr={zy (médp): 1<mzy<cep’'},

donde T denota al conjunto I, \ {0}. Por otra parte, el trabajo de Tenen-
baum [52] implica que si

Ni =Ny =N < p'/*(logp)"™~,

donde k =1 — (log(elog2))/log 2 ~ 0,08607..., entonces el conjunto
{ry (médp) : 1 <2,y <N}

contiene sélo o(p) clases residuales médulo p.

Usando el Teorema 6 es posible obtener el siguiente resultado sobre la
representabilidad de clases residuales como producto de enteros pequenos.
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Teorema 7. Sean N1Ny = Aplogp, donde A = A(p) — o0 si p — 0.
Entonces el conjunto

{zy (médp): Li+1<ae<Li+ N, Ly+1<y<Ly+No}

log? A
Alogp

contiene (1 +0(x +
congunto contiene casi todas las clases residuales maodulo p.

))p clases residuales modulo p. En particular, este

Un corolario del trabajo de Garaev y Karatsuba [21, Teorema 1.1] implica
que el conjunto

{gy (méd p): q<p’? 1<y<Ap”*logp},

donde ¢ denota ntimeros primos, contiene (1 + O(A™!))p clases residuales
modulo p. Este resultado puede ser establecido en una manera més general
y hay una version para modulos compuestos. Informacion mas extensa en
estos temas se puede consultar en [15] y [21]. También pueden consultarse
los trabajos [49], [50] y las referencias alli citadas.

2.2. Propiedades de Combinatoria y Solubi-
lidad

En vista de (2.3) se sigue de inmediato que si NyNyNsNy > cp?log* p,
donde ¢ > 0 es una constante absoluta, entonces el conjunto (2.2) contiene
una solucién de la congruencia (2.1). Ayyad, Cochrane y Zheng [2] pregunta-
ron en qué casos el factor log* p puede ser removido totalmente. El siguiente
resultado, del trabajo conjunto con Garaev [17], muestra que en general el
factor log* p puede ser disminuido a logp. Si ademés se tiene que NiNj y
N5N4 son de la misma magnitud, demostraremos que de hecho el factor
log* p puede ser removido totalmente.

Teorema 8. Ezriste una constante c tal que si NyNoyN3N, > cp?log p, enton-
ces el congunto (2.2) contiene una solucion de la congruencia (2.1).

La demostracion de este Teorema emplea una de las ideas del trabajo de
Garaev y Karatsuba [21, Teorema 1.7] y depende de las sumas trigonométri-
cas.

Debemos remarcar que en una serie de articulos el problema de la repre-
sentabilidad de cero por una forma cuadratica no singular Q(xy, za, x5, x4)
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(méd p) en intervalos de pequena longitud ha sido investigado. Se sabe que
el problema de la solubilidad de la congruencia

Q($1,$27x3,x4> = )\ (méd p)

difiere esencialmente en los casos A = 0 (méd p) y A Z 0 (méd p). Se
puede ver la pregunta que surge en [10, p.176]. Una situacién similar ocurre
en nuestro problema. Considere la congruencia

1Ty = 2324 + A (méd p). (2.8)

El Teorema 8 corresponde al caso A = 0 (méd p). Para A arbitrario, los
Teoremas 6 y 7 junto con los Lemas 8 y 9 tienen como consecuencia que
existe una constante ¢ > 0, tal que si N1 NoN3Ny > cp?log® p, entonces el
conjunto (2.2) admite soluciones para (2.8). La pregunta es saber en qué casos
el factor log® p puede ser removido totalmente (notemos que si NN, tiene
la misma magnitud que N3Ny, entonces es posible cambiar log® p por log® p).
Un posible enfoque de esta pregunta es el estudio de la congruencia (2.8)
desde el punto de vista de la combinatoria. Para A y B subconjuntos dados
del sistema completo de residuos [F,, se definen los conjuntos

A+B={a+b:ac A beB}, A-B={a—-b:acA be B},

kFA={a1+ - +ar:a,€ A, 1<i<k}, AB={ab: a€A be B}

La cardinalidad de A se denota por |A|. En [30] Glibichuk demostré que si
Ay B son subconjuntos de I, tales que |A||B| > 2p, entonces

8AB =T,

Més atun, el resultado de Glibichuk (ver la desigualdad al término de la
demostracién de [30, Teorema 1]) también tiene como consecuencia

224)(2B) = F,, (2A4)(2B) — (24)(2B) =T, .

En particular, si Ny Ny > 10p entonces para cualquier entero A la congruencia
(2.8) es soluble en las variables

Li+1<z,23< L1+ Ny, Lo+1< 29,24 < Ly+ No.

Esta observacion conduce de manera natural a la siguiente conjetura.
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Conjetura 1. Existe una constante positiva ¢ tal que si A, B,C,D son sub-
conjuntos de F con |A||B||C||D| > cp?, entonces

(2A4)(2B) + (2€)(2D) = F,,

La validez de esta conjetura permitiria remover los factores logaritmicos
en la resultado antes mencionado, en particular contestaria a la pregunta de
Ayyad, Cochrane y Zheng [2]. El empleo de técnicas de sumas trigonométricas
junto con argumentos de combinatoria utilizados en [5], [6] y [30] nos permiten
responder de manera afirmativa a la Conjetura 1 en casos importantes.

Teorema 9. Sean A, B,C,D subconjuntos de ¥ tales que

[AlC] > 2+ V2)p,  |BIID| > (2+V2)p.

Entonces

(2A)(2B) + (20)(2D) = F,.

En particular, si NyN3 > 15p, No N4 > 15p, entonces para cualquier en-
tero A la congruencia

T1Ty = 2324 + A (méd p).
es soluble en el conjunto (2.2).

En fechas recientes Bourgain demostré que existe una constante ¢ > 0 tal
que para todo entero A la congruencia

T1Ty = 2324 + A (méd p)

tiene solucién en el conjunto (2.2) si NyNyN3N; > cp?, respondiendo en
particular a la pregunta planteada por Ayyad, Cochrane y Zheng.

2.3. Notacion y Lemas
A través de este capitulo usaremos la abreviaciéon
e,(z) = e2miz/p

Recordamos la identidad
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Ze o) { , siu=0 (méd p),
P 0, siuz0 (méd p),
la cual es muy 1util para calcular el niimero de soluciones de varias congruen-
cias.

La idea principal para la demostracién del Teorema 6 esta basada en
la combinacién de los métodos de [2] y [14]. En particular, necesitamos el
siguiente Lema de [2].

Lema 6. La siguiente estimacion tiene lugar:

N1 Ny N3Ny

J < + (p + NiNologp)'/*(p + N3Ny log p)'/2.

Mas ain, la desigualdad tiene lugar si los productos N1 No y N3Ny son reem-
plazados por cualquier otra combinacion a pares de N;.

Lema 7. Para demostrar el Teorema 6 es suficiente establecer (2.7) en el
caso L1 Lg, L2 L4, N1 Ng, N2 = N4.

Demostracion. La demostraciéon es similar al argumento descrito en [2, p.
408]. Tenemos

L1+N1  La+N2 L3+N3 Lg+Ny

=YY X X ¥

X x1=L1+1xo=Lo+1x3=L3+1 x4=L4+1

k* %k
X(x1x0miTy).

Tomando el término que corresponde al caracter principal x = xo y poste-
riormente aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwartz, tenemos

N{NyNs N,
J— % < /815,
donde
1 Li1+N1  La+N» 2
Si=—7 . > x(wmw)
p x#xo |r1=L1+1xz2=Lo+1
1 L3+N3 L4+Ny
Sp=—— 2. 2 @)
p X#xo0 |r3=L3+1 x4=L4+1
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Claramente,

N2NZ NZN2
p—1’ p—1’
donde J’ es el niimero de soluciones de la congruencia

Slzjl— SQZJH—

T1T2 = y1y2  (mod p), Li+1 <z, y1 < Li+Ny, Lo+l < x9,y2 < Lo+ Ny

y J” es el nimero de soluciones de la congruencia
(méd p),

T34 = Y3Ya Ls+1 < x3,y3 < L3+ N3,

Por lo tanto, asumiendo que (2.7) tiene lugar en el caso L; = L3, Lo
N; = N3, Ny = Ny, obtenemos

= L47

2 2
S, < N\ Ny <\/10g P+ (5(N1N2)> LS < N3N4<\/log D+ (5(N3N4)> .

El caso del apareamiento §(N1N3) v §(NoVy) se trabaja de manera anélo-
ga; con la diferencia de que en este caso definimos Sy, S5 como

1 L1+N1  L3+N3 2
S = ﬁ Z Z xlxg )
X#xo |z1=L1+1 z3=L3+1
1 Lo+N2  L4+Ny 2
SQ = m Z Z l‘2$4
X#X0 |x2=Lo+1 x4=L4+1

]

El siguiente resultado es muy conocido y ademas bastante 1til para la
estimacion de cardinalidades de conjuntos mediante el niimero de soluciones
de una ecuacién asociada.

Lema 8. Sea s, cualquier sucesion de elementos (no necesariamente distin-
tos) del sistema completo de residuos F,. Sea M > 1 un entero. Si I denota

el numero de soluciones de la ecuacion
1<nm< M,

Sn = Sm,

entonces

Ly+1 < 24,y4 < Ly+Ny.
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Demostracion. Sea A € {s, : 1 < n < M}, denotemos por I()\) al nimero
de soluciones de la ecuaciéon s, = A. Entonces,

dIN =M, > PP\ =1,

donde A en las sumatorias corre a través del conjunto {s, : 1 <n < M}. La

estimacién requerida se sigue ahora de la desigualdad de Cauchy-Schwartz.
O

El siguiente lema es una versién débil del lema mencionado en [2, Seccién
1].

Lema 9. 5i Ny = Ny, N3 = Ny y NoNy < p, entonces
J < NyN,logp.

Notemos que el Lema 9 también puede ser visto como un caso particular
del Teorema 6.

2.4. Demostracion del Teorema 6

Conforme a lo establecido en el Lema 7, es suficiente considerar
Ly =1Lz, Ly=1L4, N; = N3, Ny=Njy.
Por lo que, en este caso J denota al nimero de soluciones de la congruencia
r1roxy = x4 (mod p)
con las variables sujetas a las condiciones
Li+1<ax,25< L1+ Ny, La+1<ux9,24<Lys+ N>

Nuestro objetivo es demostrar

2 N2

N=#N.
J— 1p 2 ¢ N1N2<logp+(5(N1N2))2)-

Podemos suponer que N; > 10, Ny > 10. Siguiendo la idea de [14], primero
tomaremos dos parametros positivos M; < N;/2, My < Ny/2, los cuales
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seran definidos explicitamente mas adelante. Definamos por J; al nimero de
soluciones de la congruencia

(x1 4+ y1)xoxy = 24 +ys  (mbd p)
sujeta a las condiciones

Li+1<a <Li+N— M, 1<y <M,
Lo+1<ay<Ly+ Ny, Li+1<uw3< L+ Ny, (2.9)
Lo+1<zy < Lo+ Ny— DMy, 1<ys< M.

Por J; denotamos al niimero de soluciones de la congruencia
* ,
(r1 —y1)zows = 24 —ys  (m6d p)
sujeta a las condiciones

Li+1<x <Li+N+ M, 1<y <M,
L2+1§$2§L2+NQ, L1+1§£C3§L1+N1, (210)
Lo+1<ay < Lo+ No+ My, 1<y, <M.

Entonces,

Ji <J< Jo

. 2.11
MMy — M,y M,y ( )

Demostraremos que para M; y M,, elegidos adecuadamente, se tiene la si-
guiente estimacion

Jl N12N22 2
— N N <1() p —|— (5 N N >7
M, < 14V2 g ( ( 1 2))
ogp .
A {1 A (2 14V2 g 14V2

Este hecho terminard la demostracion del Teorema 6.
Expresamos a J; en términos de sumas trigonométricas, esto es

Jp = ]—1) Z Z ep(a((@1 + y1)rexs — 24 — Ya)),

—(p—1)/2<a<(p—1)/2 x1,22,23,T4,Y1,Y4
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donde las variables estas sujetas a las condiciones (2.9). Separando el término
correspondiente a a = 0, obtenemos

_ NiNy(Ny = My)(Ny = Ma)My My

J1 )

1 *
- Z f(a) Z ep(a(ry + y1)woy)|
P cactonye 1,202,331

donde
f(a) = min(Ns, p/|a|) min(Ms, p/|al).

Para 1 <|b| < (p—1)/2 sea I(a,b) el nimero de soluciones de la congruencia

CLCIIQZE;Eb (médp), LQ"‘lSZEQSLQ—f—NQ, L1+1§ZE3SL1+N1

Entonces,
N{N5(Ny — M) (Ny — Ms) M, M
J1_12(1 1) (N2 2)12<<
p
1
- > fla)g®)I(a,b),
Pcactonye 1<mi<p-1)2
donde

9(b) = min(Ny, p/|b]) min(My, p/|b]).
Sin perder la generalidad, podemos remover el signo del médulo de |b| (me-

diante la refleccién del intervalo del rango de x3 con respecto al punto p/2).
Definamos los siguientes intervalos:

Av=[1,p/No]NZ, Ay = [p/Na,p/M] N L, As = [p/Ma, (p—1)/2] NZ,
Bl = []_,p/Nl]ﬂZ, BQZ [p/Nl,p/Ml]ﬂZ, 83: [p/Ml,(p—].)/Q]ﬁZ

Entonces, tenemos

3 3
NNy (Ny — M) (Ny — My) My M.
Jl i 1 2( 1 1)( 2 2) 1 2 < ZZTI/#, (212)
p v=1 p=1
donde .
Tp=—-> > flag) > L
p acA, beB, az2=bz3z (méd p)
Lo+1<x2<La+N>

L14+1<23<L1+N1
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A fin de estimar 7}, usamos el Lema 6. Para Tj; se tiene inmediatamente
T11 < N1N2M1M2 Ing (213)

Para estimar 175, descomponemos al intervalo donde se suma b en subinter-
valos de la forma e/~'p/N; < b < e/p/Ny, donde 1 < j < log % Por lo
tanto, al aplicar el Lema 6 se tiene

T, < NoM;M, Z /N1 >y > oo

i1 a<p/N2 b<eip/Ni aze=bxrz (méd p)
j<log 37t Lo41<z2<La+Na
Li+1<z3<L1+Ny

N1 Ny M, M. Ly j
SRR ST (ep+ plogp) < NiNoMiMylog .

I N
. 1
j<log M,

La misma estimacion se tiene para 751, por lo tanto
T12 + Tgl < N1N2M1M2 logp (214)
Para T3 se tiene

T13 < pN2MQZ 2J 2/M2 Z Z Z 1

J a<p/N2 b<eip/M; axa=bxr3 (mdd p)
Lo+1<x9<L2+Ns
Li+1<z3<Li1+N;

M12N2M2 1 (€jN1p :
—_— —(——= + &/2(Ny/My)?plo >
D Zj:ezﬂ M, (N1/My) "“plogp

< N1N2M1M2 logp
La misma estimacion se garantiza para T3, en consecuencia
T13 + T31 <K N1N2M1M2 Ing (215)

Maés adelante, estimamos Ty quien aportard el término 6(N;Ny) que aparece
en el enunciado del Teorema 6. Tenemos

Ty < pMiM, Z é:;lez Z Z Z I

1<log(Na/M3) a<eip/Ng b<eip/Ni axa=bzx3z (mdd p)
j<<10g(N1/M1) Lo+1<x9<L2+Ng
Li+1<z3<Li+Ni

N1 Ny My M, Z

1 7 (3
’ 7 (¢ plog).

i<<10g(N2/M2)
j<log(N1/M7)
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de aqui se obtiene

N, N.
T22 < N1N2M1M2 (10gp -+ lOg ﬁ lOg M2 ) (216)
1 2

De manera andaloga se trabaja con Th3 v 139 :

T23 < MQp ’ Z z+2] Z Z Z 1

1<log(Na/M2) a<e 'p/Na b<eip/M; axe=brz (mdd p)
7 Lo+1<x9<Lo+N2
Li+1<z3<L1+MN:

N2M2M12 Z 1 <€i+jN1p

P etz M,
i<log(N2/M2)
J

< N1N2M1M2 logp

+ €(i+j)/2p log p(Ny /M1)1/2>

La misma estimacion se tiene para 7139, por lo que tenemos
T3 + T32 < Ny No My Mo log p. (2.17)

Finalmente, para T33 resulta

- Z 627,4—2] Z Z Z 1

a<etp/Ms b<eip/Mi axe=bxs (méd p)

Lo+1<x9<Lo+Ns
L1+1<x3<Li1+N;
MEM? (e'p/Ms)No(p/M;)e’ Ny NN,
(i+7)/2 ] )
< =5 § :ezlm( P TN Mt o8P
Asi,
T33 < NlNQMlMQ Ing (218)

Insertando (2.13)—(2.18) en (2.12), deducimos

Ji N2NZ

M, M, P

N Ny  Ni{My, NoyM;
N, N. (1 log — log —2 )
< 120gP+OgMOM2+ » + »
siempre que My < Ny/2, My < Ny /2.
Si N1 N, < 10p, definimos My = [N1/2], My = [N5/2] y se obtiene

J N2NZ
M, M, p

< N1 Ny log p.
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Si NiNy > 10p, entonces definimos M; = [p/Ny] < Ny/2, My = [p/Ny] <
N5 /2y sucede

Jp NZNZ o N1 Ny
- NV, (log p + log? =222, 2.19
YR P < NN, (logp + log P (2.19)

Asi, la estimacion (2.19) se garantiza en ambos casos.
De manera analoga,

Ja NZNZ 5 N1 Ny
- N.N. (1 1 ) 2.20
VL p < NNy (logp + log (2.20)

Sustituyendo (2.19) y (2.20) en (2.11) concluimos la demostracién del Teo-
rema 0. O

2.5. Demostracion del Teorema 7

Podemos suponer que A < p. Sea J el nimero de soluciones de la con-
gruencia (2.1) bajo las condiciones

Li+1<a,23<Li+ N, Lo+1< 29,20 < Lo+ Ny,
y sea I(A) el nimero de soluciones de la congruencia

T2 =X (méd p), L1 +1<a <L+ Ny, Ly+1<ax< Lo+ No.

Entonces , ,
p— p— 2 AT2
NNy 2 N#N.
Ej(m)— ! 2) =y Py - =2
A=0 p A=0 p

Dado que Y2} I?(\) = J, del Teorema 6 obtenemos

[y

Pz 2
<I()\) ~ Alog p) < NyNy(logp + log? A) = Ap(log p + log? A) log .
0

Sea & C {0,1,2,...,p— 1} tal que I(\) = 0 para A € £. Entonces

i

|E|A% log? p < A p(log p + log® A) log p

y el resultado se sigue. ]
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2.6. Demostracion del Teorema 8
Podemos suponer que Ny N3 > NyN4. Denotemos
le{l‘lI; (méd p) . L1 SZL’l §L1+N17 L3+1 SZL’g §L3—|—N3},

Hy ={zqxy (médp): Lo<ax9< Lo+ Ny Ly+1<uxy<Ly+ Ny}

Por el principio de las casillas de Dirichlet es suficiente probar que |H;| +
|Ha| > p. Sea
Ri={h (médp): he&H}.

Entonces la congruencia
r+t—(y+2)h=0 (mdd p)
no tiene soluciones en las variables h, x,t,y,2 con h € Ry y

[O,E)Lﬂ + 1 S l’,t S [0,5[/1] + [0,5N1],

2.21
[0,5Ls] + 1 <y, 2 < [0,5Ls] + [0,5Ns]. (221)

Por lo tanto,
p—1
Z Z ZZep(a(x—i-t —h(y+2))) =0,
a=0 heR1 z,t y,z

donde el rango sumatoria de las variables z,t,y, z esta dado por (2.21). Se-
parando el término correspondiente a a = 0, tenemos

Y > eplahly +2))

Y,z heRl

p—1
Ry |XPXG <) a(z +t))

donde X; = [0,5N;]. Por otra parte, para (a,p) = 1, tenemos

Z Z e,(ah(y+ 2))| < z_: Zep(ah(y 4 z))‘ —

Y,z hERl h=0 Y,z

Zep y—l—z‘ pXs.

p—

Z

=0
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También,
p

> 1D elalz+1)

< pXj.

—1
a=1
En consecuencia,
IR |IX7PX3 < p* X1 X5
Dado que p es un primo suficientemente grande, deducimos
2 4.5 2
p S 0P

—p— Ry >p— _ .
[Hil =p—|Ri| = p X% 2PN,

(2.22)

Si NoN,4 > 10p, entonces definiendo
Ro={h (médp): h¢eHs},

y siguiendo las mismas lineas de la demostracién de la desigualdad (2.22),
obtenemos

4.5p?
=p—|Ro|l >p— = .
|Ha| =p—|R2| > p Ny N,
Por lo tanto,
4,5p*  4,5p*
> oy — _ >
[Hal + [Ha| = 2p NoN,  N;N; P

y el resultado se tiene en el caso NoNg > 10p.
Supongamos ahora que N;N; < 10p. Denotemos por [ al numero de
soluciones de la congruencia

T4y = Yays  (méd p), Lo+l <o,y < Lo+ Na,  Ly+1 < 24,94 < Lyt Ny
En virtud del Lema 9 se tiene,

I < NyNylogp.
Por lo tanto, en vista del Lema 8,

N22N42 > 00N2N4

>
[Hal 2 I — logp ’

donde ¢j es una constante absoluta. Combinando este hecho con (2.22), ob-
tenemos

4,5p? NoN. NoN, 45N, N,
]H1|+|H2\2p— p _|_Co 2 42p—l—60 21Vy4 2 4'
N1 N3 log p log p clogp
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Tomando ¢ = 5¢gy, concluimos

‘Hﬂ + |H2’ > p.

2.7. Demostracion del Teorema 9

Sea H el conjunto de los diferentes elementos de la forma (d;+ds) (b1 +ba)*,
donde
dy € D, dy € D, by € B, by € B, by + by 7é 0. (223)
Lema 10. Tiene lugar la siguiente estimacion:
2

p

H| = p— oy
B||D| - p

Demostracion. La demostraciéon del Lema 10 sigue las mismas lineas que la
prueba del Teorema 8. Sea

R=F,\H.

Entonces la ecuacion

no admite soluciones con h € R y dy,ds, by, by bajo las condiciones dadas
en (2.23). Por lo tanto, dado que by + by = 0 implica d; + ds = 0, la ecuacién
(2.24) tiene a lo mas |B||D||R| soluciones sujetas a

dieD, dyeD, bieB, beB, heR.

De esta forma,

%ZZ Z Z ep(a(dl +dy — (by + bo)h)) < |B||D||R|.

a=0 heRd1€D b1eB
do €D boeB

Separando el término correspondiente a a = 0, tenemos

2 2

1 18~
“[RIIDPIBI* < [BIDIIR[+ =D > 1> eylad)| | Y ey(ahb)
p p a=1 h=0 |deD beB
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Asi,
[RIDI*|BI* < BI|IDI[RIp + |DI|Blp*,

lo cual implica

p2

Hl=p— Rl 2p— s
|B|[D] - p

]

Para demostrar el Teorema 9, denotemos por 7' al niimero de soluciones
de la ecuacién

a1+)\01:a2+/\02, aleA,CLQGA, 01€C,02€C, e H.

Si c; = co, entonces a; = as y A puede ser un elemento arbitraro de H. De
lo contrario, para ay, as, ¢1, cs dados con ¢ # ¢, tenemos a lo mas un posible
valor para A. Por lo tanto

T < |Al[CIIH] + [AF|C[*.
Asi, existe un elemento A € ‘H tal que

AP
I <|Allc| + :
Al +

donde I denota al nimero de soluciones de la ecuacion
a1+)\01:a2—|—)\02, aleA,CLQGA, CleA,CQEC.
De esto y en virtud del Lema 8, tenemos

APIC” o AlICNH]
L~ |AllC]+ R

#{a+M:ae A celC} > (2.25)

Dado que A es un elemento fijo de H, existen elementos fijos dj,, dj en D y
elementos fijos by, by de B tales que

A = (dy + dg) (by + bg)™
Por lo tanto, de (2.25) obtenemos

|AJICI[H]

#ay+by) +cldy+dy):acec A celCl > — .
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Recordando las desigualdades |A||C| > (2 + V2)p, |B||D] > 2+ V2)p vy
usando el Lema 10, tenemos

Al
|A[IC] + K]
Finalmente, del principio de las casillas de Dirichlet concluimos que

{(Cll +G2)(b{)+bg)+(cl+Cg)(d6+d3) Tay € ./4, ay € ./4, Cc € C, Cy € C} = Fp.

]



Capitulo 3

Distribucidn y propiedades aritméticas
de n! (mdd p)

El problema de la distribucién de sucesiones con términos relacionados
con factoriales médulo un nimero primo ha sido un tema bastante investiga-
do, por ejemplo en los trabajos recientes [8], [9], [22]-[25], [42] y las referencias
citadas. En [31, F11] se conjeturé que la sucesién n! no incide en alrededor
p/e clases residuales médulo p. De ser cierta esta conjetura la sucesién n! de-
berfa tener aproximadamente (1 —1/e)p valores distintos médulo p, se puede
consultar [9] para més resultados de esta naturaleza. Esto a su vez implicaria
la representabilidad de toda clase residual médulo p como suma o producto
de dos factoriales. De manera incondicional, del Teorema de Wilson se sigue
que cualquier entero 1 < z < (p — 1)/2 satisface la congruencia

2r -1 (p—22)!=1 (mdd p), (3.1)

identidad que fue punto de partida en los trabajos [8] y [23, Teorema 13|
para estimar el tamano del conjunto

{mIn! (méd p) : 1 <m,n <p}.
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En el trabajo [23], Garaev, Luca y Shparlinski demostraron que
#{m!n! (méd p) : 1 <m,n <p}> gp + O(p'*1og? p).
Posteriomente este resultado fué mejorado por Chen y Dai [8] al obtener
#{m!n! (méd p) : 1 <m,n <p}> Zp + O (p'*1og? p).

Ambos resultados fueron mejorados en [29] donde, al igual que en los
metodos de [8] y [23, Teorema 13|, se partié de la identidad (3.1). Mediante
la manipulacién de la congruencia (3.1) es posible elegir conjuntos ajenos de
clases residuales representables como m!n! (méd p) de tal forma que el ta-
mano de cada uno de ellos puede estimarse contando el nimero de soluciones
de sistemas de congruencias. Para los sistemas de congruencias se encontra-
ron formulas asintéticas, en los casos mas elaborados empleando estimaciones
de sumas hibridas de caracteres. El resultado es el siguiente.

Teorema 10. La siguiente estimacion tiene lugar

41
#{mIn! (méd p) : 1 <m,n <p} > 1< + O(p"?log® p).

Sin embargo, los resultados discutidos hasta ahora no se pueden aplicar
para probar representaciones en términos de factoriales de enteros de tamano
restringido, tampoco se derivan féormulas asintoticas para el niimero de solu-
ciones de estas representaciones. En esta direccion se han hecho avances en
los trabajos [22]-[25]. En particular, se han estimado sumas exponenciales
y de caracteres que involucran factoriales de enteros en intervalos de pe-
quena longitud. Estos resultados han sido fundamentales para establecer la
representabilidad de clases residuales en términos de factoriales de tamano
restringido y en varios casos también féormulas asintoticas para el nimero de
tales representaciones.

3.1. Congruencias del tipo Waring

Mediante el Teorema de Wilson (ver la identidad (3.1)) y el principio de
las casillas de Dirichlet se puede demostrar que toda clase residual modulo p
se representa en la forma

my!lng! + melng!  (méd p),
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para irrestrictos enteros mj, ma, ny, ng. Del trabajo [24] de Garaev, Luca y
Shparlinski, se obtiene la siguiente estimacion para la doble suma exponencial
con argumento de la forma m!n!,

N N
2 E 627riam!n!/p

m=1 n=1

méx < NU/O6p1/8,

(a,p)=1

Con tal resultado establecieron la representabilidad de clases residuales como
suma de términos de la forma m!n!, con las variables en intervalos de pequena
longitud. En particular, establecieron que toda clase residual A (méd p)
puede escribirse como

7
Zmi!ni! = (mod p),
i=1

para ciertos enteros positivos mq,nq, ... ,mr, n7 no mayores que c¢p>/3*, con

alguna constante absoluta ¢ > 0. El siguiente resultado, del trabajo conjunto
con Garaev [16], mejora al anterior en dos direcciones, el nimero de sumandos
y el tamano de las variables.

Teorema 11. Cualquier clase residual X\ modulo p puede escribirse como

5
Zmi!ni! =\ (mdd p),
i=1

para ciertos enteros positivos my,ny, ..., Mz, Ny con Max <;<s{m;,n;} <
cp®/?8 | donde ¢ es una constante absoluta.

En [25] se defini6é a [ = I(p) como el entero [ > 1 mdas pequeno tal que
para cualquier entero A\ la congruencia

nl+---+n!=X (mdd p),

tiene solucién en los enteros positivos nq,...,n;. Un problema abierto es
demostrar que [(p) = O(1), la conjetura presentada en [31, F11] implicaria
I[(p) = 2. Una estimacién del tipo

p

E e?ﬂ'iaax!/p

x=1

max < pt~e,

(a,p)=1
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para alguna constante ¢ > 0, resuelve completamente este problema. De
manera incondicional es posible demostrar que I(p) < log® p y por otra parte,
aplicando un argumento de combinatoria (ver por ejemplo [30, Lemma 1]) y
el hecho de que

#{n! (médp) : 1<n<p}>p/?
se demuestra que existe un entero ¢, tal que la congruencia
zl+yl 4+ 2l + qul =X (méd p), 1<uzy,zw <p,

es soluble para todo entero A moédulo p.

3.2. Representabilidad de clases residuales co-
mo producto de factoriales, suma de su-
mas armonicas y coeficientes binomiales

En [23] Garaev, Luca y Shparlinski demostraron que para cualquier cardcter
X Z Xo (mdéd p) se tiene
L+N

> x(nl) < N¥/'p ¥ log™ p,
n=L+1

donde L, N denotan enteros no negativos. Combinando este resultado con
estimaciones superiores para el nimero de soluciones de congruencias espe-
ciales (Lema 12) demostraron que para A 0 (mdd p) dado, el nimero de
soluciones de la congruencia

7
Hni!E)\ (méd p); L+1<ng,...,n; <L+ N, (3.2)
i=1

asintéticamente se comporta como N7/p, para0 < L+1< L+ N<py
Np~ /12 log_l/zp — 0 cuando p — oo.
Maés atin, el Teorema 8 de [23] proporciona una férmula asintética para

el niimero de soluciones de la congruencia

k
Hnilz/\ (méd p); L+1<ng,...,ny <L+ N.

i=1
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El nimero 7 de factores en (3.2) es el entero més pequeno k para el cual esta
férmula asintética es efectiva con N = o(p).

En [26], Garaev, Luca y Shparlinski obtuvieron resultados andlogos al
anterior para sumas armonicas

n

1
?;_s’
=1

Hy(n) =

donde s es una entero positivo fijo y H(n) es calculado médulo p. En parti-
cular, obtuvieron una estimacion no trivial para una suma exponencial con
argumento H(n) y probaron que para cualquier entero A el nimero de solu-
ciones de la congruencia

7
ZHS(W)E)\ (méd p); L+1<ng,...,ny <L+ N,
i=1

tiene un comportamiento asintético como N7/p, para0< L <L+ N <p y
Np~ /12 logfl/Qp — 0 cuando p — oo.

En [27] propiedades distribucionales de los semi-coeficientes binomiales

2
b, = ( ”> n=01,...,
n
y numeros de Cataldn

1 2
Cn = (n)’ n=0,1,...,
n+1\n

también han sido investigados. Se demostré en [27] que para primos suficien-
temente grandes p y todo entero \ existen enteros positivos r, s < p'3/2log® p
tales que

by =X (médp) y e, =X (méd p).

Este hecho mejoré de manera sustancial el resultado previamente establecido
en [3] donde se requere que los enteros 7, s sean de la magnitud po®).

Aunque las potencias de p que aparecen en los resultados mencionados
hasta ahora no han sido disminuidas, los factores logaritmicos en ciertos casos
pueden ser removidos. Uno de los propésitos de este capitulo es abordar esta
cuestiéon. Para dicha tarea se retomaron los argumentos descritos en [23],
[26] y [27], y se combinaron con el método expuesto por Garaev en [14]. Los
siguientes teoremas se establecieron en [28].
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Teorema 12. Sean
N>1, M>1, 0<L<L+N+M<np.

Si x (méd p) es un cardcter no principal modulo p, entonces la siguiente
estimacion tiene lugar

N M

DY xl(@+y+ L)) < MN*p'Slog (NM ™' +2).

z=1 y=1

Ademds, si L — M > 0, entonces también tenemos
N M
S S — gt ) MNP Lo (N0 52
=1 y=1

Combinando el Teorema 12 con el Lema 12 bajo el método de [14], se
obtiene el siguiente resultado.

Teorema 13. Sea 1 < N < p. Sea A un entero, A\ 2 0 (méd p). Si J
denota al nimero de soluciones de la congruencia

nil-o-ngl =X (méd p); 1<nq,...,n7 <N,

entonces .

J:

P L0 <N11/2p3/8 10g3/4(Np_11/12 i 2)> ‘

Corolario 1. Para cualquier clase residual A Z0 (mdéd p) la congruencia
nil---ngl =X (mdéd p)

tiene solucion en enteros positivos ny, . ..,ny satisfaciendo

11/12.

max n; < p
1<i<7

También se presentan resultados similares para sumas armoénicas.

Teorema 14. Sea

N>1, M>1, 0<L<L+N+M<np.
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Entonces las siguiente desigualdad tiene lugar:

N M
mix S0 57 e2meb /el MINYApUS log /Y (NM T 1 2).

=1
(a,p) =1 y=1

Ademds, si L — M > 0, entonces también tenemos

N M
mw:E:E:gmmwhwﬂm‘<AMWM#BM§MUWW4+Q)

(a,p)=1

z=1 y=1

Teorema 15. Sea 1 < N < p. Sea A un entero arbitrario, si J; denota al
numero de soluciones de la congruencia
Hi(ny)+ -+ Hs(nz) =X (méd p); 1< ny,...,ny <N,

entonces

N?

Jl=" 40 <N11/2p3/8 10g3/4(Np_11/12 4 2)> .
p
Del Teorema 15 obtenemos el siguiente resultado:

Corolario 2. Para cualquier clase residual A (méd p) la congruencia
Hy(ni) + -+ Hs(n7) =X (mdd p)

es soluble en enteros positivos nq,...,nr; que satisfacen

11/12

max n; < p
1<i<7

Considere ahora los semi-coeficientes binomiales

b, = <2”> n=01,...,
n

y los nimeros de Catalan

1 2
Cp = (n)’ n=20,1,...,
n+1\n

donde, en la forma usual, definimos 0! = 1.

Teorema 16. Para todos los primos suficientemente grandes p y todo entero
\ ezisten enteros positivos r, s < p'3/? tales que b, = cs = A (méd p).

En las secciones 3.6 y 3.7 demostraremos los Teoremas 12 y 13 respectiva-
mente. Las demostraciones de los Teoremas 14, 15 y 16 seran omitidas ya que
se pueden obtener siguiendo los mismos argumentos de las demostraciones
de los Teoremas 12 y 13.
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3.3. Lemas

A lo largo del capitulo emplearemos la abreviacion

e,(z) = e2m2/P,

El siguiente lema estd tomado del trabajo de Garaev [14] y presenta una
estimacion superior para el valor promedio del producto de médulos de dos
sumas racionales lineales.

Lema 11. Sean L, Ly, A, B enteros tales que, 1 < A, B < p. Entonces, la
siquiente estimacion tiene lugar:

p—1 | Li+A Lo+B
Z Z e,(ax) Z e,(ay)| < pAlog(BA™! +2).
a=0 |z=L1+1 y=L2+1

El siguiente resultado fue obtenido en [23].

Lema 12. Sean 0 < L < L+ N < p y k un entero positivo fijo. Entonces el
numero de soluciones de la congruencia

nil-oongp! = ng!oong! (méd p); L <ng,...,ng < L+ N

es < N2=127" " donde la constante implicita solo depende de k.

Un resultado de naturaleza aditiva, andlogo al Lema 12 también fué es-
tablecido para sumas armonicas

1
Hs(n) = )
— 15
=1
donde s es un entero positivo fijo y Hs(n) esta calculado médulo p.

Lema 13. Sean 0 < L < L+ N < p y s, k enteros positivos fijos. El nimero
de soluciones de la congruencia

k 2k
ZHS(n,) = Z Hi(n;) (méd p); L<ng,...,ngp <L+ N
i=1 i=k+1

es < N2=1427" " donde la constante implicita puede depender sélo de k y s.
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La demostracién puede consultarse en [26]. El siguiente Lema es un caso
especial de [24, Teorema 1]

Lema 14. Sea N un entero positivo, N < p. Entonces tiene lugar la estima-

cion
|
E E e,(axly

z=1 y=1

max < N11/6 1/8

(a,p)=1

3.4. Demostracion del Teorema 10

Sea
E={nm! (médp) : 1 <n,m < p}.

El punto de partida, como en [8, 9] y [23], es utilizar la congruencia
2z —-1!-(p—2x)! =1 (mdd p), (3.3)

la cual tiene lugar para cualquier entero positivo x < p;, donde p; = (p—1)/2.
Sea,
E =A{2,4,...,2m}.

Denotemos por & al conjunto de los enteros positivos impares menores que
py de la forma
2z —1)" (médp), 1<z<p:.
Aqui a* se define por aa* =1 (méd p), con a Z0 (mdd p).
Sea & el conjunto de los enteros positivos impares menores que p que

se representan como (2z)* (mdd p), para algin 1 < z < py, y al mismo
tiempo en la forma

(2z)" 2z +1)" (médp), 1<z<p —1L

Ahora, definimos &, al conjunto de los enteros positivos impares menores que
p que se pueden escribir como (2z2)* (mdd p) para algin 1 < z < p; y ala
vez en la forma

2z — 1)*(22)" 2z + 1)*  (mdd p)
para algin 1 < x < p; — 1 que cumple con la condiciéon

(4(2:,;_ 1)(22) (22 + 1) + 1) L (1 - 3372) _—

p p
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Aqui y a lo largo de la seccién <5> es el simbolo de Legendre. Finalmente,

denotamos por & al conjunto de los enteros positivos impares menores que
p los cuales se escriben como (2z)* (mdd p) para algin 1 < z < p; y ala
vez en la forma

2z — 1)*(22)" 2z +1)"  (mdd p)
para algin 1 < x < p; — 1 bajo las condiciones

(4(21-_ 1)(22) (2 + 1) + 1) . (1 —3332) 1

p p
Para cada numero del conjunto &; le asociamos la clase residual a la cual
este numero pertence. Con esta convencién, dado que (2z)!(p — 2z)! = 2z

(méd p), tenemos & C E.
Siu €& ou € &, entonces u = (2xr — 1)*(22)*(2x + 1)*  (mdd p) para
algin x < p; — 1. Combinando con (3.3) obtenemos

u= 2z —-2)(p—2x—2)! (méd p),

de alliu € £. Por lo que, & C &, & C £. El mismo argumento verifica que
ECE,ECE.

No es complicado verificar que & NE; = O para 1 < i # j < 5. De
4u*+1

hecho, si, por ejemplo, u € &3, entonces = 1, mientras si u € £, UEs,

tenemos (WT“) = —1. Por lo tanto &3N&; = 0, E3NE5 = (). Los otros casos

se verifican de manera similar. En consecuencia
p—1
(€] 2 [&1] + 1E2| + [Es] + [Ea] + 1E5] = = — + [Ef + & + |€a] + |E5].
Afirmamos que las siguientes estimaciones tienen lugar:

&) = (3 +0(1)p,  [E] = (55 + o(1)p, (3.4)

€l = (55 +o(W)p,  |E| = (55 +o(1))p. (3.5)

Con el fin de estimar |&,|, denotamos por I al numero de soluciones del
sistema de congruencias

2r —1=(2x —1)*(22)* 2z + 1)* (mdd p)
22=(2x—1)(22)(2x +1) (mdd p)
4(20-1)20) e+ )41 _ _q
P

1—3:c2> — 1

p
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bajo las condiciones
I<z<p—1, 1<z<p, 1<r<p:.
Observe que para z # 0 (méd p) dado, si la congruencia
2z —1)2z(2x +1) =2z (mdd p) (3.6)
tiene dos soluciones distintas de cero x Zy (mdd p), entonces tenemos
(2y+ ) =1-32"> (mébd p).

Esto significa que para dado r, el sistema de congruencias anterior tiene a lo
mas una solucién. Esto implica que |&] > I.

Corresponde ahora analizar la cardinalidad de &5. Denotemos por J al
nimero de soluciones del sistema de congruencias

2r —1= (2 —1)*(2 )(295—1—) (méd p)
2z = (20 —1)(22)(2z + 1)  (mdd p)

4Qe-1)(22) e+ D)+ _
P

1322 ) —1
P

con las condiciones

I<z<p—1, 1<z<p, 1<r<p.

Dado r, tenemos a lo mas tres soluciones de este sistema. En consecuencia,

|E| > J/3, y resulta

ARSI (3.7)

Para I y J obtendremos las formulas asintéticas

b 1/271..3 b 1/21..3
I=—+0 1 =—4+0 1 .
39 (p/"log’p), J 39 (p™/"log” p)

Llamamos g(z) = (2 — 1)2z(2z + 1). Usando identidades trigonométricas
béasicas obtenemos

I - —2225 ()33 epla2r — 1~ (a(x)) e, (b(2z — g(x)))

- —ZZZ& (@) YD ey(al2r — 1 - (g(2))))e, (b(2z — g(x))),

a=0 b=0 z€A r=1 z=1
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donde

26(z) =1 - (M) (@) = 1 — (1—3;52)

p p

y
A={z:1<z<p -1, (4g(z) +1)(1-32*) =0 (méd p)}.

Claramente, |A| < 5. Por lo que, empleando la bien conocida estimacion

p—1 | X+Y
Z e,(an)| < plogp,
a=1 [n=X+1
luego
1 p—1 p—1 P1 p1
e S(x)y(x) Y Y eplal2r — 1= (g(x))")ey(b(22 — g(x)))
a=0 b=0 z€ A r=1 z=1
1 Pz p—1
< — Zep (2ar) Zep (2bz)| < log?p.
p a=0 b=0 |r=1 z=1
Por lo tanto
1 p—1 p—1p1—1 p1 p1
I = = S(x)y() ) D eplal2r — 1= (9(2))))e,(b(2z — g(x)))
p a=0 b=0 z=1 r=1 z=1
+ O(log® p).
Separando el término que corresponde a a = b = 0, obtenemos
PR~ p
1 2 2
=35 ; O(@)y(x) + Ri + O(log®p) = 25 + Ru + Ry + O(log”p),  (3.8)
donde
1
Ri<— Y Zep (2r — 1)) Z e, (022)| S(a,b), (3.9)
p 0<a,b<p—1 [r=1 z=1
(a,)#(0,0)

p1—1

_ Zl 5(x)y(x)ep(alg(®))” + by(x))
B () (57 ()]

z=1

Y

Ry <
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Lo siguiente sera demostrar que para 0 < a,b < p — 1 con (a,b) # (0,0),
sucede

R+ R K p1/2 10g3 p.

Aplicando la técnica de extender el rango de sumatoria de un intervalo corto
al sistema completo de residuos tenemos

§(a.b) = Z_ i 3(y)r(y)ep(alg(y)” + bg(y))% i ep(v(y — x))‘
}9 3 Z_ ep(vz) ) S()v(y)ey(alg(y)” +baly) + vy)|,

donde 3" indica que el rango de la sumatoria sobre y excluye a los puntos
0,p1 and p; + 1 (que son polos de g(y)*). Dado que

15()1(y) = 1 — (4g(y) + 1) 3 (1—_3112) N ((4g(y) +1(1 - 3y2)) 7

p p p

en virtud de las estimaciones de Weil para sumas hibridas de caracteres con
argumentos racionales (se puede consultar, por ejemplo, [39]), tenemos

p—1
> sw)v()en(alg)” + byly) + vy)| < p'/2.
y=0
Por lo tanto,
-1 |p1—1
S(a,b) %Z Z <<p1/210gp.
=0 | z=1

Combinando este hecho con (3.9), obtenemos

Ry < B8P P logp (Z Zep (2ar)

a=0 |r=1

) < p?log® p.

De manera similar, se verifica Ry < p'/?log p. Luego, por (3.8), se obtiene

_ P 1/27.,3
I 32 +O(p7*log”p).
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Anélogamente,

_ b 1/2 163

De esta forma, en virtud de (3.7), sucede
€4 = 55+ 010" ), |&:] > 52 + 0" 105" p),

lo cual comprueba la estimacién requerida (3.4).
Aplicando esencialmente el mismo argumento a &, & se verifica (3.5). En
consecuencia, concluimos

1 1 1 1 1 41
> e T /21663 p) = 1/2 1563 1)
]5|_<2+4+16+32+96)p+0(p 0g°p) 48p+0(p 0g° p)

O

3.5. Demostracion del Teorema 11

El nuevo enfoque para esta demostracién es considerar a la congruencia
planteada en el Teorema 11 con las restricciones adicionales

m1:m2:m3—1:m4—1.

De esta manera, demostraremos la representabilidad de cualquier entero A
en la forma

(m — Dl(ng! + na!) + ml(ng! + ny!) + mslns! = X (méd p)

con 1 <m,ms,ni,...,n5 <N, N =0(p?"/?®) y encontraremos una férmula
asintotica para el numero de dichas representaciones.

Sea N un entero N < p. Denotemos por J = J(A, N) al nimero de
soluciones de la congruencia

(m — D(n! 4+ na!) + ml(ng! + ng!) + mslns! = X (mdd p)
en enteros m, ms,nq,...,ns tales que

1 Sm,mg,,nl,...,ng, §N
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Expresamos a J en términos de sumas exponenciales y dado que

D3>0 D eplallm— 1)l + nat) + ml(ng! 4 nal) + malng! = X)) =

(Z Z ey(a((m —1)Ing! + m!n;;!))) e,(ams!ns!)e,(—al),

ni=1nz=1
tenemos
=y N N 2
J = ) > <Z > epla((m—1)lny! + m!ng!))> S(a)e,(—a)) § ,
a=0 m=1 \ni1=1n3=1

= Z Z e,(ams!ns!).

ms=1 ns

Separando el término que corresponde a a = 0 y estimando el resto de los
sumandos por sus médulos obtenemos

2

Z Zep m — 1)ng! 4+ mlng!))| |S(a)l

ni=1nz=1

p—1

-2ess

p pa:l m=1

El término |S(a)| se estima de manera uniforme sobre 1 < a < p—1, conforme
al Lema 14. De esta forma

7
J— % < NWOR8T (N, (3.10)
donde
(PN | NN 2
- > Z Z a((m — 1)lny! + mlng!))
a=0 m=1 |n1=1n3=1

Ahora observe que T'(N) representa al nimero de soluciones de la congruencia

(m—DIng!+mingl = (m — Dng! + mIng!  (méd p), 1< m,nq,...,ny.
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Dado que p > N > m es posible cancelar (m — 1)! en ambos lados de la
congruencia y obtener la congruencia equivalente

ni! —ngl = m(ny! —ng!) (méd p), 1< m,ng,..., ng. (3.11)

Dados ny,ng, ng,ng con ny! £ n3!  (mdd p), existe a lo més un valor para m
que satisface la congruencia (3.11). Por lo tanto, la congruencia (3.11) tiene
a lo méas N* soluciones con la condicién n4! # n3!  (mdd p). De esta forma

T(N) < N*+Ty(N),
donde T7(N) es el nimero de soluciones de (3.11) bajo la condicién
ng! =ng! (méd p).

Esta condicién y la naturaleza de la congruencia (3.11) implican ny! = ny!
(mdd p). Conforme a lo establecido en el Lema 12, tomado k = 1, el nimero
de tales (n1, ng, ng,ny) es menor o igual que

(#{(z,y) : al=y! (médp), 1<,y <N} <N
Por lo tanto, ya que m < N, tenemos T1(N) < N*. En consecuencia
T(N) < N*.

Complementamos la estimacién (3.10) con este hecho para obtener

N7 N7
J=_"4 O(N35/6p1/8> = (1+ O<N77/6p9/8)).
p p
En particular, para algin N = O(p*/2%), obtenemos J > 0. O

3.6. Demostracion del Teorema 12

Denotemos
N M

=) x(@+y+L)

rz=1 y=1

F=) > x(@—y+ L),
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Las demostraciones de las estimaciones requeridas para F y F; son similares,
por lo que solo trataremos con F.
Si
N1 /2

pY/41og 2 (NM~1 +2)
entonces la estimacion es trivial. Por lo tanto, podemos asumir que
N1/2
Lﬂ/4 log/?(NM~—1 + 2)

< 10,

Al aplicar defasamiento en los argumentos se tiene

N M

Flz%ZZZX (x+y+k+ L)) +O(KM). (3.12)

Elevando al cuadrado los médulos y usando la desigualdad de Cauchy-Schwrtz,
se tiene

2

NM N M K
F? < e DY D x(@+y+k+L))| + KM (3.13)
z=1 y=1 [ k=1
Asi
N K K
F? = > > Wik, k) + K*M?, (3.14)
k1=1ko=1
donde
N M
Wk k) = S5 "X (@ +y + ki + D) X (@ + 5+ = D).
z=1 y=1

Sustituyendo z = x + y + L, obtenemos

p—1 N M
|W (k1, k2)| ZX ((z+ k)Y z—l—kg Zzzep a(z—(x+y+1L))
a=0z=1y=1
1 al p-1 -
< ;Z Zep (ax) Zep (ay) Zx((z+k1)!)x((z+k2)!) ey(az)].
a=0 [z=1 2=0
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Por la definicién de W (ky, k) tenemos
W (k, k)| < NM.

Si k1 # ko, entonces, acorde a las estimaciones clasicas de Weil,

p—
Z ((z+ E))x((z + k) epaz)| < Kp*/2,
De hecho, si k; > ks, entonces tenemos
ZX 2+ k) x((z + ko)1) e,(a2)| <
p— kl
D x((z + k)X ((z + ko)) ep(az)| <
2=0
p—k1
> x((z+ke+ 1) (24 k1)) ep(az)| <
pjl
Xz ka4 1) (24 k) eylaz)| + K < Kp'”.
=0

De esta forma, cuando ki # ko obtenemos

Zep az) Z e,(ay)

=1
Sustituyendo las estimaciones obtenidas para W (ky, k2) en (3.14), deducimos

W (ky, k)| < Kp™*/? Z < Kp'?Mlog(NM~+2).

a=0

NM

F? ENM § §K1/2M1 NM™t+2 K2M?

<<K< +k1k1p og( L12) | + <
1 2

N2 M2

+ Kp?NM?*log(NM ™ +2) + K2M?.

Recordamos la defincién de K y observamos que los dos primeros términos
son del mismo orden, igual al requerido y ademaés el tercer sumando nunca
domina a los dos primeros. Por lo tanto, la demostracion queda concluida. [
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3.7. Demostracion del Teorema 13

Podemos suponer que N < p/2 dado que para N > p/2 el correspondiente
resultado de [23] proporciona una férmula mejor que la del Teorema 13.

Sea A Z 0 (méd p) y sea J = J(A, N) el numero de soluciones de la
congruencia

nil-oongl =X (méd p); 1< mny,...,ny <N.

Denote r = [lﬁ)gg ];[ ] . Dividimos al intervalo [1, N| en intervalos ajenos

[1,N]=[1,N/2"] U(N/2",N/2""" ] U---U(N/4,N/2] U (N/2,N].

Dado 1 < jy, jo,js < r — 2,denote por J(j1,J2,73) al nimero de soluciones
de la congruencia
nil--nl =X (méd p)

sujeta a las condiciones

N )
2ji<ni§F7 1=1,2,3; 1 < nyg,ns,ne,ny < N.
Entonces
J=J1+ 0O(J),
donde
r—2 r—2 r—2

Ji=> 3> T jo js) (3.15)

J1=1j2=17j3=1

y Jo es el numero de soluciones de la congruencia
nil--onl =X (méd p); 1< ny <8, 1<ng,...,ny <N.

Note que

X n1<8 n<N
1 6
<=7 2.2 x(n)
p x |In<N
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El dltimo término es igual al niimero de soluciones de la congruencia
nilnglng! = nylnslng!  (méd p); 1<ng,...,ng < N.
Por lo tanto, de el Lema 12 (tomando k = 3), tenemos
Jy < N+,
De esta forma,
J=Ji +0 (N> T1/%). (3.16)

Siguiendo los argumentos de [14], estableceremos una férmula asintética
efectiva para Jy. Sean 1 < ji, ja, j3 < r — 2 enteros fijos y sean

My = My(j1, jo, j3), Mz = Ma(jr, jo, J3), Mz = Ms(j1, j2,J3)
enteros positivos fijos a escogerse més adelante tales que
2< My < N2 —1, 2< My, <N272—-1, 2<M;< N2 1.
Denote por J'(j1, j2, j3) al nimero de soluciones de la congruencia
(n1 + mq)!(ng + mo)!(ng + mg)ng!nsng!n! = X (médd p)

sujeto a las condiciones

N N
1 <m; <M, g—Mi<ni§F, 1=1,2,3; 1< ny,ns,ng,ny <N.

Para mq, mo, ms fijos, el nimero de soluciones de la congruencia anterior es
Z J(j17j27j3>‘ Por lo tanto,

Jl(jlaj?aj?))

J(71, 72, 73) < )
(]1a]27]3) —= M1M2M3

Andlogamente, definimos J”(j1, ja,73) al nimero de soluciones de la con-
gruencia

(n1 —mq)!(ng — ma)!(ng — ms)ng!nsIng!n! =X (mdéd p)

sujeta a las condiciones

N N
1<m; <M, §+Mi<nz’§F, 1=1,2,3, 1< ng,ns,neny <N.
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Para fijos mj, mo, m3 el nimero de soluciones de la congruencia anterior es
< J(j17j27j3)' ASl’a ”( )
J"(J1, 92, J3 o
Y EYEYEE < J ? ) *
M MoM; = (J1, g2, Ja)

De esta forma

J”(jla j27 .73)
My MM

Jl(jl?j?a j3)

< J(71, 92, 73) < )
>~ (]17]27]3) — MlMQMg

(3.17)

Nuestro objetivo es usar esta desigualdad para demostrar que

7

L N
J(]17]27]3) i
p—

1 2*(jl+j2+j3) +0 <

3/8 \711/2
R S —11/12 3/4
23(j1+j2+343) /4 (log (Np +2)) )

Sea A |
Li=[N277]—M,;, N;=[N277*H—L, i=123.

Escribimos J'(j1, jo, J3) en términos de sumas de caracteres y obtenemos

J/<j1>j2>j3):%2 Hf(X;Mi,Ni,Li) ZX(”!) Wa
p—1 ,

donde y corre a través del conjunto de los caracteres multiplicativos moédulo
py
M;
F(x; M, Ni, L) = Z Z x((ni +m)!).
m;=1 L;<n;<L;+N;
Separando el término correspondiente al caracter principal x = xo, obtene-
mos

3

S N* N
=1

3 N 4
1
+0 max | F(x; M;, N;, L;)| | —— n! ,
[ ([seirtvsan s 2o1) 45 5 S )
donde [6;| <1, i =1,2,3. Observamos que
1 al )
I |
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es igual al nimero de soluciones de la congruencia
nilng! = nglng!  (mdéd p); 1 <nq,n9,ns,ng < N.

Por lo que, en virtud del Lema 12 tomando k = 2, tenemos

N 4

> x(nh)

n=1

1

< N3H/4,
p—1

X

Por lo tanto, usando esta estimacion, el Teorema 12 para estimar F (x; M;, Ny, L;)
y también tomando en cuenta que 2/ M;/N < 1y N; < N277% 4+ M;, dedu-
cimos:

3

J/(j17j27j3) N4 N
My MMs _p_lil_[l E+Mi+29i +
3
+0 <p3/8N13/4 TT N (tog (Nt +2)) 4)
=1
N7 o NT /90 972 973
— 9—(J1+j2+73) 2 oo=Gtaetis) (2o M+ S M
p— +Op M+ Mo+ My )+

3/811/2 3 .

+23(j1+j2+j3)/4 1_]1: (IOg (N2M + 2)) ) '

ie

Ahora, demostraremos que para una elecciéon conveniente de los parame-
tros My, My, M3 tenemos la siguiente formula asintotica

J' (41, 42, J3) _ N7 o~ Grbiztin) 4 O P8 N11/2
MyMaMs  p—1

Gy o (N 2>>‘
(3.18)

Si j1, jo, j3 son tales que N2~ U1+52+13)/6 < 100p''/12  entonces escogemos
M; = [N27%71 i=1,2,3
para obtener

J' (41, 32, Js)

= O(N 9/21 3/4 N —11/12 2
ML, (Np”“log”"(Np +2)),

y la estimacién (3.18) esta demostrada en este caso, puesto que el término
de error en (3.18) es el término que domina.
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Si 1, ja, js son tales que N2-U1+72+38)/6 > 100p1/12  entonces definimos

B N22—(j1+j2+j3)/3p—11/6 3/4
= 10g(N2*(j1+j2+j3)/6p711/12)

Claramente, V' > 2. Dado que méx{27*,272 2753} < N < p, también se verifica
que

V < 0,5N3/20 0t tis)Ap=1/8 0 5min{ N2/, N2792 N277s},
De esta forma, en esta situacion podemos elegir

N2_.ji

Mi:[ ] i=1,2,3,

y obtener

. 7
JGd2,08) _ N o Grtatis)
My M3 Ms p—1

p¥/BN1/2 3/4 (j1+ja+43)/6, —11/12
R S —(j1+j2+43)/6,—
+0o <23(j1+j2+j3)/4 log™" (N2 p + 2)>

7
= pN 12*(j1+j2+j3) + O(

p3/8N11/2 10g3/4(Np—11/12 + 2)
93(j1+j2+73) /4 '

En consecuencia, la estimacién requerida (3.18) se afirma en ambos casos.
Ahora combinando esto con (3.17), tenemos

PAIBNI2 1og3/4( Np=11/12 1 9)
23(j1+j2+73)/4 ’

7

‘]<j1>j27j3) < 12—(J1+J2+J3) + O(
p —_—

Andlogamente, obtenemos la misma férmula asintética para J”(j1, 2, j3)
y usando (3.17) deducimos que

L N”
J(J1s J2: J3) = -

3/4 _
9~ Girtiatis) 4 O(P3/8N11/2 log®*(Np~11/12 4 2)).

1 23(j1+j2+73)/4

Por lo tanto,

L NT
J(j1,72,73) =
p_

PI/BNTL/2 log3/4(Np*“/12 + 2))

923(j1+j2+73)/4

- 9—(j1+j2+7s) +0 <
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En virtud de (3.15) y (3.16), obtenemos

r—2 r—2 r—2
J = J<j17j27j3) +O<N5+1/8)
Jj1=1j2=1j3=1
N [&1 1\’
- - - R N O N5+1/8
XS a5 3) e onen
7=1 j>r—2
N7 1
= + R(N)+ O (—N6 + N5+1/8)
p— p
donde
r—2 r—2 r—2 1
3/8 A711/2 7. 3/4 ~11/12
R(N) < p"N"P1og" (Np ™2 +2) 3 D ) st
J1=1j2=17j3=1
< p3/8N11/2 log3/4(Np_11/12 +2).
Dado que
%N6 4+ NS/ p3/8N11/2 10g3/4 (prn/lz +2),
concluimos
7
J— P L0 <p3/8N11/2 10g3/4(Np_11/12 4 2)> ‘



Bibliografia

1]

8]

[9]

T. M. Apostol, ‘Modular functions and Dirichlet series in number
theory’, Second ed., Graduate Texts in Mathematics 41, Springer-Verlag,
New York, 1990.

A. Ayyad, T. Cochrane and Zh. Zheng, The congruence x1xs = w314
(méd p), the equation x1x9 = x374, and mean values of character sums,
J. Number Theory 59 (1996), 398-413.

D. Berend and J. E. Harmse, On some arithmetical properties of middle
binomial coefficients, Acta Arith. 84 (1998), 31-41.

J. Bourgain, More on the sum-product phenomenom in prime fields and
applications, Int. J. Number Theory 1 (2005), no. 1, 1-32.

J. Bourgain, A. A. Glibichuk and S. V. Konyagin, Estimates for the
number of sums and products and for exponential sums in fields of prime
order, J. London Math. Soc. (2) 73 (2006), 380-398.

J. Bourgain, N. Katz and T. Tao, A sum-product estimate in finite fields
and their applications, Geom. Func. Anal. 14 (2004), 27-57.

D. A. Burgess, Mean values of character sums, Mathematika 33 (1986),
1-5.

Y. G. Chen and L. X. Dai, Congruences with factorials modulo p, Inte-
gers 6 (2006), A21, 3 pp.

C. Cobeli, M. Vajaitu and A. Zaharescu, The sequence n! (méd p), J.
Ramanujan Math. Soc. 15 (2000), 135-154.



70

BIBLIOGRAFIA

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

T. Cochrane and Zh. Zheng, Small solutions of the congruence a;x3 +
asT3 + azr3 + a4x? = ¢ (mdd p), Acta Math. Sinica (N.S.) 14 (1998),
175-182.

P. Deligne, La conjecture de Weil 1, (French), Inst. Hautes Etudes Sci.
Publ. Math., 43 (1974), 273-307.

J. B. Friedlander and H. Iwaniec, The divisor problem for arithmetic
progressions, Acta Arith. 45 (1985), 273-277.

J. B. Friedlander and H. Iwaniec, Estimates for character sums, Proc.
Amer. Math. Soc. 119 (1993), 365-372.

M. Z. Garaev, On the logarithmic factor in error term estimates in cer-
tain additive congruence problems, Acta Arith. 124 (2006), 27-39.

M. Z. Garaev, Character sums in shorts intervals and the multiplication
table modulo a large prime, Monatsh. Math. 148 (2006), 127-138.

M. Z. Garaev, V. C. Garcia Waring type congruences involving factorials
modulo a prime, Arch. Math. (Basel) 88 (2007), no. 1, 35-41.

M. Z. Garaev, V. C. Garcia The equation r1x5 = x374 + A in fields of
prime order and applications, J. Number Theory 128 (2008), 2520-2537.

M. Z. Garaev, V. C. Garcia and S. V. Konyagin, Waring problem with
the Ramanujan T-function, Izvestiya Mathematics (Russian Academy of
Sciences) translated from Izv. Ross. Akad. Nauk Ser. Mat. 72 (2008),
no. 1, 39-50.

M. Z. Garaev, V. C. Garcia and S. V. Konyagin, Waring problem with
the Ramanugjan T-function II, Can. Math. Bull, (to appear).

M. Z. Garaev, V. C. Garcia, S. V. Konyagin, A note on the Ramanujan
T-function. Arch. Math. (Basel) 89 (2007), no. 5, 411-418.

M. Z. Garaev and A. A. Karatsuba, The representation of residue classes
by products of small integers, Proc. Edin. Math. Soc. (2), 50 (2007),
363-375.

M. Z. Garaev and F. Luca, Character sums and product of factorials
modulo p, J. Théor. Nombres Bordeaux 17 (2005), 161-170.



BIBLIOGRAFIA

g

23]

[24]

[25]

[26]

[27]

28]

[31]

32]

33]

M. Z. Garaev, F. Luca and I. E. Shparlinski, Character sums and con-
gruences with n!, Trans. Amer. Math Soc. 356 (2004), 5089-5102.

M. Z. Garaev, F. Luca and I. E. Shparlinski, Ezponential sums and
congruences with factorials, J. Reine Angew. Math. 584 (2005), 29-44.

M. Z. Garaev, F. Luca and I. E. Shparlinski, Waring problems with
factorials, Bull. Aust. Math. Soc. 71 (2005), 259-264.

M. Z. Garaev, F. Luca and 1. E. Shparlinski, Distribution of harmonic
sums and Bernoulli polynomials modulo a prime, Math. Zeitschr. 253
(2006), 855-865.

M. Z. Garaev, F. Luca and 1. E. Shparlinski, Catalan and Apéry numbers
in residue classes, J. Combin. Theory (Ser. A) 113 (2006), 851-865.

V. C. Garcia, Representations of residue classes by factorials, binomial
coefficients and harmonic sums modulo a prime, Bol. Soc. Mat. Mexi-
cana, (to appear).

V. C. Garcia, On the value set of n!m! modulo a large prime , Bol. Soc.
Mat. Mexicana 13 (2007), 1-6 .

A. A. Glibichuk, Combinatorial properties of sets of residues modulo a
prime and the Erdds-Graham problem, Mat. Zametki, 79 (2006), 384
395; translation in: Math. Notes 79 (2006), 356-365.

R. K. Guy, ‘Unsolved Problems in number theory’, Springer-Verlag, New
York, 1994.

G. Harman, Diophantine approzimation with square-free integers, Math.
Proc. Cambridge Philos. Soc. 95 (1984), 381-388.

A. Hildebrand and G. Tenenbaum, Integers without large prime factors,
J. Théor. Nombres Bordeaux 5 (1993), 411-484.

L. K. Hua, ‘Additive theory of prime numbers’, AMS, Providence, Rhode
Island, 1965.

H. Iwaniec, ‘Topics in Clasical Automorphic Forms’, AMS, Providence,
Rhode Island, 1997.



72

BIBLIOGRAFIA

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

[49]

A. A. Karatsuba, ‘Basic Analytic Number Theory’, Springer-Verlag,
New York, 1993.

A. A. Karatsuba, Additive Congruences, Izv. Math. 61 (1997), no. 2,
317-329.

N. Koblitz, ‘Introduction to elliptic curves and modular forms’, Springer-
Verlag, New York, 1993.

E. Kowalski, Fxponential sums over definable subsets of finite fields,
Israel J. Math. 160 (2007), 219-251.

A V. Kumchev and D.I. Tolev, An Invitation to Additive Number
Theory, Serdica Math. J. 31 (2005), 1-74.

F. Luca and I. E. Shparlinski, Arithmetic properties of the Ramanujan
function, Proc. Indian Acad. Sci. Math. Sci. 116 (2006), 1-8.

F. Luca and P. Stanica, Products of factorials modulo p, Colloq. Math.
96 (2003), 191-205.

H. L. Montgomery and R. C. Vaughan, Mean values of character sums,
Canad. J. Math. 31 (1979), no. 3, 476-487.

M. R. Murty, ‘Problems in analytic number theory’, Springer-Verlag,
New York, 2001.

M. R. Murty, Oscillations of Fourier coefficients of modular forms,
Math. Ann. 262 (1983), no. 4, 431-446.

D. Niebur, A formula for Ramanujan’s 7— function, Illinois J. Math. 19
(1975), 448-449.

S. Shi, On the equation nins = ngny and mean value of character sums,
J. Number Theory 128 (2008), no. 2, 313-321.

J. P. Serre, Congruences et formes modulaires [ddpres H. P. F.
Swinnerton-Dyer| (French), Lecture Notes in Math, 317, 319-338, Sprin-
ger, Berlin, 1973.

[. E. Shparlinski, Distribution of points on modular hyperbolas, in: Sai-
ling on the Sea of Number Theory: Proc. 4th China-Japan Seminar on
Number Theory, Weihai, 2006, World Scientific, 2007, pp. 155-189.



BIBLIOGRAFIA 73

[50] L. E. Shparlinski, Distribution of modular inverses and multiples of small
integers and the Sato-Tate conjecture on average, Michigan Math. J. 56
(2008), no. 1, 99-111.

[51] I. E. Shparlinski, On the value set of the Ramanujan function, Arch.
Math. 85 (2005), 508-513.

[52] G. Tenenbaum, Sur la probabilité qu’un entier posséde un diviseur dans
un intervalle donné, Compositio Math. 51 (1984), no. 2, 243-263 (in
French).

[53] R. C. Vaughan, ‘The Hardy-Littlewood method’, second ed., Cambridge
Tracts in Mathematics, vol. 125, Cambridge University Press, Cambrid-
ge, 1997.

[54] R. C. Vaughan, Diophantine approximation by prime numbers, III, Proc.
London Math. Soc. 33 (1976), 177-192.



	Portada 
	Índice General 
	Introducción 
	1. Problemas aritméticos que involucran a la función de Ramanujan 
	2. La congruencia x1x2 = x3x4 + ´\ (mód p) y aplicaciones
	3. Distribución y propiedades aritméticas de n! (mód p)
	Bibliografía



