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RESUMEN

El Oscilador Salino es un sistema muy simple que consiste en dos recipientes de diferente
tamafo interconectados por un pequefio orificio, estos contienen liquidos de diferente
densidad: agua salada y agua pura. En dicho sistema se observa que ocurre una oscilacién
ritmica de agua la cual aparece como un chorro descendente de agua salada desde el
recipiente de menor tamafio, seguido de un chorro ascendente de agua pura proveniente del

de mayor tamafio, ambos flujos se alternan y el fendmeno se repite durante muchos ciclos.

En el afio 2000 M. Okamura y K. Yoshikawa, publicaron un estudio en el cual a partir de
diferentes hipotesis concluyeron que la oscilacion de los flujos puede ser vista
matematicamente como un oscilador con ciclo limite atractor mediante la llamada ecuacion
de Rayleigh. En otros estudios se ha reportado que el Oscilador Salino muestra varios
comportamientos tipicos de oscilador no lineal con un ciclo limite atractor siendo tal vez el
fendmeno mas interesante el del acoplamiento entre dos 0 mas osciladores. Partiendo del
interés que hay de entender como es que algunos sistemas fisicos, quimicos y en especial

bioldgicos llegan a acoplarse entre si encontramos importante estudiar el Oscilador Salino.

El presente trabajo constituye un estudio de los acoplamientos del Oscilador Salino
proponiendo una situaciéon muy simple: el oscilador serd perturbado puntual vy
periddicamente, pero no podra ejercer ninguna influencia sobre la fuente de perturbacion. A
diferencia de trabajos que utilizan el mismo enfoque de perturbaciones, estas Gltimas seran
bifasicas. Con el efecto de las perturbaciones puntuales se construird una Curva de
Transicién de Fases, la cual se utilizara para predecir los acoplamientos ante perturbaciones
periddicas. Hay que sefialar que todos los acoplamientos predichos por la teoria fueron
encontrados experimentalmente e inclusive se predijo un tipo de biestabilidad entre ritmos
1:1 que no se habia reportado anteriormente. Finalmente debo manifestar que este trabajo
estd inspirado en parte de los resultados por publicarse por el grupo de Biofisica de
Sistemas Excitables de la Facultad de Ciencias [1], grupo con el cual tuve la oportunidad de

colaborar durante los pasados dos afios.



CAPITULO |

El Oscilador Salino.

.1 Antecedentes

El “Oscilador Salino” u Oscilador de Densidad, es un sistema muy simple, que fue descrito
por primera vez en 1970 por Seelye Martin, geofisico de la Universidad de Washington [2],
quien descubri6é que una oscilacién ritmica de agua ocurre cuando una jeringa hipodérmica
verticalmente orientada y sin émbolo, es llenada con agua salada y parcialmente sumergida
en una tina con agua pura. Esta oscilacion aparece como un chorro descendente de agua
salada desde la jeringa, seguido de un chorro ascendente de agua pura proveniente de la tina,
ambos flujos se alternan y el fendmeno se repite durante decenas de ciclos.

jeringa —

capilar —

recipiente —

AR

Fig. I.1. Arreglo experimental original del Oscilador Salino.



Los flujos periodicos hacia arriba y hacia abajo pueden ser facilmente monitoreados a
simple vista. La oscilacion en general se puede registrar mediante la medida del potencial
eléctrico entre el agua salada y el agua pura colocando un electrodo de Ag/AgCl en cada uno
de los fluidos para que capture la sefial [3,4]. Resulta interesante mencionar que hasta el
momento no hay una explicacion categoérica acerca del origen de este potencial eléctrico,
aunque algunos autores han sugerido ideas basadas en el concepto de potencial de chorro
[25-27]; este problema no es abordado en este trabajo en el cual solo se considera que la

diferencia de voltaje refleja fielmente la oscilacion de los flujos.
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Fig. 1.2. IZQUIERDA. Arreglo experimental con los instrumentos de medicion, la sefial procedente del
multimetro es tratada digitalmente. DERECHA. Registros de la oscilacion para diferentes
concentraciones de solucién salina a) 1M NaCl b) 2M NacCl ¢) 5.5M NaCl (saturada). Nétese la variacion
del periodo respecto de la concentracion.

Martin describio el fendmeno, pero en ese momento no reconocié que se trataba de un
ejemplo de un sistema dinamico no lineal [5,6], sin embargo, a partir de este hallazgo se han
realizado diversas investigaciones tedricas y experimentales por diversos autores [2-14],
quienes han tratado al oscilador salino tanto como un problema de dindmica de fluidos como
de dinamica no lineal. También se han planteado diferentes arreglos experimentales para su
estudio.



El Oscilador Salino ha pasado de ser la curiosidad hidrodindmica encontrada por Martin [7],
a un problema ampliamente estudiado por su simpleza experimental y bastante discutido por

su riqueza tedrica ya que reproduce muchas de las caracteristicas de osciladores no lineales
mas complicados.

En el sistema original de Martin el vaso con agua salada estaba conectado con el de agua
pura por un estrecho tubo. Posteriormente este sistema se complicé dando paso al control de
los diferentes parametros experimentales involucrados como el didmetro del tubo, la

diferencia de densidad, la viscosidad, etc., para la mejor comprensién del fenémeno.
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Fig. 1.3. El cambio del tubo de la jeringa por un capilar provoca un fuerte incremento en el tamafio del
periodo de oscilacién [3].

Varios autores han estudiado el comportamiento del oscilador salino con un arreglo
experimental en el cual se interconecta los recipientes de diferentes densidades (agua salada
y pura) mediante un capilar, bajo este esquema los estudios reportados conciernen a como
afecta al periodo de oscilacion, la variacion de ciertos parametros experimentales como la
longitud del capilar, el radio del mismo asi como la concentracion de la solucion salina
[4,7,8]. De este tipo de estudios se sabe que el periodo de la oscilacion se incrementa
cuando se usa un capilar angosto en vez de un tubo cilindrico y que bajo estas circunstancias
el periodo incluso llega a ser de mas de una hora [3].

Cuando en el sistema el cilindro es remplazado por un simple agujero en el fondo del

recipiente interior (Arreglo propuesto por Alfredson y Lagerstedt en [9], el periodo es mas
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corto y a su vez también se observa un flujo periodico en el cual se pueden obtener
relaciones fenomenoldgicas entre el periodo de oscilacion y ciertos parametros como la

concentracion de la solucion salina o el tamafio del orifico [3, 5].

R ..J._ Agua

=
\<_____ f_ ——“—~>;"' Pura

Orificio

Fig. 1.4. Arreglo experimental en el cual el capilar es substituido por un orificio en el fondo de un vaso.

Fue en el afio 2000 cuando Mina Okamura junto a Kenichi Yoshikawa, publicaron un
estudio en el cual abordaron el flujo en el Oscilador Salino a través de dos ecuaciones para
dar una solucién numérica al problema [6]. Estas dos ecuaciones son diferenciales no
lineales acopladas reducidas tanto de la ecuacion de continuidad como de las ecuaciones de
Navier-Stokes, que fueron integradas bajo las condiciones correspondientes a un arreglo
especifico; el resultado es una simulacion del flujo entre los vasos que logra reproducir muy
bien el comportamiento experimental. En dicho trabajo se simplifica la ecuacion para el
flujo sobre el eje z, reduciéndose a una ecuacion diferencial no lineal, la cual los lleva a
considerar que el Oscilador Salino puede ser descrito mediante la llamada ecuacion de
Rayleigh, y que exhibe la aparicion de un ciclo limite en la oscilacion. En este mismo
articulo se reporta que el Oscilador Salino muestra varios comportamientos tipicos de un

oscilador no lineal con un ciclo limite atractor.



Ademas de las bifurcaciones y las caracteristicas no lineales asociadas, tal vez el fendmeno
maés interesante que se ha observado estudiando al Oscilador Salino, es el acoplamiento de
dos 0 més osciladores.

mV meter

electrode

WWW recorder | recorder
! ! ' mV meter

; s s ; .

: ) Ag/AgCl %

|

30 sec —
30 sec

Fig. 1.5. Acoplamiento entre dos osciladores salinos. CENTRO. Arreglo experimental. DERECHA. El
trazo superior corresponde al oscilador cuyo recipiente interno contiene una solucion 5.4 M NaCl y tiene
un orificio de 1.4 mm de didmetro, el trazo inferior corresponde al otro oscilador en el cual el recipiente
interno contiene una solucion 3 M NaCl y su orificio es de 1.1 mm de didmetro. IZQUIERDA. Se

intercambiaron los vasos que contenian las diferentes soluciones. Figura tomada de [3].

Como se ve en la figura (1.5) existen acoplamientos entre los periodos de oscilacion de dos
osciladores salinos con un agujero en el fondo del recipiente interno; se nota como hay un
acoplamiento en fase entre las respuestas de cada uno de estos [3]. Se ha reportado una
variedad de sincronizaciones tales como los casos del acoplamiento 1:1 fuera de fase o
acoplamientos quasi-periodico [10 - 14] tal y como lo reporta Miyakawa et al en [10]. En
este trabajo se investigd las propiedades de acoplamiento y de sincronizacion entre dos
osciladores salinos, los cuales fueron acoplados a través de una ventana en que separaba dos
secciones de un recipiente externo comun, en cada una de estas secciones se colocd un
recipiente pequefio con solucion salina (figura 1.6). Incrementando el area de la ventana
varios acoplamientos fueron apareciendo sucesivamente, estos fueron mostrados mediante
un diagrama de fase de estados de acoplamiento en funcion del area de la ventana y el

diametro de los orificios de los vasos pequefios.



Tambien se investigo el efecto de la viscosidad en comportamientos de acoplamiento. Estos
hallazgos experimentales fueron reproducidos mediante una simulacion numérica usando
dos ecuaciones diferenciales no lineales acopladas basadas en publicaciones anteriores de
Yoshikawa [10,14].

mv I | Ag/agC

meter | electrode

it

Fig. 1.6. Arreglo experimental propuesto por Miyakawa et. al., en el cual dos osciladores salinos son

acoplados mediante una pequefia ventana que varia entre 0 y 20 mm de diametro, ubicada en la parte

inferior del recipiente exterior. Figura tomada de [10].

Es probable que el estudio de acoplamientos en el Oscilador Salino pueda ser Util para
entender los mecanismos fundamentales de sincronizacion y autoorganizacion en sistemas
vivientes tales como células cardiacas y neuronales, y ritmos circadianos en organismos

multicelulares [15].

Sin embargo el analisis de estos acoplamientos es dificil, ya que cada uno de los osciladores
afecta al otro; un arreglo mas sencillo se tiene cuando el acoplamiento es unidireccional,
esto es, cuando se perturba periddicamente usando un dispositivo que no se ve afectado por
la respuesta del oscilador. Este tipo de esquema es el que se propone en este trabajo para
analizar y estudiar acoplamientos en el Oscilador Salino, por lo que a continuacion se hara

una descripcion detallada del método experimental utilizado para lograr este objetivo.



1.2 Arreglo experimental

La version del Oscilador Salino usada para el presente estudio corresponde al propuesto por
Alfredson y Lagerstedt en [9] (figura 1.4) y generalmente usado por Yosikawa et al

[6,10,16]. A continuacion se detalla una breve descripcion del dispositivo.

El arreglo consiste en dos recipientes de diferente tamafio interconectados por un pequefio
orificio, estos contienen liquidos de diferente densidad (pi1, p2). Dentro del recipiente mas
grande, el cual contiene el liquido de menor densidad p; (agua pura), se coloca el recipiente
mas pequefio que contiene el fluido méas denso p, (solucion salina de NaCl en agua, disuelto

a una concentracion de 3 molar).

Fig. 1.7. Arreglo experimental usado para el presente estudio.

Para este caso el contenedor externo tiene 9.73 centimetros de altura y 22.8 centimetros de
diametro, contiendo 3.1 litros de agua destilada. Una pieza de acrilico fija el vaso con
solucion salina en la parte superior del contenedor. Este vaso contiene 90 mililitros de
solucion 3Molar de Cloruro de Sodio [175g/l], y tiene un agujero en el centro de la base de

0.9 milimetros de diametro y 2.2 milimetros de altura.



0.9 mm

Fig. 1.8. Dimensiones del arreglo experimental 9.73 centimetros de altura y 22.8 centimetros de diametro

asi mismo el agujero en el centro de la base mide de 0.9 milimetros de diametro.

El experimento se inicia haciendo coincidir los niveles de los liquidos a la misma altura y
liberando un tapon que obstruye un orificio en la parte inferior del recipiente menor, con lo
cual un chorro de solucion salina fluye en sentido descendente a través del agujero como
efecto del gradiente de presion. Después de unos segundos se observa un cambio en el flujo
del chorro descendente, disminuyendo drasticamente e inmediatamente después el flujo se
invierte cambiando el liquido que fluye, apareciendo un chorro ascendente de agua pura,
desde el recipiente exterior hacia el interior, a través del agujero. Unos segundos mas tarde
nuevamente se revierte el flujo y la solucion salina cae hacia el fondo del contenedor
externo. De esta forma se establecen oscilaciones entre los liquidos de diferente densidad,
primero se tiene un flujo de solucidn salina descendiendo y después de un tiempo agua pura

asciende, en un ciclo con un periodo constante.

Las variaciones en la presién y sentido de circulacion estan ligadas a la altura del liquido del
recipiente interno, ya que cuando disminuye el volumen de este, se esta cambiando el peso
de dicha columna de liquido y por lo tanto la presion. A su vez, cuando asciende agua pura
se vuelve a cambiar el peso de la columna de liquido del recipiente interno [4].

La cantidad de solucion salina desalojada, o de agua pura introducida en el recipiente es
muy poca, basta con soltar unas gotas en la superficie del recipiente interno para cambiar el

sentido de flujo, esto muestra la sensibilidad del sistema a perturbaciones externas.



La oscilacion de los flujos se repite cientos de veces durante algunas horas, y se detiene
cuando el gradiente de densidades desaparece. Una de las razones para que la oscilacion
dure tanto, es que el agua salada se acumula en el fondo del contenedor, mientras que el
agua destilada “flota” en la superficie de la solucion salina del vaso interno, de tal manera

que el gradiente de densidades alrededor del agujero pequefio se mantiene constante durante

= [

o
Flujo decendente lnter_ca. bio Flujo acendente
de agua salada Ritmico de agua pura

mucho tiempo [9].

Fig. 1.9. El intercambio entre los fluidos ocurre de manera ritmica y con un periodo préacticamente

constante.

1.3 Medicion y tratamiento de datos

En el presente trabajo se ha medido basicamente la diferencia de potencial que se establece
entre los vasos interno y externo del oscilador. Existen referencias que muestran que los

cambios de direccion del flujo de agua en el orifico del vaso interno corresponden a
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variaciones en el signo de la tasa de crecimiento del voltaje [4], sin embargo hasta el
momento no se ha establecido una relacion funcional entre ambos grupos de variables, a

pesar de que no parece ser algo dificil de obtener experimentalmente [25-27].

Para poder registrar y medir la evolucion del sistema, se puede asociar cada sentido del flujo
a uno de los estados de equilibrio meta-estables, los cuales son: i) cuando la solucidn salina
fluye hacia abajo; y ii) un segundo estado donde el agua pura asciende. Cada estado del

oscilador esta asociado con el sentido en que fluye alguno de los dos liquidos.

Estos dos estados se pueden visualizar facilmente en el experimento gracias a la diferencia
en el indice de refraccion de liquidos con densidades diferentes, sin embargo, los fluidos
presentes en el Oscilador Salino son electrolitos, y por lo tanto se genera un voltaje que
puede ser registrado usando un par de electrodos de plata clorada. Asi para medir el cambio
de cada uno de los estados, se coloca un electrodo de CIAg - Ag en cada una de las

soluciones.

agua
salada
CIAg/Ag

agua pura

Fig. 1.10. La diferencia de potencial eléctrico que oscila a la par de los fluidos es registrada por dos
electrodos de cloruro de plata colocados en cada uno de los recipientes conectados a un voltimetro cuya

sefial es digitalizada posteriormente.

Entonces la diferencia de potencial eléctrico (aproximadamente 3mV), generada por los
iones presentes en la solucion salina y el agua limpia, y que oscila, conforme cambia el
sentido del flujo en el agujero, es captada por los electrodos generando una sefial que es

amplificada y después registrada mediante un osciloscopio; ésta refleja la oscilacion de

11



ambos liquidos entre los recipientes. A su vez se emplea un sistema digital para adquirir los
voltajes generados por el oscilador, lo que permite observar como evoluciona
temporalmente la inversion en el sentido del flujo del oscilador salino.

Se digitalizan los datos a 47.2 KHz., con 14 bits de resolucion (InstruTech VR-10B), y
ademés son grabados en una videocasetera y en un archivo en el disco duro de una PC
mediante un software (Bruxton Acquire 5.0.1), realizando un diezmado que deja un

intervalo de muestreo de 2.71 ms., para realizar posteriores mediciones sin la necesidad de
que el experimento esté montado.

Illl!lIIIIIIlIllIIIIIII!IIIIIIIII!III“l |II|III|IMIIIIIIIlIlIIIIIIIIIlIII|| rlIIIIlllllllllllllllllllllllllllll.( F“lﬂlllIIII|Il|||l||l||ll|||l|llll||||i
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Fig. 1.11. Un registro tipico de la oscilacion tal y como la muestra el software Bruxton Acquire 5.0.1.
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i 1

Agua pura Solucion Salina
ascendiendo descendiendo

Solucion Salina

descendiendo

T T T

Fig. 1.12. Interpretacion de la sefial registrada respecto del intercambio de flujos. Cuando se registra un

voltaje alto la solucién salina desciende y cuando el agua pura asciende hay una caida de voltaje.

Bajo las condiciones experimentales del laboratorio, el periodo de oscilacién dura de 32 a 38
segundos. Para cada experimento el periodo es muy estable, con pequefias variaciones en el
periodo de oscilacion cuyo coeficiente de variacion esta sobre el 1% en 30 oscilaciones.
Debido a la mezcla de los fluidos internos y externo el periodo de incrementa lentamente:

10% en cerca de 10 horas.
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CAPITULO II

La Teoria del Reinicio.

El comportamiento de fendmenos oscilatorios ha sido estudiado durante los dos
milenios pasados, lo que ha guiado a un entendimiento del comportamiento de relojes y

los ritmos asociados a los mismos.

El estudio de ritmos bioldgicos (que data desde tiempos de Aristoteles [29]) y de
muchos fendmenos oscilatorios puede ser modelado a partir un modelo de reloj simple
en el cual se puede suponer que una variable avanza con un periodo constante o bien
con una frecuencia angular constante (fase). Inclusive se puede particularizar este
modelo para introducir el concepto de ciclo limite usando el Oscilador de Poincaré el
cual se expondra mas adelante y que sera atil para modelar el comportamiento del

Oscilador Salino.

Este tipo de fendmenos se pueden describir aun mejor si se considera que este reloj
puede modular su fase mediante una sefial o estimulo externo para poder adelantarla o
retrasarla con el propdsito de que ambos (estimulo y fase) estén acopladas [29]. Como

ejemplo se puede considerar la influencia de la luz solar en ritmos circadianos.

Cuando se tiene un comportamiento de esta naturaleza se dice que se esta hablando de
un fenémeno de acoplamiento en fase (phase locking). El acoplamiento en fase es un
fendmeno sorprendente que se observa en varios sistemas fisicos y bioldgicos, incluso
su estudio se remonta a los tiempos de Aristételes cuando se trataba de describir por qué
el sonido de las cuerdas de un lira parecidas entre ellas por sus dimensiones fisicas se
escuchaban vibrar a la misma frecuencia [29]. Asi mismo este fendmeno es la clave en
el disefio de muchos sistemas en ingenieria que controlan los tiempos en computadoras
0 las vibraciones en vehiculos. De la misma manera cuando el Oscilador Salino se

acopla con otro oscilador también se establece un fendmeno de este tipo.
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El estudio del phase locking se aplico inicialmente al desarrollo de circuitos electronicos
a principios del siglo XX, con el fin de modular sefiales de radio, una sefial debia
acoplarse a otra con el fin de que la segunda modulara a la primera. El desarrollo

tecnoldgico de este tipo de circuitos ha traido beneficios tales como la radio FM.

Para describir el acoplamiento en fase se puede partir de considerar dos circuitos
oscilantes en los cuales la sefial de uno modula (estimula) a la sefial del otro
consiguiendo un acoplamiento. Estas sefiales son de la forma Asen(at), donde t es el
tiempo y o la frecuencia. De acuerdo a esto se puede tomar una sefial portadora

A,sen(w,t) y una sefial moduladora de la forma A sen(e,t). De esta manera la

frecuencia o de la sefial modulada variarda alrededor de la frecuencia de la sefial

portadora de acuerdo a la siguiente expresion o = @, + Awsen(a,t).

Asi la sefial modulada queda de la siguiente manera: A sen(m, +msen(a,t)t) en

donde m, =—— se le denomina indice de modulacion. Rescribiendo la expresion

Wy,

tenemos que la sefial modulada tiene la forma:
Asen(w't +¢).
Donde o'=m;sen(a,t) y ¢=w,t. La anterior es esencialmente la forma de la sefal

que recibe cualquier radio. Si la transmision es de frecuencia modulada (FM), entonces

@’ es la frecuencia del emisor con el cual un receptor se acopla'y ¢ que cambia mucho

mas lentamente que @'t contiene la musica que se escucha.

La razon por la que se usa el FM es porque es una sefial muy estable en presencia de
ruido (raramente se escucha estatica en presencia en la sefial FM), esto es porque
aunque @ no esté exactamente sincronizada con la estacion, el receptor puede
decodificar la fase correctamente debido al acoplamiento en fase, lo que delata que el

fendmeno es altamente robusto y no es sensible a perturbaciones pequefias.

Sin embargo el estudio de circuitos electronicos acoplados ha sido méas profundo adn, el
hecho de que algunos de estos sistemas reproduzcan fielmente las caracteristicas de
otros tipos de osciladores es realmente sorprendente. Asi, el fendmeno de acoplamiento

en fase no solo ha sido observado en sistemas electronicos sino que también ocurre en
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otro tipo de sistemas, como es el caso de la regulacion de ritmos bioldgicos. En los
sistemas excitables por ejemplo, se ha reportado acoplamientos en las células cardiacas,
el nodo Atrio Ventricular es capaz de modular la sefial en el electrocardiograma, en el
cual se puede notar como es que la sefial del complejo QRS y las ondas P se acoplan
como el llamado patron de Wenckebach atribuido al cardiélogo aleman Wenckebach en
1904 [30].

Asi también una neurona puede transmitir informacion modulando su frecuencia de
disparo en fase, tal y como ocurre en los radios FM. En 1980 R. Guttman y sus
colaboradores, reportaron el fenébmeno al estimular un trozo de membrana de axén de
calamar, mediante una diferencia de potencial oscilatoria [29]. De hecho el aplicar
estimulos externos para estudiar la respuesta de sistemas excitables (en especial de
tejido nervioso y cardiaco) ha sido descrito ampliamente en la literatura, uno de los
primeros trabajos fue el de A.L. Hodgkin en 1948, quien aplicd un voltaje constante a
través de unja membrana nerviosa y observo que cuando el estimulo se incrementaba, el
voltaje medido en a través de la membrana comenzaba a oscilar debido a las corrientes

ionicas que circulan a través de la misma.

A la par de estos estudios la relacion entre el comportamiento de algunos sistemas
bioldgicos con el de los circuitos electrénicos se hacia mas estrecha, pues se
desarrollaban y disefiaban circuitos electrénicos analdgicos con los que se podia contar
en experimentos y modelos matematicos para el estudio de sistemas biol6gicos como es

el caso de las células excitables.

Como ejemplos se pueden encontrar los trabajos como los de L. Lapicque (1907)
usando un filtro pasa bajos junto a un circuito de interrupcion, o el famoso oscilador de
Van der Pol (1926) desarrollado con tubos de vacio y que ha servido de base para la
construccidén modelos electrénicos de osciladores bioldgicos, como es el modelo clasico
de medio excitable inicialmente introducido para la descripcion de membranas
nerviosas, propuesto por el investigador Richard FitzHugh, quien trabajaba en los
National Institutes of Health, Bethesda, Maryland, USA (1961-62).

Basado en los trabajos previos de Van der Pol y K. F. Bonhoeffer para modelar los

latidos del corazén, FitzHugh propuso una simplificacion considerable del modelo de
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Hodgkin y Huxley de 1952, el cual usaba circuitos de bloqueo de conductancia variable.
Su modelo que Ilamé también con el nombre de Van Der Pol — Bonhoeffer ya que en
realidad conserva muchos de los ingredientes béasicos del conocido oscilador de
relajacion de Van der Pol, que consta de dos ecuaciones diferenciales de primer orden,

una lineal y la otra cubica.

Simultanea e independientemente del trabajo de FitzHugh, el investigador japonés
Jinichi Nagumo del Departamento de Fisica Aplicada de la Universidad de Tokio
propuso alrededor de 1960 como analogo neuronal, un circuito electronico no lineal
usando diodos de tunelaje, el cual bésicamente se usa para modelar los mismos
fendmenos que el modelo de Hodgkin-Huxley, es decir, el control del potencial
eléctrico de accion a través de la membrana de la célula. Este control se realiza a traves
del cambio del flujo de los canales idnicos de la membrana de la célula, dando lugar a
cambios del potencial que se utiliza para enviar sefiales eléctricas entre las células. Este
modelo es gobernado por un sistema de dos ecuaciones, también semejantes a las de
Van Der Pol. [29]

Teniendo en cuenta lo anterior ingenieros eléctricos y fisicos han disefiado circuitos
cuyos modelos matematicos estdn basados en términos de la variable fase para modelar
sistemas excitables. Estos estan basados en circuitos osciladores de voltaje controlado
VCO (voltaje-controlled oscilator) asi como circuitos PPL (phase locking loop), tal es el
caso de F. C. Hoppenstead (1980) [29]. El andlisis de este tipo de circuitos en los cuales
aparece una sincronizacion 1:1 en la que cada oscilador individual afecta y es afectado
por la actividad del otro oscilador, es comparable a la situacion en que dos células

cardiacas interaccionan.

De esta manera el uso de circuitos analdgicos ha sido ampliamente usado desde hace
tiempo para interpretar y entender datos de experimentos fisiolégicos y para sugerir
futuras investigaciones. Sin embargo una situacién mas simple que merece ser mejor
estudiada es el caso de acoplamiento unidireccional en que una fuente externa maneja

un solo oscilador periodicamente [28].
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Otro acercamiento para describir el acoplamiento en fase se basa en usar ecuaciones en
diferencias finitas e iterarlas para descubrir acoplamientos en fase como en los

denominados mapeos en el circulo.

La primera apliacion de los mapeos en el circulo al comportamiento de sistemas
excitables se atribuye a Knight en 1972 para neuronas. Asi mismo en 1988 basados en
el estudio de células cardiacas Glass y Mackey proponen una discusion méas detallada de
estos mapeos y su relacion con el caos al aplicarlos ampliamente a varios problemas

bioldgicos, y posteriormente Strogatz en 1994 y Kaplan en 1995 [30].

El primer reto para un mapeo en el circulo es determinar cuando el comportamiento del
sistema oscilante es periddico asi mismo entender los posibles comportamientos no

periddicos a partir de la variacion de un parametro (de Bifurcacion).

De esta manera cuando se localiza alguno de estos comportamientos es posible poder
asociar un acoplamiento en fase del oscilador con un estimulo externo el cual
proporciona el parametro de iteracion. La clave para entender cdmo es que esta técnica
predice un acoplamiento en fase se encuentra en el nuero de rotacion. Si este nimero es
racional de la forma n/m se encuentran puntos estables en el mapeo y se asocia un
acoplamiento en fase robusto de la forma m:n, con m ciclos respuesta por cada n
estimulos. Asi mismo cuando el mapeo es una funcidn creciente respecto del pardmetro
de iteracién el comportamiento de las iteraciones (6rbitas) se vuelve inusual de tal
forma que el nimero de rotacion se vuelve una funcion continua y mondétonamente
creciente respecto del pardmetro de bifurcacion conocida como “escalera del diablo”

[30].

Basandose en este enfoque en el presente capitulo se discutira un modelo matematico
del mapeo en el circulo usado para modelar el acoplamiento en fase y los posibles

acoplamientos del Oscilador Salino con perturbaciones periddicas externas.

El estudio se basara en un modelo matematico simple propuesto en 1982 por Michel
Guevara y Leon Glass, [17-21] y discutido previamente por Winfree (1975, 1980)
[15,18,], basado en el oscilador de Poincaré, para modelar las respuestas que daba un

conglomerado de células cardiacas a estimulos eléctricos periddicos. Este tipo de células
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pueden verse como un oscilador con ciclo limite. Posteriormente se ilustrara diferentes

tipos de acoplamiento en fase que pueden resultar de la estimulacion periddica.

1.1 Perturbaciones en el Oscilador de Poincaré

El oscilador de Poincaré, describe un vector de magnitud r el cual gira en el plano XY
con una rapidez angular constante. La funcién que describe la taza de crecimiento en el

tiempo de r viene dada por: r=ar(l—r) y su posicion respecto al eje X es @&, por lo

que la velocidad con la que gira el vector es: ® =27 Asi se obtiene un sistema de
ecuaciones diferenciales, como el siguiente, donde la ecuacion para r es no lineal y a es

un parametro positivo.

r=ar(l-r)

b=2x @)

En donde para la coordenada angular se tiene que —oo<® <o, y para la radial

O<a<oo.

Asi pues, si igualamos la ecuacién para r a cero, podremos encontrar los puntos de

equilibrio de este sistema.
r=0 =ar(l-r)=0
=nr=0r=1

Existe un punto de equilibrio en la solucién r;. La solucion r, nos dice que hay una
solucion estable que no es un punto, cuando el vector que estd girando y tiene una

magnitud unitariar = 1.
Lo anterior, delata la existencia de un ciclo limite en r = 1, que es la curva (en este caso

una circunferencia) que describe el vector unitario y que es globalmente atractor para

todas las condiciones iniciales salvo el punto de equilibrio en el origen. De tal forma
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que para valores de r > 1 ocurre que la magnitud se va aproximando a 1 conforme t

tiende a infinito. Y para valores de r < 1, r(t) se aproxima también a 1.

r1= r<0 = r(t)—>1
r<l= r>0 = r()-1

Dado que las soluciones se aproximan por ambos lados (valores mayores que uno y

menores también) el ciclo limite descrito, es un ciclo limite atractor.

Al tomar un punto fuera del ciclo limite como condicion inicial, la respuesta del sistema
resulta en una relajacion de regreso al ciclo limite estable a una taza que depende del

parametro a.
Asi también se puede tomar un punto sobre la circunferencia y trasladarlo hacia algun
lugar sobre el plano fuera del ciclo limite y habra una respuesta de regreso al ciclo

limite, a esto lo podemos Ilamar una perturbacién sobre el sistema.

En general el circulo unitario es globalmente atractor para todas las condiciones

iniciales salvo el punto de equilibrio en el origen.

]

(Y

Fig. 11.1. El Oscilador de Poincaré.
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Notese que podemos considerar el oscilador no perturbado con periodo unitario asi que
podemos normalizar los valores de la coordenada angular &, de tal forma que ahora

todos los valores de las fases caeran en el intervalo [0,1], lo cual nos ayudara a un mejor
estudio del fenébmeno.

6= (mod1). @)
2

Llamemos a la variable ¢, la fase de la oscilacion.

Asi bien, dado el oscilador de Poincaré normalizado, supongamos que éste ha llegado al
ciclo limite. Podemos perturbar el sistemas si tomamos el vector de magnitud r que
describe la circunferencia y que viaja a una velocidad constante en una fase ¢ de la
oscilacion y movemos la punta del vector fuera del ciclo limite, por ejemplo hacia la
derecha una longitud b, asi entonces habra cambiado el estado de la oscilacion dando al
vector una longitud mayor a r. Estas perturbaciones fuera del ciclo limite, resultan en
una relajacion de regreso al ciclo limite estable con velocidad que depende del

pardmetro a. Consideremos el caso limite cuando a — .

Si suponemos que el punto regresa instantdneamente a la circunferencia (r = 1),
entonces este no regresard a la misma fase en la que lo perturbamos (¢), pues la
velocidad angular es constante. Entonces cuando el punto regrese a la circunferencia
estara ahora en una nueva fase ¢ de la oscilacion, para continuar su recorrido. En lo
siguiente se considerara que las perturbaciones consisten en impulsos de magnitud b los
cuales son paralelos al eje x (Fig. 11.2). Asi, el efecto de un solo impulso es reiniciar

instantaneamente la fase del oscilador.
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Fig. 11.2. Perturbaciones en el Oscilador de Poincaré en dos fases diferentes. A la izquierda
0< ¢ < 1/4,aladerecha 1/4 < ¢ < 1/2. NOtese que por convencion el estimulo de magnitud b es hacia

la derecha sobre el eje x.

Resumiendo, si el oscilador se perturba con un estimulo “horizontal” de magnitud b y
suponemos que regresa instantaneamente al circulo, éste regresara en una fase diferente
de la oscilacion, asi pues tendremos que para cada perturbacion tendremos una “fase

nueva” ¢ la cual serd una funcion de b y de la fase en la que se encontraba

anteriormente el oscilador ¢ o “fase vieja”.

¢'=9(¢.b) (3)

donde la funcion g(¢,b) es llamada la Curva de Transicion de Fases (PTC).

I11.2 La Curva de Transicion de Fases

La forma en la que se relaciona ¢ con @ y b se puede describir facilmente usando
trigonometria, de tal forma que podemos construir una funcion g (4, b) que nos daréa la

fase nueva dados la magnitud del estimulo b y la fase anterior.
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Fig. 11.3. Construccién trigonométrica de la funcién ¢ = g (¢, b), dada una perturbacion de

magnitud b.
De la figura (11.3) se puede observar que:
X =C0S¢

y =seng

De la misma manera tenemos que:

tang'= (x+yb)

4)
., Seng
= tang'= (m)
Por lo tanto:
o seng
9(4.0) = ¢'=arctan( " %) ©)

Al gréficar la funcion (5), se obtiene una curva que muestra la fase en la que se caeria
dependiendo de la fase en que se dé el estimulo. Como ya se mencion0, la gréafica esta
normalizada entre 0 y 1, tanto para el eje de las abscisas (fase vieja) como para el de las
ordenadas (fase nueva). Los puntos de la grafica que caen sobre la recta igualdad,
muestran las fases que a pesar de haber una perturbacién dejan al sistema intacto. A esta
gréafica se le llama Funcién o Curva de Transicion de Fases o bien PTC por sus siglas en

inglés (Phase Transition Curve).
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Fig. 11.4. Gréfica de la funcion g (¢, b) o Curva de Transicion de Fases para b = 0.7. El eje de las

abscisas muestra las fases viejas (@) y el de las ordenadas las fases nuevas (¢’).

La PTC muestra ciertas caracteristicas cualitativas. Considérese una perturbacion
dirigida a lo largo del eje x positivo (b> 0). Aplicar la perturbacién durante la primera

mitad del ciclo (0<¢<0.5) lleva a un retraso en la fase de la oscilacion, mientras que
la aplicacion de la misma perturbacién en la segunda mitad del ciclo (0.5<¢ <1) lleva

a un adelanto de fase. También, la pendiente promedio de la PTC es 1 (PTC tipo 1) a

bajas amplitudes de perturbacion y 0 (PTC tipo 0) a amplitudes altas.

Entonces, una vez construida la funcion que describe la fase en que se encontraria el
sistema después de una perturbacién, dada la fase anterior y el propio estimulo, se puede
construir la grafica de dicha funcion para perturbaciones de diferente intensidad

(diferentes valores de b).

24



Funcién de Transicién de Fases
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Fig. 11.5. Dos Curvas de Transicién de Fases tipo 1, para b = 0.9 (izquierda) y para b = - 0.9
(derecha).
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Fig. 11.6. Dos Curvas de Transicién de Fases tipo 0, para b = 1.2 (izquierda) y para b = - 1.2
(derecha).

De las figuras 11.5 y 1.6 y de la ecuacion (5) se puede notar que para |b| < 1, se tiene
que:

vV gel0.il = p<g
Véelidl =¢>¢
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11.3 Iteraciones en la Curva de Transicion de Fases.

Usar la PTC es una forma sencilla de poder encontrar cada fase nueva a partir de una
fase vieja, sin embargo, ¢cémo podria ayudar esta curva a predecir acoplamientos con
perturbaciones periddicas? Si bien la PTC es un retrato de la respuesta del oscilador a
una sola respuesta aislada, esta puede usarse para poder predecir acoplamientos usando

la técnica descrita a continuacion.

Considérense varias perturbaciones en el circulo, separadas entre si un tiempo 1, i.e.
ocurre una perturbacion en el oscilador cada vez que pasa un tiempo 1. De esta manera
la primera perturbacion ocurrird en el circulo “reiniciando” la fase y haciéndolo caer en
una fase nueva ¢’, en ese momento el oscilador seguira su dinamica a velocidad

constante (@ =27x), de tal manera que cuando pase un tiempo T ocurrird una segunda

perturbacion llevando al oscilador a una nueva fase ¢,’, momento en el cual nuevamente
el oscilador continuard su dindmica hasta que pase un tiempo T para que ocurra una
nueva perturbacion “reiniciando” nuevamente el mismo comportamiento de manera

ciclica hasta que las perturbaciones cesen y el oscilador vuelva a su dinamica normal.

15| :
A i
b
b
05} (0} i
0 B
05} 4
i . 2
15} i
2
2 1 0 1 2

Fig. 11.7. Perturbaciones en el circulo, el color azul muestra la dindAmica natural de la oscilacion. La
primera perturbacion ocurre en el punto marcado con un cuadrado negro (¢;) por lo que hay un

retraso en la oscilacién (g¢,”) pasa un tiempo 7 (color verde) antes de la segunda perturbacion en
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¢, marcada con * que en este caso regresa la oscilacion a ¢,” , donde vuelve a pasar un tiempo

7 (amarillo) antes de la ultima perturbacion en que en este caso adelanta la fase .

Las continuas perturbaciones pueden llevar al oscilador a dar uno o varios ciclos
(vueltas completas) o no, dependiendo del numero de perturbaciones y las fases que de

éstas deriven.

Sabemos que ¢'= f(¢), si se perturba en una fase inicial, (¢,), entonces ¢,'= f(4,) .

Ahora si se vuelve a perturbar nuevamente después de un tiempo t, en una nueva fase

(¢,) habria que esperar entre perturbacion y perturbacion t, entonces:

h=p'+7 =T(h)+7 (6)

Con lo que la nueva fase sera:

¢'=t(h'+7) (7)

Asi bien para perturbar nuevamente en otra fase habria que esperar nuevamente t (el

tiempo entre perturbaciones), por lo que:

b =¢'+7
=¢="1(@)+7 @)
En general
¢ =T(gi)+7 9)

La ecuacion (9) define un mapeo, es decir, es una ecuacion en diferencias finitas. Este
tipo de modelos tienen la caracteristica de que el valor que toma la funcion viene dado
en términos del valor anterior que tuvo la misma anteriormente comenzando siempre en

un punto inicial. Es decir, que el valor n-ésimo de la funcion se obtiene iterando los
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(n-1) valores anteriores a la funcion, que comienzan en un valor inicial. Asi entonces se

puede definir a partir de la ecuacion (9), el mapeo:

T:g,—¢ (10)

Ahora bien, de la figura 11.8 se puede notar que es ciertamente complicado encontrar las
fases graficamente, dado que hay que estar recorriendo t veces sobre la vertical el punto
¢ y después regresar a la igualdad para encontrar el proximo punto ¢. Sin embargo si
este proceso se realiza para todos los puntos ¢, se puede observar que en general se
tiene que recorrer toda la PTC 1 veces sobre la vertical, para poder encontrar el

siguiente punto donde caera una perturbacion.

fdy+tH--- - - - —-"—-"—— - — ———— — — — —— — — ‘

f(d2) + T :
0 ¢ o b1 e 1

Fig. 11.8. Perturbaciones sobre la PTC. Una vez dado el valor ¢’ se recorre ¢ sobre la vertical

para encontrar el valor de ¢+ 7. Después se regresa a la recta igualdad para encontrar ¢, el
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siguiente punto de la iteracion pues é.; = f(#)+ , momento en el cual se vuelve a regresar a la

curva para encontrar @.;’ y asi comenzar nuevamente el proceso.

Ademaés dado que la curva esta normalizada (mod1), a los puntos de la PTC que al ser
recorridos t veces excedan el valor de uno, se les aplica modulo o bien son recorridos

sobre la vertical (t-1) veces o bien (1-t) hacia abajo.

Por ejemplo, en la figura 11.8 el punto ¢,'= f(4,)~0.8. Cuando se realiza el
corrimiento para z=0.23 se tiene que [ f (¢4,)+7]~1.03, asi que al aplicarle modulo 1,
queda que [ f (¢,)+7](modl) ~0.03, que fue equivalente a recorrer el punto (t-1) veces,

0 Seéa,

[f(4)+(-D]=f(s)+ (-1 ~ 0.8+ (-0.77) ~0.03, 0 bien 0.77 hacia abajo.

Lo anterior para todos los puntos de la curva, por lo que hacer un corrimiento t veces

hacia arriba sobre la vertical, es equivalente a realizar un corrimiento (1 - 1) hacia abajo.
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Fig. 11.9. ARRIBA. Desplazamiento sobre la vertical de la PTC en su totalidad hacia arriba en una
magnitud z o bien hacia abajo una magnitud (1-z). ABAJO. Forma final de la PTC una vez

desplazada.

Una vez que se ha recorrido la PTC t veces, donde t es el periodo entre perturbaciones,
es mas fécil encontrar graficamente los puntos del mapeo definiendo una condicion
inicial ¢y. Lo anterior se logra tomando el valor que corresponde a ¢ en la curva ya

trasladada ( f(¢4,)+7), posteriormente se verifica el valor de ese punto en la recta
igualdad (¢ = f(4,)+7) Yy entonces se vuelve a tomar el valor que le corresponda a este
nuevo punto en la curva trasladada ( f (4)+7), con lo que se obtendra el nuevo valor
de ¢ (¢, = f(4,)+7). Este célculo se realiza sucesivamente, de forma gréafica hasta
llegar al valor n-ésimo de ¢ (¢, = f(4,,)+7). Los puntos dados por la funcion

¢ =f(p)+7, &, ..., d, N€ Z, son generalmente llamados las orbitas del mapeo.
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Fig. 11.10. Iteracion gréfica de la PTC trasladada, equivalente a la forma anterior pero mucho més
simple.

La forma de iterar graficamente expuesta anteriormente y que se detalla en la figura
11.10, se denomina de “telarafia” o cobweb y es utilizada frecuentemente para iterar

varios tipos de mapeos.

11.4 Prediccion de Acoplamientos a partir de Iteraciones
A una fase ¢ se le llama punto fijo de periodo N si:

TM(¢)=¢",

PN (11)
T'(@p)~=¢, 1<i<N

Asi también, un punto fijo ¢" de periodo N es estable si:
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<1 (12)

Entonces dado el mapeo de Poincaré como una ecuacion en diferencias finitas, se puede

iterar tanto analitica como graficamente, como se muestra en las figura 11.11.

b) i
09
03
n?

d) 1

s 87 0% 93 04 05 06 4T GF 89 1 107 92 03 04 05 06 a7 98 09 1

Fig. 11.11. Iteraciones graficas para cuatro diferentes PTCs, para todos los casos ¢ = 0.1. a) Tres
iteraciones cuando 7 =0.3 y b=0.5 b) = =0.9y b =0.95, se encuentra una fase estable alrededor
de 0.8. ¢)  =0.75y b =0.95 no es posible encontrar una fase estable. d) = =0.65y b =1.13, tras

1000 iteraciones es dificil notar si hay una fase a la que converge la iteracién.

Ahora bien, como se menciond anteriormente, las continuas perturbaciones pueden
llevar al oscilador a dar 0 no, uno o varios ciclos (vueltas completas), o en el caso del
Oscilador Salino “repuestas”, dependiendo del nimero de perturbaciones y las fases que
de éstas deriven. Para poder medir este numero de ciclos, se puede usar un concepto que
ha sido muy util en el estudio de los acoplamientos en fase, el cual es llamado el

ndmero de rotacion, p, el cual esta definido como el avance promedio de las fases por
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ciclo de un oscilador perturbado periodicamente, en cada perturbacion. Asi, entonces el

numero de rotacion esta definido como:

p = lim liMﬁ,, (13)

-0 ] =

donde Ag es la magnitud del cambio que hay entre la fase inmediatamente anterior a
una perturbacion y la fase i-ésima inmediatamente posterior a esta, después del tiempo ¢

entre dos perturbaciones consecutivas:

A =¢'~9¢
Ag =[T(g)+7]-4. (14)

Asi p cuenta el numero de ciclos o respuestas que da el oscilador en términos de la

diferencia de fases que provoque la estimulacion periodica en el mismo.

De esta manera los puntos estables del mapeo de Poincaré estan asociados con una

dindmica de acoplamiento. Si se supone que para algun valor de z, hay N puntos estables

de periodo N, ¢,,4,,.....,¢, = ¢, donde asi como antes ¢, =T (4) . Se define M como:

M = ZN:A(A. (15)

Desde ¢, =d¢,, M debe ser un entero y la sucesion esta asociada con un acoplamiento

N:M con ndmero de rotacion p, donde N es el numero de fases estables (puntos fijos) en
los que el oscilador cae cada vez que ocurre una perturbacién y M es el nimero de

repuestas (ciclos completos) que el oscilador presenta.

Consecuentemente para patrones de acoplamiento el nimero de rotacion (p) es un
racional. Notese que p no especifica un Unico patron de acoplamiento. Por ejemplo los
acoplamientos 1:1 y 2:2 tiene p=1 y de la misma manera los acoplamientos 2:1 y 2:4
tienen p=1/2. Notese también que para valores fijos de p y de z, los acoplamientos

podrian no ser Unicos y depender de la fase inicial de iteracion.
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Por Gltimo, dado que el mapeo est4 normalizado (mod1), y como se mencioné antes®
para valores de 7 >1, equivaldria a recorrer la PTC en una magnitud de z(mod1), 0 bien

si z=rf reZfe[0]1] entonces r=0.f,f [01]. Por ejemplo si =1.3 entonces

7 =1.3(mod1) = 0.3 por lo que es equivalente decir que 7 =0.3.

Asi entonces, al momento de iterar el mapeo de Poincaré se encuentra una simetria

detallada en la siguiente:

Proposicion 1. Supdngase que hay un ciclo estable de periodo N con puntos fijos

G, Py, Para =0 (0<o<1) asociado a un acoplamiento N:M. Entonces
habra un ciclo estable de periodo N con puntos fijos &, &,,....4y, para 7=6 +K

(donde K es cualquier entero positivo) asociado a un acoplamiento N:M+KN.

Demostracion: Como

¢ =14+,

se tiene que

Ag =[1(4)+7]-¢.

Asi mismo

N
M =>"Ag.
i=1
Si el tiempo entre perturbacioneses =6 (0< o6 <1) y r'= 6 + K entonces:

éu = f(éifl)*'fI
=f(d,)+r+K

Por tanto:

! Ver Seccion 11.3, pagina 29.
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A =[f(4)+K]1-4
=A¢ +K.

Lo que implica que:

iAé=iA¢+K

=M +KN.
Si '=5 +K

N

> Ad =M +KN.

i=1

Asi entonces, si existe un acoplamiento N:M asociado a un 7z =0.S, S<[0,1], entonces
para valores de 7>1, de la forma 7=K.S Ke Z,S<[0,1], existird un acoplamiento

asociado, de la forma N:M+KN.
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CAPITULO Il

Perturbaciones en el Oscilador Salino.

Como ya se menciond’, tal vez el hecho mas interesante acerca del Oscilador Salino es su
acoplamiento a perturbaciones, ya sea que dos osciladores se acoplen o bien usando un
enfoque de perturbacién mas sencillo en el cual el dispositivo que perturba no se vea
afectado por la respuesta del Oscilador Salino. En esta seccidn se propondra una manera de

perturbar al oscilador Salino que permita realizar un analisis mas simple del fenémeno.

El periodo natural con el que ocurre la oscilacion es constante y se mantiene por bastante
tiempo (alrededor de 36 horas). Este periodo se ve afectado si es perturbado con cambios
bruscos pero controlados en la presién, sin embargo, el oscilador por si solo regresa a su
periodo natural después de un corto tiempo. Las perturbaciones en el Oscilador Salino a
veces afectan significativamente este periodo de oscilacion y a veces el cambio no es tan
notable, esto depende de en qué momento o “fase” de la oscilacion donde ocurre la
perturbacién, lo cual delata la existencia del ciclo limite dentro de la oscilacién, tal y como

ocurre en otros sistemas.

El Oscilador Salino se estudiara usando un enfoque de perturbacién no usado
anteriormente, ya que para perturbarlo sera inyectado un volumen de agua e
inmediatamente después sera retirado. Esto, provocard un incremento subito en la presion
del recipiente inferior, por lo que el gradiente de presiones que controla al sistema se vera
afectado brevemente, teniendo por lo tanto una estimulacion o perturbacion que se

considerara puntual, y de una magnitud igual a la del volumen inyectado.

! Ver Seccién 1.1, pagina 6.
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Para esto, se utiliza una bomba que mueve dos jeringas de 60 mililitros colocadas en
paralelo (WPI SP210 Infusion/Withdrawal Pump). La razén de flujo se fija en 70 ml por
minuto por jeringa, de tal manera que el tiempo para mover los tres mililitros es de
aproximadamente 1.3 segundos, tanto al inyectar como al retirar, lo que resulta una fraccion

pequefa de los cerca de 36 segundos que dura la oscilacion.

Fig. 111.1. Arreglo experimental usado para perturbar al Oscilador Salino.

I11.1 Protocolos de Perturbacién: Aisladas y Periddicas.

La manera mediante la cual se perturba se divide en dos protocolos diferentes, el primero
consiste en perturbar al sistema con trenes de 40 perturbaciones, separadas una de la otra
con intervalos de tiempo constantes, con los cuales se espera encontrar si hay
acoplamientos entre las respuestas que presenta el oscilador y los estimulos periddicos

entregados al mismo.
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Dado que en muchas ocasiones la respuesta de un oscilador no lineal a perturbaciones
puntuales en diferentes fases (respuesta de fase) puede ser Util para predecir la respuesta a
trenes de perturbaciones periddicas [17-21], el segundo protocolo tiene por objetivo
construir una Curva de Transicion de Fase (PTC) mediante perturbaciones aisladas al
sistema en momentos aleatorios de la oscilacion. El objetivo de esto, es considerar a esta
curva un mapeo unidimensional y predecir a partir de éste, como es que el Oscilador Salino

puede tener acoplamientos con los estimulos periodicos aplicados a su oscilacion.

Para llevar a cabo ambos protocolos se usdé una computadora para controlar la bomba y
liberar los estimulos en series igualmente espaciadas (perturbacion periodica), o bien
aislados para construir la Curva de Transicion de Fases. Como ya se explico, el volumen
fijo inyectado es inmediatamente retirado para prevenir el efecto de acumulacion o pérdida
constante de los fluidos del contenedor externo, lo cual modificaria continuamente el

sistema experimental.

Asi la respuesta que el oscilador produce es medida a través de los electrodos y
posteriormente analizada por el sistema anteriormente descrito, mismo que permite grabar
simultaneamente un pulso TTL que se genera cuando se dispara la perturbacion; dado que
la bomba manda la sefial directamente al osciloscopio cada vez que inserta y retira agua del
recipiente, también se puede observar claramente como es que la perturbacion afecta a la

oscilacion y medir con cierta exactitud como cambia o no, el periodo de la misma.
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bombeo de
jeringas

agua pura

Fig. 111.2. Esquema de protocolo de perturbaciones.

El anélisis del experimento se efectia mediante la interpretacion grafica de las series de
tiempo de la sefial que se registrd, y que ademas contiene los cambios en la diferencia de

potencial eléctrico en funcion del tiempo, las cuales quedaron guardadas en la PC.

Dicho andlisis se lleva a cabo mediante un programa de computo (Bruxton Review 5.0.1)
de la misma compafiia del software con el cual fueron obtenidos y que cuenta con cursores
y herramientas de medicion precisas para interpretar los archivos generados por el

programa que grabd la sefial del osciloscopio.

Asi bien, midiendo cuidadosamente estas series de tiempo, es posible establecer el periodo
de la oscilacion y en qué momento de la misma ocurrié una perturbacion y cuanto cambi6
el periodo. Entonces se puede encontrar codmo es que se relaciona el cambio en el periodo
de la oscilacion con el momento en el cual ocurrié la perturbacién, y cémo es que éste

reacciona a trenes de perturbaciones periodicas.
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Fig. 111.3. Registro del Oscilador Salino ante perturbaciones. En rojo se muestra la variacion de voltaje

del oscilador y en verde el tren de perturbaciones peridédicas.

111.2 Comportamiento experimental ante perturbaciones.

Se observa que la perturbacion produce una inversion en el flujo cuando hay caida de la
solucion salina, debido a que la inyeccion del volumen de perturbacion en el vaso externo

contrarresta la diferencia de presiones previa, que favorecia la caida de agua salada.
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Fig. 111.4. Efecto de una perturbacion aislada en el Oscilador Salino. Nétese el cambio del periodo cuando la

perturbacion ocurre.
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Un estimulo aislado y breve aplicado sobre el oscilador salino, produce una traslacion de la
oscilacion (reinicio de fase). En la figura 111.4 anterior se muestra un ejemplo, en el trazo
inferior se marca como un pulso cuadrado la inyeccion y retiro del volumen de

perturbacion. Notese que su efecto es invertir el flujo y producir una nueva oscilacion de
menor duracion.

Veamos ahora cOmo es que una perturbacién afecta la oscilacion en momentos diferentes
de la oscilacion.

e —

\ """‘( r ---------------------- n f ------------------------- - [rm—
| | |
‘ !
| |
! ‘ ] 1
- N — N —
[rn——————,  f——— o, S——————————— — — — s
| | | | | f
| | | |
‘ \ [ | \ ; \ |
W “\_,..,...---m""""“'"“"““ o i — \.,...m-n-m"“"'""'""‘"‘" \ ppimmm— ol
— S—— s "y prom———-——, . r— S— e
\ { J | |
\wm._..--_-u-""'"""‘ ‘ “‘v. ........ — I“\_ﬂ_ mmmmmmmmmmmmmmmm 4 \_ e ol
r— — T s —— — —
l |
| ‘\ - |
2 ‘\.---.-w"‘" """" s = [ ‘\".mmuﬂ""""i I‘\,,..n--..mnm-tm""‘ml" S
P —— J— - s—— i T —
| | ] ] | |
1
L | ‘ | |
i \~~-__'_,_.,.---umn-~ / ‘ i\\l_,,, ....... ...--u-l'J lw\“m.“.‘__ —— \‘-mem_'_‘ —
——— " J— — [—————, T e —
| | | | | |
| ‘ ) | \
w ‘\,,,'." ,,,,,,,, p—— J r rlm,_,_ e i 'y\" —— - \n.»-' _________ —
e o= J' _________________ ’ p— w S -
| | | |
| J
o —— — l\. — — \

41



Figura I11.5. Aplicacion de un pulso aislado en diferentes momentos de la oscilacidn durante la primera
mitad de la misma. La primera figura corresponde a la aplicacion a los 2 segundos de haber comenzado

la oscilacion. Las figuras subsecuentes muestran aplicacién e pulsos cada aumentando en dos segundos
respecto a la figura anterior.
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Figura 111.6. Aplicacién de un pulso aislado en la segunda mitad de la oscilacién. La figura final
corresponde una perturbacion 38 segundos después de comenzada la oscilacién. Nétese que en este
altimo caso el tiempo en que se efectud la perturbacion rebasa el periodo de oscilacién y por lo tanto es

parecida a la primera figura como si estuviera a pocos segundos de haber comenzado una oscilacién.

En la serie de figuras (I11.5 y 111.6) se nota como cambia la oscilacion cuando se le aplica
una perturbacion en diferentes momentos de la oscilacion. Podemos ver el registro de cada
oscilacion y tomar como la mitad de la oscilacion el momento en el que hay un intercambio

en los flujos, o sea el momento que hay una caida e inversion de sentido en el voltaje.

De las figuras 111.5 y I11.6 se puede notar que cuando la perturbacion ocurre en fases
anteriores a la mitad, ocurre inmediatamente una inversién en el flujo, dado que en ese
momento hay solucién salina descendiendo a través del agujero y la perturbacién aumenta
la presion en el recipiente externo y provoca que agua pura ascienda en ese momento. A su
vez esto se ve reflejado en una inversion en el registro del voltaje, sin embargo el rapido
regreso del oscilador a su ciclo limite, provoca que nuevamente haya un intercambio entre
los flujos con lo que se produce una oscilacién de menor periodo (oscilacién inducida)?,
como respuesta a la perturbacidon, o bien podemos decir que la oscilacion “se adelantd”
hasta el momento en que naturalmente debia descender solucién salina nuevamente por el
agujero. Asi también se puede notar que conforme la fase en que ocurre la perturbacion se
aproxima a la mitad de la oscilacion natural (fase 1/2), la oscilacion inducida o respuesta

incrementa su periodo, o bien que la traslacion de oscilacion es menor.

2 Una oscilacién inducida es una oscilacién mas corta 0 més larga que se produjo por un traslado en la fase de
la oscilacion natural.
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Una vez que la perturbacién ocurre después de la mitad de la oscilacién natural, es decir en
el momento que normalmente agua limpia asciende por el agujero, se puede notar que la
perturbacién casi no afecta a la oscilacién y conforme la perturbacion ocurre en una fase
cercana al final de la oscilacion natural, el efecto de esta es alargar ligeramente esta parte

de la oscilacién o bien trasladarla a un momento anterior, respecto de la oscilacion natural.

Con estas observaciones podemos darnos una idea de cémo es que el Oscilador Salino
responde a perturbaciones en su ciclo de oscilacién. Una forma de generalizar estas
observaciones matematicamente es construir una expresion analitica para la respuesta del

Oscilador Salino a un estimulo aislado

Los acoplamientos se observan cuando se estimula usando el protocolo de perturbaciones
perioddicas. Cuando se aplica un tren de perturbaciones al Oscilador Salino, su periodo
comenzara a cambiar dependiendo de en quée fase de la oscilacion vayan ocurriendo las
mismas, dado que el comportamiento del oscilador es gobernado en gran medida por su
ciclo limite, cada uno de estos estimulos o perturbaciones, provocard una respuesta
(oscilacién inducida) que se puede asociar al momento de intervencion de la misma dentro
de la oscilacion natural. Es decir, el oscilador responde con una o varias respuestas

inducidas por cada cierto nimero de perturbaciones.

En una primera aproximacion cualitativa se observa que el sucesivo reinicio de la
oscilacion dada la existencia de un ciclo limite produce que eventualmente se encuentran
fases en las cuales las perturbaciones asintéticamente van cayendo siempre, por lo que la
respuesta del oscilador serd la misma cada vez que una perturbacion caiga en esa fase, es
decir, que se llega a un momento en que las perturbaciones periodicas caen siempre en la
misma fase, provocando asi después de un periodo de tiempo transitorio un acoplamiento
entre las respuestas inducidas que da el oscilador y la perturbaciones, dicho

comportamiento es estable hasta que las perturbaciones cesan. En otras palabras se puede
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decir que un acoplamiento N:M ocurre, cuando hay M ciclos o repuestas del oscilador
perturbado por cada N estimulos. *

Los acoplamientos se pueden medir al registrar la series de tiempo que representan la
respuesta del oscilador, se toma una lapso de tiempo (dos o tres respuestas) y se compara
con un lapso de tiempo de igual magnitud anterior o posterior hasta establecer un
comportamiento periddico respecto a las respuestas, una vez encontrado, se cuenta cuantas
respuestas hay por el nimero de perturbaciones en ese lapso de tiempo, hasta que se repite
el patron. Definiendo el acoplamiento entre N = ndmero perturbaciones y M = nimero de

respuestas, como N:M.

El primer paso para hacer la prediccion de acoplamientos es, como ya se menciono, la
construccion de una expresién analitica para la respuesta del Oscilador Salino a estimulos
aislados. Para este objetivo se usa el protocolo de perturbaciones aisladas, con lo cual se
obtiene la Ilamada Curva de Transicidn de Fase o PTC, cuya construccion experimental se

explica a continuacion.

111.3 Construccion experimental de la Curva de Transicion de Fases.

La Curva de Transicion de Fases o PTC (Phase Transition Curve) por sus siglas en ingleés,
es una grafica en la cual se puede observar como es que el periodo o la fase natural del
oscilador cambia al haber una perturbacion. Los ejes de esta grafica son “fase vieja” en el
eje de las absisas, el cual se refiere a las fases originales de la oscilacion en donde se dio
una perturbacion. Por el otro lado en el eje de las ordenadas se coloca la “fase nueva”, el
cual refiere a la fase a la cual la oscilacion fue trasladada despues de la perturbacion. Para

explicar mejor lo anterior partamos de lo siguiente.

* En un acoplamiento N:M se observan M eventos marcadores asociados con el ciclo perturbado (por ejemplo,
la generacion de un potencial de accion) ocurriendo a M tiempos diferentes o fases en el ciclo de estimulo. El
patrén N:M es una secuencia periddica repetida cada vez. [17]
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Fig. 111.7. Interpretacion del registro de cambio de voltaje en la oscilacién separada en cuatro

momentos.

Del comportamiento experimental ante perturbaciones, discutido anteriormente se observa
que si se aplica una perturbacion aislada en algin momento de la oscilacion, tendremos una
traslacion de la oscilacion y por lo tanto una variacion en el periodo, si después de la

perturbacion no recibe una perturbacion extra, el oscilador regresara a su periodo natural.

Asi pues podemos tomar diferentes momentos de la oscilacion y perturbar el oscilador,
dejandolo regresar a su ciclo limite, y asi, poder medir cémo es que cambia el periodo
dependiendo del momento de la oscilacion en que perturbemos.

Al seguir este procedimiento varias veces tendremos en el registro que a cada perturbacion
aislada le corresponde una cierta respuesta del oscilador. Asi bien, del voltaje medido

durante un ciclo, podemos separar la oscilacion en cuatro momentos de la siguiente manera:

A. Comienza a descender solucion salina y a su vez termina de ascender agua pura.

@

Solucién salina descendiendo sobre el recipiente de agua pura.
Intercambio de chorros, en el cual comienza ascender agua pura y a su vez termina
de descender solucion salina.

D. Agua pura ascendiendo dentro del recipiente interior con solucién salina.
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La Figura I11.7 muestra lo anterior. No6tese que la etapa D dura mas que la etapa B.

I

Voltaje (mV)
; I
o
N
] |

Tiempo (sed.)

Fig. 111.8. Medicion del registro de la oscilacion para obtener los parametros que definiran la fase vieja

y la fase nueva.

Para medir cdmo es la respuesta del oscilador a una perturbacion aislada se toma como
evento marcador a Al y se mide el periodo justo antes de la perturbacion (Periodo Basal)
To. Ahora bien, se define el tiempo entre el evento marcador previo a la perturbacion (A2)
y el evento marcador posterior a ésta (A3) como T, (Periodo Perturbado). T, seria igual a
To, si la perturbacidn no ocurriese, y es justamente la diferencia que haya entre ambos lo
gue nos dira a qué fase se trasladd la oscilacién. Por esta razdn, se mide el tiempo que
transcurre antes de la perturbaciéon, con el objetivo de saber en qué fase ocurre el estimulo y
posteriormente medir en cuanto cambi6 el periodo respecto al basal. A este tiempo lo

definiremos como intervalo de acoplamiento Tc.

Asi pues sabremos justamente cuanto tiempo pasa desde que la oscilacion a ser perturbada
inicia (evento A2) hasta el momento de la perturbacion, o sea en qué fase de la oscilacion
comenzo la perturbacion, a esto lo Ilamaremos la “fase vieja” 'y la definimos normalizando

sobre el periodo basal (To), por tanto se define la fase vieja ®, como Tc/To.
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Fig. 111.9. Dos momentos de aplicacién de una perturbacion aislada siguiendo el protocolo detallado en
la seccién anterior. Arriba: una perturbacion aplicada a los 3.42 segundos posteriores al evento
marcador. Abajo: una perturbacién aplicada a los 21.48 segundos posteriores al evento marcador.
Notese el cambio del periodo respecto al basal en cada uno de los momentos, lo cual indica una

traslacién a una nueva fase de la oscilacion.

Posteriormente, medimos nuevamente el periodo T, (Periodo Posterior), pero ahora después
de que la perturbacién ha sucedido, y que siguiendo el ciclo limite, cambiara hasta llegar a
ser To después de un cierto tiempo. Por ultimo tomamos la diferencia (T, — Tc) y la
definimos como cofase y asi nuevamente normalizando con el periodo basal tomamos, (T,

— cofase)/To, y definimos la fase nueva @’.

Finalmente se obtiene un valor Unico de fase vieja por cada uno de fase nueva al graficar
fase nueva contra fase vieja (figura I111.10). Se obtiene una serie de puntos experimentales
que pueden ser ajustados mediante un polinomio, obteniendo finalmente una curva a la cual

llamaremos “Curva de Transicion de Fases”.
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DATOS EXPERIMENTALES PARA CONSTRUCCION DE PTC
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Fig. 111.10. Serie de puntos experimentales obtenidos tras realizar varias veces el protocolo de

perturbaciones aisladas en el Oscilador Salino. Los datos fueron normalizados con el periodo basal de

oscilacion, por lo que los valores de dichos puntos se encuentran en el intervalo [0,1].

El obtener esta curva nos dota de una herramienta poderosa para poder realizar

predicciones de como es que se comporta el oscilador ante perturbaciones periddicas,

insertandola en el marco de un modelo matematico anteriormente propuesto por Guevara

et al [17-21], para predecir acoplamientos en osciladores con un ciclo atractor y en el cual

usando la forma analitica de la PTC, se investiga la respuesta del modelo a estimulaciones

periddicas. Este acercamiento de usar la respuesta a un solo estimulo para predecir la

respuesta a estimulos repetidos ya se ha usado previamente (Perkel et al., 1964; Moe et al.,

1977; Pinsker, 1977; Scott, 1979) [22-24].
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AJUSTE POLINOMIAL DE 6° GRADO PARA PTC
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Fig. 111.11. Ajuste polinomial de 6° grado para los datos experimentales obtenidos del protocolo de

perturbaciones aisladas, R?=0.9776, lo que indica que es un buen ajuste. Por lo que de esta manera la

PTC queda determinada por f () = 3.70444° — 4.45264° —10.068¢* +18.008¢° — 6,6283¢4> — 0.5583¢ + 0.9381-

La intensidad que se uso para perturbar al oscilador, en este protocolo fue siempre de 3ml,
tanto para construir la curva, como para perturbar periédicamente. La bomba inyecto y
sustrajo 1.5ml de agua limpia, por cada jeringa. Por lo que el tiempo de inyeccion era
aproximadamente de 1.3 segundos y a su vez cuando se retiraba agua, esto tardaba otros 1.3
segundos aproximadamente, por lo que en promedio cada perturbacion duraba 2.6 segundos
y evidentemente el regreso del oscilador a su ciclo limite no fue instantdneo como el caso

ideal de la teoria del reinicio.

Se realizaron varios experimentos en los cuales se aplicaron 40 perturbaciones aisladas

elegidas aleatoreamente en distintas fases de la oscilacion. Para saber como es que cada
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perturbaciéon afectaba el periodo de la oscilacion, cuando se aplicaba en cada fase (fase

vieja), se siguio el procedimiento descrito en la seccidn anterior.

Fig. 111.12. Mapeo derivado a partir de la PTC, el cual sera iterado tanto grafica como analiticamente
mediante un programa realizado en MatLab.

Se midié el intervalo de acoplamiento (momento en el cual ocurre la perturbaciéon desde
que inicia la oscilacién) y se normalizd con el periodo de oscilacion natural que
correspondia a cada experimento, medido previamente. A su vez se midi6 a dénde se
traslado la oscilacion (“cofase”), y tambien se normalizé con el periodo de oscilacion

natural obteniendo la nueva fase.

Una vez que se obtuvieron los datos correspondientes para obtener la curva de fases nuevas
en términos de las fases viejas (PTC), para cada experimento, se repitié el procedimiento
cuatro veces, todos los datos fueron integrados en una sola curva, la cual se muestra en la

figura 111.10. Nétese que seis puntos del principio de la serie de datos fueron repetidos al
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final de la curva y que también seis puntos del final fueron repetidos al inicio. Esta
maniobra se realiz6 aprovechando que la PTC debe ser periddica y para mejorar el ajuste

polinomial.

Ahora que ya se cuenta con un conjunto amplio de datos experimentales, podemos proceder
a realizar el ajuste a un polinomio de 6° grado el cual muestra un coeficiente de correlacion
de Pearson equivalente a R? = 0.9766, (muy cercano a 1) con lo que se asegura que los

datos obtenidos son bien descritos por el polinomio.

De observar el comportamiento de los datos experimentales, se pude notar que la curva que
podria ajustar prefigura una forma sinusoidal, lo que sugeriria un ajuste por funciones
trigonométricas o bien por analisis de Fourier. Sin embargo se opto por realizar un ajuste
polinomial pues el analisis matematico del comportamiento y consecuencias que se podria
obtener de este ajuste al tratarlo mas generalmente, esta fuera de los objetivos del presente
estudio; pues el problema estaria relacionado con encontrar una funcién trigonométrica
como la propuesta por Guevara y Glass* pero para un oscilador méas complicado (un
oscilador de Van der Pol o bien uno de Rayleigh). El ajustar tedricamente el
comportamiento del Oscilador Salino a un oscilador de este tipo es un trabajo que
actualmente esta en desarrollo; ademas de que encontrar y analizar matematicamente una
funcién analitica para este tipo de oscilador es un problema mucho méas general y lo

suficientemente rico como para sugerir un todo un estudio.

* Ver seccion 11.2, pagina 23.
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CAPITULO IV

Resultados.

IV.1 Prediccion de acoplamientos en el Oscilador Salino a partir de

iteracionesen la PTC.

Una vez que se ha construido la PTC, es posible llevar a cabo predicciones de los
acoplamientos que puede presentar el Oscilador Salino. Como se explico en el capitulo
3, si se considera a la PTC como un mapeo, este mismo se puede iterar para encontrar
las fases estables donde se puede converger después de varias iteraciones o bien las

fases de las cuales se diverge.

Para poder ejemplificar cdmo es que se llevaron a cabo las simulaciones tomemaos el
siguiente caso, empecemos con elegir una fase inicial en donde se perturbara al

oscilador, asi como un periodo entre las perturbaciones.

Si nuestra fase inicial es ¢ =0.6 y el periodo entre perturbaciones es

7 =0.7 (recordemos que para fines practicos se ha normalizado con el periodo del
oscilador), habra un corrimiento de 0.7 hacia arriba sobre el eje de las fases nuevas o

bien de 0.3 hacia abajo.

Al momento de iterar por el método grafico o de “telarafia” se encuentra que el
oscilador réapidamente se acerca un punto estable alrededor de ¢ =0.29. Esto implica

que el oscilador estard saltando conforme cada iteracion, o bien cada vez que se

perturbe, entre dos fase cercanas a 0.29 acercandose cada vez mas a este punto.
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Fig. IV.1. Iteracion en el mapeo derivado de la PTC, recorrida 0.7 hacia arriba sobre el eje de las
fases nuevas, lo cual corresponde a un periodo de T = 0.7To entre perturbaciones. La iteracion

comienza en la fase inicial ¢, = 0.6To, nétese como rapidamente convergera en la fase ¢ = 0.29To.

Asi pues, si el periodo del oscilador es aproximadamente 36 segundos, cada vez que
haya una perturbacion esta ocurrira en el momento que la oscilacion esta
aproximadamente a los 10.5 segundos de que comenz6 produciendo como respuesta una
oscilacion gue llegara hasta el momento que ocurra una nueva perturbacion la cual sera
cuando la oscilacién llegue a los 10.5 segundos de haber recomenzado, sin embargo esta
respuesta sera alin mas cercana a 10.5 que la anterior. Asi entonces después del lapso
transitorio, por cada perturbacion se tendra una respuesta del oscilador, a esto se le

denomina un ritmo 1:1, una perturbacion - > una respuesta.
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Fig. IV.2. Detalle del lapso transitorio dentro del tren de perturbaciones periddicas, notese como la
primera perturbacion ocurre exactamente en 0.6To y después las perturbaciones van cayendo entre
dos fases que eventualmente se van acercando a 0.29To.

Cabe sefalar por lo discutido anteriormente que el tipo de acoplamiento y su naturaleza
dependen, en el oscilador salino, en general del periodo de perturbacién z al que se
someta el oscilador, ya que este es el que provocard que los puntos estables o
inestables, y por ende el acoplamiento asociado, aparezcan o no, dependiendo del
corrimiento de la PTC. Sin embargo en las iteraciones se exploraron muchas

condiciones iniciales para comprobar esta propiedad general.
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Fig. IV.3. Establecimiento del acoplamiento 1:1, nétese que cada perturbacion ocurre en la fase
0.29 To, y seguido de esto ocurre una oscilacibn como respuesta, que dura hasta la siguiente

perturbacion que ocurre nuevamente en el momento en que al oscilacion llega a 0.29 To.

Como otro ejemplo tomemos el periodo de perturbacion z=0.1, y cualquier fase de la
oscilacion; se estaria recorriendo la PTC 0.1 hacia arriba o bien de 0.9 hacia abajo,
sobre el eje de las fases nuevas. Cuando se itera por el método gréafico se encuentra que
el desplazamiento de la PTC ha provocado que ésta sea discontinua, sin embargo el
oscilador nuevamente se acerca rapidamente a un punto estable alrededor de ¢ =0.02,
con lo que se encuentra un comportamiento muy similar al descrito para el ejemplo
anterior. Esto implica que se tendrd nuevamente un acoplamiento 1:1. Al realizar la
simulacion de esta oscilacion, efectivamente hay un acoplamiento 1:1, pero en este caso

las oscilaciones son mas rapidas, debido a que = es menor.
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Fig. IV.4. Iteracion en el mapeo derivado de la PTC, recorrido 0.1 hacia arriba sobre el eje de las
fases nuevas, que al estar normalizado (mod1) lleva los puntos del mapeo mayores a uno hacia
abajo. El periodo de perturbacién es t = 0.1To entre perturbaciones. La iteracion comienza en la

fase inicial ¢, = 0.3To, nétese rapidamente se acercaa ¢ = 0.02To.

Asi que se definird a este acoplamiento como 1:1 rapido y al anterior como un 1:1

lento. Esta situacidon también ocurre para otros acoplamientos.

Analicemos ahora los siguientes ejemplos: z=0.3 y 7 =0.5. Como ya se menciond, la
fase inicial pocas veces afecta el establecimiento de un ritmo, a menos de que haya
biestabilidad lo cual se discutira méas adelante, por lo cual de aqui en adelante se tomara

una fase inicial fija (¢, = 0.15), para continuar con la discusion.
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Fig. IV.5. Establecimiento del acoplamiento 1:1 rapido, cada perturbacién ocurre en la fase

0.02To, y seguido de esto ocurre una oscilacién muy rapida como respuesta.

Al realizar la iteracion correspondiente para = =0.3 se puede notar que hay un punto

repulsor alrededor de ¢ =0.11, del cual la iteracion se separa rapidamente, y después

ésta se va acercando hasta encontrar dos fases estables alrededor de ¢ =0.24y de

¢ =0.94.

58



Fig. IV.6. Iteracién en el mapeo para T = 0.3, ésta se estabiliza en las fases ¢; = 0.24, asi como en
o " =0.94. Nétese que ¢;~ < 0.5 por lo que cada perturbacién que caiga ahi provocara un cambio en

el flujo de agua, mientras que para ¢; "> 0.5, esto no ocurrira.

Lo anterior trae por consecuencia que en la simulacion de la oscilacion, después de que
ocurre el periodo transitorio (en este caso la separacion de la fase repulsora), haya una

perturbacion cayendo en ¢'=0.24, que pertenece a la zona de agua salada cayendo

(¢<0.5).
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Fig. I1V.7. Establecimiento del acoplamiento 2:1, para dos perturbaciones ocurre una sola
oscilacion. Notese que una perturbacion cae en la fase ¢;’= 0.24 (“agua salada cayendo”), por lo que
produce un cambio de flujo en el oscilador, y la perturbacion siguiente cae en la fase ¢;’= 0.94

(“agua pura ascendiendo”), por lo que so6lo adelanta un poco la oscilacion.

Asi pues tenemos que una perturbacién cae en una fase de la zona de agua salada
descendiendo y otra que cae en la zona de agua pura subiendo, en un ciclo que dura
justamente 2z, por lo cual tenemos dos perturbaciones y una sola respuesta (una
oscilacién completa), por lo que el acoplamiento establecido se define como un ritmo
2:1.

Ahora, al realizar la iteracion para z=0.5, se encuentra un comportamiento muy
similar al anterior, un punto repulsor alrededor de ¢” =0.2 y el acercamiento a las fases
estables ¢,'=0.02 y ¢,'=0.43, sin embargo a diferencia del caso anterior, ambas fases
caen en la zona de agua salada descendiendo (¢ <0.5), por lo que cada vez que haya
una perturbacion, esta provocara que se invierta el flujo, en el caso de la primera fase
(¢,'=0.02) el cambio de flujo es muy rapido pues la perturbacion ocurre casi al iniciar

la oscilacion llevandola a una fase en la zona de agua dulce subiendo, con lo que

continuara naturalmente hasta llegar a la bajada de agua salada, completando una
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oscilacion completa (una respuesta), ainque mas rapida. En ese momento ocurre una
segunda perturbacion (¢,'=0.43), nuevamente en la zona de bajada de agua salada, asi
una vez mas se produce un cambio de flujo siguiendo el mismo comportamiento
anterior hasta llegar a (¢, '=0.02) completando una segunda respuesta y recomenzando

el ciclo. Por lo tanto, se tienen dos respuestas por cada dos perturbaciones por lo que a

este acoplamiento se le llama entonces ritmo 2:2, lo anterior lo ilustra la figura IV.8.

Hasta el momento todos los acoplamientos que se han discutido corresponden a

T

periodos de perturbacion menores al periodo de oscilacion natural: 7 = . <Ty.

Ahora, analizaremos qué sucede cuando hacemos crecer T , esto traera por

consecuencia que 7z >T,.

Si perturbamos con un periodo de perturbacion z=1.5, al hacer la iteracion
encontrariamos el mismo comportamiento que para z =0.5, en lo que se refiere a fases
estables y/o inestables, pues nuestra PTC siempre estd normalizada a uno y el
incremento en = sélo provoca un corrimiento sobre el eje de las fases nuevas, de hecho
encontrariamos el mismo comportamiento de 7 =0.5, para 7=K.5, donde K es
cualquier numero entero. Sin embargo en lo que acoplamientos se refiere, no ocurre lo
mismo, dado que cada vez que ocurre una perturbacion ademas de la fraccion de Ty que
hay entre perturbacién y perturbacion, hay ademéas un periodo de oscilacion natural,
correspondiente a cada K, en la que ocurrira una repuesta adicional a las que provoquen

los estimulos.

Lo anterior esta mateméaticamente justificado, pues el nimero de rotacion p aumenta en
una magnitud cada vez que hay un periodo natural sin perturbaciones del oscilador. Asi
pues, recordando la proposicion 1 del capitulo 1, se tiene como resultado que si existe
un acoplamiento asociado a t de la forma N : M, y si '=7+K, entonces el
acoplamiento asociado a 7’ sera de la forma N : M+KN. Por lo que si 7>1, se podria
ver como que z'=7+1, por lo que el acoplamiento asociado en términos del periodo

7 <1 serd de la forma N : M+KN.
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Fig. 1V.8. Simulaciones tanto para la iteracién como para la oscilacion cuando T = 0.5, nuevamente
la iteracion (arriba) se estabiliza en dos fases ¢,’= 0.02 y ¢,’= 0.43 ambas en la zona de agua salada
cayendo. En la oscilacién (abajo) se establece un acoplamiento 2:2, ambas perturbaciones producen
un cambio de flujo sin embargo la oscilacién inducida por la primera perturbacién es mucho mas

rapida que la segunda, pues cae en una fase mucho mas temprana.
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Fig. 1V.9. Version del acoplamiento 2:1 en forma rapida T = 0.065. Nétese que en la oscilacién
(arriba) hay dos perturbaciones y una repuesta muy rapida, esto se pueda explicar en la iteracion
(abajo) pues esta se estabiliza en una 6rbita de periodo 2 muy temprana al inicio de la oscilacion.
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Fig. 1V.10. Acoplamiento 2:2 rapido T = 0.135. La iteracién (abajo) se estabiliza en dos fases, la
primera muy temprana y la segunda muy cercana al final. Por lo que en la oscilacién (arriba) lo
anterior se ve reflejado en que la primera perturbaciéon cae en la primera fase provocando un
cambio de flujo, y la segunda cae en la fase cercana al final que es cuando ocurre el cambio de flujo

natural en el oscilador.
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Analicemos ahora el caso de r=1.1y r=1.5. Para el primer caso, se tiene que la
iteracion es la misma que cuando 7z =0.1, discutida anteriormente, en donde se encontro
un acoplamiento 1:1, pues habia una sola fase estable y cada perturbacion caia en ésta
provocando una respuesta. Ahora también existe la misma fase estable, pero la siguiente
perturbacién tarda un periodo natural de oscilacion Ty extra lo cual permite que haya
una oscilacion natural del oscilador ademas de la provocada por el estimulo en si,
posteriormente al ocurrir la siguiente perturbacion esta vuelve a caer en la misma fase
estable y provoca a su vez una respuesta igual a la primera que hubo, reiniciando con
esto el ciclo. Por lo tanto por cada estimulo tenemos dos respuestas (una inducida y una

natural), siendo esto un rimo 1:2, con lo que se confirma la proposicion citada.

182 3633

Tiempo (2egundos)

Fig. IV.11. Acoplamiento 1:2 para T = 1.1. Hay una perturbacion por cada dos respuestas, la
primera es de la misma naturaleza que la que hay para T = 0.1, la segunda corresponde a una
oscilacion natural debido a que pasa un periodo natural de la oscilacién. Las iteraciones para este

periodo de perturbacion corresponden también a la figura 1V.4.

En el caso de 7=1.5, la iteracion es idéntica al caso de z=0.5, donde hay dos fases

estables. Para, el caso de los acoplamientos, en el caso de 7 =0.5, una perturbacion caia
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en una de las fases estables provocando una respuesta, y la siguiente caia en la otra fase
estable también provocando una respuesta. Para el caso de 1.5 se repite este mismo

patron, pero se agrega una oscilacion natural a cada perturbacién, por lo que primero
habra dos respuestas para el caso de la fase estable ¢1* =0.02, la inducida por haber

caido en esa fase y la natural, provocada por el tiempo de espera a la siguiente

perturbacion. Asi mismo la para la siguiente perturbacion que ahora caera en la fase
¢2* =0.43, esta también tendrd dos respuestas (la inducida y la natural), por lo tanto

tendremos cuatro respuestas por cada dos perturbaciones, o sea un ritmo 2:4, o bien
2:2+2.

03V}~
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Fig. 1V.12. Acoplamiento 2:4 para T = 1.5. En este caso se tiene dos perturbaciones y cuatro
respuestas. Se puede notar que la naturaleza de la primera respuesta corresponde con la primera
que hay cuando T = 0.5, pero en este caso esta seguida de una oscilacion natural. Asi mismo cuando
se alcanza la siguiente iteracion, se puede notar que hay una oscilacion de la misma naturaleza a la

segunda repuesta que hay cuando T = 0.5, pero también seguida de una oscilacién natural.
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Asi también para estos dos casos tendremos los casos rapidos y lentos descritos
anteriormente y en general, los patrones en los acoplamientos encontrados, repiten el
esquema que hay entre 0 y 1. Pero ahora para cada perturbacion hay que agregar las
oscilaciones naturales que haya por cada perturbacion, bajo el esquema mencionado y

justificado por la proposicion 1 del capitulo 1l para periodos de perturbacion mayores a
uno.

Resumiendo, para periodos de perturbaciones mayores a 1 (7 >1), se repetird el mismo
esquema de fases estables que cuando 7 <1, sin embargo los acoplamientos asociados
cambiardn dependiendo de en que magnitud aumente el periodo de perturbacion
(r'=7+K), por lo que el acoplamiento N : M asociado al periodo t cambiara a N :

M+KN. Para el presente trabajo solo se realizo el estudio correspondiente a K=0, K=1.

En general los resultados de las simulaciones e iteraciones asi como los de los ejemplos
anteriores se pueden resumir mostrando un diagrama de bifurcaciones en el cual se

pueda observar cuantas fases estables existen para cada periodo de perturbacion.

D" 05

Li

Fases Esfables

Fig. 1V.13. Diagrama de Bifurcaciones para perturbaciones en el Oscilador Salino, este muestra las
fases estables (¢°) en el eje de las ordenadas con respecto al periodo de perturbacién (t = Tp/To) en

el eje de las abscisas, notese que los valores también estan normalizados a 1.

En la figura se observa las fases estables que el sistema alcanza al iterar la PTC, cuando

se aumenta el periodo de perturbacion (normalizado con el periodo de oscilacion natural
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T . ..
T=1"). Se observa que si 0<7<0.135 se encuentra una unica fase estable, como ya

se habia observado, y asi bien al tener una Unica fase estable menor a 0.5 tendremos un
regreso en la oscilacion (cambio de flujo) produciendo el ritmo 1:1 répido, que ya

habiamos notado.

Cuando 0.135<7<0.145 se visitan alternativamente dos fases con ® < 0.5, por lo que

en cada una de las dos perturbaciones habra un cambio de flujo, produciendo un ritmo

2:2 rapido.

Asi también si 0.1475<7<0.48 se salta entre dos fases una @, <0.5y la otra
@, > 0.5por lo que para una perturbacion habra un cambio de flujo y para la otra solo

habra una traslacion de la oscilacion pero sin cambio de flujo, por lo que se tendra un

ritmo 2:1.

Si 0.485<7<0.675 nuevamente existen dos fases ® < 0.5, por lo que para cada dos
perturbaciones habra un cambio de flujo para cada una, nuevamente se tendrad un ritmo
2:2 sin embargo esta vez ambas fases son mayores a las encontradas anteriormente, por
lo que las respuestas (cambios de flujo) duran mas tiempo produciendo el ritmo 2:2

lento.

Por ultimo cuando 0.7 <7 <1 nuevamente hay una Unica fase estable, sin embargo
cuando 0.7<7<0.943 esta se encuentra por debajo de 0.5 (®, <0.47), con lo que se

encuentra un ritmo 1:1, pero esta vez lento.

Sin embargo cuando 0.94< 7 <0.97 existe una fase adicional (0.47<®" < 0.9), pero
como se puede notar esta fase no es una bifurcacién sino mas bien, es una fase que
coexiste al mismo tiempo con la otra. Lo anterior quiere decir que para un mismo rango
de periodo de perturbacion (0.94<7<0.97) existen dos fases estables, una
biestabilidad, asi entonces, en este caso si dependera de qué condiciones iniciales
existan para que la oscilacion se estabilice en una fase o en la otra. Por tanto se puede

observar que para el rango 0.94<7<0.97 se pueden tomar fases iniciales que

finalmente se estabilicen cerca de @ =0.47 y asi mismo para fases iniciales diferentes
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se pueden estabilizar cerca de @ =0.9. Un ejemplo concreto de esto lo encontramos

para 7=0.96, en este caso si tomamos como condicion inicial a valores ¢, <0.67,

encontraremos que la fase estable se encuentra alrededor de @ =0.5, y asi mismo para

valores iniciales ¢, >0.67 la fase nueva se estabiliza en alrededor de ®" =0.9.

T T - @ O.g T =
06 ] A’// /
: "
1
A
3 |- '_| -
¥l Pl
B |
0.45L— 1 0.5 :
0.5 0.6 D 0.8 0.9

Fig. 1V.14. Biestabilidad correspondiente a T = 0.96, nétese como hay 3 puntos del mapeo que cruzan con
la recta igualdad, lo que indica que existen 3 puntos fijos. Los puntos de los extremos 4)1*: 05y ¢3*: 0.87,
son atractores mientras que el de en medio ¢, =0.67 es repulsor, por lo que el punto en el que el

sistema llega a estabilizarse depende de las condiciones iniciales (¢ < ¢3 0 bien ¢o> b3 ).

Sea cual sea la fase en que se estabilice, en ambos casos se tiene una sola fase estable y
por lo tanto una sola respuesta por cada perturbacién, por lo que el ritmo 1:1 se
conserva, y asi mismo las fases estables son mayores que las encontradas para el primer

ritmo 1:1, por lo que sin perdida de generalidad se puede concluir que para 0.7 <7 <1 se

tiene un ritmo 1:1 lento. La figura IV.15 ilustra lo anterior.

Este diagrama se repite exactamente para los periodos de perturbacion mayores a uno,
puesto que como ya se menciond, dada la proposicion 1 del capitulo 3 y asi también la
normalizacion del mapeo, un periodo de perturbacion = =1.3 corresponde a un z=0.3

y en general un 7=K.S KeZ,Se[0,1] corresponde a un 7=0.S S<[0,1]. Por lo que

para z >1 se tiene que:
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Fig. IV.15. Detalle del diagrama de bifurcaciones, se muestran las zonas en donde se encuentran los
acoplamientos notese la zona de biestabilidad cuando T es cercano a 0.9. Ademas de la pequefia

zona de 2:2 répido cuando T es cercano a 0.1.

Para 1<7<1.135 se encuentra el ritmo 1:2 rapido.
Si 1.135< 7 <1.145 el ritmo 2:4 répido.
Cuando 1.1475<7<1.48, 2:3.

De 1.485<7<1.675, 2:4 lento.
Y por altimo de 1.7<7 <2, 1:2 lento.

Con lo que se tiene un diagrama de bifurcaciéon idéntico al anterior (figura 1V.6).

Dada la discusion anterior se puede variar el periodo de perturbacion = y entonces
generar una simulacién de la oscilacion que se presenta a partir de cada iteraciéon. Asi
bien, al iterar diferentes periodos de perturbacion se encuentran los diferentes
acoplamientos. De esta manera se realizaron las simulaciones correspondientes para

diferentes valores de t iniciando en = = 0.065 y aumentando el valor de éste poco a
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poco. En un principio se aumento el valor de = entre 0.01 y 0.015 y a partir del valor de

7 = 0.145 se fue incrementando en una magnitud de 0.05 hasta llegar al valor de 0.95.

Al realizar la simulaciones tanto de iteraciones como de oscilaciones se puede notar que
en cuanto a las figuras de las iteraciones, éstas muestran como es que el mapeo es
recorrido poco a poco, Yy las telarafias que se derivan de esto son muy parecidas entre si
conforme va cambiando z, sin embargo las figuras de las simulaciones resultantes para
las oscilaciones si van cambiando cualitativamente cada vez que se cambia z. De esta
manera es posible ver la evolucion del sistema conforme el periodo de perturbacion va
cambiando, asi como la manera en que aparecen y desparecen gradualmente los
acoplamientos justo cuando el valor de = llega al punto critico de cambio detallado en el

diagrama de bifurcaciones.

1 B, | T | T T T T
2:4 rpido

2:4 lento

1:2 lento

2:3 lento
® 05| 12 !
rapido

Fig. IV.16. Diagrama de bifurcaciones, para t > 1. Es idéntico al de figura 4.21, sin embargo los

acoplamientos cambian segun dicta la proposicién 1 del capitulo 3.

Para fines practicos la secuencia completa de las figuras correspondientes a las
oscilaciones (teoricas y experimentales) se han dispuesto en dos animaciones adjuntas,
con el fin de que el lector pueda verificar de una manera facil y dindmica como es que el

sistema cambia tedrica y experimentalmente al variar el periodo entre perturbaciones.
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Periodo entre Perturbaciones.
En términos de To. Acoplamiento (perts : respts)
0.0575 a 0.07 2:1
0.075a0.1325 1:1 rapidos
0.135 a 0.145 2:2
0.1475a0.48 2:1
0.485a0.675 2:2 lentos
0.7 a 1.055 11
1.0575a1.07 2:3
1.0725a1.1325 1:2 rapidos
1.135a1.145 2:4
1.1475a1.48 2:3
1.485a1.675 2:4 lentos
17a2 1:2

TABLA. I. Acoplamientos encontrados teéricamente al variar el periodo de perturbacion .

IV.2 Resultados Experimentales y comparacién con las predicciones

tedricas.

A continuacién se mostraran los resultados obtenidos, al perturbar al Oscilador Salino,
siguiendo el protocolo de perturbaciones periodicas descrito en el capitulo 11, el cual
consistio en aplicar trenes de 40 perturbaciones periddicas aproximadamente, esperando
un tiempo T, entre ellas. Para poder analizar los resultados obtenidos, se normalizara a
T, nuevamente en términos de Ty que dura en promedio unos 36.5 segundos. Para
comodidad del lector la comparacion completa entre experimentos y predicciones

tedricas se encuentra en el Apéndice A.

Los experimentos se realizaron variando el periodo de perturbacion, iniciando en

T,=0.15T, y aumentando el valor de éste en cada experimento, en una magnitud de

72



AT, =0.05 para valores periodos cortos y de AT, =0.1 para valores largos, hasta llegar a
Tp = 2To.

Al realizar los experimentos las figuras de las oscilaciones van cambiando cada vez que
se cambia T,. De esta manera es posible ver la evolucion del comportamiento del
sistema conforme va cambiando el periodo de perturbacion, asi como la manera en que
aparecen y desparecen gradualmente los acoplamientos para valores criticos de T,. Hay
acoplamientos bien establecidos para el caso de T, = 0.15Ty, el cual corresponde a un

1:1 réapido, y asimismo para T, = 0.2To, en donde hay un 2:2 rapido. Lo anterior se
puede notar en las Figuras IV.17 y 1V.18.

Vokage (V)

80 1608
Tiempo (segundos)

Fig. IV.17. Resultado experimental correspondiente a perturbar al Oscilador Salino con un periodo
T, =0.15T,. Se alcanza un acoplamiento 1:1 rapido.

Vokage (V)

80 160%
Tiempo (segundos)

Fig. IV.18. Acoplamiento experimental 2:2 rapido correspondiente a T, = 0.2T,,.
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Ahora bien, cuando 0.25T, <T <0.45T,, se puede notar que el oscilador presenta un

acoplamiento 2:1, el cual gradualmente comienza a desaparecer conforme T, va
aumentando hasta que da paso al siguiente acoplamiento, el cual finalmente queda bien
establecido cuando Ty = 0.45T,.

orv) fR— = e e ) s rema, o | f—

Yolupe V)

:,\w\.\,\.\,'\w\w\.v\.\,\n*

80 100%
Tiempo (segundos)

tov] e, P ——— —— f— =

e ) ¥ s el o . o B

80 160w
Tiempo (segundos)

Fig. 1V.19. Acoplamiento experimental 2:1 lento. Arriba: T, = 0.25T,, apenas comienza a darse el acoplamiento y auin

mantiene rasgos del anterior. Abajo T, = 0.45T,, el acoplamiento ya se encuentra bien establecido. Notese la diferencia en la

duracion de las oscilaciones provocada por el cambio en T,.

Asimismo, cuando 0.5T, <T, <0.6T,, el oscilador presenta un acoplamiento 2:2 lento, el

cual observandolo cuidadosamente es aun muy parecido al 2:1 anterior con la salvedad
de que aparece una oscilacion rapida adicional cuando T, = 0.5T, (el cual ain es
cercano al T, anterior), ambas oscilaciones van creciendo en duracion conforme el
periodo entre perturbaciones va aumentando, hasta que poco a poco pareciera haber una
respuesta por cada perturbacion (T, = 0.6To), por lo que se puede decir que esta

apareciendo un nuevo acoplamiento.
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Fig. 1V.20. Acoplamiento experimental 2:2 lento. Arriba: T, = 0.5T,, aparece una oscilacion rapida (izquierda) respecto del
acoplamiento anterior. Abajo T, = 0.6T, la oscilacién rapida gradualmente va aumentando su duracién dando paso a un

nuevo acoplamiento.

Cuando 0.65T, <T, <1.1T, que es una zona amplia de variacion de Ty, se presenta un

acoplamiento  1:1 lento el cual ya se esperaba dado el comportamiento del
acoplamiento anterior, y el cual se mantiene muy estable durante toda la zona de

variacion de Tp,.
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Fig. 1V.21. Acoplamiento experimental 1:1 lento. Arriba: T, = 0.65T,, las oscilaciones del
acoplamiento anterior igualan su duracion apareciendo el nuevo acoplamiento. Abajo T, = 1.1T,,
las respuestas han aumentado su duracion pero el acoplamiento sigue presentandose muy estable.
NOTESE EL CAMBIO DE ESCALA REFLEJADO ENLA SEPARACION ENTRE
PERTURBACIONES.

Ahora bien, si T, = 0.94T, y se comienza a perturbar en condiciones iniciales tales que
(¢, <0.56), el sistema se estabilizara produciendo una respuesta por cada perturbacion,
la cual caerda en ¢ =0.56, pero a su vez si se comienza a perturbar en condiciones
iniciales tales que (0.56 < ¢, <0.8), entonces el oscilador se estabilizara de igual
manera provocando el mismo acoplamiento (1:1 lento), pero esta vez cada perturbacion
caera en una fase diferente (¢ =0.8). De esta manera se encuentra una biestabilidad

experimental, dentro de esta zona de variacion de T, puesto que para dos condiciones

iniciales diferentes el sistema acaba teniendo un comportamiento distinto’.

! Nétese que este resultado ya se habfa predicho tericamente en la discusion anterior.
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Fig. 1V.22. Biestabilidad 1:1. T, = 0.94T,, Arriba: el acoplamiento se encuentra bien establecido y
las perturbaciones caen en la fase ¢ ~ = 0.56 , tras una perturbacion extra el sistema vuelve a
estabilizarse en el mismo acoplamiento pero ahora las fases caen en ¢ =~ = 0.8. Abajo: el mismo

fendmeno pero de manera inversa.

De esta manera se ha pasado a la zona la que Ty > To. Asi bien cuando se observa que el
acoplamiento 1:1 lento deja de ser estable al presentar de una manera irregular (ainque
ciertamente periddica), algunas oscilaciones rapidas adicionales a la que se producia por
cada perturbacion. Incluso podria decirse que existe un cierto acoplamiento 2:3
inestable para T, = 1.125T,, que pareceria mas una zona de transicion entre el
acoplamiento 1:1 lento y el siguiente. De esta manera, variando el periodo entre
perturbaciones, cuando éste llega al valor de T, = 1.15T,, estas oscilaciones adicionales

Ilegan a ser totalmente periddicas produciendo un acoplamiento 1:2 rapido.
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Fig. 1V.23. Acoplamiento experimental 2:3 irregular. T, = 1.125T,, No6tese como pareciera haber un

comportamiento periédico aunque el acoplamiento anterior (1:1 lento) sigue siendo predominante.
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Fig. 1V.24. Acoplamiento experimental 1:2 rapido. Arriba: T, = 1.15T,, hay una oscilacion rapida y
una lenta por cada perturbacion. Abajo T, = 1.2T,, las respuestas cortas (oscilaciones rapidas)

comienzan a variar su tamafio entre si, dando paso a un nuevo acoplamiento.

Cuando el periodo entre perturbaciones alcanza el valor T, = 1.25T, se puede notar
tomando en cuenta el ritmo detectado anteriormente (una oscilacion corta y una larga
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por cada perturbacion), que las oscilaciones cortas cambian de tal manera que una se
vuelve mucho més corta y la otra mas larga, respecto de las anteriores. Este
comportamiento se presenta de una forma bastante estable, estableciendo por

consecuencia nuevo un acoplamiento 2:4 rapido.

Fig. IV.25. Establecimiento del acoplamiento experimental 2:4 rapido. T, = 1.25T,,.

Si posteriormente se aumenta aun mas el periodo entre perturbaciones en el rango

1.3T, <T, <1.4T,, ocurre un nuevo comportamiento estable, en el cual la oscilacion corta

que habia aumentado de duracion, lo aumenta aun mas, a diferencia de la otra que
practicamente se colapsa con la oscilacion larga que estaba a su lado, apareciendo asi el
acoplamiento 2:3 lento para T, = 1.3T,. Sin embargo al aumentar T,, se nota que de una
manera irregular aparecen algunas oscilaciones extras en el acoplamiento dejando de ser
estable, por lo que se puede decir que para T, = 1.4T, se esta en una zona de transicion

hacia un nuevo acoplamiento.
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Fig. 1V.26. Arriba: Acoplamiento experimental 2:3 lento bien establecido T, = 1.3T,. Abajo: T, =
1.4T, se muestra la transicion del mismo acoplamiento hacia el siguiente.

Cuando el periodo entre perturbaciones corresponde a 1.45T, <T, <1.7T, huevamente se

encuentra un acoplamiento estable en una zona amplia de variacion de Ty, el cual es
muy parecido al 2:4 rapido encontrado anteriormente, sin embargo es de naturaleza
distinta, para T, = 1.45T, se estabiliza en algo muy parecido a la zona de transicion
reportada para el acoplamiento inmediatamente anterior, sin embargo conforme T, va
aumentando se presenta una oscilacion muy corta seguida tres oscilaciones largas
(Tp = 1.5Tp) por lo que existe un nuevo acoplamiento 2:4 lento. Este comportamiento
continta evolucionado de manera que la primera oscilacion corta va ampliando su
periodo conforme T, aumenta (T, = 1.6T), por lo que se cae en una nueva zona de

transicion hacia otro acoplamiento.
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Fig. IV.27. Arriba: T, = 1.45T,, transicion del acoplamiento anterior (2:3 lento) hacia uno nuevo.

Arriba: acoplamiento experimental 2:4 lento bien establecido.
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Fig. 1V.28. Dos momentos del acoplamiento 1:2 lento Arriba: T, = 1.85T,, aun conserva rasgos del

acoplamiento anterior. Abajo: T, = 1.6T, establecimiento claro del acoplamiento.
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De esta manera cuando 1.75T, <T, <2T,, hay otra zona amplia de variacion de Ty en la

cual el sistema abandona gradualmente la zona de transicion descrita anteriormente
(Tp = 1.85Ty) para finalmente estabilizarse en un acoplamiento 1:2 lento (T, = 2Ty), en

el cual hay dos oscilaciones largas por cada perturbacion.

Asi pues, tal y como se vio en el caso tedrico, se muestra una secuencia de
acoplamientos que aparecen al variar el periodo de perturbacion T,, el resumen de esta

secuencia se puede ver en la tabla Il.

Periodo entre Perturbaciones. )
o Acoplamiento (perts : respts)
En términos de To.
0.15 1:1 ]
rapidos
0.2 2:2
0.25a0.45 2:1
05a0.6 2:2 lentos
065al.l 1:1
1.125 2:3 (irregular)
1.15 1:2 rapidos
1.25 2:4
13al4 2:3
1.45a17 2:4 lentos
1.75a2 1:2

TABLA Il Acoplamientos experimentales encontrados al variar el periodo entre perturbaciones Tp,.

Esta secuencia es comparable totalmente con la encontrada tedricamente, y se puede
apreciar claramente en el Apéndice A. Sin embargo, como ya se ha mencionado, se
puede ver que las fronteras entre las zonas de acoplamientos experimentales son franjas
en donde no se estabiliza un acoplamiento, sino méas bien hay zonas de transicion entre

valores bien determinados de Tp,.
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Periodo entre Perturbaciones.
En términos de To. Acoplamiento (perts : respts)
TEORICO EXPERIMENTAL
0.0575 a 0.07 Fuera del rango experimental 2:1
0.075a 0.1325 0.15 11 rapidos
0.135a0.145 0.2 2:2
0.1475a0.48 0.25a0.45 2:1
0.485a0.675 0.5a0.6 2:2 lentos
0.7a1.055 0.65a1.1 11
1.0575 a 1.07 1.125 2:3 (irregular)
1.0725a 1.1325 1.15 1:2 rapidos
1.135a1.145 1.25 2:4
1.1475a1.48 13al4 2:3
1.485a1.675 145a1.7 2:4 lentos
17a2 1.75a2 1:2
TABLA. Ill. Comparacién entre las secuencias de acoplamientos tedricos y experimentales

resultantes de variar el periodo de perturbacién.

De la comparacion en la tabla 1l se puede notar que no existe experimentalmente un

acoplamiento 2:1 rapido pues la velocidad a la que habria que dar las perturbaciones

para lograr un periodo de perturbacion (T, < 0.15Ty), rebasa la capacidad que tiene la

bomba de meter y sacar agua, por lo que fue imposible realizar un experimento que

predijera el resultado tedrico. De la misma manera el acoplamiento 2:3 rapido es

demasiado irregular y poco visto en los experimentos por lo que podria no ser un

acoplamiento bien establecido experimentalmente.
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CAPITULO V

Conclusiones.

El Oscilador Salino, descubierto por Seelye Martin en 1970 [2] ha pasado de ser una simple
curiosidad hidrodindmica, a un problema ampliamente estudiado pues ha demostrado ser un
sistema que muestra varias caracteristicas de un oscilador no lineal con ciclo limite atractor
robusto, tales como un periodo constante de oscilacion, regreso de la oscilacion a su
periodo natural tras perturbaciones y aln mas interesante, acoplamientos con otro(s)

oscilador(es) salino(s).

El Oscilador Salino podria considerarse en una primera instancia como un problema de
Dinamica de Fluidos, sin embargo el tratar de predecir acoplamientos con esta herramienta
conlleva una cierta complicacién matematica. Sin embargo dado que se ha mostrado que
cumple con las caracteristicas de un oscilador con ciclo limite atractor, tratarlo desde el
punto de vista de la dinamica no lineal parece ser un camino mucho mas eficiente y directo.
En este trabajo nos propusimos estudiar los acoplamientos cuando el oscilador no puede
afectar al sistema que lo perturba, siguiendo fuertemente el trabajo por publicarse en Phys.

Rev. E por Hortensia Gonzélez y coautores [1].

Es relativamente sencillo observar experimentalmente, que al igual que algunos otros
sistemas, el Oscilador cambia su periodo al recibir una estimulacion aislada en alguna fase.
Dicho cambio depende justamente de en qué fase de la oscilacion se produzca la
perturbacion como puede verse en las figuras 1.5 y 111.6 del capitulo Ill. Frente a la
complicacién de construir analiticamente una funcion de cambio de fases, fue posible
aproximar una Curva de Transicion de Fases experimental (PTC), a partir de un protocolo

experimental de perturbaciones aisladas.
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De esta manera usando las ideas planteadas en la Teoria del Reinicio [17-21] fue posible
iterar grafica y analiticamente la PTC, teniendo como resultado la prediccion de
acoplamientos del Oscilador Salino a trenes de perturbaciones periodicas. El analisis
cuidadoso de la PTC para periodos de perturbacion cercanos pero menores a uno permite
descubrir un rango de periodos para los cuales existen varios puntos fijos y por ende
biestabilidad. Con toda esta informacidn fue posible construir un diagrama de bifurcaciones
(figura 1V.15 del capitulo 1V), en el cual se muestran ritmos estables entre el oscilador y las

perturbaciones.

2:2 lento

=
=
@
-]
—+
(@)

1:1 r4pido

|
2:2 rapido

Detalle del diagrama de bifurcaciones, se muestran las zonas en donde se encuentran los acoplamientos
notese la zona de biestabilidad cuando T es cercano a 0.9. Ademas de la pequeiia zona de 2:2 rapido

cuando T es cercano a 0.1.

Todas estas predicciones fueron investigadas experimentalmente, encontrandose
compatibilidad en todas estas. Cabe sefialar que la biestabilidad 1:1 no habia sido reportada
experimentalmente con anterioridad en la literatura. Dicha compatibilidad puede observarse
detalladamente en el capitulo 1V y esta resumida en la tabla Ill del capitulo 1V, que
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reproducimos en este capitulo, ademas la secuencia de figuras del Apéndice A también lo

muestra graficamente.

Periodo entre Perturbaciones.
En términos de To. Acoplamiento (perts : respts)
TEORICO EXPERIMENTAL
0.0575 a 0.07 Fuera del rango experimental 2:1
0.075a0.1325 0.15 1:1 rapidos
0.135a0.145 0.2 2:2
0.1475a 0.48 0.25a0.45 2:1
0.485a0.675 0.5a0.6 2:2 lentos
0.7 a 1.055 0.65a1.1 1:1
1.0575 a 1.07 1.125 2:3 (irregular)
1.0725a1.1325 1.15 1:2 rapidos
1.135a1.145 1.25 2:4
1.1475a1.48 13al4 2:3
1.485a1.675 145a1.7 2:4 lentos
1.7a2 1.75a2 1:2

Comparacién entre las secuencias de acoplamientos tedricos y experimentales resultantes de variar el

periodo de perturbacion.

Aun asi es de sefialarse que las predicciones no son totalmente exactas con los hallazgos
experimentales (como muestra la tabla), pues rangos de periodos de perturbacion no
coinciden completamente para los casos tedrico y experimental. Sin embargo la secuencia
de aparicion de acoplamientos al momento de variar z para el caso tedrico o T, para el caso
experimental es practicamente idéntica. Existen un par de ritmos que no se ajustan tan bien.
El primero es un ritmo 2:3 (en verde) que existe en la secuencia teorica, pero en la
secuencia experimental aparece de una forma irregular. Asi mismo el primer ritmo
encontrado tedricamente (en amarillo) es imposible de comprobar experimentalmente pues
la bomba con la que se perturba el Oscilador Salino no es tan rapida como para alcanzar un

periodo de perturbacion tan corto.
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También puede notarse que la secuencia experimental presenta zonas transitorias entre
acoplamientos en donde no esta establecido uno claramente para ciertos valor de T,, a
diferencia de la secuencia tedrica donde siempre hay un acoplamiento claro para cada valor

del periodo entre perturbaciones .

Las incompatibilidades entre las predicciones tedricas y los hechos experimentales tienen
cierto sentido si se considera que en el caso de la Teoria del Reinicio el regreso al ciclo
limite en el oscilador es instantaneo, a diferencia del caso experimental en donde el regreso

del Oscilador Salino a su periodo de oscilacion no lo es.

Por ultimo se puede decir de manera general que la Teoria del Reinicio predice muy bien
los acoplamientos a perturbaciones periddicas del Oscilador Salino, puesto que este cumple
con las condiciones oscilador con ciclo limite atractor asi como con las hipétesis en las que

la misma teoria fue construida.
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Apeéendice A

Comparacion teorico-experimental.

A continuacién se muestra una serie de figuras donde se comparan las simulaciones de

las oscilaciones obtenidas a partir de la iteracion de la PTC, con las oscilaciones reales

presentadas por el Oscilador Salino después de varios experimentos.
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Fig. A.1. Acoplamiento 1:1 rapido. Arriba: Simulacién correspondiente a T = 0.1. Abajo: oscilacién

experimental para T, = 0.15T,,.
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Fig. A.2. Acoplamiento 2:2 rapido. Arriba: Simulacion correspondiente a T = 0.135. Abajo:

oscilacion experimental para T, = 0.2T,,.
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Fig. A.3. Acoplamiento 2:1 lento. Arriba: Simulacién correspondiente a T = 0.3. Abajo: oscilacion

experimental para T, = 0.375T,,.
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Fig. A.4. Acoplamiento 2:2 lento. Arriba: Simulacion correspondiente a T = 0.55. Abajo: oscilacion

experimental para T, = 0.5T,,.
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Fig. A.5. Acoplamiento 1:1 lento. Arriba: Simulacién correspondiente a T = 0.85. Abajo: oscilacion

experimental para T, = 0.8T,,.
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Fig. A.8. Acoplamiento 2:4 rapido. Arriba: Simulacion correspondiente a t = 1.145. Abajo:

oscilacion experimental para T, = 1.25T,,.
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Fig. A.9. Acoplamiento 2:3 lento. Arriba: Simulacién correspondiente a T = 1.3. Abajo: oscilacién

experimental para T, = 1.3T,.
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Fig. A.10. Acoplamiento 2:4 lento. Arriba: Simulacion correspondiente a T = 1.6. Abajo: oscilacién

experimental para T, = 1.5T,,.
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experimental para T, = 2T,.
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