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Capitulo 1

Introduccion

La evolucién térmica y mecanica de los planetas estd gobernada primor-
dialmente por procesos de conveccion en su interior, provocando diversos
fenémenos fisicos y quimicos ocurrentes tanto en la superficie sélida de éstos
como en su interior.

La tecténica de placas, la actividad sismica y volcanica asi como la for-
macion de montanas en la corteza terrestre son ejemplos de fenémenos pro-
vocados por un proceso de transporte de energia desde el interior de la tierra
(nicleo) hacia la superficie de la misma mediante conveccion térmica en el
manto terrestre.

De lo anterior, se desprende la necesidad de comprender como es que
ocurre este fenémeno y cudles son los patrones caracteristicos del flujo con-
vectivo; estas interrogantes son precisamente las inquietudes que motivan el
desarrollo del presente trabajo.

En el proceso de conveccion en el manto terrestre influyen muchos aspec-
tos complejos tales como el calentamiento interno, la variacién de la viscosi-
dad del manto terrestre con respecto a la temperatura, cambios de fase, la
misma geometria esférica del globo, ademas del efecto del campo gravitatorio
radial.

Este ultimo aspecto complica la posibilidad de realizar experimentos de
laboratorio. Trabajos analiticos sobre este fenoémeno, en el que el calenta-
miento ocurre desde la esfera interior, se han realizado, dejando de lado la
parte fisica y dinamica del problema, enfocandose en la obtencion de los pa-
trones de conveccion existentes en este tipo de geometrias. El resultado de
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dichos trabajos ha sido la prediccion de la ocurrencia de patrones de con-
veccién simetricos al rededor de la esfera (Busse, 1975) (Busse and Riahi,
1982).

Sin embargo para obtener una solucién que involucre a la parte dinamica,
se hace necesario introducir el analisis numérico, haciendo uso de codigos
computacionales capaces de resolver el problema, asi como de un equipo de
computo con suficiente capacidad de calculo.

Anaélisis numéricos sobre la estabilidad del sistema esférico, en los que se
incluye la condiciéon de no deslizamiento en las superficies esféricas, se re-
portan en (Joseph and Carmi, 1966), en donde se establece que cuando el
numero de Rayleigh es menor que el valor critico, no debe existir movimiento
de conveccion siempre y cuando el campo de gravedad tenga una distribu-
cién espacial con la misma forma que la distribuciéon de temperaturas, de
otro modo el sistema se torna inestable y se puede iniciar el fenémeno de
conveccién. El valor del nimero de Rayleigh critico es reportado como fucion
de la relacién de radios en la esfera.

La geometria esférica por si sola introduce un elemento de complejidad
debido a que el flujo se confina inicamente entre dos paredes curvas cerradas,
es decir que no tienen bordes o limites, ademas el area de la pared interna es
menor que el area de la pared externa. Por otro lado, los analisis numéricos
mas utilizados se basan en métodos dependientes de mayas computacionales
y algunos de estos ejercicios se encuentran limitados por la existencia de
problemas relacionados con la discretizacién del dominio esférico, éste es el
llamado problema de singularidad geométrica en los polos (Ratcliff et al.,
1996).

Para realizar el analisis de conveccion en el manto terrestre y comprender
su comportamiento basico, en la mayoria de los trabajos realizados hasta el
momento, se ha tomado como base al modelo de conveccién natural Rayleigh-
Bénard (Bercovici et al., 1989), (Hernlund and Tackley, 2003), (Yanagisawa
and Yamagishi, 2005).

El sistema Rayleigh-Bénard es uno de los diferentes sistemas hidrodindmi-
cos fuera del equilibrio en el cual, una capa horizontal de fluido caliente se
encuentra colocada por debajo de otra capa de fluido de menor temperatura
(Chandrasekhar, 1990). Debido a la expansién térmica del fluido en la capa
caliente, éste experimentara una reduccién de densidad. Si la diferencia de
temperaturas entre ambas capas no es lo suficientemente grande, un proceso
de conduccién entre ellas se mantiene estable, de otro modo el sistema se
vuelve inestable y un proceso convectivo se despierta.



Partiendo del sistema Rayleig-Bénard en una geometria de esferas concén-
tricas, Bercovici et al. (1989) determinaron que para valores del nimero de
Rayleigh entre 2000 < Ra < 70000, dos son los patrones de conveccion
térmica preferidos o dominantes en el espacio tridimensional anular situado
entre el par de esferas concéntricas; el primer patron esté caracterizado por
seis columnas cilindricas ascendentes del fluido de mayor temperatura, mien-
tras que el segundo patréon de conveccion se caracteriza por cuatro columnas
cilindricas ascendentes de fluido caliente. No hay preferencia sobre cualquiera
de los dos patrones de conveccion antes mencionados, es decir cualquiera de
los dos tiene la misma oportunidad de ocurrir, sin embargo, ambos patro-
nes de conveccion son logrados mendiante la introduccién de perturbaciones
en el campo de temperaturas, que dan como resultado la formacién de uno
u otro patrén convectivo. La forma que adquieren los flujos ascendentes es
béasicamente cilindrica con un cambio en su forma cerca de la esfera externa
(corteza), mientras que el fluido descendente crea una red de flujos de forma
plana que se dispersan hacia la parte interior del sistema. Ambos patrones de
flujo existen y se mantienen para diferentes valores del nimero de Rayleigh
mayores al valor critico (Ra=712) (Bercovici et al., 1989), sin embargo, este
valor del nimero de Rayleigh critico es vélido si se desprecia la accion de las
fuerzas viscosas en las superficies esféricas.

En el ambito computacional, mejoras en el rendimiento y ejecucion de los
codigos de solucién del problema se han logrado mediante la incorporacion
de una nueva forma de discretizar el espacio esférico. El método de “esfera
cubica”’se desarrollé con el fin de resolver los problemas que se presentan al
tratar de dar solucion a las ecuaciones diferenciales parciales que describen a
los fenémenos en la naturaleza, cuando se trabaja con geometrias esféricas.
Con este método, se proyectan las caras de un cubo que se circunscribe en
una esfera, sobre la superficie de ésta, dividiendola en seis regiones las cuales
a su vez pueden volver a ser subdivididas (Ronchi et al., 1996). Con este
enfoque, Hernlund and Tackley (2003) reprodujeron un resultado similar al
logrado por Bercovici et al. (1989), sin embargo, la relacién entre el tiempo
de computo requerido para los célculos y el nimero de puntos que utilizaron
en la malla numérica, demostré la eficiencia y potencial de esta técnica para
abordar problemas que involucran geometrias esféricas.

Con el fin de determinar los patrones de conveccién térmica existentes en
el sistema de esferas concéntricas, con una menor influencia de las perturba-
ciones del campo de temperaturas sobre de éstos, Yanagisawa y Yamagishi
(2005) introdujeron perturbaciones al campo de temperaturas con ordenes de
magnitud menores, disminuyendo su influencia sobre los patrones convecti-
vos obtenidos. En el mismo estudio, se establecié con una mayor exactitud la
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relacion entre los niimeros de Nusselt y Rayleigh para la geometria esférica,
se reprodujeron patrones de conveccion similares a los reportados por Ber-
covici et al. (1989) y al realizar simulaciones con nimeros de Rayleigh muy
altos, 2X10° < Ra < 1X10%, encontraron que las celdas convectivas reducen
su tamano y se tornan irregulares.

En el presente trabajo, se pretende reproducir los resultados obtenidos
en los trabajos antes descritos, empleando el algoritmo de esfera ciibica (Cu-
bed Sphere) aprovechando el incremento en el rendimiento computacional y
la simplificacién en la discretizacion del dominio que éste permite. Se em-
plea también, para la solucién de las ecuaciones de gobierno, el método de
elementos espectrales.

En el capitulo 2 se presenta la descripcion fisica del sistema de esferas
concéntricas y los modelos empleados para la solucién de los problemas de
difusion de calor: sin generacion volumétrica de calor, con generaciéon vo-
lumétrica de calor y con enfriamiento en los polos de la esfera externa.

En los capitulos 3 y 4, se presentan estudios sobre el fenémeno de difusién
de calor en el sistema de esferas concéntricas y se realiza una comparacién de
los resultados obtenidos mediante el método numérico con la solucién analiti-
ca existente. Se realizan también, estudios de difusién de calor considerando
generacion volumétrica de energia en el interiror del sistema, de igual forma
se comparan estos resultados con los obtenidos mediante la solucién analiti-
ca. Por ultimo, se estudia un problema tridimensional de difusion de calor,
sin generacién volumétrica de energia térmica y con enfriamiento en los polos
de la esfera externa.

Finalmente, en el capitulo 5 se reporta el estudio realizado sobre el fenémeno
de conveccién natural en el sistema esférico, con gravedad radial, con la su-
perfice de la esfera interna a una mayor temperatura que la superficie de la
esfera exterior y se reportan los resultados obtenidos para un bajo ntmero
de Rayleigh.



Capitulo 2

Descripcion Fisica del Sistema.

En el presente capitulo se describe el modelo fisico correspondiente a cada
uno de los fenémenos de difusion analizados; en la seccion 2.1 se presenta la
descripcién del sistema esférico formado por el nicleo (esfera interna) de
radio r; a temperatura 717, la esfera exterior de radio r, a temperatura 15
(T} > Ty) y el espacio entre ambas (dnulo esférico) considerado como sélido.

En la seccién 2.2 se presenta el modelo en el que se considera ademas, la
generacion de energia térmica por unidad de voliimen constante en todo el
anulo esférico.

La seccion 2.3 muestra el modelo empleado para el analisis del proceso
conductivo, sin generacién interna de calor y con enfriamiento en los polos.

2.1. Esferas concéntricas con distribucion ra-
dial de temperaturas sin generacién vo-
lumétrica de calor.

En la figura 2.1 se muestra el esquema mas simple de la estructura interna
de la tierra; ésta se divide fundamentalmente en tres regiones principales: el
nucleo, el manto y la corteza.

Tanto el nticleo como la corteza son sélidos. En la escala geoldgica del
tiempo, el material del manto se comporta como un fluido altamente viscoso.



Descripcién Fisica del Sistema.

Figura 2.1: Esquema de la estructura interna terrestre. La esfera interna
(nucleo) de radio r; se encuentra a una temperatura 77, la esfera externa
(corteza) con radio r5 se encuentra a una temperatura Ty, el dnulo esférico
entre r; y ro (manto) se comporta como un fluido muy viscoso. La razén de

aspecto es =t = 0.35.
2

Sin embargo, con el fin de validar el programa utilizado y el algoritmo
“cubo-esfera” para discretizar el dominio, en esta seccién se considera al
anulo esférico como un sélido, a través del cual se transmite energia desde
el nicleo caliente hacia la corteza mediante un fenémeno de conduccién de
calor. El modelo que reproduce tal configuracion es el que se muestra en la
figura 2.2, donde ¢ es la rapidez a la cual se transfiere la energia en forma de
calor desde el nucleo hacia la corteza, sus unidades son ¢(W), T} y T3 son las
temperaturas en el nicleo y en la corteza respectivamente donde 77 > T,
k es la conductividad térmica del material sélido en el anulo esférico y sus
unidades son k [%]

En la figura 2.2, tanto la superficie de la esfera interna como la superficie
de la esfera externa mantienen una temperatura uniforme y constante; el
espacio anular esférico se encuentra sujeto a la diferencia de temperaturas
entre la superficie de menor radio y la superficie de radio mayor; tal diferencia
de temperaturas (gradiente de temperaturas) genera un flujo de calor por
conduccién desde el nticleo hacia la esfera exterior; es de esperarse que el



2.2 Esferas concéntricas con distribucién radial de temperaturas y generacion
volumétrica de calor.

Figura 2.2: Modelo para el anélisis de conduccién en el sistema esférico por
capas, con anulo esférico solido con condutividad térmica k y transferencia
calor por donduccion q.

flujo de calor se mantenga en la direcién radial puesto que es la direccion
en la que se encuentra el gradiente, entanto que en cualquier otra direccion,
azimutal o meridional, no debe existir flujo alguno de calor debido a que la
variacion de temperaturas es inicamente en la direccién radial.

2.2. Esferas concéntricas con distribucion ra-
dial de temperaturas y generaciéon vo-
lumétrica de calor.

Cuando se considera la generacion de energia térmica por unidad de
voliumen ¢ge, de manera uniforme en todo el volumen del dnulo esférico,
donde la esfera interna tiene una temperatura 77, la esfera externa tiene una
temperatura 75 y el anulo esférico es sélido con conductividad termica k, el
modelo empleado es el de la figura 2.3.

De manera similar a lo expuesto en la seccion 2.1, la temperatura es
uniforme tanto en la superfice de la esfera interna como en la esfera exterior; el
espacio anular entre ambas esferas es de un material sélido con conductividad
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Figura 2.3: Esquema del proceso de conduccién de calor con generacion de
energia térmica ¢ge, por unidad de volumen.

térmica k constante, en el que ahora se experimenta una generacion de energia
térmica por unidad de volimen ¢ge,; es de esperarse que se presente una
transferencia de calor por conduccion ¢ desde el niicleo hacia la corteza debido
a la diferencia de temperaturas y que la generacion de energia volumétrica
modifique la distribucién de temperaturas.

El término de generacién volumétrica de energia gge,,, representa las reac-
ciones que pudieran ocurrir en el espacio solido intermedio, reacciones de
tipo quimico, nuclear etc., la cuales pueden ocurrir de manera exotérmica
(Incropera and De With, 1999).

2.3. Esferas concéntricas sin generacion vo-
lumétrica de calor con la influencia de
polos frios.

Esta seccion esta dedicada la descripcion del sistema esférico, donde la
temperatura en la superficie de la esfera exterior no es uniforme debido a que
los polos, poseen una temperatura menor que la temperatura de las regiones
ubicadas en el ecuador de la misma.



2.3 Esferas concéntricas sin generacién volumétrica de calor con la influencia de
polos frios. 9

El espacio anular esférico es de un material solido con conductividad
térmica constante k. En la esfera interna se encuentra la temperatura mayor
del sistema 77, en la capa externa la distribucién de temperaturas no es
uniforme; la temperatura de la superficie situada en el ecuador de la esfera
externa (54.73° < ¢ < 109.47°) se encuentra a una temperatura T, mayor
a la temperatura de la superficie polar T3 (0° < ¢ < 54.73°), de modo que
Ty > T, > Tj, tal como se esquematiza en la figura 2.4.

Figura 2.4: La superficie exterior posee una temperatura no uniforme, los
polos (0° < ¢ < 54.73°) son regiones con una temperatura menor que la
regién ecuatorial de la esfera externa (54.73° < ¢ < 109.47°).

De un analisis cualitativo de dicho sistema, puede apreciarse que la in-
fluencia de los polos frios, provoca diferencias de temperatura tanto en la
direccién radial como las direcciones azimutal y meridional 6 y ¢ (toman-
do como marco de referencia un sistema coordenado esférico), por lo que se
trata de un problema en tres dimensiones. Es de esperarse que se presenten
flujos de calor en dichas direcciones, sobre todo en las regiones proximas a
los polos.






Capitulo 3

Ecuacién de difusiéon de calor
en esferas concéntricas y su
solucion para el caso
unidimensional.

En el presente capitulo se presentan los modelos matematicos, en coor-
denadas esféricas, que rigen el fenémeno de conducciéon de calor en esferas
concéntricas para los casos descritos en el capitulo 2.

En el apéndice A se desarrolla la ecuacion general de transferencia de
calor por conduccion en coordenadas esféricas, cuya solucion se obtiene en
las secciones 3.1 y 3.2.

En la seccion 3.1 se resuelve la ecuacion general de transferencia de calor
por conduccién para las condiciones descritas en la seccion 2.1, es decir para
una temperatura uniforme y constante tanto en la esfera interna como en la
externa y el espacio sélido entre ambas con conductividad térmica constante,
sin generacion volumétrica de calor.

En la seccién 3.2 se resuelve la ecuacién general de transferencia de ca-
lor por conduccién para el sistema de esferas concéntricas, considerando una
temperatura uniforme y constante tanto en la esfera interna como en la ex-
terna y el espacio sélido entre ambas con conductividad térmica constante,
con generacion volumétrica de calor, tal como se describi6 en la seccion 2.2.
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3.1. Solucién analitica de la ecuacion de con-
duccién de calor en esferas concéntricas
sin generacién volumétrica de calor

Como se recordara, en la figura 2.2 se esquematiza la configuracién co-
rrespondiente al sistema compuesto por la esfera interna con temperatura 717,
el espacio esférico anular formado por un material sélido con conductividad
térmica constante k y la esfera externa con distribuciéon uniforme de tempe-
ratura Ts, ademas no existen transformaciones de energia quimica, nuclear,
etc. en energia térmica o visceversa. Como la distribuciéon de temperaturas
es radial y uniforme, no existe transferencia de calor por conduccién en las
direcciones angulares €y y €4, por tanto la unica direccién en la que existe
conduccién, es la radial é,.

Tomando en cuenta las condiciones anteriores, la ecuacion general de
conduccién de calor en el dnulo esférico (A.15), se reduce a lo siguiente:

10 (,0T 10T

- — = == 1

r2 Or <7’ 87’) a Ot (3:1)
Donde o = %, es la difusividad térmica del espacio anular esférico

con unidades de oz(m;). Una consideracién extra puede realizarse: cuando
la transferencia de calor se encuentra en estado estacionario, la cantidad
de energia que ingresa en el volimen de control sale en el mismo lapso,
asi pues, no existe variacion alguna en la cantidad total de energia interna en
el volimen de control, por lo que el término que contabiliza tal variacién en
la ecuacién (3.1) es igual a cero, dando como resultado la ecuacién diferencial
ordinaria siguiente (dado que la temperatura varia espacialmente sélo en la
direccién radial y no es dependiente del tiempo):

d% (ﬁdzy)) =0 (3:2)

al intergrar y reordenar los términos

dT(T) Cl
dr r?
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volviendo a integrar

(3.3)

Figura 3.1: Esquema del sistema esférico por capas para el andlisis del

fenémeno de conduccién de calor.

Tomando en cuenta la figura 3.1; en r = ry = T = T3, por tanto

—C
T1 — 1+CQ
(&
C
CQ == T1+_1
1

De igual forma en r = ry = T = T5; por tanto

Ci = —(Th + Cy)ry

(3.4)

(3.5)
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al sustituir (3.5) en (3.4) y resolver para Cy y C5 se obtiene

Tyre — T
o, =22 in (3.4a)
ro — T
T - T
oy =i =T (3.52)
. — T

Finalmente sustituyendo las ecuaciones (3.4a) y (3.5a) en la ecuacién

(3.3):

() = — [rlTl (7;—2 . 1) + 1T (1 - %)} (3.6)

ro—7

La ecuacién (3.6) es la solucién analitica para el campo de temperaturas
en el anulo esférico, mostrado en la figura 3.1, de la ecuacion de conduccién
de calor unidimensional (3.2) en estado estacionario.

3.2. Solucién analitica de la ecuacién de con-
duccién de calor en esferas concéntricas,
con generacion volumétrica de calor.

En la seccién 2.2 se describio el sistema compuesto por un nicleo con
una temperatura uniforme 7T}, el anulo esférico con conductividad térmica
constante k y la superficie externa con termperatura uniforme 75, ademéas
existe generacién volumétrica de energfa ¢ge, como se muestra en la figura
2.3. Debido a que la distribucién de temperaturas es radial y uniforme, no
existe transferencia de calor por conduccion en las direcciones angulares éy y
€4, por tanto la unica direccién en la que existe conduccion, es la radial é,.

Tomando en cuenta las condiciones anteriores, la ecuacion general de
conduccién de calor (A.15), adopta la siguiente forma:

10 (,0T\  dpew 10T
r2 or (T 07“) + N (3.7)

De la misma manera que en el caso anterior, cuando la transferencia de
calor se encuentra en estado estacionario, el término del lado derecho de la
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ecuacion (3.7) es igual a cero puesto que no hay una acumulacién neta de
la energia total; debido a que la temperatura varia espacialmente sélo en
la direccién radial y no depende del tiempo, la ecuacién anterior (3.7) se
transforma en la ecuacién diferencial ordinaria siguiente:

d [ LdT(r)\ _ dgen o
dr (’" dr )_ K (38)

después de integrar

volviendo a integrar

. 2
_ Qgen T_ Cl

3k 2 7

ioent>  C
T(r) = —%6—k -G (3.9)

En la figura 3.2 puede apreciarse que en r = r; = T' = T}, por tanto

. 2
Cy Qgen T1

Co=T — 3.10
2 1+ " + ok ( )
Asi también en r = ry = T = T5, por tanto
Cr= Ty + Sty Goen s (3.11)
2 2 T2 6k .

al sustituir la ecuacién (3.11) en (3.10) y resolver para C; y Cy se obtiene:

(T — Th) + %22 (r2 — 12)

C) = Ok (3.10a)
Ty — T + deen (2 _ 42 o T2
oy = LT = 1) | dpentt | (3.11a)

CEFPEE
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Figura 3.2: Diagrama del sistema esférico por capas con generacién volumétri-
ca uniforme de calor Ggen.

Finalmente sustituyendo las ecuaciones (3.10a) y (3.11a) en la ecuacién
(3.9), el resultado es el siguiente:

T(r)=T; + B2 — ) 4 (L= 1) + 5 (rs — i) (l - 1) (3.12)

6k T_1 -
r1 T2

La ecuacién (3.12) es la solucién analitica para el campo de temperaturas
en el anulo esférico, mostrado en la figura 3.2, de la ecuaciéon de conduccion de
calor unidimensional con generacién uniforme de energfa gy, (3.8) en estado
estacionario.



Capitulo 4

Solucion numeérica de la
ecuacion general de difusion de
calor en esferas concéntricas.

En el presente capitulo se presenta la soluciéon numérica de la ecuacién
general de conduccion de calor en coordenadas cartesianas para el sistema
de esferas concéntricas y se compara con la solucion analitica obtenida en el
capitulo 3.

La ecuacion general de conduccion de calor en coordenadas cartesianas
es la siguiente:

3 ak_T + 2 @k_T + 3 %_T +ag=pC a_T (4 1)
r\or ) oy\ay ) a:\o: ) T ITP ‘
(Incropera and De With, 1999)

Se resuelve la ecuacion 4.1, para los casos mencionados en el capitulo
2, utilizando el método de elementos espectrales y dividiendo el dominio en
6 macro elementos, mediante el algoritmo de esfera cibica, utilizando un
polinémio de expansion de orden 21.

En la seccion 4.1 se describe la forma mediante la cual se divide el do-
minio; las secciones 4.2 y 4.3 muestran los resultados del método numérico
utilizado y su comparacién con las soluciones analiticas para los casos de di-
fusiéon unidimensional: sin generacion volumétrica de calor y con generacién
volumétrica de calor.
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Por ultimo en la seccién 4.4 se reporta la solucién del problema de difusion
de calor, sin generacion volumétrica de energia, en tres dimensiones para el
sistema esférico con enfriamiento en los polos de la esfera exterior.

4.1. El método de Elementos Espectrales y la
discretizacién de la region anular
esférica del sistema de esferas concéntri-
cas.

La solucién numérica de la ecuacién general de conduccion de calor en
coordenadas cartesianas es obtenida mediante el método de elementos espec-
trales h/p, empleando el cédigo NEKTON (R¢nquist, 1980) (Patera, 1984),
el cual se ejecutd en la supercomputadora “Kan Balam” de la Universidad
Nacional Auténoma de México, utilizando uno de los 1348 procesadores AMD
Opteron 285 con frecuencia de reloj de 2.6 GHz, pertenecientes a los 337 no-
dos de céalculo con 8Gb de memoria RAM del sistema HP Cluster Platform
4000 - Kan Balam.

La discretizacién del espacio anular esférico se realizé en seis elementos
con forma y tamano semejantes los cuales, al ser contiguos unos a otros for-
man una red o malla que recibe el calificativo de computacional o numeérica.

Mientras mas pequenos sean los elementos, la malla serd mas “fina” y por
tanto, los errores asociados a las aproximaciones de los valores de las propie-
dades buscadas seran menores; sin embargo, a medida que se refina la malla,
el tiempo de calculo en la computadora aumenta de manera considerable.

Para dividir el dominio esférico y obtener la malla numérica, se utilizoé el
algoritmo de cubo-esfera (vease apéndice B), el cual consiste en la proyeccién
de los lados de un cubo circunscrito en una esfera, sobre la superficie de ésta,
produciendo seis grandes elementos, los cuales integran una malla como la
que se muestra en la figura 4.1.

El método de elementos espectrales, se origina a partir del método de resi-
duos pesados y esta basado en la formulaciéon Bubnov-Galerkin, en el cga}l, las
funciones con las que se aproximan las variables dependientes (p, P, V', T,
que aparecen en las ecuaciones de conservacién (continuidad, cantidad de
movimiento lineal, energia), son iguales a las funciones de peso utilizadas en
el método de residuos pesados. Las funciones de expansion y en consecuencia
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Figura 4.1: Division del sistema esférico en 6 elementos iguales mediante el
algoritmo de cubo esfera.

las funciones de peso, en el método de eleméntos espectrales, estdn defini-
das por los polindmios de expansién Gauss-Lobbato-Legendre (Patera, 1984)
(Karniadakis and Sherwin, 1999).

El método de elementos espectrales, es uno de los métodos numéricos
de solucién de ecuaciones diferenciales parciales, constituidos por la relacién
h/p. El valor h es la cantidad de macro elementos que dan forma a la malla
numérica y p es el érden del polinomio de expansién dentro de cada elemento
h. Si la interpolacién se realiza utilizando una funcién lineal, la exactitud
en los resultados dependera del tamano de cada elemento h y por ende del
nimero de éstos en la malla. Si por el contrario, como sucede en el método
de elementos espectrales, la malla numérica se forma con un menor ntmero
de macro elementos h, la convergencia de los resultados obtenidos se con-
seguird incrementando el érden del polinomio de interpolaciéon p dentro de
cada macro elemento (Patera, 1984) (Karniadakis and Sherwin, 1999) (Avila,
2008).

Los nodos en el interior y en la frontera de cada elemento, se ubican
en las raices de los polinémios de interpolaciéon Gaus-Logato-Legendre y el
empleo de éstos, conduce a un aumento en la cantidad de puntos dentro de
cada macro elemento, como se muestra en la figura 4.2. La soluciéon para

—)
las variables (p, P, V', T') de las ecuaciones de conservacién en su forma
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débil (Patera, 1984) (Lin and Atluri, 2001), se realiza mediante la integral
numérica, utilizando el procedimiento de Cuadratura Gaussiana, del tipo
Gauss-Lobbato-Legendre, con el que se transforma al conjunto de ecuaciones
diferenciales acopladas, en un sistema de ecuaciones_) algebraicas, en donde
las incognitas son los valores de las variables (p, P, V', T') en cada nodo de
la malla numérica (Patera, 1984) (Karniadakis and Sherwin, 1999) (Lin and
Atluri, 2001) (Avila, 2008).

Figura 4.2: Colocacion de los nodos en el interior de cada macro elemento.

El niimero de macro elementos utilizados en el presente trabajo es de seis,
que representa el menor nimero de elementos con los que se ha discretizado
el dominio de esferas concéntricas hasta el momento. El orden del polinémio
de interpolacién dentro de cada elemento, esta restringido por el tiempo de
computo disponible; para el fenémeno de conduccién de calor se requiere una
menor cantidad de céalculos que aquellos para el fenémeno de conveccién, el
orden del polinomio de interpolacién seleccionado es de 21.
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4.2. Soluciéon numérica de la ecuaciéon de di-
fusion de calor en coordenadas cartesia-
nas sin generacion volumétrica de calor.

La ecuacién de difusién de calor sin generaciéon volumétrica de energia
en coordenadas cartesianas se resolvido mediante el método de elementos es-
pectrales. En la figura 4.3 se compara el resultado numérico con la solucion
analitica de la ecuaciéon de difusién de calor sin generacion de energia térmica
en coordenadas esféricas (3.6).

Solucion Analitica

—#*— Solucion Numerica

peratura

Tem
M
%]
(4]
T

3.0 L 1 L I L I L I L 1 .m
7,935 ©.946 ©.657 ©.068 ©0.078 0.089 @.100
r—radio [m]

Figura 4.3: Solucién analitica y solucién numérica del problema de difusion

de calor en esferas concéntricas; la temperatura de la esfera interna es de
80 °C y la externa de 4 °C.

El método numérico conduce a la obtencién de una solucién satisfacto-
ria para el problema estudiado, el error promedio obtenido con respecto a
la solucién analitica es de 2.4 % el cual es un valor pequeno, tomando en
cuenta que el nimero de macro elementos utilizados es de 6 y el polinomio
de interpolacion es de orden 21.

Como puede observarse, la solucién numérica se ajusta de manera muy
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adecuada a la solucién analitica; las diferencias mayores entre una y otra
solucion, se encuentran en el centro de cada uno de los elementos y atn
cuando es en ésta regién en donde el error alcanza el valor mayor de 3.5 %,
la solucién es una buena aproximacion y la distribucion de temperaturas
mantiene la forma de la solucién analitica con apenas pequenas desviaciones.

La temperatura promedio en el sistema, obtenida a partir del método
numérico, es de Ty, = 28.2416 (°C), mientras que la temperatura promedio
obtenida a partir de la solucién analitica, es de T,,, = 29.3021 (°C). Con un
error de 3.61% con respecto a la solucién analitica, la solucién numérica
obtenida con este procedimiento es bastante satifactoria. Es evidente que el
valor de la temperatura promedio debe ser menor que el simple promedio
aritmético de la temperatura en la esfera interna y la temperatura en la
esfera externa, pues la distribucion de temperaturas real no es lineal, como
quedaria implicito al realizar el simple promedio aritmético.

El valor promedio de la solucién analitica, es obtenido mediante el teo-
rema del valor promedio de una funcién continua (Teorema 1), utilizan-
do la ecuacién de conduccién de calor en esferas concéntricas (3.6), con

ry = 0.035 (m), ro = 0.1 (m), 77 =80(°C), Ty =4 (°C).

Teorema 1. Teorema del valor promedio de una funcion continua (Thomas
et al., 2006).

fo) =5 [ s

4.3. Soluciéon numérica de la ecuacion de di-
fusion de calor en coordenadas cartesia-
nas con generacion volumétrica de calor

En las figuras 4.4 y 4.5 se muestra la comparacion de la soluciéon analitica
en coordenadas esféricas de la ecuacion de difusion de calor con generacién
volumétrica de calor (3.12) con la solucién numérica obtenida mediante el
método de elementos espectrales, se muestra ademas la evolucién del sistema
en el tiempo, en el que las propiedades fisicas en el anulo esférico son las

siguientes: £ = 0.569 (%), p = 999.8402811 (%)7 C, = 4217.7936 <kgL.K>’

Ty = 10(°C), Ty = 0(°C), el valor del término fuente es Gge, = 1000 (25 ).
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En la figura 4.4(a) se presenta la distribucién de temperaturas al tiempo
t =0.5X107%(s), la figura 4.4(b) muestra la distribucién de temperaturas en

Selucion Analitica

9.8 x —#— Solucion Mumerica -

o
=
——
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I — e
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@,0835 @846 @.a57 a.268 @.078 @, 889 @.1082
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s Solucion Analilica
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o
a
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o
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3
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o
e
&
£ I
L 30 .
I
—
a_a L 1 L 1 n 1 " 1 i |

©.035 0.846 ©.857 9.068 9.078 0.089 0.1908
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(b) t = 0.4X1073 (s)

Figura 4.4: Solucién analitica y solucién numérica para el problema de con-
duccion de calor en esferas concéntricas con generacion volumétrica de calor
en estado transitorio.
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el tiempo ¢t = 0.4X1073(s) y la figura 4.5 muestra el perfil de temperaturas
en estado estacionario t > 0.1X107(s).

Puede observarse en la figura 4.5 el efecto que la presencia del término de
generacion volumétrica de calor tiene sobre la distribuciéon de temperaturas;
en el estado estacionario, la temperatura de cada punto en el anulo esférico
aumenta con relacién a la temperatura alcanzada en ausencia del término
fuente, esto se debe a que ahora la cantidad de energia que se transfiere es
mayor, pues no sélo existe la transferencia de energia debida a la temperatura
mayor del nucleo sino que ahora también se agrega la transferencia debida al
término fuente.

2.0 T T v T T T T T T
= Solucion Analitica

9.9 —#— Solucion Mumerica b
o
o

6.0

[a]
1.
2
o
l
V]
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£
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Figura 4.5: Solucién analitica y soluciéon numérica del problema de conduc-
cién de calor en esferas concéntricas con generacién volumétrica de calor en
estado permanente ¢ > 0.1X107! (s).

En las figuras 4.4(a) y 4.4(b), el perfil de temperaturas decreciente en
la direcciéon radial indican el sentido del flujo de energia, el cual ocurre,
de acuerdo con la Segunda Ley de la Termodinamica, desde la esfera interna
hacia la superficie externa del sistema, sin embargo, en el estado estacionario,
mostrado en la figura 4.5, ésta condicién deja de ser del todo valida pues como
puede observarse, la temperatura mayor en todo el sistema no ocurre en el
niicleo sino en un radio mayor de aproximadamente rr,,, ., = 0.04 (m), desde
el cual y hacia ambos lados de este valor del radio, la temperatura disminuye;
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de lo anterior se infiere que en el estado estacionario: el nticleo deja de ser
la region desde la cual fluye energia para transformarse en un receptor de la
misma.

Los valores de la soluciéon numérica son el promedio del radio y de la
temperatura en la esfera. El error promedio de la soluciéon numérica con
respecto a la solucién analitica es de 3.9 % y ain cuando es un error mayor al
obtenido en la solucién del problema de conduccion de calor sin generacion
interna de calor, la aproximacién obtenida reproduce en buena manera el
perfil de temperaturas obtenido mediante la solucion analitica, es pertinente
recordar que la cantidad de elementos y el orden del polinomio de expansion
en germetrias esfericas para cada elemento es muy inferior al de la mayoria de
los trabajos reportados hasta el momento, por lo que las soluciones obtenidas
son una buena aproximacion con los recursos de cémputo disponibles.

4.4. Solucién de la ecuaciéon de difusion de
calor en tres dimensiones para el siste-
ma de esferas concéntricas sin genera-
ciéon volumétrica de calor con la influen-
cia de polos frios.

Como se introdujo en la seccién 2.3, para éste caso en particular, el siste-
ma esta formado por dos esferas concéntricas en el cual la esfera interna tiene
la temperatura mayor 77 = 80 (°C), la esfera externa de menor temperatura
que el nicleo, no mantiene una distribucion uniforme de temperaturas; exis-
ten regiones frias ubicadas en los polos a T3 = 0(°C) y regiones de mayor
temperatura que éstas en la zona ecuatorial a T = 4 (°C) (ver figura 2.4).

A diferencia de los casos de difusién anteriores en los cuales la distribucion
de temperaturas es uniforme tanto en el niicleo como en la corteza, los polos
frios del presente sistema provocan gradientes de temperatura no sélo en la
direciéon radial sino también en las direcciones angulares, éste cambio en la
configuracion fisica del sistema conduce a considerar ahora también a los
términos que contienen las derivadas parciales con respecto a 6 y a ¢ de la
ecuacion (A.15).

La solucion analitica de dicha ecuacién, sin embargo, no existe debido a
que es una ecuacién diferencial en derivadas parciales con respecto a cua-
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tro variables, r, 6, ¢ y el tiempo ¢; atin cuando la ecuacién se simplificara
tratando de obtener su solucion para el estado estacionario, su solucién con
respecto a las tres variables restantes es imposible. Hasta el momento no
se encuentra reportada ninguna solucién analitica para éste caso en ningin
trabajo publicado.

En el presente trabajo se ha obtenido una solucién numérica para el pro-
blema planteado utilizando el método de elementos espectrales con 6 elemen-
tos y un polinomio de interpolacién de orden 21; dicha solucién se presenta
a continuacién de manera grafica para lo cual se han utilizado los programas
especializados en visualizacion de datos OPENDX y AMIRA.

Se resolvid la ecuacién general de difusion de calor en tres dimensiones
en coordenadas cartesianas sin generacion volumétrica de calor ¢ge,, ecua-
cién (4.1); todo el sistema se ha considerado isotrépico con valores cons-
tantes en las siguientes propiedades: conductividad térmica k = 0.569(%),
densidad p = 999.84028(%) y capacidad térmica a presién constante de
Cp = 4217.7936 ().

Figura 4.6: Distribucién de temperaturas al inicio de los cdlculos ¢t = 0(s).

La figura 4.6 muestra la distribuciéon de temperaturas del sistema en el
tiempo t = 0(s); tanto el espacio confinado entre las superficies interior y
exterior como las regiones polares de la esfera externa (0° < ¢ < 54.7° U
109.47° < ¢ < 180°) se encuentran a una temperatura inicial de 7' = 0(°C)
(con coloracién azul obscuro). Para las regiones polares, este valor de tempe-
ratura se mantendrd constante, siendo por tanto una condicién de frontera
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influencia de polos frios.

del propio sistema; para el dnulo esférico, esta temperatura es solo el valor
inicial, el cual sufrird cambios a medida que el sistema evoluciona hacia el
estado estacionario. La coloracién roja indica la zona de mayor temperatura
T = 80°(C), que corresponde a la superficie de la esfera interna. La coloria-
cién verde claro en la region ecuatorial de la esfera externa, indica otra region
que se mantendrd a una temperatura constante 7' = 4(°C), siendo también
otra condicion de forntera del sistema.

(a) t = 1.81(s) (b) ¢ = 4.16(s)

Figura 4.7: Distribucién de temperaturas en el estado transitorio.

En la figura 4.7 puede apreciarse la distribucién de temperaturas en el
estado transitorio del sistema analizado; la figura 4.7(a) muestra, en el tiempo
t = 1.81(s), el inicio de la transferencia de energia evidenciado por el aumento
de temperatura, desde el nicleo y desde la regién ecuatorial hacia el espacio
anular esférico. En este instante, la temperatura aumenta de manera uniforme
desde el niicleo generando isotermas esféricas, pues la region cercana a él no
es modificada por las condiciones de frontera en la superficie de la esfera
exterior. A medida que transcurre el tiempo y como es evidente en la figura
4.7(b), el aumento de temperatura ha ocurrido desde el niicleo y desde la
region ecuatorial hacia el anulo esférico y la distribucién de temperaturas de
todo el sistema no es uniforme en las direcciones angulares ni en la direccién
radial. Las condiciones de frontera muestran ya la influencia que tendran
sobre el perfil de temperaturas final.

Por tltimo, en el estado estacionario, mostrado en la figura 4.8, se aprecia
que la distribucién de temperaturas no es uniforme, confirmando de esta
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Figura 4.8: Distribucién de temperaturas en el estado estacionario
t > 12.6 (s).

manera que se trata de un problema de difusion de calor tridimensional.

Puede apreciarse por la coloracién verde claro en la figura 4.8, la influencia
que sobre la distribucién de temperaturas del sistema tiene la temperatura en
los polos, influencia que en la direccién del dngulo azimutal ¢ = 0°, provoca
que la temperatura se mantenga por abajo de 4(°C) (coloracién verde claro)
inclusive hasta la mitad del espacio anular esférico, pues la coloracién azul
(T = 0(°C)) se extiende hasta un poco més de la mitad en dicho espacio.



Capitulo 5

Conveccion natural en el
sistema de esferas concéntricas.

En este capitulo se presenta el estudio realizado sobre el fenémeno de
conveccién natural en el anulo esférico considerando un fluido con densidad
y viscosidad constante, sin embargo, en los términos de flotacion de las ecua-
ciones de gobierno, se ha considerado la aproximaciéon de Boussinesq, que
implica que la densidad presenta una variacion en la direccion en que actia
la fuerza e gravedad.

Se han realizado simulaciones numéricas, en las que se ha incrementado
el nimero de Rayleigh hasta un valor de Ra = 3, y se ha encontrado el flujo
base existente en el espacio anular esférico.

En la seccién 5.1 se presentan los modelos matematicos que describen al
fenémeno.

En la seccion 5.2 se presenta y discute el flujo base obtenido en los cdlculos.

5.1. Modelos Matematicos del Fendmeno de
Conveccion Natural.

El fluido en movimiento en el interior del anulo esférico, debe satisfacer los
principios de conservacion de masa, conservacion de cantidad de movimiento
y conservacién de energia.
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Las tres condiciones anteriores expresadas como ecuaciones en forma vec-
torial para un fluido newtoniano incompresible con propiedades fisicas cons-
tantes son las siguientes (White, 2003):

Dp =\
AV (pv) —0 (5.1)
DV
D1 g — VP +uv=Vv (5.2)
DT —
POy + P (v : v) — V. (kVT) (5.3)

donde el operador:

representa la derivada material de una funcién vectorial o escalar
cualquiera.

La densidad p es considerada constante con una excepciéon. La variacion
de la temperatura provoca variaciones en la densidad del fluido, induciendo
las fuerzas de flotacién que son causantes del movimiento del mismo cuando
éste se encuentra inmerso en un campo gravitatorio, como lo es el campo
gravitacional terrestre. Tal variacion en la densidad del fluido es tomada en
cuenta en el término de las fuerzas externas de la ecuacién (5.2), ésta es la
aproximacién de Boussinesq (Chandrasekhar, 1990).

La consideracién anterior se hace efectiva en la ecuacion de conservacion
de cantidad de movimiento de la siguiente manera:

-
DV . . .
o7 =P+ 007G = V(P +P7) + puV'V (5.4)

Donde se ha incluido el término dp que representa la variacién de la
densidad, con respecto a la densidad de referencia (constante) en el medio,
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debido a la variacion de la temperatura, ademas se ha tomado en cuenta que
la presion P estd compuesta por un término referente a la presion hidrostatica
P, y otro referente a la presién hidrodinamica P*.

En la ausencia de variaciones de temperatura en el fluido, la variacion
de la densidad dp es inexistente y debido a que ésta es la tnica razoén por
la cual se induce movimiento en el fluido, en la ecuacién (5.4), los términos
que contienen al vector velocidad, el término de la presién hidrodinamica
y el término de la variaciéon de la densidad dp son iguales a cero, dando el
siguiente resultado:

0=pqg — VP,

que es la condiccién de equilibrio hidrostético, usando este resultado en la
ecuacion (5.4) se obtiene

ﬁ
DV

La ecuacion (5.5), es la ecuacién de conservacién de cantidad de movi-
miento adecuada para el proceso de conveccion natural, que junto con la
ecuaciénes de conservacién de masa (5.1) y conservacién de energia (5.3)
rigen el comportamiento del fluido.

La variacion de la densidad con respecto a la temperatura puede obtenerse
si se conoce la ecuacién de estado del fluido de que se trate.

En el presente trabajo, se realizd el estudio sobre un sistema como el
mostrado en la figura 2.1, donde el fluido confinado entre la esfera interna y
la esfera externa es agua, la temperatura de la esfera interna es de 80°C' y la
temperatura de la esfera externa es de 4°C' (condicciones Dirichlet).

Para el agua, la relacion de densidad-temperatura es aproximada median-
te el siguiente polinomio de 4° grado (Inaba and Fukuda, 1984);

Pr
= 5.6
p 14+aT +bT2 + T3 +dT* (5.6)

donde p, es la densidad de referencia del agua a T, = 0°C’; los coeficientes
a, b, ¢ y d tienen los siguientes valores:
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= —0.67896452 X 10~* °C!

a

b = 0.907294338 X 1075 °C2
c = —0.96456812 X 1077 °C—3
d = 0.873702983 X 107° °C~*

Las propiedades del agua, como se menciond en la discusién previa, se
consideran constantes y tienen los siguientes valores:

W
A A
0569(m‘K)
W
— 421712 ——
Cr ! (kg-K)

N
1.75X107° (—2)
m

La relacién entre las fuerzas de flotacion y las fuerzas viscosas, represen-
tadas en el numero de Rayleigh, para el caso de esferas concéntricas se define
de la siguiente manera:

=
I

_ ﬁg AT (rext - rint>3

roa

Ra

(5.7)

Donde S es el coeficiente de expansion volumétrica del fluido y se define
como:

- 3()

La densidad p en la ecuacion anterior, se calcula mediante la expresion
(5.6); la temperatura a la cual se evalia el coeficiente de expansién volumétri-
ca 3, es la temperatura promedio del fluido confinado y que corresponde al
estado estacionario del problema de conducciéon de calor sin generacién vo-
lumétrica de energia, que como se reporté en la seccion 4.2 tiene el valor de
Thum = 28.2416 (°C).
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El niimero de Nusselt en cualquier radio r,,, que es una relacién entre la
transferencia de calor por conveccion y la transferencia de calor por conduc-
cion, para el arreglo de esferas concéntricas queda definido de la siguiente
manera (Yanagisawa and Yamagishi, 2005):

i Ar oT
Nur, = ro AT Or (5.9)

Tm

El nimero de Nusselt en el caso difusivo puede calcularse mediante la
obtencién de la derivada indicada en la ecuacién (5.9). La funcién de tem-
peratura por derivar es la solucién de la ecuacién de difusion de calor sin
generacién volumétrica de energia (3.6), que por ser funcién inicamente del
radio, tiene la siguiete derivada:

dT'(r)
dr

Tl’l“gAT 1

— (5.10)

T™m Tm

Evaluada tanto en el radio interno r; como en el radio externo ry, se tiene:

dT(r) ro AT
= =-— 5.11
dr ry Ar ( )
dT'(r) ry AT
= —— 12
dr ro AT (5.12)

Sustituyendo estos resultados en la expresion del nimero de Nusselt, ob-
tenemos el valor de este pardametro adimensional para el caso de difusién de
calor, evaluado en la esfera interna como en la esfera externa, valores que
deben ser reproducidos en los célculos.

r Ar ri AT r1\2
== e (D) 01225
ro AT 19 Ar ( >

r2



Conveccion natural en el sistema de esferas concéntricas.

5.2. Solucion Numeérica del Problema de Con-
veccion Natural en Esferas Concéntricas

Las ecuaciones de conservacién se resolvieron haciendo uso del método
numérico de elementos espectrales. El anulo esférico se discretizdé en 6 ma-
cro elementos y el polinémio de interpolaciéon utilizado fué de orden 11. Se
considero la accion, sobre el anulo esferico, de una fuerza de gravedad radial
— —_ —_— . ., . .

g = —g 2, donde " es el vector de posicion de cualquier punto ubicado
dentro del anulo esférico y ¢ tiene un valor constante con unidades g (S%)

El sistema esta sujeto inicialmente al campo de temperaturas obtenido
de la soluciéon numérica del problema de difusién de calor unidimensional sin
generacion volumétrica de calor, ver figura 4.3.

A partir de este campo de temperaturas y debido a la fuerza de grave-
dad radial, el sistema evoluciona hasta generar los patrones de conveccion
existentes en este tipo de geometrias.

5.2.1. Valores del nimero de Nusselt.

El nimero de Nusselt local se ha evaluado de la siguiente manera:

ro Ar 0T ro Ar
Nur = — _— —= — —QT‘
" r kAT  Or r kAT ™™

m

Donde g, es el valor del flujo de calor existente en la direccion radial del
sistema esférico evaluado en el radio r,,.

Para el fenémeno puramente difusivo, el valor obtenido del Nusselt en la
esfera interna es de Nu,; = 1.038; resultado que es congruente con el valor
esperado de Nu,, = 1, que indica que todo el transporte de energia desde la
esfera interior hasta la esfera exterior es llevado a cabo mediante el fenémeno
de conduccion de calor sin intervencion del fenémeno de conveccion natural.
La desviacién de 3.8 % con respecto al valor esperado es atribuible al error
asociado a los calculos, que implican truncar cifras en cada iteracién para
obtener la solucién aproximada.

El valor obtenido del niimero de Nusselt en la esfera externa es Nu,, = 0.1175,
que representa un error de 4.08 % con respecto al valor esperado de Nu,, = 0.1225.
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5.2.2. Flujo base en el anulo esférico.

El tiempo de cémputo, es un inconveniente para realizar un célculo con
numeros de Rayleigh cercanos al valor del Rayleigh critico, que para la rela-
cién de radios utilizada en el presente trabajo es de Ra = 5600 (Travnikov
et al., 2003), por tal motivo, se ha realizado un célculo, en el cual el campo
de gravedad presenta una distribucién diferente al perfil de temperaturas, es
decir diferente a la variaciéon de la temperatura en la direccién radial.

De acuerdo con lo publicado en (Joseph and Carmi, 1966), cuando el
campo gravitatorio tiene la misma distribucion espacial que la distribucion
de temperaturas en el anulo esférico, el fluido debe permanecer estatico con
nimeros de Rayleigh por debajo del valor critico. Si el campo gravitatorio
tiene un distribucion espacial diferente a la del campo de temperaturas, el
sistema se vuelve inestable y puede despertase el movimiento, como sucede
en el caso presentado a continuacion.

Se presenta el flujo base en el anulo esférico correspondiente a un niimero
de Rayleigh subcritico con valor de Ra = 3 < Ra., = 5600, obtenido en el
estado estacionario mostrado en la figura 5.1, que corresponde a la magnitud
del vector velocidad en un punto sobre el anulo esférico, con coordenadas
(-0.2631E-01,0.8950E-01,-0.2631E-01)[m].

.88

=
-]
=
w

Ra = 3.0

0.80833

0.8029

- /‘\

{ el ST
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o

g.8 9.8 8.9 27.8 3&6.0 45.0
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Figura 5.1: Magnitud del vector velocidad. A partir de ¢ = 35(s) se alcanza
el estado estacionario.

En la figura 5.2, se muestra la comparacién de la magnitud del vector
de velocidad para el mismo punto, considerando dos formas diferentes del
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campo gravitatorio radial, una correspondiente al caso reportado en el pre-
sente trabajo y la otra considerando una distribucién de gravedad del tipo
g(r) = r%, que es la forma de la variacion de la temperatura en direccion
radial. Segin lo mencionado lineas arriba, la magnitud del vector velocidad
deberia ser cero, sin embargo, el error asociado al calculo del campo gravi-
tatorio en cada punto, ocasiona que tal magnitud, ain cuando se acerca a
cero, tenga los valores que se muestran hasta el tiempo ¢t = 0.8(s), tiempo en
el cual el cdlculo pierde convergencia numérica y el programa aborta.
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Figura 5.2: Magnitud de la velocidad con Ra = 3.

Como puede apreciarse, cuando se considera una distribucion geométrica
del campo gravitatorio radial igual a la distribucion de temperaturas en el
anulo esférico, se requiere de una mayor precision en los calculos, que es alcan-
zable mediante el aumento del grado del polinomio de expansiéon o mediante
una disminucién del intervalo de tiempo entre un calculo y otro; ambos casos
requieren de un tiempo de computo mayor al disponible para lar realizacién
del presente trabajo.

Debido a que el nimero de Rayleigh es muy bajo, el nimero de Nusselt
permanece inalterado Nu,; = 1.038, asi como el campo de temperaturas,
sin embargo, se mantiene un flujo base en el sistema de esferas concéntricas,
debido al campo de gravedad con forma ¢ = g7, el cual se presenta a
continuacion.

La grafica de los vectores de velocidad sobre diversos planos en el anulo
esférico, revela la existencia de seis regiones de flujo “ascendente” (plumas
ascendentes) ubicadas simétricamente sobre el sistema esférico. Al visualizar
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las lineas de corriente cercanas a estas plumas, se observa que mantienen
una forma cilindrica y que en realidad se trata de la formacién de 6 celdas
convectivas todas con més o menos el mismo tamarfio y forma (véase fig.5.3(a)
y fig.5.3(b)).

La vista superior de cualquiera de las celdas convectivas, como la mostra-
da en la figura 5.4(a), revela que estdn compuestas por una zona interior y
una exterior. Al colocar un plano de vectores de velocidad que coincida con
las lineas de corriente que dan forma a la celda interior y desde una perspec-
tiva lateral, puede observarse que ésta se forma con cuatro grandes vortices,
distribuidos simétricamente al rededor de la pluma convectiva. Cada vortice

(a) Hubicacién simétrica de las plumas (b) Pluma ascendente y celdas convecti-
ascendentes con forma cilindrica vas.

Figura 5.3: Hubicacién simétrica de las celdas convectivas en el sistema esféri-
co.

Celda convectiva
exterior Celda conyectiva interior

Plano de vectore

(a) Vista superior de una celda convec- (b) Vortices de la celda convectiva inte-
tiva. rior.

Figura 5.4: Celda convectiva interior.
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hace circular por la parte interna de la celda convectiva al fluido caliente
que proviene de la esfera interior hacia la esfera exterior; el fluido mas frio
(de mayor densidad), regresa por la parte exterior de éstos vortices hacia la
esfera interior (Véanse figuras 5.4(a) y 5.4(b)).

Plano de vectores sobre las lineas de corriente Flujo descendente forzado a ascender
generadoras convectiva exterior 1

Flujo desviado en direccién
perpendicular (celda exterior)

Flujo
/||| ascendete

(a) Flujo desviado perpendicularmente (b) Plano de flujo totalmente ascenden-
de su direcién original de ascenso. te.

Figura 5.5: Celda convectiva exterior.

Por otro lado, al colocar un plano de vectores de velocidad sobre las lineas
de corriente que se extienden mas alld de la celda interior y que dan origen a
la parte exterior de la celda convectiva (ver figura 5.5(a)), y al observar esta
regién desde una perspecitva lateral (ver figura 5.5(b)), nos damos cuenta
que estas zonas del flujo no forman vortices ni son zonas de recirculacién de
fluido, por el contrario, todo el flujo es ascendente, de modo que el fluido
que originalmente ascendié por la parte interna de la celda convectiva, al
llegar a la esfera exterior disminuye de temperatura (aumenta su densidad) y
ahora desciende desde la parte superior de la celda convectiva, se ve impelido
de nueva cuenta hacia la esfera exterior por flujos de mayor temperatura
provenientes de la esfera interna. El fluido que de ésta manera ha llegado a la
esfera externa, el proveniente de la parte interna de la celda convectiva y el
ascendente desde la esfera interna, ahora se desvia en direcién perpendicular
al plano formado por estos flujos, es decir, perpendicular al plano de vectores
de velocidad (mostrado en las figuras 5.5(a) y 5.5(b)), para posteriormente
descender, formando de éste modo la parte exterior de la celda convectiva.

La figura 5.6(a) muestra que los planos que intersectan a cuatro celdas
convectivas, son planos donde el flujo es totalmente ascendente, ademas son
los planos de flujo que originan la parte exterior de las celdas convectivas,
por lo que la figura 5.5(b) es un acercamiento a dichos planos sobre una celda
convectiva.
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(a) Plano de flujo ascendente. (b) Regién de flujo entre dos celdas con-
vectivas.

Figura 5.6: Regiones de flujo entre dos celdas convectivas.

En la figura 5.6(a) se encuentra enmarcada una de las regiones que ubica-
das entre dos celdas convectivas. Es evidente que en éstas zonas existe el flujo
ascendente que se ha mencionado, sin embargo, como se vera en las siguientes
iméagenes, éstas también son grandes regiones de distribucion de fluido y de
flujo descendente. La figura 5.6(b) muestra, en la regiéon comprendida entre
dos celdas convectivas, la formacion de una pluma de fluido ascendente que,
al llegar a la parte superior del sistema esférico, se divide formando un par
de rizos (el plano de vectores de velocidadd mostrado es el mismo que inter-
secta a las cuatro celdas convectivas de la figura 5.6(a)). En la figura 5.6(b)
pueden apreciarse también, dos bandas de lineas de corriente que marginan
a la pluma ascendente y sus rizos, un plano de vectores que coincida con
éstas lineas mostrarda que se trata de regiones en donde el fluido desciende
formando una pared aplanada que sale del plano de vectores mostrado en la
figura. Al exterior de éstas dos bandas, el fluido asciende nuevamente para
encontrarse con el flujo proveniente de la celda convectiva exterior, obligando
a éste ultimo a moverse de la manera antes explicada.

Las imagenes 5.7(a) y 5.7(b) de la regién de flujo entre dos celdas, mues-
tran que las plumas ascendentes en ésta zona son de forma mas bién plana
y que los rizos que se originan, distribuyen al fluido en una manera similar
al movimiento de un tornillo, los vectores mostrados se hubican sobre las
lineas de corriente que marginan a la pluma convectiva; en la figura 5.7(b)
se aprecia muy bién que el fluido deciende por éstas zonas que tienen una
distribucién de pared aplanada.

Otra regién que es necesario analizar, es la ubicada justo entre tres cuales-
quiera celdas de conveccién. La figura 5.8(a) muestra la perspectiva superior
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Forma alargada (
Lineas de corriente de flujo de la pluma asc
endente con forma

red plana

—

(a) Redistribucién del fluido en forma de tor-
nillo.

Pared de flujo desdencente

(b) Flujo descendente a manera de pared pla-
na marginal circundante de la pluma acen-
dente.

Figura 5.7: Flujo entre dos celdas convectivas.

de una celda convectiva y la vista lateral de dos mas abajo entre las cuales
se encuentran las regiones de interés, resaltadas sobre la linea de un plano
de vectores de velocidad que servira como referencia. El plano interesecta
unicamente a dos celdas convectivas, la mas préoxima al observador y la que
se encuentra justo por debajo de ésta, sobre este plano, cuatro son las zonas
ubicadas entre tres celdas convectivas, como se muestra en la figura 5.8(b).

La figura 5.8(b) es la vista lateral del plano de vectores mencionado y
las cuatro regiones de interés. Puede apreciarse que éstas, son zonas donde
el flujo es descendente. Al colocar lineas de corriente (fig. 5.8(c)) nos damos
cuenta que tienen una forma cilindrica y que se “alimentan” de los flujos
provenientes de las celdas convectivas aledanas (ilustradas por los prizmas
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rectangulares en la figura) y de los rizos con forma de tornillo que se men-
cionaron con anterioridad. La figura 5.8(d) confirma, con la ayuda de los
vectores de velocidad, que esta pluma cilindrica ubicada entre tres celdas
convectivas es de flujo descendente.

Con la descripcion anterior de las tres diferentes regiones de flujo, se
puede obtener el mapa general de flujo mostrado en las figuras 5.9(a), 5.9(b)

y 5.9(c).

En la figura 5.9(a) se muestra el mapa general de flujo. Seis son las gran-
des celdas convectivas en las que el fluido recircula mediante cuatro grandes
vortices, la ubicacién de éstas queda esquematizada por las plumas solidas de
la figura 5.9(a). Las regiones situadas entre dos celdas convectivas, forman
una serie de paredes interconectadas de flujo descendente con una pluma
ascendente de forma plana en el centro de ellas, como puede apreciarse en

Celda convectiva 3 (vista superior), [

ir:
? “ Celda convec
tiva 2 (vista
—lateral)

(b) Evidencia de 4 regiones de flujo des-
cendente.

Flujos que "alimentan” a la pluma descendente

\> -
L% oy
~—Hubicacion de las
celdas convectivas

(c¢) Forma cilindrica del flujo descenden- (d) Pluma descendente entre tres celdas
te. convectivas.

Figura 5.8: Regién de flujo entre tres celdas convectivas.
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la figura 5.9(b). Los vértices formados por la interseccién de las paredes,
geométrica mente ubicados entre tres celdas convectivas, son regiones don-
de el flujo desciende manteniendo una estructura cilindrica, como la que se
muestra en las figuras 5.8(c) y 5.9(c).



5.2 Solucion Numérica del Problema de Conveccién Natural en
Concéntricas

Esferas
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Celda Convectiva

Pluma plana ascendénte. A _

Pared de flujo descendente. 4 - egion de Mujo descendents
Redistribucion de uide  —— 7 on forma cilindrica

en forma de rizo.

el fuldo
# rizo

Hubicacian de fa
celda convectiva

N Pared de flujo descendente

(b) Paredes de flujo descendente, con una pluma apla-
nada de flujoascendente en el centro.

| Reglén de Mujo descendente
con forma cilindrica

(¢) Flujo cilindrico descendente en la interseccién de
tres paredes de flujo.

Figura 5.9: Mapa de flujo en esferas concéntricas.






Capitulo 6

Conclusiones y Trabajo a
Futuro.

Con el procedimiento utilizado en el presente trabajo, se han podido ob-
tener buenos resultados en la solucién del problema de difusién de calor y
conveccién natural en la geometria esférica con nicleo caliente.

El empleo del algoritmo “Cubo-Esfera”, ha permitido contar con una dis-
cretizacion del dominio sin los problemas relacionados a la propia geometria,
garantizando que las coordenadas de los puntos en los que se ha dado solu-
cién a las ecuaciones de conservacion se encuentren efectivamente sobre la
superficie de la esfera y utilizando tinicamente seis macro elementos con un
polinomio de interpolacién de orden 21 para el problema de difusién y de
orden 11 en el problema de conveccion, lo que ha permitido reducir el tiempo
de computo asociado a calculos que involucran un numero mayor de ma-
croelementos, con una pequena pérdida de exactitud, que se ve reflejada en
errores no mayores a 3.5 % en promedio y con el que se ha podido corroborar
que el valor del niimero de Nusselt para el caso difusivo es igual a 1.

Los patrones de conveccién obtenidos coinciden con lo publicado en (Ber-
covici et al., 1989), donde uno de los dos patrones de conveccién reportados
se forma por seis plumas cilindricas ascendentes y una serie de flujos descen-
dentes que las rodean.

Los patrones de conveccién obtenidos se han generado sin la introduccion
de perturbaciones de ningun tipo, permitiendole evolucionar por si solo con
unicamente la distribucién de temperaturas en la esfera, obtenido del proceso
de difusién, como condicion inicial. Se ha hecho la consideracién de un fluido
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viscoso en todo el anulo esférico, de modo que se toma en cuenta la influencia
de las superficies que forman las fronteras del sistema, por lo que el resultado,
es el patrén de flujo que de manera natural se presentaria en este tipo de
sistemas con las caracteristicas mencionadas.

Ademas, se ha obtenido un mapa general del flujo base en todo el anulo
esférico, que aclara de mejor forma lo que ocurre en cada una de las regiones
del globo, complementa los trabajos precedentes y en el cual, pueden ubicarse
zonas de recirculacion, redistribucion, descenso y estancamiento del fluido.

El sistema esférico con gravedad radial, es un sistema altamente inestable.
La verificacién de la condicion de no movimiento del fluido con nimeros
de Rayleigh menores al valor critico, requiere de un aumento en el grado
del polinomio de interpolacién del método de elementos espectrales o una
disminucién del intervalo de tiempo entre un calculo y otro asi como de
asegurar que tanto la variacion de la temperatura como el campo gravitatorio
tengan la misma distribucién geométrica.

Una consideracién mas que puede hacerse y que conduciria a la realizacién
de un trabajo posterior, es el concerniente la intruducciéon de un modelo de
cambio de la viscosidad del fluido con respecto a la temperatura. Es posible
que la consideracién de este fendmeno en los calculos, dé como resultado un
cambio en el patrén de conveccion obtenido.

Dado que la investigacién del fenémeno de convecciéon natural en esta
geometria tiene como motivacion el brindar un poco de luz sobre lo que ocurre
en sistemas que tienen una configuracion como la de las capas internas de la
tierra, introducir rotacion en el sistema con respecto a un eje es el evidente
paso necesario; trabajo que queda pendiente.



Apéndice A

Ecuacion general de conducciéon
de calor en esferas concéntricas
(coordenadas esféricas)

Para el desarrollo de la ecuacion de difusion de calor en el sistema esférico
por capas, representado por la figura 2.3 (en el cual existe una fuente de
energia térmica asi como una diferencia de temperaturas entre el nicleo y la
esfera externa y el espacio anular esférico entre ellas es de un material sélido
con conductividad térmica k), se definine una pequena porcién del espacio
esférico tridimencional como volimen de control diferencial para el analisis
de conduccién de calor en coordenadas esféricas (ver figura A.1), en el cual se
analizan todas las interacciones de energia térmica involucradas y se realiza
el balance correspondiente, tal como queda establecido en la ecuacién de
conservacion de energia (A.1) para cualquier sistema cerrado.

Eent - Esal + Egen - Edest == Ealm (Al)

Donde Egy¢ representa todos los flujos de energia térmica que ingresan
al volumen de control, Esal son todos los flujos de energia térmica salientes
del volumen de control, Egen representa a la energia que se genera dentro
del volumen de control, la cual incluye a todas la transformaciones de cual-
quier tipo de energia (mecdnica, nuclear, etc.) en energia térmica, Egest €s la
energia térmica que se transforma en cualquier otro tipo de energia dentro
del volumen de control y finalmente Ealm representa la variacion total de la
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esféricas)

rde

Figura A.1: Volumen de control diferencial, (dr,rdf,rsen(6)d¢), para el anali-
sis de conduccién en coordenadas esféricas (r, 6, ¢)

energia térmica en el volumen de control, la cual puede aumentar o dismi-
nuir; todas las anteriores son la medida de la variacion de dichas cantidades
en el transcurso del tiempo y sus unidades son E(W).

Tomando en cuenta la figura A.1, dichas interacciones de energia quedan
definidas como sigue:

Eent = ¢ +q+ qé (A 2)
Esat = Gryar + Gorao + Qords (A.3)
Egen = q'genr2sen(¢9)drd9d¢ (A.4)
Egest = (aesT sen(0)drdfde (A.5)
. T
Eium = pC, 88_75 2 sen(6) dr df dg (A.6)

Donde g¢,, gs, g5 son las velocidades de transferencia de calor por conduc-
cién en las superficies de control r, 0 y ¢ mientras que gridr, qo-+do, p+do
son las velocidades de trasferenciade calor por conduccién en las superfi-
cies opuestas, todas las anteriores tienen unidades ¢(W), dgen ¥ daes son las
velocidades de generacién y destruccion de energia térmica en el volimen
de control con unidades de (%), p es la densidad del material constitutivo
del sistema p(%), C, es la capacidad térmica especifica del mismo material
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C (ngK) y % es la variacion de la temperatura T'(K) del sistema en el tiempo
rse

t(s); 72 sen(0) dr df d¢ es la diferencial de voliimen en el sistema esférico.

Reemplazando las expresiones (A.2) a (A.6) en la ecuacién (A.1) obtene-
mos:

G+ G0+ Qo — (Qriar + Qordo + Qords) + Ggenr” sen(0)drdfded —

Gaesr*sen(0)drdfdg = p C,r? sen() aa—jl:dr dode (A.7)

Los fujos salientes de calor pueden expresarse como una expansiéon en
series de Taylor, dejando de lado los términos de orden superior, de la manera
siguiente:

0
flz+dx) = f(zx)+ ](;(x z) dx (A.8)
ol
Gr+dr = Gr + aq dr (ASa)
0
Qo+do = Qo + % do (A8b)
dq
Qo+dp = Qo + 3—5 d¢ (A.8c)

De modo que al sustituir dichas expresiones en la ecuacién (A.7) y redu-
ciendo los términos, la ecuacion queda del siguiente modo

94, 940 94y -
o dr 50 de 90 do + Ggenr”sen(0)drdfde
GaesT*sen(0)drdode = pC,r* sen(0) aa—jl:dr ddde (A.9)

Por otro lado, la velocidad de transferencia de calor por conduccién se
puede evaluar a través de la ley de Fourier, que en coordenadas esféricas se
define de la manera siguiente:

T kOT ko oT
o = —kvr = k2, - 0T, T,

o 90 rsen 8_gbe¢ (4.10)



Ecuacién general de conduccién de calor en esferas concéntricas (coordenadas
50 esféricas)

Donde q” es el flujo de calor por unidad de drea perpendicular a la direc-
cién del flujo q”(Y3); en cada una de las direcciones coordenadas del sistema
esférico, los flujos son:

oT

" — _k_

I or

" . _E@_T

% = r 00
v Kk oT
b = " send ¢

La transferencia de calor por conduccion, a través de cualquier superficie
m, en términos del flujo de calor por unidad de area en la misma superficie,
es la siguiente:

de modo que en en el sistema esférico

or ,
¢ = _kET sen(0) df do
koT
qo = —;%rsen(Q)drdqﬁ
k0T
qp = _rsenﬁa_qSTdeQ

arreglando cada término

¢ = —kr’sen() aa—T df do (A.11)
r

g = —ksen(0) 88—7; dr do (A.12)

qQpy = — b 8—T dr df (A.13)

senf 0¢
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Al sustituir las ecuaciones (A.11) a (A.13) en (A.9) se tiene:

0 2 oT P o7
S or (_k”’ sen(0) — - df d¢) dr — =5 (—k sen(0) 5 dr dqﬁ) d9—
9 k oT o,
¢ ( senf O¢ dr d@) do + qgenr”sen(8)drdddo—

Gaesr*sen(0)drdfde = p C,r sen(@)%—fdrdé’dqﬁ (A.14)

arreglando cada término, tomando en cuenta que la conductividad térmi-
ca k puede no ser constante, la ecuacién (A.14) queda como sigue:

0 5 0 0 oT
sen(0) — o (k 8_> dr d(bd@—i-% (k sen(@)%) dr de¢ df+
0

1
sent) ¢

( %—ﬁ’) dr d0 d¢ + Genr*sen(0)drdddo—

T
Gaesr*sen(0)drdfde = p C, r* sen(0) %_t dr df d¢

finalmente cancelando las diferenciales dr,df y d¢ y reordenando al pro-
ducto r?sen(f), la ecuacién anterior resulta de la siguiente manera:

10 5 0T 1 0 oT
r2or (k (97’) * r2sen(0) 90 (ksen(@)%) -

1 0 aT . oT
+ Qgen Qdes = /)C

r236n298_¢ (;5 P ot (A.15)

La ecuacién (A.15) es la forma general de la ecuacién de conduccién
de calor en coordenadas esféricas, recordando que los términos Ggen ¥ Gdes
representan a las transformaciones de las diversas formas de energia (quimica,
nuclear, etc.) en energia térmica y visceversa. De su solucién, se obtiene la
distribucién de temperaturas en cualquier sistema con geometria esférica.






Apéndice B
Algoritmo cubo-esfera

El algoritmo cubo-esfera es utilizado para generar el dominio compu-
tacional del sistema de esferas concéntricas. Este algoritmo se ha desarro-
llado para resolver ecuaciones diferenciales parciales en geometrias esféricas
(Ronchi et al., 1996). Cuando se intenta resolver numéricamente algin pro-
blema que involucre geometrias esféricas, se presentan complicaciones en la
discretizacion de la superficie de la geometria, especialmente en los polos.
Esta desventaja se conoce en la literatura como “problema de singularidad
geométrica en el polo”.

La idea principal de este algoritmo es la descomposiciéon de una esfera en
seis regiones idénticas obtenidas por medio de la proyeccion de las caras de
un cubo, inscrito dentro de una esfera, hacia la superficie de ésta, ver fig.
B.1. Las caras laterales son etiquetadas con los niimeros I-IV y la superior e
inferior con V y VI respectivamente.

A continuacién se presentan las relaciones que permiten transformar la
posicion de cualquier punto situado sobre la superficie de la esfera, en una
posicion sobre aguna de las caras del cubo o viceversa. Considere un cubo con
lados de longitud 2a inscrito en una esfera de radio R = av/3 de tal manera
que los ocho vértices del cubo toquen la esfera. El cubo esta orientado de
tal manera que los ejes del sistema cartesiano (XY, Z) sean normales a sus
caras (ver fig. B.2).

Las coordenadas cartesianas (x,y) son las correspondientes a la cara del
cubo de tal manera que z,y € [—a,+a] y (A, 6) son las coordenadas de



54 Algoritmo cubo-esfera

N

VI

Figura B.1: Descomposiciéon de una esfera en seis regiones, cada regién se
obtiene por la proyeccién de las caras de un cubo inscrito hacia la superficie
de la esfera.

a,a,a)
a Punto de la esfera

a B (XY,2)
R

—— |I
- +
]

(0,0, 0) .

Figura B.2: Esquema para la transformacién de posiciones de la esfera hacia
el cubo o viceversa.

longitud y latitud respectivamente, en donde:

X = Rcos Acosf
Y = Rsin Acosf (B.1)
Z = Rsin0
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En la fig. B.2 se muestra solamente la cara I normal al eje X y el primer
octante del cubo. Del esquema es posible obtener las siguientes relaciones
trigonométricas:

A Y Y
sin&z}—%:Z, tanAz%zY Ezg’
r? =a® + 2% + o (B.2)
Relacionando las ecs. (B.1) con las ecs. (B.2) es posible escribir:
T = atan A (B.3)

y = atanf sec A

Las ecs. (B.3) son llamadas transformaciones gndmicas bdsicas entre el
cubo y su esfera circunscrita. Las leyes de transformacién para las caras
restantes se obtienen mediante una rotacién sobre la esfera y se presentan
detalladamente en (Nair et al., 2004). En la siguiente tabla se presentan
las ecuaciones que nos permiten relacionar las coordenadas cartesianas para
las posiciones en la esfera (X,Y, 7) y las coordenadas cartesianas para las
posiciones en la cara del cubo (z,y), empleadas en este trabajo.

’ Cara ‘ Transformaciones basicas ‘ Cubo-esfera ‘ Esfera-cubo ‘
I|z=atan\ (X,Y,Z) = E(a T, y) (z,y) = (§7§)
y = atanf sec A
II | z=—acot A (XY, 2)=E(—z,a,y) | (z,9)=(5.2)
y = atanf csc A
III | z =atan A (X,Y, 7)) = %(—a, —x,y) | (z,y) = (%7—72)
y = atanf csc A
IV | z=—acot\ (X,Y,Z):g(x, —a,y) (z,y) = (TX’_T)
y = —atanfcsc A

I:U

V | x = asin Acot 0 (X,Y,Z) =
Yy = —acos Acot
VI | z=—asinAcotd | (X,Y,2)=
Yy = —acos Acot 6

( Yy, x, a) (x,y) = a(%??

(y,a:,—a) (*Tuy) :a(%7%>

Bk

Tabla B.1: Ecuaciones para la transformacion de las seis caras del cubo
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