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INTRODUCCION.

Este trabajo versa acerca de Nucleos en digraficas.
Los ntcleos en digraficas forman parte de la teoria de graficas, un area
de las matematicas donde podemos encontrar diversas aplicaciones, lo
mismo se usa la teoria de graficas para obtener caminos éptimos para
los trayectos de lineas de autobuses, como en teoria de redes en la cien-
cia de la computacién hasta en las ciencias sociales con el surgimiento
del concepto de red social.

En digraficas (gréficas dirigidas) existe un concepto relevante cono-

cido como nicleo, introducido en 1944 por John von Neumann y Oskar
Morgenstern como solucién a un problema de teoria de juegos. Con
este antecedente breve, entro en materia: Nicleos en digréficas.
Si D es una digrafica, un nicleo N de D es un subconjunto del con-
junto de vértices de la digréfica D, V(D), tal que no hay flechas entre
cualesquiera dos vértices de N y si tomamos un vértice v fuera de N,
entonces hay una flecha desde v hacia algun vértice en N. En la actuali-
dad uno de los problemas que se estudian es el de establecer condiciones
suficientes para que exista un nicleo en una digrafica, entre los trabajos
realizados destacan los hechos por Richardson [8], Duchet y Meyniel
5], asi como H. Galeana S. y V. Neumann L. [7].

En este trabajo se presentan algunos resultados sobre la existencia
de nucleos en digraficas que contienen digraficas pretransitivas izquier-
das o derechas y que no contengan trayectorias infinitas exteriores o
interiores.

Se presenta también el concepto de nucleo por trayectorias monocro-
maticas. A continuacién el esquema del trabajo presente:

En la seccién inicial se muestran las definiciones basicas relacionadas
con teoria de digraficas. La seccién dos continia con las definiciones,
pero se introduce el concepto de conexidad y sus diferentes formas:
digrafica conexa, digrafica unilateral, digrafica fuerte. De igual modo
se presenta el concepto de condensacion de una digrafica.

A lo largo de la tercera seccion se presenta el concepto de nicleo
donde se demuestra que en una digrafica simétrica, un conjunto de
vértices es ntcleo de D si y sélo si S es un conjunto maximo por con-
tencion con la propiedad de independiente. De igual manera aparece
la demostracion de que en una digrafica transitiva un conjunto .S es un
nicleo si y sélo si S es un conjunto minimo con la propiedad de ab-
sorbente. En la seccion cuatro se muestra que las digraficas simétricas,
las transitivas, las que no tienen ciclos y las digraficas que no tienen
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ciclos impares son digréaficas nicleo perfectas, es decir, existe un nicleo
para toda digrafica inducida de D.

Para la seccién cinco reservamos mostrar la relacion entre nicleos y
nicleos por trayectorias monocromaticas haciendo uso de la cerradura
de D, C(D), la cual se define como la digrafica con los mismos vértices
de D y las flechas de D, junto con las flechas (u,v) tal que hay una
uv-trayectoria monocromatica contenida en D.

Larelacion esta dada por el siguiente resultado: Si D es una digrafica,
entonces D tiene un nicleo por trayectorias monocromadticas (trayec-
torias cuyas flechas estan coloreadas con un solo color) siy sélo si C(D)
tiene un nucleo.

En las secciones seis y siete se muestran los resultados centrales de
este trabajo, los cuales fueron descritos por H. Galeana-Sanchez y R.
Rojas Monroy en [10] y [11].

En estas secciones finales se abordan las siguientes ideas: si D es
una digrafica y existen Dy y Dy subdigraficas de D tales que D; es una
digréfica pretransitiva derecha (para cualquier par de flechas consecu-
tivas (u,v) y (v,w) tenemos que (u,w) € F(D) o la flecha derecha es
simétrica) y Dy es una digrafica pretransitiva izquierda (para cualquier
par de flechas consecutivas (u,v) y (v, w) tenemos que (u,w) € F(D)
o la flecha izquierda es simétrica) y ninguna de las dos contiene alguna
trayectoria infinita exterior o interior, entonces D es nucleo-perfecta,
esto es: toda subdigrafica inducida posee un nicleo.

El resultado de la seccion siete es el siguiente:

Sea GG una gréfica, y D una orientacion de Meyniel, si existe alguna
orientacién T' de G tal que T es una digréafica pretransitiva izquierda
o pretransitiva derecha que no tenga trayectorias infinitas interiores ni
exteriores tal que las flechas simétricas de D son las mismas flechas que
T tiene como flechas simétricas, entonces D tiene ntcleo.



1. Digraficas.

En este capitulo inicial daremos las definiciones basicas para enten-
der el tema con el objetivo de que el lector pueda leerlo aunque no
haya tomado un curso de teoria de graficas. También mostraremos al-
gunos resultados elementales.

Una grdfica dirigida o digrdfica D es un conjunto no vacio, finito
de objetos que llamarémos vértices V' junto con un conjunto F' (posi-
blemente vacio) de pares ordenados de elementos distintos de V. V es
llamado el conjunto de vértices de D, y cada elemento de V' es un
vértice. Cada elemento de F es llamado flecha (o flecha dirigida)
mientras [’ mismo es el conjunto de flechas de D. En la Figura 1.1
la digréfica D tiene V(D) = {u,v,w} y F(D) = {(u,v), (u,w), (w,u)}.
Ya que las flechas son pares ordenados, note que es posible que (u,v)
sea una flecha mientras que (v, u) no lo sea.

Daremos también algunas definiciones de graficas que seran rele-
vantes en este trabajo. Una grdfica es una pareja de conjuntos G =
(V,A), donde V es el conjunto de vértices, y A es el conjunto de
aristas, este ultimo es un conjunto de pares de la forma (u, v) tal que
u,v € V, tal que u # v.

W

D:

Fig. 1.1 Una digrifica

Para hacer énfasis en la digrafica D, algunas veces escribimos V(D)
y F(D) para el conjunto de vértices y el conjunto de flechas de D, en
lugar de V' y F'. Asi como con graficas, el nimero de elementos en el
conjunto V(D) es el orden de D mientras la cardinalidad de F/(D) es
el tamano de D. Para cualquier digrafica D de orden p, el tamano ¢
de D satisface la desigualdad



0<g<2(h)=p*—»p

Esta igualdad se cumple pues siempre es cierto que 0 < ¢ y dado que
2(72’) es el numero de parejas de vértices multiplicado por 2 obtenemos
el nimero total de flechas que puede haber en una digréafica, y éste es
mayor o igual al orden ¢ de una digréfica.

Una (p, q)-digréfica tiene orden p y tamano g.

Si a = (u,v) es una flecha de una digrafica D, entonces a une u
hacia v. Decimos que a es incidente desde u e incidente hacia
v, mientras u es tncidente hacia a y v es incidente desde a. Mas
aun si a = (u,v) es una flecha de una digrafica D, decimos que u es
adyacente hacia v y v es adyacente desde u. Fn la digréfica D
de la Figura 1.1, el vértice u es adyacente hacia el vértice v, pero v no
es adyacente hacia u. Dos vértices u y v de una digrafica D son no
adyacentes si u es no adyacente desde v, ni adyacente hacia v en D.

Sia= (u,v)yb= (v,w) son flechas de una digrafica D, entonces
la flecha a es adyacente hacia la flecha b mientras b es adyacente
desde a.

El exgrado, exg(v), de un vértice en una digrafica D es el nimero
de vértices de D que son adyacentes desde v. El ingrado, ing(v), de
v es el numero de vértices de D adyacentes hacia v. El grado, gr(v),
de un vértice v en D esta definido como sigue:

gr(v) = exg(v) +ing(v).
En la digrafica D de la Figura 1.1 exg(u) = 2, ing(u) = exg(w)
= ing(w) = ing(v) = 1, mientras que exg(v) = 0. Para la misma
digrafica, gr(u) = 3, gr(w) =2y gr(v) = 1.

1.1 Teorema. Si D es una digrdfica de orden p y tamano q con
V(D)= {v1, va,...., v, } , entonces

Zexg(vi) = ng(vz) =4q.

Prueba: Cuando los exgrados de los vértices son sumados, cada
flecha es contada una vez, pues cada flecha es incidente desde exac-
tamente un vértice. Cuando los ingrados son sumados, una flecha es
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contada justo una vez pues cada flecha es incidente a un sélo vértice.t

Una digrafica D; es isomorfa a una digrafica Dy (lo denotamos
por D; = D,) si existe una funcién biyectiva ®, llamada un iso-
morfismo, de V(D) en V(D) tal que (u,v) € F(D;) siy solo si
(®(u), ®(v)) € F(Ds).

1.2 Proposicién. La relacion 7isomorfo a” es una relacion de
equivalencia en el conjunto de digrdficas.

Prueba:

i) Reflexividad. Sea D una digrafica, entonces la funcién identidad
Id(v) de V(D) en V(D) es biyectiva y cumple que (u,v) € F(D) siy
sélo si (Id(u), Id(v)) = (u,v) € F(D).

i1) Simetria. Sean D; y D, digréficas tales que Dy = Ds, entonces
existe @ funcién biyectiva de V(Dy) en V(D) tal que (u,v) € F(D) si
y s6lo si (P(u), P(v)) € F(Dy). Como ® es biyectiva, existe la funcién
inversa de ®, ®~! que va de V(D) en V(D;) y que es biyectiva por lo
que (u,v) € F(Ds) siy sélo si existen unicos uy,v; € V(D) tal que
O(uy) = u,®(v1) =vy (u,v) € F(Dy), por lo tanto (1 (u), ®~1(v)) €
F(Dy) siy solo si (u,v) € F(Ds).

i1i) Transitividad. Sean Dy, Dy y Dj digraficas tales que Dy = Do
y Dy = D3, entonces existen @, funcién biyectiva, que va de V(D) en
V(Ds) tal que (u,v) € F(Dy) siy solo si (®(u), ®(v)) € F(Dy) y ¥,
funcién biyectiva, que va de V(Dz) en V(Ds) tal que (w,z) € F(Dy) si
y sélosi (V(w),¥(z)) € F(Ds3). Sea ©® = Wod. O es una funcién biyec-
tiva, que va de V(D) en V(Ds3). Entonces, (u,v) € F(D) siy sélo si
(®(u), ®(v)) € F(Dy) siy sélosi (¥(P(u)), ¥(P(v))) = (O(u), O(v)) €
F(Ds3). Por lo tanto Dy = D3.}

Asi, esta relacion parte el conjunto de todas las digraficas en clases
de equivalencia; dos digraficas no son ¢somorfas si pertenecen a dife-
rentes clases de equivalencia .

Existe s6lo una (1, 0) digrafica (salvo isomorfismo); ésta es la digrafica
trivial. Ademads, hay sélo una (2,0), (2,1) y (2,2) digréfica (salvo iso-
morfismo). Hay cuatro (3,3) digraficas y se muestran en la Figura 1.2



Dos digraficas Dy y D, son idénticas y lo escribimos Dy = Do,
si V(Dy) = V(D) y F(D1) = F(Ds). Dos digréficas idénticas son
isomorfas, sin embargo dos digraficas isomorfas no son necesariamente
idénticas. Las digraficas de la Figura 1.3 son isomorfas pero no idénticas.

Fig. 1.2 Las cuatro (3,3) digrdficas.
u % u Vv
[ ] D2 D
W X W X
Fig. 1.3 Digrdficas isomorfas pero no idénticas.

Una digréfica D; es una subdigrdfica de una digrafica D si V(D)
C V(D) y F(D,) C F(D). Cualquier digrafica isomorfa a una sub-
digrafica de D es, también, llamada una subdigrdfica de D. Escribi-
mos Dy C D para indicar que D; es una subdigrafica de D. Una
sudigrafica Dy de D es una subdigrdfica generadora de D si D,
tiene el mismo orden que D.

Si D es una digrafica no trivial y u € V(D), entonces D - u es la
digrafica con conjunto de vértices V(D) - {u} y cuyas flechas son todas
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aquellas de D que no son incidentes desde v o hacia v, de la misma
forma se define D - U cuando U es un subconjunto de vértices de V(D).
Siae F(D), entonces D — a es la subdigrafica con conjunto de vértices
V(D) y conjunto de flechas F'(D) — {a}, andlogamente se define D - A
donde A es un subconjunto de F.

Si D es una digrafica tal que u,v € V(D) y (u,v) ¢ F(D), entonces
la digrafica D + a, donde a = (u,v) , tiene conjunto de vértices V(D)
y conjunto de flechas F'(D) U {a}.

Si U es un subconjunto no vacio del conjunto de vértices de una
digrafica D entonces la subdigrdfica inducida por U de D, la cual
se denota por D[U], es la digrafica con conjunto de vértices U y cuyo
conjunto de flechas consiste de todas aquellas flechas de D que unen
vértices de U. Una subdigréafica D; se dice que es inducida, y la deno-

tamos por Dy C D, si D; = DI[U] para algin subconjunto U de V(D).
Si E es un subconjunto no vacio de F(D), entonces la subdigrafica
DIE] flecha inducida por E, es aquella digréfica cuyo conjunto de
vértices consiste de aquellos vértices de D incidentes hacia, o desde al
menos una flecha de E' y cuyo conjunto de flechas es E. Asi como con
graficas, cualquier subdigrafica inducida de una digrafica D puede ser
obtenida quitando un conjunto de vértices y las flechas adyacentes a
éstos, o flecha inducida quitando un conjunto de flechas. Ilustramos
estas ideas en la Figura 1.4 para la digrafica D, donde

V(D) = {u,v,w,2},U = {u,v,w} y F = {(u,v), (v,2)}

X

D D[U] DIF]

Fig. 1.4 Subdigraficas inducidas y flecha inducidas.



Ahora consideramos ciertos tipos de digraficas que apareceran con
regularidad en nuestras discusiones.

Una digrafica D es llamada simétrica si siempre que (u,v) es una
flecha de D, entonces también lo es (v,u). Hay una correspondencia
biyectiva entre el conjunto de digraficas simétricas y el conjunto de
graficas: a cada digrafica simétrica D le asignamos la grafica que re-
sulta de reemplazar el par de flechas (u,v) y (v,u) por la arista (u,v).
Una digrafica D es llamada astmétrica u orientada si siempre que
(u,v) es una flecha de D, entonces (v,u) no es una flecha de D. Se
dice que una flecha (u,v) € F(D) es asimétrica (resp. simétrica)
si (v,u) € F(D) (resp. (v,u) € F(D)). Entonces, una digrafica orien-
tada D puede ser obtenida de una grafica GG asignando una direccién
(u orientando) a cada arista de G, transformando cada arista de G en
una flecha y transformando G misma en una digréafica asimétrica; D
también es llamada una orientacion de G. La digrifica D; de la
Figura 1.5 es simétrica, mientras que D es asimétrica; la digrafica Ds
no tiene ninguna de las dos propiedades.

DI D2 D3

Fig. 1.5 D, es una digrafica simétrica, Do es asimétrica y D3 no
posee ninguna de las dos propiedades.

Una digrafica D es llamada completa si para cualesquiera dos
vértices distintos w y v de D, al menos una de las flechas (u,v) o
(v,u) estd en D. La digrdfica completa simétrica de orden p tiene
ambas flechas: (u,v) y (v,u) para cualesquiera u y v en V(D) y es
denotada por K),. Asi, K, tiene tamano p(p — 1) y exg(v) = ing(v) =
p — 1 para cualquier vértice v de D. Las digraficas K1, Ky, K3y K4 se



muestran en la Figura 1.6.

AT

| K2 Ks K4

Fig. 1.6 Digraficas simétricas completas.

Una digrafica asimétrica completa es llamada un torneo.
Una digrafica D es llamada regular de grado r o r-regular si
exg(v) = ing(v) = r para todo vértice v de D. La digrafica K, es

(p — 1)-regular. Una digrafica 1-regular D; y una digréafica 2-regular
Dy se muestran en la Figura 1.7. La digréfica D, es un torneo.

M

B) D2

Fig. 1.7 Digrdficas regulares.

Por ultimo daremos la definicion de digrafica transitiva. Diremos que
D es una digrdfica transitiva si siempre que (u,v), (v,w) € F(D),
entonces (u,w) € F(D).



2. Digraficas conexas y disconexas.

En esta seccién continuamos con definiciones relacionadas con el con-
cepto de conexidad y sus diferentes formas como son unilateralmente
conexa o fuertemente conexa, asi como el concepto de condesacién de
una digrafica, una digrafica que representa las propiedades de conexi-
dad de una digrafica dada. Presentamos un resultado, el Teorema
2.5, que muestra que la condensacion de toda digrafica es aciclica y el
Teorema 2.6 que muestra la relacién entre una digrafica D y su con-
densacién D* en torno a las diferentes formas de conexidad, unilateral,
fuerte o disconexidad.

Sean u y v vértices (no necesariamente distintos) de una digréafica D.
Entendemos por un uv-semicamino de D

U= U, A1, Uy Ay vvvvy U1, Apyy Uy = U (ec 2.1)

una sucesion finita, alternante de vértices y flechas, empezando con el
vértice u = g y terminando con el vértice v = u,, tal que a; = (u;_1, u;)
o a; = (uj,u;—1) para cada i = 1,2,3,...n. El nimero n (el nimero de
ocurrencias de las flechas) se llama la longitud del semicamino.

Si a; = (ui_1,u;) para cada i, con i = 1,2, ....,mn, en (ec 2.1), entonces
la sucesién (ec 2.1) es llamada un uv-camino. Si (ec 2.1) es un uwv-
camino, entonces sélo enlistamos los vértices pues las flechas son distin-
guibles. Dos uv-caminos u = ug, U1, ..., U, = VY U = Vg, V1, ..., Uy = U
son tguales sin = m y u; = v; para 0 < ¢ < n; de otra forma son
diferentes. En caminos y semicaminos puede haber repeticién de
vértices y flechas.

Un uv-camino es cerrado si u = v o abierto si u # v. Un uv-paseo
es un uv-camino en el que ninguna flecha se repite, una uv-trayectoria
es un uv-camino en el que ningun vértice se repite. En la digréfica D
de la Figura 2.1 tenemos que W : vy, (v, v2), V2, (v4, V2), V4, (v3,04), V3,
(v3,v2), Vg, (U2, V5), Us €8 UN VU5 Semicamino que No es un vvs camino,
Wy 1 vy, 09, 3, Uy, Ug, Us €8 UN V1U5-Paseo que No es una v, vs-trayectoria
y W3 @ vy, v9, v5 €8s una vyvs-trayectoria.



Vo

\/.l Ve

Wa Vs

Fig. 2.1 Semicaminos, caminos, paseos y trayectorias.

Si P es una uv-trayectoria, entonces los vértices de P distintos de u y
v son los vértices internos de P.

Es obvio que cualquier uv-trayectoria es también un uv-camino pero
no inversamente.

2.1 Teorema. Todo uv-camino en una digrdfica contiene una uv-
trayectoria.

Prueba: Haremos la prueba por induccion sobre el ntmero de
vértices de un wv-camino. Para n = 1, sea C; = (u;) un ujus-
camino, es claro que C] posee una uju;-trayectoria. Sea C,, = (u; =
U, Uy, Us, ..U, = V) UN yv-camino que posee n vértices. C,_1 = (u; =
U, U, Ug, vy Up—1) €S UN UL, _jcAMINO que posee n — 1 vértices, por
hipétesis de induccién éste posee una uwu, i-trayectoria T = (u =
V1, V2, ey Uy, = Up_1). Entonces la trayectoria T' seguida de la flecha
(Up_1, up) €s un uv-camino de longitud n que a lo més repite al vértice
u, = v. Supongamos que v; es el vértice de T" que se repite al agregar
la flecha a T', entonces v; = v y por lo tanto (v = vy, vg, ..., v;_1,v; = V)
es una uv-trayectoria.f

La subdigréafica de una digrafica D inducida por las flechas de un
paseo o trayectoria también es llamado paseo o trayectoria de D. Una
digrafica de orden n que es una trayectoria se denota por P,.

Hay una variedad de formas en las que una digrafica puede ser
conexa.
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Un vértice u se dice que estd conectado con un vértice v en una
digréafica D si existe un uv-semicamino (o, equivalentemente, un vu-
semicamino) en D. Se dice que una digréfica D es débilmente conexa
o simplemente conexa si cualesquiera dos de sus vértices estan conec-
tados. Una digrafica que no es conexa es disconexa.

2.2 Proposicién. La relacion “estd conectado con” es una relacion
de equivalencia en el conjunto de vértices de una digrdfica D.

Prueba: Sea D una digréfica.

i) Reflexividad. Si v es un vértice de D, el camino trivial conecta a v
con v.

i1) Simetria. Si u,v € V(D) son tales que u estd conectado con v, en-
tonces existe un uwv-semicamino, por lo que v también esta conectado
con .

i11) Transitividad. Siwu,v,w € V(D) son tales que u esta conectado con
vy v esta conectado con w, entonces existe un uwv-semicamino W; en
D y un vw-semicamino W5 en D, por lo que el camino W seguido de
el semicamino W5 forman un uww-semicamino. Por lo tanto la relacién
descrita es de equivalencia.

La subdigrafica inducida por una de las clases de equivalencia resul-
tantes es llamada componente conexa o componente de D.

Se dice que un vértice v es alcanzable desde un vértice u en una
digrafica D si D contiene un uwv-camino, o equivalentemente, una uv-
trayectoria (por el teorema 2.1). La digrifica D es llamada wunila-
teralmente conexa o simplemente unilateral si para cualesquiera
dos vértices distintos de D, al menos uno de ellos es alcanzable desde
el otro.

Se dice que una digrafica D es fuertemente conexa o sélo fuerte
si para cualesquiera dos vértices distintos de D, cada vértice es alcanza-
ble desde el otro, también decimos que una digrafica es fuertemente
disconexa si no es fuertemente conexa. Entonces, toda digrafica
fuerte es unilateral y toda digrafica unilateral es conexa. Las digréaficas
Dy, Dy, D3 y Dy de la Figura 2.2 son disconexa, conexa, unilateral y
fuerte, respectivamente, y cada una de éstas propiedades de conexidad
es maxima en la digrafica correspondiente, es decir D; es disconexa y
no es conexa, ni unilateral, ni fuerte, la digrafica Dy es conexa pero no
es unilateral ni fuerte, la digrafica D3 es unilateral pero no fuerte, por
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ultimo la digrafica D, es fuerte.

D, D,

=0 A
1 o

Fig. 2.2 Digrdficas disconezxa, conexa, unilateral y fuerte.

2.3 Teorema.
(a) Una digrdfica es conexa si y sélo si contiene un semicamino ge-
nerador.
(b) Una digrifica es unilateral si y sdlo si contiene un camino gene-
rador.
(¢) Una digrdfica es fuerte si y sélo si contiene un camino generador
cerrado.

Prueba: (a) Sea D una digréfica que contiene un semicamino ge-
nerador W, y sean u y v cualesquiera dos vértices distintos de D. Como
W contiene todos los vértices de D, los vértices u y v aparecen en W.
La parte de W entre una aparicion de u y una aparicion de v es un
uv-semicamino (o vu-semicamino) de D. Como u y v son arbitrarios,
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D es conexa.

Inversamente, sea D una digréfica conexa con V(D) = {vy, vs, ...v, }.
Asi, D contiene un v;v;41-semicamino W; para ¢ =1,2,....p—1. Dados
dos semicaminos consecutivos como W;, W, éstos se intersectan en
el vértice v;41, entonces podemos unir estos semicaminos para obtener
un semicamino que vaya desde vy, hasta vy, continte hasta vz, luego
hasta vy y asi sucesivamente hasta v, y obtener un v;v,-semicamino
que contiene todos los vértices de D, completando la prueba de (a).

(b) Sea D una digréfica que contiene un camino generador W =
(v1,v2,...v,), entonces para cualesquiera dos vértices u,v € V(D), se
tiene que u,v € V(W) y u = v;,v = v; supongamos sin perdida de
generalidad que ¢ < 7, entonces en W hay un camino que va desde
v; hasta vj, por lo que v es alcanzable desde u y por lo tanto D es
unilateral.

Para el regreso, supongamos que D es una digrafica unilateral. Sea
W un camino en D que contiene el maximo nimero de vértices distin-
tos; supongamos que W es un wjws-camino. Si W no es un camino
generador, entonces existe algin vértice v de D que no pertenece a W.
Por la propiedad de W de ser méximo no existe un vw;-camino Vj, de
existir V' — 1, la union de V; seguido de W nos daria un camino que
contiene mas vértices que W, por la misma razén tampoco existe un
wyv-camino en D (Ver Figura 2.3).

Fig. 2.3 Figura para la prueba de (b).
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Como D no contiene un vw;-camino y D es unilateral, D contiene
un wiv-camino. W es una sucesién de vértices donde w; es el primer
vértice de W tal que hay un wjv-camino, sea wu el ultimo vértice de
W para el que existe un uv-camino en D, (u # wsy pues no hay un
wyv-camino) y sea Wi un uv-camino. Note que como W es un camino
entonces puede repetir vertices, por lo tanto, el vértice u podria apare-
cer mas de una vez en W. Sea w el vértice que sigue la ultima aparicion
de u en W, el cual existe pues u # w9, entonces no existe un wv-camino
en D por la eleccién de u. Puesto que D es unilateral, existe un vw-
camino W5 en D. Considerando la sucesién de vértices W empezando
por w; y siguiendo hasta la ultima aparicién de u en W, a continua-
cién por Wy, siguiendo por W5 hasta w y finalmente por W hasta ws
producimos un wjwsy-camino con mas vértices que W, lo cudl es una
contradiccion. Por lo que W es un camino generador de D, comple-
tando asi la prueba de (b).

(¢) Sea D una digrafica que contiene un camino generador cerrado,
como vimos en la prueba anterior para cualquier par de vértices u,v €
V(D), v es alcanzable desde u, como el camino es cerrado también se
cumple que u es alcanzable desde v y por lo tanto D es fuerte.
Supongamos que D es una digrafica fuerte. Como D es fuerte, también
es unilateral, luego por (b), D contiene un uv-camino generador para
u 'y v vértices de D. Si u=wv, la prueba esta completa. Supongamos
entonces que u # v . Como D es fuerte, D contiene una vu-trayectoria
P. Entonces el camino W seguido por la trayectoria P produce un
uv-camino generador cerrado, completando la prueba.f

Llamamos circuito de D a un paseo cerrado no trivial de una
digrafica D. Un circuito vy, v, ..., v,, 01,0 > 2, cuyos n vértices v;
son distintos es llamado un ciclo de D. Si una digrafica D no con-
tiene ciclos, es aciclica. En la digrafica D, de la Figura 2.4, C] :
V1, U3, Vg, U3, U2, U1 €S UN circuito que no es un ciclo, mientras que C5 :
V1,03, Vg, v1 €s un ciclo de D;. La digrédfica Dy de la Figura 2.4 es
aciclica.

Asi como con paseos y trayectorias, la subdigrafica de una digréfica
D inducida por las flechas de un circuito o ciclo son también referidas
como circuito o ciclo de D. Un ciclo de longitud n es un n-ciclo; a un
3-ciclo lo llamamos tridngulo. Una digréfica de orden n(> 2) que es un
ciclo es denotada por C,.
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Fig. 2.4 Circuitos, ciclos y digrdficas aciclicas

2.4 Proposicion. La relacion "mutuamente alcanzable” es una

relacion de equivalencia sobre el conjunto de vértices de cualquier digrdfica
D.

Prueba: Sea D una digrafica.
i) Reflexividad. Si v € V(D), v es mutuamente alcanzable desde v
mediante la trayectoria trivial.
i1) Simetria. Si u,v € V(D) son tales que u y v son mutuamente al-
canzables, entonces existe una uv-trayectoria y una vu-trayectoria, por
lo que v y u son mutuamente alcanzables.
i19) Transitividad. Si w,v,w € V(D) son tales que w y v son mu-
tuamente alcanzables y v y w son mutuamente alcanzables, entonces
existen P, una uv-trayectoria y P, una vu-trayectoria, también existen
P| una vw-trayectoria y Pj una wuv-trayectoria en D. La trayectoria
Py seguida de la trayectoria P| forman un ww-camino. Anélogamene la
trayectoria P, seguida de la trayectoria Pj forman un wu-camino, por
lo que la relacion descrita es de equivalencia.f

Esta relacién induce una particién del conjunto V(D) en clases de
equivalencia Vi, Vs, ..., V,, (n < 1). Por lo que dos vértices de D son
mutuamente alcanzables si y sélo si los vértices pertenecen a la misma
clase de equivalencia V;. Sea S; = D[V;] para 1 <i <n. Siuy v son
vértices de la misma subdigrafica 5;, entonces existe un uv-camino W,
en D (pues v es alcanzable desde 1) y un vu-camino W5 en D (pues u es
alcan- zable desde v). El camino W; seguido por el camino Wy produce
un vu-camino W en D. Claramente cualesquiera dos vértices de W son
mutuamente alcanzables en D. Esto implica que todos los vértices de
W pertenecen a la misma digrafica S;. Asi, v y v son mutuamente
alcanzables en S;, es decir 5; es una subdigrafica fuerte. De hecho
cada S; es maximal con respecto a la propiedad de ser fuerte. Las
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subdigraficas Si, S, ..., S, son llamadas las componentes fuertes de
D.

Hay una similitud entre las componentes fuertes de una digréafica y
los bloques de una grafica, pero hay también una diferencia.

Los bloques de una grafica parten el conjunto de aristas de la grafica;
sin embargo las componentes fuertes de una digrafica no parten el con-
junto de flechas. Una digréfica D y sus componentes fuertes se mues-
tran en la Figura 2.5a y Figura 2.5b

V1 \/2

Vs
Fig. 2.5a Una digrdfica
V1 v,
S v
: S, .
Vs
V?
83 Vo 84 - ] Vio
Ve
V

Fig. 2.5b Las componentes fuertes de la digrdfica D
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Fig. 2.6 Una digrdfica y su condensacion.

Con cualquier digrafica D hay asociada otra digrafica, la cual, aunque
ordinaria en su estructura pues es una digrafica mas simple que D,
posee las mismas propiedades bésicas de conexidad de D. Sean Sy, Ss, ...,
S,, las componentes fuertes de D. La condensacién D* de D es la
digrafica cuyos vértices uq, us, ..., u, pueden ser puestos en correspon-
dencia uno a uno con las componentes fuertes de D (u; corresponde a
Siy i =1,2,...,n) tal que (u;, u;) es una flecha de D* (i # j) siy sélo
si algin vértice de S; es adyacente a al menos un vértice de S;. Una
digréfica D y su condensacién D* se muestran en la Figura 2.6, donde

St = {v1,v2,v3,v4}, 52 = {vs,v6} y S3 = {vr, 8,9}
2.5 Teorema. La condensacion de toda digrdfica es aciclica.

Prueba: Supongamos que el teorema es falso. Entonces existe una
digrafica D cuya condensacién D* contiene ciclos. Sean Si,Ss, ..., S,
(n > 2) las componentes fuertes de D y sea V (D*) ={uy, ug, ..., u, } tal
que u; corresponde a S;, 1 = 1,2,....,n. Sin = 1, entonces D* consta de
un solo vértice y por lo tanto no posee ciclos. Supongamos que n > 1
y que las etiquetas son tales que uy, us, ..., U, u; €s un ciclo en D*. Por
definiciéon de D* para i = 1,2,...,k — 1, existe un vértice v;/ € V(S;)
y un vértice v 1 € V(S;11) tal que (v}, v,41) € F(D) y también existe
una flecha (v, v;) en D, donde v}, € V(Sk) y v1 € V(S1). Note que los
vértices v;, v; coni = 1,2, ..., k, no necesariamente son distintos. Como
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S; es fuerte, ¢ = 1,2, ..., k, entonces existe una v;v}-trayectoria P; en S;
parat=1,2,...,k. Entonces

Pla (’UiaUQ)a P25 (Ué,Ug),Pg, "'aPkn (U;gavl)avl

es un ciclo en D, lo cual implica que cualquier par de vértices v; y v;
de la digrafica D son mutuamente alcanzables y entonces D es fuerte
por lo tanto no tiene mas componentes fuertes que D misma, lo cual
es falso.f
En una digréafica D, diremos que dos trayectorias T'y T” son trayecto-
rias internamente ajenas si todo vértice interno de 7" no pertenece
a V(T") y todo vértice interno de 7" no pertenece a V(7).

2.6 Teorema. La condensacion D* de una digrdafica D es fuerte o
unilateral o conexa o disconexa si y solo si D es fuerte o unilateral o
conexa o disconexa respectivamente.

Prueba: Si D es una digrafica fuerte entonces para todo u,v € V(D)
u y v son mutuamente alcanzables, por lo que sélo existe una clase de
equivalencia en V (D), luego D* sélo tiene un vértice y por lo tanto es
fuerte.
Si D* es fuerte, entonces para todo u,v € V(D*) u y v son mutua-
mente alcanzables. Por lo tanto existe una wv-trayectoria T' = (u; =
U, Uz, ..., U, = v) en D* y una vu-trayectoria 7" = (v1 = v,vg, ..., Uy, =
u) en D*. Si las trayectorias son internamente ajenas, entonces D* con-
tiene un ciclo, a saber la trayectoria T" seguida de 7" forman un ciclo,
por el teorema 2.5 D* no contiene ciclos, por lo tanto en este caso no e-
xisten dos vértices y D* consta de un sélo vértice, por lo que D es fuerte.
Si las trayectorias no son ajenas, entonces existe w € V(D*) tal que
w e V(T)NV(T"). Siwu; es el primer vértice (en la sucesiéon T' seguida
de T") que estd en V(T') N V(1”) entonces existe v; € V(T) NV (T")
conu; = v; y W = (U1 = U, U,y o0, Uy = Uj,Vjp1, .oy Uy, = U) €S UN
camino cerrado que no repite al vértice u;, observe que la sucesion
(vj, V41, ..., Um) al ser parte de la trayectoria 1" no repite vértices de
T vy ya que u; es el primer vértice de la sucesién T seguida de T’
que esta en V(T') N V(T"), entonces las trayectorias (v;, Vjt1, ..., Um) ¥
(w1 = u,us, ...,u; = v;) son trayectorias internamente ajenas, lo cual
nos lleva al caso anterior. Por lo tanto sélo existe una clase de equiva-
lencia en D y entonces D es fuerte.

Sea D una digrafica unilateral, entonces por el teorema 2.3 D con-
tiene un camino generador W = (uy, ua, ..., u,). Sean Sy, Sa, ..., Sy, las



18

componentes fuertes de D, entonces para cada S;, con i = 1, ..., m exis-
te un vértice v; tal que v; = u;, es decir cada v; estda en el camino
W. Reordenemos los vértices v; en una subsucesién de forma que sea
una subsucesion creciente en el orden en el que aparecen los vértices en
W. Sea esta sucesion W' = (u;,, Uiy, ..., Uz, ), ya que u;; € Sy, y estas
componentes son clases de equivalencia, entonces u;; sélo pertenece a
esta clase de equivalencia y no esta en ninguna otra S; (j # i) y por la
eleccién de los vértices, todas las S; estdn representadas en W', Por lo
tanto u;;, u;, € V(W’) siy sélo si u;; y u;, pertenecen a componentes
fuertes distintas de D. Si S;; es el vértice en D* correspondiente a (s
entonces (S;,, S1,, ..., Si,,) €s un camino generador en D* y por lo tanto
D* es unilateral.

Si D* es unilateral, sean u,v € V(D), si u y v estdn en la misma
componente fuerte de D entonces existe una uv-trayectoria y una vu-
trayectoria en D. Si u y v estan en distintas componentes fuertes de D
y Su, Sy son los vértices correspondientes a u y v, respectivamente, en
D*, entonces existe un S,5,-camino en D* o un S,S5,-camino en D¥*.
Sin pérdida de generalidad supongamos que existe un S, S,-camino. Sea
W = (Su; = Su, Suyy -y Su,, = Sp) tal camino. Sean wu;, u; vértices de la
componente fuerte S, correspondiente en D, tal que (u;, u;,,) € F(D),
los cuales existen pues hay una flecha entre S; y S;11. Como u; y u;
estan en la misma componente fuerte de D, existe un uju;-camino en
D, el cual llamaremos C;. Sea W' = (uy, Cy,u), ug, Co, tly, ..., up,). Ya
que W’ es un uv-camino en D concluimos que D es unilateral.

Sea D una digréafica conexa. Sean S, S, vértices de D* correspondien-
tes a u, v vértices de D. Como D es conexa, existe un uwv-semicamino
W = {u; = u,ug,....,u, = v} en D. Sabemos que u = u; € V(S,) y
que v = u, € V(S,). Los primeros i; vértices del camino W, a saber
(u = wuy,u9,us,...,u;;) = Wi pertenecen a S; = S, la sucesién de
vértices en W continua desde w;, hasta u;, donde (u;, 11, Ui 12, ..., Usy) =
W, pertenece a la componente Sy. Observe que los vértices wu;, v ;41
estan unidos por una flecha en D y entonces los vértices correspondi-
entes S; y Sy también lo estdn en D* Asi existen Wy, W, Wa, ..., W,
caminos, los cuales estan unidos por flechas en el semicamino W. Es
decir el semicamino W; es la parte de W que esta en la componente
S; y entonces entre W; y W;,; hay una flecha para ¢« = 1,2,..n. al
tomar la condensacién de D, W; se convierte en el vértice S; € V(D¥*)
y obtenemos el S,, S, camino con el que concluimos que Dx es conexa.
El regreso es andlogo a la prueba para unilaterales: Supongamos que
D* es conexa, sean u,v € V (D), si uy v estdn en la misma componente
fuerte de D entonces existe una uv-trayectoria y una vu-trayectoria en
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D, por lo tanto u esta conectado con v. Si u y v estan en distintas com-
ponentes fuertes de D y S, S, son los vértices correspondientes a u y
v, respectivamente, en D*, entonces existe un S, S,-semicamino en D*
o un S,S,-semicamino en D*. Sin pérdida de generalidad supongamos
que existe un S, S,-semicamino. Sea W = (Sy;, = Su, Sugy -+, Su, = Sy)
tal semicamino. Sean w;, u} vértices de la componente fuerte S,,, corres-
pondiente en D, tal que (u;, u;, ;) € F(D), los cuales existen pues hay
una flecha entre S; y S;11. Como u; y u} estan en la misma componente
fuerte de D, existe un uju;-semicamino en D, el cual llamaremos C;.
Sea W' = (uy, C1,ul, ug, Co, ttly, ..., up). Ya que W’ es un uv-semicamino
en D concluimos que D es conexa.

Si D es una digréfica disconexa. Sean u,v € V(D) tales que no exis-
te un wv-semicamino. Si S, S, son los vértices de D* correspondien-
tes a u,v y existe un 9,.5,-semicamino podemos construir, como en la
prueba para unilaterales, un uv-semicamino, por lo que no existe tal
SuSy-semicamino. Andlogamente si D* es disconexa.f

Por la grafica subyacente de una digrafica D entendemos la gréfica
G obtenida a partir de D borrando todas las direcciones de las flechas
de D (equivalentemente, reemplazando cada flecha (u,v) por la arista
uwv) y borrando una arista del par de aristas multiples si éstas se pro-
ducen. Un vértice v de D es llamado un vértice de corte de una
digrafica D si y s6lo si D — v es una digrafica con mas componentes
fuertes que D. En la digrifica D, de la Figura 2.4 el vértice V3 es el
unico vértice de corte de D. Recordando el teorema de graficas: ”Toda
grdfica de orden p < 2 contiene al menos dos vértices que no son de
corte”, obtenemos el siguiente teorema en digraficas:

2.7 Teorema. Toda digrifica de orden p > 2 contiene al menos dos
vértices que no son vértices de corte.

Prueba: Haremos la prueba por induccion sobre el ntmero de
vértices de una digrafica D. Si D es una digrafica de orden 2, entonces
tiene dos vértices y ambos no son de corte pues al quitar cualquiera
de ellos obtenemos un solo vértice, es decir no aumenta el nimero
de componentes, por lo tanto ninguno de estos vértices es de corte.
Supongamos que en cualquier digrafica de orden k£ — 1 existen al menos
dos vértices que no son de corte. Sea D una digrafica de orden k.
Sea x € V(D) cualquier vértice. Sea D' = D[V (D) — {z}], entonces
D’ tiene orden k& — 1 y por hipétesis de induccién posee al menos dos
vértices u y v, que no son de corte. Si u y v no son de corte en D,
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entonces acabamos, de otra forma supongamos sin perdida de genera-
lidad que u es un vértice de corte en D. Esto implica que existen dos
vértices w, z € V(D) tales estan conectados en D, pero no lo estan en
D — {u}. Como w y z estan conectados en D', entonces existe una
wz-trayectoria (w = Uy, Ug, .oy Ui—1, Uj = Uy Ujs1, ...y Uy, = 2) €n D', En
particular u conecta a u;_1 con u; 1 y estos vértices no estan conectados
en D — {u}. Note que como u no es vértice de corte en D', entonces
wi—1 y w11 estdn conectados en D' — {u} y por lo tanto también lo
estdan en D — {u}, lo cual es una contradiccién y por lo tanto u no
es un vértice de corte en D. Concluimos que D posee al menos dos
vértices que no son de corte.f

2.8 Teorema. Toda digrdfica unilateral D de orden p > 2 contiene
dos vértices distintos u y v tales que D —u y D — v son unilaterales.

Prueba: Por el teorema 2.3, D contiene un camino generador.
Sea W un camino generador de D de longitud minima; supongamos
que W es un uv-camino. Observemos que u aparece exactamente una
vez en W, de otra forma el camino obtenido de W borrando el primer
vértice ( y la primera flecha) de W se obtiene un camino generador
de longitud menor a W, lo cual es imposible. Razonando de la misma
forma, v aparece sélo una vez en W. Como u # v, entonces D — v y
D — u poseen ambas un camino generador, y entonces por el teorema
2.3 son unilaterales. |

Puesto que cualquier digrafica fuerte D es unilateral, es inmediato
el siguiente corolario.

2.9 Corolario. Toda digrdfica fuerte D de orden p > 2 contiene dos
vértices distintos u y v tales que D —u y D — v son unilaterales.

La conclusion del corolario no puede ser extendida a obtener D — u
y D — v fuertes, por ejemplo el ciclo dirigido C,,, n > 3 no mantiene la
propiedad de fuertemente conexa al quitarle un vértice.

Mencionamos antes que a toda digrafica D es posible asociarle una
digréfica llamada su condensacién D*. También existen varias digraficas
que podemos asociar a una digrafica dada. Ahora mencionamos dos de
tales digraficas.

El Complemento D de una digrafica D es la digréfica que tiene el
mismo conjunto de vértices de D y tal que para u,v € V(D), u # v,
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la flecha (u,v) pertenece a D si y sélo si (u,v) no es una flecha de D.
Una digrafica D es autocomplementaria si D = D.

La inversa D de una digrafica D es la digrafica con V(B) = V(D)

tal que (u,v) € F(B) siy sélo si (v,u) € F(D). La digrafica D es

autoinversa si D= D. Obviamente toda digrafica simétrica es au-
toinversa.

Una digrafica con su complemento e inversa se muestran en la Figura
2.7.

Fig. 2.7 El complemento y la inversa de una digrdfica.

Ademas de la inversa de una digrafica, podemos referirnos también al
inverso de un concepto. En especifico: en teoria de digraficas hablamos
del inverso de un concepto cuando el concepto original es aplicado a
la digrafica inversa. Por ejemplo, "adyacente desde” es el inverso de

2 2

"adyacente hacia”, "incidente desde” es el inverso de ”incidente hacia”,
e "ingrado ” es el inverso de "exgrado”.

Observacion: Principio de Dualidad Direccional: Para cada
teorema concerniente a digrdficas, existe un teorema correspondiente
obtenido reemplazando cada concepto por su concepto inverso.

[lustramos esta idea con una propiedad simple de digraficas aciclicas.

2.10 Teorema. Toda digrdfica aciclica contiene al menos un vértice
de exgrado cero.

Prueba: Sea D una digréfica aciclica, y sea P una trayectoria de
longitud méaxima en D. Supongamos que P es una uv-trayectoria. Si v
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es adyacente hacia cualquier vértice de P, se produce un ciclo, contradi-
ciendo el hecho de que D es aciclica. Si v es adyacente hacia cualquier
vértice que no estd en P, entonces existe una trayectoria cuya longitud
excede a la de P, contradiciendo la eleccién de P. Asi, v no es adya-
cente hacia ningtin vértice de D, es decir, exg v = 0.1

Usando el principio de dualidad direccional obtenemos el siguiente
resultado.

2.11 Corolario. Toda digrdfica aciclia contiene al menos un vértice
de ingrado cero.
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3. NUCLEOS.

Presentamos el concepto central, nticleo de una digrafica. En esta
seccién se abordan formas de analizar el nicleo de D y algunos ejem-
plos practicos. Un resultado de utilidad, la Proposicién 3.2: si S es
un nucleo, entonces S es un conjunto independiente maximo por con-
tencién con la propiedad de independiente y minimo por contencién con
la propiedad de independiente. Asi como la existencia de un nicleo en
digraficas aciclicas y transitivas. Parte del material de esta seccién fue
extraido de Berge [1].

Sea D una digréfica, para x € V(D) definimos I'(z) = {v € V(D) | v
es adyacente desde = en D}.
Para una digrafica D, un conjunto S C V(D) es independiente si:

res entonces L(z)NnS =40.
Y un conjunto S C V(D) es absorbente si:
regS entonces C(x)N S #0.

Es decir un conjunto S es independiente si no hay flechas entre cua-
lesquiera dos vértices de S y S es absorbente si para cualquier vértice
v e V(D) — S, se tiene una flecha desde v hacia S. Para una digrafica
D, un conjunto S C V(D) es un nucleo de D si S es independiente y
absorbente. No toda digrafica tiene un nicleo, la digrafica de la Figura
3.1 no tiene nucleos, pues si un conjunto de vértices tuviera un par
de vértices cualesquiera, entonces no seria independiente y cualquier
conjunto con un sélo vértice no es absorbente. Si una digrafica posee
un nucleo, éste no es necesariamente unico: en la digrafica de la Figura
3.2 los conjuntos {a,c} y {b,d} son independientes y absorbentes, es
decir son nucleos.

c b d c

Fig 3.1 Digrdfica sin nicleos Fig 3.2 Digrdfica con dos nicleos
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A continuacién damos algunos ejemplos de aplicaciones de la teoria de
nicleos:

3.1 Ejemplo. Supongamos que n jugadores, denotados por (1), (2),
..., (n), discuten para elegir un punto x de un conjunto X (”de situa-
ciones”). Si el jugador (i) prefiere la situacién a a la situacién b, es-
cribiremos a >* b. Las preferencias individuales podrian no ser compat-
ibles, consecuentemente es necesario introducir el concepto de preferen-
cia efectiva. Se dice que la situacion a es efectivamente preferida a
b, lo cual expresaremos por a < b, si hay un conjunto de jugadores que
prefieren a a sobre b y que son capaces de forzar la preferencia del grupo
por a. La relacién efectivamente preferida no es una relacion transitiva.

Consideremos la digrafica D con V(D) = X y para cada v € V (D),
['(v) el conjunto de situaciones efectivamente preferidas a v sera el con-
junto de flechas de D. Sea S el nucleo de D (si éste existe). Como S
es independiente, ninguna situacion de S es efectivamente preferida a
otra situacion de S. Como S es absorbente, para toda situacién x & S,
hay otra situacion en S que es preferida efectivamente a x, asi que x
puede ser descartada.

3.2 Ejemplo. Consideremos una “’teoria”, es decir, un conjunto
de proposiciones a, b, c, ..., que representaremos como vértices de una
digrafica D; si la proposicion b implica la proposicion a, entonces en D
existe la flecha de a a b, es decir (a,b) € F(D). D es transitiva, es decir,

(a,b) € F(D), (b,c) € F(D) entonces (a,c) € F(D)

Una base de axiomas de la teoria es un conjunto B de proposi-
ciones llamadas axiomas, tal que:
1) cada proposicién que no estd en B es consecuencia logica de uno de
los axiomas,
2) ningun axioma es consecuencia légica de otro axioma.

El problema de encontrar una base de axiomas se reduce a encontrar
un ntcleo de D: Si S es un nicleo de D entonces es independiente y
por lo tanto no hay flechas entre dos vértices de S, es decir no hay dos
proposiciones de S tales que una sea consecuencia légica de la otra. Por
otra parte S es absorbente y por lo tanto para cualquier proposicién
a, que no pertenezca a S hay una flecha (a,s) € F(D) con s € V(S5),
es decir para toda proposiciéon a, que no esté en S hay una proposicién
s € S, tal que a es consecuencia logica de S. Mostraremos después que
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toda digrafica transitiva tiene un nucleo.

3.1 Proposicién. Sea D una digrafica, una condicion suficiente y
necesaria para que un conjunto S de V(D) sea un nicleo de D es que
su funcion caracteristica ®g(x) satisfaga:

és(llf) =1- maXyer(z) qDS(y)

Recordemos que la funcién caracteristica ®g(x) del conjunto S esta
definida por

g R R

Si I'(z) = 0, definimos

maxyer(z) Ps(y) = 0.
Prueba:

1. Sea S un nicleo. Como S es independiente, tenemos que si

dg(r) = 1, entonces x € S y por lo tanto para cualquier y € ['(z)
hay una flecha desde x hasta y, pero como S es independiente entonces
y &Sy ®s(y) =0 para cualquier y por lo tanto maxyer(z) ®s(y) = 0.
En este caso se cumple la formula.
Supongamos que $g(z) = 0, entonces x € S. Ya que S es absorbente,
para ese x tenemos que existe un y € S talque (z,y) € F(D), es de-
ciry € I'(x) y y € S, para este vértice y, Ps(y) = 1. Por lo tanto
maXyer(z) Ps(y) = 1. En este caso también se cumple la féormula.

Por lo que en cualquier caso ®g(z) = 1 — maxycp(z) Ps(y)-

2. Sea ®g(z) la funcién caracteristica de un conjunto S, el cual sa-
tisface la férmula, entonces:

Sea x € S, entonces Pg(x) = 1. Ya que S cumple la férmula, en-
tonces maxyer(z) Ps(y) = 0, es decir: todo vértice y tal que (z,y) €
F(S) tiene funcién caracteristica ®g(y) = 0, es decir no estd en Sy
entonces I'(z) NS = (). Note que esto implica que S es independien-
te, pues si hubiera una flecha entre dos elementos u,v € S, suponga
(u,v) € F(D), entonces v € I'(u) NS, lo cual contradice lo que
acabamos de demostrar.
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Si x ¢ S entonces ®g(z) = 0. Ya que se cumple la féormula en 5,
entonces maxyer(z) Ps(y) = 1, esto quiere decir que de todas las flechas
desde z: (x,y) € F(D), existe un vértice y tal que ®g(y) = 1, es decir
parax ¢ S, existe una flecha (z,y) tal que y € S, entonces I'(z)NS # 0.
Es decir S es absorbente

Por lo tanto S es un ntcleo.}

3.2 Proposicion. Si S es un nicleo, entonces S es un conjunto
mazximo por contencion con la propiedad de independiente y minimo
por contencion con la propiedad de absorbente.

Prueba: Sea S el nicleo de una digrafica D. Si a ¢ S, el conjunto
S U{a} no puede ser independiente pues I'(a) NS # @, por lo tanto S
es un conjunto maximo por contencién con la propiedad de indepen-
diente. Si b € S, el conjunto 7' = S — {b} no puede ser absorbente
pues b T y T'(b) N T = (). Por lo tanto S es un conjunto minimo por
contencién con la propiedad de absorbente.f}

3.3 Teorema. Si D es una digrdfica simétrica, entonces D tiene
un nicleo. Mads aun, para una digrdfica, un conjunto S C V(D) es
un niucleo si y solo si S es un conjunto mdximo por contencion con la
propiedad de independiente.

Prueba: Primero probaremos la segunda parte.

Por la Proposicion 3.2 si S es un nucleo, entonces S es un conjunto
maximo por contencién con la propiedad de independiente.

Un conjunto méaximo por contencion con la propiedad de independien-
te S de V(D) es absorbente, de otra forma existiria un vértice v € S
no adyacente hacia S y entonces no habria flechas entre S y v, asi S
no podria ser un conjunto maximo por contencién con la propiedad de
independiente, pues T = S U {v} serfa independiente. Por lo que S es
un nucleo.

Ahora probaremos que si D es una digrafica simétrica, entonces posee
un nucleo: Sea D una digrafica simétrica, vamos a construir un con-
junto maximo por contencién con la propiedad de independencia. Sea
vo un vértice de D, si {vp} es méximo por contencién con la propiedad
de independencia hemos terminado, si no es maximo con esa propiedad
entonces existe v; € V(D) tal que no hay flechas entre vy y v; pues D
es simétrica, si {vg,v1} es méximo por contencién con esa propiedad,
hemos terminado, de otra forma existe vy € V(D) tal que no hay flechas
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entre vy y {vg,v1} pues D es simétrica y entonces {vg, v1, vsfes inde-
pendiente. De esta forma es posible construir un conjunto maximo por
contencién con la propiedad de independencia y por la primera parte
de esta prueba, este conjunto es un ntcleo.t

Si denotamos por A a la familia de todos los conjuntos absorbentes
de la digrafica D, entonces podemos definir el nimero de absorcion
de una digrafica D como $(D) = minge4{| 4 |} (la cardinalidad de A).

3.4 Teorema. Si D es una digrdfica transitiva, entonces cada con-
Junto minimo por contencion con la propiedad de absorcion tiene la
misma cardinalidad, B(D). Mds ain, en una digrdfica transitiva, un
conjunto S C V(D) es un nicleo si y solo si S es un conjunto minimo
por contencion con la propiedad de absorbente.

Prueba: Sea D una digrafica transitiva. Consideremos las compo-
nentes fuertes de D. Si C' es una componente tal que ninguna flecha sale
de C, C sera llamada componente terminal. Como la condensacion
de la digrafica D no contiene ciclos (ver teorema 2.5), D posee compo-
nentes terminales. Sean C', Cy, ..., C, las componentes terminales de D.

Primero probaremos que cada una de las componentes es una sub-
digrafica simétrica completa: Sean u,v € V(C}), donde C es cualquier
componente fuertemente conexa de D, ya que C; es una componente
fuertemente conexa, entonces v es alcanzable desde u, por lo tanto hay
un wv-camino C' = (u = wug, uy, ug, ...u, = v), esto implica que (ug =
u,uy), (ur,ug) € F(C1), ya que D es transitiva, entonces (ug = u, uz) €
F(Ch). Repitiendo este procedimiento es claro que (u,v) € F(Cy).
Ya que C] es una componente fuertemente conexa entonces u y v son
mutuamente alcanzables y por lo tanto podemos repetir el argumento
anterior para ver que (v,u) € F(C}), por lo tanto para cada par de
vértices u y v en la componente fuertemente conexa tenemos que (u, v)
y (v,u) son flechas de esa componente, es decir, la componente es una
subdigrafica simétrica completa.

1. Probaremos que todo conjunto minimo por contenciéon con la
propiedad de absorbente tiene la misma cardinalidad. Si A es un con-
junto minimo por contencién con la propiedad de absorbente, entonces
A contiene al menos un vértice de cada componente terminal. De otra
forma V(A) NV (C;) = () para alguna componente conexa Cj, y cada
v € C; satisface v € A, T'(v)N A = () pues C; es una componente termi-
nal y no salen flechas de ella, lo cual contradice que A sea absorbente.
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Por lo tanto A contiene al menos un vértice de cada componente ter-
minal.

Sea a; € ANC; parai=1,2,...,q. Consideremos el conjunto

Al = {01, A2,y +eny aq}

A’ también es un conjunto absorbente pues para cada x & A’, si
x estd en una componente terminal, digamos Cj;, como vimos arri-
ba cada componente es una digrafica simétrica completa, entonces
(x,a;) € F(D) y por lo tanto a; € I'(z) N A’; si x estd en una com-
ponente no terminal, digamos Cj, entonces hay una flecha ¢; € F(D)
que sale de C; hacia otra componente C;,, y ya que C; es una com-
ponente fuerte, entonces hay una trayectoria desde x hasta c;. Si Cj,
no es una componente terminal, entonces existe una flecha ¢;, € F(D)
que sale de (;; y en consecuencia como C;, es una componente fuerte,
también hay una trayectoria desde c; hasta ¢;;. Y la unién de estas dos
trayectorias nos da una trayectoria que va desde z hasta ¢;;. De esta
forma seguimos hasta encontrar una componente terminal CZ-]. con su
trayectoria desde z hasta ¢;; ;. Como Cj; es una componente terminal,
entonces existe un a;; € A'N C’ij y también una trayectoria desde ¢;;_,
hasta a;;, con lo cual obtenemos una trayectoria desde = hasta a;;. Por
la transitividad de D, tenemos que (,a;,) € F/(D).
Por lo tanto A’ es absorbente en D. Ya que A” C Ay A es minimo
por contencién con la propiedad de absorbente, entonces A = A’. Con
esto hemos probado que todo conjunto minimo con la propiedad de
absorbente tiene la misma cardinalidad.

2. Probaremos que un conjunto S C V(D) es un nicleo si y sélo
si S es un conjunto minimo por contencién con la propiedad de ab-
sorbente. Si S es un ntcleo, entonces S es un conjunto minimo con
la propiedad de absorbente por la Proposicion 3.2. Inversamente,
si A = {ay,as,...,a,} es un conjunto minimo con la propiedad de ab-
sorbente, entonces A es independiente pues como vimos en la prueba
de 1. cada a; estd en una componente terminal y ninguna flecha sale
de una componente terminal, por lo tanto no hay flechas entre estos
elementos, de esta forma, A es independiente y por lo tanto A es un
nucleo de D.f

3.5 Corolario. Una digrdfica D transitiva tiene un nicleo, y todos
sus nicleos tienen la misma cardinalidad.
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Podemos construir un conjunto tomando un elemento de cada compo-
nente fuertemente conexa terminal y como vimos en la prueba anterior
este conjunto sera minimo con la propiedad de absorbente y por lo
tanto un ntcleo. En la prueba anterior tambien se demostré que todo
nicleo tiene la misma cardinalidad en una digrafica transitiva.

Consecuentemente, en el ejemplo 3.2, toda base de axiomas tiene la
misma cardinalidad.
En el corolario siguiente se induce la relacion que existe entre gréaficas y
digraficas en torno al concepto de nicleo, usando para esto las trayec-
torias en una grafica G.

3.6 Corolario. En una grdfica G, existe un conjunto B C V(G) tal
que:
(1) ninguna trayectoria une dos vértices de B distintos.
(2) todo vértice v & B es el vértice inicial de una trayectoria hacia B.

Prueba: Sea GG una grafica. Sea D la digrafica obtenida de G tal que
V(D) = V(G) y (u,v) € F(D) siy sélo si existe una uv-trayectoria
en GG. Note que D es una digrafica transitiva: Si w,v,w € V(D) y
(u,v), (v,w) € F(D) entonces hay una uv-trayectoria en Gy una vw-
trayectoria en GG, entonces la unién de estas es una uw-trayectoria en
G y en consecuencia tenemos que (u,w) € F(D). Por el corolario 3.5
D posee un nucleo, es decir un conjunto de vértices B tal que:

1. no hay flechas entre cualesquiera dos vértices de B , esto implica
que no hay ninguna trayectoria que una dos vértices distintos de B.

2. Todo vértice v € B es adyacente hacia algun vértice w € B, por lo
que debe haber una trayectoria desde v hasta w en G (por la definicién

de F(D))1.

3.7 Teorema. Una digrdfica sin ciclos tiene un nicleo y éste es
unico.

Prueba: Dada una digrafica D sin ciclos, consideremos los siguien-
tes conjuntos (ver Figura 3.2)

V(0) = {v € V(D) | T(v) = 0}
V(1) ={veV(D)|vgV(0),T'(v) CcV(0)}

V(2)={veV(D)|vgV(0)uV(l), T '(v)CcV(0)uV(l)}
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En generalsea V(n) = {v € V(D) |v ¢ U, V (1), I'(v) C U, V(i) }.

V(2) V(1) V(0)
Fig. 3.3 Sucesion de conjuntos V(0), V(1), V(2), .....

Estos conjuntos son disjuntos dos a dos por construccién de cada

V(i). Siv € V(k) para algina k, entonces hay una flecha desde v hacia
vg—1 € V(k — 1), esto se cumple para cada vértice en algin V (k). Por
lo tanto si v € V (k) entonces hay una trayectoria desde v hasta algun
vértice vy € V(0). Esta trayectoria es la mas larga desde v dado que no
hay flechas entre los vértices de cada V (k). Si hubiera una trayectoria
de longitud mayor a k, digamos k + 1, entonces esto implica que hay
k41 vértices en k conjuntos desde V (k —1) hasta V' (0), un vértice por
cada conjunto, lo cual es una contradiccion.
Ya que los conjuntos son ajenos dos a dos, para probar que los conjun-
tos V (k) forman una particion de V(D) sélo hace falta probar que para
cada v € V(D), v € V(k) para algin k. Sea v € V(D). Sup v & V (k)
para todo k ndmero natural. Si (u,v) € F(D) para algin u € V(j),
entonces v € |J/—) V (i), contradiccién. Si (v,u) € F(D) para algin
u € V(j), entonces v € V(5 + 1), contradiccion. Por lo tanto v no es
adyacente desde ni hacia ningtn w € V(k). Tampoco es un vértice ais-
lado pues no estda en V(0). Por lo tanto v pertenece a una trayectoria
T, de vértices que al igual que v no pertenecen a ningin V' (k). Observe
que T es una digrafica aciclica, la cual, por el Teorema 2.10 contiene
al menos un vértice de exgrado cero, es decir, existe u € V(T') tal que
no hay flechas desde u en T, como tampoco hay flechas desde u hacia
V(D) —V(T), entonces u tiene exgrado cero en D, entonces u € V(0),
contradiccién. Por lo tanto v € V (k) para algin V (k) y los conjuntos
V (k) forman una particién de V(D).

Vamos a demostrar que D posee un ntcleo. Vamos a construir un
conjunto S y luego demostraremos que S es ntcleo. Segin se definié
en la Proposicién 3.1, si I'(v) = (), entonces maxyer(z) Ps(y)=0,
Si queremos que S sea un nicleo, entonces la férmula ®g(x) = 1 —
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maxycr(z) Ps(y) se debe cumplir, es decir V(0) C S. Todos los vértices
de V(1) son adyacentes hacia V(0), para cumplir la independencia no
deben estar en S. Sea S; = {v € V(2) | I'(v) C V(1)}, S = {v €
V(3) | T'(v) C(V(2)—S;)UV (1)}, en general, sea S, = {v € V(n+1) |
L(v) C U V(i) — S;_1)}, con Sy = 0. Sea S = (JS;) UV(0). S
es independiente por construccion, para demostrar que S es un nicleo
falta probar que es absorbente. Sea v € V(D) — S, entonces v € V (k)
para algin entero k£ pues los conjuntos V' (k) forman una particiéon de
V(D). Ya que v € S, entonces v € Si_1 y por definicién de Si_; hay
una flecha desde v hacia (Uf:_f S;)UV(0), es decir, hay una flecha desde
v hacia S, por lo tanto S es absorbente y S es nticleo de D.}

Veamos dos definiciones relacionadas con nucleos. Dado un vértice
v € V(D) diremos que u es un sucesor de v si hay una flecha (v, u) €
F(D). Un seminicleo de una digrafica D se define como un subcon-
junto, independiente S C V(D) tal que cada vértice adyacente desde
S tiene al menos un sucesor en S.
Para cada vértice x de una digréfica D, definimos I'~(z) = {v € V(D) |
(v,x2) € F(D)}.

Demostraremos un lema sobre digraficas inducidas que nos sera de
utilidad en las demostraciones siguientes, después veremos un teorema
donde se muestra que una digrafica sin ciclos impares posee un nucleo.

D

Fig. 3.4 Dibujo para la prueba del Lema 3.8

3.8 Lema. Si para cada subconjunto no vacio A C V(D), la sub-
digrdfica D[A] tiene un seminicleo no vacio, entonces D tiene un
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nucleo.

Prueba: Sea S un conjunto méaximo con la propiedad de ser seminti-
cleo de D, y sea A= (V(D)—S)—T;(5), ver Figura 3.4.

Si A = (), entonces S es un ntcleo, pues S ya es independiente. Si
A # 0, entonces D[A] tiene un semintcleo 7. No hay flechas desde
A hacia S por construccion de A, note también que desde S no hay
flechas hacia A pues ya que S es semintcleo, habria una flecha desde A
hacia S, por lo tanto A y S son conjuntos independientes, es decir
no hay flechas entre ellos. En particular .S y T" son independientes pues
T C A; asi, SUT es un conjunto independiente. Cada v ¢ S U T,
pertenece a A o bien pertenece a I';(S). Sea v € A adyacente desde
S UT. Entonces v tiene un sucesor en S U T, pues v no es adyacente
desde S. Si v es adyacente desde T, entonces v tiene un sucesor en 7T’
por ser T semintcleo de D[A]. Siv € I';(S) es adyacente desde SUT,
entonces v es adyacente hacia S por definicién de I',(S) y por lo tanto
v es adyacente hacia SUT. Asi, SUT es un semintcleo de D, lo cual
contradice la maximalidad de S.§

3.9 Teorema. Si D es una digrdafica sin ciclos impares, entonces
D tiene al menos un nicleo.

Prueba: Sea D una subdigrafica sin ciclos impares. Observe que
toda subdigrafica inducida de D carece de ciclos impares. Ahora, si una
digrafica sin ciclos impares tiene semintcleo entonces toda subdigréfica
inducida de D tiene semintcleo no vacio, luego, por el Lema 3.8, es
suficiente con mostrar que D posee un seminicleo no vacio. Podemos
suponer que D es conexa, de otra forma podemos repetir la prueba en
cada componente conexa y obtener el resultado.

Sea V] una componente fuertemente conexa de D (definida en la seccién
2) con I'(V) C V3, es decir una componente terminal de D. Si | V} |= 1,
entonces Vi = {v} es un seminicleo ya que segin la definicién, al no
existir flechas en Vj, todo sucesor de este vértice es adyacente hacia
v. Si| Vi |> 1, ysiwv € Vi, sea v un vértice en V; distinto de
v9. Entonces todas las vgu-trayectorias estan contenidas en V; por la
condicién I'(V}) C Vi; y tienen la misma paridad, (de otra forma un
circuito impar y por lo tanto un ciclo impar podria estar formado con
la composicién de dos vgu-trayectorias).

Sea S el conjunto de todos los vértices v € V; tales que todas las vgv-
trayectorias son pares. El conjunto S es independiente, pues si u y
v estdn en S son tales que (u,v) € F(D), y (vo,v1,V9,..., 0, = u) €S
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una vou-trayectoria par, entonces (vg, v1, vz, ..., Uy = U, V) €S Una vov-
trayectoria impar, lo que contradice la caracteristica de los elementos
de S. Por lo tanto S es independiente.

Vamos a ver que si z € V(D) es adyacente desde algin v € S, entonces
cada sucesor de z pertenece a S. Seaw € V(D) un sucesor de z. Ya que
V1 es una componente terminal, entonces z,w € V(V;). Supongamos
que existe T', una vyw-trayectoria impar en Vi, como vy y w estan en
la misma componente fuerte, entonces hay una 7", wuvg-trayectoria en
D. Como en D no hay ciclos impares, entonces 1’ tiene la misma
paridad que T, es decir, 7" es una wuvy-trayectoria impar. Entonces
la trayectoria (vg,vy,...,v, = v) seguida de 7" forman un camino el
cual contiene un ciclo de longitud impar, contradiccion. Por lo tanto
no existe ninguna vow-trayectoria de longitud impar en D y entonces
cualquier sucesor de z pertenece a S. Asi, S es un semintucleo de D.f
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4. DIGRAFICAS NUCLEO
PERFECTAS

Berge se propuso caracterizar las digrdficas nicleo imperfectas
criticas, digraficas sin nicleo tales que la eliminacion de un conjunto
de vértices cualquiera produce una digrafica con nucleo; los ciclos im-
pares y las Figuras 3.1 y 3.2 dan ejemplos de digréaficas nicleo imper-
fectas criticas.

Se dice que una digrafica es nicleo perfecta si toda subdigréfica
inducida de D tiene nucleo. Las condiciones suficientes, conocidas, ase-
guran la existencia de un nucleo en una digréfica, lo cual implica que
una digrafica es nucleo perfecta si las condiciones se cumplen también
para las digraficas inducidas de D:

4.1 Teorema. Una digrdfica simétrica es nicleo-perfecta.

Prueba: Por el Teorema 3.3 toda digrafica simétrica posee un
nicleo. Toda subdigrafica inducida de una digrafica simétrica es simé-
trica. Aplicando el teorema 3.3. a cada subdigrafica inducida de D
obtenemos el teorema.t

4.2 Teorema. Una digrdfica transitiva es nicleo-perfecta.

Prueba: Por el Corolario 3.5 toda digrafica transitiva posee un
nicleo. Toda subdigrafica inducida de una digréfica transitiva es tran-
sitiva. Aplicando el mismo Corolario 3.5 a cada subdigrafica inducida
de D se sigue el teorema.f

4.3 Teorema. Una digrafica sin ciclos es nicleo-perfecta.

Prueba: Sea D una digrafica sin ciclos. Toda subdigréfica inducida
de D es aciclica, aplicando el Teorema 3.7 a cada digrafica inducida
de D obtenemos que toda digrafica inducida de D tiene nucleo.}

4.4 Teorema. Una digrdafica sin ciclos impares es nicleo-perfecta.

Prueba: Sea D una digrafica sin ciclos impares. Por el Teorema

3.9 sabemos que toda digréfica sin ciclos impares contiene al menos un
nucleo. Puesto que toda subdigrafica inducida de D carece de ciclos
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impares, entonces obtenemos el teorema.t

4.5 Teorema. Si los ciclos impares de una digrdfica D -en caso de
poseerlos- son simétricos, entonces D es nicleo-perfecta.

Prueba: Sea D; una digrafica como en la hipotesis del teorema. Si
D es una digrafica inducida de D;, entonces los ciclos impares de D
son simétricos. Por el Lema 3.8 es suficiente con demostrar que D
posee un semintcleo.

Como en la prueba del Teorema 3.9, podemos suponer que D es
conexa, de otra forma podemos repetir esta prueba en cada compo-
nente conexa de D. Sea Vj como en el Teorema 3.9. Si | V; |= 1,
entonces V] es un seminicleo. Si | Vi |> 1, sea vy € V; y sea S el con-
junto de vértices de V) tal que toda vyv-trayectoria es par con v € V; y
vg # v. S es independiente pues si v; € S’y (v1,v2) € F(V1), entonces
existe una vyvo-trayectoria impar en Vi, por lo que vy &€ S.

Si z es un vértice de V; adyacente desde v; € S, entonces cada sucesor
de z pertenece a S:

Si w es sucesor de z y estd en alguna vyvi-trayectoria Ty = (vy =

UQy Uy oeey U; = W, .ony Uy, = V1), entonces si (ug = vg, U, ..., U; = W) €8
impar, entonces (u; = w, Ujt1, ..., U, = v1) €s una trayectoria im-
par y (w, ..., vy, z,w) es un ciclo impar, por lo tanto simétrico y
(uwo = vo ,u1,...,u; = w, z, v1) €s una vovi-trayectoria impar, lo cual
contradice la eleccién de v;. Por lo tanto toda vyw-trayectoria es de
longitud par.
Si w no esta en alguna wvyvi-trayectoria, supongamos que existe una
vow-trayectoria Ty de longitud impar, como v, w € V) y ésta es una
componente fuertemente conexa de D, entonces existe una wuv;-trayecto-
ria Ty,. SiT,, es de longitud impar, entonces si denotamos por 1} la vyvy-
trayectoria, la unién de 77, (vy, 2), (2, w), Tp, produce un ciclo de longi-
tud impar y por lo tanto simétrico, lo cual genera una vyv;-trayectoria
de longitud impar. Si T, es de longitud par, entonces Ty U T, es un
ciclo de longitud impar y por lo tanto simétrico y entonces la unién
de Ti, (v1, 2), (z,w), Ty es un ciclo de longitud impar y por lo tanto
simétrico que genera una vgv;-trayectoria de longitud impar.f



5. Digraficas coloreadas

En esta seccién abordamos el concepto digraficas coloreadas. Aunque
podemos hablar de digraficas cuyos vértices estan coloreados, en este
trabajo hablaremos de una digrafica coloreada cuando asignamos un
color a cada flecha de una digrafica. También asociado a las digraficas
coloreadas surgen las ideas de ntcleo por trayectorias monocromaticas
y la cerradura de una digrafica. Veremos la relacion entre la exis-
tencia de un nicleo por trayectorias monocromaticas en una digrafica
2-coloreada y la existencia un ntucleo en la cerradura de la digrafica.

La parte asimétrica de D (resp. parte simétrica de D ), la
cual denotamos por Asim(D) (resp. Sim(D)), es la subdigrafica de D
flecha inducida por el conjunto de flechas asimétricas (resp. simétricas)
de D (ver definicién de digrafica flecha inducida en la primera seccion)
ver Figura 5.1. En esta secciéon entenderemos por una trayectoria una
sucesion finita o infinita (x, 23, ...) de vértices distintos de D tales que
(i, zi41) € F(D) para toda i. Cuando V(D) es infinito y la sucesién de
una trayectoria es infinita decimos que la sucesion es una trayectoria
infinita exterior. Sean S; y Sy subconjuntos de V' (D), llamaremos a
una trayectoria finita (x1,zo, ..., ,,) una Sy.S>-trayectoria siempre que
r1 € S1y xg € Sy, en particular cuando la trayectoria consta solo de
dos vértices, es decir es una flecha.

D Sim(D) Asim(D)
/N

Fig. 5.1 Una digrifica D, su parte simétrica Sim(D) y su parte
asimétrica Asim(D)

Diremos que una digrafica estd coloreada por flechas con m colo-
res si existe una funcién suprayectiva de F/(D) en {1,2,3,...,m} (ver
Figura 5.2). Se dice que una trayectoria T es monocromdtica si to-
das las flechas de la trayectoria T tienen el mismo color, es decir, si f es
la funcién que colorea las flechas de una digréfica D entonces f(a) =1
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para toda flecha a de la trayectoria 7.

5

Fig. 5.2 Ejemplo de una digrdafica 5-coloreada.

5.1 Teorema(Sands et. al. [9]) Sea D wuna digrdfica cuyas flechas
estdn coloreadas con dos colores. Si D no contiene alguna trayectoria
monocromdtica infinita exterior, entonces existe un subconjunto S de
vértices de D tal que: dos vértices cualesquiera de S mno estdn conec-
tados por una trayectoria monocromdtica y para todo vértice x que no
esta en S existe una trayectoria monocromdtica desde x a un vértice

en S.

Incluiremos algunas definiciones con objeto de comprender mejor el
Teorema 5.1.

Fig. 5.3 Condicidon ii) de nicleo por trayectorias monocromdticas.

Si D es una digrafica coloreada por flechas con m colores (m-coloreada),
decimos que un conjunto N C V(D) es un nicleo por trayectorias
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monocromdticas si satisface las dos condiciones siguientes:

i) Para todo par de vértices distintos u,v € N no existe una trayec-
toria monocromatica entre ellos.

i1) Para todo vértice x € V(D) — N existe un vértice y € N tal que
existe una xy-trayectoria monocromética (ver Figura 5.3).

A continuaciéon vamos a definir el concepto de cerradura de una
digrafica, el cual nos sirve para dar la relaciéon entre nicleo por trayec-
torias monocromaticas y nucleo. Si D es una digréfica m-coloreada,
entonces la cerradura C(D) de D es la digrafica m-coloreada definida
como sigue:

F(C(D)) = {(u,v) con color ¢ | existe una uv-trayectoria monocroma-
tica de color i contenida en D}.

Fig. 5.4 llustra la prueba de la Proposicion 5.2.
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Note que F'(D) C F(C(D)) pues una flecha (u,v) de color i es una
trayectoria monocromaética de color 7.

5.2 Proposicién C(C(D)) = C(D)

Prueba: VIC(C(D))] = V(C(D)) = V(D) y FIC(C(D))] > F(C(D))
por definicién de la cerradura de D. Si a = (u,v) € F[C(C ( ))] —
F(C(D)) entonces existe una uv-trayectoria T’ = (x; = u, xo, .. =v)
monocromdtica de color i contenida en C(D), ver Figura 5.4.

Si T C D, entonces a € F(C(D)) lo cual no puede ser. Por lo tanto
T ¢ D, por lo que existe a’ = (x;,x;41) € F(C(D))—F(D) tal que d’ €
F(T), por lo que el color de a’ es 7, lo cual implica que existe una x;z; -
trayectoria monocromatica 17" = (y; = x;, Yo, Y3, .-, Yp = Tiy1) €n D de
color i. Sea T1 = (1, T2y oy Ty = Y1, Y2, oo Yk = Tisg1, Tid2y oeey Tpp = V),
entonces 77 es un uv-camino dirigido en D, de color ¢ del que pode-
mos obtener una wwv-trayectoria de color i contenida en D, esto im-
plica que a € F(C(D)), lo cual es una contradiccién. Por lo tanto

FIC(C(D))] = F(C(D)) y entonces C(C(D)) = C(D).t

5.3 Proposicion. Sea D una digrdfica, D tiene nicleo por trayec-
torias monocromdaticas si y sélo si C(D) tiene un nicleo.

Prueba: Supongamos que D tiene un nicleo N por trayectorias

monocromaticas. Observemos que una flecha es una trayectoria mono-
cromatica. Para todo par de vértices de N no hay ninguna trayectoria
monocromatica, pues N es un nicleo por trayectorias monocromaticas,
asi que N es independiente en C(D). Si x € V(C(D)) — N entonces
existe una xy-trayectoria monocromatica en D con y € N, por lo que
(z,y) € F(C(D)), y entonces N es absorbente en C(D). Por lo que N
es un nicleo de C(D).
Supongamos que C(D) tiene un nicleo N. Sean u,v € N, como N es
independiente en C(D), {(u,v), (v,u)} € F(D), por lo tanto no ex-
iste ninguna ww-trayectoria monocromatica en D y tampoco ninguna
vu-trayectoria monocromética en D. Si z € V(D) — N, como N es
absorbente en C(D), entonces existe y € N tal que (z,y) € F(C(D)),
es decir, existe una xy-trayectoria monocromatica en D. Por lo tanto
N es un nucleo por trayectorias monocromaticas de D.f}
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Con esta terminologia el Teorema 5.1 afirma que si D es una
digrafica 2-coloreada, la cual no contiene alguna trayectoria monocroma-
tica infinita exterior entonces C(D) contiene un nicleo.

Observacién 5.1. El Teorema 5.1 es equivalente a la siguiente
afirmacién. Sea D una digrdfica. Dy y Dy subdigrdficas transitivas de
D tales que D = Dy U Ds. Si D no tiene trayectorias infinitas exterio-
res contenidas en D; (i = 1,2) entonces D tiene un nicleo.

En una digréfica transitiva D, para una trayectoria monocromatica
T = (uy, uz, ..., u,) tenemos que { (u1, uz), (u1, us), (ur, uq), ..., (w1, un)} C
F(D). Por lo tanto en una digrafica transitiva D, la cerradura de una
digrafica es igual a D misma. Asi mismo la cerradura de una digrafica
coloreada con un solo color es transitiva. Por lo tanto se cumple la
observacion 5.1.
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6. Nucleos en digraficas pretransi-
tivas.

El resultado central de esta seccién es el Teorema 6.3, en el cual
se dan algunas condiciones suficientes para la existencia de un ntucleo
en una digrafica relacionadas con la pretransitividad izquierda, derecha
y la no existencia de trayectorias infinitas exteriores en una digrafica.
Para probarlo usaremos un método relacionado con el usado por Sands
et. al. [9].

Primero verémos algunas definiciones. Diremos que una digréfica
D es pretransitiva derecha si para cualesquiera u, v, w vértices de
D tales que (u,v) € F(D)y (v,w) € F(D) implica (u,w) € F(D)
6 (w,v) € F(D). Una digrafica D es pretransitiva izquierda si
para cualesquiera w,v,w vértices de D tales que (u,v) € F(D) y
(v,w) € F(D) implica (u,w) € F(D) é (v,u) € F(D).

Recordaremos algunas definiciones que son necesarias para luego
enunciar el lema de Zorn.
Una pareja ( F, <) consistente de un conjunto y un orden parcial sobre
el conjunto es llamada un conjunto parcialmente ordenado.
Decimos que un orden es orden total si para todo par a y b se tiene
que a < bo b < a. Cuando el orden es total en un conjunto el conjunto
es llamado una cadena.
Sea A C F. Un elemento b € F es una cota superior para Asia <b
para todo a € A.
Se dice que un elemento m en F es mdximo por el orden < si,
siempre que x € F con m < x implica que x = m.

Lema de Zorn. Si F es un conjunto parcialmente ordenado en el
que toda cadena de F tiene una cota superior en F, entonces F tiene
un elemento mazimal.

Introduciremos una nueva notacién: Dadas dos subdigréficas de D;
Dy y Dy (con la posibilidad de que F(Dy) N F(Dy) # (). Para vértices

distintos z,y de D, escribimos z — g cuando la flecha (z,y) € F(D;), y

z % S denotard que existe una flecha en D; desde x hacia algin vértice
en S, S CV(D), donde i = 1,2. Cuando no sabemos si la flecha estd

o1 . . ., (]
en Dy o en Dy escribimos simplemente x — y. La negaciéon de x — y
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(resp. 5 S) sera denotada x /4 y (resp. © /S ) parai = 1,2.
Presentamos dos lemas que usarémos en la prueba del Teorema 6.3.

6.1 Lema. Sea D una digrdfica pretransitiva izquierda o pretran-
sitiva derecha. Si (r1,%2,...,x,) €s una sucesion de vértices tal que
(i, xip1) € F(D) y (vi41,2;) € F(D) para toda i € {1,2,....,n — 1},
entonces la sucesion es una trayectoria y para cada i € {1,2,...,n —
1}, (@i, ;) € F(D) y (zj,2;) & F(D), para cada j € {i +1,...,n}.

Prueba: Procederemos por induccién sobre n. Si n = 1, la trayec-
toria (x1) cumple la hipdtesis por vacuidad. Sin = 2, entonces (x1, x2)
es una trayectoria pues (x1,z2) € F(D) por lo tanto x; # x5 el lema
se cumple.

Supongamos que el resultado se cumple para toda sucesién (xy, zo, ..., T,),
la cual satisface las hip6tesis del Lema 6.1.

Consideremos una sucesion T' = (z1, 2, ..., Tn, Tny1) tal que para
cada i € {1,...n}, (z;,zip1) € F(D) y (xit1,2;) € F(D). Como
(1, ...y Tn) ¥ (22, ..., Tnt1) cumplen la hipodtesis de induccién, sélo nece-
sitamos probar que x1 # Ty11, (21, Tnt1) € F(D) y (Tny1,21) € F(D).
Ver Figura 6.1.

Fig. 6.1 Digrdfica para la prueba del lema 6.1

Primero, supongamos por contradiccion que x; = x,1. Se sigue
de las hipétesis sobre (z1,...,x,) que (z1,z,) € F(D), en este caso
(Tps1 = 21, x,) € F(D), contradiciendo nuestra hipétesis sobre T'; por
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lo tanto 1" es una trayectoria.

Ahora consideremos las flechas de D: (z1,2,) y (%n,Zni1); por
hipétesis de induccién en T' sucede que (z,,z1) € F(D), por lo que si
D es una digrafica pretransitiva izquierda, entonces (x1, z,+1) € F(D).
Si D es una digréfica pretransitiva derecha, entonces (21, z,41) € F(D)
pues (z,11,%,) € F(D) por la hip6tesis de induccion en (z, x3, ..., Tpi1)-

Finalmente supongamos que (x,11,21) € F(D); Cuando D es una
digréafica pretransitiva derecha, considerando las flechas (z,41,71) ¥
(21, T,) tenemos que (Tp41, 2,) € F(D) (lo cual es falso por la hip6tesis
de induccién en la sucesion (zg, 3, ..., Tni1)) 0 (Tn, 1) € F(D) (lo cual
es falso por la hipdtesis de induccién en la sucesién (xy,z, ..., xy)).
Cuando D es una digrafica pretransitiva izquierda considerando las
flechas (x,,Tpi1) ¥ (Tpi1, 1) tenemos que (x,,x1) € F(D) (lo cual
es falso por la hipétesis de induccién en la sucesion (xq, s, ..., T,)) 0
(Tnt1,n) € F(D), lo cual es falso por la hipétesis de induccién en la
sucesion (g, ..., Tpy1). Por lo tanto (x,41,21) € F (D).t

6.2 Lema. Sea D una digrdafica pretransitiva derecha o pretransitiva
wzquierda. St D no contiene alguna trayectoria infinita exterior, para
cada U # 0, con U C V(D) eziste x € U tal que: (z,y) € F(D) para
todo y € U implica que (y,z) € F(D).

Prueba: Supongamos por contradiccién que para cada x € U, exis-
te y € U tal que (z,y) € F(D) y (y,x) ¢ F(D). Consideremos algin
1 € U, entonces existe algin z, € U tal que (z1,22) € F(D) y
(x9,21) ¢ F(D). Entonces para cada n € N; dada z, € U, existe
Tnt1 € U tal que (2, 2py1) € F(D) y (i1, 2n) € F(D) . Del Lema
6.1 se sigue que 7,11 = (x1,...,Tp, Tyy1) €s una trayectoria. Con-
sideremos la sucesion T' = (x,),en. Para cada n € N, (v, 2,11) €
F(T,+1) C F(D) ; paran < m tenemos {z,, z,,} C V(T,,), y como T,
es una trayectoria, obtenemos x,, # x,,; Por lo que T es una trayectoria
infinita exterior, contradiccién. Por lo tanto se cumple el lema.§

6.3 Teorema(H. Galeana, R. Rojas [10]). Sea D una digrifica. Si
existen dos subdigrdficas de D, digamos Dy y Do (con la posibilidad de
que suceda F(D1) N F(Ds) # ()), donde Dy es una digrdfica pretransi-
tiva derecha, Dy una digrdafica pretransitiva izquierda y D; no contiene
alguna trayectoria infinita exterior para t € {1,2}. Entonces D es una
digrdfica nicleo-perfecta.
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Prueba: Es suficiente con probar que D posee un nicleo ya que
toda subdigrafica inducida de D satisface las hipétesis del Teorema
6.3, cuando la subdigrafica inducida no contenga flechas o vértices de
D se puede elegir un vértice cualquiera de la digrafica Dy inducida, ya
que un sélo vértice cumple las condiciones de pretransitividad derecha,
as{ mismo cuando la digréfica inducida no contenga flechas o vértices
de DQ.

Para dos conjuntos independientes de vértices de D digamos S y T,
escribiremos S < T si y sélo si, para cada s € S existe t € T, tal que
1

s:to(siwfytﬁs). Observe que S C T implica S < T. Si
Dy = {v}, entonces S < T siy s6lo si S C T, es decir < estd bien
definido para cualquier subdigrafica inducida de D.

(1) La coleccién de subconjuntos independientes de V(D) es un con-
junto parcialmente ordenado por < (es decir, la relacién < es reflexiva,
transitiva y antisimétrica).

i) < es reflexiva (es decir S < S).
Se sigue de que S C Sy de la observacion 7.5.

i1) < es transitiva (es decir, si S <T yT < R entonces S < R).
Sean S, Ty R subconjuntos independientes de V' (D), tales que S <T
yT < R. Sea s € S. Como S < T, entonces existe t € T tal que,

1
s:to(siwfytﬁs);TgRimplicaqueexiste'r’ERtalque
1
t:ro(ti>7‘y7“74>t). Sis:tot:r,entoncess:ro(siw‘y
1
r /» s) con r € R. Asi que podemos suponer que s # ¢y t # r, por lo

1 1
tanto se cumple que (s Lt ytAs)y(t Lo y r #t). Como D es
una digrafica pretransitiva derecha, se sigue del Lema 6.1 aplicado a

1
la sucesién (s,t,7) que (s Lryrb s).
iii) < es antisimétrica (es decir, si S < T yT < S, entonces S =T ).

Sean S y T dos conjuntos de vértices de D, independientes tales que
S<TyT<S Seasec S, comoS <T existet €T, tal que s =1

1
o (s Lt y t /4 s). Si s =t, entonces s € T. Supongamos que s # t;
puesto que T" < S, entonces para t, existe s’ € S, tal que t = s’ o

1
(t L y s # t). Cuando t = ¢, tenemos que s ER s', contradiciendo
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1
la independencia de S. Porlo que t # s’y (t RN y s /4 t). Aplicando

el Lema 6.1 a la sucesién (s,t,s'), tenemos s L ¢ contradiciendo la
independencia del conjunto S. Por lo tanto concluimos que t = sy por
lo tanto s € T'y § C T. Andlogamente se prueba que T'C S.

Sea F' la familia de todos los subconjuntos S de vértices de D inde-

pendientes, tales que S 2 y implica que y — S para todos los vértices
y de Dy, ver Figura 6.2. Cuando Dy = {v}, por vacuidad estd bien
definido F.

Fig. 6.2 Figura la construccion de F

(2) (F,<) tiene elementos mdximos por el orden < que pertenecen
a F (es decir, existe un S € F tal que para todo T'€ F con S < T
tenemos que S =1T).
Para probarlo usaremos el lema de Zorn que enunciamos al principio
de esta seccion.

(2.1) Primero probaremos que F # ).

Dy es una digrafica pretransitiva izquierda, la cual no contiene trayec-
torias infinitas exteriores, aplicando el Lema 6.2 a Dy con conjunto
U = V(D3)(Al considerar una subdigréfica inducida sin flechas en Dy
se siguen cumpliendo las hipdtesis del lema), se sigue que existe un
vértice € U = V(Dy) tal que z 2, y implica que (y,z) € F(D), es
decir, y — z para todos los vértices y de Ds, por lo tanto {z} € F.

(2.2) Toda cadena en (F ,<) estd acotada superiormente.
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Sea C una cadena en (F, <), y definamos S® = {s € Jg.c S | exis-
te S € C tal que s € T siempre que T € C y S < T} (un vértice s,
elemento de (Jgc S pertenece a S si existe un conjunto S € C tal
que para todo T" € C con S < T contiene a s. Es decir S consta
de todos los vértices de D que pertenecen a todos los miembros de la
cadena C a partir de algiin momento.

Probaremos que S*° es una cota superior de C.
(2.2.1) S® £, y para cada S € C, S < S*.

Sea S € Cyty € 5, probaremos que existe t € S tal que tyg =t

o (to RN yt 7£> to). Sitg € S no tenemos nada que probar, por lo
tanto podemos suponer que ty & S*°. Para probar que existe t € S
tal que (¢ R to v to 7k> t) procederemos por contradiccién; Supongamos
que si t € V(D) con (to Ltyty b t) entonces t ¢ S (Si D; es una
digrafica sin flechas, no es necesario probarlo).

Sea Ty = S; como ty € S, tenemos que para todo T' € C que contenga
a tg existe un 17" €C, con T' < T" tal que ty € T" en particular, para Ty
existe T} € C , con Ty < Tj tal que ty € T1. Como Ty < T y tog & 11,

entonces existe t; € T tal que (¢o EN t1y b 7£> to). Por hipétesis, si

t, € V(D) con (to Syt A to) entonces t; ¢ S*°. Lo cual implica
que t, & T, para algun T, €C, con 17 < T y también existe t, € Th

tal que (¢ N ty v to N t1). Como D; es una digréfica pretransitiva
derecha, se sigue del Lema 6.1 aplicado a la sucesion m = (g, t1, t2),

que T, es una trayectoria, tg N ty v to 7£> to, y ta & S*°. Podemos
continuar de esa forma y obtener para cadan € N: T, € C, t, € T,

(to EN y tn 7£> to) v tn & S, por lo tanto existe 7,11 € C tal que
Tn S Tn+1 y tn g Tn+1; por lo que existe tn+1 € Tn+1 con tn i> tn—f—l y

tnt 2> to.

Como D; es una digrédfica pretransitiva derecha, y (¢, 4 thi1 v
tnit 7k> t,) para cada n € N; se sigue de el Lema 6.1 en la sucesién
Tni1 = (to, t1,, tnt1), qQue T,41 €s una trayectoria en Dy y (to EN tn1 ¥
tnit 7£> to). Y las deducciones implican que ¢,y ¢ S*°. Ahora conside-

remos la sucesién 7 = (t,)nen, para cada n € N tenemos i, N b1,
y para cada n < m, {t,,tm} C V(7,,); y como 7, es una trayectoria
tenemos que t,, # t,,. Por lo tanto 7 es una trayectoria exterior infinita
contenida en D1, contradiccion. Concluimos que existe t € S tal que
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to="to (to=tytht.
(2.2.2) S*es un conjunto independiente.

Sean s1, s € S°°, entonces podemos suponer que s; € S1 y So € S
con S1,5, € C. Como 57,5, € C, entonces S; < S5 0.5, < 54, por lo
que podemos suponer que S; < S;. Como s; € S, entonces s; € S
para todo S € C tal que 57 < S, asi, s; € S5 y como S5 es independien-
te, no hay flechas entre s; y s9 en D.

(2.2.3) S € F, es decir, S ER y implica y — S para todos los
vértices y € Do .

Supongamos S® 2 y con y € V(Ds), entonces existe s € S con

PRER y. Como s € S, tenemos que existe S € C tal que s € T para
todaT € C, S <T.
Como S € F (pues S € Cy C es una cadena de F) y s 2 y tenemos
que y — S, por lo que existe s’ € S con y — s'. Cuando s € S
no hay nada que probar. Cuando s’ &€ S°° tenemos que analizar dos
posibilidades, ¥ Lso Yy 2 . Primero supongamos ENP

Como s = Yy, v Do es una digrafica pretransitiva izquierda se sigue
que s NP Y 2 s, la independencia de S y el hecho de que {s,s'} C S
implica s 7Z> s', asi que y EN y consecuentemente y — S°°, ver Figura
6.3(a).

Ahora supongamos que y R

Como s € S'y como S < S por (2.2.1), y s & S, entonces existe
t € S tal que ¢ RN yt 7k> s', finalmente el hecho de que D; es
una digréafica pretransitiva derecha implica que y EN t, en consecuencia
y — S°°, ver Figura 6.3(b).

Por lo tanto, en cualquiera de las dos posibilidades y — S | en-
tonces S* es una cota superior de C y por lo tanto toda cadena de
(F,<) esta acotada superiormente.

Hemos probado que toda cadena en F tiene una cota superior, y
entonces por el lema de Zorn, (F,<) contiene elementos maximos por
el orden < que pertenecen a F. Sea S un elemento de F maximo por
el orden <.
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2 2
s > o——0
2 ' ¥
(@)
S 2 y 1 s’ 1 t

Fig. 6.3 Figura de la prueba de S® € F

y S

Fig. 6.4 Eziste un vértice xq en V(D) tal que no hay una flecha de
D que entre a S, y si xy es adyacente a un vértice y en Do, donde y
no es adyacente hacia S en D, entonces y es adyacente hacia xg.

(3) Proposiciéon. S es un nicleo de D.

Prueba:Como S € F, S es un conjunto de vértices independiente
de D, por lo que s6lo nos resta probar que S es absorbente en D, (es
decir, para cada x € V(D) — S, se cumple que x — S).

Supongamos por contradiccién que existe z € V(D) — S tal que x /4 S.
Ahora probaremos que existe un vértice o € V(D) tal que zg /4 S,

. 2 o
y xo satisface: xg — y y y /4 S implica que y — x( para todos los
vértices y € V(Dy), ver Figura 6.4 (Nuevamente note que si en Dy no
hay flechas lo que probaremos a continuacion se cumple por vacuidad.
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Sea E = {x € V(D) | z / S}, estamos suponiendo que E # (). Sea
U= (V(Dy) —S)NE, es decir, U es el conjunto de vértices en Dy que
no estan en S y que no son adyacentes hacia S.

Cuando U # 0 se sigue del Lema 6.2 (aplicado en la digréfica Do
con conjunto U) que existe xy con las propiedades requeridas. Cuando
U = 0 se sigue de nuestra hipétesis que z 4 S, para algin vértice
z € V(Dy — (SUV(Dy)). Tomamos z como tal vértice (ver Figura
6.5).

Note que la elecciéon de xy implica que xg 4~ Sy como S € F también
tenemos que S 7i> Zp, por definicién de F.
SeaT ={se€S|s 7£> xo}, como T C S, entonces T' es independiente,
oA~ Sy S 7i> xo implican que T'U {z(} es un conjunto independiente
de vértices de D.

Fig. 6.5 Eleccion de xg
(3.1)Proposiciéon. T U {z} € F

Sea y € V(D) tal que T U {zo} 2 y, si y — T, no hay nada que
probar, supongamos entonces que y /4 T'; probaremos que y — .
Antes de empezar con la prueba haremos la siguiente observacion (si Dy
no tiene flechas entonces T'= Sy TU{xo} €F, ademds S < T'U{zo}).
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Fig. 6.6 Observacion

Observacién. Siy — (S —T), entonces y 5 .

Suponga que y EN (S —T); como s L 20 para todo s € (S —1T) (asi
se construy6 T'), y D; es una digrafica pretransitiva derecha , tenemos
que y R To O Xg R (S —T). Sabemos que xy 4 S, por lo que se
concluye que y =R xg, ver Figura 6.6.

Prueba para la proposicién (3.1) (considerando dos casos):
Caso a): T 2.

Como T C S tenemos que S 2 y, el hecho de que S € F implica
que y — S. Asi que y — (S — T') (pues supusimos que y 4~ T).
Cuando y ER (S — T) se sigue de la observacién que y L 2.

Cuando y 2 (S —1T); como tenemos que T 2 y v Dy es una digrafica
pretransitiva izquierda , se sigue que y ZToT > (S —1T); la ultima
opcion es imposible pues 7" C S y S es un conjunto independiente,
concluimos que y EN T, lo cual también es una contradicciéon pues
habiamos supuesto que y 4 T. Concluimos que en el caso a) y R xo.

Caso b): xg =
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Consideremos dos posibles subcasos :

Caso b.1) y /A S.

Como xq 2 y tenemos que y € V(Dy) y la eleccién de z (inicio de la
proposicion (3)) implica que y — x¢ (ver Figura 6.4).

Caso b.2) y — S.
En este caso tenemos que y — (S —T') ( pues estamos suponiendo que
y # T). Cuando y =R (S —1T), se sigue de la observacién que y N
(ver Figura 6.6). Cuando y 2 (S —1T), como xg 2 yy Dy es una
digrafica pretransiva izquierda, tenemos que x EN (S—=T)oy EN Zo;
ahora, recordando que zg /4 S, obtenemos ¥y ER xg. Por lo tanto en
cualquier caso se cumple que y — xg, y por lo tanto T'U {z,} € F.

(4) Proposicién. S < T U {xz}.

Para cualquier s € S tenemos que s € T os € T. Si s & T, por
definicion de T, s R xg, por otro lado como xg /4 S entonces xg /4 s,
en particular zg 7k> s. Asi, para cualquier s € S tenemos que (s € T)
0 (s myy 2o £ 5), por lo tanto existe t € T U {zo} tal que (s =t)
o(s—=tyt+ s). Concluimos que S < T U {xzo}. Las tltimas dos
proposiciones contradicen el hecho de que S es un elemento maximo
por el orden < que pertenece a F.

Por lo tanto S es absorbente, y por lo tanto S es un ntcleo para D.

Nota 6.1. Si en el Teorema 6.3 se elimina la hipotesis de que no
existen trayectorias infinitas exteriores en Dq ni en Ds, el resultado no
es valido.

Ejemplo 1. Consideremos la siguiente digrafica D : V(D) = {u, |
n € N}ty F(D) = {(un,um) | n,m € N yn < m}, ver Figura
6.7. Sea Dy = Dy Dy = D. D eslauniéon de Dy y Dy. En D
tene- mos que si (Up, Up) € F(D) y (Um,w;) € F(D), por la definicién
de D, n < my m < [, esto implica que n < [ y en consecuencia
(un,u;) € F(D), por lo tanto D es tanto pretransitiva derecha como
pretransitiva izquierda, asi D es union de dos digréaficas pretransitivas,
una derecha y otra izquierda. La sucesion (u,),cn €s una trayectoria
infinita exterior. Veamos que D no tiene ntucleo; de la definicién de
D se desprende que es una digrafica completa, es decir cualesquiera
dos vértices de D son adyacentes, esto implica que en caso de tener
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D ntcleo, éste constaria de un sélo elemento, pero es claro que para
cualquier u,, € V(D)(um,u,) ¢ F(D) si m > n, es decir {u,} no es
absorbente y por lo tanto D no tiene ntucleo.}

Fig. 6.7 Es necesaria la hipotesis sobre la no existencia de
trayectorias infinitas exteriores.

Ejemplo 2. Ahora veamos que existe una familia infinita de digraficas
que satisface lo anterior, es decir, que no tiene nicleo y cada una de ellas
es union de una digrafica pretransitiva derecha y una digrafica pretran-
sitiva izquierda, donde alguna de ellas tiene trayectorias infinitas exte-
riores. Sea H cualquier digrafica pretransitiva derecha (resp. pretran-
sitiva izquierda) tal que V(H) N V(D) = (), existe una familia infinita
de digraficas pretransitivas derechas (resp. izquierdas) por ejemplo las
digraficas simétricas son tanto pretransitivas derechas como izquier-
das. Sean D; y D, las siguientes digréficas; V(D) = V(H) U V(D),
F(Dy)=FH)U{(u,v) |ueV(H)yveV(D)}, Dy =D (ver Figura
6.8).

Fig. 6.8 Las flechas gruesas indican que todos los vértices de H son
adyacentes hacia el vértice indicado.
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Como ya habiamos mencionado D, es una digrafica pretransitiva
izquierda (también pretransitiva derecha) que tiene trayectorias infini-
tas exteriores. Veamos ahora que D; es una digrafica pretransitiva
derecha (resp. izquierda), sean u, v, w € V(D) tales que (u,v), (v, w) €
F(Dy), veamos que (u,w) € F(Dy) o (w,v) € F(Dy) (resp. (u,w) €
F(Dy) o (v,u) € F(Dy)). Si w € V(H), por la definicién de Dy,
u,v € V(H), como H es una digrafica pretransitiva derecha (resp. pre-
transitiva izquierda) entonces (u,w) € F(H) o (w,v) € F(H) (resp.
(u,w) € F(H) o (v,u) € F(H)), esto implica que (u,w) € F(D;) o
(w,v) € F(Dy) (resp. (u,w) € F(Dy) o (v,u) € F(Dy). Siw & V(H)
entonces w € V(D), por la definicién de Dy, v € V(H) y en con-
secuencia u € V(H), considerando nuevamente la definiciéon de Dy,
tenemos que (u,w) € F(D;) (andlogamente para el caso en que H es
pretransitiva izquierda). Concluimos que D; es una digrafica pretran-
sitiva derecha (resp. izquierda). Consideremos la digrafica Dy como
la unién de Dy y Dy, Dy es una digrafica pretransitiva derecha (resp.
izquierda) y Dy una digréfica pretransitiva izquierda (que también es
derecha) con trayectorias infinitas exteriores. Veamos que Dy no tiene
nucleo. Supongamos que Dy tiene un ntcleo N. N no puede estar
contenido propiamente en H, pues u; 4~ H y por lo tanto N no seria
absorbente (ver Figura 6.8). Entonces N deberia tener al menos un
vértice u; y como vimos en la nota anterior, no puede tener més de un
vértice u; pues no seria independiente. Para j > i tenemos que uj A U,
y u; #» H. Por lo tanto N no puede ser absorbente e independiente a
la vez. Por lo tanto Dy no posee un nucleo.

Antes de las siguientes notas probaremos dos lemas que nos seran
de utilidad. En el Lema 6.4 probaremos que dada una digrafica D
sin ntcleo, es posible construir otra digrafica que contenga a D y que
tampoco posea un nicleo. En el Lema 6.5 probaremos que dada una
digrafica D pretransitiva derecha (resp. izquierda) podemos construir
una digrafica H agregando un vértice z y las flechas desde z hacia
D, donde se cumple que H también es pretransitiva derecha (resp.
izquierda).

6.4 Lema. Sean D, y Dy digrificas tales que V(Dy) NV (Dsy)
con Dy una digrdfica sin nicleo. Sea D wuna digrdfica tal que V(D
V(D1)UV(Dg) y F(D) = F(Dy)UF(Dy)UF(A), donde A C {(u,
u € V(Dy) yv € V(Dy)}. Entonces D no tiene nicleo.

0,

)

S —

Prueba: Procedemos por contradiccion: Supongamos que D tiene
un nicleo N C V(D). Como N es un conjunto independiente en
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D, entonces N N Dy es un conjunto independiente en Dy. Para todo
v € V(D) — N, hay una flecha (v,u) € F(D) con u € N pues N es ab-
sorbente en D, siv € V(Dy)— N, entonces hay una flecha (v, u) € F(D)
conu € N, yaque v € V(D;) y en D no hay flechas desde D, hacia
Dy, eso implica que u € V(Ds), y por lo tanto (v,u) € F(D3), como
v es un vértice cualquiera de Ds, eso implica que N N V(D) es un
conjunto absorbente en Dy y por lo tanto un nicleo para Dy lo cual es
una contradiccion. Concluyendo la demostracion D no tiene ntcleo.

6.5 Lema. Si D es una digrdfica pretransitiva derecha (resp. pre-
transitiva izquierda) entonces la digrdfica H definida a partir de D
aumentando un nuevo vértice z y todas las flechas desde z hacia los
vértices de D, también es pretransitiva derecha (resp. pretransitiva
izquierda).

H H

Prueba: Sean wuj,us,us € V(H) tales que uy — ug, us — us,
H H H H .

veamos que u; — ug 0 Uz — Us (resp. u; — uz 0 Uy — uy). Si z &

D , D
{uy, ug, us} entonces {uy,uz,uz} C V(D) y u; = ug asi como us = ug,
ya que D es una digrafica pretransitiva derecha (resp. digréfica pre-

e D D D

transitiva izquierda ) entonces u; — uz 0 uz — us (resp. u; — uz 0O
D H H

uy — wy ), como F(D) C F(H) entonces u; — us 0 ug — uy (resp.

Uy — uz 0 Uz — up). Si z € {uy,us, uz} entonces, por la definicién
de H, z tiene ingrado cero en H, es decir, no hay flechas hacia z (ver
Figura 6.9).

H=D U {z}

Fig. 6.9 Construccion de H.

Por lo tanto z = uy, asf {ug,us} C V(D), considerando nuevamente
la definicién de H, tenemos que (z = uy,u3) € F(H). Concluimos que
H es una digrafica pretransitiva derecha (resp. digréfica pretransitiva
izquierda).
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Fig. 6.10 Las flechas marcadas con el nimero 1 corresponden a la
digrdfica Dy, y las flechas marcadas con el nimero 2 corresponden a
la digrdfica Ds.

Nota 6.2 La unién de dos digraficas pretransitivas derechas no nece-
sariamente tiene nicleo. Sean D; y Dy las siguientes digréficas:

V(D1> = V(D2> = {u7 v, w, SL’}, F(Dl) = {(Iv u)v (uv w>7 (wv u)? (Uv w)}
y F(Ds) = {(u,v), (z,v), (v,x), (w,x)}. Dy y Dy son digréficas pre-
transitivas derechas, sea D la unién de éstas dos digraficas, Figura
6.10. Como D es una digrafica completa, es decir, cualesquiera dos
vértices son adyacentes. Si hubiera niicleo en D, éste constaria de un
solo vértice, el cual deberia tener ingrado tres pero en D ningun vértice
cumple esto, por lo tanto D no tiene ntcleo.

A partir de D podemos construir una familia infinita de digréaficas
sin ntcleo que son unién de dos digraficas pretransitivas derechas sin
trayectorias infinitas exteriores.

Sea Dy = D,D| = Di,D; = Dy. Ahora para cada entero posi-
tivo n y dada D,,_; digrafica sin nicleo que es unién de dos digréficas
pretransitivas izquierdas D!, _; y D! _, consideramos un nuevo vértice
2, y definimos D,, la unién de D] y D} donde D, = D, _,,V(D}) =
V(D) U{z} v (DY) = F(DE-) U{(z00u) |'w € V(D)) ver
Figura 6.11. Claramente D! es una digrafica pretransitiva derecha y
por el Lema 6.5 D! también lo es. Ahora veamos que D,, no tiene
nicleo. Aplicando el Lema 6.4 tomando Dy = D,,[{z1, 22, ...., 2n}|, D2
=Dy A={(z,v)|ie{l,..,n},v € V(D)} tenemos que D, es la
digrafica obtenida en el Lema 6.4 y por lo tanto D,, no tiene ntucleo.
Ast {D,, | n € N } es una familia infinita de digraficas sin nucleo que
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son union de dos digraficas pretransitivas derechas sin trayectorias in-
finitas exteriores.

Fig. 6.11 Las flechas marcadas con el nimero 1 corresponden a la
digrdafica Dy, y las flechas marcadas con el nimero 2 corresponden a
la digrdfica Dy. Las flechas gruesas indican que los vértics zq, za, ..., Zn
son adyacentes hacia los vértices u,v,w y .

Fig. 6.12 Las flechas marcadas con el nimero 1 corresponden a la
digrdfica Dy, y las flechas marcadas con el nimero 2 corresponden a
la digrdfica Ds.

Nota 6.3 La unién de dos digréficas pretransitivas izquierdas no
necesariamente tiene ntcleo. Sean D; y D las siguientes digréficas:
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V(D1> = V(D2> = {u7 v, w, .’L’}, F(D1> = {(u7 U)? (uv w)v ('UJ, U), (U), .’L’)}
y F(Dy) = {(z,u), (z,v), (v,z), (v,w)}, ver Figura 6.12. Es facil ver
que D; y Dy son digraficas pretransitivas izquierdas, la unién de ellas
es la digrafica de la Nota 6.2 que como ya vimos no tiene ntcleo.

A partir de D podemos construir una familia infinita de digraficas
sin nucleo que son unién de dos digraficas pretransitivas izquierdas
sin trayectorias infinitas exteriores. Sea Dy = D, D} = Dy, D = Ds.
Ahora para cada entero positivo n y dada D,,_; digrafica sin nicleo que
es union de dos digraficas pretransitivas izquierdas D], y D/ _,, donde
D, = D, V(D) = V(DI_) Uz} v F(DY) = F(DI) U{(za ) |
u € V(D!_,)}, ver Figura 6.13. Claramente D!, es una digréfica pre-
transitiva izquierda y por el Lema 6.5 D! también lo es. Notemos
que {D,, | n € N } es la misma familia infinita de digraficas sin nicleo
obtenidas en la Nota 6.2 que también son unién de dos digréficas pre-

transitivas izquierdas.

Fig. 6.13 Las flechas marcadas con el nimero 1 corresponden a la
digrdfica Dy, y las flechas marcadas con el nimero 2 corresponden a
la digrafica Dy. Las flechas gruesas indican que los vértics z1, zo, ..., Zn
son adyacentes hacia los vértices u,v,w y x.

Problema. Es posible encontrar una condicién tinica mas débil que
cada una de las condiciones de pretransitividad (izquierda y derecha) y
asegure la nucleo-perfeccion de una digrafica? Esta pregunta no siem-
pre tiene solucién a pesar de las débiles proposiciones de pretransitivi-
dad obtenidas por Jacob (tesis de doctorado del tercer ciclo).
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7. M-Orientaciones

En esta ultima seccion hablamos de las posibilidades de encontrar
un nucleo partiendo de una grafica G. Dada una grafica G es posi-
ble encontrar digraficas relacionadas con G orientando cada arista de
G convirtiendolas en flechas, entonces se buscan las condiciones que
deben cumplir estas orientaciones para poseer un ntcleo En el teorema
central de esta seccién se dan condiciones suficientes para que dada una
grafica G, una orientacion de Meyniel de G tenga ntcleo. Empezare-
mos esta seccién con algunas definiciones.

Sea D una digrafica, la grdfica subyacente G de D es la grafica que
se obtiene al reemplazar cada flecha de D por la correspondiente arista
(no dirigida). En caso de una flecha simétrica: (u,v), (v,u) € F(D),
sélo se considera una arista (u,v) = (v, u), ver Figura 7.1.

D G

A

Fig. 7.1 Digrafica D y su grdfica subyacente G.

G D

o,

Fig. 7.2 Grdfica G y una orientacion D de la grifica G.
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Sea GG una grafica, una ortentacion D de G es una digrafica tal
que su grafica subyacente es GG, en este caso se permiten las flechas
simétricas, ver Figura 7.2 (la digrafica D de la Figura 7.1 también es
una orientaciéon de G.

Una grafica G se dice que es de comparabilidad si existe una ori-
entaciéon asimétrica D de G que sea una digrafica transitiva.

G D

Fig. 7.3 La grdfica G es de comparabilidad pues D es una
orientacion asimétrica de Gy ademas D es transitiva.

>

Fig. 7.4 Figura de un tridngulo dirigido.

Sea G una grafica, una orientacion D de G se dice que es una orien-
tacion de Meyniel o una M-orientacion sitodo tridngulo dirigido
(ver Figura 7.4)de D tiene al menos dos flechas simétricas.

Dada una grafica G definimos el niimero cromatico de G, x(G),
como el minimo niimero de colores necesarios para colorear los vértices
de G de tal forma que si 2 vértices son adyacentes entonces tengan
asignado diferente color, por otro lado se define el niimero de clan
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de G, w(G), como el méximo entero r tal que G tiene una subgrafica
con r vértices que es una grafica completa. Una grafica GG es perfecta
si para cualquier subgréfica inducida H de G se tiene x(H) = w(H). El
problema de conocer la estructura de las graficas perfectas ha motivado
el desarrollo de trabajos importantes, entre ellos puede consultarse [2].
Berge demostré que las graficas de comparabilidad son graficas perfec-
tas [2], estas gréficas son de las llamadas graficas perfectas clasicas,
en [6] se presenta una recopilacién de resultados importantes acerca de
éstas gréficas.

Usando la técnica de Sands, Sauer y Woodrow en [9], C. Champetier
demuestra en [4] el siguiente resultado:

Teorema 7.1 Toda M-orientacion de una grdfica de comparabilidad
tiene nicleo.

Decimos que una digrafica D es una orientacion por pozos de una
grafica G si toda subdigrafica completa de D tiene nicleo. Una grafica
G es nucleo soluble si cualquier orientacion por pozos de G tiene
nicleo. En 1996 E. Boros y V. Gurvich [3] demuestran el Teorema
7.2 que habian establecido como una conjetura Berge y Duchet en 1983.

Teorema 7.2 Toda grifica perfecta es nicleo soluble.

El Teorema 7.1 es un caso particular del Teorema 7.2 ya que
(como se probé en [2]) se puede probar que una M-orientacién de una
grafica es una orientacion por pozos y se sabe que toda grafica de com-
parabilidad es perfecta.

7.1. Nucleos, M-orientaciones y Orienta-
ciones Pretransitivas.

En esta seccién demostramos un resultado similar al Teorema 7.1
para graficas infinitas enunciado en el Teorema 7.3. Este teorema
para el caso finito, Teorema 7.4, es una generalizaciéon del Teorema
7.1 pero ademads abarca graficas que no son perfectas.

Sea D una digréfica, decimos que una sucesién de vértices (u;)ien, €S
una trayectoria infinita interior de D si para cada i € N se tiene
que (u;y1,u;) € F(D) y para cualesquiera i,j € N tales que i # j se
tiene que u; # u,.
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Otra forma de denotar la inversa (definida en la dltima parte de la
seccién 2) de una digrafica es D!, la Figura 2.7 muestra el ejemplo de
una digrafica y su inversa.

7.1. Observacién. D es una digrafica pretransitiva derecha si y
s6lo si D! es pretransitiva izquierda.

Prueba:. Sea D una digréfica pretransitiva derecha, u, v y w vértices
de D' tales que (u,v),(v,w) € F(D7'), entonces (v,u),(w,v) €
F(D). Ya que D es pretransitiva derecha, entonces (w,u) € F(D)
o (u,v) € F(D). Por la definicién de D™, esto implica que (u,w) €
F(D7! o (v,u) € F(D™'), por lo tanto D~! es pretransitiva izquierda
(ver Figura 7.5).1

7.2 Observacion. Sea D una digréfica, entonces Sim(D) = Sim(
D™). Sim(D) es la digrafica de D flecha inducida por las flechas
simétricas de D, por lo tanto contiene unicamente las flechas simétricas
de D. D7! tiene las mismas flechas simétricas de D por lo tanto

Sim(D™') = Sim(D). 1

Fig. 7.5 D es una digrdfica pretransitiva derecha si y soélo si D' es
pretransitiva izquierda.

Teorema 7.3 (H. Galeana, R. Rojas [11]). Sea G una grdfica (posi-
blemente infinita) y sea D una M-orientacion de G. Si existe alguna
orientacion T de G que sea una digrdfica pretransitiva izquierda o
derecha que mo tenga trayectorias infinitas exteriores mi interiores y
tal que Sim(T) = Sim(D), entonces D tiene nicleo.
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Demostracion. Sea T una orientacién pretransitiva izquierda o
derecha de G tal que no tiene trayectorias infinitas exteriores ni inte-
riores y Sim(T) = Sim(D). Podemos suponer que 7" es una digrafica
pretransitiva izquierda, entonces 7! es una orientacién de G' que es
una digrafica pretransitiva derecha, notemos que tanto 7" como T~ 1
no tienen trayectorias infinitas exteriores y ya que Sim(7T") = Sim(D),
entonces también se cumple que Sim(D) = Sim(T~!) ( Observacién
7.2).

Denotamos por x — y si (x,y) € F(D). Supongamos que z — ¥,

si (z,y) € F(T) escribimos z 0y v si (z,y) € F(T™') escribimos

azul

. T0jO azul .

Notemos que si x — y, entonces + — y o x — y, por otro lado si
T rojo azul T0jO

(z,y) es una flecha simétrica de D entonces x — y, z — y, y — ,
azul . T

y — x, finalmente si (x,y) es una flecha de T'y nolo es de D: x — y

(resp. = L y)y x T;go y (resp. x aﬂl y) entonces (y,z) es una flecha
de D pues (z,y) no lo es, y (y, ) es una flecha de T~ pues (z,y) es

una flecha de T y g (resp. y o x).

Sea U la familia de subconjuntos de vértices S de G independientes,
tales que S 2% 2 implica © — S . Definimos en U la siguiente relacién

S < R siy solo si para cada s € S existe r € R tal que

Observemos que si S'y R son conjuntos independientes con S C R,
entonces S < R.

1. Veamos que < es un orden parcial en U.

1.1 < es reflexiva. Como S C S, de la observacién anterior se sigue
S < S para cualquier S € U. Por lo tanto < es reflexiva.

1.2 < es transitiva. Si .S, Q) y R son conjuntos en U tales que S < @)
y @ < R entonces S < R.
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Sea s € S entonces existe ¢ € @ tal que

Sis =qoq=r por (II) o (I) respectivamente, tenemos s = r 6
-1 T71 -1
(s o y T # s), conr € R. De otro modo, tenemos (s o qy

T-1 1 T-1
g/ s)y (q oy yr /4 q), como T~! es una digrafica pretransitiva
derecha, por el Lema 6.1 aplicado a la sucesion (s,q,r) se tiene que
-1 T71
s — ryr + s. Porlo tanto S < R. En consecuencia < es transitiva.

1.3 < es antisimétrica. Sean S y R conjuntos en U tales que S < R
y R < S, veamos que S = R. Sea s € S, veamos que s € R. Como

S < R entonces existe r € R tal que satisface (I). Supongamos que
-1 L .

s # rentonces s — ryr 4 s. Como R < S, para r, existe s’ € S,

, Tl T . .

tal que r = s 6 (r — s’y s 4 r), este resultado nos dice que si

, Tt , .y ’

r = s entonces s — s’ pero esto es una contradiccién, pues s, € S'y

S es un subconjunto independiente de GG, entonces r # s’ y por lo tanto
-1 T . .

r — s ys 4 r como T ! es una digrafica pretransitiva derecha,

. . 71
por el Lema 6.1 aplicado a la sucesién (s,r,s") tenemos que s — ¢y
T71
s’ 4 s, lo cual contradice que S sea un conjunto independiente. Por lo
tanto r = s, es decir, S C R andlogamente tenemos la otra contencién.

Por 1.1, 1.2 y 1.3 < es un orden parcial.

2. Veamos que (U, <) tiene elementos maximos con el orden < que
pertenecen a U.

2.1 U # (). Como T es pretransitiva izquierda y no tiene trayectorias
infinitas exteriores, por el Lema 6.2 (tomando D =T y U = V(7))

existe un vértice y tal que y L implica que x KN y, en este caso (x,y)
es una flecha simétrica de 7', por lo anterior (z,y) € Sim(T) y como
Sim(T) C Sim(D) entonces (x,y) también es una flecha simétrica de
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D. Asi existe un vértice y tal que y o implica que z — y, entonces
{y} € U. Por lo tanto U # 0.

2.2 Toda cadena en (U, <) esta acotada superiormente. Sea C' una
cadena en (U, <). Sea S™ = {s € [Jge( | existe S € C tal que s € R
para todo R € C, S < R}, veamos que S* es cota superior de C'.

2.2.1. 5 es un conjunto independiente. Sean s1, sy € S°° veamos
que en D no existen flechas entre s; y s5. Como s; y s9 € S entonces
existen S7 y Sy en C tales que s; € R, para todo R € C tal que S; < R,
i € {1,2}. Sea S = max{Si, S}, entonces s1,s5 € Sy como S es un
conjunto independiente, entonces en D no existen flechas entre s; y ss.
Por lo tanto S*° es un conjunto independiente.

2.2.2 S # () y para cada S € C, S < S SeaSeCysea

71
ty € S veamos que existe t € S tal que to =t 6 (to iR t y t 74> to)-
Si tg € S, entonces tomamos ¢t = t5. Supongamos que tg & S
procederemos por contradicciéon. Usaremos la construccién de S, la
definicién de < y el hecho de que T~! es una digrafica pretransitiva
derecha para aplicar el Lema 6.1 y construir una trayectoria infinita

-1
exterior en T~'. Supongamos que si para t € V(D) se tiene (tg T
T71
y t / tg) entonces t € S®. Sea Ry = S, como ty & S esto implica
que ty € Ry para algin Ry, € C, Ry < Ry, de esto iltimo tenemos
-1 —1
que existe t; € Ry tal que o, 1yt 7;@ to, por nuestra suposicion
1 € S°°. Entonces t; € Ry para algin Ry, € C, Ry < Rs, esto im-
—1 —1
plica que existe to € Ry tal que t; iR ty y to 7;L> ti1, como T~ ! es una
digrafica pretransitiva derecha, aplicando el Lema 6.1 a la sucesion

-1 —1
Ty = (to, t1,12) tenemos que 7y es una trayectoria y tg R to y 1o 7;L> to,
por nuestra suposicion ty € S*.

Asi, para cada n € N, dados t, y R,, tales que R, eC, t, € R,

th_1 i t, v no esta su flecha de regreso: t, ;L> t,_1, por el Lema
-1 —1

6.1 ¢t , th, ty % to y t, & S, entonces tenemos que t, € R,

para algun R, € C, R, < R, .1, de esto tltimo tenemos que existe

-1 —1
thi1 € R,y tal que t, Ei b1l ¥ tnit % t,, ver Figura 7.6.

—1

Como T~! es una digréfica pretransitiva derecha y (¢, N tni1 Y
—1

Lttt 7;4 t,) para todo n € N, por el Lema 6.1, 7,11 = (to,t1,,tns1)
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. _ 71 Tt
es una trayectoria en T 1 y (to — i1 ¥V thr1r to), por nuestra
suposicién t,41 ¢ S°. Consideremos la sucesién 7 = (t,)nen, para

T71
cada n € N tenemos t, — t,.1. Por otro lado sean n,m € N, n # m,
supongamos sin pérdida de generalidad que n < m, entonces t, # t,,,
por lo tanto T es una trayectoria infinita exterior en 771, lo cual es una

-1 —1
contradiccién. Por lo tanto existe t € S tal que (g ot yt J;L to)-
Con esto hemos demostrado que S® # () y que S < 5.

R < R

) < R,

0]

Fig. 7.6 Las flechas definidas pertenecen a F(T1), las flechas
punteadas no pertenecen a F(T*1 .

2.2.3 S € U. Supongamos que S ol Yy, veamos que y — 5.
Procederemos por contradicciéon, supongamos que y /4~ S®. Sea s €

5> tal que s =%y, ahora sea S; € C tal que s € R para todo R € C,
S < R.
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Primero probaremos la siguiente herramienta, que nos ayudara para
construir la contradiccion:

2.2.3.18iy g para algin s’ € R con R € C, S; < R, entonces
existe t € S tal que cumple dos cosas:

(1) trogo I,

(ii) Si R € Ces tal que R < R y t € R, entonces para algin

azul 71 azul
s" € R tenemos s’ = ", " /o dyy = §"

Prueba de (i):
Como y 4 S entonces s 4 SOO, por 222 R < S® yparas € R

existe t € S tal que s’ 5 t yt ;L> s'. Veremos que t Cumple con (i).
Como y b g por hipétesis de 2.2.3.1, entonces y g s', recordando
que 77! es una digrafica pretransitiva derecha y que t 7;Z>1 s’ tenemos
que y = t. Como y 4 S, es decir, en D no hay flechas de y hacia
S® vy Ly t entonces la flecha (y,t) estd en las flechas de T—! pero
no en las flechas de D por lo que y aﬂl t lo cual implica que la flecha
(t,y) estd en D y también en T', por lo tanto ¢ Tosp y (ver la Figura 7.7 ).

Fig. 7.7 Tridngulo dirigido en D

Si s’ — t, es decir, (5',t) € F(D), entonces (y, ', t,y) es un tridngulo
dirigido en D pues (y, ') estd en azul y (t,y) estd en rojo (ver Figura
7.7), por otro lado (s',t) no es flecha simétrica de T~ pues (¢,s") ¢
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F(T7) y por lo tanto no lo es de D, ya que T,D y T~ tienen la

misma parte simétrica (observacién 7.2). Ademds y aﬂl t, es decir,
(t,y) tampoco es flecha simétrica de D, asi este tridngulo a lo més
tiene una flecha simétrica pero esto contradice la hipotesis de que todo
triangulo dirigido de D tiene al menos dos flechas simétricas, por lo

tanto s’ /4 t (este resultado 10 usaremos para probar (ii)), asi &' % t
y en consecuencia t — s' y t KR ', por lo tanto "

Prueba de (ii):
Si R € C es tal que R < R y t € R/, entonces para algin s” € R’

tenemos s 24 s ”;L>s yy S

Veremos que como en (i) el mismo vértice ¢ cumple con (ii). Sea

R € Ctalque R < R. Como t =% & entonces R’ % ¢, como R' € U
entonces s — R/, es decir, s’ — s para algin §” € R’ (ver Figura 7.8).

. rojo T T .
Si s’ = §” entonces tenemos que ' — §” y como t — ¢, aplicando
., o T 4, , T
que T es una digrafica pretransitiva izquierda tenemos t — s” 6 s’ — t,
como t, s” 6 R’y R’ es un conjunto independiente entonces ¢ % s” por

rojo
lo tanto s — t, como ¢ = s’ entonces (t,s') es una flecha simétrica de

T v por lo tanto también lo es de D, pero esto es una contradiccién pues
en (i) tenfamos s + t, por lo tanto la contradiccién estd en suponer

rojo
s’ = §” y entonces tenemos que s’ ;L s, esto nos dice que s % s"y

zul
en consecuencia s’ = s que €s lo prlmero que querlamos probar.

rojo

. . rojo .,
Fig. 7.8 Si & =" §" obtenemos una contradiccion, por lo tanto
y azul
s 5 s
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L, T-1
Ahora supongamos por contradiccién que s” — ', entonces (', s”)

T _ azul Ny .
es una flecha simétrica de 77! pues s = s” (afirmacién anterior) y
por lo tanto también es una flecha simétrica de D. Lo cual implica que

T0jO Y , 79J0
s 2§ pero esto es una contradiccién pues ya tenfamos §' 725 s,

—1
por lo tanto " /> s’ que es la segunda afirmacién de (ii).

2 azul .y . azul
Por ultimo; y — s’ que es hipétesis de 2.2.3.1 y s’ = ", que es la
. . c\ s . T, , TV,
primera afirmacién que probamos de (ii) implican y — §' y s — §".

Como sabemos que T~ ! es una digrafica pretransitiva derecha y que
1 -1
s" I;Q s’ (segunda afirmacién de (ii)) tenemos y ¢, (ver Figura
7.9). Aqui tenemos dos posibilidades y — s” 6 8" — y. Si s’ — y
entonces (y, s',s”,y) es un tridngulo dirigido de D, por hipdtesis este
—1
tridngulo tiene al menos dos flechas simétricas, como s” % s’ (se-
gunda afirmacién de (ii)), entonces (s”,s') no es flecha simétrica de
T—! y por lo tanto tampoco es flecha simétrica de D, en consecuencia
(y,s") v (s”,y) son flechas simétricas de D. Asi en cualquier caso ten-

T*l .
emos y — s” y como y — §” (lo probamos un par de renglones arriba),

entonces y ozt g , con esto concluimos la prueba de 2.2.3.1(ii).

azul

azul

Fig. 79 y — ¢’

Mostraremos que y azyl s1 para algin s; € S; y asi usar los resultados
que ya probamos. Regresando a la hipétesis de que S® =5 y tenemos
que s % yyse Sy, pues s € R para todo R € C con S; < Ry como

< es reflexiva, entonces S; < 51, S ol y v yva que S7 € C, entonces
S1 € U, esto implica que y — S7. Sea s; € 57 tal que y — sq, de lo
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rojo , azul
que se deduce que y — s1 0y — S1.
rojo e ey
Veremos que suponer que y — 7 nos lleva a una contradiccién:
r0jo , s . rojo
Supongamos que y — s, segun la hipétesis de 2.2.3 s = y por lo
T T ., e
que: y — s1y s — ¥y, como T es una digrafica pretransitiva izquierda,
T , T . s
entonces s — s1 0 y — s, ya que S1 es un conjunto de vértices de G

independiente, y s,s; € S; entonces s % s1, por lo tanto y Ls (ver
Figura 7.10).

¥

Fig. 7.10 y T s

Asi (y,s) es una flecha simétrica de T, como vimos Sim(T) =
Sim(D), por lo tanto (y, s) es una flecha simétrica de D y por lo tanto
y — sy como s € S tenemos que y — S, para probar por con-

tradiccién 2.2.3 habiamos supuesto y /4 S, por lo tanto y azy! S51.

4 azul

rojo

t

rojo

Fig. 7.11 tl — 81
Por 2.2.3.1 con s/ = s; y R = S obtenemos:



70

2.2.3.2: Como y azy! s1, entonces para s; € Si, donde S; € C,
S1 < 57 tenemos que existe t; € S tal que

(i) t AP (ver Figura 7.11).

Ahora, como t; € S, por definicién de S, existe S, € C tal que
t; € R para todo R € C tal que Sy < R y por lo tanto:

2.2.3.2.1 57 < 55, pues si S5 < S entonces t; € S;. Pero s; € 5y,
segin 2.2.3.2(i) lo cual implica que hay una flecha de ¢; hacia s; en
S1, lo cual es una contradiccién pues S; es un conjunto independiente
de vértices de G.

Por 2.2.3.2.1 y por 2.2.3.1 (ii) tomando R’ = Sy y t = t; obtene-
mos:

(ii): Como Sy € C es tal que S; < Sy y t; € Sy entonces para algin

azul Tt azul .
So € Sy tenemos que s; — So, So /= S1 Y Y — So, (ver Figura 7.12).

azul

Fig. 7.12 s; — 53, s9 7;Z>1 S1YY azyl S

De la ultima afirmacién: y ozl $2. Aplicando nuevamente 2.2.3.1,
tomando s = sy y R = S obtenemos:

2.2.3.3 Ya que y azyl S9, para so € Sy con Sy € Cy 57 < 55 existe
ty € S tal que

(i) t2 AP (ver Figura 7.13)
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O O O
S y azul S, t,

. azul 771 azul rojo
Fig. 7.13 s1 = s9, 89 /~ 81,y — Sg Yty — So

,_.

Fig. 7.14 s, ! S3, ng So Yy jls;;

Como ty € 5°°, entonces existe S3 € C tal que t, € R para todo
R € C tal que S3 < R y por lo tanto:

2.2.3.3.1 55, < S3, pues si 53 < Ss, entonces ty € Sy pero sy € So,
lo cual implica que hay una flecha desde 5 hacia so, en Sy, y esto es
una contradiccion pues Sy es un conjunto independiente de vértices de
G. Ademds S; < 53, pues < es transitiva y S; < Sy y Sy < Ss.
Por 2.2.3.3.1 y por 2.2.3.1(ii) tomando R’ = S5 y t = to, tenemos:

2.2.3.3(ii) Como S5 € C es tal que S; < S3 y ty € S3, entonces

, azul Tt azul
para algin s3 € S3 tenemos que sy — S3, S3 /> So yV Yy — S3, Ver
Figura 7.14.
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Asi, si suponemos que para n € N se tienen {ti,ts,....,t,} C S,
{51,859, ..., Sps1} € Ccon S; < Sy < ... < Spia, {81,852, Sns1} C
V(D), s; € S; tales que para cada i € {1,2,...,n} tenemos:

rojo

2.2.3.4(1) tl — S;.
.o azul Tt azul
(ii) {t;, si41} C Sit1s Si = Sit1, Siy1 /=2 8 Y Y — Sit1, entonces por

2.2.3.1 tomando s’ = s,,;1yR = S, ;1 obtenemos:

2.2.3.5 Como y azyl Sni1, entonces para Sp11 € Spy1 con S, € C
y S1 < S,41, existe t, 1 € S tal que

rojo

2.2.3.5(i) tn+1 — Sp+1

Como t,,1 € 5%, entonces existe S,.o € C tal que t,,1 € R para
todo R € C tal que S,12 < Ry por lo tanto:

S Y azul S, t,

l

1 azul
Sn42; Sn42 /7 Snyl Y Y — Spy2

Fig. 7.15 s, =

Andlogamente a 2.2.3.3 (i), tenemos que S,1 < Spy2 y por lo

tanto también Sy < S, 49, entonces por 2.2.3.1(ii) tomando s’ = $,,41,
R=S5,,1, R =85,2 yt=t,,1 tenemos:
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2.2.3.5(ii) Como S, 12 € Cyestalque S| < Syi0ytyy € Sn+2, en-
tonces para algun s, 1o € S, 12 tenemos que S, 1 azy! Snt2, Snio 7L> Sna1
yy = 2yl Sn+2, ver Figura 7.15.

Asi, hemos probado por induccién que (sn)ne N €s una sucesion de

vértices de D tal que s, L Sni2 V Spio 7L> Sp41, como T~ ! es una
digrafica pretransitiva derecha, entonces por el Lema 6.1, para cada
k € N, la sucesién (sy, 89, ...,s;) es una trayectoria dirigida en 7!,
esto implica que (S,)nen €S una trayectoria infinita exterior en 771,
lo cual es una contradiccion a la hipdtesis del teorema. Por lo tanto
y — S y en consecuencia S® € U.

Por 2.2.1-2.2.3, S* es una cota superior de C y por lo tanto toda
cadena de ( U , <) estd acotada superiormente.

Por 2.1y 2.2, aplicando el Lema de Zorn, (U , <) tiene ele-
mentos maximos por contencién que pertenecen a la cadena.

Sea S un elemento maximo por contencién con la propiedad de
pertener a ( U , <).

3. S es un nucleo de D.

3.1 S es un conjunto independiente de vértices de GG. Como
S € U, se sigue que S es un conjunto independiente de vértices de G.

3.2 S es absorbente. Procederemos por contradiccion construyendo
un conjunto que contradice la maximalidad de S. Supongamos x /4 S
para algun vértice = & S.

Sea W = {x € V(D) — S | x 4 S}, por nuestra suposicién W # (),
sea xo uno de los vértices que existe al aplicar el Lema 6.2 a la
digrafica T', la cual supusimos que era digrafica pretransitiva izquierda,
y sin trayectorias infinitas exteriores, aplicado al conjunto W.

Notemos que segin el Lema 6.2:

Observacién 7.3 xg satisface: para todo y € V(D) — S tal que
xoiyyy#Simplicaygxo.

Sea P={se€S|s yad zo}. Sobre P U {zo} tenemos lo siguiente:
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3.2.1 PU{zo} es un conjunto independiente de vértices de G.
P es un conjunto independiente de G. Como P C Sy S es un conjunto
independiente de vértices de G, solo falta ver que entre P y zy no hay
flechas en D.

Como zg /> S, y P C S entonces zy > P. Por la definicién de P,

P ;@ Zo. Supongamos que P 2% x,, como P C S entonces S =% x,
como S € U, entonces ryo — 5, lo cual es una contradicciéon pues

xo € W. Por lo tanto P T;go Zo. Y por lo tanto entre P y xy no hay
flechas en D.

Concluimos que P U {xp} es un conjunto independiente de vértices
de G.

3.2.2 PU{zo} € U.
Supongamos que P U {zg} s y, veremos que y — P U {z}.

Supongamos que y 4 Py probaremos que y — {zo} . Procedere-

. . . T0jO rojo
mos considerando los siguientes dos casos: a)P = y o b) {xo} = v.

Caso a) Supongamos que P ol y. Como P C S, entonces S rosp 1,
por hipétesis de 3.1 habiamos elegido a S € U y entonces y — S.
Como y 4 P, entonces y — S\ P, de aqui tenemos dos posibilidades

TOJOS\POyazulS\P

a.l) Siy — s (S \ P), como P "2y, pues estamos en el caso a), sea
p e Ptal que p =% y v aplicando que T es una digréfica pretransitiva
izquierda, tenemos que y KR pbép KR (S'\ P). Como S es un conjunto
independiente de vértices de G y p € P C S, entonces p € S, por
lo que p % (S'\ P) ( ver Figura 7.16), asi y KR p y esto implica que
(p,y) es una flecha simétrica de T' y como vimos en la Observacién
7.2 que Sim(T) = Sim(D), también lo es de D, asi, y — p y por
lo tanto y — P, pero esto es una contradiccion, pues al principio de
3.2.2 habiamos supuesto que y 4 P, la cual se sigue de suponer que

TOJOS\P luegoy% (S\ P).
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rojo

Fig. 7.16 Siy — (S\ P), obtenemos una contradiccion

azul

Fig. 7.17. Comoy = (S\ P), se deduce que y L {0}

a.2) Siy azyl (S\ P),seas e S\P tal quey azyl s, yaque s € P, por
la definicion de P tenemos que s eyl {zo}, como T~! es una digréfica

-1 -1
pretransitiva derecha, entonces {x} Dosoys {z0}, ver Figura 7.17.

. 71 c _
Si 1y — s, entonces (xg,s) es una flecha simétrica de T~1, pero
como vimos en la Observacion 7.2 también es flecha simétrica de D,
entonces o — s, lo cual es una contradiccién, pues s € Sy xg /A~ S,
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por lo tanto y Ll {zo} (ver figura 7.17).

Ya que (y, ) € F(T~') implica que (y, z) es una arista de la grafica
G y por lo tanto se deduce que y — {zo} 6 {zo} — y.

Si y — xo, hemos probado lo que queriamos.

De a.2) tenemos y g y por definicion de P sabiamos que s azyl Zp.
Si zy — vy, entonces (zg,y, S, o) es un tridngulo dirigido en D (ver
Figura 7.18), por hipétesis del Teorema 7.3 este tridngulo debe tener
al menos dos flechas simétricas en D. Como zy / S, entonces (s, )
no es una flecha simétrica de D, y por lo tanto (s, y) y (y, zo) son flechas
simétricas de D y por lo tanto y — {z¢}.

Fig. 718 y — 20 6 19g — y

Caso b) Supongamos que g ol y. Para y tenemos dos posibili-
dades; y 4~ S 6 y — S, analicemos cada una de ellas.

b.1) Supongamos que y 4 S, por eleccién de {z}, de la obser-

vacién 7.3 tenemos que y KR {z0}, entonces (x¢,y) es una flecha
simétrica de T, ver Figura 7.19, y por lo tanto lo es de D por la ob-
servacién 7.2, asi y — {zo}.
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y D
rojo G T
XD

Fig. 7.19 (x0,y) es una flecha simétrica de T

b.2) Supongamos que y — S, como y /4 P, entonces y — S\ P, sea

s € S\ P tal que y — s, por la definicién de P tenemos que s azyl {zo}
asi (ver Figura 7.20) tenemos un triangulo dirigido (xg,y, s, o) en D,
andlogamente al caso a.2) (z,y) es una flecha simétrica de D y por lo
tanto y — {xo}.

Fig. 7.20

Entonces, P U {z} rolp y implica que y — P U {zo}. Por lo tanto
PU {SL’(]} e U.
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Por tltimo veamos que S < P U {x(} para obtener la contradiccién
buscada. Para cualquier s € S probaremos que existe t € P U {x}

—1 —1
tal que s =t 6 (s Ty yt 7;4 s). Si s € P, ya estd probado, si

. ey azul
s & P, por definicién de P, tenemos que s — {xg}, por otro lado,
azul 71 . 71
como xy /~ S, ya que s — {xo} tenemos que s — {xo}. Sixy — s

entonces (g, s) € Sim(T1) = Sim(D). Esto implica que zg — s € S,
contradiccion. Por lo tanto x J;Z: s. Asi, para cualquier s € S tenemos
que s € P 6 (s - {zo} y o j;Z; s), por lo tanto existe t € P U {zo}
tal que s =t 6 (s Ty y t:’;z>1 s). Por lo tanto S < P U {z}.

Como xy ¢ S, entonces S < PU{xy} pero esto contradice que S sea
un elemento maximal de (U, <).

La contradiccién viene de suponer que existe x € V(D) \ S tal que
x # S (i.e. S no es absorbente). Por lo tanto S es absorbente. Por lo
tanto S es un ntcleo de D.

Por 3.1y 3.2 S es un ntcleo de la digréfica D.

Observemos que la hipétesis Sim(T) = Sim(D) del teorema ante-
rior sélo se usa en la demostracion en la parte donde se prueba que
toda cadena de (U, <) estd acotada superiormente, en el resto de la
demostracion sélo se usa la contencién Sim(7T') C Sim(D), esto implica
que para el caso de graficas finitas basta pedir dicha contenciéon. Para
graficas finitas queda de la siguiente manera.

Teorema 7.4 Sea G una grdfica finita y sea D una M-orientacion
de G. Si existe alguna orientacion T de G que sea una digrdfica pre-
transitiva izquierda o derecha tal que Sim(T) C Sim(D), entonces D
tiene nicleo.

A continuacion hacemos notar que las hipotesis del Teorema 7.3
son necesarias.

Nota 7.1 Si en el Teorema 7.3 se elimina la hipotesis de que la
digrdafica T no tenga trayectorias infinitas exteriores ni interiores en-
tonces no necesariamente D tiene nicleo. Sea G la grafica con vértices
{un, | n € N} y con aristas {(un, uy) | n,m € N,n # m}, Figura
7.21. Sea D la orientacion de G tal que F(D) = {(up,um) | n,m €
N,n < m}, la digrdfica D es la misma a la que se refiere la Nota 6.2 y



79

mostrada en la Figura 6.7. D es una digrdfica transitiva, asimétrica y
no tiene tridngulos dirigidos, asi D es una M-orientacion de G. Otra
consecuencia de que D es transitiva es que D es tanto pretransitiva
derecha como pretransitiva izquierda, por lo tanto consideremosT = D.
La sucesion (up)nen €s una trayectoria infinita exterior en T. Como
ya vimos en la Nota 6.2 D no tiene nicleo.

U o000

H!

Fig. 7.22

Ahora veremos que existe una familia infinita de graficas que satis-
face lo anterior, es decir, que tienen alguna M-orientacién que no tiene
nicleo y tienen una orientacién pretransitiva derecha o izquierda con
la misma parte simétrica que posee trayectorias infinitas exteriores o
interiores. Sea H cualquier ciclo de longitud par (vq,vg, ....., Vg, v1)
tal que V(H) N V(G) = 0. Sea H' la siguiente grifica: V(H') =
V(H)UV(G),A(H") = A(H)UA(G)U{(u,v) |ve V(H)yu e V(G)},
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ver Figura 7.22.

Sea D’ la siguiente orientacion de H'( ver Figura 7.23):

Fig. 7.23

V(D" = V(D), F(D') = {(vi,vix1) | vi,vie1 € V(H),1 € {1,2,....,
2m}, i = 1(mod 2) }U{(vis1,vi) | vi,vipr € V(H), i € {1,2,....,2m},i =
O(mod 2)} U F(D) U {(u,v) | v € V(H) y u € V(G)}; la suma es
tomada mdédulo 2m. Vamos a demostrar que D’ es una digréfica tran-
sitiva, sean u,v,w € V(D') tales que (u,v),(v,w) € F(D'), veamos
que (u,w) € F(D").

7.4 Observacion. En la digrafica D', si u,v,w € V(H), entonces
(u,v) & F(D') 6 (v,w) ¢ F(D'). Sean u,v,w € V(H),u = u;, si
(u,v) € F(D'), entonces ¢ = 1(mod 2) por la definicién de F'(D’), lo
cual implica que v = v; con j = 0(mod 2), por lo tanto no hay flechas
en D' que salgan desde v y entonces (v, w) ¢ F(D").

Siw € V(H), por la definiciéon de D’ tenemos que u,v € V(H) y
por la Observacién 7.4 obtenemos una contradiccién al suponer que
(u,v), (v,w) € F(D'), por lo tanto w ¢ V(H). Entonces w € V(G). Si
u € V(H), por la definicién de D', (u,w) € F(D'), si u & V(H),
entonces u € V(G) y por la definicién de D', v € V(G), es de-
cir, {u,v,w} C V(D) y como D es una digrafica transitiva entonces
(u,w) € F(D), por lo tanto (u,w) € F(D’). Concluimos que D’ es
una digréfica transitiva, ademds D’ es asimétrica, entonces no tiene
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triangulos dirigidos y por lo tanto es una M-orientacién de H'.

Otra consecuencia de que D’ sea una digrafica transitiva es que
la convierte en una digrafica pretransitiva izquierda y pretransitiva
derecha. Consideremos 7" = D', entonces Sim(1") = Sim(D’). En
T" la sucesion (u,)nen €S una trayectoria infinita exterior.

Veamos que D’ no tiene nicleo. Siv; € V(H) estuviera en un nicleo
N de D', entonces para que fuera absorbente todos los vértices de G
tendrian que pertenecer al niicleo puesto que no hay flechas de V(G) ha-
cia V(H), lo cual no puede ser puesto que hay flechas entre los vértices
de G y ya no seria independiente, por lo tanto dicho nicleo, en caso de
existir, no puede contener vértices de H. Si u; € V(G) es elemento de
un nicleo N entonces para que N sea absorbente (u;i1,u;) € F(D’),
lo cual es una contradiccién por la construccién de las flechas de D', 6
ui11 € N lo cual implicaria que N no es independiente. Por lo tanto
D’ no tiene ntcleo.

Nota 7.2. Si en el Teorema 7.1 se elimina la hipdtesis de que
la digrafica D sea una M-orientacién entonces no necesariamente D
tiene nucleo. Sea G la grafica completa con 4 vértices. Si V(G) =
{u,v,w, x}, sea D la orientacién de G tal que F(D) = {(u,v), (v, w),
(w, z), (z,u)(u,w), (w,u), (v,z), (z,v)}, ver Figura 7.24, esta figura es
la misma digafica de la Figura 6.10 y como vimos en la Nota 6.2
no tiene nucleo. En D todo tridngulo dirigido tiene una sola flecha
simétrica, es decir D no es una M-orientacién de G. Sea T la siguiente
orientacién de G : F(T) = {(u,v), (w,v), (w,z), (u,x), (u,w), (W, u),
(v,2), (z,v)}, ver Figura 7.25. No es dificil ver que T" es una digrafica
tanto pretransitiva derecha como izquierda y Sim(7T") = Sim(D).

u ¥

<

D

\' w
Fig. 7.24 Digrdfica sin nicleo.

Ahora veamos que a partir de G podemos construir una familia in-
finita de graficas donde cada una de ellas tiene alguna orientacion que
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no tiene nticleo y no es una M-orientacién, ademas cada gréfica de
la familia tiene alguna orientacion pretransitiva derecha que no tiene
trayectorias infinitas exteriores ni interiores, ambas orientaciones con
la misma parte simétrica. Sean Go = G, Dy = D y Ty =T, para cada
entero positivo n y dadas G,,_1, D,,_1,T,_1 que satisfacen lo anterior,
consideramos un nuevo vértice z, y definimos G,,, D,,,T,, como sigue,
ver Figuras 7.26, 7.27 y 7.28:

V(Gn) = V(Gna) Uz} y A(Gr) = A(Gat) UA{(zn,u) | u €
V(Gn71>}7

V(Dn) = V(Dn1) Uz} y F(Dn) = F(Dn1) U{(zn,u) | u €
V(Dn—l)} y

V(Th) = V(Tha) Uz} y F(Th) = F(Th) UA{(zn,u) | v €

V(Th)}-
T x

w
\'

Fig. 7.25 La orientacion T de G.

Gn u X

Fig. 7.26 Las aristas gruesas indican que los vértices 21, 2o, ..., Zn
son adyacentes hacia los vértices u,v,w y x.
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Fig. 7.27 Digrdfica D, Las aristas gruesas indican que los vértices
21, 29, ..., Zn Son adyacentes hacia los vértices u,v,w y x.

T, u X

Fig. 7.28 Digrdfica T,, Las aristas gruesas indican que los vértices
21, 29, ...y Zn SON adyacentes hacia los vértices u,v,w y x.

Es claro que D, y T, son orientaciones de G,. Como D es sub-
digrafica de D,, y D tiene triangulos dirigidos con solo una flecha



84

simétrica entonces D,, no es una M-orientacién de G. Por el Lema
6.5 T, es una digrafica pretransitiva derecha y como es finita no
tiene trayectorias infinitas exteriores ni interiores. Como las flechas
que se agregan a D, (resp. T,_1) para obtener D,, (resp. T},) son
asimétricas, entonces Sim(D,,) = Sim(D,,—1) y Sim(T,) = Sim(T,,—1),
y como Sim(D,,_1) = Sim(T,,—1) entonces Sim(D,,) = Sim(T,). Por
ultimo veamos que D,, no tiene ntcleo. Aplicando el Lema 6.4 tomando
Dy = D,[{z1,22,s2n}], Do = Dy A ={(z,v) | i € {1,...,n},v €
V(D)} tenemos D = D, y por lo tanto D,, no tiene nucleo. Asi
{G,, | n € N } es una familia infinita de grificas donde cada una
de ellas tiene alguna orientacion D,, que no tiene ntucleo, D, no es una
M-orientacion y D,, tiene alguna orientacién 7;, pretransitiva derecha
que no tiene trayectorias infinitas exteriores ni interiores.

@ V3
V2

Vi

Vs, Von+1

Fig. 7.29 Orientacion T para la grifica de la nota 7.3.

Nota 7.3 Para el caso finito, si se elimina la hipétesis Sim/(T) C
Sim(D) el resultado puede fallar. Sea G cualquier ciclo de longitud
impar mayor o igual que 5. Sea D el ciclo dirigido correspondiente, D
no tiene tridngulos dirigidos, por lo tanto D es una M-orientaciéon de
G pero no tiene nucleo. Si V(G) = {v1,ve, ..., von41} sea T la siguiente
orientaciéon de G-

A(T) = {(v1,v2), (v2, v1) JU{(V2i11, V2i), (Vaig1, V2iga) | @ € {1,2,...,n}
la suma es tomada mod 2n + 1}, ver Figura 7.29. No es dificil ver que
T es una digréfica pretransitiva derecha y Sim(T") € Sim(D).
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Por 1ltimo veremos que el Teorema 7.4 generaliza el Teorema 7.1
probado por C. Champetier[4], pero ademds el Teorema 7.4 abarca
graficas que no son graficas de comparabilidad, es decir, graficas que no
estan consideradas en el Teorema 7.1, méas ain abarca graficas que
no son perfectas.

Nota 7.4 Sea G una gréfica de comparabilidad y D cualquier M-
orientacién de GG. Si T es una orientacion transitiva de GG entonces T es
una orientacion pretransitiva derecha de G' y también izquierda, como
G es finita, T también lo es, entonces no tienen trayectorias infinitas
exteriores ni interiores. Ya que 7" es una digréafica asimétrica, entonces
Sim(T) C Sim(D). Por todo lo anterior y aplicando el Teorema 7.4
D tiene ntucleo. Por lo tanto el Teorema 7.4 generaliza al Teorema
7.1.

Nota 7.5 Consideremos la gréfica G,,,n < 2, mostrada en la Figura

7.30, G, no es una grafica de comparabilidad, Gallai [11] , m&s atn
no es perfecta pues para Cs,,q el ciclo de longitud 2n + 1 se tiene
X(Cony1) = 3y w(Cony1) = 2. Sea D, la orientacién de G, tal
que: F(D,) = {(vi,viz1) | i € {1,2,...,2n + 1} la suma es tomada
mod 2n + 1} U {(us, uip1) | © € {1,2,....,n} la suma es tomada mod
2n 4+ 1} U {(ugn, ugn—1), (v2,v1), (Ugn,v1), (v1, us,)}, ver Figura 7.31. El
unico tridngulo dirigido de D,, es (vy,vs,Vop,v1) que tiene 2 flechas
simétricas, por lo tanto D, es una M-orientacion de G,. Sea T}, la
orientacién de G, tal que:
F(T,,) = {(ugn, v1) }U{(v1,v2), (v2, v1) U{(V2i41, vai), (Vaiy1, Vair) [ © €
{1,2,...,n} }U{(u2n—1, u2n), (t2n, Uan—1) U{ (w2, uzi—1), (ua;, ugiy1) |t €
{1,2,...,n — 1}} U {(uant1, u2n), (u2n+1,u1)}, la suma es tomada mod
2n 4+ 1, ver Figura 7.32. T,, es una orientacién pretransitiva derecha de
G, pues los pares de flechas adyacentes en donde se verifica que T es
pretransitiva derecha son:

para (g, v1), (v1,v2), tenemos (vq, v1) € F(D)
para (g, va), (v2,v1), tenemos (vy,ve) € F(D)
para (ug,—2,v2), (V2, Ugy,), tenemos (ug,, v2) € F(D)
para (us,_2,v3), (ve,v1), tenemos (vy,v9) € F(D)

para (vg,y1,v1), (v1,v2), tenemos (v, v1) € F(D)
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para (U1, Usp ), (Uzn, V2), tenemos (vq, usg,) € F(D)

para (Ugni1, Uon ), (Uzn, V1), tenemos (vq, usy,) € F(D)

para (vs, va), (v, v1), tenemos (vy,v2) € F(D)

para (vs, v2), (va, Ugy), tenemos (ugy,, v9) € F(D)

para (v, v2), (va, Ugy), tenemos (ugy,, v9) € F(D)

para (ve, uap,), (U2n,v1), tenemos (ve, v1) € F(D)

y es inmediato que Sim(T,) = Sim(D,,) pues las unicas dos flechas
simétricas de T),, asi como de D,, son (vy,vs2) v (vg,usmn). Por lo tanto

G, es una gréfica que no es perfecta y a la cual puede aplicarse el Teo-
rema 7.4 .

A" Uzn+1

Fig. 7.30. G,, es una grdfica que no es perfecta y a la cual puede
aplicarse el Teorema 7.4
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A" Uzn+1
Fig. 7.31. Una M-orientacion de G,

A" Uzn+1

Fig. 7.32. T, una orientacion de G,, que es pretransitiva derecha.
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