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I N T RODUCCI ÓN .

E s t e t r a b a jo ve r s a a c e r c a d e N ´u c le o s e n d ig r ´a fi c a s .
L o s n ´u c le o s e n d ig r ´a fi c a s fo r m a n p a r t e d e la t e o r ´ ıa d e g r ´a fi c a s , u n ´a r e a
d e la s m a t e m ´a t ic a s d o n d e p o d e m o s e n c o n t r a r d ive r s a s a p lic a c io n e s , lo
m is m o s e u s a la t e o r ´ ıa d e g r ´a fi c a s p a r a o b t e n e r c a m in o s ´o p t im o s p a r a
lo s t r a ye c t o s d e lin e a s d e a u t o b u s e s , c o m o e n t e o r ´ ıa d e r e d e s e n la c ie n -
c ia d e la c o m p u t a c ío n h a s t a e n la s c ie n c ia s s o c ia le s c o n e l s u r g im ie n t o
d e l c o n c e p t o d e r e d s o c ia l.

E n d ig r ´a fi c a s ( g r ´a fi c a s d ir ig id a s ) e xis t e u n c o n c e p t o r e le va n t e c o n o -
c id o c o m o n ´u c le o , in t r o d u c id o e n 1 9 4 4 p o r Jo h n vo n N e u m a n n y Os ka r
Mo r g e n s t e r n c o m o s o lu c i´o n a u n p r o b le m a d e t e o r ´ ıa d e ju e g o s . Co n
e s t e a n t e c e d e n t e b r e ve , e n t r o e n m a t e r ia : N ´u c le o s e n d ig r ´a fi c a s .
S i D e s u n a d ig r ´a fi c a , u n n ´u c le o N d e D e s u n s u b c o n ju n t o d e l c o n -
ju n t o d e v́e r t ic e s d e la d ig r ´a fi c a D, V ( D ) , t a l qu e n o h a y fl e c h a s e n t r e
c u a le s qu ie r a d o s v́e r t ic e s d e N y s i t o m a m o s u n v́e r t ic e v fu e r a d e N ,
e n t o n c e s h a y u n a fl e c h a d e s d e v h a c ia a lg ´u n v́e r t ic e e n N . E n la a c t u a li-
d a d u n o d e lo s p r o b le m a s qu e s e e s t u d ia n e s e l d e e s t a b le c e r c o n d ic io n e s
s u fi c ie n t e s p a r a qu e e xis t a u n n ´u c le o e n u n a d ig r ´a fi c a , e n t r e lo s t r a b a jo s
r e a liz a d o s d e s t a c a n lo s h e c h o s p o r R ic h a r d s o n [8 ], D u c h e t y Me yn ie l
[5 ], a s ´ ı c o m o H . Ga le a n a S . y V . N e u m a n n L . [7 ].

E n e s t e t r a b a jo s e p r e s e n t a n a lg u n o s r e s u lt a d o s s o b r e la e xis t e n c ia
d e n ´u c le o s e n d ig r ´a fi c a s qu e c o n t ie n e n d ig r ´a fi c a s p r e t r a n s it iva s iz qu ie r -
d a s o d e r e c h a s y qu e n o c o n t e n g a n t r a ye c t o r ia s in fi n it a s e xt e r io r e s o
in t e r io r e s .
S e p r e s e n t a t a m b íe n e l c o n c e p t o d e n ´u c le o p o r t r a ye c t o r ia s m o n o c r o -
m a t ic a s . A c o n t in u a c ío n e l e s qu e m a d e l t r a b a jo p r e s e n t e :

E n la s e c c ío n in ic ia l s e m u e s t r a n la s d e fi n ic io n e s b ´a s ic a s r e la c io n a d a s
c o n t e o r ´ ıa d e d ig r ´a fi c a s . L a s e c c ío n d o s c o n t in ´u a c o n la s d e fi n ic io n e s ,
p e r o s e in t r o d u c e e l c o n c e p t o d e c o n e xid a d y s u s d ife r e n t e s fo r m a s :
d ig r ´a fi c a c o n e xa , d ig r ´a fi c a u n ila t e r a l, d ig r a fi c a fu e r t e . D e ig u a l m o d o
s e p r e s e n t a e l c o n c e p t o d e c o n d e n s a c ío n d e u n a d ig r ´a fi c a .

A lo la r g o d e la t e r c e r a s e c c ío n s e p r e s e n t a e l c o n c e p t o d e n ´u c le o
d o n d e s e d e m u e s t r a qu e e n u n a d ig r ´a fi c a s im ´ e t r ic a , u n c o n ju n t o d e
v́e r t ic e s e s n ´u c le o d e D s i y s ´o lo s i S e s u n c o n ju n t o m ´a xim o p o r c o n -
t e n c i´o n c o n la p r o p ie d a d d e in d e p e n d ie n t e . D e ig u a l m a n e r a a p a r e c e
la d e m o s t r a c ío n d e qu e e n u n a d ig r ´a fi c a t r a n s it iva u n c o n ju n t o S e s u n
n ´u c le o s i y s ´o lo s i S e s u n c o n ju n t o m ´ ın im o c o n la p r o p ie d a d d e a b -
s o r b e n t e . E n la s e c c i´o n c u a t r o s e m u e s t r a qu e la s d ig r ´a fi c a s s im ´ e t r ic a s ,
la s t r a n s it iva s , la s qu e n o t ie n e n c ic lo s y la s d ig r ´a fi c a s qu e n o t ie n e n
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c ic lo s im p a r e s s o n d ig r ´a fi c a s n ´u c le o p e r fe c t a s , e s d e c ir , e xis t e u n n ´u c le o
p a r a t o d a d ig r ´a fi c a in d u c id a d e D.

P a r a la s e c c ío n c in c o r e s e r va m o s m o s t r a r la r e la c ío n e n t r e n ´u c le o s y
n ´u c le o s p o r t r a ye c t o r ia s m o n o c r o m ´a t ic a s h a c ie n d o u s o d e la c e r r a d u r a
d e D, C ( D ) , la c u a l s e d e fi n e c o m o la d ig r ´a fi c a c o n lo s m is m o s v́e r t ic e s
d e D y la s fl e c h a s d e D, ju n t o c o n la s fl e c h a s ( u, v ) t a l qu e h a y u n a
uv-t r a ye c t o r ia m o n o c r o m ´a t ic a c o n t e n id a e n D.

L a r e la c ío n e s t a d a d a p o r e l s ig u ie n t e r e s u lt a d o : S iD e s u n a d ig r ´a fi c a ,
e n t o n c e s D t ie n e u n n ´u c le o p o r t r a ye c t o r ia s m o n o c r o m ´a t ic a s ( t r a ye c -
t o r ia s c u ya s fl e c h a s e s t ´a n c o lo r e a d a s c o n u n s o lo c o lo r ) s i y s ´o lo s i C ( D )
t ie n e u n n ´u c le o .

E n la s s e c c io n e s s e is y s ie t e s e m u e s t r a n lo s r e s u lt a d o s c e n t r a le s d e
e s t e t r a b a jo , lo s c u a le s fu e r o n d e s c r it o s p o r H . Ga le a n a -S ´a n c h e z y R .
R o ja s Mo n r o y e n [1 0 ] y [1 1 ].

E n e s t a s s e c c io n e s fi n a le s s e a b o r d a n la s s ig u ie n t e s id e a s : s i D e s
u n a d ig r ´a fi c a y e xis t e n D1 y D2 s u b d ig r ´a fi c a s d e D t a le s qu e D1 e s u n a
d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva d e r e c h a ( p a r a c u a lqu ie r p a r d e fl e c h a s c o n s e c u -
t iva s ( u, v ) y ( v, w ) t e n e m o s qu e ( u, w ) ∈ F ( D ) o la fl e c h a d e r e c h a e s
s im ´ e t r ic a ) y D2 e s u n a d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva iz qu ie r d a ( p a r a c u a lqu ie r
p a r d e fl e c h a s c o n s e c u t iva s ( u, v ) y ( v, w ) t e n e m o s qu e ( u,w ) ∈ F ( D )
o la fl e c h a iz qu ie r d a e s s im ´ e t r ic a ) y n in g u n a d e la s d o s c o n t ie n e a lg u n a
t r a ye c t o r ia in fi n it a e xt e r io r o in t e r io r , e n t o n c e s D e s n ´u c le o -p e r fe c t a ,
e s t o e s : t o d a s u b d ig r ´a fi c a in d u c id a p o s e e u n n ´u c le o .

E l r e s u lt a d o d e la s e c c i´o n s ie t e e s e l s ig u ie n t e :
S e a G u n a g r ´a fi c a , y D u n a o r ie n t a c ío n d e Me yn ie l, s i e xis t e a lg u n a

o r ie n t a c ío n T d e G t a l qu e T e s u n a d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva iz qu ie r d a
o p r e t r a n s it iva d e r e c h a qu e n o t e n g a t r a ye c t o r ia s in fi n it a s in t e r io r e s n i
e xt e r io r e s t a l qu e la s fl e c h a s s im ´ e t r ic a s d e D s o n la s m is m a s fl e c h a s qu e
T t ie n e c o m o fl e c h a s s im ´ e t r ic a s , e n t o n c e s D t ie n e n ´u c le o .



1. Digr áficas.

E n e s t e c a p ´ ıt u lo in ic ia l d a r e m o s la s d e fi n ic io n e s b ´a s ic a s p a r a e n t e n -
d e r e l t e m a c o n e l o b je t ivo d e qu e e l le c t o r p u e d a le e r lo a u n qu e n o
h a ya t o m a d o u n c u r s o d e t e o r ´ ıa d e g r ´a fi c a s . Ta m b íe n m o s t r a r e m o s a l-
g u n o s r e s u lt a d o s e le m e n t a le s .

U n a g r áfic a dir ig ida o dig r áfic a D e s u n c o n ju n t o n o va c ´ ıo , fi n it o
d e o b je t o s qu e lla m a r ´ e m o s v́e r t ic e s V ju n t o c o n u n c o n ju n t o F ( p o s i-
b le m e n t e va c ´ ıo ) d e p a r e s o r d e n a d o s d e e le m e n t o s d is t in t o s d e V . V e s
lla m a d o e l c onju nto de v é r tic e s d e D, y c a d a e le m e n t o d e V e s u n
v é r tic e . Ca d a e le m e n t o d e F e s lla m a d o fl e c ha (o fl e c ha dir ig ida)
m ie n t r a s F m is m o e s e l c onju nto de fl e c has d e D. E n la Fig u r a 1 .1
la d ig r ´a fi c a D t ie n e V ( D ) = {u, v, w} y F ( D ) = { ( u, v ) , ( u, w ) , ( w, u ) }.
Y a qu e la s fl e c h a s s o n p a r e s o r d e n a d o s , n o t e qu e e s p o s ib le qu e ( u, v )
s e a u n a fl e c h a m ie n t r a s qu e ( v, u) n o lo s e a .

D a r e m o s t a m b íe n a lg u n a s d e fi n ic io n e s d e g r ´a fi c a s qu e s e r ´a n r e le -
va n t e s e n e s t e t r a b a jo . U n a g r áfic a e s u n a p a r e ja d e c o n ju n t o s G =
( V,A) , d o n d e V e s e l c onju nto de v é r tic e s , y A e s e l c onju nto de
ar is tas , e s t e ´u lt im o e s u n c o n ju n t o d e p a r e s d e la fo r m a ( u, v ) t a l qu e
u, v ∈ V , t a l qu e u �= v.

Fig. 1.1 Una digráfica

P a r a h a c e r ´ e n fa s is e n la d ig r ´a fi c a D, a lg u n a s ve c e s e s c r ib im o s V ( D )
y F ( D ) p a r a e l c o n ju n t o d e v́e r t ic e s y e l c o n ju n t o d e fl e c h a s d e D, e n
lu g a r d e V y F . A s ´ ı c o m o c o n g r ´a fi c a s , e l n ´u m e r o d e e le m e n t o s e n e l
c o n ju n t o V ( D ) e s e l or de n d e D m ie n t r a s la c a r d in a lid a d d e F ( D ) e s
e l tamaño d e D. P a r a c u a lqu ie r d ig r ´a fi c a D d e o r d e n p, e l t a m a ˜n o q
d e D s a t is fa c e la d e s ig u a ld a d
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0 6 q 6 2
(
p
2

)

= p2 − p

E s t a ig u a ld a d s e c u m p le p u e s s ie m p r e e s c ie r t o qu e 0 ≤ q y d a d o qu e
2
(
p
2

)

e s e l n ´u m e r o d e p a r e ja s d e v́e r t ic e s m u lt ip lic a d o p o r 2 o b t e n e m o s
e l n ´u m e r o t o t a l d e fl e c h a s qu e p u e d e h a b e r e n u n a d ig r ´a fi c a , y ´ e s t e e s
m a yo r o ig u a l a l o r d e n q d e u n a d ig r ´a fi c a .
U n a ( p, q ) -d ig r ´a fi c a t ie n e o r d e n p y t a m a ˜n o q.

S i a = ( u, v ) e s u n a fl e c h a d e u n a d ig r ´a fi c a D, e n t o n c e s a u ne u
hac ia v. D e c im o s qu e a e s inc ide nte de s de u e inc ide nte hac ia
v, m ie n t r a s u e s inc ide nte hac ia a y v e s inc ide nte de s de a. Ḿa s
a ´u n s i a = ( u, v ) e s u n a fl e c h a d e u n a d ig r ´a fi c a D, d e c im o s qu e u e s
ady ac e nte hac ia v y v e s ady ac e nte de s de u. E n la d ig r ´a fi c a D
d e la Fig u r a 1 .1 , e l v́e r t ic e u e s a d ya c e n t e h a c ia e l v́e r t ic e v, p e r o v n o
e s a d ya c e n t e h a c ia u. D o s v́e r t ic e s u y v d e u n a d ig r ´a fi c a D s o n no
ady ac e nte s s i u e s n o a d ya c e n t e d e s d e v, n i a d ya c e n t e h a c ia v e n D.

S i a = ( u, v ) y b = ( v, w ) s o n fl e c h a s d e u n a d ig r ´a fi c a D, e n t o n c e s
la fl e c h a a e s ady ac e nte hac ia la fl e c h a b m ie n t r a s b e s ady ac e nte
de s de a.

E l e xg r ado, exg ( v ) , d e u n v́e r t ic e e n u n a d ig r ´a fi c a D e s e l n ´u m e r o
d e v́e r t ic e s d e D qu e s o n a d ya c e n t e s d e s d e v. E l ing r ado, ing ( v ) , d e
v e s e l n ´u m e r o d e v́e r t ic e s d e D a d ya c e n t e s h a c ia v. E l g r ado, gr ( v ) ,
d e u n v́e r t ic e v e n D e s t ´a d e fi n id o c o m o s ig u e :

gr ( v ) = exg ( v ) + ing ( v ) .

E n la d ig r ´a fi c a D d e la Fig u r a 1 .1 exg ( u ) = 2 , ing ( u ) = exg ( w )
= ing ( w ) = ing ( v ) = 1 , m ie n t r a s qu e exg ( v ) = 0 . P a r a la m is m a
d ig r ´a fi c a , gr ( u ) = 3 , gr ( w ) = 2 y gr ( v ) = 1 .

1.1 T eor ema. Si D es una digráfica de orden p y tamaño q con
V(D )= {v1, v2,...., vp } , entonces

p
∑

i=1

exg ( vi ) =

p
∑

i=1

ing ( vi ) = q.

P r ueba: Cu a n d o lo s e xg r a d o s d e lo s v́e r t ic e s s o n s u m a d o s , c a d a
fl e c h a e s c o n t a d a u n a ve z , p u e s c a d a fl e c h a e s in c id e n t e d e s d e e xa c -
t a m e n t e u n v́e r t ic e . Cu a n d o lo s in g r a d o s s o n s u m a d o s , u n a fl e c h a e s
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c o n t a d a ju s t o u n a ve z p u e s c a d a fl e c h a e s in c id e n t e a u n s ´o lo v́e r t ic e .†

U n a d ig r ´a fi c a D1 e s is omor fa a u n a d ig r ´a fi c a D2 ( lo d e n o t a m o s
p o r D1

∼= D2 ) s i e xis t e u n a fu n c ío n b iye c t iva Φ, lla m a d a u n is o-
mor fis mo, d e V ( D1 ) e n V ( D2 ) t a l qu e ( u, v ) ∈ F ( D1 ) s i y s ´o lo s i
( Φ( u) ,Φ( v ) ) ∈ F ( D2 ) .

1.2 P r oposición. L a relación ”isomorfo a” es una relación de
equivalencia en el conjunto de digráficas.

P r ueba:

i ) R e fl e xivid a d . S e a D u n a d ig r ´a fi c a , e n t o n c e s la fu n c ío n id e n t id a d
Id ( v ) d e V ( D ) e n V ( D ) e s b iye c t iva y c u m p le qu e ( u, v ) ∈ F ( D ) s i y
s ´o lo s i ( Id ( u) , Id( v ) ) = ( u, v ) ∈ F ( D ) .

ii) S im e t r ´ ıa . S e a n D1 y D2 d ig r ´a fi c a s t a le s qu e D1
∼= D2, e n t o n c e s

e xis t e Φ fu n c ío n b iye c t iva d e V ( D1 ) e n V ( D2 ) t a l qu e ( u, v ) ∈ F ( D ) s i
y s ´o lo s i ( Φ( u) ,Φ( v ) ) ∈ F ( D2 ) . Co m o Φ e s b iye c t iva , e xis t e la fu n c ío n
in ve r s a d e Φ, Φ−1 qu e va d e V ( D2 ) e n V ( D1 ) y qu e e s b iye c t iva p o r lo
qu e ( u, v ) ∈ F ( D2 ) s i y s ´o lo s i e xis t e n ´u n ic o s u1, v1 ∈ V ( D1 ) t a l qu e
Φ( u1 ) = u,Φ( v1 ) = v y ( u, v ) ∈ F ( D1 ) , p o r lo t a n t o ( Φ−1 ( u) ,Φ−1 ( v ) ) ∈
F ( D1 ) s i y s ´o lo s i ( u, v ) ∈ F ( D2 ) .

iii) Tr a n s it ivid a d . S e a n D1, D2 y D3 d ig r ´a fi c a s t a le s qu e D1
∼= D2

y D2
∼= D3, e n t o n c e s e xis t e n Φ, fu n c ío n b iye c t iva , qu e va d e V ( D1 ) e n

V ( D2 ) t a l qu e ( u, v ) ∈ F ( D1 ) s i y s ´o lo s i ( Φ( u ) ,Φ( v ) ) ∈ F ( D2 ) y Ψ,
fu n c ío n b iye c t iva , qu e va d e V ( D2 ) e n V ( D3 ) t a l qu e ( w, x ) ∈ F ( D2 ) s i
y s ´o lo s i ( Ψ( w ) ,Ψ( x) ) ∈ F ( D3 ) . S e a Θ = Ψ◦Φ. Θ e s u n a fu n c ío n b iye c -
t iva , qu e va d e V ( D1 ) e n V ( D3 ) . E n t o n c e s , ( u, v ) ∈ F ( D1 ) s i y s ´o lo s i
( Φ( u) ,Φ( v ) ) ∈ F ( D2 ) s i y s ´o lo s i ( Ψ( Φ( u) ) ,Ψ( Φ( v ) ) ) = ( Θ( u) ,Θ( v ) ) ∈
F ( D3 ) . P o r lo t a n t o D1

∼= D3.†

A s ´ ı, e s t a r e la c ío n p a r t e e l c o n ju n t o d e t o d a s la s d ig r ´a fi c a s e n c la s e s
d e e qu iva le n c ia ; d o s d ig r ´a fi c a s n o s o n is omor fas s i p e r t e n e c e n a d ife -
r e n t e s c la s e s d e e qu iva le n c ia .

E xis t e s ´o lo u n a ( 1 , 0 ) d ig r ´a fi c a ( s a lvo is o m o r fi s m o ) ; ´ e s t a e s la d ig r ´a fi c a
tr iv ial . A d e m ´a s , h a y s ´o lo u n a ( 2 ,0 ) , ( 2 ,1 ) y ( 2 ,2 ) d ig r ´a fi c a ( s a lvo is o -
m o r fi s m o ) . H a y c u a t r o ( 3 ,3 ) d ig r ´a fi c a s y s e m u e s t r a n e n la Fig u r a 1 .2
.
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D o s d ig r ´a fi c a s D1 y D2 s o n idé ntic as y lo e s c r ib im o s D1 = D2,
s i V ( D1 ) = V ( D2 ) y F ( D1 ) = F ( D2 ) . D o s d ig r ´a fi c a s id ´ e n t ic a s s o n
is o m o r fa s , s in e m b a r g o d o s d ig r ´a fi c a s is o m o r fa s n o s o n n e c e s a r ia m e n t e
id ´ e n t ic a s . L a s d ig r ´a fi c a s d e la Fig u r a 1 .3 s o n is o m o r fa s p e r o n o id ´ e n t ic a s .

Fig. 1.2 L as cuatro ( 3 , 3 ) digráficas.

Fig. 1.3 D igráficas isomorfas pero no idénticas.

U n a d ig r ´a fi c a D1 e s u n a s u b dig r áfic a d e u n a d ig r ´a fi c a D s i V ( D1 )
⊆ V ( D ) y F ( D1 ) ⊆ F ( D ) . Cu a lqu ie r d ig r ´a fi c a is o m o r fa a u n a s u b -
d ig r ´a fi c a d e D e s , t a m b íe n , lla m a d a u n a s u b dig r áfic a d e D. E s c r ib i-
m o s D1 ⊆ D p a r a in d ic a r qu e D1 e s u n a s u b d ig r ´a fi c a d e D. U n a
s u d ig r ´a fi c a D1 d e D e s u n a s u b dig r áfic a g e ne r ador a d e D s i D1

t ie n e e l m is m o o r d e n qu e D.

S i D e s u n a d ig r ´a fi c a n o t r ivia l y u ∈ V ( D ) , e n t o n c e s D - u e s la
d ig r ´a fi c a c o n c o n ju n t o d e v́e r t ic e s V ( D ) - {u} y c u ya s fl e c h a s s o n t o d a s
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a qu e lla s d e D qu e n o s o n in c id e n t e s d e s d e v o h a c ia v, d e la m is m a
fo r m a s e d e fi n e D - U c u a n d o U e s u n s u b c o n ju n t o d e v́e r t ic e s d e V ( D ) .
S i a∈F ( D ) , e n t o n c e s D−a e s la s u b d ig r ´a fi c a c o n c o n ju n t o d e v́e r t ic e s
V ( D ) y c o n ju n t o d e fl e c h a s F ( D ) −{a}, a n ´a lo g a m e n t e s e d e fi n e D - A
d o n d e A e s u n s u b c o n ju n t o d e F .

S i D e s u n a d ig r ´a fi c a t a l qu e u, v ∈ V ( D ) y ( u, v ) /∈ F ( D ) , e n t o n c e s
la d ig r ´a fi c a D + a, d o n d e a = ( u, v ) , t ie n e c o n ju n t o d e v́e r t ic e s V ( D )
y c o n ju n t o d e fl e c h a s F ( D ) ∪ {a}.

S i U e s u n s u b c o n ju n t o n o va c ´ ıo d e l c o n ju n t o d e v́e r t ic e s d e u n a
d ig r ´a fi c a D e n t o n c e s la s u b dig r áfic a indu c ida por U d e D, la c u a l
s e d e n o t a p o r D[U ], e s la d ig r ´a fi c a c o n c o n ju n t o d e v́e r t ic e s U y c u yo
c o n ju n t o d e fl e c h a s c o n s is t e d e t o d a s a qu e lla s fl e c h a s d e D qu e u n e n
v́e r t ic e s d e U . U n a s u b d ig r ´a fi c a D1 s e d ic e qu e e s indu c ida , y la d e n o -

t a m o s p o r D1

∗

⊆ D, s i D1
∼= D[U ] p a r a a lg ´u n s u b c o n ju n t o U d e V ( D ) .

S i E e s u n s u b c o n ju n t o n o va c ´ ıo d e F ( D ) , e n t o n c e s la s u b d ig r ´a fi c a
D[E] fl e c ha indu c ida por E, e s a qu e lla d ig r ´a fi c a c u yo c o n ju n t o d e
v́e r t ic e s c o n s is t e d e a qu e llo s v́e r t ic e s d e D in c id e n t e s h a c ia , o d e s d e a l
m e n o s u n a fl e c h a d e E y c u yo c o n ju n t o d e fl e c h a s e s E. A s ´ ı c o m o c o n
g r ´a fi c a s , c u a lqu ie r s u b d ig r ´a fi c a in d u c id a d e u n a d ig r ´a fi c a D p u e d e s e r
o b t e n id a qu it a n d o u n c o n ju n t o d e v́e r t ic e s y la s fl e c h a s a d ya c e n t e s a
´ e s t o s , o fl e c h a in d u c id a qu it a n d o u n c o n ju n t o d e fl e c h a s . Ilu s t r a m o s
e s t a s id e a s e n la Fig u r a 1 .4 p a r a la d ig r ´a fi c a D, d o n d e

V ( D ) = {u, v, w, x}, U = {u, v, w} y F = { ( u, v ) , ( v, x ) }

Fig. 1.4 Subdigráficas inducidas y flecha inducidas.
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A h o r a c o n s id e r a m o s c ie r t o s t ip o s d e d ig r ´a fi c a s qu e a p a r e c e r ´a n c o n
r e g u la r id a d e n n u e s t r a s d is c u s io n e s .

U n a d ig r ´a fi c a D e s lla m a d a s imé tr ic a s i s ie m p r e qu e ( u, v ) e s u n a
fl e c h a d e D, e n t o n c e s t a m b íe n lo e s ( v, u) . H a y u n a c o r r e s p o n d e n c ia
b iye c t iva e n t r e e l c o n ju n t o d e d ig r ´a fi c a s s im ´ e t r ic a s y e l c o n ju n t o d e
g r ´a fi c a s : a c a d a d ig r ´a fi c a s im ´ e t r ic a D le a s ig n a m o s la g r ´a fi c a qu e r e -
s u lt a d e r e e m p la z a r e l p a r d e fl e c h a s ( u, v ) y ( v, u) p o r la a r is t a ( u, v ) .
U n a d ig r ´a fi c a D e s lla m a d a as imé tr ic a u or ie ntada s i s ie m p r e qu e
( u, v ) e s u n a fl e c h a d e D, e n t o n c e s ( v, u ) n o e s u n a fl e c h a d e D. S e
d ic e qu e u n a fl e c h a ( u, v ) ∈ F ( D ) e s as imé tr ic a ( r e s p . s imé tr ic a )
s i ( v, u) �∈ F ( D ) ( r e s p . ( v, u ) ∈ F ( D ) ) . E n t o n c e s , u n a d ig r ´a fi c a o r ie n -
t a d a D p u e d e s e r o b t e n id a d e u n a g r ´a fi c a G a s ig n a n d o u n a d ir e c c ío n
( u o r ie n t a n d o ) a c a d a a r is t a d e G, t r a n s fo r m a n d o c a d a a r is t a d e G e n
u n a fl e c h a y t r a n s fo r m a n d o G m is m a e n u n a d ig r ´a fi c a a s im ´ e t r ic a ; D
t a m b íe n e s lla m a d a u n a or ie ntac ión d e G. L a d ig r ´a fi c a D1 d e la
Fig u r a 1 .5 e s s im ´ e t r ic a , m ie n t r a s qu e D2 e s a s im ´ e t r ic a ; la d ig r ´a fi c a D3

n o t ie n e n in g u n a d e la s d o s p r o p ie d a d e s .

Fig. 1.5 D1 es una digráfica simétrica, D2 es asimétrica y D3 no
posee ninguna de las dos propiedades.

U n a d ig r ´a fi c a D e s lla m a d a c omple ta s i p a r a c u a le s qu ie r a d o s
v́e r t ic e s d is t in t o s u y v d e D, a l m e n o s u n a d e la s fl e c h a s ( u, v ) o
( v, u) e s t ´a e n D. L a dig r áfic a c omple ta s imé tr ic a d e o r d e n p t ie n e
a m b a s fl e c h a s : ( u, v ) y ( v, u ) p a r a c u a le s qu ie r a u y v e n V ( D ) y e s
d e n o t a d a p o r Kp. A s ´ ı, Kp t ie n e t a m a ˜n o p( p− 1 ) y exg ( v ) = ing ( v ) =
p− 1 p a r a c u a lqu ie r v́e r t ic e v d e D. L a s d ig r ´a fi c a s K1, K2, K3 y K4 s e
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m u e s t r a n e n la Fig u r a 1 .6 .

Fig. 1.6 D igráficas simétricas completas.

U n a d ig r ´a fi c a a s im ´ e t r ic a c o m p le t a e s lla m a d a u n tor ne o.

U n a d ig r ´a fi c a D e s lla m a d a r e g u lar de g r ado r o r -r e g u lar s i
exg ( v ) = ing ( v ) = r p a r a t o d o v́e r t ic e v d e D. L a d ig r ´a fi c a Kp e s
( p − 1 ) -r e g u la r . U n a d ig r ´a fi c a 1 -r e g u la r D1 y u n a d ig r ´a fi c a 2 -r e g u la r
D2 s e m u e s t r a n e n la Fig u r a 1 .7 . L a d ig r ´a fi c a D2 e s u n t o r n e o .

Fig. 1.7 D igráficas regulares.

P o r ´u lt im o d a r e m o s la d e fi n ic ío n d e d ig r ´a fi c a t r a n s it iva . D ir e m o s qu e
D e s u n a dig r áfic a tr ans itiv a s i s ie m p r e qu e ( u, v ) , ( v, w ) ∈ F ( D ) ,
e n t o n c e s ( u,w ) ∈ F ( D ) .
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2. Digr áficas conexas y disconexas.

E n e s t a s e c c i´o n c o n t in u a m o s c o n d e fi n ic io n e s r e la c io n a d a s c o n e l c o n -
c e p t o d e c o n e xid a d y s u s d ife r e n t e s fo r m a s c o m o s o n u n ila t e r a lm e n t e
c o n e xa o fu e r t e m e n t e c o n e xa , a s ´ ı c o m o e l c o n c e p t o d e c o n d e s a c ío n d e
u n a d ig r ´a fi c a , u n a d ig r ´a fi c a qu e r e p r e s e n t a la s p r o p ie d a d e s d e c o n e xi-
d a d d e u n a d ig r ´a fi c a d a d a . P r e s e n t a m o s u n r e s u lt a d o , e l T eor ema
2.5, qu e m u e s t r a qu e la c o n d e n s a c ío n d e t o d a d ig r ´a fi c a e s a c ´ ıc lic a y e l
T eor ema 2.6 qu e m u e s t r a la r e la c ío n e n t r e u n a d ig r ´a fi c a D y s u c o n -
d e n s a c ío n D * e n t o r n o a la s d ife r e n t e s fo r m a s d e c o n e xid a d , u n ila t e r a l,
fu e r t e o d is c o n e xid a d .

S e a n u y v v́e r t ic e s ( n o n e c e s a r ia m e n t e d is t in t o s ) d e u n a d ig r ´a fi c a D.
E n t e n d e m o s p o r u n uv-s e mic amino d e D

u = u0, a1, u1, a2, ...., un−1, an, un = v ( e c 2 .1 )

u n a s u c e s ío n fi n it a , a lt e r n a n t e d e v́e r t ic e s y fl e c h a s , e m p e z a n d o c o n e l
v́e r t ic e u = u0 y t e r m in a n d o c o n e l v́e r t ic e v = un, t a l qu e ai = ( ui−1, ui )
o ai = ( ui, ui−1 ) p a r a c a d a i = 1 , 2 , 3 , ...n. E l n ´u m e r o n ( e l n ´u m e r o d e
o c u r r e n c ia s d e la s fl e c h a s ) s e lla m a la long itu d de l s e mic amino.

S i ai = ( ui−1, ui ) p a r a c a d a i, c o n i = 1 , 2 , ..., n, e n ( e c 2 .1 ) , e n t o n c e s
la s u c e s ío n ( e c 2 .1 ) e s lla m a d a u n uv-camino. S i ( e c 2 .1 ) e s u n uv-
c a m in o , e n t o n c e s s ´o lo e n lis t a m o s lo s v́e r t ic e s p u e s la s fl e c h a s s o n d is t in -
g u ib le s . D o s uv-c a m in o s u = u0, u1, ..., un = v y u = v0, v1, ..., vm = v
s o n ig u ale s s i n = m y ui = vi p a r a 0 ≤ i ≤ n; d e o t r a fo r m a s o n
dife r e nte s . E n c a m in o s y s e m ic a m in o s p u e d e h a b e r r e p e t ic ío n d e
v́e r t ic e s y fl e c h a s .

U n uv-c a m in o e s c e r r ado s i u = v o ab ie r to s i u �= v. U n uv-pas e o
e s u n uv-c a m in o e n e l qu e n in g u n a fl e c h a s e r e p it e , u n a uv-tr ay e c tor ia
e s u n uv-c a m in o e n e l qu e n in g ´u n v́e r t ic e s e r e p it e . E n la d ig r ´a fi c a D
d e la Fig u r a 2 .1 t e n e m o s qu e W1 : v1, ( v1, v2 ) , v2, ( v4, v2 ) , v4, ( v3, v4 ) , v3,
( v3, v2 ) , v2, ( v2, v5 ) , v5 e s u n v1v5 s e m ic a m in o qu e n o e s u n v1v5 c a m in o ,
W2 : v1, v2, v3, v4, v2, v5 e s u n v1v5-p a s e o qu e n o e s u n a v1v5-t r a ye c t o r ia
y W3 : v1, v2, v5 e s u n a v1v5-t r a ye c t o r ia .
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Fig. 2.1 Semicaminos, caminos, paseos y trayectorias.

S i P e s u n a uv-t r a ye c t o r ia , e n t o n c e s lo s v́e r t ic e s d e P d is t in t o s d e u y
v s o n lo s v é r tic e s inte r nos d e P .

E s o b vio qu e c u a lqu ie r uv-t r a ye c t o r ia e s t a m b íe n u n uv-c a m in o p e r o
n o in ve r s a m e n t e .

2.1 T eor ema. Todo uv-camino en una digráfica contiene una uv-
trayectoria.

P r ueba: H a r e m o s la p r u e b a p o r in d u c c ío n s o b r e e l n ´u m e r o d e
v́e r t ic e s d e u n uv-c a m in o . P a r a n = 1 , s e a C1 = ( u1 ) u n u1u1-
c a m in o , e s c la r o qu e C1 p o s e e u n a u1u1-t r a ye c t o r ia . S e a Cn = ( u1 =
u, u2, u3, ...un = v ) u n uv-c a m in o qu e p o s e e n v́e r t ic e s . Cn−1 = ( u1 =
u, u2, u3, ..., un−1 ) e s u n uun−1 c a m in o qu e p o s e e n − 1 v́e r t ic e s , p o r
h ip ´o t e s is d e in d u c c ío n ´ e s t e p o s e e u n a uun−1-t r a ye c t o r ia T = ( u =
v1, v2, ..., vm = un−1 ) . E n t o n c e s la t r a ye c t o r ia T s e g u id a d e la fl e c h a
( un−1, un ) e s u n uv-c a m in o d e lo n g it u d n qu e a lo m ´a s r e p it e a l v́e r t ic e
un = v. S u p o n g a m o s qu e vi e s e l v́e r t ic e d e T qu e s e r e p it e a l a g r e g a r
la fl e c h a a T , e n t o n c e s vi = v y p o r lo t a n t o ( u = v1, v2, ..., vi−1, vi = v )
e s u n a uv-t r a ye c t o r ia .†

L a s u b d ig r ´a fi c a d e u n a d ig r ´a fi c a D in d u c id a p o r la s fl e c h a s d e u n
p a s e o o t r a ye c t o r ia t a m b íe n e s lla m a d o p a s e o o t r a ye c t o r ia d e D. U n a
d ig r ´a fi c a d e o r d e n n qu e e s u n a t r a ye c t o r ia s e d e n o t a p o r Pn.

H a y u n a va r ie d a d d e fo r m a s e n la s qu e u n a d ig r ´a fi c a p u e d e s e r
c o n e xa .
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U n v́e r t ic e u s e d ic e qu e e s tá c one c tado c on u n v́e r t ic e v e n u n a
d ig r ´a fi c a D s i e xis t e u n uv-s e m ic a m in o ( o , e qu iva le n t e m e n t e , u n vu-
s e m ic a m in o ) e n D. S e d ic e qu e u n a d ig r ´a fi c a D e s dé b ilme nte c one xa
o s im p le m e n t e c one xa s i c u a le s qu ie r a d o s d e s u s v́e r t ic e s e s t ´a n c o n e c -
t a d o s . U n a d ig r ´a fi c a qu e n o e s c o n e xa e s dis c one xa .

2.2 P r oposición. L a relación ”está conectado con” es una relación
de equivalencia en el conjunto de vértices de una digráfica D.

P r ueba: S e a D u n a d ig r ´a fi c a .
i) R e fl e xivid a d . S i v e s u n v́e r t ic e d e D, e l c a m in o t r ivia l c o n e c t a a v
c o n v.
ii) S im e t r ´ ıa . S i u, v ∈ V ( D ) s o n t a le s qu e u e s t ´a c o n e c t a d o c o n v, e n -
t o n c e s e xis t e u n uv-s e m ic a m in o , p o r lo qu e v t a m b íe n e s t ´a c o n e c t a d o
c o n u.
iii) Tr a n s it ivid a d . S i u, v, w ∈ V ( D ) s o n t a le s qu e u e s t ´a c o n e c t a d o c o n
v y v e s t ´a c o n e c t a d o c o n w, e n t o n c e s e xis t e u n uv-s e m ic a m in o W1 e n
D y u n vw-s e m ic a m in o W2 e n D, p o r lo qu e e l c a m in o W1 s e g u id o d e
e l s e m ic a m in o W2 fo r m a n u n uw-s e m ic a m in o . P o r lo t a n t o la r e la c ío n
d e s c r it a e s d e e qu iva le n c ia .†

L a s u b d ig r ´a fi c a in d u c id a p o r u n a d e la s c la s e s d e e qu iva le n c ia r e s u l-
t a n t e s e s lla m a d a c ompone nte c one xa o c ompone nte d e D.

S e d ic e qu e u n v́e r t ic e v e s alcanzable d e s d e u n v́e r t ic e u e n u n a
d ig r ´a fi c a D s i D c o n t ie n e u n uv-c a m in o , o e qu iva le n t e m e n t e , u n a uv-
t r a ye c t o r ia ( p o r e l teor ema 2.1) . L a d ig r ´a fi c a D e s lla m a d a u nila-
te r alme nte c one xa o s im p le m e n t e u nilate r al s i p a r a c u a le s qu ie r a
d o s v́e r t ic e s d is t in t o s d e D, a l m e n o s u n o d e e llo s e s a lc a n z a b le d e s d e
e l o t r o .

S e d ic e qu e u n a d ig r ´a fi c a D e s fu e r te me nte c one xa o s ´o lo fu e r te
s i p a r a c u a le s qu ie r a d o s v́e r t ic e s d is t in t o s d e D, c a d a v́e r t ic e e s a lc a n z a -
b le d e s d e e l o t r o , t a m b íe n d e c im o s qu e u n a d ig r ´a fi c a e s fu e r te me nte
dis c one xa s i n o e s fu e r t e m e n t e c o n e xa . E n t o n c e s , t o d a d ig r ´a fi c a
fu e r t e e s u n ila t e r a l y t o d a d ig r ´a fi c a u n ila t e r a l e s c o n e xa . L a s d ig r ´a fi c a s
D1, D2, D3 y D4 d e la Fig u r a 2 .2 s o n d is c o n e xa , c o n e xa , u n ila t e r a l y
fu e r t e , r e s p e c t iva m e n t e , y c a d a u n a d e ´ e s t a s p r o p ie d a d e s d e c o n e xid a d
e s m ´a xim a e n la d ig r ´a fi c a c o r r e s p o n d ie n t e , e s d e c ir D1 e s d is c o n e xa y
n o e s c o n e xa , n i u n ila t e r a l, n i fu e r t e , la d ig r ´a fi c a D2 e s c o n e xa p e r o n o
e s u n ila t e r a l n i fu e r t e , la d ig r ´a fi c a D3 e s u n ila t e r a l p e r o n o fu e r t e , p o r
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´u lt im o la d ig r ´a fi c a D4 e s fu e r t e .

Fig. 2.2 D igráficas disconexa, conexa, unilateral y fuerte.

2.3 T eor ema.
(a) Una digráfica es conexa si y sólo si contiene un semicamino ge-
nerador.
(b) Una digráfica es unilateral si y sólo si contiene un camino gene-
rador.
(c) Una digráfica es fuerte si y sólo si contiene un camino generador
cerrado.

P r ueba: ( a ) S e a D u n a d ig r ´a fi c a qu e c o n t ie n e u n s e m ic a m in o g e -
n e r a d o r W , y s e a n u y v c u a le s qu ie r a d o s v́e r t ic e s d is t in t o s d e D. Co m o
W c o n t ie n e t o d o s lo s v́e r t ic e s d e D, lo s v́e r t ic e s u y v a p a r e c e n e n W .
L a p a r t e d e W e n t r e u n a a p a r ic ío n d e u y u n a a p a r ic ío n d e v e s u n
uv-s e m ic a m in o ( o vu-s e m ic a m in o ) d e D. Co m o u y v s o n a r b it r a r io s ,
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D e s c o n e xa .

In ve r s a m e n t e , s e a D u n a d ig r ´a fi c a c o n e xa c o n V ( D ) = {v1, v2, ...vp}.
A s ´ ı, D c o n t ie n e u n vivi+1-s e m ic a m in o Wi p a r a i = 1 , 2 , ..., p− 1 . D a d o s
d o s s e m ic a m in o s c o n s e c u t ivo s c o m o Wi, Wi+1 ´ e s t o s s e in t e r s e c t a n e n
e l v́e r t ic e vi+1, e n t o n c e s p o d e m o s u n ir e s t o s s e m ic a m in o s p a r a o b t e n e r
u n s e m ic a m in o qu e va ya d e s d e v1, h a s t a v2, c o n t in ´u e h a s t a v3, lu e g o
h a s t a v4 y a s ´ ı s u c e s iva m e n t e h a s t a vp y o b t e n e r u n v1vp-s e m ic a m in o
qu e c o n t ie n e t o d o s lo s v́e r t ic e s d e D, c o m p le t a n d o la p r u e b a d e ( a ) .

( b ) S e a D u n a d ig r ´a fi c a qu e c o n t ie n e u n c a m in o g e n e r a d o r W =
( v1, v2, ...vp ) , e n t o n c e s p a r a c u a le s qu ie r a d o s v́e r t ic e s u, v ∈ V ( D ) , s e
t ie n e qu e u, v ∈ V ( W ) y u = vi, v = vj s u p o n g a m o s s in p e r d id a d e
g e n e r a lid a d qu e i ≤ j, e n t o n c e s e n W h a y u n c a m in o qu e va d e s d e
vi h a s t a vj , p o r lo qu e v e s a lc a n z a b le d e s d e u y p o r lo t a n t o D e s
u n ila t e r a l.

P a r a e l r e g r e s o , s u p o n g a m o s qu e D e s u n a d ig r ´a fi c a u n ila t e r a l. S e a
W u n c a m in o e n D qu e c o n t ie n e e l m ´a xim o n ´u m e r o d e v́e r t ic e s d is t in -
t o s ; s u p o n g a m o s qu e W e s u n w1w2-c a m in o . S i W n o e s u n c a m in o
g e n e r a d o r , e n t o n c e s e xis t e a lg ´u n v́e r t ic e v d e D qu e n o p e r t e n e c e a W .
P o r la p r o p ie d a d d e W d e s e r m ´a xim o n o e xis t e u n vw1-c a m in o V1, d e
e xis t ir V − 1 , la u n ío n d e V1 s e g u id o d e W n o s d a r ´ ıa u n c a m in o qu e
c o n t ie n e m ´a s v́e r t ic e s qu e W , p o r la m is m a r a z ´o n t a m p o c o e xis t e u n
w2v-c a m in o e n D ( V e r Fig u r a 2 .3 ) .

Fig. 2.3 F igura para la prueba de (b).
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Co m o D n o c o n t ie n e u n vw1-c a m in o y D e s u n ila t e r a l, D c o n t ie n e
u n w1v-c a m in o . W e s u n a s u c e s ío n d e v́e r t ic e s d o n d e w1 e s e l p r im e r
v́e r t ic e d e W t a l qu e h a y u n w1v-c a m in o , s e a u e l ´u lt im o v́e r t ic e d e
W p a r a e l qu e e xis t e u n uv-c a m in o e n D, ( u �= w2 p u e s n o h a y u n
w2v-c a m in o ) y s e a W1 u n uv-c a m in o . N o t e qu e c o m o W e s u n c a m in o
e n t o n c e s p u e d e r e p e t ir ve r t ic e s , p o r lo t a n t o , e l v́e r t ic e u p o d r ´ ıa a p a r e -
c e r m ´a s d e u n a ve z e n W . S e a w e l v́e r t ic e qu e s ig u e la ´u lt im a a p a r ic ío n
d e u e n W , e l c u a l e xis t e p u e s u �= w2, e n t o n c e s n o e xis t e u n wv-c a m in o
e n D p o r la e le c c ío n d e u. P u e s t o qu e D e s u n ila t e r a l, e xis t e u n vw-
c a m in o W2 e n D. Co n s id e r a n d o la s u c e s ío n d e v́e r t ic e s W e m p e z a n d o
p o r w1 y s ig u ie n d o h a s t a la ´u lt im a a p a r ic ío n d e u e n W , a c o n t in u a -
c ío n p o r W1, s ig u ie n d o p o r W2 h a s t a w y fi n a lm e n t e p o r W h a s t a w2

p r o d u c im o s u n w1w2-c a m in o c o n m ´a s v́e r t ic e s qu e W , lo c u ´a l e s u n a
c o n t r a d ic c ío n . P o r lo qu e W e s u n c a m in o g e n e r a d o r d e D, c o m p le -
t a n d o a s ´ ı la p r u e b a d e ( b ) .

( c ) S e a D u n a d ig r ´a fi c a qu e c o n t ie n e u n c a m in o g e n e r a d o r c e r r a d o ,
c o m o vim o s e n la p r u e b a a n t e r io r p a r a c u a lqu ie r p a r d e v́e r t ic e s u, v ∈
V ( D ) , v e s a lc a n z a b le d e s d e u, c o m o e l c a m in o e s c e r r a d o t a m b íe n s e
c u m p le qu e u e s a lc a n z a b le d e s d e v y p o r lo t a n t o D e s fu e r t e .
S u p o n g a m o s qu e D e s u n a d ig r ´a fi c a fu e r t e . Co m o D e s fu e r t e , t a m b íe n
e s u n ila t e r a l, lu e g o p o r ( b ) , D c o n t ie n e u n uv-c a m in o g e n e r a d o r p a r a
u y v v́e r t ic e s d e D. S i u=v, la p r u e b a e s t ´a c o m p le t a . S u p o n g a m o s
e n t o n c e s qu e u �= v . Co m o D e s fu e r t e , D c o n t ie n e u n a vu-t r a ye c t o r ia
P . E n t o n c e s e l c a m in o W s e g u id o p o r la t r a ye c t o r ia P p r o d u c e u n
uv-c a m in o g e n e r a d o r c e r r a d o , c o m p le t a n d o la p r u e b a .†

L la m a m o s c ir c u ito d e D a u n p a s e o c e r r a d o n o t r ivia l d e u n a
d ig r ´a fi c a D. U n c ir c u it o v1, v2, ..., vn, v1, n ≥ 2 , c u yo s n v́e r t ic e s vi
s o n d is t in t o s e s lla m a d o u n c ic lo d e D. S i u n a d ig r ´a fi c a D n o c o n -
t ie n e c ic lo s , e s ac ı́c lic a . E n la d ig r ´a fi c a D1 d e la Fig u r a 2 .4 , C1 :
v1, v3, v4, v3, v2, v1 e s u n c ir c u it o qu e n o e s u n c ic lo , m ie n t r a s qu e C2 :
v1, v3, v2, v1 e s u n c ic lo d e D1. L a d ig r ´a fi c a D2 d e la Fig u r a 2 .4 e s
a c ´ ıc lic a .

A s ´ ı c o m o c o n p a s e o s y t r a ye c t o r ia s , la s u b d ig r ´a fi c a d e u n a d ig r ´a fi c a
D in d u c id a p o r la s fl e c h a s d e u n c ir c u it o o c ic lo s o n t a m b íe n r e fe r id a s
c o m o c ir c u it o o c ic lo d e D. U n c ic lo d e lo n g it u d n e s u n n- c ic lo; a u n
3 -c ic lo lo lla m a m o s t r ía n g u lo . U n a d ig r ´a fi c a d e o r d e n n( ≥ 2 ) qu e e s u n
c ic lo e s d e n o t a d a p o r Cn.
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Fig. 2.4 Circuitos, ciclos y digráficas aćıclicas

2.4 P r oposición. L a relación ”mutuamente alcanzable” es una
relación de equivalencia sobre el conjunto de vértices de cualquier digráfica
D.

P r ueba: S e a D u n a d ig r ´a fi c a .
i) R e fl e xivid a d . S i v ∈ V ( D ) , v e s m u t u a m e n t e a lc a n z a b le d e s d e v
m e d ia n t e la t r a ye c t o r ia t r ivia l.
ii) S im e t r ´ ıa . S i u, v ∈ V ( D ) s o n t a le s qu e u y v s o n m u t u a m e n t e a l-
c a n z a b le s , e n t o n c e s e xis t e u n a uv-t r a ye c t o r ia y u n a vu-t r a ye c t o r ia , p o r
lo qu e v y u s o n m u t u a m e n t e a lc a n z a b le s .
iii) Tr a n s it ivid a d . S i u, v, w ∈ V ( D ) s o n t a le s qu e u y v s o n m u -
t u a m e n t e a lc a n z a b le s y v y w s o n m u t u a m e n t e a lc a n z a b le s , e n t o n c e s
e xis t e n P1 u n a uv-t r a ye c t o r ia y P2 u n a vu-t r a ye c t o r ia , t a m b íe n e xis t e n
P ′

1 u n a vw-t r a ye c t o r ia y P ′

2 u n a wv-t r a ye c t o r ia e n D. L a t r a ye c t o r ia
P1 s e g u id a d e la t r a ye c t o r ia P ′

1 fo r m a n u n uw-c a m in o . A n ´a lo g a m e n e la
t r a ye c t o r ia P2 s e g u id a d e la t r a ye c t o r ia P ′

2 fo r m a n u n wu-c a m in o , p o r
lo qu e la r e la c i´o n d e s c r it a e s d e e qu iva le n c ia .†

E s t a r e la c ío n in d u c e u n a p a r t ic i´o n d e l c o n ju n t o V ( D ) e n c la s e s d e
e qu iva le n c ia V1, V2, ..., Vn ( n ≤ 1 ) . P o r lo qu e d o s v́e r t ic e s d e D s o n
m u t u a m e n t e a lc a n z a b le s s i y s ´o lo s i lo s v́e r t ic e s p e r t e n e c e n a la m is m a
c la s e d e e qu iva le n c ia Vi. S e a Si = D[Vi] p a r a 1 ≤ i ≤ n. S i u y v s o n
v́e r t ic e s d e la m is m a s u b d ig r ´a fi c a Si, e n t o n c e s e xis t e u n uv-c a m in o W1

e n D ( p u e s v e s a lc a n z a b le d e s d e u ) y u n vu-c a m in o W2 e n D ( p u e s u e s
a lc a n - z a b le d e s d e v ) . E l c a m in o W1 s e g u id o p o r e l c a m in o W2 p r o d u c e
u n uu-c a m in o W e n D. Cla r a m e n t e c u a le s qu ie r a d o s v́e r t ic e s d e W s o n
m u t u a m e n t e a lc a n z a b le s e n D. E s t o im p lic a qu e t o d o s lo s v́e r t ic e s d e
W p e r t e n e c e n a la m is m a d ig r ´a fi c a Si. A s ´ ı, u y v s o n m u t u a m e n t e
a lc a n z a b le s e n Si, e s d e c ir Si e s u n a s u b d ig r ´a fi c a fu e r t e . D e h e c h o
c a d a Si e s m a xim a l c o n r e s p e c t o a la p r o p ie d a d d e s e r fu e r t e . L a s
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s u b d ig r ´a fi c a s S1, S2, ..., Sn s o n lla m a d a s la s c ompone nte s fu e r te s d e
D.

H a y u n a s im ilit u d e n t r e la s c o m p o n e n t e s fu e r t e s d e u n a d ig r ´a fi c a y
lo s b lo qu e s d e u n a g r ´a fi c a , p e r o h a y t a m b íe n u n a d ife r e n c ia .

L o s b lo qu e s d e u n a g r ´a fi c a p a r t e n e l c o n ju n t o d e a r is t a s d e la g r ´a fi c a ;
s in e m b a r g o la s c o m p o n e n t e s fu e r t e s d e u n a d ig r ´a fi c a n o p a r t e n e l c o n -
ju n t o d e fl e c h a s . U n a d ig r ´a fi c a D y s u s c o m p o n e n t e s fu e r t e s s e m u e s -
t r a n e n la Fig u r a 2 .5 a y Fig u r a 2 .5 b

Fig. 2.5a Una digráfica

Fig. 2.5b L as componentes fuertes de la digráfica D
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Fig. 2.6 Una digráfica y su condensación.

Co n c u a lqu ie r d ig r ´a fi c a D h a y a s o c ia d a o t r a d ig r ´a fi c a , la c u a l, a u n qu e
o r d in a r ia e n s u e s t r u c t u r a p u e s e s u n a d ig r ´a fi c a m ´a s s im p le qu e D,
p o s e e la s m is m a s p r o p ie d a d e s b ´a s ic a s d e c o n e xid a d d e D. S e a n S1, S2, ...,
Sn la s c o m p o n e n t e s fu e r t e s d e D. L a c onde ns ac ión D * d e D e s la
d ig r ´a fi c a c u yo s v́e r t ic e s u1, u2, ..., un p u e d e n s e r p u e s t o s e n c o r r e s p o n -
d e n c ia u n o a u n o c o n la s c o m p o n e n t e s fu e r t e s d e D ( ui c o r r e s p o n d e a
Si, i = 1 , 2 , ..., n) t a l qu e ( ui, uj ) e s u n a fl e c h a d e D * ( i �= j ) s i y s ´o lo
s i a lg ´u n v́e r t ic e d e Si e s a d ya c e n t e a a l m e n o s u n v́e r t ic e d e Sj . U n a
d ig r ´a fi c a D y s u c o n d e n s a c ío n D * s e m u e s t r a n e n la Fig u r a 2 .6 , d o n d e
S1 = {v1, v2, v3, v4}, S2 = {v5, v6} y S3 = {v7, v8, v9}.

2.5 T eor ema. L a condensación de toda digráfica es aćıclica.

P r ueba: S u p o n g a m o s qu e e l t e o r e m a e s fa ls o . E n t o n c e s e xis t e u n a
d ig r ´a fi c a D c u ya c o n d e n s a c ío n D * c o n t ie n e c ic lo s . S e a n S1, S2, ..., Sn

( n ≥ 2 ) la s c o m p o n e n t e s fu e r t e s d e D y s e a V ( D * ) ={u1, u2, ..., un} t a l
qu e ui c o r r e s p o n d e a Si, i = 1 , 2 , ..., n. S i n = 1 , e n t o n c e s D∗ c o n s t a d e
u n s o lo v́e r t ic e y p o r lo t a n t o n o p o s e e c ic lo s . S u p o n g a m o s qu e n > 1
y qu e la s e t iqu e t a s s o n t a le s qu e u1, u2, ..., uk, u1 e s u n c ic lo e n D * . P o r
d e fi n ic ío n d e D∗, p a r a i = 1 , 2 , ..., k − 1 , e xis t e u n v́e r t ic e vi

′ ∈ V ( Si )
y u n v́e r t ic e vi+1 ∈ V ( Si+1 ) t a l qu e ( v′i, vi+1 ) ∈ F ( D ) y t a m b íe n e xis t e
u n a fl e c h a ( v′k, v1 ) e n D, d o n d e v′k ∈ V ( Sk ) y v1 ∈ V ( S1 ) . N o t e qu e lo s
v́e r t ic e s v′i, vi c o n i = 1 , 2 , ..., k, n o n e c e s a r ia m e n t e s o n d is t in t o s . Co m o
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Si e s fu e r t e , i = 1 , 2 , ..., k, e n t o n c e s e xis t e u n a viv
′

i-t r a ye c t o r ia Pi e n Si

p a r a i = 1 , 2 , ..., k. E n t o n c e s

P1, ( v
′

1, v2 ) , P2, ( v
′

2, v3 ) , P3, ..., Pk, ( v
′

k, v1 ) , v1

e s u n c ic lo e n D, lo c u a l im p lic a qu e c u a lqu ie r p a r d e v́e r t ic e s vi y vj
d e la d ig r ´a fi c a D s o n m u t u a m e n t e a lc a n z a b le s y e n t o n c e s D e s fu e r t e
p o r lo t a n t o n o t ie n e m ´a s c o m p o n e n t e s fu e r t e s qu e D m is m a , lo c u a l
e s fa ls o .†
E n u n a d ig r ´a fi c a D, d ir e m o s qu e d o s t r a ye c t o r ia s T y T ′ s o n tr ayecto-
r ias inter namente ajenas s i t o d o v́e r t ic e in t e r n o d e T n o p e r t e n e c e
a V ( T ′ ) y t o d o v́e r t ic e in t e r n o d e T ′ n o p e r t e n e c e a V ( T ) .

2.6 T eor ema. L a condensación D* de una digráfica D es fuerte o
unilateral o conexa o disconexa si y sólo si D es fuerte o unilateral o
conexa o disconexa respectivamente.

P r ueba: S i D e s u n a d ig r ´a fi c a fu e r t e e n t o n c e s p a r a t o d o u, v ∈ V ( D )
u y v s o n m u t u a m e n t e a lc a n z a b le s , p o r lo qu e s ´o lo e xis t e u n a c la s e d e
e qu iva le n c ia e n V ( D ) , lu e g o D * s ´o lo t ie n e u n v́e r t ic e y p o r lo t a n t o e s
fu e r t e .
S i D * e s fu e r t e , e n t o n c e s p a r a t o d o u, v ∈ V ( D * ) u y v s o n m u t u a -
m e n t e a lc a n z a b le s . P o r lo t a n t o e xis t e u n a uv-t r a ye c t o r ia T = ( u1 =
u, u2, ..., un = v ) e n D * y u n a vu-t r a ye c t o r ia T ′ = ( v1 = v, v2, ..., vm =
u) e n D * . S i la s t r a ye c t o r ia s s o n in t e r n a m e n t e a je n a s , e n t o n c e s D * c o n -
t ie n e u n c ic lo , a s a b e r la t r a ye c t o r ia T s e g u id a d e T ′ fo r m a n u n c ic lo ,
p o r e l t e o r e m a 2 .5 D * n o c o n t ie n e c ic lo s , p o r lo t a n t o e n e s t e c a s o n o e -
xis t e n d o s v́e r t ic e s yD∗ c o n s t a d e u n s ´o lo v́e r t ic e , p o r lo qu e D e s fu e r t e .
S i la s t r a ye c t o r ia s n o s o n a je n a s , e n t o n c e s e xis t e w ∈ V ( D * ) t a l qu e
w ∈ V ( T ) ∩ V ( T ′ ) . S i ui e s e l p r im e r v́e r t ic e ( e n la s u c e s ío n T s e g u id a
d e T ′ ) qu e e s t ´a e n V ( T ) ∩ V ( T ′ ) e n t o n c e s e xis t e vj ∈ V ( T ) ∩ V ( T ′ )
c o n ui = vj y W = ( u1 = u, u2, ..., ui = vj , vj+1, ..., vm = u) e s u n
c a m in o c e r r a d o qu e n o r e p it e a l v́e r t ic e ui, o b s e r ve qu e la s u c e s ío n
( vj, vj+1, ..., vm ) a l s e r p a r t e d e la t r a ye c t o r ia T ′ n o r e p it e v́e r t ic e s d e
T ′ y ya qu e ui e s e l p r im e r v́e r t ic e d e la s u c e s ío n T s e g u id a d e T ′

qu e e s t ´a e n V ( T ) ∩ V ( T ′ ) , e n t o n c e s la s t r a ye c t o r ia s ( vj, vj+1, ..., vm ) y
( u1 = u, u2, ..., ui = vj ) s o n t r a ye c t o r ia s in t e r n a m e n t e a je n a s , lo c u a l
n o s lle va a l c a s o a n t e r io r . P o r lo t a n t o s ´o lo e xis t e u n a c la s e d e e qu iva -
le n c ia e n D y e n t o n c e s D e s fu e r t e .

S e a D u n a d ig r ´a fi c a u n ila t e r a l, e n t o n c e s p o r e l teor ema 2.3 D c o n -
t ie n e u n c a m in o g e n e r a d o r W = ( u1, u2, ..., un ) . S e a n S1, S2, ..., Sm la s
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c o m p o n e n t e s fu e r t e s d e D, e n t o n c e s p a r a c a d a Si, c o n i = 1 , ...,m e xis -
t e u n v́e r t ic e vi t a l qu e vi = uj , e s d e c ir c a d a vi e s t ´a e n e l c a m in o
W . R e o r d e n e m o s lo s v́e r t ic e s vi e n u n a s u b s u c e s ío n d e fo r m a qu e s e a
u n a s u b s u c e s ío n c r e c ie n t e e n e l o r d e n e n e l qu e a p a r e c e n lo s v́e r t ic e s e n
W . S e a e s t a s u c e s i´o n W ′ = ( ui1 , ui2 , ..., uim ) , ya qu e uij ∈ Si, y e s t a s
c o m p o n e n t e s s o n c la s e s d e e qu iva le n c ia , e n t o n c e s uij s ´o lo p e r t e n e c e a
e s t a c la s e d e e qu iva le n c ia y n o e s t ´a e n n in g u n a o t r a Sj ( j �= i) y p o r la
e le c c ío n d e lo s v́e r t ic e s , t o d a s la s Si e s t ´a n r e p r e s e n t a d a s e n W ′. P o r lo
t a n t o uij , uik ∈ V ( W ′ ) s i y s ´o lo s i uij y uik p e r t e n e c e n a c o m p o n e n t e s
fu e r t e s d is t in t a s d e D. S i Sij e s e l v́e r t ic e e n D * c o r r e s p o n d ie n t e a uij

e n t o n c e s ( Si1, S12 , ..., Sim ) e s u n c a m in o g e n e r a d o r e n D * y p o r lo t a n t o
D * e s u n ila t e r a l.

S i D * e s u n ila t e r a l, s e a n u, v ∈ V ( D ) , s i u y v e s t ´a n e n la m is m a
c o m p o n e n t e fu e r t e d e D e n t o n c e s e xis t e u n a uv-t r a ye c t o r ia y u n a vu-
t r a ye c t o r ia e n D. S i u y v e s t ´a n e n d is t in t a s c o m p o n e n t e s fu e r t e s d e D
y Su, Sv s o n lo s v́e r t ic e s c o r r e s p o n d ie n t e s a u y v, r e s p e c t iva m e n t e , e n
D * , e n t o n c e s e xis t e u n SuSv-c a m in o e n D * o u n SvSu-c a m in o e n D * .
S in p ´ e r d id a d e g e n e r a lid a d s u p o n g a m o s qu e e xis t e u n SuSv-c a m in o . S e a
W = ( Su1

= Su, Su2
, ..., Sun = Sv ) t a l c a m in o . S e a n ui, u

′

i v́e r t ic e s d e la
c o m p o n e n t e fu e r t e Sui

c o r r e s p o n d ie n t e e n D, t a l qu e ( ui, u
′

i+1 ) ∈ F ( D ) ,
lo s c u a le s e xis t e n p u e s h a y u n a fl e c h a e n t r e Si y Si+1. Co m o ui y u′

i

e s t ´a n e n la m is m a c o m p o n e n t e fu e r t e d e D, e xis t e u n u′

iui-c a m in o e n
D, e l c u a l lla m a r e m o s Ci. S e a W ′ = ( u1, C1, u

′

1, u2, C2, u
′

2, ..., un ) . Y a
qu e W ′ e s u n uv-c a m in o e n D c o n c lu im o s qu e D e s u n ila t e r a l.

S e a D u n a d ig r ´a fi c a c o n e xa . S e a n Su, Sv v́e r t ic e s d e D * c o r r e s p o n d ie n -
t e s a u, v v́e r t ic e s d e D. Co m o D e s c o n e xa , e xis t e u n uv-s e m ic a m in o
W = {u1 = u, u2, ...., un = v} e n D. S a b e m o s qu e u = u1 ∈ V ( Su ) y
qu e v = un ∈ V ( Sv ) . L o s p r im e r o s i1 v́e r t ic e s d e l c a m in o W , a s a b e r
( u = u1, u2, u3, ..., ui1 ) = W1 p e r t e n e c e n a S1 = Su, la s u c e s ío n d e
v́e r t ic e s e n W c o n t in ´u a d e s d e ui1 h a s t a ui2 d o n d e ( ui1+1, ui1+2, ..., ui2 ) =
W2 p e r t e n e c e a la c o m p o n e n t e S2. Ob s e r ve qu e lo s v́e r t ic e s ui1 y ui1+1

e s t ´a n u n id o s p o r u n a fl e c h a e n D y e n t o n c e s lo s v́e r t ic e s c o r r e s p o n d i-
e n t e s S1 y S2 t a m b íe n lo e s t ´a n e n D * A s ´ ı e xis t e n W1,W2,W3, ...,Wn

c a m in o s , lo s c u a le s e s t a n u n id o s p o r fl e c h a s e n e l s e m ic a m in o W . E s
d e c ir e l s e m ic a m in o Wi e s la p a r t e d e W qu e e s t ´a e n la c o m p o n e n t e
Si y e n t o n c e s e n t r e Wi y Wi+1 h a y u n a fl e c h a p a r a i = 1 , 2 , ...n. a l
t o m a r la c o n d e n s a c ío n d e D, Wi s e c o n vie r t e e n e l v́e r t ic e Si ∈ V ( D * )
y o b t e n e m o s e l Su, Sv c a m in o c o n e l qu e c o n c lu im o s qu e D∗ e s c o n e xa .
E l r e g r e s o e s a n ´a lo g o a la p r u e b a p a r a u n ila t e r a le s : S u p o n g a m o s qu e
D * e s c o n e xa , s e a n u, v ∈ V ( D ) , s i u y v e s t ´a n e n la m is m a c o m p o n e n t e
fu e r t e d e D e n t o n c e s e xis t e u n a uv-t r a ye c t o r ia y u n a vu-t r a ye c t o r ia e n
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D, p o r lo t a n t o u e s t a c o n e c t a d o c o n v. S i u y v e s t ´a n e n d is t in t a s c o m -
p o n e n t e s fu e r t e s d e D y Su, Sv s o n lo s v́e r t ic e s c o r r e s p o n d ie n t e s a u y
v, r e s p e c t iva m e n t e , e n D * , e n t o n c e s e xis t e u n SuSv-s e m ic a m in o e n D *
o u n SvSu-s e m ic a m in o e n D * . S in p ´ e r d id a d e g e n e r a lid a d s u p o n g a m o s
qu e e xis t e u n SuSv-s e m ic a m in o . S e a W = ( Su1

= Su, Su2
, ..., Sun = Sv )

t a l s e m ic a m in o . S e a n ui, u
′

i v́e r t ic e s d e la c o m p o n e n t e fu e r t e Sui
c o r r e s -

p o n d ie n t e e n D, t a l qu e ( ui, u
′

i+1 ) ∈ F ( D ) , lo s c u a le s e xis t e n p u e s h a y
u n a fl e c h a e n t r e Si y Si+1. Co m o ui y u′

i e s t ´a n e n la m is m a c o m p o n e n t e
fu e r t e d e D, e xis t e u n u′

iui-s e m ic a m in o e n D, e l c u a l lla m a r e m o s Ci.
S e a W ′ = ( u1, C1, u

′

1, u2, C2, u
′

2, ..., un ) . Y a qu e W ′ e s u n uv-s e m ic a m in o
e n D c o n c lu im o s qu e D e s c o n e xa .

S i D e s u n a d ig r ´a fi c a d is c o n e xa . S e a n u, v ∈ V ( D ) t a le s qu e n o e xis -
t e u n uv-s e m ic a m in o . S i Su, Sv s o n lo s v́e r t ic e s d e D * c o r r e s p o n d ie n -
t e s a u, v y e xis t e u n SuSv-s e m ic a m in o p o d e m o s c o n s t r u ir , c o m o e n la
p r u e b a p a r a u n ila t e r a le s , u n uv-s e m ic a m in o , p o r lo qu e n o e xis t e t a l
SuSv-s e m ic a m in o . A n ´a lo g a m e n t e s i D * e s d is c o n e xa .†

P o r la gr áfica subyacente d e u n a d ig r ´a fi c a D e n t e n d e m o s la g r ´a fi c a
G o b t e n id a a p a r t ir d e D b o r r a n d o t o d a s la s d ir e c c io n e s d e la s fl e c h a s
d e D ( e qu iva le n t e m e n t e , r e e m p la z a n d o c a d a fl e c h a ( u, v ) p o r la a r is t a
uv ) y b o r r a n d o u n a a r is t a d e l p a r d e a r is t a s m ´u lt ip le s s i ´ e s t a s s e p r o -
d u c e n . U n v́e r t ic e v d e D e s lla m a d o u n v é r tic e de c or te d e u n a
d ig r ´a fi c a D s i y s ´o lo s i D − v e s u n a d ig r ´a fi c a c o n m ´a s c o m p o n e n t e s
fu e r t e s qu e D. E n la d ig r ´a fi c a D1 d e la Fig u r a 2 .4 e l v́e r t ic e V3 e s e l
´u n ic o v́e r t ic e d e c o r t e d e D. R e c o r d a n d o e l t e o r e m a d e g r ´a fi c a s : ”Toda
gráfica de orden p 6 2 contiene al menos dos vértices que no son de
corte”, o b t e n e m o s e l s ig u ie n t e t e o r e m a e n d ig r ´a fi c a s :

2.7 T eor ema. Toda digráfica de orden p ≥ 2 contiene al menos dos
vértices que no son vértices de corte.

P r ueba: H a r e m o s la p r u e b a p o r in d u c c ío n s o b r e e l n ´u m e r o d e
v́e r t ic e s d e u n a d ig r ´a fi c a D. S i D e s u n a d ig r ´a fi c a d e o r d e n 2 , e n t o n c e s
t ie n e d o s v́e r t ic e s y a m b o s n o s o n d e c o r t e p u e s a l qu it a r c u a lqu ie r a
d e e llo s o b t e n e m o s u n s ´o lo v́e r t ic e , e s d e c ir n o a u m e n t a e l n ´u m e r o
d e c o m p o n e n t e s , p o r lo t a n t o n in g u n o d e e s t o s v́e r t ic e s e s d e c o r t e .
S u p o n g a m o s qu e e n c u a lqu ie r d ig r ´a fi c a d e o r d e n k− 1 e xis t e n a l m e n o s
d o s v́e r t ic e s qu e n o s o n d e c o r t e . S e a D u n a d ig r ´a fi c a d e o r d e n k.
S e a x ∈ V ( D ) c u a lqu ie r v́e r t ic e . S e a D′ = D[V ( D ) − {x}], e n t o n c e s
D′ t ie n e o r d e n k − 1 y p o r h ip ´o t e s is d e in d u c c ío n p o s e e a l m e n o s d o s
v́e r t ic e s u y v, qu e n o s o n d e c o r t e . S i u y v n o s o n d e c o r t e e n D,
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e n t o n c e s a c a b a m o s , d e o t r a fo r m a s u p o n g a m o s s in p e r d id a d e g e n e r a -
lid a d qu e u e s u n v́e r t ic e d e c o r t e e n D. E s t o im p lic a qu e e xis t e n d o s
v́e r t ic e s w, z ∈ V ( D ) t a le s e s t ´a n c o n e c t a d o s e n D, p e r o n o lo e s t ´a n e n
D − {u}. Co m o w y z e s t ´a n c o n e c t a d o s e n D′, e n t o n c e s e xis t e u n a
wz-t r a ye c t o r ia ( w = u1, u2, ..., ui−1, ui = u, ui+1, ..., un = z ) e n D′. E n
p a r t ic u la r u c o n e c t a a ui−1 c o n ui+1 y e s t o s v́e r t ic e s n o e s t ´a n c o n e c t a d o s
e n D − {u}. N o t e qu e c o m o u n o e s v́e r t ic e d e c o r t e e n D′, e n t o n c e s
ui−1 y ui+1 e s t ´a n c o n e c t a d o s e n D′ − {u} y p o r lo t a n t o t a m b íe n lo
e s t ´a n e n D − {u}, lo c u a l e s u n a c o n t r a d ic c ío n y p o r lo t a n t o u n o
e s u n v́e r t ic e d e c o r t e e n D. Co n c lu im o s qu e D p o s e e a l m e n o s d o s
v́e r t ic e s qu e n o s o n d e c o r t e .†

2.8 T eor ema. Toda digráfica unilateral D de orden p ≥ 2 contiene
dos vértices distintos u y v tales que D − u y D − v son unilaterales.

P r ueba: P o r e l teor ema 2.3, D c o n t ie n e u n c a m in o g e n e r a d o r .
S e a W u n c a m in o g e n e r a d o r d e D d e lo n g it u d m ´ ın im a ; s u p o n g a m o s
qu e W e s u n uv-c a m in o . Ob s e r ve m o s qu e u a p a r e c e e xa c t a m e n t e u n a
ve z e n W , d e o t r a fo r m a e l c a m in o o b t e n id o d e W b o r r a n d o e l p r im e r
v́e r t ic e ( y la p r im e r a fl e c h a ) d e W s e o b t ie n e u n c a m in o g e n e r a d o r
d e lo n g it u d m e n o r a W , lo c u a l e s im p o s ib le . R a z o n a n d o d e la m is m a
fo r m a , v a p a r e c e s ´o lo u n a ve z e n W . Co m o u �= v, e n t o n c e s D − v y
D− u p o s e e n a m b a s u n c a m in o g e n e r a d o r , y e n t o n c e s p o r e l teor ema
2.3 s o n u n ila t e r a le s . †

P u e s t o qu e c u a lqu ie r d ig r ´a fi c a fu e r t e D e s u n ila t e r a l, e s in m e d ia t o
e l s ig u ie n t e c o r o la r io .

2.9 Cor olar io. Toda digráfica fuerte D de orden p ≥ 2 contiene dos
vértices distintos u y v tales que D − u y D − v son unilaterales.

L a c o n c lu s i´o n d e l c o r o la r io n o p u e d e s e r e xt e n d id a a o b t e n e r D − u
y D− v fu e r t e s , p o r e je m p lo e l c ic lo d ir ig id o Cn, n ≥ 3 n o m a n t ie n e la
p r o p ie d a d d e fu e r t e m e n t e c o n e xa a l qu it a r le u n v́e r t ic e .

Me n c io n a m o s a n t e s qu e a t o d a d ig r ´a fi c a D e s p o s ib le a s o c ia r le u n a
d ig r ´a fi c a lla m a d a s u c o n d e n s a c ío n D * . Ta m b íe n e xis t e n va r ia s d ig r ´a fi c a s
qu e p o d e m o s a s o c ia r a u n a d ig r ´a fi c a d a d a . A h o r a m e n c io n a m o s d o s d e
t a le s d ig r ´a fi c a s .

E l C omple me nto D d e u n a d ig r ´a fi c a D e s la d ig r ´a fi c a qu e t ie n e e l
m is m o c o n ju n t o d e v́e r t ic e s d e D y t a l qu e p a r a u, v ∈ V ( D ) , u �= v,
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la fl e c h a ( u, v ) p e r t e n e c e a D s i y s ´o lo s i ( u, v ) n o e s u n a fl e c h a d e D.
U n a d ig r ´a fi c a D e s au toc omple me ntar ia s i D ∼= D.

L a inv e r s a
↔

D d e u n a d ig r ´a fi c a D e s la d ig r ´a fi c a c o n V (
↔

D ) = V ( D )

t a l qu e ( u, v ) ∈ F (
↔

D ) s i y s ´o lo s i ( v, u) ∈ F ( D ) . L a d ig r ´a fi c a D e s

au toinv e r s a s i
↔

D= D. Ob via m e n t e t o d a d ig r ´a fi c a s im ´ e t r ic a e s a u -
t o in ve r s a .

U n a d ig r ´a fi c a c o n s u c o m p le m e n t o e in ve r s a s e m u e s t r a n e n la Fig u r a
2 .7 .

Fig. 2.7 E l complemento y la inversa de una digráfica.

A d e m ´a s d e la in ve r s a d e u n a d ig r ´a fi c a , p o d e m o s r e fe r ir n o s t a m b íe n a l
in ve r s o d e u n c o n c e p t o . E n e s p e c ifi c o : e n t e o r ´ ıa d e d ig r ´a fi c a s h a b la m o s
d e l in ve r s o d e u n c o n c e p t o c u a n d o e l c o n c e p t o o r ig in a l e s a p lic a d o a
la d ig r ´a fi c a in ve r s a . P o r e je m p lo , ” a d ya c e n t e d e s d e ” e s e l in ve r s o d e
” a d ya c e n t e h a c ia ” , ” in c id e n t e d e s d e ” e s e l in ve r s o d e ” in c id e n t e h a c ia ” ,
e ” in g r a d o ” e s e l in ve r s o d e ” e xg r a d o ” .

Obser vación: P r incipio de Dualidad Dir eccional: P ara cada
teorema concerniente a digráficas, existe un teorema correspondiente
obtenido reemplazando cada concepto por su concepto inverso.

Ilu s t r a m o s e s t a id e a c o n u n a p r o p ie d a d s im p le d e d ig r ´a fi c a s a c ´ ıc lic a s .

2.10 T eor ema. Toda digráfica aćıclica contiene al menos un vértice
de exgrado cero.

P r ueba: S e a D u n a d ig r ´a fi c a a c ´ ıc lic a , y s e a P u n a t r a ye c t o r ia d e
lo n g it u d m ´a xim a e n D. S u p o n g a m o s qu e P e s u n a uv-t r a ye c t o r ia . S i v
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e s a d ya c e n t e h a c ia c u a lqu ie r v́e r t ic e d e P , s e p r o d u c e u n c ic lo , c o n t r a d i-
c ie n d o e l h e c h o d e qu e D e s a c ´ ıc lic a . S i v e s a d ya c e n t e h a c ia c u a lqu ie r
v́e r t ic e qu e n o e s t ´a e n P , e n t o n c e s e xis t e u n a t r a ye c t o r ia c u ya lo n g it u d
e xc e d e a la d e P , c o n t r a d ic ie n d o la e le c c ío n d e P . A s ´ ı, v n o e s a d ya -
c e n t e h a c ia n in g ´u n v́e r t ic e d e D, e s d e c ir , e xg v = 0 .†

U s a n d o e l p r in c ip io d e d u a lid a d d ir e c c io n a l o b t e n e m o s e l s ig u ie n t e
r e s u lt a d o .
2.11 Cor olar io. Toda digráfica aćıclia contiene al menos un vértice

de ingrado cero.
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3. N ÚCLE OS.

P r e s e n t a m o s e l c o n c e p t o c e n t r a l, n ´u c le o d e u n a d ig r ´a fi c a . E n e s t a
s e c c ío n s e a b o r d a n fo r m a s d e a n a liz a r e l n ´u c le o d e D y a lg u n o s e je m -
p lo s p r ´a c t ic o s . U n r e s u lt a d o d e u t ilid a d , la P r oposición 3.2: s i S e s
u n n ´u c le o , e n t o n c e s S e s u n c o n ju n t o in d e p e n d ie n t e m ´a xim o p o r c o n -
t e n c i´o n c o n la p r o p ie d a d d e in d e p e n d ie n t e y m ´ ın im o p o r c o n t e n c ío n c o n
la p r o p ie d a d d e in d e p e n d ie n t e . A s ´ ı c o m o la e xis t e n c ia d e u n n ´u c le o e n
d ig r ´a fi c a s a c ´ ıc lic a s y t r a n s it iva s . P a r t e d e l m a t e r ia l d e e s t a s e c c i´o n fu e
e xt r a id o d e B e r g e [1 ].

S e a D u n a d ig r ´a fi c a , p a r a x ∈ V ( D ) d e fi n im o s Γ ( x) = {v ∈ V ( D ) | v
e s a d ya c e n t e d e s d e x e n D}.
P a r a u n a d ig r ´a fi c a D, u n c o n ju n t o S ⊂ V ( D ) e s inde pe ndie nte s i:

x ∈ S e n t o n c e s Γ ( x ) ∩ S = ∅.

Y u n c o n ju n t o S ⊂ V ( D ) e s ab s or b e nte s i:

x �∈ S e n t o n c e s Γ ( x ) ∩ S �= ∅.

E s d e c ir u n c o n ju n t o S e s in d e p e n d ie n t e s i n o h a y fl e c h a s e n t r e c u a -
le s qu ie r a d o s v́e r t ic e s d e S y S e s a b s o r b e n t e s i p a r a c u a lqu ie r v́e r t ic e
v ∈ V ( D ) − S, s e t ie n e u n a fl e c h a d e s d e v h a c ia S. P a r a u n a d ig r ´a fi c a
D, u n c o n ju n t o S ⊂ V ( D ) e s u n núcleo d e D s i S e s in d e p e n d ie n t e y
a b s o r b e n t e . N o t o d a d ig r ´a fi c a t ie n e u n n ´u c le o , la d ig r ´a fi c a d e la Fig u r a
3 .1 n o t ie n e n ´u c le o s , p u e s s i u n c o n ju n t o d e v́e r t ic e s t u vie r a u n p a r
d e v́e r t ic e s c u a le s qu ie r a , e n t o n c e s n o s e r ´ ıa in d e p e n d ie n t e y c u a lqu ie r
c o n ju n t o c o n u n s ´o lo v́e r t ic e n o e s a b s o r b e n t e . S i u n a d ig r ´a fi c a p o s e e
u n n ´u c le o , ´ e s t e n o e s n e c e s a r ia m e n t e ´u n ic o : e n la d ig r ´a fi c a d e la Fig u r a
3 .2 lo s c o n ju n t o s {a, c} y {b, d} s o n in d e p e n d ie n t e s y a b s o r b e n t e s , e s
d e c ir s o n n ´u c le o s .

Fig 3.1 D igráfica sin núcleos Fig 3.2 D igráfica con dos núcleos
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A c o n t in u a c ío n d a m o s a lg u n o s e je m p lo s d e a p lic a c io n e s d e la t e o r ´ ıa d e
n ´u c le o s :
3.1 E jemplo. S u p o n g a m o s qu e n ju g a d o r e s , d e n o t a d o s p o r ( 1 ) , ( 2 ) ,

..., ( n) , d is c u t e n p a r a e le g ir u n p u n t o x d e u n c o n ju n t o X ( ” d e s it u a -
c io n e s ” ) . S i e l ju g a d o r ( i) p r e fi e r e la s it u a c ío n a a la s it u a c i´o n b, e s -
c r ib ir e m o s a ≥i b. L a s p r e fe r e n c ia s in d ivid u a le s p o d r ´ ıa n n o s e r c o m p a t -
ib le s , c o n s e c u e n t e m e n t e e s n e c e s a r io in t r o d u c ir e l c o n c e p t o d e preferen-
cia efectiva. S e d ic e qu e la s it u a c ío n a e s e fe c tiv ame nte pr e fe r ida a
b, lo c u a l e xp r e s a r e m o s p o r a ≺ b, s i h a y u n c o n ju n t o d e ju g a d o r e s qu e
p r e fi e r e n a a s o b r e b y qu e s o n c a p a c e s d e fo r z a r la p r e fe r e n c ia d e l g r u p o
p o r a. L a r e la c ío n e fe c t iva m e n t e p r e fe r id a n o e s u n a r e la c ío n t r a n s it iva .

Co n s id e r e m o s la d ig r ´a fi c a D c o n V ( D ) = X y p a r a c a d a v ∈ V ( D ) ,
Γ ( v ) e l c o n ju n t o d e s it u a c io n e s e fe c t iva m e n t e p r e fe r id a s a v s e r ´a e l c o n -
ju n t o d e fl e c h a s d e D. S e a S e l n ´u c le o d e D ( s i ´ e s t e e xis t e ) . Co m o S
e s in d e p e n d ie n t e , n in g u n a s it u a c ío n d e S e s e fe c t iva m e n t e p r e fe r id a a
o t r a s it u a c ío n d e S. Co m o S e s a b s o r b e n t e , p a r a t o d a s it u a c ío n x �∈ S,
h a y o t r a s it u a c ío n e n S qu e e s p r e fe r id a e fe c t iva m e n t e a x, a s ´ ı qu e x
p u e d e s e r d e s c a r t a d a .

3.2 E jemplo. Co n s id e r e m o s u n a ” t e o r ´ ıa ” , e s d e c ir , u n c o n ju n t o
d e p r o p o s ic io n e s a, b, c, ..., qu e r e p r e s e n t a r e m o s c o m o v́e r t ic e s d e u n a
d ig r ´a fi c a D; s i la p r o p o s ic i´o n b im p lic a la p r o p o s ic ío n a, e n t o n c e s e n D
e xis t e la fl e c h a d e a a b, e s d e c ir ( a, b ) ∈ F ( D ) . D e s t r a n s it iva , e s d e c ir ,

( a, b ) ∈ F ( D ) , ( b, c) ∈ F ( D ) e n t o n c e s ( a, c) ∈ F ( D )

U n a b as e de axiomas d e la t e o r ´ ıa e s u n c o n ju n t o B d e p r o p o s i-
c io n e s lla m a d a s a xio m a s , t a l qu e :
1 ) c a d a p r o p o s ic ío n qu e n o e s t ´a e n B e s c o n s e c u e n c ia ĺo g ic a d e u n o d e
lo s a xio m a s ,
2 ) n in g ´u n a xio m a e s c o n s e c u e n c ia ĺo g ic a d e o t r o a xio m a .

E l p r o b le m a d e e n c o n t r a r u n a b a s e d e a xio m a s s e r e d u c e a e n c o n t r a r
u n n ´u c le o d e D: S i S e s u n n ´u c le o d e D e n t o n c e s e s in d e p e n d ie n t e y
p o r lo t a n t o n o h a y fl e c h a s e n t r e d o s v́e r t ic e s d e S, e s d e c ir n o h a y d o s
p r o p o s ic io n e s d e S t a le s qu e u n a s e a c o n s e c u e n c ia ĺo g ic a d e la o t r a . P o r
o t r a p a r t e S e s a b s o r b e n t e y p o r lo t a n t o p a r a c u a lqu ie r p r o p o s ic ío n
a, qu e n o p e r t e n e z c a a S h a y u n a fl e c h a ( a, s) ∈ F ( D ) c o n s ∈ V ( S ) ,
e s d e c ir p a r a t o d a p r o p o s ic ío n a, qu e n o e s t ´ e e n S h a y u n a p r o p o s ic ío n
s ∈ S, t a l qu e a e s c o n s e c u e n c ia ĺo g ic a d e S. Mo s t r a r e m o s d e s p u ´ e s qu e
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t o d a d ig r ´a fi c a t r a n s it iva t ie n e u n n ´u c le o .

3.1 P r oposición. Sea D una digráfica, una condición suficiente y
necesaria para que un conjunto S de V ( D ) sea un núcleo de D es que
su función caracteŕıstica ΦS ( x ) satisfaga:

ΦS ( x ) = 1 − m a xy∈Γ(x) ΦS ( y )

R e c o r d e m o s qu e la fu n c ío n c a r a c t e r ´ ıs t ic a ΦS ( x ) d e l c o n ju n t o S e s t ´a
d e fi n id a p o r

ΦS ( x) =

{

1 , s i x ∈ S

0 , s i x �∈ S
( 1 )

S i Γ ( x) = ∅, d e fi n im o s

m a xy∈Γ(x) ΦS ( y ) = 0 .

P r ueba:
1 . S e a S u n n ´u c le o . Co m o S e s in d e p e n d ie n t e , t e n e m o s qu e s i

ΦS ( x) = 1 , e n t o n c e s x ∈ S y p o r lo t a n t o p a r a c u a lqu ie r y ∈ Γ ( x)
h a y u n a fl e c h a d e s d e x h a s t a y, p e r o c o m o S e s in d e p e n d ie n t e e n t o n c e s
y �∈ S y ΦS ( y ) = 0 p a r a c u a lqu ie r y p o r lo t a n t o m a xy∈Γ(x) ΦS ( y ) = 0 .
E n e s t e c a s o s e c u m p le la f´o r m u la .
S u p o n g a m o s qu e ΦS ( x) = 0 , e n t o n c e s x �∈ S. Y a qu e S e s a b s o r b e n t e ,
p a r a e s e x t e n e m o s qu e e xis t e u n y ∈ S t a lqu e ( x, y ) ∈ F ( D ) , e s d e -
c ir y ∈ Γ ( x) y y ∈ S, p a r a e s t e v́e r t ic e y, ΦS ( y ) = 1 . P o r lo t a n t o
m a xy∈Γ(x) ΦS ( y ) = 1 . E n e s t e c a s o t a m b íe n s e c u m p le la f́o r m u la .

P o r lo qu e e n c u a lqu ie r c a s o ΦS ( x ) = 1 − m a xy∈Γ(x) ΦS ( y ) .

2 . S e a ΦS ( x) la fu n c i´o n c a r a c t e r ´ ıs t ic a d e u n c o n ju n t o S , e l c u a l s a -
t is fa c e la f´o r m u la , e n t o n c e s :

S e a x ∈ S, e n t o n c e s ΦS ( x) = 1 . Y a qu e S c u m p le la f´o r m u la , e n -
t o n c e s m a xy∈Γ(x) ΦS ( y ) = 0 , e s d e c ir : t o d o v́e r t ic e y t a l qu e ( x, y ) ∈

F ( S ) t ie n e fu n c ío n c a r a c t e r ´ is t ic a ΦS ( y ) = 0 , e s d e c ir n o e s t ´a e n S y
e n t o n c e s Γ ( x ) ∩ S = ∅. N o t e qu e e s t o im p lic a qu e S e s in d e p e n d ie n -
t e , p u e s s i h u b ie r a u n a fl e c h a e n t r e d o s e le m e n t o s u, v ∈ S, s u p o n g a
( u, v ) ∈ F ( D ) , e n t o n c e s v ∈ Γ ( u ) ∩ S, lo c u a l c o n t r a d ic e lo qu e
a c a b a m o s d e d e m o s t r a r .
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S i x �∈ S e n t o n c e s ΦS ( x ) = 0 . Y a qu e s e c u m p le la f´o r m u la e n S,
e n t o n c e s m a xy∈Γ(x) ΦS ( y ) = 1 , e s t o qu ie r e d e c ir qu e d e t o d a s la s fl e c h a s
d e s d e x: ( x, y ) ∈ F ( D ) , e xis t e u n v́e r t ic e y t a l qu e ΦS ( y ) = 1 , e s d e c ir
p a r a x �∈ S, e xis t e u n a fl e c h a ( x, y ) t a l qu e y ∈ S, e n t o n c e s Γ ( x) ∩S �= ∅.
E s d e c ir S e s a b s o r b e n t e

P o r lo t a n t o S e s u n n ´u c le o .†

3.2 P r oposición. Si S es un núcleo, entonces S es un conjunto
máximo por contención con la propiedad de independiente y mı́nimo
por contención con la propiedad de absorbente.

P r ueba: S e a S e l n ´u c le o d e u n a d ig r ´a fi c a D. S i a �∈ S, e l c o n ju n t o
S ∪ {a} n o p u e d e s e r in d e p e n d ie n t e p u e s Γ ( a) ∩ S �= ∅, p o r lo t a n t o S
e s u n c o n ju n t o m ´a xim o p o r c o n t e n c ío n c o n la p r o p ie d a d d e in d e p e n -
d ie n t e . S i b ∈ S, e l c o n ju n t o T = S − {b} n o p u e d e s e r a b s o r b e n t e
p u e s b �∈ T y Γ ( b ) ∩ T = ∅. P o r lo t a n t o S e s u n c o n ju n t o m ´ ın im o p o r
c o n t e n c ío n c o n la p r o p ie d a d d e a b s o r b e n t e .†

3.3 T eor ema. Si D es una digráfica simétrica, entonces D tiene
un núcleo. M ás aún, para una digráfica, un conjunto S ⊂ V ( D ) es
un núcleo si y sólo si S es un conjunto máximo por contención con la
propiedad de independiente.

P r ueba: P r im e r o p r o b a r e m o s la s e g u n d a p a r t e .
P o r la P r oposición 3.2 s i S e s u n n ´u c le o , e n t o n c e s S e s u n c o n ju n t o
m ´a xim o p o r c o n t e n c i´o n c o n la p r o p ie d a d d e in d e p e n d ie n t e .
U n c o n ju n t o m ´a xim o p o r c o n t e n c ío n c o n la p r o p ie d a d d e in d e p e n d ie n -
t e S d e V ( D ) e s a b s o r b e n t e , d e o t r a fo r m a e xis t ir ´ ıa u n v́e r t ic e v �∈ S
n o a d ya c e n t e h a c ia S y e n t o n c e s n o h a b r ´ ıa fl e c h a s e n t r e S y v, a s ´ ı S
n o p o d r ´ ıa s e r u n c o n ju n t o m ´a xim o p o r c o n t e n c ío n c o n la p r o p ie d a d d e
in d e p e n d ie n t e , p u e s T = S ∪ {v} s e r ´ ıa in d e p e n d ie n t e . P o r lo qu e S e s
u n n ´u c le o .
A h o r a p r o b a r e m o s qu e s i D e s u n a d ig r ´a fi c a s im ´ e t r ic a , e n t o n c e s p o s e e
u n n ´u c le o : S e a D u n a d ig r ´a fi c a s im ´ e t r ic a , va m o s a c o n s t r u ir u n c o n -
ju n t o m ´a xim o p o r c o n t e n c ío n c o n la p r o p ie d a d d e in d e p e n d e n c ia . S e a
v0 u n v́e r t ic e d e D, s i {v0} e s m ´a xim o p o r c o n t e n c ío n c o n la p r o p ie d a d
d e in d e p e n d e n c ia h e m o s t e r m in a d o , s i n o e s m ´a xim o c o n e s a p r o p ie d a d
e n t o n c e s e xis t e v1 ∈ V ( D ) t a l qu e n o h a y fl e c h a s e n t r e v0 y v1 p u e s D
e s s im ´ e t r ic a , s i {v0, v1} e s m ´a xim o p o r c o n t e n c ío n c o n e s a p r o p ie d a d ,
h e m o s t e r m in a d o , d e o t r a fo r m a e xis t e v2 ∈ V ( D ) t a l qu e n o h a y fl e c h a s
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e n t r e v2 y {v0, v1} p u e s D e s s im ´ e t r ic a y e n t o n c e s {v0, v1, v2}e s in d e -
p e n d ie n t e . D e e s t a fo r m a e s p o s ib le c o n s t r u ir u n c o n ju n t o m ´a xim o p o r
c o n t e n c ío n c o n la p r o p ie d a d d e in d e p e n d e n c ia y p o r la p r im e r a p a r t e
d e e s t a p r u e b a , e s t e c o n ju n t o e s u n n ´u c le o .†

S i d e n o t a m o s p o r A a la fa m ilia d e t o d o s lo s c o n ju n t o s a b s o r b e n t e s
d e la d ig r ´a fi c a D, e n t o n c e s p o d e m o s d e fi n ir e l n´u me r o de ab s or c ión
d e u n a d ig r ´a fi c a D c o m o β ( D ) = m in A∈A {| A |} ( la c a r d in a lid a d d e A ) .

3.4 T eor ema. Si D es una digráfica transitiva, entonces cada con-
junto mı́nimo por contención con la propiedad de absorción tiene la
misma cardinalidad, β ( D ) . M ás aún, en una digráfica transitiva, un
conjunto S ⊂ V ( D ) es un núcleo si y sólo si S es un conjunto mı́nimo
por contención con la propiedad de absorbente.

P r ueba: S e a D u n a d ig r ´a fi c a t r a n s it iva . Co n s id e r e m o s la s c o m p o -
n e n t e s fu e r t e s d e D. S i C e s u n a c o m p o n e n t e t a l qu e n in g u n a fl e c h a s a le
d e C, C s e r ´a lla m a d a c ompone nte te r minal . Co m o la c o n d e n s a c ío n
d e la d ig r ´a fi c a D n o c o n t ie n e c ic lo s ( ve r teor ema 2.5) , D p o s e e c o m p o -
n e n t e s t e r m in a le s . S e a n C1, C2, ..., Cq la s c o m p o n e n t e s t e r m in a le s d e D.

P r im e r o p r o b a r e m o s qu e c a d a u n a d e la s c o m p o n e n t e s e s u n a s u b -
d ig r ´a fi c a s im ´ e t r ic a c o m p le t a : S e a n u, v ∈ V ( C1 ) , d o n d e C1 e s c u a lqu ie r
c o m p o n e n t e fu e r t e m e n t e c o n e xa d e D, ya qu e C1 e s u n a c o m p o n e n t e
fu e r t e m e n t e c o n e xa , e n t o n c e s v e s a lc a n z a b le d e s d e u, p o r lo t a n t o h a y
u n uv-c a m in o C = ( u = u0, u1, u2, ...un = v ) , e s t o im p lic a qu e ( u0 =
u, u1 ) , ( u1, u2 ) ∈ F ( C1 ) , ya qu e D e s t r a n s it iva , e n t o n c e s ( u0 = u, u2 ) ∈
F ( C1 ) . R e p it ie n d o e s t e p r o c e d im ie n t o e s c la r o qu e ( u, v ) ∈ F ( C1 ) .
Y a qu e C1 e s u n a c o m p o n e n t e fu e r t e m e n t e c o n e xa e n t o n c e s u y v s o n
m u t u a m e n t e a lc a n z a b le s y p o r lo t a n t o p o d e m o s r e p e t ir e l a r g u m e n t o
a n t e r io r p a r a ve r qu e ( v, u ) ∈ F ( C1 ) , p o r lo t a n t o p a r a c a d a p a r d e
v́e r t ic e s u y v e n la c o m p o n e n t e fu e r t e m e n t e c o n e xa t e n e m o s qu e ( u, v )
y ( v, u) s o n fl e c h a s d e e s a c o m p o n e n t e , e s d e c ir , la c o m p o n e n t e e s u n a
s u b d ig r ´a fi c a s im ´ e t r ic a c o m p le t a .

1 . P r o b a r e m o s qu e t o d o c o n ju n t o m ´ ın im o p o r c o n t e n c ío n c o n la
p r o p ie d a d d e a b s o r b e n t e t ie n e la m is m a c a r d in a lid a d . S i A e s u n c o n -
ju n t o m ´ ın im o p o r c o n t e n c ío n c o n la p r o p ie d a d d e a b s o r b e n t e , e n t o n c e s
A c o n t ie n e a l m e n o s u n v́e r t ic e d e c a d a c o m p o n e n t e t e r m in a l. D e o t r a
fo r m a V ( A ) ∩ V ( Ci ) = ∅ p a r a a lg u n a c o m p o n e n t e c o n e xa Ci, y c a d a
v ∈ Ci s a t is fa c e v �∈ A, Γ ( v ) ∩A = ∅ p u e s Ci e s u n a c o m p o n e n t e t e r m i-
n a l y n o s a le n fl e c h a s d e e lla , lo c u a l c o n t r a d ic e qu e A s e a a b s o r b e n t e .
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P o r lo t a n t o A c o n t ie n e a l m e n o s u n v́e r t ic e d e c a d a c o m p o n e n t e t e r -
m in a l.

S e a ai ∈ A ∩ Ci p a r a i = 1 , 2 , ..., q. Co n s id e r e m o s e l c o n ju n t o

A′ = {a1, a2, ..., aq}

A′ t a m b íe n e s u n c o n ju n t o a b s o r b e n t e p u e s p a r a c a d a x �∈ A′, s i
x e s t ´a e n u n a c o m p o n e n t e t e r m in a l, d ig a m o s Ci, c o m o vim o s a r r i-
b a c a d a c o m p o n e n t e e s u n a d ig r ´a fi c a s im ´ e t r ic a c o m p le t a , e n t o n c e s
( x, ai ) ∈ F ( D ) y p o r lo t a n t o ai ∈ Γ ( x) ∩ A′; s i x e s t ´a e n u n a c o m -
p o n e n t e n o t e r m in a l, d ig a m o s Ci, e n t o n c e s h a y u n a fl e c h a ci ∈ F ( D )
qu e s a le d e Ci h a c ia o t r a c o m p o n e n t e Ci1 , y ya qu e Ci e s u n a c o m -
p o n e n t e fu e r t e , e n t o n c e s h a y u n a t r a ye c t o r ia d e s d e x h a s t a ci. S i Ci1

n o e s u n a c o m p o n e n t e t e r m in a l, e n t o n c e s e xis t e u n a fl e c h a ci1 ∈ F ( D )
qu e s a le d e Ci1 y e n c o n s e c u e n c ia c o m o Ci1 e s u n a c o m p o n e n t e fu e r t e ,
t a m b íe n h a y u n a t r a ye c t o r ia d e s d e ci h a s t a ci1 . Y la u n ío n d e e s t a s d o s
t r a ye c t o r ia s n o s d a u n a t r a ye c t o r ia qu e va d e s d e x h a s t a cij . D e e s t a
fo r m a s e g u im o s h a s t a e n c o n t r a r u n a c o m p o n e n t e t e r m in a l Cij c o n s u
t r a ye c t o r ia d e s d e x h a s t a cij−1

. Co m o Cij e s u n a c o m p o n e n t e t e r m in a l,
e n t o n c e s e xis t e u n aij ∈ A′ ∩Cij y t a m b íe n u n a t r a ye c t o r ia d e s d e cij−1

h a s t a aij , c o n lo c u a l o b t e n e m o s u n a t r a ye c t o r ia d e s d e x h a s t a aij . P o r
la t r a n s it ivid a d d e D, t e n e m o s qu e ( x, aij ) ∈ F ( D ) .
P o r lo t a n t o A′ e s a b s o r b e n t e e n D. Y a qu e A′ ⊂ A y A e s m ´ ın im o
p o r c o n t e n c ío n c o n la p r o p ie d a d d e a b s o r b e n t e , e n t o n c e s A = A′. Co n
e s t o h e m o s p r o b a d o qu e t o d o c o n ju n t o m ´ ın im o c o n la p r o p ie d a d d e
a b s o r b e n t e t ie n e la m is m a c a r d in a lid a d .

2 . P r o b a r e m o s qu e u n c o n ju n t o S ⊂ V ( D ) e s u n n ´u c le o s i y s ´o lo
s i S e s u n c o n ju n t o m ´ ın im o p o r c o n t e n c ío n c o n la p r o p ie d a d d e a b -
s o r b e n t e . S i S e s u n n ´u c le o , e n t o n c e s S e s u n c o n ju n t o m ´ ın im o c o n
la p r o p ie d a d d e a b s o r b e n t e p o r la P r oposición 3.2. In ve r s a m e n t e ,
s i A = {a1, a2, ..., aq} e s u n c o n ju n t o m ´ ın im o c o n la p r o p ie d a d d e a b -
s o r b e n t e , e n t o n c e s A e s in d e p e n d ie n t e p u e s c o m o vim o s e n la p r u e b a
d e 1 . c a d a ai e s t ´a e n u n a c o m p o n e n t e t e r m in a l y n in g u n a fl e c h a s a le
d e u n a c o m p o n e n t e t e r m in a l, p o r lo t a n t o n o h a y fl e c h a s e n t r e e s t o s
e le m e n t o s , d e e s t a fo r m a , A e s in d e p e n d ie n t e y p o r lo t a n t o A e s u n
n ´u c le o d e D.†

3.5 Cor olar io. Una digráfica D transitiva tiene un núcleo, y todos
sus núcleos tienen la misma cardinalidad.
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P o d e m o s c o n s t r u ir u n c o n ju n t o t o m a n d o u n e le m e n t o d e c a d a c o m p o -
n e n t e fu e r t e m e n t e c o n e xa t e r m in a l y c o m o vim o s e n la p r u e b a a n t e r io r
e s t e c o n ju n t o s e r ´a m ´ ın im o c o n la p r o p ie d a d d e a b s o r b e n t e y p o r lo
t a n t o u n n ´u c le o . E n la p r u e b a a n t e r io r t a m b ie n s e d e m o s t r ´o qu e t o d o
n ´u c le o t ie n e la m is m a c a r d in a lid a d e n u n a d ig r ´a fi c a t r a n s it iva .

Co n s e c u e n t e m e n t e , e n e l e je m p lo 3 .2 , t o d a b a s e d e a xio m a s t ie n e la
m is m a c a r d in a lid a d .
E n e l c o r o la r io s ig u ie n t e s e in d u c e la r e la c ío n qu e e xis t e e n t r e g r ´a fi c a s y
d ig r ´a fi c a s e n t o r n o a l c o n c e p t o d e n ´u c le o , u s a n d o p a r a e s t o la s t r a ye c -
t o r ia s e n u n a g r ´a fi c a G.

3.6 Cor olar io. E n una gráfica G, existe un conjunto B ⊂ V ( G) tal
que:
( 1 ) ninguna trayectoria une dos vértices de B distintos.
( 2 ) todo vértice v �∈ B es el vértice inicial de una trayectoria hacia B .

P r ueba: S e a G u n a g r ´a fi c a . S e a D la d ig r ´a fi c a o b t e n id a d e G t a l qu e
V ( D ) = V ( G) y ( u, v ) ∈ F ( D ) s i y s ´o lo s i e xis t e u n a uv-t r a ye c t o r ia
e n G. N o t e qu e D e s u n a d ig r ´a fi c a t r a n s it iva : S i u, v, w ∈ V ( D ) y
( u, v ) , ( v, w ) ∈ F ( D ) e n t o n c e s h a y u n a uv-t r a ye c t o r ia e n G y u n a vw-
t r a ye c t o r ia e n G, e n t o n c e s la u n ío n d e e s t a s e s u n a uw-t r a ye c t o r ia e n
G y e n c o n s e c u e n c ia t e n e m o s qu e ( u, w ) ∈ F ( D ) . P o r e l c o r o la r io 3 .5
D p o s e e u n n ´u c le o , e s d e c ir u n c o n ju n t o d e v́e r t ic e s B t a l qu e :
1 . n o h a y fl e c h a s e n t r e c u a le s qu ie r a d o s v́e r t ic e s d e B , e s t o im p lic a
qu e n o h a y n in g u n a t r a ye c t o r ia qu e u n a d o s v́e r t ic e s d is t in t o s d e B.
2 . To d o v́e r t ic e v �∈ B e s a d ya c e n t e h a c ia a lg ´u n v́e r t ic e w ∈ B, p o r lo
qu e d e b e h a b e r u n a t r a ye c t o r ia d e s d e v h a s t a w e n G ( p o r la d e fi n ic ío n
d e F ( D ) ) †.

3.7 T eor ema. Una digráfica sin ciclos tiene un núcleo y éste es
único.

P r ueba: D a d a u n a d ig r ´a fi c a D s in c ic lo s , c o n s id e r e m o s lo s s ig u ie n -
t e s c o n ju n t o s ( ve r Fig u r a 3 .2 )

V ( 0 ) = {v ∈ V ( D ) | Γ ( v ) = ∅}

V ( 1 ) = {v ∈ V ( D ) | v �∈ V ( 0 ) , Γ ( v ) ⊂ V ( 0 ) }

V ( 2 ) = {v ∈ V ( D ) | v �∈ V ( 0 ) ∪ V ( 1 ) , Γ ( v ) ⊂ V ( 0 ) ∪ V ( 1 ) }
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E n g e n e r a l s e a V ( n ) = {v ∈ V ( D ) | v �∈
⋃n

i=1 V ( i) , Γ ( v ) ⊂
⋃n

i=1 V ( i) }.

Fig. 3.3 Sucesión de conjuntos V(0), V(1), V(2), .....

E s t o s c o n ju n t o s s o n d is ju n t o s d o s a d o s p o r c o n s t r u c c ío n d e c a d a
V ( i) . S i v ∈ V ( k ) p a r a a lg ´u n a k, e n t o n c e s h a y u n a fl e c h a d e s d e v h a c ia
vk−1 ∈ V ( k − 1 ) , e s t o s e c u m p le p a r a c a d a v́e r t ic e e n a lg ´u n V ( k ) . P o r
lo t a n t o s i v ∈ V ( k ) e n t o n c e s h a y u n a t r a ye c t o r ia d e s d e v h a s t a a lg ´u n
v́e r t ic e v0 ∈ V ( 0 ) . E s t a t r a ye c t o r ia e s la m ´a s la r g a d e s d e v d a d o qu e n o
h a y fl e c h a s e n t r e lo s v́e r t ic e s d e c a d a V ( k ) . S i h u b ie r a u n a t r a ye c t o r ia
d e lo n g it u d m a yo r a k, d ig a m o s k + 1 , e n t o n c e s e s t o im p lic a qu e h a y
k + 1 v́e r t ic e s e n k c o n ju n t o s d e s d e V ( k− 1 ) h a s t a V ( 0 ) , u n v́e r t ic e p o r
c a d a c o n ju n t o , lo c u a l e s u n a c o n t r a d ic c ío n .
Y a qu e lo s c o n ju n t o s s o n a je n o s d o s a d o s , p a r a p r o b a r qu e lo s c o n ju n -
t o s V ( k ) fo r m a n u n a p a r t ic ío n d e V ( D ) s ´o lo h a c e fa lt a p r o b a r qu e p a r a
c a d a v ∈ V ( D ) , v ∈ V ( k ) p a r a a lg ´u n k. S e a v ∈ V ( D ) . S u p v �∈ V ( k )
p a r a t o d o k n ´u m e r o n a t u r a l. S i ( u, v ) ∈ F ( D ) p a r a a lg ´u n u ∈ V ( j ) ,
e n t o n c e s v ∈

⋃j−1
i=0 V ( i) , c o n t r a d ic c ío n . S i ( v, u) ∈ F ( D ) p a r a a lg ´u n

u ∈ V ( j ) , e n t o n c e s v ∈ V ( j + 1 ) , c o n t r a d ic c ío n . P o r lo t a n t o v n o e s
a d ya c e n t e d e s d e n i h a c ia n in g ´u n u ∈ V ( k ) . Ta m p o c o e s u n v́e r t ic e a is -
la d o p u e s n o e s t ´a e n V ( 0 ) . P o r lo t a n t o v p e r t e n e c e a u n a t r a ye c t o r ia
T , d e v́e r t ic e s qu e a l ig u a l qu e v n o p e r t e n e c e n a n in g ´u n V ( k ) . Ob s e r ve
qu e T e s u n a d ig r ´a fi c a a c ´ ıc lic a , la c u a l, p o r e l T eor ema 2.10 c o n t ie n e
a l m e n o s u n v́e r t ic e d e e xg r a d o c e r o , e s d e c ir , e xis t e u ∈ V ( T ) t a l qu e
n o h a y fl e c h a s d e s d e u e n T , c o m o t a m p o c o h a y fl e c h a s d e s d e u h a c ia
V ( D ) − V ( T ) , e n t o n c e s u t ie n e e xg r a d o c e r o e n D, e n t o n c e s u ∈ V ( 0 ) ,
c o n t r a d ic c ío n . P o r lo t a n t o v ∈ V ( k ) p a r a a lg ´u n V ( k ) y lo s c o n ju n t o s
V ( k ) fo r m a n u n a p a r t ic ío n d e V ( D ) .

V a m o s a d e m o s t r a r qu e D p o s e e u n n ´u c le o . V a m o s a c o n s t r u ir u n
c o n ju n t o S y lu e g o d e m o s t r a r e m o s qu e S e s n ´u c le o . S e g ´u n s e d e fi n ío
e n la P r oposición 3.1, s i Γ ( v ) = ∅, e n t o n c e s m a xy∈Γ(x) ΦS ( y ) =0 ,
S i qu e r e m o s qu e S s e a u n n ´u c le o , e n t o n c e s la f´o r m u la ΦS ( x ) = 1 −
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m a xy∈Γ(x) ΦS ( y ) s e d e b e c u m p lir , e s d e c ir V ( 0 ) ⊂ S. To d o s lo s v́e r t ic e s
d e V ( 1 ) s o n a d ya c e n t e s h a c ia V ( 0 ) , p a r a c u m p lir la in d e p e n d e n c ia n o
d e b e n e s t a r e n S. S e a S1 = {v ∈ V ( 2 ) | Γ ( v ) ⊆ V ( 1 ) }, S2 = {v ∈
V ( 3 ) | Γ ( v ) ⊆ ( V ( 2 ) −S1 ) ∪V ( 1 ) }, e n g e n e r a l, s e a Sn = {v ∈ V ( n+ 1 ) |
Γ ( v ) ⊆ ∪n−1

i=1 ( V ( i ) − Si−1 ) }, c o n S0 = ∅. S e a S = (
⋃

Si ) ∪ V ( 0 ) . S
e s in d e p e n d ie n t e p o r c o n s t r u c c ío n , p a r a d e m o s t r a r qu e S e s u n n ´u c le o
fa lt a p r o b a r qu e e s a b s o r b e n t e . S e a v ∈ V ( D ) − S, e n t o n c e s v ∈ V ( k )
p a r a a lg ´u n e n t e r o k p u e s lo s c o n ju n t o s V ( k ) fo r m a n u n a p a r t ic ío n d e
V ( D ) . Y a qu e v �∈ S, e n t o n c e s v �∈ Sk−1 y p o r d e fi n ic ío n d e Sk−1 h a y

u n a fl e c h a d e s d e v h a c ia (
⋃k−2

i=1 Si ) ∪V ( 0 ) , e s d e c ir , h a y u n a fl e c h a d e s d e
v h a c ia S, p o r lo t a n t o S e s a b s o r b e n t e y S e s n ´u c le o d e D.†

V e a m o s d o s d e fi n ic io n e s r e la c io n a d a s c o n n u c le o s . D a d o u n v́e r t ic e
v ∈ V ( D ) d ir e m o s qu e u e s u n sucesor d e v s i h a y u n a fl e c h a ( v, u) ∈
F ( D ) . U n s e min´u c le o d e u n a d ig r ´a fi c a D s e d e fi n e c o m o u n s u b c o n -
ju n t o , in d e p e n d ie n t e S ⊂ V ( D ) t a l qu e c a d a v́e r t ic e a d ya c e n t e d e s d e
S t ie n e a l m e n o s u n s u c e s o r e n S.
P a r a c a d a v́e r t ic e x d e u n a d ig r ´a fi c a D, d e fi n im o s Γ − ( x) = {v ∈ V ( D ) |
( v, x) ∈ F ( D ) }.

D e m o s t r a r e m o s u n le m a s o b r e d ig r ´a fi c a s in d u c id a s qu e n o s s e r ´a d e
u t ilid a d e n la s d e m o s t r a c io n e s s ig u ie n t e s , d e s p u ´ e s ve r e m o s u n t e o r e m a
d o n d e s e m u e s t r a qu e u n a d ig r ´a fi c a s in c ic lo s im p a r e s p o s e e u n n ´u c le o .

Fig. 3.4 D ibujo para la prueba del Le ma 3.8

3.8 Lema. Si para cada subconjunto no vaćıo A ⊂ V ( D ) , la sub-
digráfica D[A] tiene un seminúcleo no vaćıo, entonces D tiene un
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núcleo.

P r ueba: S e a S u n c o n ju n t o m ´a xim o c o n la p r o p ie d a d d e s e r s e m in ´u -
c le o d e D, y s e a A = ( V ( D ) − S ) − Γ −

D ( S ) , ve r Fig u r a 3 .4 .

S i A = ∅, e n t o n c e s S e s u n n ´u c le o , p u e s S ya e s in d e p e n d ie n t e . S i
A �= ∅, e n t o n c e s D[A] t ie n e u n s e m in ´u c le o T . N o h a y fl e c h a s d e s d e
A h a c ia S p o r c o n s t r u c c ío n d e A, n o t e t a m b íe n qu e d e s d e S n o h a y
fl e c h a s h a c ia A p u e s ya qu e S e s s e m in ´u c le o , h a b r ´ ıa u n a fl e c h a d e s d e A
h a c ia S, p o r lo t a n t o A y S s o n c onju ntos inde pe ndie nte s , e s d e c ir
n o h a y fl e c h a s e n t r e e llo s . E n p a r t ic u la r S y T s o n in d e p e n d ie n t e s p u e s
T ⊂ A; a s ´ ı, S ∪ T e s u n c o n ju n t o in d e p e n d ie n t e . Ca d a v �∈ S ∪ T ,
p e r t e n e c e a A o b ie n p e r t e n e c e a Γ −

D ( S ) . S e a v ∈ A a d ya c e n t e d e s d e
S ∪ T . E n t o n c e s v t ie n e u n s u c e s o r e n S ∪ T , p u e s v n o e s a d ya c e n t e
d e s d e S. S i v e s a d ya c e n t e d e s d e T, e n t o n c e s v t ie n e u n s u c e s o r e n T
p o r s e r T s e m in ´u c le o d e D[A]. S i v ∈ Γ −

D ( S ) e s a d ya c e n t e d e s d e S ∪T ,
e n t o n c e s v e s a d ya c e n t e h a c ia S p o r d e fi n ic ío n d e Γ −

D ( S ) y p o r lo t a n t o
v e s a d ya c e n t e h a c ia S ∪ T . A s ´ ı, S ∪ T e s u n s e m in ´u c le o d e D, lo c u a l
c o n t r a d ic e la m a xim a lid a d d e S.†

3.9 T eor ema. Si D es una digráfica sin ciclos impares, entonces
D tiene al menos un núcleo.

P r ueba: S e a D u n a s u b d ig r ´a fi c a s in c ic lo s im p a r e s . Ob s e r ve qu e
t o d a s u b d ig r ´a fi c a in d u c id a d e D c a r e c e d e c ic lo s im p a r e s . A h o r a , s i u n a
d ig r ´a fi c a s in c ic lo s im p a r e s t ie n e s e m in ´u c le o e n t o n c e s t o d a s u b d ig r ´a fi c a
in d u c id a d e D t ie n e s e m in ´u c le o n o va c ´ ıo , lu e g o , p o r e l Lema 3.8, e s
s u fi c ie n t e c o n m o s t r a r qu e D p o s e e u n s e m in ´u c le o n o va c ´ ıo . P o d e m o s
s u p o n e r qu e D e s c o n e xa , d e o t r a fo r m a p o d e m o s r e p e t ir la p r u e b a e n
c a d a c o m p o n e n t e c o n e xa y o b t e n e r e l r e s u lt a d o .
S e a V1 u n a c o m p o n e n t e fu e r t e m e n t e c o n e xa d e D ( d e fi n id a e n la s e c c ío n
2 ) c o n Γ ( V1 ) ⊂ V1, e s d e c ir u n a c o m p o n e n t e t e r m in a l d e D. S i | V1 |= 1 ,
e n t o n c e s V1 = {v} e s u n s e m in ´u c le o ya qu e s e g ´u n la d e fi n ic ío n , a l n o
e xis t ir fl e c h a s e n V1, t o d o s u c e s o r d e e s t e v́e r t ic e e s a d ya c e n t e h a c ia
v. S i | V1 |> 1 , y s i v0 ∈ V1, s e a v u n v́e r t ic e e n V1 d is t in t o d e
v0. E n t o n c e s t o d a s la s v0v-t r a ye c t o r ia s e s t ´a n c o n t e n id a s e n V1 p o r la
c o n d ic ío n Γ ( V1 ) ⊂ V1; y t ie n e n la m is m a p a r id a d , ( d e o t r a fo r m a u n
c ir c u it o im p a r y p o r lo t a n t o u n c ic lo im p a r p o d r ´ ıa e s t a r fo r m a d o c o n
la c o m p o s ic ío n d e d o s v0v-t r a ye c t o r ia s ) .
S e a S e l c o n ju n t o d e t o d o s lo s v́e r t ic e s v ∈ V1 t a le s qu e t o d a s la s v0v-
t r a ye c t o r ia s s o n p a r e s . E l c o n ju n t o S e s in d e p e n d ie n t e , p u e s s i u y
v e s t ´a n e n S s o n t a le s qu e ( u, v ) ∈ F ( D ) , y ( v0, v1, v2, ..., vn = u ) e s
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u n a v0u-t r a ye c t o r ia p a r , e n t o n c e s ( v0, v1, v2, ..., vn = u, v ) e s u n a v0v-
t r a ye c t o r ia im p a r , lo qu e c o n t r a d ic e la c a r a c t e r ´ ıs t ic a d e lo s e le m e n t o s
d e S. P o r lo t a n t o S e s in d e p e n d ie n t e .
V a m o s a ve r qu e s i z ∈ V ( D ) e s a d ya c e n t e d e s d e a lg ´u n v ∈ S, e n t o n c e s
c a d a s u c e s o r d e z p e r t e n e c e a S. S e a w ∈ V ( D ) u n s u c e s o r d e z. Y a qu e
V1 e s u n a c o m p o n e n t e t e r m in a l, e n t o n c e s z,w ∈ V ( V1 ) . S u p o n g a m o s
qu e e xis t e T , u n a v0w-t r a ye c t o r ia im p a r e n V1, c o m o v0 y w e s t ´a n e n
la m is m a c o m p o n e n t e fu e r t e , e n t o n c e s h a y u n a T ′, wv0-t r a ye c t o r ia e n
D. Co m o e n D n o h a y c ic lo s im p a r e s , e n t o n c e s T ′ t ie n e la m is m a
p a r id a d qu e T , e s d e c ir , T ′ e s u n a wv0-t r a ye c t o r ia im p a r . E n t o n c e s
la t r a ye c t o r ia ( v0, v1, ..., vn = v ) s e g u id a d e T ′ fo r m a n u n c a m in o e l
c u a l c o n t ie n e u n c ic lo d e lo n g it u d im p a r , c o n t r a d ic c ío n . P o r lo t a n t o
n o e xis t e n in g u n a v0w-t r a ye c t o r ia d e lo n g it u d im p a r e n D y e n t o n c e s
c u a lqu ie r s u c e s o r d e z p e r t e n e c e a S. A s ´ ı, S e s u n s e m in ´u c le o d e D.†
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4. DI GRÁFI CAS N ÚCLE O

P E RFE CT AS

B e r g e s e p r o p u s o c a r a c t e r iz a r la s dig r áfic as n´u c le o impe r fe c tas
c r ı́tic as , d ig r ´a fi c a s s in n ´u c le o t a le s qu e la e lim in a c ío n d e u n c o n ju n t o
d e v́e r t ic e s c u a lqu ie r a p r o d u c e u n a d ig r ´a fi c a c o n n ´u c le o ; lo s c ic lo s im -
p a r e s y la s Fig u r a s 3 .1 y 3 .2 d a n e je m p lo s d e d ig r ´a fi c a s n ´u c le o im p e r -
fe c t a s c r ´ ıt ic a s .

S e d ic e qu e u n a d ig r ´a fi c a e s n´u c le o pe r fe c ta s i t o d a s u b d ig r ´a fi c a
in d u c id a d e D t ie n e n ´u c le o . L a s c o n d ic io n e s s u fi c ie n t e s , c o n o c id a s , a s e -
g u r a n la e xis t e n c ia d e u n n ´u c le o e n u n a d ig r ´a fi c a , lo c u a l im p lic a qu e
u n a d ig r ´a fi c a e s n ´u c le o p e r fe c t a s i la s c o n d ic io n e s s e c u m p le n t a m b íe n
p a r a la s d ig r ´a fi c a s in d u c id a s d e D:

4.1 T eor ema. Una digráfica simétrica es núcleo-perfecta.

P r ueba: P o r e l T eor ema 3.3 t o d a d ig r ´a fi c a s im ´ e t r ic a p o s e e u n
n ´u c le o . To d a s u b d ig r ´a fi c a in d u c id a d e u n a d ig r ´a fi c a s im ´ e t r ic a e s s im ´ e -
t r ic a . A p lic a n d o e l teor ema 3.3. a c a d a s u b d ig r ´a fi c a in d u c id a d e D
o b t e n e m o s e l t e o r e m a .†

4.2 T eor ema. Una digráfica transitiva es núcleo-perfecta.

P r ueba: P o r e l Cor olar io 3.5 t o d a d ig r ´a fi c a t r a n s it iva p o s e e u n
n ´u c le o . To d a s u b d ig r ´a fi c a in d u c id a d e u n a d ig r ´a fi c a t r a n s it iva e s t r a n -
s it iva . A p lic a n d o e l m is m o Cor olar io 3.5 a c a d a s u b d ig r ´a fi c a in d u c id a
d e D s e s ig u e e l t e o r e m a .†

4.3 T eor ema. Una digráfica sin ciclos es núcleo-perfecta.

P r ueba: S e a D u n a d ig r ´a fi c a s in c ic lo s . To d a s u b d ig r ´a fi c a in d u c id a
d e D e s a c ´ ıc lic a , a p lic a n d o e l T eor ema 3.7 a c a d a d ig r ´a fi c a in d u c id a
d e D o b t e n e m o s qu e t o d a d ig r ´a fi c a in d u c id a d e D t ie n e n ´u c le o .†

4.4 T eor ema. Una digráfica sin ciclos impares es núcleo-perfecta.

P r ueba: S e a D u n a d ig r ´a fi c a s in c ic lo s im p a r e s . P o r e l T eor ema

3.9 s a b e m o s qu e t o d a d ig r ´a fi c a s in c ic lo s im p a r e s c o n t ie n e a l m e n o s u n
n ´u c le o . P u e s t o qu e t o d a s u b d ig r ´a fi c a in d u c id a d e D c a r e c e d e c ic lo s
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im p a r e s , e n t o n c e s o b t e n e m o s e l t e o r e m a .†

4.5 T eor ema. Si los ciclos impares de una digráfica D -en caso de
poseerlos- son simétricos, entonces D es núcleo-perfecta.

P r ueba: S e a D1 u n a d ig r ´a fi c a c o m o e n la h ip ´o t e s is d e l t e o r e m a . S i
D e s u n a d ig r ´a fi c a in d u c id a d e D1, e n t o n c e s lo s c ic lo s im p a r e s d e D
s o n s im ´ e t r ic o s . P o r e l Lema 3.8 e s s u fi c ie n t e c o n d e m o s t r a r qu e D
p o s e e u n s e m in ´u c le o .
Co m o e n la p r u e b a d e l T eor ema 3.9, p o d e m o s s u p o n e r qu e D e s
c o n e xa , d e o t r a fo r m a p o d e m o s r e p e t ir e s t a p r u e b a e n c a d a c o m p o -
n e n t e c o n e xa d e D. S e a V1 c o m o e n e l T eor ema 3.9. S i | V1 |= 1 ,
e n t o n c e s V1 e s u n s e m in ´u c le o . S i | V1 |> 1 , s e a v0 ∈ V1 y s e a S e l c o n -
ju n t o d e v́e r t ic e s d e V1 t a l qu e t o d a v0v-t r a ye c t o r ia e s p a r c o n v ∈ V1 y
v0 �= v. S e s in d e p e n d ie n t e p u e s s i v1 ∈ S y ( v1, v2 ) ∈ F ( V1 ) , e n t o n c e s
e xis t e u n a v0v2-t r a ye c t o r ia im p a r e n V1, p o r lo qu e v2 �∈ S.
S i z e s u n v́e r t ic e d e V1 a d ya c e n t e d e s d e v1 ∈ S, e n t o n c e s c a d a s u c e s o r
d e z p e r t e n e c e a S:

S i w e s s u c e s o r d e z y e s t ´a e n a lg u n a v0v1-t r a ye c t o r ia T1 = ( v0 =
u0, u1, ..., ui = w, ..., un = v1 ) , e n t o n c e s s i ( u0 = v0, u1, ..., ui = w ) e s
im p a r , e n t o n c e s ( ui = w, ui+1, ..., un = v1 ) e s u n a t r a ye c t o r ia im -
p a r y ( w, ..., v1, z, w ) e s u n c ic lo im p a r , p o r lo t a n t o s im ´ e t r ic o y
( u0 = v0 , u1, ..., ui = w, z, v1 ) e s u n a v0v1-t r a ye c t o r ia im p a r , lo c u a l
c o n t r a d ic e la e le c c ío n d e v1. P o r lo t a n t o t o d a v0w-t r a ye c t o r ia e s d e
lo n g it u d p a r .
S i w n o e s t ´a e n a lg u n a v0v1-t r a ye c t o r ia , s u p o n g a m o s qu e e xis t e u n a
v0w-t r a ye c t o r ia T0 d e lo n g it u d im p a r , c o m o v1, w ∈ V1 y ´e s t a e s u n a
c o m p o n e n t e fu e r t e m e n t e c o n e xa d e D, e n t o n c e s e xis t e u n a wv1-t r a ye c t o -
r ia Tw. S i Tw e s d e lo n g it u d im p a r , e n t o n c e s s i d e n o t a m o s p o r T1 la v0v1-
t r a ye c t o r ia , la u n ío n d e T1, ( v1, z ) , ( z,w ) , Tw p r o d u c e u n c ic lo d e lo n g i-
t u d im p a r y p o r lo t a n t o s im ´ e t r ic o , lo c u a l g e n e r a u n a v0v1-t r a ye c t o r ia
d e lo n g it u d im p a r . S i Tw e s d e lo n g it u d p a r , e n t o n c e s T0 ∪ Tw e s u n
c ic lo d e lo n g it u d im p a r y p o r lo t a n t o s im ´ e t r ic o y e n t o n c e s la u n ío n
d e T1, ( v1, z ) , ( z,w ) , T0 e s u n c ic lo d e lo n g it u d im p a r y p o r lo t a n t o
s im ´ e t r ic o qu e g e n e r a u n a v0v1-t r a ye c t o r ia d e lo n g it u d im p a r .†
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5. Digr áficas color eadas

E n e s t a s e c c ío n a b o r d a m o s e l c o n c e p t o d ig r ´a fi c a s c o lo r e a d a s . A u n qu e
p o d e m o s h a b la r d e d ig r ´a fi c a s c u yo s v́e r t ic e s e s t ´a n c o lo r e a d o s , e n e s t e
t r a b a jo h a b la r e m o s d e u n a d ig r ´a fi c a c o lo r e a d a c u a n d o a s ig n a m o s u n
c o lo r a c a d a fl e c h a d e u n a d ig r ´a fi c a . Ta m b íe n a s o c ia d o a la s d ig r ´a fi c a s
c o lo r e a d a s s u r g e n la s id e a s d e n ´u c le o p o r t r a ye c t o r ia s m o n o c r o m ´a t ic a s
y la c e r r a d u r a d e u n a d ig r ´a fi c a . V e r e m o s la r e la c ío n e n t r e la e xis -
t e n c ia d e u n n ´u c le o p o r t r a ye c t o r ia s m o n o c r o m ´a t ic a s e n u n a d ig r ´a fi c a
2 -c o lo r e a d a y la e xis t e n c ia u n n ´u c le o e n la c e r r a d u r a d e la d ig r ´a fi c a .

L a par te as imé tr ic a de D ( r e s p . par te s imé tr ic a de D ) , la
c u a l d e n o t a m o s p o r A s im ( D ) ( r e s p . S im ( D ) ) , e s la s u b d ig r ´a fi c a d e D
fl e c h a in d u c id a p o r e l c o n ju n t o d e fl e c h a s a s im ´ e t r ic a s ( r e s p . s im ´ e t r ic a s )
d e D ( ve r d e fi n ic ío n d e d ig r ´a fi c a fl e c h a in d u c id a e n la p r im e r a s e c c ío n )
ve r Fig u r a 5 .1 . E n e s t a s e c c ío n e n t e n d e r e m o s p o r u n a t r a ye c t o r ia u n a
s u c e s i´o n fi n it a o in fi n it a ( x1, x2, ...) d e v́e r t ic e s d is t in t o s d e D t a le s qu e
( xi, xi+1 ) ∈ F ( D ) p a r a t o d a i. Cu a n d o V ( D ) e s in fi n it o y la s u c e s ío n d e
u n a t r a ye c t o r ia e s in fi n it a d e c im o s qu e la s u c e s ío n e s u n a tr ay e c tor ia
infinita e xte r ior . S e a n S1 y S2 s u b c o n ju n t o s d e V ( D ) , lla m a r e m o s a
u n a t r a ye c t o r ia fi n it a ( x1, x2, ..., xn ) u n a S1S2-t r a ye c t o r ia s ie m p r e qu e
x1 ∈ S1 y x2 ∈ S2, e n p a r t ic u la r c u a n d o la t r a ye c t o r ia c o n s t a s ´o lo d e
d o s v́e r t ic e s , e s d e c ir e s u n a fl e c h a .

Fig. 5.1 Una digráfica D, su parte simétrica Sim( D ) y su parte
asimétrica Asim( D )

D ir e m o s qu e u n a d ig r ´a fi c a e s t ´a c olor e ada por fl e c has c o n m c o lo -
r e s s i e xis t e u n a fu n c ío n s u p r a ye c t iva d e F ( D ) e n { 1 , 2 , 3 , ...,m} ( ve r
Fig u r a 5 .2 ) . S e d ic e qu e u n a t r a ye c t o r ia T e s monoc r omátic a s i t o -
d a s la s fl e c h a s d e la t r a ye c t o r ia T t ie n e n e l m is m o c o lo r , e s d e c ir , s i f e s
la fu n c ío n qu e c o lo r e a la s fl e c h a s d e u n a d ig r ´a fi c a D e n t o n c e s f ( a) = i
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p a r a t o d a fl e c h a a d e la t r a ye c t o r ia T .

Fig. 5.2 E jemplo de una digráfica 5-coloreada.

5.1 T eor ema ( S a n d s e t . a l. [9 ]) Sea D una digráfica cuyas flechas
están coloreadas con dos colores. Si D no contiene alguna trayectoria
monocromática infinita exterior, entonces existe un subconjunto S de
vértices de D tal que: dos vértices cualesquiera de S no están conec-
tados por una trayectoria monocromática y para todo vértice x que no
está en S existe una trayectoria monocromática desde x a un vértice
en S.

In c lu ir e m o s a lg u n a s d e fi n ic io n e s c o n o b je t o d e c o m p r e n d e r m e jo r e l
T eor ema 5.1.

Fig. 5.3 Condición ii) de núcleo por trayectorias monocromáticas.

S i D e s u n a d ig r ´a fi c a c o lo r e a d a p o r fl e c h a s c o n m c o lo r e s ( m-c o lo r e a d a ) ,
d e c im o s qu e u n c o n ju n t o N ⊆ V ( D ) e s u n n´u c le o por tr ay e c tor ias
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monoc r omátic as s i s a t is fa c e la s d o s c o n d ic io n e s s ig u ie n t e s :

i ) P a r a t o d o p a r d e v́e r t ic e s d is t in t o s u, v ∈ N n o e xis t e u n a t r a ye c -
t o r ia m o n o c r o m ´a t ic a e n t r e e llo s .

ii) P a r a t o d o v́e r t ic e x ∈ V ( D ) −N e xis t e u n v́e r t ic e y ∈ N t a l qu e
e xis t e u n a xy-t r a ye c t o r ia m o n o c r o m ´a t ic a ( ve r Fig u r a 5 .3 ) .

A c o n t in u a c ío n va m o s a d e fi n ir e l c o n c e p t o d e c e r r a d u r a d e u n a
d ig r ´a fi c a , e l c u a l n o s s ir ve p a r a d a r la r e la c ío n e n t r e n ´u c le o p o r t r a ye c -
t o r ia s m o n o c r o m ´a t ic a s y n ´u c le o . S i D e s u n a d ig r ´a fi c a m-c o lo r e a d a ,
e n t o n c e s la c e r r adu r a C ( D ) d e D e s la d ig r ´a fi c a m -c o lo r e a d a d e fi n id a
c o m o s ig u e :

V ( C ( D ) ) = V ( D )

F ( C ( D ) ) = { ( u, v ) c o n c o lo r i | e xis t e u n a uv-t r a ye c t o r ia m o n o c r o m ´a -
t ic a d e c o lo r i c o n t e n id a e n D}.

Fig. 5.4 Ilustra la prueba de la P roposición 5.2.
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N o t e qu e F ( D ) ⊂ F ( C ( D ) ) p u e s u n a fl e c h a ( u, v ) d e c o lo r i e s u n a
t r a ye c t o r ia m o n o c r o m ´a t ic a d e c o lo r i.

5.2 P r oposición C ( C ( D ) ) ∼= C ( D )

P r ueba: V [C ( C ( D ) ) ] = V ( C ( D ) ) = V ( D ) y F [ C ( C ( D ) ) ] ⊃ F ( C ( D ) )
p o r d e fi n ic ío n d e la c e r r a d u r a d e D. S i a = ( u, v ) ∈ F [C ( C ( D ) ) ] −
F ( C ( D ) ) e n t o n c e s e xis t e u n a uv-t r a ye c t o r ia T = ( x1 = u, x2, ..., xn = v )
m o n o c r o m ´a t ic a d e c o lo r i c o n t e n id a e n C ( D ) , ve r Fig u r a 5 .4 .

S i T ⊂ D, e n t o n c e s a ∈ F ( C ( D ) ) lo c u a l n o p u e d e s e r . P o r lo t a n t o
T �⊂ D, p o r lo qu e e xis t e a′ = ( xi, xi+1 ) ∈ F ( C ( D ) ) −F ( D ) t a l qu e a′ ∈
F ( T ) , p o r lo qu e e l c o lo r d e a′ e s i, lo c u a l im p lic a qu e e xis t e u n a xixi+1-
t r a ye c t o r ia m o n o c r o m ´a t ic a T ′ = ( y1 = xi, y2, y3, ..., yk = xi+1 ) e n D d e
c o lo r i. S e a T1 = ( x1, x2, ..., xi = y1, y2, ..., yk = xi+1, xi+2, ..., xn = v ) ,
e n t o n c e s T1 e s u n uv-c a m in o d ir ig id o e n D, d e c o lo r i d e l qu e p o d e -
m o s o b t e n e r u n a uv-t r a ye c t o r ia d e c o lo r i c o n t e n id a e n D, e s t o im -
p lic a qu e a ∈ F ( C ( D ) ) , lo c u a l e s u n a c o n t r a d ic c ío n . P o r lo t a n t o
F [C ( C ( D ) ) ] = F ( C ( D ) ) y e n t o n c e s C ( C ( D ) ) ∼= C ( D ) .†

5.3 P r oposición. Sea D una digráfica, D tiene núcleo por trayec-
torias monocromáticas si y sólo si C ( D ) tiene un núcleo.

P r ueba: S u p o n g a m o s qu e D t ie n e u n n ´u c le o N p o r t r a ye c t o r ia s
m o n o c r o m ´a t ic a s . Ob s e r ve m o s qu e u n a fl e c h a e s u n a t r a ye c t o r ia m o n o -
c r o m ´a t ic a . P a r a t o d o p a r d e v́e r t ic e s d e N n o h a y n in g u n a t r a ye c t o r ia
m o n o c r o m ´a t ic a , p u e s N e s u n n ´u c le o p o r t r a ye c t o r ia s m o n o c r o m ´a t ic a s ,
a s ´ ı qu e N e s in d e p e n d ie n t e e n C ( D ) . S i x ∈ V ( C ( D ) ) − N e n t o n c e s
e xis t e u n a xy-t r a ye c t o r ia m o n o c r o m ´a t ic a e n D c o n y ∈ N , p o r lo qu e
( x, y ) ∈ F ( C ( D ) ) , y e n t o n c e s N e s a b s o r b e n t e e n C ( D ) . P o r lo qu e N
e s u n n ´u c le o d e C ( D ) .
S u p o n g a m o s qu e C ( D ) t ie n e u n n ´u c le o N . S e a n u, v ∈ N , c o m o N e s
in d e p e n d ie n t e e n C ( D ) , { ( u, v ) , ( v, u) } �⊆ F ( D ) , p o r lo t a n t o n o e x-
is t e n in g u n a uv-t r a ye c t o r ia m o n o c r o m ´a t ic a e n D y t a m p o c o n in g u n a
vu-t r a ye c t o r ia m o n o c r o m ´a t ic a e n D. S i x ∈ V ( D ) − N , c o m o N e s
a b s o r b e n t e e n C ( D ) , e n t o n c e s e xis t e y ∈ N t a l qu e ( x, y ) ∈ F ( C ( D ) ) ,
e s d e c ir , e xis t e u n a xy-t r a ye c t o r ia m o n o c r o m ´a t ic a e n D. P o r lo t a n t o
N e s u n n ´u c le o p o r t r a ye c t o r ia s m o n o c r o m ´a t ic a s d e D.†
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Co n e s t a t e r m in o lo g ´ ıa e l T eor ema 5.1 a fi r m a qu e s i D e s u n a
d ig r ´a fi c a 2 -c o lo r e a d a , la c u a l n o c o n t ie n e a lg u n a t r a ye c t o r ia m o n o c r o m ´a -
t ic a in fi n it a e xt e r io r e n t o n c e s C ( D ) c o n t ie n e u n n ´u c le o .

Obser vación 5.1. E l T eor ema 5.1 e s e qu iva le n t e a la s ig u ie n t e
a fi r m a c ío n . Sea D una digráfica. D1 y D2 subdigráficas transitivas de
D tales que D = D1 ∪D2. Si D no tiene trayectorias infinitas exterio-
res contenidas en Di ( i = 1 , 2 ) entonces D tiene un núcleo.

E n u n a d ig r ´a fi c a t r a n s it iva D, p a r a u n a t r a ye c t o r ia m o n o c r o m ´a t ic a
T = ( u1, u2, ..., un ) t e n e m o s qu e {( u1, u2 ) , ( u1, u3 ) , ( u1, u4 ) , ..., ( u1, un ) } ⊂
F ( D ) . P o r lo t a n t o e n u n a d ig r ´a fi c a t r a n s it iva D, la c e r r a d u r a d e u n a
d ig r ´a fi c a e s ig u a l a D m is m a . A s ´ ı m is m o la c e r r a d u r a d e u n a d ig r ´a fi c a
c o lo r e a d a c o n u n s o lo c o lo r e s t r a n s it iva . P o r lo t a n t o s e c u m p le la
o b s e r va c ío n 5 .1 .
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6. N úcleos en digr áficas pr etr ansi-
tivas.

E l r e s u lt a d o c e n t r a l d e e s t a s e c c ío n e s e l T eor ema 6.3, e n e l c u a l
s e d a n a lg u n a s c o n d ic io n e s s u fi c ie n t e s p a r a la e xis t e n c ia d e u n n ´u c le o
e n u n a d ig r ´a fi c a r e la c io n a d a s c o n la p r e t r a n s it ivid a d iz qu ie r d a , d e r e c h a
y la n o e xis t e n c ia d e t r a ye c t o r ia s in fi n it a s e xt e r io r e s e n u n a d ig r ´a fi c a .
P a r a p r o b a r lo u s a r e m o s u n m ´ e t o d o r e la c io n a d o c o n e l u s a d o p o r S a n d s
e t . a l. [9 ].

P r im e r o ve r ´ e m o s a lg u n a s d e fi n ic io n e s . D ir e m o s qu e u n a d ig r ´a fi c a
D e s pr e tr ans itiv a de r e c ha s i p a r a c u a le s qu ie r a u, v, w v́e r t ic e s d e
D t a le s qu e ( u, v ) ∈ F ( D ) y ( v,w ) ∈ F ( D ) im p lic a ( u, w ) ∈ F ( D )
´o ( w, v ) ∈ F ( D ) . U n a d ig r ´a fi c a D e s pr e tr ans itiv a izq u ie r da s i
p a r a c u a le s qu ie r a u, v, w v́e r t ic e s d e D t a le s qu e ( u, v ) ∈ F ( D ) y
( v, w ) ∈ F ( D ) im p lic a ( u,w ) ∈ F ( D ) ´o ( v, u ) ∈ F ( D ) .

R e c o r d a r e m o s a lg u n a s d e fi n ic io n e s qu e s o n n e c e s a r ia s p a r a lu e g o
e n u n c ia r e l le m a d e Zo r n .
U n a p a r e ja ( F, ≤ ) c o n s is t e n t e d e u n c o n ju n t o y u n o r d e n p a r c ia l s o b r e
e l c o n ju n t o e s lla m a d a u n c onju nto par c ialme nte or de nado.

D e c im o s qu e u n o r d e n e s or de n total s i p a r a t o d o p a r a y b s e t ie n e
qu e a ≤ b o b ≤ a. Cu a n d o e l o r d e n e s t o t a l e n u n c o n ju n t o e l c o n ju n t o
e s lla m a d o u n a c ade na .
S e a A ⊆ F . U n e le m e n t o b ∈ F e s u n a c ota s u pe r ior par a A s i a ≤ b
p a r a t o d o a ∈ A.
S e d ic e qu e u n e le m e n t o m e n F e s máximo por e l or de n ≤ s i,
s ie m p r e qu e x ∈ F c o n m ≤ x im p lic a qu e x = m.

Lema de Zor n. Si F es un conjunto parcialmente ordenado en el
que toda cadena de F tiene una cota superior en F, entonces F tiene
un elemento maximal.

In t r o d u c ir e m o s u n a n u e va n o t a c ío n : D a d a s d o s s u b d ig r ´a fi c a s d e D;
D1 y D2 ( c o n la p o s ib ilid a d d e qu e F ( D1 ) ∩F ( D2 ) �= ∅ ) . P a r a v́e r t ic e s

d is t in t o s x, y d e D, e s c r ib im o s x
i
→ y c u a n d o la fl e c h a ( x, y ) ∈ F ( Di ) , y

x
i
→ S d e n o t a r ´a qu e e xis t e u n a fl e c h a e n Di d e s d e x h a c ia a lg ´u n v́e r t ic e

e n S, S ⊆ V ( D ) , d o n d e i = 1 , 2 . Cu a n d o n o s a b e m o s s i la fl e c h a e s t ´a

e n D1 o e n D2 e s c r ib im o s s im p le m e n t e x → y. L a n e g a c ío n d e x
i
→ y
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( r e s p . x
i
→ S ) s e r ´a d e n o t a d a x

i

�→ y ( r e s p . x
i

�→ S ) p a r a i = 1 , 2 .

P r e s e n t a m o s d o s le m a s qu e u s a r ´ e m o s e n la p r u e b a d e l T eor ema 6.3.

6.1 Lema. Sea D una digráfica pretransitiva izquierda o pretran-
sitiva derecha. Si ( x1, x2, ..., xn ) es una sucesión de vértices tal que
( xi, xi+1 ) ∈ F ( D ) y ( xi+1, xi ) �∈ F ( D ) para toda i ∈ { 1 , 2 , ..., n − 1 },
entonces la sucesión es una trayectoria y para cada i ∈ { 1 , 2 , ..., n −
1 }, ( xi, xj ) ∈ F ( D ) y ( xj, xi ) �∈ F ( D ) , para cada j ∈ {i+ 1 , ..., n}.

P r ueba: P r o c e d e r e m o s p o r in d u c c ío n s o b r e n. S i n = 1 , la t r a ye c -
t o r ia ( x1 ) c u m p le la h ip ´o t e s is p o r va c u id a d . S i n = 2 , e n t o n c e s ( x1, x2 )
e s u n a t r a ye c t o r ia p u e s ( x1, x2 ) ∈ F ( D ) p o r lo t a n t o x1 �= x2 e l le m a
s e c u m p le .
S u p o n g a m o s qu e e l r e s u lt a d o s e c u m p le p a r a t o d a s u c e s ío n ( x1, x2, ..., xn ) ,
la c u a l s a t is fa c e la s h ip ´o t e s is d e l Lema 6.1.

Co n s id e r e m o s u n a s u c e s ío n T = ( x1, x2, ..., xn, xn+1 ) t a l qu e p a r a
c a d a i ∈ {1 , ..., n}, ( xi, xi+1 ) ∈ F ( D ) y ( xi+1, xi ) �∈ F ( D ) . Co m o
( x1, ..., xn ) y ( x2, ..., xn+1 ) c u m p le n la h ip ´o t e s is d e in d u c c ío n , s ´o lo n e c e -
s it a m o s p r o b a r qu e x1 �= xn+1, ( x1, xn+1 ) ∈ F ( D ) y ( xn+1, x1 ) �∈ F ( D ) .
V e r Fig u r a 6 .1 .

Fig. 6.1 D igráfica para la prueba del lema 6.1

P r im e r o , s u p o n g a m o s p o r c o n t r a d ic c ío n qu e x1 = xn+1. S e s ig u e
d e la s h ip ´o t e s is s o b r e ( x1, ..., xn ) qu e ( x1, xn ) ∈ F ( D ) , e n e s t e c a s o
( xn+1 = x1, xn ) ∈ F ( D ) , c o n t r a d ic ie n d o n u e s t r a h ip ´o t e s is s o b r e T ; p o r
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lo t a n t o T e s u n a t r a ye c t o r ia .

A h o r a c o n s id e r e m o s la s fl e c h a s d e D: ( x1, xn ) y ( xn, xn+1 ) ; p o r
h ip ´o t e s is d e in d u c c ío n e n T s u c e d e qu e ( xn, x1 ) �∈ F ( D ) , p o r lo qu e s i
D e s u n a d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva iz qu ie r d a , e n t o n c e s ( x1, xn+1 ) ∈ F ( D ) .
S i D e s u n a d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva d e r e c h a , e n t o n c e s ( x1, xn+1 ) ∈ F ( D )
p u e s ( xn+1, xn ) �∈ F ( D ) p o r la h ip ´o t e s is d e in d u c c ío n e n ( x2, x3, ..., xn+1 ) .

Fin a lm e n t e s u p o n g a m o s qu e ( xn+1, x1 ) ∈ F ( D ) ; Cu a n d o D e s u n a
d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva d e r e c h a , c o n s id e r a n d o la s fl e c h a s ( xn+1, x1 ) y
( x1, xn ) t e n e m o s qu e ( xn+1, xn ) ∈ F ( D ) ( lo c u a l e s fa ls o p o r la h ip ´o t e s is
d e in d u c c ío n e n la s u c e s ío n ( x2, x3, ..., xn+1 ) ) o ( xn, x1 ) ∈ F ( D ) ( lo c u a l
e s fa ls o p o r la h ip ´o t e s is d e in d u c c ío n e n la s u c e s i´o n ( x1, x2, ..., xn ) ) .
Cu a n d o D e s u n a d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva iz qu ie r d a c o n s id e r a n d o la s
fl e c h a s ( xn, xn+1 ) y ( xn+1, x1 ) t e n e m o s qu e ( xn, x1 ) ∈ F ( D ) ( lo c u a l
e s fa ls o p o r la h ip ´o t e s is d e in d u c c ío n e n la s u c e s ío n ( x1, x2, ..., xn ) ) o
( xn+1, xn ) ∈ F ( D ) , lo c u a l e s fa ls o p o r la h ip ´o t e s is d e in d u c c ío n e n la
s u c e s i´o n ( x2, ..., xn+1 ) . P o r lo t a n t o ( xn+1, x1 ) �∈ F ( D ) .†

6.2 Lema. Sea D una digráfica pretransitiva derecha o pretransitiva
izquierda. Si D no contiene alguna trayectoria infinita exterior, para
cada U �= ∅, con U ⊂ V ( D ) existe x ∈ U tal que: ( x, y ) ∈ F ( D ) para
todo y ∈ U implica que ( y, x ) ∈ F ( D ) .

P r ueba: S u p o n g a m o s p o r c o n t r a d ic c ío n qu e p a r a c a d a x ∈ U , e xis -
t e y ∈ U t a l qu e ( x, y ) ∈ F ( D ) y ( y, x ) �∈ F ( D ) . Co n s id e r e m o s a lg ´u n
x1 ∈ U , e n t o n c e s e xis t e a lg ´u n x2 ∈ U t a l qu e ( x1, x2 ) ∈ F ( D ) y
( x2, x1 ) �∈ F ( D ) . E n t o n c e s p a r a c a d a n ∈ N ; d a d a xn ∈ U , e xis t e
xn+1 ∈ U t a l qu e ( xn, xn+1 ) ∈ F ( D ) y ( xn+1, xn ) �∈ F ( D ) . D e l Lema
6.1 s e s ig u e qu e Tn+1 = ( x1, ..., xn, xn+1 ) e s u n a t r a ye c t o r ia . Co n -
s id e r e m o s la s u c e s ío n T = ( xn ) n∈N . P a r a c a d a n ∈ N , ( xn, xn+1 ) ∈
F ( Tn+1 ) ⊂ F ( D ) ; p a r a n < m t e n e m o s {xn, xm} ⊂ V ( Tm ) , y c o m o Tm
e s u n a t r a ye c t o r ia , o b t e n e m o s xn �= xm; P o r lo qu e T e s u n a t r a ye c t o r ia
in fi n it a e xt e r io r , c o n t r a d ic c ío n . P o r lo t a n t o s e c u m p le e l le m a .†

6.3 T eor ema( H . Ga le a n a , R . R o ja s [1 0 ]) . Sea D una digráfica. Si
existen dos subdigráficas de D, digamos D1 y D2 (con la posibilidad de
que suceda F ( D1 ) ∩F ( D2 ) �= ∅ ) ), donde D1 es una digráfica pretransi-
tiva derecha, D2 una digráfica pretransitiva izquierda y Di no contiene
alguna trayectoria infinita exterior para i ∈ { 1 , 2 }. E ntonces D es una
digráfica núcleo-perfecta.
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P r ueba: E s s u fi c ie n t e c o n p r o b a r qu e D p o s e e u n n ´u c le o ya qu e
t o d a s u b d ig r ´a fi c a in d u c id a d e D s a t is fa c e la s h ip ´o t e s is d e l T eor ema
6.3, c u a n d o la s u b d ig r ´a fi c a in d u c id a n o c o n t e n g a fl e c h a s o v́e r t ic e s d e
D1 s e p u e d e e le g ir u n v́e r t ic e c u a lqu ie r a d e la d ig r ´a fi c a D2 in d u c id a , ya
qu e u n s ´o lo v́e r t ic e c u m p le la s c o n d ic io n e s d e p r e t r a n s it ivid a d d e r e c h a ,
a s ´ ı m is m o c u a n d o la d ig r ´a fi c a in d u c id a n o c o n t e n g a fl e c h a s o v́e r t ic e s
d e D2.

P a r a d o s c o n ju n t o s in d e p e n d ie n t e s d e v́e r t ic e s d e D d ig a m o s S y T ,
e s c r ib ir e m o s S ≤ T s i y s ´o lo s i, p a r a c a d a s ∈ S e xis t e t ∈ T , t a l qu e

s = t o ( s
1
→ t y t

1

�→ s) . Ob s e r ve qu e S ⊆ T im p lic a S ≤ T . S i
D1 = {v}, e n t o n c e s S ≤ T s i y s ´o lo s i S ⊆ T , e s d e c ir ≤ e s t ´a b ie n
d e fi n id o p a r a c u a lqu ie r s u b d ig r ´a fi c a in d u c id a d e D.

( 1 ) L a c o le c c ío n d e s u b c o n ju n t o s in d e p e n d ie n t e s d e V ( D ) e s u n c o n -
ju n t o p a r c ia lm e n t e o r d e n a d o p o r ≤ ( e s d e c ir , la r e la c ío n ≤ e s r e fl e xiva ,
t r a n s it iva y a n t is im ´ e t r ic a ) .

i ) ≤ es reflexiva (es decir S ≤ S).
S e s ig u e d e qu e S ⊆ S y d e la obser vación 7.5.

ii) ≤ es transitiva (es decir, si S ≤ T y T ≤ R entonces S ≤ R).
S e a n S, T y R s u b c o n ju n t o s in d e p e n d ie n t e s d e V ( D ) , t a le s qu e S ≤ T
y T ≤ R. S e a s ∈ S. Co m o S ≤ T , e n t o n c e s e xis t e t ∈ T t a l qu e ,

s = t o ( s
1
→ t y t

1

�→ s) ; T ≤ R im p lic a qu e e xis t e r ∈ R t a l qu e

t = r o ( t
1
→ r y r

1

�→ t) . S i s = t o t = r , e n t o n c e s s = r o ( s
1
→ r y

r
1

�→ s) c o n r ∈ R. A s ´ ı qu e p o d e m o s s u p o n e r qu e s �= t y t �= r, p o r lo

t a n t o s e c u m p le qu e ( s
1
→ t y t

1

�→ s) y ( t
1
→ r y r

1

�→ t) . Co m o D1 e s
u n a d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva d e r e c h a , s e s ig u e d e l Lema 6.1 a p lic a d o a

la s u c e s ío n ( s, t, r ) qu e ( s
1
→ r y r

1

�→ s) .

iii) ≤ es antisimétrica (es decir, si S ≤ T y T ≤ S, entonces S = T ).
S e a n S y T d o s c o n ju n t o s d e v́e r t ic e s d e D, in d e p e n d ie n t e s t a le s qu e
S ≤ T y T ≤ S. S e a s ∈ S, c o m o S ≤ T e xis t e t ∈ T , t a l qu e s = t

o ( s
1
→ t y t

1

�→ s) . S i s = t, e n t o n c e s s ∈ T . S u p o n g a m o s qu e s �= t;
p u e s t o qu e T ≤ S, e n t o n c e s p a r a t, e xis t e s′ ∈ S, t a l qu e t = s′ o

( t
1
→ s′ y s′

1

�→ t) . Cu a n d o t = s′, t e n e m o s qu e s
1
→ s′, c o n t r a d ic ie n d o
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la in d e p e n d e n c ia d e S. P o r lo qu e t �= s′ y ( t
1
→ s′ y s′

1

�→ t) . A p lic a n d o

e l Lema 6.1 a la s u c e s ío n ( s, t, s′ ) , t e n e m o s s
1
→ s′ c o n t r a d ic ie n d o la

in d e p e n d e n c ia d e l c o n ju n t o S. P o r lo t a n t o c o n c lu im o s qu e t = s y p o r
lo t a n t o s ∈ T y S ⊆ T . A n ´a lo g a m e n t e s e p r u e b a qu e T ⊆ S.

S e a F la fa m ilia d e t o d o s lo s s u b c o n ju n t o s S d e v́e r t ic e s d e D in d e -

p e n d ie n t e s , t a le s qu e S
2
→ y im p lic a qu e y → S p a r a t o d o s lo s v́e r t ic e s

y d e D2, ve r Fig u r a 6 .2 . Cu a n d o D2 = {v}, p o r va c u id a d e s t ´a b ie n
d e fi n id o F.

Fig. 6.2 F igura la construcción de F

( 2 ) ( F,≤) tiene elementos máximos por el orden ≤ que pertenecen
a F ( e s d e c ir , e xis t e u n S ∈ F t a l qu e p a r a t o d o T ∈ F c o n S ≤ T
t e n e m o s qu e S = T ) .
P a r a p r o b a r lo u s a r e m o s e l le m a d e Zo r n qu e e n u n c ia m o s a l p r in c ip io
d e e s t a s e c c ío n .

( 2 .1 ) P rimero probaremos que F �= ∅.

D2 e s u n a d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva iz qu ie r d a , la c u a l n o c o n t ie n e t r a ye c -
t o r ia s in fi n it a s e xt e r io r e s , a p lic a n d o e l Lema 6.2 a D2 c o n c o n ju n t o
U = V ( D2 ) ( A l c o n s id e r a r u n a s u b d ig r ´a fi c a in d u c id a s in fl e c h a s e n D2

s e s ig u e n c u m p lie n d o la s h ip ´o t e s is d e l le m a ) , s e s ig u e qu e e xis t e u n

v́e r t ic e x ∈ U = V ( D2 ) t a l qu e x
2
→ y im p lic a qu e ( y, x ) ∈ F ( D ) , e s

d e c ir , y → x p a r a t o d o s lo s v́e r t ic e s y d e D2, p o r lo t a n t o {x} ∈ F.

( 2 .2 ) Toda cadena en ( F ,≤ ) está acotada superiormente.
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S e a C u n a c a d e n a e n ( F,≤) , y d e fi n a m o s S∞ = {s ∈
⋃

S∈C S | e xis -
t e S ∈ C t a l qu e s ∈ T s ie m p r e qu e T ∈ C y S ≤ T} ( u n v́e r t ic e s,
e le m e n t o d e

⋃

S∈C S p e r t e n e c e a S∞ s i e xis t e u n c o n ju n t o S ∈ C t a l
qu e p a r a t o d o T ∈ C c o n S ≤ T c o n t ie n e a s. E s d e c ir S∞ c o n s t a
d e t o d o s lo s v́e r t ic e s d e D qu e p e r t e n e c e n a t o d o s lo s m ie m b r o s d e la
c a d e n a C a p a r t ir d e a lg ´u n m o m e n t o .

P r o b a r e m o s qu e S∞ e s u n a c o t a s u p e r io r d e C.

( 2 .2 .1 ) S∞ �= ∅, y p a r a c a d a S ∈ C, S ≤ S∞.

S e a S ∈ C y t0 ∈ S, p r o b a r e m o s qu e e xis t e t ∈ S∞ t a l qu e t0 = t

o ( t0
1
→ t y t �

1
→ t0 ) . S i t0 ∈ S∞ n o t e n e m o s n a d a qu e p r o b a r , p o r lo

t a n t o p o d e m o s s u p o n e r qu e t0 �∈ S∞. P a r a p r o b a r qu e e xis t e t ∈ S∞

t a l qu e ( t
1
→ t0 y t0 �

1
→ t ) p r o c e d e r e m o s p o r c o n t r a d ic c ío n ; S u p o n g a m o s

qu e s i t ∈ V ( D ) c o n ( t0
1
→ t y t0 �

1
→ t ) e n t o n c e s t �∈ S∞ ( S i D1 e s u n a

d ig r ´a fi c a s in fl e c h a s , n o e s n e c e s a r io p r o b a r lo ) .
S e a T0 = S; c o m o t0 �∈ S∞, t e n e m o s qu e p a r a t o d o T ∈ C qu e c o n t e n g a
a t0 e xis t e u n T ′ ∈C, c o n T ≤ T ′ t a l qu e t0 �∈ T ′ e n p a r t ic u la r , p a r a T0
e xis t e T1 ∈ C , c o n T0 ≤ T1 t a l qu e t0 �∈ T1. Co m o T0 ≤ T1 y t0 �∈ T1,

e n t o n c e s e xis t e t1 ∈ T1 t a l qu e ( t0
1
→ t1 y t1 �

1
→ t0 ) . P o r h ip ´o t e s is , s i

t1 ∈ V ( D ) c o n ( t0
1
→ t1 y t1 �

1
→ t0 ) e n t o n c e s t1 �∈ S

∞. L o c u a l im p lic a
qu e t1 �∈ T2 p a r a a lg ´u n T2 ∈C, c o n T1 ≤ T2 y t a m b íe n e xis t e t2 ∈ T2
t a l qu e ( t1

1
→ t2 y t2

1
→ t1 ) . Co m o D1 e s u n a d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva

d e r e c h a , s e s ig u e d e l Lema 6.1 a p lic a d o a la s u c e s ío n τ2 = ( t0, t1, t2 ) ,

qu e τ2 e s u n a t r a ye c t o r ia , t0
1
→ t2 y t2 �

1
→ t0, y t2 �∈ S∞. P o d e m o s

c o n t in u a r d e e s a fo r m a y o b t e n e r p a r a c a d a n ∈ N : Tn ∈ C, tn ∈ Tn,

( t0
1
→ tn y tn �

1
→ t0 ) y tn �∈ S∞, p o r lo t a n t o e xis t e Tn+1 ∈ C t a l qu e

Tn ≤ Tn+1 y tn �∈ Tn+1; p o r lo qu e e xis t e tn+1 ∈ Tn+1 c o n tn
1
→ tn+1 y

tn+1 �
1
→ tn.

Co m o D1 e s u n a d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva d e r e c h a , y ( tn
1
→ tn+1 y

tn+1 �
1
→ tn ) p a r a c a d a n ∈ N ; s e s ig u e d e e l Lema 6.1 e n la s u c e s ío n

τn+1 = ( t0, t1, , tn+1 ) , qu e τn+1 e s u n a t r a ye c t o r ia e n D1 y ( t0
1
→ tn+1 y

tn+1 �
1
→ t0 ) . Y la s d e d u c c io n e s im p lic a n qu e tn−1 �∈ S∞. A h o r a c o n s id e -

r e m o s la s u c e s ío n τ = ( tn ) n∈N , p a r a c a d a n ∈ N t e n e m o s tn
1
→ tn+1,

y p a r a c a d a n < m, {tn, tm} ⊆ V ( τm ) ; y c o m o τm e s u n a t r a ye c t o r ia
t e n e m o s qu e tn �= tm. P o r lo t a n t o τ e s u n a t r a ye c t o r ia e xt e r io r in fi n it a
c o n t e n id a e n D1, c o n t r a d ic c ío n . Co n c lu im o s qu e e xis t e t ∈ S∞ t a l qu e
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t0 = t o ( t0
1
→ t y t �

1
→ t0 ) .

( 2 .2 .2 ) S∞es un conjunto independiente.

S e a n s1, s2 ∈ S∞, e n t o n c e s p o d e m o s s u p o n e r qu e s1 ∈ S1 y s2 ∈ S2
c o n S1, S2 ∈ C. Co m o S1, S2 ∈ C, e n t o n c e s S1 ≤ S2 o S2 ≤ S1, p o r lo
qu e p o d e m o s s u p o n e r qu e S1 ≤ S2. Co m o s1 ∈ S∞, e n t o n c e s s1 ∈ S
p a r a t o d o S ∈ C t a l qu e S1 ≤ S, a s ´ ı, s1 ∈ S2 y c o m o S2 e s in d e p e n d ie n -
t e , n o h a y fl e c h a s e n t r e s1 y s2 e n D.

( 2 .2 .3 ) S∞ ∈ F, e s d e c ir , S∞ 2
→ y im p lic a y → S∞ p a r a t o d o s lo s

v́e r t ic e s y ∈ D2 .

S u p o n g a m o s S∞ 2
→ y c o n y ∈ V ( D2 ) , e n t o n c e s e xis t e s ∈ S∞ c o n

s
2
→ y. Co m o s ∈ S∞, t e n e m o s qu e e xis t e S ∈ C t a l qu e s ∈ T p a r a

t o d a T ∈ C, S ≤ T .

Co m o S ∈ F ( p u e s S ∈ C y C e s u n a c a d e n a d e F) y s
2
→ y t e n e m o s

qu e y → S, p o r lo qu e e xis t e s′ ∈ S c o n y → s′. Cu a n d o s′ ∈ S∞

n o h a y n a d a qu e p r o b a r . Cu a n d o s′ �∈ S∞ t e n e m o s qu e a n a liz a r d o s

p o s ib ilid a d e s , y
1
→ s′ o y

2
→ s′. P r im e r o s u p o n g a m o s y

2
→ s′:

Co m o s
2
→ y, y D2 e s u n a d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva iz qu ie r d a s e s ig u e

qu e s
2
→ s′ o y

2
→ s, la in d e p e n d e n c ia d e S y e l h e c h o d e qu e {s, s′} ⊆ S

im p lic a s �
2
→ s′, a s ´ ı qu e y

2
→ s y c o n s e c u e n t e m e n t e y → S∞, ve r Fig u r a

6 .3 ( a ) .

A h o r a s u p o n g a m o s qu e y
1
→ s′:

Co m o s′ ∈ S y c o m o S ≤ S∞ p o r ( 2 .2 .1 ) , y s′ �∈ S∞, e n t o n c e s e xis t e

t ∈ S∞ t a l qu e s′
1
→ t y t �

1
→ s′, fi n a lm e n t e e l h e c h o d e qu e D1 e s

u n a d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva d e r e c h a im p lic a qu e y
1
→ t, e n c o n s e c u e n c ia

y → S∞, ve r Fig u r a 6 .3 ( b ) .
P o r lo t a n t o , e n c u a lqu ie r a d e la s d o s p o s ib ilid a d e s y → S∞ , e n -

t o n c e s S∞ e s u n a c o t a s u p e r io r d e C y p o r lo t a n t o t o d a c a d e n a d e
( F,≤ ) e s t ´a a c o t a d a s u p e r io r m e n t e .

H e m o s p r o b a d o qu e t o d a c a d e n a e n F t ie n e u n a c o t a s u p e r io r , y
e n t o n c e s p o r e l le m a d e Zo r n , ( F,≤ ) c o n t ie n e e le m e n t o s m ´a xim o s p o r
e l o r d e n ≤ qu e p e r t e n e c e n a F. S e a S u n e le m e n t o d e F m ´a xim o p o r
e l o r d e n ≤.
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Fig. 6.3 F igura de la prueba de S∞ ∈ F

Fig. 6.4 E xiste un vértice x0 en V ( D ) tal que no hay una flecha de
D que entre a S, y si x0 es adyacente a un vértice y en D2, donde y
no es adyacente hacia S en D, entonces y es adyacente hacia x0.

(3) P r oposición. S es un núcleo de D.

P r ueba:Co m o S ∈ F, S e s u n c o n ju n t o d e v́e r t ic e s in d e p e n d ie n t e
d e D, p o r lo qu e s ´o lo n o s r e s t a p r o b a r qu e S e s a b s o r b e n t e e n D, ( e s
d e c ir , p a r a c a d a x ∈ V ( D ) − S, s e c u m p le qu e x→ S ) .
S u p o n g a m o s p o r c o n t r a d ic c ío n qu e e xis t e x ∈ V ( D ) −S t a l qu e x �→ S.
A h o r a p r o b a r e m o s qu e e xis t e u n v́e r t ic e x0 ∈ V ( D ) t a l qu e x0 �→ S,

y x0 s a t is fa c e : x0
2
→ y y y �→ S im p lic a qu e y → x0 p a r a t o d o s lo s

v́e r t ic e s y ∈ V ( D2 ) , ve r Fig u r a 6 .4 ( N u e va m e n t e n o t e qu e s i e n D2 n o
h a y fl e c h a s lo qu e p r o b a r e m o s a c o n t in u a c io n s e c u m p le p o r va c u id a d .
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S e a E = {x ∈ V ( D ) | x �→ S}, e s t a m o s s u p o n ie n d o qu e E �= ∅. S e a
U = ( V ( D2 ) − S ) ∩E, e s d e c ir , U e s e l c o n ju n t o d e v́e r t ic e s e n D2 qu e
n o e s t ´a n e n S y qu e n o s o n a d ya c e n t e s h a c ia S.

Cu a n d o U �= ∅ s e s ig u e d e l Lema 6.2 ( a p lic a d o e n la d ig r ´a fi c a D2

c o n c o n ju n t o U ) qu e e xis t e x0 c o n la s p r o p ie d a d e s r e qu e r id a s . Cu a n d o
U = ∅ s e s ig u e d e n u e s t r a h ip ´o t e s is qu e z �→ S, p a r a a lg ´u n v́e r t ic e
z ∈ V ( D1 − ( S ∪ V ( D2 ) ) . To m a m o s x0 c o m o t a l v́e r t ic e ( ve r Fig u r a
6 .5 ) .

N o t e qu e la e le c c ío n d e x0 im p lic a qu e x0 �→ S y c o m o S ∈ F t a m b íe n

t e n e m o s qu e S �
2
→ x0, p o r d e fi n ic ío n d e F.

S e a T = {s ∈ S | s �
1
→ x0}, c o m o T ⊂ S, e n t o n c e s T e s in d e p e n d ie n t e ,

x0 �→ S y S �
2
→ x0 im p lic a n qu e T ∪ {x0} e s u n c o n ju n t o in d e p e n d ie n t e

d e v́e r t ic e s d e D.

Fig. 6.5 E lección de x0

(3.1)P r oposición. T ∪ {x0} ∈ F

S e a y ∈ V ( D2 ) t a l qu e T ∪ {x0}
2
→ y, s i y → T , n o h a y n a d a qu e

p r o b a r , s u p o n g a m o s e n t o n c e s qu e y �→ T ; p r o b a r e m o s qu e y → x0.
A n t e s d e e m p e z a r c o n la p r u e b a h a r e m o s la s ig u ie n t e o b s e r va c ío n ( s iD1

n o t ie n e fl e c h a s e n t o n c e s T = S y T ∪{x0} ∈F, a d e m ´a s S ≤ T ∪{x0}) .
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Fig. 6.6 Observación

Obser vación. Si y
1
→ ( S − T ) , entonces y

1
→ x0.

S u p o n g a qu e y
1
→ ( S − T ) ; c o m o s

1
→ x0 p a r a t o d o s ∈ ( S − T ) ( a s ´ ı

s e c o n s t r u ýo T ) , y D1 e s u n a d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva d e r e c h a , t e n e m o s

qu e y
1
→ x0 o x0

1
→ ( S − T ) . S a b e m o s qu e x0 �→ S, p o r lo qu e s e

c o n c lu ye qu e y
1
→ x0, ve r Fig u r a 6 .6 .

P r ueba par a la pr oposición (3.1) ( c o n s id e r a n d o d o s c a s o s ) :

Ca s o a ) : T
2
→ y.

Co m o T ⊂ S t e n e m o s qu e S
2
→ y, e l h e c h o d e qu e S ∈ F im p lic a

qu e y → S. A s ´ ı qu e y → ( S − T ) ( p u e s s u p u s im o s qu e y �→ T ) .

Cu a n d o y
1
→ ( S − T ) s e s ig u e d e la o b s e r va c ío n qu e y

1
→ x0.

Cu a n d o y
2
→ ( S − T ) ; c o m o t e n e m o s qu e T

2
→ y y D2 e s u n a d ig r ´a fi c a

p r e t r a n s it iva iz qu ie r d a , s e s ig u e qu e y
2
→ T o T

2
→ ( S − T ) ; la ´u lt im a

o p c ío n e s im p o s ib le p u e s T ⊂ S y S e s u n c o n ju n t o in d e p e n d ie n t e ,

c o n c lu im o s qu e y
2
→ T , lo c u a l t a m b íe n e s u n a c o n t r a d ic c ío n p u e s

h a b ´ ıa m o s s u p u e s t o qu e y �→ T . Co n c lu im o s qu e e n e l c a s o a ) y
1
→ x0.

Ca s o b ) : x0
2
→ y.
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Co n s id e r e m o s d o s p o s ib le s s u b c a s o s :
Ca s o b .1 ) y �→ S.

Co m o x0
2
→ y t e n e m o s qu e y ∈ V ( D2 ) y la e le c c i´o n d e x0 ( in ic io d e la

p r o p o s ic ío n ( 3 ) ) im p lic a qu e y → x0 ( ve r Fig u r a 6 .4 ) .

Ca s o b .2 ) y → S.
E n e s t e c a s o t e n e m o s qu e y → ( S− T ) ( p u e s e s t a m o s s u p o n ie n d o qu e

y �→ T ) . Cu a n d o y
1
→ ( S − T ) , s e s ig u e d e la o b s e r va c i´o n qu e y

1
→ x0

( ve r Fig u r a 6 .6 ) . Cu a n d o y
2
→ ( S − T ) , c o m o x0

2
→ y y D2 e s u n a

d ig r ´a fi c a p r e t r a n s iva iz qu ie r d a , t e n e m o s qu e x0
2
→ ( S − T ) o y

2
→ x0;

a h o r a , r e c o r d a n d o qu e x0 �→ S, o b t e n e m o s y
2
→ x0. P o r lo t a n t o e n

c u a lqu ie r c a s o s e c u m p le qu e y → x0, y p o r lo t a n t o T ∪ {x0} ∈ F.

(4) P r oposición. S ≤ T ∪ {x0}.

P a r a c u a lqu ie r s ∈ S t e n e m o s qu e s ∈ T o s �∈ T . S i s �∈ T , p o r

d e fi n ic ío n d e T , s
1
→ x0, p o r o t r o la d o c o m o x0 �→ S e n t o n c e s x0 �→ s,

e n p a r t ic u la r x0 �
1
→ s. A s ´ ı, p a r a c u a lqu ie r s ∈ S t e n e m o s qu e ( s ∈ T )

o ( s
1
→ x0 y x0 �

1
→ s) , p o r lo t a n t o e xis t e t ∈ T ∪ {x0} t a l qu e ( s = t)

o ( s
1
→ t y t �

1
→ s) . Co n c lu im o s qu e S ≤ T ∪ {x0}. L a s ´u lt im a s d o s

p r o p o s ic io n e s c o n t r a d ic e n e l h e c h o d e qu e S e s u n e le m e n t o m ´a xim o
p o r e l o r d e n ≤ qu e p e r t e n e c e a F.

P o r lo t a n t o S e s a b s o r b e n t e , y p o r lo t a n t o S e s u n n ´u c le o p a r a D.

N ota 6.1. S i e n e l T eor ema 6.3 s e e lim in a la h ip ´o t e s is d e qu e n o
e xis t e n t r a ye c t o r ia s in fi n it a s e xt e r io r e s e n D1 n i e n D2, e l r e s u lt a d o n o
e s v́a lid o .

E jemplo 1. Co n s id e r e m o s la s ig u ie n t e d ig r ´a fi c a D : V ( D ) = {un |
n ∈ N} y F ( D ) = { ( un, um ) | n,m ∈ N y n < m}, ve r Fig u r a
6 .7 . S e a D1 = D y D2 = D. D e s la u n ío n d e D1 y D2. E n D
t e n e - m o s qu e s i ( un, um ) ∈ F ( D ) y ( um, ul ) ∈ F ( D ) , p o r la d e fi n ic ío n
d e D, n < m y m < l, e s t o im p lic a qu e n < l y e n c o n s e c u e n c ia
( un, ul ) ∈ F ( D ) , p o r lo t a n t o D e s t a n t o p r e t r a n s it iva d e r e c h a c o m o
p r e t r a n s it iva iz qu ie r d a , a s ´ ı D e s u n ío n d e d o s d ig r ´a fi c a s p r e t r a n s it iva s ,
u n a d e r e c h a y o t r a iz qu ie r d a . L a s u c e s ío n ( un ) n∈N e s u n a t r a ye c t o r ia
in fi n it a e xt e r io r . V e a m o s qu e D n o t ie n e n ´u c le o ; d e la d e fi n ic i´o n d e
D s e d e s p r e n d e qu e e s u n a d ig r ´a fi c a c o m p le t a , e s d e c ir c u a le s qu ie r a
d o s v́e r t ic e s d e D s o n a d ya c e n t e s , e s t o im p lic a qu e e n c a s o d e t e n e r
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D n ´u c le o , ´ e s t e c o n s t a r ´ ıa d e u n s ´o lo e le m e n t o , p e r o e s c la r o qu e p a r a
c u a lqu ie r un ∈ V ( D ) ( um, un ) �∈ F ( D ) s i m > n, e s d e c ir {un} n o e s
a b s o r b e n t e y p o r lo t a n t o D n o t ie n e n ´u c le o .†

Fig. 6.7 E s necesaria la hipótesis sobre la no existencia de
trayectorias infinitas exteriores.

E jemplo 2. A h o r a ve a m o s qu e e xis t e u n a fa m ilia in fi n it a d e d ig r ´a fi c a s
qu e s a t is fa c e lo a n t e r io r , e s d e c ir , qu e n o t ie n e n ´u c le o y c a d a u n a d e e lla s
e s u n ío n d e u n a d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva d e r e c h a y u n a d ig r ´a fi c a p r e t r a n -
s it iva iz qu ie r d a , d o n d e a lg u n a d e e lla s t ie n e t r a ye c t o r ia s in fi n it a s e xt e -
r io r e s . S e a H c u a lqu ie r d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva d e r e c h a ( r e s p . p r e t r a n -
s it iva iz qu ie r d a ) t a l qu e V ( H ) ∩ V ( D ) = ∅, e xis t e u n a fa m ilia in fi n it a
d e d ig r ´a fi c a s p r e t r a n s it iva s d e r e c h a s ( r e s p . iz qu ie r d a s ) p o r e je m p lo la s
d ig r ´a fi c a s s im ´ e t r ic a s s o n t a n t o p r e t r a n s it iva s d e r e c h a s c o m o iz qu ie r -
d a s . S e a n D1 y D2 la s s ig u ie n t e s d ig r ´a fi c a s ; V ( D1 ) = V ( H ) ∪ V ( D ) ,
F ( D1 ) = F ( H ) ∪{ ( u, v ) | u ∈ V ( H ) y v ∈ V ( D ) }, D2 = D ( ve r Fig u r a
6 .8 ) .

Fig. 6.8 L as flechas gruesas indican que todos los vértices de H son
adyacentes hacia el vértice indicado.
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Co m o ya h a b ´ ıa m o s m e n c io n a d o D2 e s u n a d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva
iz qu ie r d a ( t a m b íe n p r e t r a n s it iva d e r e c h a ) qu e t ie n e t r a ye c t o r ia s in fi n i-
t a s e xt e r io r e s . V e a m o s a h o r a qu e D1 e s u n a d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva
d e r e c h a ( r e s p . iz qu ie r d a ) , s e a n u, v, w ∈ V ( D1 ) t a le s qu e ( u, v ) , ( v, w ) ∈
F ( D1 ) , ve a m o s qu e ( u, w ) ∈ F ( D1 ) o ( w, v ) ∈ F ( D1 ) ( r e s p . ( u, w ) ∈
F ( D1 ) o ( v, u) ∈ F ( D1 ) ) . S i w ∈ V ( H ) , p o r la d e fi n ic ío n d e D1,
u, v ∈ V ( H ) , c o m o H e s u n a d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva d e r e c h a ( r e s p . p r e -
t r a n s it iva iz qu ie r d a ) e n t o n c e s ( u,w ) ∈ F ( H ) o ( w, v ) ∈ F ( H ) ( r e s p .
( u, w ) ∈ F ( H ) o ( v, u) ∈ F ( H ) ) , e s t o im p lic a qu e ( u, w ) ∈ F ( D1 ) o
( w, v ) ∈ F ( D1 ) ( r e s p . ( u, w ) ∈ F ( D1 ) o ( v, u ) ∈ F ( D1 ) . S i w �∈ V ( H )
e n t o n c e s w ∈ V ( D ) , p o r la d e fi n ic ío n d e D1, v ∈ V ( H ) y e n c o n -
s e c u e n c ia u ∈ V ( H ) , c o n s id e r a n d o n u e va m e n t e la d e fi n ic ío n d e D1,
t e n e m o s qu e ( u,w ) ∈ F ( D1 ) ( a n ´a lo g a m e n t e p a r a e l c a s o e n qu e H e s
p r e t r a n s it iva iz qu ie r d a ) . Co n c lu im o s qu e D1 e s u n a d ig r ´a fi c a p r e t r a n -
s it iva d e r e c h a ( r e s p . iz qu ie r d a ) . Co n s id e r e m o s la d ig r ´a fi c a D0 c o m o
la u n ío n d e D1 y D2, D1 e s u n a d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva d e r e c h a ( r e s p .
iz qu ie r d a ) y D2 u n a d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva iz qu ie r d a ( qu e t a m b íe n e s
d e r e c h a ) c o n t r a ye c t o r ia s in fi n it a s e xt e r io r e s . V e a m o s qu e D0 n o t ie n e
n ´u c le o . S u p o n g a m o s qu e D0 t ie n e u n n ´u c le o N . N n o p u e d e e s t a r
c o n t e n id o p r o p ia m e n t e e n H, p u e s ui �→ H y p o r lo t a n t o N n o s e r ´ ıa
a b s o r b e n t e ( ve r Fig u r a 6 .8 ) . E n t o n c e s N d e b e r ´ ıa t e n e r a l m e n o s u n
v́e r t ic e ui y c o m o vim o s e n la n o t a a n t e r io r , n o p u e d e t e n e r m ´a s d e u n
v́e r t ic e ui p u e s n o s e r ´ ia in d e p e n d ie n t e . P a r a j > i t e n e m o s qu e uj �→ ui
y uj �→ H. P o r lo t a n t o N n o p u e d e s e r a b s o r b e n t e e in d e p e n d ie n t e a
la ve z . P o r lo t a n t o D0 n o p o s e e u n n ´u c le o .

A n t e s d e la s s ig u ie n t e s n o t a s p r o b a r e m o s d o s le m a s qu e n o s s e r ´a n
d e u t ilid a d . E n e l Lema 6.4 p r o b a r e m o s qu e d a d a u n a d ig r ´a fi c a D
s in n ´u c le o , e s p o s ib le c o n s t r u ir o t r a d ig r ´a fi c a qu e c o n t e n g a a D y qu e
t a m p o c o p o s e a u n n ´u c le o . E n e l Lema 6.5 p r o b a r e m o s qu e d a d a u n a
d ig r ´a fi c a D p r e t r a n s it iva d e r e c h a ( r e s p . iz qu ie r d a ) p o d e m o s c o n s t r u ir
u n a d ig r ´a fi c a H a g r e g a n d o u n v́e r t ic e z y la s fl e c h a s d e s d e z h a c ia
D, d o n d e s e c u m p le qu e H t a m b íe n e s p r e t r a n s it iva d e r e c h a ( r e s p .
iz qu ie r d a ) .

6.4 Lema. Sean D1 y D2 digráficas tales que V ( D1 ) ∩ V ( D2 ) = ∅,
con D2 una digráfica sin núcleo. Sea D una digráfica tal que V ( D ) =
V ( D1 ) ∪ V ( D2 ) y F ( D ) = F ( D1 ) ∪F ( D2 ) ∪F ( A) , donde A ⊂ { ( u, v ) |
u ∈ V ( D1 ) y v ∈ V ( D2 ) }. E ntonces D no tiene núcleo.

P r ueba: P r o c e d e m o s p o r c o n t r a d ic c i´o n : S u p o n g a m o s qu e D t ie n e
u n n ´u c le o N ⊂ V ( D ) . Co m o N e s u n c o n ju n t o in d e p e n d ie n t e e n
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D, e n t o n c e s N ∩ D2 e s u n c o n ju n t o in d e p e n d ie n t e e n D2. P a r a t o d o
v ∈ V ( D ) −N , h a y u n a fl e c h a ( v, u ) ∈ F ( D ) c o n u ∈ N p u e s N e s a b -
s o r b e n t e e n D, s i v ∈ V ( D2 ) −N , e n t o n c e s h a y u n a fl e c h a ( v, u) ∈ F ( D )
c o n u ∈ N , ya qu e v ∈ V ( D2 ) y e n D n o h a y fl e c h a s d e s d e D2 h a c ia
D1, e s o im p lic a qu e u ∈ V ( D2 ) , y p o r lo t a n t o ( v, u ) ∈ F ( D2 ) , c o m o
v e s u n v́e r t ic e c u a lqu ie r a d e D2, e s o im p lic a qu e N ∩ V ( D2 ) e s u n
c o n ju n t o a b s o r b e n t e e n D2 y p o r lo t a n t o u n n ´u c le o p a r a D2 lo c u a l e s
u n a c o n t r a d ic c ío n . Co n c lu ye n d o la d e m o s t r a c i´o n D n o t ie n e n ´u c le o .

6.5 Lema. Si D es una digráfica pretransitiva derecha (resp. pre-
transitiva izquierda) entonces la digráfica H definida a partir de D
aumentando un nuevo vértice z y todas las flechas desde z hacia los
vértices de D, también es pretransitiva derecha (resp. pretransitiva
izquierda).

P r ueba: S e a n u1, u2, u3 ∈ V ( H ) t a le s qu e u1
H
→ u2, u2

H
→ u3,

ve a m o s qu e u1
H
→ u3 o u3

H
→ u2 ( r e s p . u1

H
→ u3 o u2

H
→ u1 ) . S i z �∈

{u1, u2, u3} e n t o n c e s {u1, u2, u3} ⊂ V ( D ) y u1
D
→ u2 a s ´ ı c o m o u2

D
→ u3,

ya qu e D e s u n a d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva d e r e c h a ( r e s p . d ig r ´a fi c a p r e -

t r a n s it iva iz qu ie r d a ) e n t o n c e s u1
D
→ u3 o u3

D
→ u2 ( r e s p . u1

D
→ u3 o

u2
D
→ u1 ) , c o m o F ( D ) ⊂ F ( H ) e n t o n c e s u1

H
→ u3 o u3

H
→ u2 ( r e s p .

u1
H
→ u3 o u2

H
→ u1 ) . S i z ∈ {u1, u2, u3} e n t o n c e s , p o r la d e fi n ic ío n

d e H, z t ie n e in g r a d o c e r o e n H, e s d e c ir , n o h a y fl e c h a s h a c ia z ( ve r
Fig u r a 6 .9 ) .

Fig. 6.9 Construcción de H.

P o r lo t a n t o z = u1, a s ´ ı {u2, u3} ⊂ V ( D ) , c o n s id e r a n d o n u e va m e n t e
la d e fi n ic ío n d e H, t e n e m o s qu e ( z = u1, u3 ) ∈ F ( H ) . Co n c lu im o s qu e
H e s u n a d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva d e r e c h a ( r e s p . d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva
iz qu ie r d a ) .
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Fig. 6.10 L as flechas marcadas con el número 1 corresponden a la
digráfica D1, y las flechas marcadas con el número 2 corresponden a

la digráfica D2.

N ota 6.2 L a u n ío n d e d o s d ig r ´a fi c a s p r e t r a n s it iva s d e r e c h a s n o n e c e -
s a r ia m e n t e t ie n e n ´u c le o . S e a n D1 y D2 la s s ig u ie n t e s d ig r ´a fi c a s :

V ( D1 ) = V ( D2 ) = {u, v, w, x}, F ( D1 ) = { ( x, u ) , ( u,w ) , ( w, u ) , ( v, w ) }
y F ( D2 ) = { ( u, v ) , ( x, v ) , ( v, x) , ( w, x) }. D1 y D2 s o n d ig r ´a fi c a s p r e -
t r a n s it iva s d e r e c h a s , s e a D la u n ío n d e ´ e s t a s d o s d ig r ´a fi c a s , Fig u r a
6 .1 0 . Co m o D e s u n a d ig r ´a fi c a c o m p le t a , e s d e c ir , c u a le s qu ie r a d o s
v́e r t ic e s s o n a d ya c e n t e s . S i h u b ie r a n ´u c le o e n D, ´ e s t e c o n s t a r ´ ıa d e u n
s ´o lo v́e r t ic e , e l c u a l d e b e r ´ ıa t e n e r in g r a d o t r e s p e r o e n D n in g ´u n v́e r t ic e
c u m p le e s t o , p o r lo t a n t o D n o t ie n e n ´u c le o .

A p a r t ir d e D p o d e m o s c o n s t r u ir u n a fa m ilia in fi n it a d e d ig r ´a fi c a s
s in n ´u c le o qu e s o n u n ío n d e d o s d ig r ´a fi c a s p r e t r a n s it iva s d e r e c h a s s in
t r a ye c t o r ia s in fi n it a s e xt e r io r e s .

S e a D0 = D,D′

0 = D1, D
′′

0 = D2. A h o r a p a r a c a d a e n t e r o p o s i-
t ivo n y d a d a Dn−1 d ig r ´a fi c a s in n ´u c le o qu e e s u n ío n d e d o s d ig r ´a fi c a s
p r e t r a n s it iva s iz qu ie r d a s D′

n−1 y D′′

n−1, c o n s id e r a m o s u n n u e vo v́e r t ic e
zn y d e fi n im o s Dn la u n ío n d e D′

n y D′′

n d o n d e D′

n = D′

n−1, V ( D′′

n ) =
V ( D′′

n−1 ) ∪ {zn} y F ( D′′

n ) = F ( D′′

n−1 ) ∪ { ( zn, u) | u ∈ V ( D′′

n−1 ) }, ve r
Fig u r a 6 .1 1 . Cla r a m e n t e D′

n e s u n a d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva d e r e c h a y
p o r e l Lema 6.5 D′′

n t a m b íe n lo e s . A h o r a ve a m o s qu e Dn n o t ie n e
n ´u c le o . A p lic a n d o e l Lema 6.4 t o m a n d o D1 = Dn[{z1, z2, ...., zn}], D2

= D y A = { ( zi, v ) | i ∈ { 1 , ..., n}, v ∈ V ( D ) } t e n e m o s qu e Dn e s la
d ig r ´a fi c a o b t e n id a e n e l Lema 6.4 y p o r lo t a n t o Dn n o t ie n e n ´u c le o .
A s ´ ı {Dn | n ∈ N } e s u n a fa m ilia in fi n it a d e d ig r ´a fi c a s s in n ´u c le o qu e
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s o n u n ío n d e d o s d ig r ´a fi c a s p r e t r a n s it iva s d e r e c h a s s in t r a ye c t o r ia s in -
fi n it a s e xt e r io r e s .

Fig. 6.11 L as flechas marcadas con el número 1 corresponden a la
digráfica D1, y las flechas marcadas con el número 2 corresponden a
la digráfica D2. L as flechas gruesas indican que los vértics z1, z2, ..., zn

son adyacentes hacia los vértices u, v, w y x.

Fig. 6.12 L as flechas marcadas con el número 1 corresponden a la
digráfica D1, y las flechas marcadas con el número 2 corresponden a

la digráfica D2.

N ota 6.3 L a u n ío n d e d o s d ig r ´a fi c a s p r e t r a n s it iva s iz qu ie r d a s n o
n e c e s a r ia m e n t e t ie n e n ´u c le o . S e a n D1 y D2 la s s ig u ie n t e s d ig r ´a fi c a s :
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V ( D1 ) = V ( D2 ) = {u, v, w, x}, F ( D1 ) = { ( u, v ) , ( u, w ) , ( w, u) , ( w, x ) }
y F ( D2 ) = { ( x, u ) , ( x, v ) , ( v, x) , ( v,w ) }, ve r Fig u r a 6 .1 2 . E s f́a c il ve r
qu e D1 y D2 s o n d ig r ´a fi c a s p r e t r a n s it iva s iz qu ie r d a s , la u n ío n d e e lla s
e s la d ig r ´a fi c a d e la N ota 6.2 qu e c o m o ya vim o s n o t ie n e n ´u c le o .

A p a r t ir d e D p o d e m o s c o n s t r u ir u n a fa m ilia in fi n it a d e d ig r ´a fi c a s
s in n ´u c le o qu e s o n u n ío n d e d o s d ig r ´a fi c a s p r e t r a n s it iva s iz qu ie r d a s
s in t r a ye c t o r ia s in fi n it a s e xt e r io r e s . S e a D0 = D,D′

0 = D1, D
′′

0 = D2.
A h o r a p a r a c a d a e n t e r o p o s it ivo n y d a d a Dn−1 d ig r ´a fi c a s in n ´u c le o qu e
e s u n ío n d e d o s d ig r ´a fi c a s p r e t r a n s it iva s iz qu ie r d a s D′

n−1 y D′′

n−1, d o n d e
D′

n = D′

n−1, V ( D′′

n ) = V ( D′′

n−1 ) ∪ {zn} y F ( D′′

n ) = F ( D′′

n−1 ) ∪ { ( zn, u) |
u ∈ V ( D′′

n−1 ) }, ve r Fig u r a 6 .1 3 . Cla r a m e n t e D′

n e s u n a d ig r ´a fi c a p r e -
t r a n s it iva iz qu ie r d a y p o r e l Lema 6.5 D′′

n t a m b íe n lo e s . N o t e m o s
qu e {Dn | n ∈ N } e s la m is m a fa m ilia in fi n it a d e d ig r ´a fi c a s s in n ´u c le o
o b t e n id a s e n la N ota 6.2 qu e t a m b íe n s o n u n ío n d e d o s d ig r ´a fi c a s p r e -
t r a n s it iva s iz qu ie r d a s .

Fig. 6.13 L as flechas marcadas con el número 1 corresponden a la
digráfica D1, y las flechas marcadas con el número 2 corresponden a
la digráfica D2. L as flechas gruesas indican que los vértics z1, z2, ..., zn

son adyacentes hacia los vértices u, v, w y x.

P r oblema. E s p o s ib le e n c o n t r a r u n a c o n d ic ío n ´u n ic a m ´a s d ´ e b il qu e
c a d a u n a d e la s c o n d ic io n e s d e p r e t r a n s it ivid a d ( iz qu ie r d a y d e r e c h a ) y
a s e g u r e la n u c le o -p e r fe c c ío n d e u n a d ig r ´a fi c a ? E s t a p r e g u n t a n o s ie m -
p r e t ie n e s o lu c ío n a p e s a r d e la s d ´ e b ile s p r o p o s ic io n e s d e p r e t r a n s it ivi-
d a d o b t e n id a s p o r Ja c o b ( t e s is d e d o c t o r a d o d e l t e r c e r c ic lo ) .
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7. M -Or ientaciones

E n e s t a ´u lt im a s e c c ío n h a b la m o s d e la s p o s ib ilid a d e s d e e n c o n t r a r
u n n ´u c le o p a r t ie n d o d e u n a g r ´a fi c a G. D a d a u n a g r ´a fi c a G e s p o s i-
b le e n c o n t r a r d ig r ´a fi c a s r e la c io n a d a s c o n G o r ie n t a n d o c a d a a r is t a d e
G c o n vir t ie n d o la s e n fl e c h a s , e n t o n c e s s e b u s c a n la s c o n d ic io n e s qu e
d e b e n c u m p lir e s t a s o r ie n t a c io n e s p a r a p o s e e r u n n ´u c le o E n e l t e o r e m a
c e n t r a l d e e s t a s e c c ío n s e d a n c o n d ic io n e s s u fi c ie n t e s p a r a qu e d a d a u n a
g r ´a fi c a G, u n a o r ie n t a c ío n d e Me yn ie l d e G t e n g a n ´u c le o . E m p e z a r e -
m o s e s t a s e c c ío n c o n a lg u n a s d e fi n ic io n e s .

S e a D u n a d ig r ´a fi c a , la g r áfic a s u b y ac e nte G d e D e s la g r ´a fi c a qu e
s e o b t ie n e a l r e e m p la z a r c a d a fl e c h a d e D p o r la c o r r e s p o n d ie n t e a r is t a
( n o d ir ig id a ) . E n c a s o d e u n a fl e c h a s im ´ e t r ic a : ( u, v ) , ( v, u ) ∈ F ( D ) ,
s ´o lo s e c o n s id e r a u n a a r is t a ( u, v ) = ( v, u) , ve r Fig u r a 7 .1 .

Fig. 7.1 D igráfica D y su gráfica subyacente G.

Fig. 7.2 Gráfica G y una orientación D de la gráfica G.
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S e a G u n a g r ´a fi c a , u n a or ie ntac ión D d e G e s u n a d ig r ´a fi c a t a l
qu e s u g r ´a fi c a s u b ya c e n t e e s G, e n e s t e c a s o s e p e r m it e n la s fl e c h a s
s im ´ e t r ic a s , ve r Fig u r a 7 .2 ( la d ig r ´a fi c a D d e la Fig u r a 7 .1 t a m b íe n e s
u n a o r ie n t a c ío n d e G.

U n a g r ´a fi c a G s e d ic e qu e e s d e c ompar ab ilidad s i e xis t e u n a o r i-
e n t a c ío n a s im ´ e t r ic a D d e G qu e s e a u n a d ig r ´a fi c a t r a n s it iva .

Fig. 7.3 L a gráfica G es de comparabilidad pues D es una
orientación asimétrica de G y además D es transitiva.

Fig. 7.4 F igura de un triángulo dirigido.

S e a G u n a g r ´a fi c a , u n a o r ie n t a c ío n D d e G s e d ic e qu e e s u n a or ie n-
tac ión de M e y nie l o u n a M -or ie ntac ión s i t o d o t r ía n g u lo d ir ig id o
( ve r Fig u r a 7 .4 ) d e D t ie n e a l m e n o s d o s fl e c h a s s im ´ e t r ic a s .

D a d a u n a g r ´a fi c a G d e fi n im o s e l númer o cr omático d e G, χ( G) ,
c o m o e l m ´ ın im o n ´u m e r o d e c o lo r e s n e c e s a r io s p a r a c o lo r e a r lo s v́e r t ic e s
d e G d e t a l fo r m a qu e s i 2 v́e r t ic e s s o n a d ya c e n t e s e n t o n c e s t e n g a n
a s ig n a d o d ife r e n t e c o lo r , p o r o t r o la d o s e d e fi n e el númer o de clan
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d e G, ω ( G) , c o m o e l m ´a xim o e n t e r o r t a l qu e G t ie n e u n a s u b g r ´a fi c a
c o n r v́e r t ic e s qu e e s u n a g r ´a fi c a c o m p le t a . U n a g r ´a fi c a G e s per fecta
s i p a r a c u a lqu ie r s u b g r ´a fi c a in d u c id a H d e G s e t ie n e χ( H ) = ω ( H ) . E l
p r o b le m a d e c o n o c e r la e s t r u c t u r a d e la s g r ´a fi c a s p e r fe c t a s h a m o t iva d o
e l d e s a r r o llo d e t r a b a jo s im p o r t a n t e s , e n t r e e llo s p u e d e c o n s u lt a r s e [2 ].
B e r g e d e m o s t r ´o qu e la s g r ´a fi c a s d e c o m p a r a b ilid a d s o n g r ´a fi c a s p e r fe c -
t a s [2 ], e s t a s g r ´a fi c a s s o n d e la s lla m a d a s gr áficas per fectas clásicas,
e n [6 ] s e p r e s e n t a u n a r e c o p ila c ío n d e r e s u lt a d o s im p o r t a n t e s a c e r c a d e
´ e s t a s g r ´a fi c a s .

U s a n d o la t ´ e c n ic a d e S a n d s , S a u e r y W o o d r o w e n [9 ], C. Ch a m p e t ie r
d e m u e s t r a e n [4 ] e l s ig u ie n t e r e s u lt a d o :

T eor ema 7.1 Toda M -orientación de una gráfica de comparabilidad
tiene núcleo.

D e c im o s qu e u n a d ig r ´a fi c a D e s u n a or ientación por pozos d e u n a
g r ´a fi c a G s i t o d a s u b d ig r ´a fi c a c o m p le t a d e D t ie n e n ´u c le o . U n a g r ´a fi c a
G e s núcleo soluble s i c u a lqu ie r o r ie n t a c ío n p o r p o z o s d e G t ie n e
n ´u c le o . E n 1 9 9 6 E . B o r o s y V . Gu r vic h [3 ] d e m u e s t r a n e l T eor ema
7.2 qu e h a b ´ ıa n e s t a b le c id o c o m o u n a c o n je t u r a B e r g e y D u c h e t e n 1 9 8 3 .

T eor ema 7.2 Toda gráfica perfecta es núcleo soluble.

E l T eor ema 7.1 e s u n c a s o p a r t ic u la r d e l T eor ema 7.2 ya qu e
( c o m o s e p r o b ´o e n [2 ]) s e p u e d e p r o b a r qu e u n a M-o r ie n t a c ío n d e u n a
g r ´a fi c a e s u n a o r ie n t a c ío n p o r p o z o s y s e s a b e qu e t o d a g r ´a fi c a d e c o m -
p a r a b ilid a d e s p e r fe c t a .

7.1. N úcleos, M -or ientaciones y Or ienta-
ciones P r etr ansitivas.

E n e s t a s e c c ío n d e m o s t r a m o s u n r e s u lt a d o s im ila r a l T eor ema 7.1
p a r a g r ´a fi c a s in fi n it a s e n u n c ia d o e n e l T eor ema 7.3. E s t e t e o r e m a
p a r a e l c a s o fi n it o , T eor ema 7.4, e s u n a g e n e r a liz a c ío n d e l T eor ema
7.1 p e r o a d e m ´a s a b a r c a g r ´a fi c a s qu e n o s o n p e r fe c t a s .

S e a D u n a d ig r ´a fi c a , d e c im o s qu e u n a s u c e s ío n d e v́e r t ic e s ( ui ) i∈N , e s
u n a tr ay e c tor ia infinita inte r ior d e D s i p a r a c a d a i ∈ N s e t ie n e
qu e ( ui+1, ui ) ∈ F ( D ) y p a r a c u a le s qu ie r a i, j ∈ N t a le s qu e i �= j s e
t ie n e qu e ui �= uj .
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Ot r a fo r m a d e d e n o t a r la in ve r s a ( d e fi n id a e n la ´u lt im a p a r t e d e la
s e c c ío n 2 ) d e u n a d ig r ´a fi c a e s D−1, la Fig u r a 2 .7 m u e s t r a e l e je m p lo d e
u n a d ig r ´a fi c a y s u in ve r s a .

7.1. Obser vación. D e s u n a d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva d e r e c h a s i y
s ´o lo s i D−1 e s p r e t r a n s it iva iz qu ie r d a .

P r ueba:. S e a D u n a d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva d e r e c h a , u, v y w v́e r t ic e s
d e D−1 t a le s qu e ( u, v ) , ( v,w ) ∈ F ( D−1 ) , e n t o n c e s ( v, u ) , ( w, v ) ∈
F ( D ) . Y a qu e D e s p r e t r a n s it iva d e r e c h a , e n t o n c e s ( w, u ) ∈ F ( D )
o ( u, v ) ∈ F ( D ) . P o r la d e fi n ic i´o n d e D−1, e s t o im p lic a qu e ( u, w ) ∈
F ( D−1 o ( v, u ) ∈ F ( D−1 ) , p o r lo t a n t o D−1 e s p r e t r a n s it iva iz qu ie r d a
( ve r Fig u r a 7 .5 ) .†

7.2 Obser vación. S e a D u n a d ig r ´a fi c a , e n t o n c e s Sim( D ) = Sim(
D−1 ) . Sim( D ) e s la d ig r ´a fi c a d e D fl e c h a in d u c id a p o r la s fl e c h a s
s im ´ e t r ic a s d e D, p o r lo t a n t o c o n t ie n e u n ic a m e n t e la s fl e c h a s s im ´ e t r ic a s
d e D. D−1 t ie n e la s m is m a s fl e c h a s s im ´ e t r ic a s d e D p o r lo t a n t o
Sim( D−1 ) = Sim ( D ) . †

Fig. 7.5 D es una digráfica pretransitiva derecha si y sólo si D−1 es
pretransitiva izquierda.

T eor ema 7.3 ( H . Ga le a n a , R . R o ja s [1 1 ]) . Sea G una gráfica (posi-
blemente infinita) y sea D una M -orientación de G. Si existe alguna
orientación T de G que sea una digráfica pretransitiva izquierda o
derecha que no tenga trayectorias infinitas exteriores ni interiores y
tal que Sim ( T ) = Sim( D ) , entonces D tiene núcleo.
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Demostr ación. S e a T u n a o r ie n t a c i´o n p r e t r a n s it iva iz qu ie r d a o
d e r e c h a d e G t a l qu e n o t ie n e t r a ye c t o r ia s in fi n it a s e xt e r io r e s n i in t e -
r io r e s y Sim( T ) = Sim ( D ) . P o d e m o s s u p o n e r qu e T e s u n a d ig r ´a fi c a
p r e t r a n s it iva iz qu ie r d a , e n t o n c e s T−1 e s u n a o r ie n t a c ío n d e G qu e e s
u n a d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva d e r e c h a , n o t e m o s qu e t a n t o T c o m o T−1

n o t ie n e n t r a ye c t o r ia s in fi n it a s e xt e r io r e s y ya qu e Sim ( T ) = Sim ( D ) ,
e n t o n c e s t a m b íe n s e c u m p le qu e Sim( D ) = Sim( T−1 ) ( Obser vación
7.2).

D e n o t a m o s p o r x → y s i ( x, y ) ∈ F ( D ) . S u p o n g a m o s qu e x → y,

s i ( x, y ) ∈ F ( T ) e s c r ib im o s x
rojo
→ y y s i ( x, y ) ∈ F ( T−1 ) e s c r ib im o s

x
azul
→ y.

N o t e m o s qu e s i x → y, e n t o n c e s x
rojo
→ y o x

azul
→ y, p o r o t r o la d o s i

( x, y ) e s u n a fl e c h a s im ´ e t r ic a d e D e n t o n c e s x
rojo
→ y, x

azul
→ y, y

rojo
→ x,

y
azul
→ x, fi n a lm e n t e s i ( x, y ) e s u n a fl e c h a d e T y n o lo e s d e D: x

T
→ y

( r e s p . x
T−1

→ y ) y x �
rojo
→ y ( r e s p . x �

azul
→ y ) e n t o n c e s ( y, x ) e s u n a fl e c h a

d e D p u e s ( x, y ) n o lo e s , y ( y, x ) e s u n a fl e c h a d e T−1 p u e s ( x, y ) e s

u n a fl e c h a d e T : y
azul
→ x ( r e s p . y

rojo
→ x) .

S e a U la fa m ilia d e s u b c o n ju n t o s d e v́e r t ic e s S d e G in d e p e n d ie n t e s ,

t a le s qu e S
rojo
→ x im p lic a x → S . D e fi n im o s e n U la s ig u ie n t e r e la c ío n

≤:

S ≤ R s i y s ´o lo s i p a r a c a d a s ∈ S e xis t e r ∈ R t a l qu e

s = r o ( s
T−1

→ r y r �
T−1

→ s) .

Ob s e r ve m o s qu e s i S y R s o n c o n ju n t o s in d e p e n d ie n t e s c o n S ⊆ R,
e n t o n c e s S ≤ R.

1. V e a m o s qu e ≤ e s u n o r d e n p a r c ia l e n U .

1.1 ≤ e s r e fl e xiva . Co m o S ⊆ S, d e la o b s e r va c ío n a n t e r io r s e s ig u e
S ≤ S p a r a c u a lqu ie r S ∈ U . P o r lo t a n t o ≤ e s r e fl e xiva .

1.2 ≤ e s t r a n s it iva . S i S,Q y R s o n c o n ju n t o s e n U t a le s qu e S ≤ Q
y Q ≤ R e n t o n c e s S ≤ R.
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S e a s ∈ S e n t o n c e s e xis t e q ∈ Q t a l qu e

s = q o ( s
T−1

→ q y q
T−1

�→ s) ...........................................( I)

E n t o n c e s e xis t e r ∈ R t a l qu e

q = r o ( q
T−1

→ r y r
T−1

�→ q ) ...........................................( II)

S i s = q o q = r, p o r ( II) o ( I) r e s p e c t iva m e n t e , t e n e m o s s = r ´o

( s
T−1

→ r y r
T−1

�→ s) , c o n r ∈ R. D e o t r o m o d o , t e n e m o s ( s
T−1

→ q y

q
T−1

�→ s) y ( q
T−1

→ r y r
T−1

�→ q ) , c o m o T−1 e s u n a d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva
d e r e c h a , p o r e l Lema 6.1 a p lic a d o a la s u c e s ío n ( s, q, r ) s e t ie n e qu e

s
T−1

→ r y r
T−1

�→ s. P o r lo t a n t o S ≤ R. E n c o n s e c u e n c ia ≤ e s t r a n s it iva .

1.3 ≤ e s a n t is im ´ e t r ic a . S e a n S y R c o n ju n t o s e n U t a le s qu e S ≤ R
y R ≤ S, ve a m o s qu e S = R. S e a s ∈ S, ve a m o s qu e s ∈ R. Co m o
S ≤ R e n t o n c e s e xis t e r ∈ R t a l qu e s a t is fa c e ( I) . S u p o n g a m o s qu e

s �= r e n t o n c e s s
T−1

→ r y r
T−1

�→ s. Co m o R ≤ S, p a r a r, e xis t e s′ ∈ S,

t a l qu e r = s′ ´o ( r
T−1

→ s′ y s′
T−1

�→ r ) , e s t e r e s u lt a d o n o s d ic e qu e s i

r = s′ e n t o n c e s s
T−1

→ s′ p e r o e s t o e s u n a c o n t r a d ic c ío n , p u e s s, s′ ∈ S y
S e s u n s u b c o n ju n t o in d e p e n d ie n t e d e G, e n t o n c e s r �= s′ y p o r lo t a n t o

r
T−1

→ s′ y s′
T−1

�→ r, c o m o T−1 e s u n a d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva d e r e c h a ,

p o r e l Lema 6.1 a p lic a d o a la s u c e s ío n ( s, r, s′ ) t e n e m o s qu e s
T−1

→ s′ y

s′
T−1

�→ s, lo c u a l c o n t r a d ic e qu e S s e a u n c o n ju n t o in d e p e n d ie n t e . P o r lo
t a n t o r = s, e s d e c ir , S ⊂ R a n ´a lo g a m e n t e t e n e m o s la o t r a c o n t e n c ío n .

P o r 1 .1 , 1 .2 y 1 .3 ≤ e s u n o r d e n p a r c ia l.

2. V e a m o s qu e ( U ,≤) t ie n e e le m e n t o s m ´a xim o s c o n e l o r d e n ≤ qu e
p e r t e n e c e n a U .

2.1 U �= ∅. Co m o T e s p r e t r a n s it iva iz qu ie r d a y n o t ie n e t r a ye c t o r ia s
in fi n it a s e xt e r io r e s , p o r e l Lema 6.2 ( t o m a n d o D = T y U = V ( T ) )

e xis t e u n v́e r t ic e y t a l qu e y
T
→ x im p lic a qu e x

T
→ y, e n e s t e c a s o ( x, y )

e s u n a fl e c h a s im ´ e t r ic a d e T , p o r lo a n t e r io r ( x, y ) ∈ Sim( T ) y c o m o
Sim ( T ) ⊂ Sim ( D ) e n t o n c e s ( x, y ) t a m b íe n e s u n a fl e c h a s im ´ e t r ic a d e
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D. A s ´ ı e xis t e u n v́e r t ic e y t a l qu e y
rojo
→ x im p lic a qu e x → y, e n t o n c e s

{y} ∈ U . P o r lo t a n t o U �= ∅.

2.2 To d a c a d e n a e n ( U ,≤) e s t ´a a c o t a d a s u p e r io r m e n t e . S e a C u n a
c a d e n a e n ( U ,≤ ) . S e a S∞ = {s ∈

⋃

S∈C | e xis t e S ∈ C t a l qu e s ∈ R
p a r a t o d o R ∈ C, S ≤ R}, ve a m o s qu e S∞ e s c o t a s u p e r io r d e C.

2.2.1. S∞ e s u n c o n ju n t o in d e p e n d ie n t e . S e a n s1, s2 ∈ S∞ ve a m o s
qu e e n D n o e xis t e n fl e c h a s e n t r e s1 y s2. Co m o s1 y s2 ∈ S∞ e n t o n c e s
e xis t e n S1 y S2 e n C t a le s qu e si ∈ R, p a r a t o d o R ∈ C t a l qu e Si ≤ R,
i ∈ {1 , 2 }. S e a S = m a x{S1, S2}, e n t o n c e s s1, s2 ∈ S y c o m o S e s u n
c o n ju n t o in d e p e n d ie n t e , e n t o n c e s e n D n o e xis t e n fl e c h a s e n t r e s1 y s2.
P o r lo t a n t o S∞ e s u n c o n ju n t o in d e p e n d ie n t e .

2.2.2 S∞ �= ∅ y p a r a c a d a S ∈ C, S ≤ S∞. S e a S ∈ C y s e a

t0 ∈ S ve a m o s qu e e xis t e t ∈ S∞ t a l qu e t0 = t ´o ( t0
T−1

→ t y t
T−1

�→ t0 ) .
S i t0 ∈ S∞, e n t o n c e s t o m a m o s t = t0. S u p o n g a m o s qu e t0 �∈ S∞,
p r o c e d e r e m o s p o r c o n t r a d ic c ío n . U s a r e m o s la c o n s t r u c c ío n d e S∞, la
d e fi n ic ío n d e ≤ y e l h e c h o d e qu e T−1 e s u n a d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva
d e r e c h a p a r a a p lic a r e l Lema 6.1 y c o n s t r u ir u n a t r a ye c t o r ia in fi n it a

e xt e r io r e n T−1. S u p o n g a m o s qu e s i p a r a t ∈ V ( D ) s e t ie n e ( t0
T−1

→ t

y t
T−1

�→ t0 ) e n t o n c e s t �∈ S∞. S e a R0 = S, c o m o t0 �∈ S∞ e s t o im p lic a
qu e t0 �∈ R1 p a r a a lg ´u n R1 ∈ C, R0 ≤ R1, d e e s t o ´u lt im o t e n e m o s

qu e e xis t e t1 ∈ R1 t a l qu e t0
T−1

→ t1 y t1 �
T−1

→ t0, p o r n u e s t r a s u p o s ic ío n
t1 �∈ S∞. E n t o n c e s t1 �∈ R2 p a r a a lg ´u n R2 ∈ C, R1 ≤ R2, e s t o im -

p lic a qu e e xis t e t2 ∈ R2 t a l qu e t1
T−1

→ t2 y t2 �
T−1

→ t1, c o m o T−1 e s u n a
d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva d e r e c h a , a p lic a n d o e l Lema 6.1 a la s u c e s ío n

τ2 = ( t0, t1, t2 ) t e n e m o s qu e τ2 e s u n a t r a ye c t o r ia y t0
T−1

→ t2 y t2 �
T−1

→ t0,
p o r n u e s t r a s u p o s ic ío n t2 �∈ S∞.

A s ´ ı, p a r a c a d a n ∈ N , d a d o s tn y Rn, t a le s qu e Rn ∈ C, tn ∈ Rn,

tn−1
T−1

→ tn y n o e s t ´a s u fl e c h a d e r e g r e s o : tn �
T−1

→ tn−1, p o r e l Lema

6.1 t0
T−1

→ tn, tn �
T−1

→ t0 y tn �∈ S∞, e n t o n c e s t e n e m o s qu e tn �∈ Rn+1

p a r a a lg ´u n Rn+1 ∈ C, Rn ≤ Rn+1, d e e s t o ´u lt im o t e n e m o s qu e e xis t e

tn+1 ∈ Rn+1 t a l qu e tn
T−1

→ tn+1 y tn+1 �
T−1

→ tn, ve r Fig u r a 7 .6 .

Co m o T−1 e s u n a d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva d e r e c h a y ( tn
T−1

→ tn+1 y

tn+1 �
T−1

→ tn ) p a r a t o d o n ∈ N , p o r e l Lema 6.1, τn+1 = ( t0, t1, , tn+1 )
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e s u n a t r a ye c t o r ia e n T−1 y ( t0
T−1

→ tn+1 y tn+1 �
T−1

→ t0 ) , p o r n u e s t r a
s u p o s ic ío n tn+1 �∈ S∞. Co n s id e r e m o s la s u c e s ío n τ = ( tn ) n∈N , p a r a

c a d a n ∈ N t e n e m o s tn
T−1

→ tn+1. P o r o t r o la d o s e a n n,m ∈ N , n �= m,
s u p o n g a m o s s in p ´ e r d id a d e g e n e r a lid a d qu e n < m, e n t o n c e s tn �= tm,
p o r lo t a n t o τ e s u n a t r a ye c t o r ia in fi n it a e xt e r io r e n T−1, lo c u a l e s u n a

c o n t r a d ic c ío n . P o r lo t a n t o e xis t e t ∈ S∞ t a l qu e ( t0
T−1

→ t y t �
T−1

→ t0 ) .
Co n e s t o h e m o s d e m o s t r a d o qu e S∞ �= ∅ y qu e S ≤ S∞.

Fig. 7.6 L as flechas definidas pertenecen a F ( T−1 ) , las flechas
punteadas no pertenecen a F ( T−1 ) .

2.2.3 S∞ ∈ U. S u p o n g a m o s qu e S∞
rojo
→ y, ve a m o s qu e y → S∞.

P r o c e d e r e m o s p o r c o n t r a d ic c ío n , s u p o n g a m o s qu e y �→ S∞. S e a s ∈

S∞ t a l qu e s
rojo
→ y, a h o r a s e a S1 ∈ C t a l qu e s ∈ R p a r a t o d o R ∈ C,

S1 ≤ R.
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P r im e r o p r o b a r e m o s la s ig u ie n t e h e r r a m ie n t a , qu e n o s a yu d a r ´a p a r a
c o n s t r u ir la c o n t r a d ic c ío n :

2.2.3.1 S i y
azul
→ s′ p a r a a lg ´u n s′ ∈ R c o n R ∈ C, S1 ≤ R, e n t o n c e s

e xis t e t ∈ S∞ t a l qu e c u m p le d o s c o s a s :

(i) t
rojo
→ s′:

(ii) S i R′ ∈ C e s t a l qu e R ≤ R′ y t ∈ R′, e n t o n c e s p a r a a lg ´u n

s′′ ∈ R′ t e n e m o s s′
azul
→ s′′, s′′ �

T−1

→ s′ y y
azul
→ s′′

P r u e b a d e (i):
Co m o y �→ S∞ e n t o n c e s s′ �∈ S∞, p o r 2.2.2 R ≤ S∞ y p a r a s′ ∈ R

e xis t e t ∈ S∞ t a l qu e s′
T−1

→ t y t �
T−1

→ s′. V e r e m o s qu e t c u m p le c o n ( i) .

Co m o y
azul
→ s′ p o r h ip ´o t e s is d e 2.2.3.1, e n t o n c e s y

T−1

→ s′, r e c o r d a n d o

qu e T−1 e s u n a d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva d e r e c h a y qu e t �
T−1

→ s′ t e n e m o s

qu e y
T−1

→ t. Co m o y �→ S∞, e s d e c ir , e n D n o h a y fl e c h a s d e y h a c ia

S∞ y y
T−1

→ t e n t o n c e s la fl e c h a ( y, t) e s t ´a e n la s fl e c h a s d e T−1 p e r o

n o e n la s fl e c h a s d e D p o r lo qu e y �
azul
→ t lo c u a l im p lic a qu e la fl e c h a

( t, y ) e s t ´a e n D y t a m b íe n e n T , p o r lo t a n t o t
rojo
→ y ( ve r la Fig u r a 7 .7 ) .

Fig. 7.7 Triángulo dirigido en D

S i s′ → t, e s d e c ir , ( s′, t) ∈ F ( D ) , e n t o n c e s ( y, s′, t, y ) e s u n t r i´a n g u lo
d ir ig id o e n D p u e s ( y, s′ ) e s t ´a e n a z u l y ( t, y ) e s t ´a e n r o jo ( ve r Fig u r a
7 .7 ) , p o r o t r o la d o ( s′, t) n o e s fl e c h a s im ´ e t r ic a d e T−1 p u e s ( t, s′ ) �∈
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F ( T−1 ) y p o r lo t a n t o n o lo e s d e D, ya qu e T,D y T−1 t ie n e n la

m is m a p a r t e s im ´ e t r ic a ( obser vación 7.2) . A d e m ´a s y �
azul
→ t, e s d e c ir ,

( t, y ) t a m p o c o e s fl e c h a s im ´ e t r ic a d e D, a s ´ ı e s t e t r ía n g u lo a lo m ´a s
t ie n e u n a fl e c h a s im ´ e t r ic a p e r o e s t o c o n t r a d ic e la h ip ´o t e s is d e qu e t o d o
t r i´a n g u lo d ir ig id o d e D t ie n e a l m e n o s d o s fl e c h a s s im ´ e t r ic a s , p o r lo

t a n t o s′ �→ t ( e s t e r e s u lt a d o lo u s a r e m o s p a r a p r o b a r (ii)) , a s ´ ı s′ �
azul
→ t

y e n c o n s e c u e n c ia t → s′ y t
T
→ s′, p o r lo t a n t o t

rojo
→ s′.

P r u e b a d e (ii):
S i R′ ∈ C e s t a l qu e R ≤ R′ y t ∈ R′, e n t o n c e s p a r a a lg ´u n s′′ ∈ R′

t e n e m o s s′
azul
→ s′′, s′′ �

T−1

→ s′ y y
azul
→ s′′:

V e r e m o s qu e c o m o e n (i) e l m is m o v́e r t ic e t c u m p le c o n (ii). S e a

R′ ∈ C t a l qu e R ≤ R′. Co m o t
rojo
→ s′ e n t o n c e s R′

rojo
→ s′, c o m o R′ ∈ U

e n t o n c e s s′ → R′, e s d e c ir , s′ → s′′ p a r a a lg ´u n s′′ ∈ R′ ( ve r Fig u r a 7 .8 ) .

S i s′
rojo
→ s′′ e n t o n c e s t e n e m o s qu e s′

T
→ s′′ y c o m o t

T
→ s′, a p lic a n d o

qu e T e s u n a d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva iz qu ie r d a t e n e m o s t
T
→ s′′ ´o s′

T
→ t,

c o m o t, s′′ ∈ R′ y R′ e s u n c o n ju n t o in d e p e n d ie n t e e n t o n c e s t �
T
→ s′′ p o r

lo t a n t o s′
T
→ t, c o m o t

rojo
→ s′ e n t o n c e s ( t, s′ ) e s u n a fl e c h a s im ´ e t r ic a d e

T y p o r lo t a n t o t a m b íe n lo e s d e D, p e r o e s t o e s u n a c o n t r a d ic c ío n p u e s
e n ( i) t e n ´ ıa m o s s′ �→ t, p o r lo t a n t o la c o n t r a d ic c ío n e s t ´a e n s u p o n e r

s′
rojo
→ s′′ y e n t o n c e s t e n e m o s qu e s′ �

rojo
→ s′′, e s t o n o s d ic e qu e s′ �

T
→ s′′ y

e n c o n s e c u e n c ia s′
azul
→ s′′ qu e e s lo p r im e r o qu e qu e r ´ ıa m o s p r o b a r .

Fig. 7.8 Si s′
rojo
→ s′′ obtenemos una contradicción, por lo tanto

s′
azul
→ s′′
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A h o r a s u p o n g a m o s p o r c o n t r a d ic c ío n qu e s′′
T−1

→ s′, e n t o n c e s ( s′, s′′ )

e s u n a fl e c h a s im ´ e t r ic a d e T−1 p u e s s′
azul
→ s′′ ( a fi r m a c ío n a n t e r io r ) y

p o r lo t a n t o t a m b íe n e s u n a fl e c h a s im ´ e t r ic a d e D. L o c u a l im p lic a qu e

s′
rojo
→ s′′, p e r o e s t o e s u n a c o n t r a d ic c ío n p u e s ya t e n ´ ıa m o s s′ �

rojo
→ s′′,

p o r lo t a n t o s′′ �
T−1

→ s′ qu e e s la s e g u n d a a fi r m a c ío n d e ( ii) .

P o r ´u lt im o ; y
azul
→ s′ qu e e s h ip ´o t e s is d e 2.2.3.1 y s′

azul
→ s′′, qu e e s la

p r im e r a a fi r m a c ío n qu e p r o b a m o s d e ( ii) im p lic a n y
T−1

→ s′ y s′
T−1

→ s′′.
Co m o s a b e m o s qu e T−1 e s u n a d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva d e r e c h a y qu e

s′′ �
T−1

→ s′ ( s e g u n d a a fi r m a c ío n d e ( ii) ) t e n e m o s y
T−1

→ s′′, ( ve r Fig u r a
7 .9 ) . A qu ´ ı t e n e m o s d o s p o s ib ilid a d e s y → s′′ ´o s′′ → y. S i s′′ → y
e n t o n c e s ( y, s′, s′′, y ) e s u n t r i´a n g u lo d ir ig id o d e D, p o r h ip ´o t e s is e s t e

t r i´a n g u lo t ie n e a l m e n o s d o s fl e c h a s s im ´ e t r ic a s , c o m o s′′ �
T−1

→ s′ ( s e -
g u n d a a fi r m a c ío n d e ( ii) ) , e n t o n c e s ( s′′, s′ ) n o e s fl e c h a s im ´ e t r ic a d e
T−1 y p o r lo t a n t o t a m p o c o e s fl e c h a s im ´ e t r ic a d e D, e n c o n s e c u e n c ia
( y, s′ ) y ( s′′, y ) s o n fl e c h a s s im ´ e t r ic a s d e D. A s ´ ı e n c u a lqu ie r c a s o t e n -

e m o s y → s′′ y c o m o y
T−1

→ s′′ ( lo p r o b a m o s u n p a r d e r e n g lo n e s a r r ib a ) ,

e n t o n c e s y
azul
→ s′′, c o n e s t o c o n c lu im o s la p r u e b a d e 2.2.3.1(ii).

Fig. 7.9 y
azul
→ s′′

Mo s t r a r e m o s qu e y
azul
→ s1 p a r a a lg ´u n s1 ∈ S1 y a s ´ ı u s a r lo s r e s u lt a d o s

qu e ya p r o b a m o s . R e g r e s a n d o a la h ip ´o t e s is d e qu e S∞
rojo
→ y t e n e m o s

qu e s
rojo
→ y y s ∈ S1, p u e s s ∈ R p a r a t o d o R ∈ C c o n S1 ≤ R y c o m o

≤ e s r e fl e xiva , e n t o n c e s S1 ≤ S1, S1

rojo
→ y y ya qu e S1 ∈ C, e n t o n c e s

S1 ∈ U, e s t o im p lic a qu e y → S1. S e a s1 ∈ S1 t a l qu e y → s1, d e lo
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qu e s e d e d u c e qu e y
rojo
→ s1 ´o y

azul
→ s1.

V e r e m o s qu e s u p o n e r qu e y
rojo
→ s1 n o s lle va a u n a c o n t r a d ic c ío n :

S u p o n g a m o s qu e y
rojo
→ s1, s e g ´u n la h ip ´o t e s is d e 2.2.3 s

rojo
→ y p o r lo

qu e : y
T
→ s1 y s

T
→ y, c o m o T e s u n a d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva iz qu ie r d a ,

e n t o n c e s s
T
→ s1 ´o y

T
→ s, ya qu e S1 e s u n c o n ju n t o d e v́e r t ic e s d e G

in d e p e n d ie n t e , y s, s1 ∈ S1 e n t o n c e s s �
T
→ s1, p o r lo t a n t o y

T
→ s ( ve r

Fig u r a 7 .1 0 ) .

Fig. 7.10 y
T
→ s

A s ´ ı ( y, s) e s u n a fl e c h a s im ´ e t r ic a d e T , c o m o vim o s Sim ( T ) =
Sim( D ) , p o r lo t a n t o ( y, s) e s u n a fl e c h a s im ´ e t r ic a d e D y p o r lo t a n t o
y → s y c o m o s ∈ S∞ t e n e m o s qu e y → S∞, p a r a p r o b a r p o r c o n -

t r a d ic c ío n 2.2.3 h a b ´ ıa m o s s u p u e s t o y �→ S∞, p o r lo t a n t o y
azul
→ s1.

Fig. 7.11 t1
rojo
→ s1

P o r 2.2.3.1 c o n s′ = s1 y R = S1 o b t e n e m o s :
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2.2.3.2: Co m o y
azul
→ s1, e n t o n c e s p a r a s1 ∈ S1, d o n d e S1 ∈ C,

S1 ≤ S1 t e n e m o s qu e e xis t e t1 ∈ S∞ t a l qu e

(i) t1
rojo
→ s1, ( ve r Fig u r a 7 .1 1 ) .

A h o r a , c o m o t1 ∈ S∞, p o r d e fi n ic ío n d e S∞, e xis t e S2 ∈ C t a l qu e
t1 ∈ R p a r a t o d o R ∈ C t a l qu e S2 ≤ R y p o r lo t a n t o :

2.2.3.2.1 S1 ≤ S2, p u e s s i S2 < S1 e n t o n c e s t1 ∈ S1. P e r o s1 ∈ S1,
s e g ´u n 2.2.3.2(i) lo c u a l im p lic a qu e h a y u n a fl e c h a d e t1 h a c ia s1 e n
S1, lo c u a l e s u n a c o n t r a d ic c ío n p u e s S1 e s u n c o n ju n t o in d e p e n d ie n t e
d e v́e r t ic e s d e G.

P o r 2.2.3.2.1 y p o r 2.2.3.1 (ii) t o m a n d o R′ = S2 y t = t1 o b t e n e -
m o s :

(ii): Co m o S2 ∈ C e s t a l qu e S1 ≤ S2 y t1 ∈ S2 e n t o n c e s p a r a a lg ´u n

s2 ∈ S2 t e n e m o s qu e s1
azul
→ s2, s2 �

T−1

→ s1 y y
azul
→ s2, ( ve r Fig u r a 7 .1 2 ) .

Fig. 7.12 s1
azul
→ s2, s2 �

T−1

→ s1 y y
azul
→ s2

D e la ´u lt im a a fi r m a c ío n : y
azul
→ s2. A p lic a n d o n u e va m e n t e 2.2.3.1,

t o m a n d o s′ = s2 y R = S2 o b t e n e m o s :

2.2.3.3 Y a qu e y
azul
→ s2, p a r a s2 ∈ S2 c o n S2 ∈ C y S1 ≤ S2 e xis t e

t2 ∈ S∞ t a l qu e

(i) t2
rojo
→ s2 ( ve r Fig u r a 7 .1 3 )
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Fig. 7.13 s1
azul
→ s2, s2 �

T−1

→ s1 , y
azul
→ s2 y t2

rojo
→ s2

Fig. 7.14 s2
azul
→ s3, s3 �

T−1

→ s2 y y
azul
→ s3

Co m o t2 ∈ S∞, e n t o n c e s e xis t e S3 ∈ C t a l qu e t2 ∈ R p a r a t o d o
R ∈ C t a l qu e S3 ≤ R y p o r lo t a n t o :

2.2.3.3.1 S2 ≤ S3, p u e s s i S3 < S2, e n t o n c e s t2 ∈ S2 p e r o s2 ∈ S2,
lo c u a l im p lic a qu e h a y u n a fl e c h a d e s d e t2 h a c ia s2, e n S2, y e s t o e s
u n a c o n t r a d ic c ío n p u e s S2 e s u n c o n ju n t o in d e p e n d ie n t e d e v́e r t ic e s d e
G. A d e m ´a s S1 ≤ S3, p u e s ≤ e s t r a n s it iva y S1 ≤ S2 y S2 ≤ S3.
P o r 2.2.3.3.1 y p o r 2.2.3.1(ii) t o m a n d o R′ = S3 y t = t2, t e n e m o s :

2.2.3.3(ii) Co m o S3 ∈ C e s t a l qu e S1 ≤ S3 y t2 ∈ S3, e n t o n c e s

p a r a a lg ´u n s3 ∈ S3 t e n e m o s qu e s2
azul
→ s3, s3 �

T−1

→ s2 y y
azul
→ s3, ve r

Fig u r a 7 .1 4 .
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A s ´ ı, s i s u p o n e m o s qu e p a r a n ∈ N s e t ie n e n {t1, t2, ..., tn} ⊂ S∞,
{S1, S2, ..., Sn+1} ⊂ C c o n S1 ≤ S2 ≤ ... ≤ Sn+1, {s1, s2, ..., sn+1} ⊂
V ( D ) , si ∈ Si t a le s qu e p a r a c a d a i ∈ { 1 , 2 , ..., n} t e n e m o s :

2.2.3.4(i) ti
rojo
→ si.

(ii) {ti, si+1} ⊂ Si+1, si
azul
→ si+1, si+1 �

T−1

→ si y y
azul
→ si+1, e n t o n c e s p o r

2.2.3.1 t o m a n d o s′ = sn+1yR = Sn+1 o b t e n e m o s :

2.2.3.5 Co m o y
azul
→ sn+1, e n t o n c e s p a r a sn+1 ∈ Sn+1 c o n Sn+1 ∈ C

y S1 ≤ Sn+1, e xis t e tn+1 ∈ S∞ t a l qu e

2.2.3.5(i) tn+1

rojo
→ sn+1

Co m o tn+1 ∈ S∞, e n t o n c e s e xis t e Sn+2 ∈ C t a l qu e tn+1 ∈ R p a r a
t o d o R ∈ C t a l qu e Sn+2 ≤ R y p o r lo t a n t o :

Fig. 7.15 sn+1
azul
→ sn+2, sn+2 �

T−1

→ sn+1 y y
azul
→ sn+2

A n ´a lo g a m e n t e a 2.2.3.3 (i), t e n e m o s qu e Sn+1 ≤ Sn+2 y p o r lo
t a n t o t a m b íe n S1 ≤ Sn+2, e n t o n c e s p o r 2.2.3.1(ii) t o m a n d o s′ = sn+1,
R = Sn+1, R

′ = Sn+2 y t = tn+1 t e n e m o s :
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2.2.3.5(ii) Co m o Sn+2 ∈ C y e s t a l qu e S1 ≤ Sn+2 y tn+1 ∈ Sn+2, e n -

t o n c e s p a r a a lg ´u n sn+2 ∈ Sn+2 t e n e m o s qu e sn+1
azul
→ sn+2, sn+2 �

T−1

→ sn+1

y y
azul
→ sn+2, ve r Fig u r a 7 .1 5 .

A s ´ ı, h e m o s p r o b a d o p o r in d u c c i´o n qu e ( sn ) n∈N e s u n a s u c e s ío n d e

v́e r t ic e s d e D t a l qu e sn+1

T−1

→ sn+2 y sn+2 �
T−1

→ sn+1, c o m o T−1 e s u n a
d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva d e r e c h a , e n t o n c e s p o r e l Lema 6.1, p a r a c a d a
k ∈ N , la s u c e s ío n ( s1, s2, ..., sk ) e s u n a t r a ye c t o r ia d ir ig id a e n T−1,
e s t o im p lic a qu e ( sn ) n∈N e s u n a t r a ye c t o r ia in fi n it a e xt e r io r e n T−1,
lo c u a l e s u n a c o n t r a d ic c ío n a la h ip ´o t e s is d e l t e o r e m a . P o r lo t a n t o
y → S∞ y e n c o n s e c u e n c ia S∞ ∈ U .

P o r 2.2.1-2.2.3, S∞ e s u n a c o t a s u p e r io r d e C y p o r lo t a n t o t o d a
c a d e n a d e ( U ,≤ ) e s t ´a a c o t a d a s u p e r io r m e n t e .

P o r 2.1 y 2.2, a p lic a n d o e l Lema de Zor n, ( U ,≤) t ie n e e le -
m e n t o s m ´a xim o s p o r c o n t e n c ío n qu e p e r t e n e c e n a la c a d e n a .

S e a S u n e le m e n t o m ´a xim o p o r c o n t e n c ío n c o n la p r o p ie d a d d e
p e r t e n e r a ( U ,≤) .

3. S e s u n n ´u c le o d e D.

3.1 S es un conjunto independiente de vér tices de G. Co m o
S ∈ U , s e s ig u e qu e S e s u n c o n ju n t o in d e p e n d ie n t e d e v́e r t ic e s d e G.

3.2 S e s a b s o r b e n t e . P r o c e d e r e m o s p o r c o n t r a d ic c ío n c o n s t r u ye n d o
u n c o n ju n t o qu e c o n t r a d ic e la m a xim a lid a d d e S. S u p o n g a m o s x �→ S
p a r a a lg ´u n v́e r t ic e x �∈ S.

S e a W = {x ∈ V ( D ) − S | x �→ S}, p o r n u e s t r a s u p o s ic ío n W �= ∅,
s e a x0 u n o d e lo s v́e r t ic e s qu e e xis t e a l a p lic a r e l Lema 6.2 a la
d ig r ´a fi c a T , la c u a l s u p u s im o s qu e e r a d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva iz qu ie r d a ,
y s in t r a ye c t o r ia s in fi n it a s e xt e r io r e s , a p lic a d o a l c o n ju n t o W .

N o t e m o s qu e s e g ´u n e l Lema 6.2:

Obser vación 7.3 x0 s a t is fa c e : p a r a t o d o y ∈ V ( D ) − S t a l qu e

x0

T
→ y y y �→ S im p lic a y

T
→ x0 .

S e a P = {s ∈ S | s �
azul
→ x0}. S o b r e P ∪ {x0} t e n e m o s lo s ig u ie n t e :
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3.2.1 P ∪ {x0} e s u n c o n ju n t o in d e p e n d ie n t e d e v́e r t ic e s d e G.
P e s u n c o n ju n t o in d e p e n d ie n t e d e G. Co m o P ⊂ S y S e s u n c o n ju n t o
in d e p e n d ie n t e d e v́e r t ic e s d e G, s o lo fa lt a ve r qu e e n t r e P y x0 n o h a y
fl e c h a s e n D.

Co m o x0 �→ S, y P ⊂ S e n t o n c e s x0 �→ P . P o r la d e fi n ic ío n d e P ,

P �
azul
→ x0. S u p o n g a m o s qu e P

rojo
→ x0, c o m o P ⊂ S e n t o n c e s S

rojo
→ x0,

c o m o S ∈ U, e n t o n c e s x0 → S, lo c u a l e s u n a c o n t r a d ic c ío n p u e s

x0 ∈ W . P o r lo t a n t o P �
rojo
→ x0. Y p o r lo t a n t o e n t r e P y x0 n o h a y

fl e c h a s e n D.

Co n c lu im o s qu e P ∪ {x0} e s u n c o n ju n t o in d e p e n d ie n t e d e v́e r t ic e s
d e G.

3.2.2 P ∪ {x0} ∈ U .

S u p o n g a m o s qu e P ∪ {x0}
rojo
→ y, ve r e m o s qu e y → P ∪ {x0}.

S u p o n g a m o s qu e y �→ P y p r o b a r e m o s qu e y → {x0} . P r o c e d e r e -

m o s c o n s id e r a n d o lo s s ig u ie n t e s d o s c a s o s : a)P
rojo
→ y o b) {x0}

rojo
→ y.

Caso a) S u p o n g a m o s qu e P
rojo
→ y. Co m o P ⊆ S, e n t o n c e s S

rojo
→ y,

p o r h ip ´o t e s is d e 3.1 h a b ´ ıa m o s e le g id o a S ∈ U y e n t o n c e s y → S.
Co m o y �→ P , e n t o n c e s y → S \ P , d e a qu ´ ı t e n e m o s d o s p o s ib ilid a d e s

y
rojo
→ S \ P ´o y

azul
→ S \ P .

a.1) S i y
rojo
→ ( S \ P ) , c o m o P

rojo
→ y, p u e s e s t a m o s e n e l c a s o a ) , s e a

p ∈ P t a l qu e p
rojo
→ y y a p lic a n d o qu e T e s u n a d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva

iz qu ie r d a , t e n e m o s qu e y
T
→ p ´o p

T
→ ( S \ P ) . Co m o S e s u n c o n ju n t o

in d e p e n d ie n t e d e v́e r t ic e s d e G y p ∈ P ⊂ S, e n t o n c e s p ∈ S, p o r

lo qu e p �
T
→ ( S \ P ) ( ve r Fig u r a 7 .1 6 ) , a s ´ ı y

T
→ p y e s t o im p lic a qu e

( p, y ) e s u n a fl e c h a s im ´ e t r ic a d e T y c o m o vim o s e n la Obser vación
7.2 qu e Sim( T ) = Sim( D ) , t a m b íe n lo e s d e D, a s ´ ı, y → p y p o r
lo t a n t o y → P , p e r o e s t o e s u n a c o n t r a d ic c i´o n , p u e s a l p r in c ip io d e
3.2.2 h a b ´ ıa m o s s u p u e s t o qu e y �→ P , la c u a l s e s ig u e d e s u p o n e r qu e

y
rojo
→ S \ P , lu e g o y �

rojo
→ ( S \ P ) .
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Fig. 7.16 Si y
rojo
→ ( S \ P ) , obtenemos una contradicción

Fig. 7.17. Como y
azul
→ ( S \ P ) , se deduce que y

T−1

→ {x0}

a.2) S i y
azul
→ ( S \P ) , s e a s ∈ S \P t a l qu e y

azul
→ s, ya qu e s �∈ P , p o r

la d e fi n ic i´o n d e P t e n e m o s qu e s
azul
→ {x0}, c o m o T−1 e s u n a d ig r ´a fi c a

p r e t r a n s it iva d e r e c h a , e n t o n c e s {x0}
T−1

→ s ´o y
T−1

→ {x0}, ve r Fig u r a 7 .1 7 .

S i x0
T−1

→ s, e n t o n c e s ( x0, s) e s u n a fl e c h a s im ´ e t r ic a d e T−1, p e r o
c o m o vim o s e n la Obser vación 7.2 t a m b íe n e s fl e c h a s im ´ e t r ic a d e D,
e n t o n c e s x0 → s, lo c u a l e s u n a c o n t r a d ic c i´o n , p u e s s ∈ S y x0 �→ S,
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p o r lo t a n t o y
T−1

→ {x0} ( ve r fi g u r a 7 .1 7 ) .

Y a qu e ( y, x0 ) ∈ F ( T−1 ) im p lic a qu e ( y, x0 ) e s u n a a r is t a d e la g r ´a fi c a
G y p o r lo t a n t o s e d e d u c e qu e y → {x0} ´o {x0} → y.

S i y → x0, h e m o s p r o b a d o lo qu e qu e r ´ ıa m o s .

D e a.2) t e n e m o s y
azul
→ s y p o r d e fi n ic ío n d e P s a b ´ ıa m o s qu e s

azul
→ x0.

S i x0 → y, e n t o n c e s ( x0, y, s, x0 ) e s u n t r ía n g u lo d ir ig id o e n D ( ve r
Fig u r a 7 .1 8 ) , p o r h ip ´o t e s is d e l T eor ema 7.3 e s t e t r ía n g u lo d e b e t e n e r
a l m e n o s d o s fl e c h a s s im ´ e t r ic a s e n D. Co m o x0 �→ S, e n t o n c e s ( s, x0 )
n o e s u n a fl e c h a s im ´ e t r ic a d e D, y p o r lo t a n t o ( s, y ) y ( y, x0 ) s o n fl e c h a s
s im ´ e t r ic a s d e D y p o r lo t a n t o y → {x0}.

Fig. 7.18 y → x0 ó x0 → y

Caso b) S u p o n g a m o s qu e x0

rojo
→ y. P a r a y t e n e m o s d o s p o s ib ili-

d a d e s ; y �→ S ´o y → S, a n a lic e m o s c a d a u n a d e e lla s .

b.1) S u p o n g a m o s qu e y �→ S, p o r e le c c ío n d e {x0}, d e la obser -

vación 7.3 t e n e m o s qu e y
T
→ {x0}, e n t o n c e s ( x0, y ) e s u n a fl e c h a

s im ´ e t r ic a d e T , ve r Fig u r a 7 .1 9 , y p o r lo t a n t o lo e s d e D p o r la ob-
ser vación 7.2, a s ´ ı y → {x0}.
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Fig. 7.19 ( x0, y ) es una flecha simétrica de T

b.2) S u p o n g a m o s qu e y → S, c o m o y �→ P , e n t o n c e s y → S \P , s e a

s ∈ S \P t a l qu e y → s, p o r la d e fi n ic ío n d e P t e n e m o s qu e s
azul
→ {x0}

a s ´ ı ( ve r Fig u r a 7 .2 0 ) t e n e m o s u n t r i´a n g u lo d ir ig id o ( x0, y, s, x0 ) e n D,
a n ´a lo g a m e n t e a l c a s o a.2) ( x0, y ) e s u n a fl e c h a s im ´ e t r ic a d e D y p o r lo
t a n t o y → {x0}.

Fig. 7.20

E n t o n c e s , P ∪ {x0}
rojo
→ y im p lic a qu e y → P ∪ {x0}. P o r lo t a n t o

P ∪ {x0} ∈ U.
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P o r ´u lt im o ve a m o s qu e S ≤ P ∪ {x0} p a r a o b t e n e r la c o n t r a d ic c ío n
b u s c a d a . P a r a c u a lqu ie r s ∈ S p r o b a r e m o s qu e e xis t e t ∈ P ∪ {x0}

t a l qu e s = t ´o ( s
T−1

→ t y t �
T−1

→ s) . S i s ∈ P , ya e s t ´a p r o b a d o , s i

s �∈ P , p o r d e fi n ic i´o n d e P , t e n e m o s qu e s
azul
→ {x0}, p o r o t r o la d o ,

c o m o x0 �→ S, ya qu e s
azul
→ {x0} t e n e m o s qu e s

T−1

→ {x0}. S i x0

T−1

→ s
e n t o n c e s ( x0, s) ∈ Sim( T−1 ) = Sim ( D ) . E s t o im p lic a qu e x0 → s ∈ S,

c o n t r a d ic c ío n . P o r lo t a n t o x0 �
T−1

→ s. A s ´ ı, p a r a c u a lqu ie r s ∈ S t e n e m o s

qu e s ∈ P ´o ( s
T−1

→ {x0} y x0 �
T−1

→ s) , p o r lo t a n t o e xis t e t ∈ P ∪ {x0}

t a l qu e s = t ´o ( s
T−1

→ t y t �
T−1

→ s) . P o r lo t a n t o S ≤ P ∪ {x0}.

Co m o x0 �∈ S, e n t o n c e s S < P ∪{x0} p e r o e s t o c o n t r a d ic e qu e S s e a
u n e le m e n t o m a xim a l d e ( U ,≤) .

L a c o n t r a d ic c ío n vie n e d e s u p o n e r qu e e xis t e x ∈ V ( D ) \ S t a l qu e
x �→ S ( i.e . S n o e s a b s o r b e n t e ) . P o r lo t a n t o S e s a b s o r b e n t e . P o r lo
t a n t o S e s u n n ´u c le o d e D. †

P o r 3.1 y 3.2 S e s u n n ´u c le o d e la d ig r ´a fi c a D.

Ob s e r ve m o s qu e la h ip ´o t e s is Sim ( T ) = Sim( D ) d e l t e o r e m a a n t e -
r io r s ´o lo s e u s a e n la d e m o s t r a c ío n e n la p a r t e d o n d e s e p r u e b a qu e
t o d a c a d e n a d e ( U,≤ ) e s t ´a a c o t a d a s u p e r io r m e n t e , e n e l r e s t o d e la
d e m o s t r a c ío n s ´o lo s e u s a la c o n t e n c ío n Sim( T ) ⊆ Sim ( D ) , e s t o im p lic a
qu e p a r a e l c a s o d e g r ´a fi c a s fi n it a s b a s t a p e d ir d ic h a c o n t e n c ío n . P a r a
g r ´a fi c a s fi n it a s qu e d a d e la s ig u ie n t e m a n e r a .

T eor ema 7.4 Sea G una gráfica finita y sea D una M -orientación
de G. Si existe alguna orientación T de G que sea una digráfica pre-
transitiva izquierda o derecha tal que Sim( T ) ⊆ Sim ( D ) , entonces D
tiene núcleo.

A c o n t in u a c i´o n h a c e m o s n o t a r qu e la s h ip ´o t e s is d e l T eor ema 7.3
s o n n e c e s a r ia s .

N ota 7.1 Si en el T e or e ma 7.3 se elimina la hipótesis de que la
digráfica T no tenga trayectorias infinitas exteriores ni interiores en-
tonces no necesariamente D tiene núcleo. Sea G la gráfica con vértices
{un | n ∈ N} y con aristas {( un, um ) | n,m ∈ N, n �= m}, F igura
7.21. Sea D la orientación de G tal que F ( D ) = { ( un, um ) | n,m ∈
N,n < m}, la digráfica D es la misma a la que se refiere la N ota 6.2 y
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mostrada en la F igura 6.7. D es una digráfica transitiva, asimétrica y
no tiene triángulos dirigidos, aśı D es una M -orientación de G. Otra
consecuencia de que D es transitiva es que D es tanto pretransitiva
derecha como pretransitiva izquierda, por lo tanto consideremos T = D.
L a sucesión ( un ) n∈N es una trayectoria infinita exterior en T . Como
ya vimos en la N ota 6.2 D no tiene núcleo.

Fig. 7.21

Fig. 7.22

A h o r a ve r e m o s qu e e xis t e u n a fa m ilia in fi n it a d e g r ´a fi c a s qu e s a t is -
fa c e lo a n t e r io r , e s d e c ir , qu e t ie n e n a lg u n a M-o r ie n t a c ío n qu e n o t ie n e
n ´u c le o y t ie n e n u n a o r ie n t a c ío n p r e t r a n s it iva d e r e c h a o iz qu ie r d a c o n
la m is m a p a r t e s im ´ e t r ic a qu e p o s e e t r a ye c t o r ia s in fi n it a s e xt e r io r e s o
in t e r io r e s . S e a H c u a lqu ie r c ic lo d e lo n g it u d p a r ( v1, v2, ....., v2m, v1 )
t a l qu e V ( H ) ∩ V ( G) = ∅. S e a H ′ la s ig u ie n t e g r ´a fi c a : V ( H ′ ) =
V ( H ) ∪V ( G) , A( H ′ ) = A( H ) ∪A( G) ∪{ ( u, v ) | v ∈ V ( H ) y u ∈ V ( G) },
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ve r Fig u r a 7 .2 2 .

S e a D′ la s ig u ie n t e o r ie n t a c ío n d e H ′ ( ve r Fig u r a 7 .2 3 ) :

Fig. 7.23

V ( D′ ) = V ( D ) , F ( D′ ) = { ( vi, vi+1 ) | vi, vi+1 ∈ V ( H ) , i ∈ { 1 , 2 , ....,
2 m}, i ≡ 1 ( mod 2 ) }∪{ ( vi+1, vi ) | vi, vi+1 ∈ V ( H ) , i ∈ { 1 , 2 , ...., 2 m}, i ≡
0 ( mod 2 ) } ∪ F ( D ) ∪ {( u, v ) | v ∈ V ( H ) y u ∈ V ( G) }; la s u m a e s
t o m a d a m ´o d u lo 2 m. V a m o s a d e m o s t r a r qu e D′ e s u n a d ig r ´a fi c a t r a n -
s it iva , s e a n u, v, w ∈ V ( D′ ) t a le s qu e ( u, v ) , ( v,w ) ∈ F ( D′ ) , ve a m o s
qu e ( u,w ) ∈ F ( D′ ) .

7.4 Obser vación. E n la d ig r ´a fi c a D′, s i u, v, w ∈ V ( H ) , e n t o n c e s
( u, v ) �∈ F ( D′ ) ´o ( v, w ) �∈ F ( D′ ) . S e a n u, v, w ∈ V ( H ) , u = ui, s i
( u, v ) ∈ F ( D′ ) , e n t o n c e s i ≡ 1 ( mod 2 ) p o r la d e fi n ic ío n d e F ( D′ ) , lo
c u a l im p lic a qu e v = vj c o n j ≡ 0 ( mod 2 ) , p o r lo t a n t o n o h a y fl e c h a s
e n D′ qu e s a lg a n d e s d e v y e n t o n c e s ( v, w ) �∈ F ( D′ ) .

S i w ∈ V ( H ) , p o r la d e fi n ic ío n d e D′ t e n e m o s qu e u, v ∈ V ( H ) y
p o r la Obser vación 7.4 o b t e n e m o s u n a c o n t r a d ic c i´o n a l s u p o n e r qu e
( u, v ) , ( v, w ) ∈ F ( D′ ) , p o r lo t a n t o w �∈ V ( H ) . E n t o n c e s w ∈ V ( G) . S i
u ∈ V ( H ) , p o r la d e fi n ic ío n d e D′, ( u, w ) ∈ F ( D′ ) , s i u �∈ V ( H ) ,
e n t o n c e s u ∈ V ( G) y p o r la d e fi n ic ío n d e D′, v ∈ V ( G) , e s d e -
c ir , {u, v, w} ⊂ V ( D ) y c o m o D e s u n a d ig r ´a fi c a t r a n s it iva e n t o n c e s
( u, w ) ∈ F ( D ) , p o r lo t a n t o ( u, w ) ∈ F ( D′ ) . Co n c lu ´ ım o s qu e D′ e s
u n a d ig r ´a fi c a t r a n s it iva , a d e m ´a s D′ e s a s im ´ e t r ic a , e n t o n c e s n o t ie n e
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t r i´a n g u lo s d ir ig id o s y p o r lo t a n t o e s u n a M-o r ie n t a c ío n d e H ′.

Ot r a c o n s e c u e n c ia d e qu e D′ s e a u n a d ig r ´a fi c a t r a n s it iva e s qu e
la c o n vie r t e e n u n a d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva iz qu ie r d a y p r e t r a n s it iva
d e r e c h a . Co n s id e r e m o s T ′ = D′, e n t o n c e s Sim( T ′ ) = Sim( D′ ) . E n
T ′ la s u c e s ío n ( un ) n∈N e s u n a t r a ye c t o r ia in fi n it a e xt e r io r .

V e a m o s qu e D′ n o t ie n e n ´u c le o . S i vi ∈ V ( H ) e s t u vie r a e n u n n ´u c le o
N d e D′, e n t o n c e s p a r a qu e fu e r a a b s o r b e n t e t o d o s lo s v́e r t ic e s d e G
t e n d r ´ ıa n qu e p e r t e n e c e r a l n ´u c le o p u e s t o qu e n o h a y fl e c h a s d e V ( G) h a -
c ia V ( H ) , lo c u a l n o p u e d e s e r p u e s t o qu e h a y fl e c h a s e n t r e lo s v́e r t ic e s
d e G y ya n o s e r ´ ıa in d e p e n d ie n t e , p o r lo t a n t o d ic h o n ´u c le o , e n c a s o d e
e xis t ir , n o p u e d e c o n t e n e r v́e r t ic e s d e H. S i ui ∈ V ( G) e s e le m e n t o d e
u n n ´u c le o N e n t o n c e s p a r a qu e N s e a a b s o r b e n t e ( ui+1, ui ) ∈ F ( D′ ) ,
lo c u a l e s u n a c o n t r a d ic c ío n p o r la c o n s t r u c c ío n d e la s fl e c h a s d e D′, ´o
ui+1 ∈ N lo c u a l im p lic a r ´ ıa qu e N n o e s in d e p e n d ie n t e . P o r lo t a n t o
D′ n o t ie n e n ´u c le o .

N ota 7.2. S i e n e l T eor ema 7.1 s e e lim in a la h ip ´o t e s is d e qu e
la d ig r ´a fi c a D s e a u n a M-o r ie n t a c ío n e n t o n c e s n o n e c e s a r ia m e n t e D
t ie n e n ´u c le o . S e a G la g r ´a fi c a c o m p le t a c o n 4 v́e r t ic e s . S i V ( G) =
{u, v, w, x}, s e a D la o r ie n t a c ío n d e G t a l qu e F ( D ) = { ( u, v ) , ( v, w ) ,
( w, x) , ( x, u) ( u,w ) , ( w, u) , ( v, x) , ( x, v ) }, ve r Fig u r a 7 .2 4 , e s t a fi g u r a e s
la m is m a d ig ´a fi c a d e la Fig u r a 6 .1 0 y c o m o vim o s e n la N ota 6.2
n o t ie n e n ´u c le o . E n D t o d o t r ía n g u lo d ir ig id o t ie n e u n a s o la fl e c h a
s im ´ e t r ic a , e s d e c ir D n o e s u n a M-o r ie n t a c ío n d e G. S e a T la s ig u ie n t e
o r ie n t a c ío n d e G : F ( T ) = { ( u, v ) , ( w, v ) , ( w, x ) , ( u, x) , ( u, w ) , ( w, u) ,
( v, x) , ( x, v ) }, ve r Fig u r a 7 .2 5 . N o e s d if́ıc il ve r qu e T e s u n a d ig r ´a fi c a
t a n t o p r e t r a n s it iva d e r e c h a c o m o iz qu ie r d a y Sim( T ) = Sim ( D ) .

Fig. 7.24 D igráfica sin núcleo.

A h o r a ve a m o s qu e a p a r t ir d e G p o d e m o s c o n s t r u ir u n a fa m ilia in -
fi n it a d e g r ´a fi c a s d o n d e c a d a u n a d e e lla s t ie n e a lg u n a o r ie n t a c ío n qu e
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n o t ie n e n ´u c le o y n o e s u n a M-o r ie n t a c ío n , a d e m ´a s c a d a g r ´a fi c a d e
la fa m ilia t ie n e a lg u n a o r ie n t a c ío n p r e t r a n s it iva d e r e c h a qu e n o t ie n e
t r a ye c t o r ia s in fi n it a s e xt e r io r e s n i in t e r io r e s , a m b a s o r ie n t a c io n e s c o n
la m is m a p a r t e s im ´ e t r ic a . S e a n G0 = G,D0 = D y T0 = T , p a r a c a d a
e n t e r o p o s it ivo n y d a d a s Gn−1, Dn−1, Tn−1 qu e s a t is fa c e n lo a n t e r io r ,
c o n s id e r a m o s u n n u e vo v́e r t ic e zn y d e fi n im o s Gn, Dn, Tn c o m o s ig u e ,
ve r Fig u r a s 7 .2 6 , 7 .2 7 y 7 .2 8 :
V ( Gn ) = V ( Gn−1 ) ∪ {zn} y A( Gn ) = A( Gn−1 ) ∪ { ( zn, u ) | u ∈

V ( Gn−1 ) },

V ( Dn ) = V ( Dn−1 ) ∪ {zn} y F ( Dn ) = F ( Dn−1 ) ∪ {( zn, u ) | u ∈
V ( Dn−1 ) } y

V ( Tn ) = V ( Tn−1 ) ∪ {zn} y F ( Tn ) = F ( Tn−1 ) ∪ { ( zn, u ) | u ∈
V ( Tn−1 ) }.

Fig. 7.25 L a orientación T de G.

Fig. 7.26 L as aristas gruesas indican que los vértices z1, z2, ..., zn
son adyacentes hacia los vértices u, v, w y x.
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Fig. 7.27 D igráfica Dn L as aristas gruesas indican que los vértices
z1, z2, ..., zn son adyacentes hacia los vértices u, v, w y x.

Fig. 7.28 D igráfica Tn L as aristas gruesas indican que los vértices
z1, z2, ..., zn son adyacentes hacia los vértices u, v, w y x.

E s c la r o qu e Dn y Tn s o n o r ie n t a c io n e s d e Gn. Co m o D e s s u b -
d ig r ´a fi c a d e Dn y D t ie n e t r ía n g u lo s d ir ig id o s c o n s o lo u n a fl e c h a
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s im ´ e t r ic a e n t o n c e s Dn n o e s u n a M-o r ie n t a c ío n d e G. P o r e l Lema
6.5 Tn e s u n a d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva d e r e c h a y c o m o e s fi n it a n o
t ie n e t r a ye c t o r ia s in fi n it a s e xt e r io r e s n i in t e r io r e s . Co m o la s fl e c h a s
qu e s e a g r e g a n a Dn−1 ( r e s p . Tn−1 ) p a r a o b t e n e r Dn ( r e s p . Tn ) s o n
a s im ´ e t r ic a s , e n t o n c e s Sim( Dn ) = Sim ( Dn−1 ) y Sim( Tn ) = Sim( Tn−1 ) ,
y c o m o Sim ( Dn−1 ) = Sim( Tn−1 ) e n t o n c e s Sim( Dn ) = Sim ( Tn ) . P o r
´u lt im o ve a m o s qu e Dn n o t ie n e n ´u c le o . A p lic a n d o e l Lema 6.4 t o m a n d o
D1 = Dn[{z1, z2, ..., zn}], D2 = D y A = { ( zi, v ) | i ∈ { 1 , ..., n}, v ∈
V ( D ) } t e n e m o s D = Dn y p o r lo t a n t o Dn n o t ie n e n ´u c le o . A s ´ ı
{Gn | n ∈ N } e s u n a fa m ilia in fi n it a d e g r ´a fi c a s d o n d e c a d a u n a
d e e lla s t ie n e a lg u n a o r ie n t a c ío n Dn qu e n o t ie n e n ´u c le o , Dn n o e s u n a
M-o r ie n t a c ío n y Dn t ie n e a lg u n a o r ie n t a c ío n Tn p r e t r a n s it iva d e r e c h a
qu e n o t ie n e t r a ye c t o r ia s in fi n it a s e xt e r io r e s n i in t e r io r e s .

Fig. 7.29 Orientación T para la gráfica de la nota 7.3.

N ota 7.3 P a r a e l c a s o fi n it o , s i s e e lim in a la h ip ´o t e s is Sim( T ) ⊂
Sim( D ) e l r e s u lt a d o p u e d e fa lla r . S e a G c u a lqu ie r c ic lo d e lo n g it u d
im p a r m a yo r o ig u a l qu e 5 . S e a D e l c ic lo d ir ig id o c o r r e s p o n d ie n t e , D
n o t ie n e t r ía n g u lo s d ir ig id o s , p o r lo t a n t o D e s u n a M-o r ie n t a c ío n d e
G p e r o n o t ie n e n ´u c le o . S i V ( G) = {v1, v2, ..., v2n+1} s e a T la s ig u ie n t e
o r ie n t a c ío n d e G:

A( T ) = { ( v1, v2 ) , ( v2, v1 ) }∪{ ( v2i+1, v2i ) , ( v2i+1, v2i+2 ) | i ∈ { 1 , 2 , ..., n}
la s u m a e s t o m a d a m o d 2 n+ 1 }, ve r Fig u r a 7 .2 9 . N o e s d if́ıc il ve r qu e
T e s u n a d ig r ´a fi c a p r e t r a n s it iva d e r e c h a y Sim( T ) �⊆ Sim( D ) .



8 5

P o r ´u lt im o ve r e m o s qu e e l T eor ema 7.4 g e n e r a liz a e l T eor ema 7.1
p r o b a d o p o r C. Ch a m p e t ie r [4 ], p e r o a d e m ´a s e l T eor ema 7.4 a b a r c a
g r ´a fi c a s qu e n o s o n g r ´a fi c a s d e c o m p a r a b ilid a d , e s d e c ir , g r ´a fi c a s qu e n o
e s t ´a n c o n s id e r a d a s e n e l T eor ema 7.1, m ´a s a ´u n a b a r c a g r ´a fi c a s qu e
n o s o n p e r fe c t a s .

N ota 7.4 S e a G u n a g r ´a fi c a d e c o m p a r a b ilid a d y D c u a lqu ie r M-
o r ie n t a c ío n d e G. S i T e s u n a o r ie n t a c ío n t r a n s it iva d e G e n t o n c e s T e s
u n a o r ie n t a c ío n p r e t r a n s it iva d e r e c h a d e G y t a m b íe n iz qu ie r d a , c o m o
G e s fi n it a , T t a m b íe n lo e s , e n t o n c e s n o t ie n e n t r a ye c t o r ia s in fi n it a s
e xt e r io r e s n i in t e r io r e s . Y a qu e T e s u n a d ig r ´a fi c a a s im ´ e t r ic a , e n t o n c e s
Sim( T ) ⊂ Sim( D ) . P o r t o d o lo a n t e r io r y a p lic a n d o e l T eor ema 7.4
D t ie n e n ´u c le o . P o r lo t a n t o e l T eor ema 7.4 g e n e r a liz a a l T eor ema
7.1.

N ota 7.5 Co n s id e r e m o s la g r ´a fi c a Gn, n ≤ 2 , m o s t r a d a e n la Fig u r a
7 .3 0 , Gn n o e s u n a g r ´a fi c a d e c o m p a r a b ilid a d , Ga lla i [1 1 ] , m ´a s a ´u n
n o e s p e r fe c t a p u e s p a r a C2n+1 e l c ic lo d e lo n g it u d 2 n + 1 s e t ie n e
χ( C2n+1 ) = 3 y ω ( C2n+1 ) = 2 . S e a Dn la o r ie n t a c ío n d e Gn t a l
qu e : F ( Dn ) = { ( vi, vi+1 ) | i ∈ {1 , 2 , ..., 2 n + 1 } la s u m a e s t o m a d a
m o d 2 n + 1 } ∪ { ( ui, ui+1 ) | i ∈ { 1 , 2 , ...., n} la s u m a e s t o m a d a m o d
2 n+ 1 }∪ { ( u2n, u2n−1 ) , ( v2, v1 ) , ( u2n, v1 ) , ( v1, u2n ) }, ve r Fig u r a 7 .3 1 . E l
´u n ic o t r ía n g u lo d ir ig id o d e Dn e s ( v1, v2, v2n, v1 ) qu e t ie n e 2 fl e c h a s
s im ´ e t r ic a s , p o r lo t a n t o Dn e s u n a M-o r ie n t a c i´o n d e Gn. S e a Tn la
o r ie n t a c ío n d e Gn t a l qu e :
F ( Tn ) = {( u2n, v1 ) }∪{ ( v1, v2 ) , ( v2, v1 ) }∪{ ( v2i+1, v2i ) , ( v2i+1, v2i+2 ) | i ∈
{1 , 2 , ..., n}}∪{ ( u2n−1, u2n ) , ( u2n, u2n−1 ) }∪{ ( u2i, u2i−1 ) , ( u2i, u2i+1 ) | i ∈
{1 , 2 , ..., n − 1 }} ∪ { ( u2n+1, u2n ) , ( u2n+1, u1 ) }, la s u m a e s t o m a d a m o d
2 n+ 1 , ve r Fig u r a 7 .3 2 . Tn e s u n a o r ie n t a c i´o n p r e t r a n s it iva d e r e c h a d e
Gn p u e s lo s p a r e s d e fl e c h a s a d ya c e n t e s e n d o n d e s e ve r ifi c a qu e T e s
p r e t r a n s it iva d e r e c h a s o n :

p a r a ( u2n, v1 ) , ( v1, v2 ) , t e n e m o s ( v2, v1 ) ∈ F ( D )

p a r a ( u2n, v2 ) , ( v2, v1 ) , t e n e m o s ( v1, v2 ) ∈ F ( D )

p a r a ( u2n−2, v2 ) , ( v2, u2n ) , t e n e m o s ( u2n, v2 ) ∈ F ( D )

p a r a ( u2n−2, v2 ) , ( v2, v1 ) , t e n e m o s ( v1, v2 ) ∈ F ( D )

p a r a ( v2n+1, v1 ) , ( v1, v2 ) , t e n e m o s ( v2, v1 ) ∈ F ( D )
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p a r a ( u2n+1, u2n ) , ( u2n, v2 ) , t e n e m o s ( v2, u2n ) ∈ F ( D )

p a r a ( u2n+1, u2n ) , ( u2n, v1 ) , t e n e m o s ( v1, u2n ) ∈ F ( D )

p a r a ( v3, v2 ) , ( v2, v1 ) , t e n e m o s ( v1, v2 ) ∈ F ( D )

p a r a ( v3, v2 ) , ( v2, u2n ) , t e n e m o s ( u2n, v2 ) ∈ F ( D )

p a r a ( v1, v2 ) , ( v2, u2n ) , t e n e m o s ( u2n, v2 ) ∈ F ( D )

p a r a ( v2, u2n ) , ( u2n, v1 ) , t e n e m o s ( v2, v1 ) ∈ F ( D )

y e s in m e d ia t o qu e Sim( Tn ) = Sim( Dn ) p u e s la s ´u n ic a s d o s fl e c h a s
s im ´ e t r ic a s d e Tn, a s ´ ı c o m o d e Dn s o n ( v1, v2 ) y ( v2, u2n) . P o r lo t a n t o
Gn e s u n a g r ´a fi c a qu e n o e s p e r fe c t a y a la c u a l p u e d e a p lic a r s e e l T eo-
r ema 7.4 .

Fig. 7.30. Gn es una gráfica que no es perfecta y a la cual puede
aplicarse el T e or e ma 7.4
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Fig. 7.31. Una M -orientación de Gn

Fig. 7.32. Tn una orientación de Gn que es pretransitiva derecha.
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