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Introduccion

Este trabajo tiene como propédsito el estudio de las representaciones de pro-
ductos trenzados G Sy, con G grupo finito. Estd basado en el capitulo 4 de [1].
Tiene como proposito, mostrar como a partir de las representaciones irreducibles
de G y de S, se forman las representaciones irreducibles del producto trenzado
G S, cuando el campo C es de caracteristica cero. El presente trabajo esta
dividido en cuatro capitulos.

En el primero, se dan algunas definiciones bésicas del grupo simétrico S,
que se necesitaran mas adelante, también se define el producto semidirecto de
grupos, pues el producto trenzado de grupos es un caso particular de éste.

En el segundo capitulo se define el producto trenzado y se dan algunas pro-
piedades de él. También se da una representacion por permutaciones de G H
con G < 8S,,,H<S,, de la cual se obtienen bonitos resultados.

El tercer capitulo esta dedicado a las clases de conjugacion de G S,,, estos
productos trenzados son de particular importancia y son llamados los grupos
monomiales completos sobre G.

En el cuarto capitulo se da la teoria de representaciones de grupos sobre C,
as{ como algunos resultados de la teorfa de Clifford que son necesarios para la
clasificacién de las representaciones irreducibles de G 1 .S,,.

El quinto y tdltimo capitulo esta dedicado a las representaciones de G S,,.
Se demuestra que el conjunto

W ={(V(n);W) | rm=(m,...,7) € No, Zm =ny W un S;-mod irred.},

es un conjunto de representaciones irreducibles de G1.S,, no isomorfos dos a dos
y cualquier G S,,-médulo irreducible es isomorfo a un elemento de #. Donde
V(n); W) = Indgggz(V(ﬂ)N ® W), con G Sy el grupo de inercia de V(7)™ y
W un S;-médulo irreducible.
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Capitulo 1

Generalidades

En este capitulo damos las nociones de ciclo, tipos ciclico y damos algunos
resultados basicos sobre clases de conjugacién de S,,. Finalizamos definiendo el
producto semidirecto de dos grupos.

1.1. Grupo simétrico

El grupo simétrico denotado por S,, consta de todas las funciones biyectivas
de un conjunto con n elementos en si mismo y el producto esta dado por la com-
posicién de funciones. Dado w € S,, arbitrario, sabemos que 7 se descompone en
el producto de ciclos disjuntos. Sea ¢(7) el ntimero de factores ciclicos disjuntos,
incluyendo los 1-ciclos y sean I, (1 < v < ¢(m)) sus longitudes y elijamos para
cada v un elemento j, del v-ésimo factor ciclico. Entonces

c(m)
7= []Gum() -7 () (1.1)

v=1
Esta expresion para 7 es tnica si elegimos los j, tales que:
i) Paratoda 1 <v <c¢(nm), s€Z (o <7°(4))
ii) Para toda 1 < v < ¢(m), Gy < Joa1)

Para poder hacer una descripcién mas precisa de las clases de conjugacion de S,
introduciremos la nocién de particion de n. Una sucesién de enteros no negativos

a=(a1,as,...),
es llamada una particién(propia) de n si y sélo si satisface

i) VZZ 1 (Ozi Zai+1>-

ii) Za =n. (1.2)

1



CAPITULO 1. GENERALIDADES 2

Las «; son llamadas partes de a.. El que « sea una particién de n es denotada
por
atn.

Si a F n, existe h tal que o; = 0 para toda ¢ > h, por lo que podemos escribir
a o como
a=(ag,...,ap).

El ntimero p(n) de particiones de n crece rdpidamente conforme crece n por
ejemplo:
p(0) = 1,p(1) = 1,p(4) = 5,p(10) = 42, p(20) = 627,

p(50) = 204226, p(100) = 190569292.

Si 7 es un elemento de Sy, las longitudes ordenadas «;(m), 1 < i < ¢(m)
de los factores ciclicos de 7 en notacién ciclica determinan una tnica particién
de n, la cual llamaremos particion o particion ciclica de m, la denotaremos por
a(m):

a(m) = (ai(m),. .., acm) ().

La correspondiente n-tupla que consiste de las multiplicidades de las partes

de a(n), i.e.,
a(m) = (a1 (), ..., an(m)),

es llamado el tipo ciclico de w, donde a;(7) es el nimero de factores de m de
longitud 4.
Por ejemplo, si n = 9 y # = (13)(247)(59) = (13)(247)(59)(6)(8), a(m) =
(3,2,2,1,1) y a(r) = (2,2,1).

Fl siguiente resultado que no es dificil de demostrar, en cualquier libro de
Algebra moderna se puede encontrar, nos dice

Lema 1.1 Dos elementos m,0 € S, son conjugados si y solo si tienen la misma
particion ciclica.

Usando la nocién de particién ciclica, el tipo ciclico y denotando por C¥() la
clase de conjugacién de 7 € S,,, lo anterior se lee

Lema 1.2 C%(7) = C%(0) < a(r) = a(o) < a(r) = a(0).
Como consecuencia del lema anterior tenemos

Teorema 1.3 El numero de clases de conjugacion de S, es igual al nimero de
particiones (ciclicas) de n.

Como
(g - - ir)_l = (iy -~ -1),
obtenemos
a(r) = a(r™h),
para cada m € S,,. Del lema anterior se sigue que cada permutacién en S, es

conjugada con su inverso. Los grupos en los que cada elemento es conjugado con
su inverso son llamados ambivalentes. Hemos probado el siguiente



CAPITULO 1. GENERALIDADES 3

Lema 1.4 S, es ambivalente.

Concluimos esta seccién con una evaluacién del orden de 7w € S, y su clase de
conjugacién C°(7). En notacién ciclica

c(m)
=[G 7))

v=1
Como ciclos disjuntos conmutan, tenemos que
= TLGw 7 )
14

para cada r € N. Por lo que el orden de 7, es decir, el orden del grupo ciclico
generado por 7, es el minimo comun multiplo de las longitudes [, de los factores
ciclicos de 7, lo que es lo mismo

| <7m>]=mecm{oi(m)|1<i<e(m)}

La clase de conjugacién C“ que consisten de los elementos con particiéon
ciclica « y tipo ciclico a es obtenida como sigue. Cada elemento proviene de un
sistema de a; ciclos vacios de longitud ¢, 1 <17 < n, i.e.,

) () )

a; ciclos

insertando los puntos 1,...,n en todas las n! maneras posibles. Como las per-
mutaciones ciclicas de puntos no cambian un ciclo, por ejemplo (536241) =
(362415) = ... = (153624), tenemos i* maneras de representar el mismo.
Ademaés como ciclos disjuntos conmutan, la permutacién de dichos ciclos nos
da a;! maneras. Es asi que cada elemento de C* se obtiene de [, i%a;! veces de
estos procesos. Esto prueba

Lema 1.5 Para cada m € S,

n!

0 1C%m)I= [ oy (13)
(i) (Cs(m)| =L

Con Cg(m) el centralizador de ™ en S,,.

Demostracién. (i) es claro. Del dlgebra moderna se sabe que si x € Gy G es
un grupo, el orden de la clase de conjugacién de x en G, C%(x), es

C% ()| = |G : Ca(2)| = |G/|Ca(x)l,

por lo que de (i) se sigue (ii). =
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1.2. Producto semidirecto

Esta seccién esta basada en [4]. Sea G un grupo y supongamos que H <
G,N<Gyque G=NH con NNH = 1. Llamamos a G el producto semidirec-
to(interno) de N por H y lo denotamos por G := N x H. Si ademés tuviéramos
H < G entonces G seria el producto directo de N y H.

Ejemplo 1.6 G =53, N = A3 y H =< (12) >, vemos que G =N x H. H no
es normal en G, por lo que G no es el producto directo de N y H.

Observaciones

i) Como HN N = 1 por el primer teorema de isomorfia H = H/H N N =
NH/N = G/N. De donde, si G es finito entonces |G| = |[N||G : N| =
[N H|.

ii) Cada g € G tiene una tnica expresién g =nhconn € Ny h € H.

iii) Dados z,y € G, de la observacién anterior x = nihy, y = nohe y también
zy = nh. pero xy = (n1h1)(nohs) = (n1hinghy)(hihe) por lo que n =
nlthLth_l, pues N es normal en G, y h = hihs.

iv) Sea h € H fija. Como N <G, la funcién ¢ : N — N dada por ¢p(n) =
hnh~! es un isomorfismo de N. Més atin ¢, 0y = @p paratoda h’ € H.
Es asi que hemos construido un morfismo ¢ : H — Aut(N), p(h) = ¢p. El
cual llamaremos homomorfismo de conjugacion del producto semidirecto

G.

v) No es dificil ver que ¢ : H — Aut(N) es trivial si y sélo si G es el producto
directo de N y H.

vi) ¢ no trivial implica G no es abeliano.

Nétece que (nihy)(ngh2) = nipp, (ne) - hihe para cualquier hy,hy € H y
ni,ne € N, es decir la operacién que tiene G como grupo puede ser expre-
sada en términos de la operacion de grupo de N,H y el homomorfismo ¢. Esto
nos dice que si deseamos encontrar el producto semidirecto externo debemos
proceder de la siguiente manera:

Sean N, H grupos arbitrarios y un morfismo dado ¢ de H en Aut(N).
Otorguemos una operacién binaria a N x H por (ny, h1)(na, ha) = (n1pn, (n2), h1ha).
Esta definicién da a N x H una estructura de grupo. El elemento identidad es
(1,1), el inverso de (n,h) es (¢p-1(n~1),h~1). Llamamos a este grupo el pro-
ducto semidirecto(externo) de N por H correspondiente a ¢, y lo denotamos
por G = N x, H. Esta estructura de grupo en el conjunto N x H en general
difiere del producto directo de grupos; en el producto directo 1 x H conmuta
con N X 1y este no es el caso cuando ¢ no es trivial.
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El grupo G tiene como subgrupos a N' = N x 1,H = 1 x H que son isomorfos
a N y H respectivamente. Para cada (z,1) € Ny (n,h) € G tenemos:

(n,h)(x,l)(n, h)il = (ngph(x)ah)(wh—l(nil)ahil)
= (nen(@) - pnlpn-1(n71)),1)
(mph(x)n_l, 1)7

lo que nos dice que N es normal en G. Como (n,h) = (ne(1),1)(1,h)) =
(n,1)(1, h) para cualquier (n, h) € G, vemos que G = N'H. N'N'H consiste sola-
mente del elemento identidad en G, de modo que G es el producto semidirecto
interno de A por H. Ademés, dados (n,1) € Ny (1,h) € H se tiene:

(Lh)(n’l)(Lh)_l = (1'90h(n)7h)((»0h*1(1>7h_1>
= (pn(n)en(pn-1(1)),hh™)
= (Qph(n)v 1)5

es decir, el homomorfismo de conjugacién de H en Aut(N) de G = N xH
corresponde, después de identificar N' con N y H con H, con el homomorfismo
original ¢ : H — Aut(N).

Se concluye que dados dos grupos N,H y un homomorfismo ¢ : H —
Aut(N), construimos un nuevo grupo N x, H, que es el producto semidirecto
interno de un subgrupo isomorfo a N por un subgrupo isomorfo a H. Este grupo
no serd abeliano si ¢ es no trivial.



Capitulo 2

Producto trenzado

Sea G un grupo. Si [n] denota a un conjunto con n elementos, por ejemplo
[n] ={1,2,...,n}, definamos G™ = {f : [n] — G | { es funcién}. G™ es un grupo
con la operacién siguiente: dados f,g € G™ con f = (f(1),f(2),...,f(n)),
g="(9(1),9(2),...,9(n)) definimos

frg:=0Mg(1), F2)g(2),..., f(n)g(n)).

Note que G™ es el producto directo de G n-veces. Sea H < S,, y hagamos
actuar H en G™ como sigue: dado o € H fijo definamos

Yo : G" — G"

dado por
o (f) = fo = f0071~

Observe que ¢ permuta, segin o, las n entradas de f. No es dificil ver que
» € Aut(G™), ademés para cada 7 € H ¢y, = pyr. Por tanto podemos formar
el producto semidirecto de G™ con H con la operacion (f;0)(g;7) = (fgo;07),
el cual llamaremos producto trenzado de G con H y lo denotaremos por

GV H :=G" x, H.

También denotaremos por lg, 1y a la identidad en G™ y H resp., (1g;1y)
es la identidad en G ! H. Nétese que 1¢ = (e,e,...,e) con e identidad en G.
Como consecuencia tenemos

1) G:={(f;1py) | feG"}, G"=GIG 1 H.

11

)
) H:={(lg;0)|c e H}, H=H <G H.
i) G, ={(f;1m) | f(j) =esij#i} <GUH isomorfo a G.
iv) Elsubgrupo diagonal de G, diag G = {(f;1m) | f es constante}, es isomor-
foa G. Es asi que diag G-H = {(f;0) | f es constante, 0 € H} 2 G x H.

6



CAPITULO 2. PRODUCTO TRENZADO 7

Lo anterior nos muestra que G, H y G x H se encajan de manera natural en
G H. Nétese también que

|GUH| = |G|"|H]|.

Si G es un grupo de permutaciones de grado finito digamos G < .S,,,, entonces
obtenemos una representacion por permutaciones ¥ de G H como sigue:

(G —1)ym+i

¥:GUH = S = (fim) ((7"<J> —1)m + f(ﬂ-(j))(i)>1§i§m, 1§j§n'

Observaciones

1) Esta es una representacion fiel de G H, i.e., ¢ es un monomorfismo de
grupos. Sean (f;7), (g;0) € GU H, se tiene que

7/’((fa7r) : (93 U)) = 7/1(f97r; 7“7) = ((m,(j),ff,;}r)gjzwg(j))(i)

)15z‘§m, 1<j<n’

Por otro lado,

P (=D)m+i (=1)mti
V(f3m) - 9(9:0) = ((a(i)-Dyms 1x00) (o)~ Dmt oo @)

-/

si g’ :==0(4),7 := g(o(4))(¢) tenemos

. . _ (J—=1)m+i _ (Gj—1)ym+i
Y m)(950) = (e -Dymr @) = (wo()=1m s fon (ro(i)) (1)

lo que prueba que ¥ es un homomorfismo.

Supongamos que (f;7) es tal que ¥(f;7) = 1g,,., la identidad en Sp,y,.
Por tanto ¥(f;7)((j — 1)m +14) = (j — 1)m + i para toda 1 < j < n,
1 <1i < m, es decir

U =Dm+i=(7(j) = m+ f(x(5)) (). (2.1)
Si existe j tal que 7(j) # j entonces tenemos dos casos

i) m(j) >
Se tiene que 7(j) — j > 1, por tanto (w(j) — j)m > m. Despejando ¢
de (2.1) tenemos
i=(m(j) = j)m+ f(x () (@) = m+ f(m(5))(),
lo cual es una contradiccién.
i) 7(j) <J
Se tiene que j — w(j) > 1, por tanto (j — w(j))m > m. Despejando
f(7(4))(@) de (2.1) tenemos

f@GN@) =G —7(@)m+izm+i,
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lo cual es una contradiccion.

Es asi que para toda j, w(j) = j. Se sigue por (2.1) i = f(j)(i), es decir
f =1g, por tanto (f;7) = (1g; 1s,).Se concluye que 1 es mono.

2) Esta representacién es en cierto sentido natural, pues 1[G1] actia en
{1,...,m} C {1,2,...,mn} de la misma manera como G actia en
{1,2,...,m} y la restriccién del grupo ¥[Gi] a {1,...,m} es G. Mis
aun, ¢¥[Gs] actia en {m + 1,m + 2,...,2m} de la misma manera que
G acttia en [m] = {1,2,...,m}, etc.. También ¢[H] permuta los subcon-
juntos {1,2,...m}, {m+1,...,2m},...,{(n—1)m,...,nm} de la misma
manera que H actia en {1,...,n}.

Por ejemplo el elemento

(fsm) == ((12), (123),1; (23)) € S50 5,
es aplicado bajo 1 en
(12)(456) (47)(58)(69) = (12)(475869) € So.
—_—— ——
Y(film) ¥ (esm)

Como una aplicacién de esta permutacién obtenemos una bonita descripcién
de los centralizadores de los elementos de S,. Primero que nada, nétece que
si Cpp =< (1 2---m) >< S, entonces ¢[Cy, 1 Sy] es el centralizador de la
permutacién

7=012---m(m+1---2m)---(n—1)m+1---nm) € Sppm.
En efecto, dados 0,7 € S, con 7 = (iqi2 - - - i) se sabe que
orot = (o(iy)o(ia) - o(ir)).
Es asi que si p=1(o;m) con o € Sy, ™ €Sy,

Tt = g2 L am) (o

1 p( )+ p(m)) - (p((n —1)m) - - p(nm))
m)---((n—1)m+1---nm).

p(1
(p(
(12
La tultima igualdad es cierta por la observacién (2). Lo anterior mues-

tra que ¥[Cy, 1Sy,] es un subgrupo de Cg(7), el centralizador de 7. De (1.3)
|Cs(T)| = m"nl!, por tanto ¥[Cp, 1 Sp] = Cs(7T).

Si lo que queremos ahora es dar una expresion para el centralizador de un
elemento arbitrario, necesitamos algo mas de notacién.

Sean A, B dos conjuntos disjuntos, P, < S4, P» < Sp. Definimos la suma
directa de estos dos grupos P; @ P,, actuando en AU B de la siguiente manera:

Pob = {(7‘(’1,71’2) € P x Py | m € Py, m € Pg}
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con la operacién
mi(w) siwe A,
mo(w) siw € B.

(mm2)w) = {

Se cumple que Py@ Py < Saup. Ahorasim € Sy, cona(m) = (a1(n),. .., an(m)),
tenemos que ¥[C; 1 Sy, ()] es el centralizador del producto de los a;(7) ciclos de
longitud i,con a;(7) > 0y 1 <14 < n. De esto se sigue
Proposicion 2.1

Cs, (m) ~ i Y[Ci Sai(ﬂ')]'



Capitulo 3

Clases de Conjugacion de

G 1Sy

Los productos trenzados de la forma G .S,, n € N, son de particular im-
portancia. Ellos son llamados los grupos monomiales completos sobre G. Este
nombre se debe al hecho que G S, puede ser considerado como un grupo de
matrices monomiales que surgen de las n! matrices de permutacién de dimen-
sion n reemplazando los 1’s de las matrices por los elementos g € G en todas
las posibles maneras. La multiplicaciéon de estas matrices esta definida por la
multiplicacién en G.

Describiremos las clases de conjugacién de estos grupos, asumiendo que G
tiene un nimero numerable C*, C?,... de clases de conjugacién . Consideremos
un elemento (f;7) € G1.S, con f = (f(1),f(2),...,f(n)) y la descomposicién
de 7 en ciclos disjuntos

c(m)
7= [16rG) 772G,

v=1

tal que (1.1) es wvélida. Le asociamos a el wv-ésimo factor ciclico
(5,7 () - -7 ~1(4,)) el tinico elemento

gu(fim) = FGF (A Go)) - Fa G)) = f e faea () (31)

que esta en G, lo llamaremos el v-ésimo producto ciclico de (f; ).

Tenemos c¢(7) productos ciclicos de 7 con respecto a f, ag(m) de ellos provienen
de los ag () factores ciclicos de 7 de longitud k. Sea a;(f;7) := # de productos
ciclicos asociados a los k-ciclos de m que pertenecen a la clase de conjugacion
C? de G. Ponemos todos estos enteros no negativos a;i(f;7) en una matriz

a(f;m) = (a(f;7)),

10



CAPITULO 3. CLASES DE CONJUGACION DE G Sy 11

esta matriz tiene n columnas y tantas filas como clases de conjugacién hay en
G y sus entradas satisfacen las siguientes condiciones

i) aix(f;m) € Ny
i) Y, air(f;m) = ar(r)
i) Y, kag(fim) = n.

Llamamos a la matriz a(f; ) el tipo de (f; ), pues generaliza el tipo ciclico
de los elementos de S,,.
Note que para cada matriz (b;;) del mismo tamano que las a(f;7) cuyos
coeficientes satisfacen
i) bir € Ng
ii) Zi,k k- b@k =N
existen elementos en G S, que son de tipo (b;r). En efecto, dada la matriz
(bir) definamos ap = ), bir. La n-tupla a = (a1, ..., a,), nos da el tipo ciclico
de alguna particién ciclica a. Por lo que existen elementos en S, ,digamos ,
con tipo ciclico a. Resta determinar el elemento f € G™ tal que (f;7) tiene tipo
(bir,). Dado que queremos que b;, productos ciclicos asociados a los k-ciclos de
7 pertenezcan a la clase de conjugacién C* de G, para v con I, = k, podemos
tomar f(j,) en la clase C* que deseemos y el resto de las f(7~"(j,)) que sean
la identidad en G, asf g, (f;7) estaré en la clase C*. Esto nos dice que podemos
elegir la f € G™ que buscamos.
Nuestro objetivo ahora es mostrar que dos elementos de G1.S,, son conjugados
si y s6lo si son del mismo tipo. Primero mostraremos que pedir que j, sea el
menor en (1.1) no es necesario, es decir

(3.2)

Proposicién 3.1 Para todo v, s se cumple que ffr--- fr.-1(ju) es conjugado

con f T fﬂ’lvfl(ﬂ-s(jl/))) €s deCiT; ffﬂ' T f'frlvfl(jl/) ~ f toe fﬂ'LV*I (ﬂ-s(jlf))

Demostracién. Podemos asumir que 0 < s <[, — 1. Sabemos que
ffﬂ' te fﬂ'll/*l (ﬂs(ju)) = f(ﬂs(]u)) e f(ﬂ(]u))f(]u) e f(ﬂily+s+1(ju))' (33)

Como WﬁlVJrl(ju) = W(ju) Yy ﬂilu+s+1(ju) = 7TS+1(jl/)7 f(ﬂ(]u)) = f(ﬂ—ilVJrl)
y f(r= v tst1(5,) = f(7511(5,)). Ademés, en un grupo G cada producto ab de
elementos a,b € G es conjugado con ba, por lo que de (3.3) tenemos

fhoe fror(m(30) = [F(@ () - P G)] [fGw) - F(7° T (G0)
f(]u) T f(7r8+1(ju))] [f(ﬂs(Ju)) T f(ﬂilu+1(ju))
= ffr fr-—1(d)-

2

(]

Otra observacion util es la siguiente: el tipo de (f;7) es invariante bajo con-
jugacion de elementos de G = {(f';1g) | f' € G"} yde H = {(1g;0) | 0 € G™}.
Por comodidad tomaremos e := 15,1 = 1. Es asi que

Proposicién 3.2 a(f;7) = a((e;0)(f;7)(e;0)™ 1) = a((f D)(f;m)(f51)7h)

Demostraciéon. Como
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(e;0)(f;m)(e;0) L = (e fosom)(e;0)™t = (fo;0mo™ 1)
(0D = m ) = f - f )

resta ver que los elementos del lado derecho son ambos de tipo a(f; 7).

1) omo~! contiene al ciclo (o(j,) - --o(x'*~1(j,))) como factor. El producto
ciclico de este factor con respecto a f, = f-o ! es

gl,(fg;O'WO'_l) = fa(fa)((nro—l) T (fa)(a'ﬂofl)lvfl(o'(jv))
= fofor " foTer*l(o—(jV))
= ffr frnr ()

se sigue que a(f;7) = a((e;0)(f;m)(e;0) 7).

2)
gu(f/ff;ril; 71—) = (f,ff;ril)(f/f.ﬂril)ﬂ e (f/ff;ril)ﬂlufl (]u)
= (F I Unfefizt) - s o f ) G)
= f'ffee frroar 7 G0)
= f,(ju)gu(f; W)flil(ju) ~ gu(f;ﬂ)
por tanto a(f;m) = a((f"; 1) (f;7)(f;1)71).
[

Un lema final antes de probar que el tipo caracteriza las clases de conju-
gacion.

Lema 3.3 Si a(f;7) = a(h;0), entonces existe @’ € S, que satisface m =
m'on’'~t con la propiedad que para cada v, g,(f;7) ~ g, (hp; 7).

Demostracién. a(f;7) = a(h; o) implica
ap(m) =Y an(f;m) =D aw(h;o) = (o)

es decir m ~ o, por lo que existe 7 satisfaciendo

(e;7)(h;0)(e;7) " = (hasm)

por la proposiciéon anterior
a(f;m) =a(h;o) = alhz; ) (3.4)
pero para cada 1 < v < ¢(m)

9o (f37) = ffmo frr—10j0)
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mientras que
g,,(hﬁ—; 7T) = hﬁ—hﬂ—ﬁ— tee hﬂ—luflﬁ-(jy).
Como (3.4) es vélida, existe 7* en el centralizador de 7 tal que para cada v,
9o (f;7m) ~ gu(hpez; ), es decir

h’ﬂ'*ﬁ'h"n’ﬂ'*ﬁ' e hﬂlu—lﬂ*fr(ju) ~ ffﬂ' e fTer_l(jV)'

tomando 7’ = 7*7 se tiene el resultado. ®
Estamos listos para la caracterizacion de las clases de conjugacién.

Teorema 3.4 Dos elementos (f;m), (h;o) de GU.S,, son conjugados si y sélo si

a(f;m) = a(h;o).
Demostracion.

i) (f;m) ~ (h;o) implica que hay h’' y o’ tales que

(W;a")(fym)(h50")7!
= (kD) (es7)(fim)(esn) M (hs 1)

y por la proposicién (3.2) a(h; o) = a(f; ).

(h;0)

ii) Supongamos a(h;o) = a(f;m). Por el lema anterior, existe 7’ tal que 7 =

7o’ vy g.(f;7) ~ gu(hp; 7). Como (hy;m) = (e: ') (h;o)(e; 7)1, es

suficiente probar
(har; ) ~ (f5 7).
Por g, (f;7m) ~ g, (ha;7), para cada 1 < v < ¢(7) existe g;, € G tal que
f(jl/)f(ﬂ_1<j1/)) T f(ﬂ_lu+1(jl/)) = gj, (har =+ Bty 170 (]V))g;f (3.5)
Sea g;, fijo, despejando f(j,) de la ecuacién anterior obtenemos

fy) = Gj, Nerr (ju)g;—ll(jy) (3.6)

con
9;711(3'”) = (hrr = hty =170 (ju))gji,l(fﬂ o friv- (ju))71~

De las ecuaciones (3.5) y (3.6) se tiene

f(ﬂ'*l(ju)) e f(ﬂ'*l,ﬂrl(jl/)) = f(ju)flgju (Rr =+ Bty 10 (ju))gj_ul
- gﬂ‘l(ju)(hm’(ju) R S (jl’))gji,ly

por lo que
S G0) = gr e (77 ()9 g
con

g;—lz(jﬂ) = (h2qr = Rgty 170 (jV))gj:l (fw2 e [ (jU))_l-
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De lo anterior se sigue que para 1 <r <1, — 1, existen elementos g.-r(;,)
determinados de manera unica. Haciendo esto para cada factor ciclico de
7, podemos definir la aplicacién

frol) -G

i g
esta aplicacién satisface
(f5 D (harm)(f*51) = (Fha fr7 Y5 m) = (f370).

En efecto, si i € [n] existen v,r tal que i = 77" (j,) con 1 < v < ¢(w),0 <
r <1, — 1. Se sigue que

Frha f71@) = f (@G )b (77" G ) 7 HET7H(G0)
= gTr—T(j,,)hﬂ" (W_T(ju))g;—lrfuju)
= f(@" () = f(i).

]

Esta caracterizacion de clases de conjugacién de G @ .S,, por tipos nos da el
nimero de clases de conjugacién de G S,,. Hay tantas clases de conjugacion
como tipos, esto es, matrices (b;;) que tienen n columnas y tantos renglones
como clases de conjugacién en G, cuyos elementos satisfacen las condiciones i),
ii) de (3.2). Es asi que

Lema 3.5 Sis €N es el niimero de clases de conjugacion de G y p(m) denota
el numero de particiones de m, entonces el numero de clases de conjugacion de
G S, esigual a

> p(na)p(n) - p(ns).
n
La suma corre sobre todos los vectores . = (nq,...,ns) en N§, tales que Y n; =
n.

Demostracién. A cada tipo (a;;) de G S, le podemos asociar los enteros
ni =y kai,
k

que forman un vector 7 = (ny,...,ns) con las propiedades
n; €N Yy Zm =n. (3.7
i

Es claro que para cada 1 < j < s, la j-ésima fila de (a;x) es el tipo cicli-
co de n;. Por lo que para un vector 7 = (n1,...,ns) que satisfaga (3.7), hay
exactamente p(n;) particiones de n; que pueden ser la j-ésima fila de un tipo
de G .S,,. Por lo que hay p(nq)p(n2) - - - p(ns) matrices que son tipos de G 1 Sy,
asociadas al vector n. Haciendo esto para cada vector n € N§ que satisfaga (3.7)
se tiene el resultado. m



Capitulo 4

Representaciones de grupos
y caracteres

El capitulo anterior mostré algunos resultados de las clases de conjugacion
del producto trenzado, en este mostraremos su relacién con los G ¢ S,-médulos
irreducibles. Por lo que daremos algunos conceptos basicos de la Teoria de rep-
resentaciones de Grupos. Asumiremos para el resto del trabajo que el grupo G
es finito y el campo C' = C es el campo de niimeros complejos.

Empezaremos con el concepto accién lineal. Dado V un espacio vectorial
sobre un campo C. Una accion lineal de G en V es una accion G x V — V tal
que para toda g € G

pg:V =V

T gz

es una transformacion lineal. Si hay una accién lineal de G en V', decimos que
V es un G-mddulo.

Pasaremos ahora a definir el concepto de representacién de un grupo. Sean
V un C espacio vectorial y GL(V) := {T : V — V | T es isomorfismo lineal},
si p: G — GL(V) es un homomorfismo de grupos, decimos que p es una
representacion lineal de G con espacio de representaciéon V.

Es necesario observar que las nociones de G-moédulo y de representaciones
lineales son equivalentes. Si p : G — GL(V) es una representacién lineal, V
hereda de manera natural una estructura de G-mdédulo con la accién dada por
g -z := p(g)(x). Por otro lado, si V es un G-médulo, el morfismo

pv : G — GL(V)
g — pPg

es un homomorfismo de grupos.

Dos G-médulos V, W son isomorfos si existe f : V — W un isomorfismo
lineal tal que para toda g € G, z € V f(gx) = gf(x). Andlogamente, si p; :
G — GL(V) y ps : G — GL(W) son representaciones lineales de G, decimos
que son equivalentes si existe f : V' — W isomorfismo lineal tal que para toda

15
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g€G, pag) = fopi(g)of "

Sea V un G-médulo. Un subconjunto W de V' es un G-submddulo de V', si
W es un subespacio de V' y g-w € W para toda g € G, w € W. Un G-médulo
V' es irreducible si V # 0 y no tiene submdédulos propios no triviales.

Dado un grupo G finito y un campo C| tal que la caracteristica de C no divide
a |G|, el teorema de Mashke nos asegura que todo G-médulo de dimensién finita
es suma directa de G-mdédulos irreducibles, por lo que sélo estamos interesados
en encontrar dichos médulos.

Sean p : G — GL(V) una representacion lineal de G, el cardcter de V es la
funcién xv : G — F dada por x(g) = tr(pg). Los caracteres irreducibles son
aquellos asociados a los G-mdédulos irreducibles.

Note que xy es constante en clases de conjugacion, en realidad los caracteres
forman parte de otra familia de funciones mas grande, llamada funciones de
clase, la cual definiremos mas adelante. Daremos la siguiente la afirmacion sin
demostrar (ver teorema 14.21 de [3])

Proposicién 4.1 SiV y W son G-mdédulos, V =~ W si y sdlo si xy = xw -

Sean G, H dos grupos. Si conocemos todos los G-médulos irreducibles y
todos los H-moédulos irreducibles, podemos conocer todos los G x H-mdédulos
irreducibles. Para ello si V' es un G-médulo y W es un H-mddulo, el espacio
vectorial V- x W := V ®c W es un G x H-médulo con la accion diagonal
(g,h)v ® w = gv ® gw. No es dificil ver

Proposicién 4.2 Si V un G-mddulo y W un H-mddulo. Sean x y v sus car-
acteres asociados, entonces el cardcter de V. x W es x X 1 donde

X X (g, h) = x(9)¢(h),
para toda g € G,h € H.
Tenemos (ver teorema 19.18 [3] para la demostracién)

Teorema 4.3 Sean xi,...,Xxr los distintos caracteres irreducibles de G y
U1, ..., W5 los distintos caracteres irreducibles de H. Entonces G x H tiene pre-
cisamente rs caracteres irreducibles distintos, los cuales son

Xi XYy (1<i<r1<j<s).
Como consecuencia de este teorema, aplicando induccién, tenemos

Teorema 4.4 Sean x1, X2, -- -, Xr l0s distintos caracteres irreducibles de G. En-
tonces, el grupo

n
¢"=][G=GxGx---xG
j=1
tiene precisamente r™ caracteres irreducibles distintos, los cuales son
)

n

XXHZXIXXQ"'XX

donde x7 = x;, con 1 <i<r
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Otra afirmacién que es importante es la siguiente(ver teorema 15.3 [3])

Teorema 4.5 El nimero de caracteres irreducibles de G es igual al nimero de
clases de conjugacion de G.

Para el caso en que G = S,,, del teorema anterior y el teorema 1.3 se sigue

Corolario 4.6 FEl numero de S,-mddulos irreducibles es igual al nimero de
particiones de n.

Una funcion de clase en un grupo G, es una funcién ¢ : G — C que es
constante en clases de conjugacién. El conjunto de funciones de clase de G forma
un espacio vectorial con las operaciones (¢ +9)(g) = ¢(g) +9(g9) vy (A-9)(g) =
Ap(g), para cualesquiera ¢, ¥ funciones de clase y A € C. Los caracteres de G
son funciones de clase, mds atn el conjunto Irr(G) = {x1,...,xr} de todos los
caracteres irreducibles de GG, forman una base para el espacio vectorial de las
funciones de clase de G como lo afirma el siguiente(ver teorema 2.8 de [2])

Teorema 4.7 Cada funcion de clase ¢ de G puede ser expresada de manera

unica en la forma
Y= § Ay X5
xEIrr(G)

donde a, € C. Ademds, ¢ es un caracter si y solo si todas las a, son enteros
no negativos y ¢ # 0

Sean H < G y ¢ funcién de clase de H. La funcion de clase inducida de H en
G, Ind% (), esta dada por

Td$ () (g) = ﬁ 3 ¢ (wga ), (4.1)
z€G

donde ¢° esta definida por ¢°(h) = ¢(h) sih € Hy ¢°(y) = 0siy ¢ H.
Observe que Ind$ es en realidad una funcién de clase de G'y que Ind$(¢)(1) =
G H] - (1),

Ahora procedemos a definir el producto interno de funciones de clase. Sean
i, funciones de clase de un grupo G. Entonces,

1

<pd>=1 > elg)d(g)
geG

es el producto interno de ¢ y 9. El siguiente teorema es importante y lo usaremos
més adelante(ver lema 5.2 [2]).

Teorema 4.8 (Reciprocidad de Frobenius) sea H < G y supongamos que
p es una funcion de clase en H y ¥ es una funcion de clase en G. Entonces

< @, Res$(9) >=< Ind% (), 0 > .
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Sean H < Gy g € G, definamos HY := g~ Hg. Si V es un H-médulo, su espacio
subyacente es un H9-moédulo, denotado por V9, con la accién inducida por el
homomorfismo

v H? — H
1

T = grg ",

es decir, siv € VI yx € HY, z-v = y4(z) - v = (9zg~") - v. Cuando H es
normal en G, si ¥ es una funcién de clase de H y g € G, definimos 949 : H — C
por ¥9(h) = 9(ghg~!). Decimos que 99 es conjugada con ¥ en G. Note que
xva(z) = xv(grg™).

Cabe sefialar que Indg (xv) = Indgg (xvs), i.e., los caracteres inducidos de
V y V9 en G son iguales. En efecto, de (4.1)

Indf, (xve)(h) = \H719| Z(XVQ)O(xhx_l)
zeG
1 —_— —
= > xv(gzhe~lg™h)

z€G, zha—1€g—1Hg

- =Y wlenhign)™)

|H| L
z€G, (gz)h(gz)~1€H

= & > xvlyhy™)

yeG, yhy—1eH
= Indf; (xv)(h).

Si ahora, H <G y V es un H-médulo. Entonces V9 es un H-médulo.
Lema 4.9 Sean H G, z,y € G y v, U funciones de clase de H. Entonces,
a) ©* es una funcidn de clase.
b) ()Y = @"™.
c) <P >=< @, >.
d) < Res(x), ¢* >=< Res$(x), ¢ >.
e) * es un cardcter, si @ lo es.

Para la demostracién del lema anterior ver lema 6.1 [2]. Este lema nos mues-
tra que G permuta a Irr(H) via 9 — 9.

Como nuestro objetivo es mostrar como son las representaciones irreducibles
del producto trenzado G1S,, sobre C, necesitamos algunos resultados de la teoria
de Clifford, los cuales damos ahora(ver teorema 6.2 [2]).
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Teorema 4.10 (Clifford) Sean H < G y x € Irr(G). Sea ¥ una componente
irreducible de Resg(x) y supongamos que ¥ = 91,0s,...,% son los distintos
conjugados de ¥ en G. Entonces

Resg(x) =e z 9y,

donde e =< Res%(x), 9 >.

Demostracién. Calculemos Resg (Ind$; (9)). Para h € H

Ind (% (9))(h) |H| Z 9° (zha™') = ‘H| > w(h

zeG

ya que zhz~! € H para toda z € G. Se sigue que

|H| - Res$ (Ind(§ Z 9e.

zeG

Por el lema anterior los 9; son irreducibles. Si ¢ € Irr(H) v ¢ ¢ {9}, <
Vi, >= 0; de donde < ) 9%, ¢ >= 0. Por tanto < Res$ (Ind(§(9))), ¢ >=
0, usando reciprocidad de Frobenius, obtenemos < Ind%(¢9), Ind% (¢) >= 0.
Como 9 es una componente irreducible de Resg(x), X es una componente de
d%(9) y el producto interno < Ind% (), x >= 0. Usando reciprocidad de
Frobenius nuevamente, < ¢, Resg(x) >= 0. Esto nos dice que las componentes
irreducibles de Resg(x) estan entre los ¥J; y se cumple

Res% (x Z<RGSH ), > ;.

Por el lema 4.9, < Res$(x),¥; >=< Res%(x), 9 >. m
Sea H <1 G y sea ¥ € Irr(H). Definimos a

T(W) ={g € G |9 =0} (4.2)

como el grupo de inercia de ¥ en G. T'(¥) es el estabilizador de 9 bajo la accién
de G en Irr(H), en consecuencia es un subgrupo de G y satisface H C T(¢).
También |G : T(¥)] es el tamano de la orbita de ¥, por lo que en la férmula

del teorema 4.10, t = |G : T(¥)|. Se cumple que ¢ divide a |G : H]|.

El teorema siguiente(ver teorema 6.11 [2]) es muy importante en la construc-
cién de las representaciones irreducibles del producto trenzado, como veremos
mas adelante.
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Teorema 4.11 Sean H <G, Y € Irr(H) y T =T(9) el grupo de inercia de ¥.
Definamos

o = {¢p €Irr(T) : < Resyy(v),9 ># 0},

B = {x €Irr(GQ) : < Res%(x),9 ># 0}
entonces

a) Sitp € o, entonces IndS () es irreducible.
b) La funcién o — Ind5(¥) es una biyeccion de of sobre B.

c) Si Inﬁ(zﬂ) =X, con p € . Entonces, 1 es la iunica componente irre-
ducible de Res$(x) que estd en <.

d) Si Ind$ (1) = x, con ¢ € o. Entonces, < Resty (1)), >=< Res(x),0 >.

Demostracion. Sean ¢ € &7y x cualquier componente irreducible de Indg(w),
del teorema de reciprocidad de Frobenius 0 #< 1, Res%(x) >, por lo que
¢ es una componente irreducible de Res%(x). Como < Resk(1),9 ># 0,
< Res(x), 9 ># 0. Es asi que x € 2.

Sean ¥ = ¥1,...,0; las distintas conjugaciones de ¢ en G, t = |G : T| y
por el teorema 4.10 Res$ (x) = 625:1 9J; para algin e. Por otro lado como 1
es invariante en T'y H < T por el teorema 4.10 Resg(d)) = fo para algin f.
Debido a que 1 es una componente de Resg(x) y e =< Resg(x),ﬁ > f<e.
Por lo que

etd(1) = x(1) < Indf(¥(1)) = ty(1) = ftd(1) < etd(1).

De esta desigualdad se sigue que x(1) = Ind% (4(1)) , por tanto x = Ind$ ()
y se sigue a). También tenemos f = e, es decir

< Res%(x),9 > = < Resk (1), 0 >,

y d) esta probado.
Para demostrar c), note que si ¥4 € & 1)1 # ¥ y 11 es una componente
irreducible de Res% (), entonces

< Res$(x),9 > > < Resk (¢ +11),0 >
= < Resh(¥),9 > + < Resk (¢1),9 >
> < Resh (1), >

lo que contradice la igualdad anterior, y por tanto se cumple c).

La funcién dada en b), por el inciso a) estd bien definida y por el inciso d)
su imagen esta en Z. Es inyectiva por c), resta ver que es sobre. Sea y € %, ya
que < Res% (), ># 0 debe existir una componente irreducible 1 de ResZ ()
con < Resp; (), >+ 0, por lo que ¢ € &7y ¥ es una componente de Ind?(i/}),
de donde x = Ind%(¢) =

Por dltimo tenemos(ver teorema 6.16 y corolario 6.17 [2])

Teorema 4.12 Sean N <G y x € Irr(G) tal que Res$(x) = ¥ € Irr(N).
Entonces para cada 3 € Irr(G/N), los caracteres 5x son irreducibles. Los B son
distintos para distintas B y son todas las componentes irreducibles de Indg(ﬁ),



Capitulo 5

Representaciones de G .5,

sobre C

Sea D una representacién de G sobre C con espacio de representacién V.
Primero mostraremos como a partir de D surge de manera natural una repre-
sentacion de G! H, con H < S,,. Para esto formamos el producto tensorial de
V' consigo mismo n-veces

V=V ecVc - cV,

el cual es un espacio vectorial sobre C' y no es dificil ver que el grupo aditivo de
este espacio esta generado por los tensores v ® -+ - ® v, con v; € V, i.e.,

V= (01 @0 @ @y | v; € V).
Sea # = {b1,...,b,} una base de V. En notacién la escribiremos
V=<<by,....,bpy >>p .
Para cada funcién ¢ : [n] — [m], es decir ¢ € [m]™, ponemos
by = bp(1) @ -+ @ by(n),
obtenemos de esta manera una base para V*":
Vi =<<b, | p€[m]" >>¢c . (5.1)

La representaciéon D hace a V un G médulo izquierdo, pues para toda g €
G,veV
gv := D(g)v.
Esto indica que podemos, a partir de V *™, obtener un G H-mddulo izquier-

do. Para ello se dardn dos acciones lineales, una de S, en V*" y la otra de
G™ en V*™. De estas dos acciones obtendremos una accién lineal de G H en

21
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X
vxn,

el cudl lo denotaremos por V®", para diferenciar la nueva estructura que

adquiere como G S,,-médulo, aunque V** = V" como espacios vectoriales.
Cabe mencionar que por comodidad algunas veces identificaremos a G™ como
G={(f;1m) | f € G}, esperando no cause conflicto.

i)

Accién de S,, en V*"
Sea o € S,,. Definimos el morfismo

Mg : vn — VX

(’Ul, R ,’Un) — Vg-1(1) R Vg—1(n)

Nétese que el morfismo permuta las “entradas”, es decir, si o = (123) € S5
yrRuwze Ve m,(vw®z) =280 w.

Mostraremos que este morfismo es lineal en cada coordenada, para ello
basta con mostrar que es lineal en una coordenada, digamos la primera.
Sean o € S, A € Cy (v+ w,vg,...,0,), (w1,...,w,) € V™ Existe
j€{1,2,...,n} tal que 0~1(j) = 1, por tanto

Mo (V+ W, v2,...,0n) = Vg-1(1) @ DV +W R Vs-1(j41) @ ® Us-1(n)
= VUp-1(1) @ - QU R Vg—1(p)
TUr-1(1) @ - QW ® Vp—1(n)
= My (v, 02, ..., V) + My (w, v, ..., 0,).

Por otro lado,

ma()\wl, .. .,wn) = We-1(1) @+ @ Awy ® Wo-1(j+1) @+ @ Wo—1(p)
= /\(wa—l(l) Q@ QW1 @ We-1(j41) @ -+ ®w071(n)).

De aqui se sigue que existe un unico morfismo lineal m, : V" — V™

tal que el siguiente diagrama conmuta, con 7 el morfismo candnico.

Mo
Vn —Zs xn

in/
me
VXTI
Hemos mostrado que para cada o € S,, existe un tnico morfismo m, en
GL(V*"). Ademds, no es dificil ver que mi, = lgpqevxn) y que dados

o, € Sp, Megxr = MgMy. Por tanto tenemos una accién lineal de S, en
V& dada por 0 - v = Mg (v) = Vp-1(1) @ -+ ® Vg1(p).

Accién de G en VX"
Esta accién esta definida por

g-v=g1)v1 ® - @ g(n)vy,,

con g = (g9(1),...,9(n)) €eG*"yv=v1® - Qwv, € VO La prueba de
que esta es una accion es similar a la anterior, por lo que no la daremos.
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De lo anterior, para cada (g;0) € G H, existen morfismos lineales tnicos
mg, My € GL(V*™). Por lo que podemos definir una accién lineal de G H en
V" dada por (g;0) - (11 ® -+ @ vp) = (Mgomy)(v1 ® - -+ ® vy,). Al espacio
vectorial V*™ con la accién anterior lo denotamos por V®", para diferenciar
la nueva estructura que adquiere como G S,-médulo, aunque V*"* = y&n
como espacios vectoriales. Mostremos que efectivamente la accién anterior es
una accién, es decir, que la siguiente aplicacién es un homomorfismo de grupos

I': GtH — End(V®™)

(gvg) = m(g;o’)

CON M (g.5) = MgoM,, la composicién de m, con my-.
Debemos probar que

M(fim)(gi0) = TU(Fim) MU gi0) - (5:2)
Por un lado tenemos que
M(gi0) (V1 ® -+ @ V) = g(1)Vo-1(1) @+ -+ @ g(N)Vg=1(n)-
Definamos
V)@ Qv = g(1)Vy-11) @ -+ @ g(N)Vs-1(n),

si nos fijamos en una entrada de v{ ® --- ® v/, digamos la [, existen j y k tales
que 7~ (1) = j y 07 '(j) = k. Por tanto en la coordenada j, v} = g(j)vo—1(j) =
9(j)vg. Ahora bien,

m(f;”)m(g;a)(vl Q- Un) = m(f;ﬂ)(vll R R ,U’:L)
FOW gy ® - @ F()0 s

y en la entrada [ tenemos

FDv, gy = F)Y)
= f(Dg(d)ve-

Por otro lado,
M(fim)(gi0) = MU(fgnima)s
y por tanto
M(fgrino) (V1 @ @ Un) = fgn()V(ro)-1(1) @ -+ @ [Gr(N)V(re)=1 ()-
En la entrada [ tenemos

9= (DV(roy-10) = F(1)g(F)vk-

Por tanto, entrada a entrada se da la igualdad. De esta manera (5.2) es
valida.



CAPITULO 5. REPRESENTACIONES DE G Sy SOBRE C 24

Lema 5.1 Sea D : G — GL(V) una representacion de G, para todo (f;m) €
G H

c(m)

Xven (f;m) HXV 9. (f;7)

Demostracién. Recordemos que si m € S, la descomposicién de 7 en ciclos

disjuntos es
c(m)

7= [1GorGo) - 772 G)

v=1
yde (3.1), g (f;7) = ffr faro-1(ju). Por 5.1 la traza de (f;7) es

Xven(f;m) = Z[coeﬁciente de b, en (f;m)by,].
©

Para f € G sea D(f) := (dix(f)) la representacién matricial de D(f) con re-
specto ala base ordenada % = {by,...,b,,}. Entonces

dls(f)

d25 f n
(dzk(f)) bs = :( ) - Zdjs(f)bj

dns(f)

de donde se sigue
(f; ) _f()go(ﬂ” ®f() _1n))
= Z diup(ﬂ*l(l))(f(l))bh Q- ® Z i, o(rn=1(n)) (f (1)) bs,,

i1=1 in=1

= Y dipaay (FQ) - diy g1y (f(0)bi, @ - @ by,

1<iy,..in<m

> T dvtree6n (FG)) ] bo-

pem]™ \ J

El coeficiente de b, es
1T detiroim20n (FG))s
j=1

si reordenamos los factores tenemos

c(m)

H dap(j,, (f(jV))dw(ﬂ'*l(j,,)),ap(ﬂ'*Q(jl,))(f(ﬂ-_l(ju))) e (53)



CAPITULO 5. REPRESENTACIONES DE G Sy SOBRE C 25

Del algebra lineal tenemos que si A, B, C' son matrices de m X m con coeficientes
en algin campo C, el producto de las matrices es D = ABC = (d;;) con

m m
:5 E aikbricyy.

=1 k=1

La traza de D es

m m m
= g dy = g g atkbricit.
t=1

1=1 k=1
La secuencia de subindices de cada factor de dy; es tk, ki, It.

En general, si hacemos el producto de r matrices de m x m y después cal-
culamos la traza de ese producto, tendremos una sucesién de subindices con
un comportamiento como el anterior, es decir, de la forma iis,isi3,...,0.i1,
para cada factor de d;,;,. Ese mismo comportamiento tiene el producto (5.3).
Si tomamos la suma de estos productos sobre todos los ¢ € [m]™ tenemos

c(m)

Xven fa H tT‘ gu f7 ))

c(7r

HXV 9v f7

]
Tlustremos el lema anterior con algunos ejemplos:

(i) xven(lg;lg)=m",

(i) xven(lg;m) =m™,

(iii) Xven (f7 1H) = H:L: XV(f(i))7 (5 4)
(iv) xven(f,..., fi1la) = xv ()™ '
(V) xven(fyoos fi(L---n)) = xv(f"),

(Vl) Xv®n (fv 7f7 ) Hk:] XV(fk)ak(W)'

Ya vimos como un G-médulo induce de manera natural un G ¢ S,,-médulo.
Mas atin si W es un S,,-médulo, usando la proyeccién G?.S,, — S,,, W adquiere
una estructura de G S,-médulo, con la operacién (g;7) - w = 7 - w. De esta
manera, dados V un G-médulo y W un S,,-médulo tenemos que V®" @ W es
un G ¢ Sy,-mdédulo con la accién diagonal. A este médulo lo de notaremos por

VAW =VE" @ W. (5.5)

Nuestra meta ahora es mostrar que si G es un grupo finito cada G ¢ Sj,-
moédulo irreducible sobre C puede ser inducido de un producto adecuado de
G Sy,-mobdulos.

Aplicaremos los resultados de Clifford vistos en el capitulo anterior al pro-
ducto trenzado, pues G™ es un subgrupo normal no trivial de G 1 .S,,. Sean
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D',...,D" el conjunto completo de representaciones irreducibles de G sobre C
no equivalentes por pares, con médulos de representacién V', ..., V" y matrices
de representacién D!, ... D" respectivamente.

Sea a = (a1,...,a,) € [r]", definimos V(a) := V,, x -+ x V, visto como
G"-modulo. De este modo, por el teorema 4.4 los G™-méddulos irreducibles estan
parametrizados por V(a), a € [r]™.

Sea m(a) = (w(a1),...,m(a,)) dado por w(a;) = #{j € [n] | a; = i}, con
i € [r]. w(a) es el tipo de V(a).

Por ejemplo, Vi x Vo v Vo x V4 son G2-médulos no isomorfos ambos de tipo
(1,1). V tiene tipo (2,0) y V3 tiene tipo (0,2).

Si V(@) es un G™-médulo irreducible, por (4.2) su grupo de inercia es

T(V(a)) = {(g;0) € G2 S, | V(@)% = V(@) como G"-médulo}. (5.6)

Note que G™ < T(V(a)). Como (g;0) = (g;1s,)(1;0), V(a)9) = vt
Asi, solo es necesario identificar los o € S,, tales que

V() =V (a).

Sea S(a) = {0 € S, | V(a)?) = V(a)}. Si 7(a) es el tipo de V(a),
entonces S(a) es un subgrupo de Young de S, conjugado a Sy ). Donde, si
7w = (71,72 ..., ) es una particién de n, su subgrupo de Young Y (7) es el sub-
grupo de S, cuyos elementos mandan cada uno de los factores 7; en si mismo.
Asi,

oeS@ eVien)Ve, =V,

En efecto, dado (g1,...,9,) € G"

o(i)”

Xviay o (g1, 59n)) = Xv@) (L0)(g1, .- gn) (107 1))
= xv@((Go-1(1)s -+ 9o-1(n)))

= [Txv., (9, @)

T
= H XVa, (95)
j=1

= XV(&O’)((gh ce 7gn))7

con ao = (A (1) - - - » Go(n))-
Por la proposicién 4.1, V(a)17) =V,

Qo (1)

XXV,

4oy = V(ao). Se sigue
T(a) = G" x S(a)
= G"USqa) (5.7)
= G?Sﬂ-(@)l X oo X GzSﬂ(&)r'
Por ejemplo, Vi x Vo x Va, Vo x Vi x Vo, Vo x Vo x Vi son G3-médulos
conjugados con tipo (1,2) y sus grupos de inercia, son todos conjugados a G
Sl x G ! S2.
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Por simplicidad de notacién trabajaremos para cada tipo 7 = (m1,...,7,)

con
Vi(m) = V™ x oo x VX7,

cualquier otra V(@) con tipo 7(@) = 7 se obtiene de V() permutando factores y
los grupos de inercia son conjugados en G1S,,. V() es un G™-méddulo y podemos
extender la accién a su grupo de inercia, G Sy, X -+ x GUSy, = G 1.S; como
se hizo anteriormente. Al médulo obtenido lo denotaremos por

V(m)™ =VE™ x - x VET

Sea W un S;-médulo irreducible. Como Sy = Sy, X -+ x Sy, W = W x
-+ x W, con W; un Sr,-médulo irreducible. Formaremos

V(m~ oW = (V™ @ W) x - x V™ @ W,,

el cual es un G S;-mdédulo. Esto nos dice, que sélo basta con mostrar que cada
factor Vi®7” ® W; es irreducible, que es equivalente a mostrar que, si V es un
G-médulo irreducible y W es un Sy-mdédulo irreducible, VE* @ W es irreducible.
En el caso de V*™, su grupo de inercia es T(V*™) = G S,, y se extiende
a V®" luego V*" es invariante y por tanto Resgfls"(V®”) = V™ Dado que
G"<1G1S, y G1S,/G™ 2 S, por el teorema 4.12
i) V" @ W es G1S,- irreducible.
ii) Si Wy, Ws son S,,-médulos irreducibles no isomorfos, V" @ Wi 2 V@' @
Wy como G S,-mddulos irreducibles.
iii) Toda componente irreducible de Indgils "(V*™) es de la forma VO™ @ W
para algun S,,-mdédulo irreducible W.

Se concluye

Proposicién 5.2 V(7m)~@W es GIS;-mddulo irreducible, con W un S -mddulo
irreducible.

Tenemos la siguiente
Proposicién 5.3 Indgg: (V(m)~ @ W) es irreducible.

Demostracién. Si H = G™,9 = V(7)™ por (5.7) T(9) = G" 1 S;. Por la
proposicién anterior V(r)~ @ W € Irr(T') y aplicando el teorema 4.11 inciso a)
se tiene el resultado. m

Definimos (V(7); W) := Indgigz(V(w)N ® W). Estamos listos para decir
cuales son las representaciones irreducibles de G 1 Sy, (ver teorema 4.3.34 y teo-
rema 4.4.3 [1])

Teorema 5.4 FEl conjunto
W ={(V(r);W) | 7= (m1,...,m) € No, Zm =ny W un Sy-mod irred.},

es un conjunto de representaciones irreducibles de G1.S,, no isomorfos dos a dos
y cualquier G 1 .S, -mddulo irreducible es isomorfo a un elemento de W.
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Demostracion. Es necesario hacer la siguientes observaciones
1) Sea dw = dimcW, entonces Resgis" (V(m)~ @ W) =dw - V(r).
2) Resgsg:((V(w); W) = (V(r)~ ® W) & otros médulos.

3) De (1), (2) y el teorema 4.10, Resgis"(V(w); W) =dy -V (r) @ conjugados
a V().

Sean ™ = (m1,...,7),p = (p1,..-,pr) € Ng,con > m =n=> p;. Si7# p,
V(m) 2 V(p) como G™-médulos, ademds ningtin conjugado de V (m) es isomorfo
a ningin conjugado de V(p) como G™-mébdulos. Se sigue del inciso (3) ante-
rior, que si W es un Sr-médulo irreducible y U es un S,-médulo irreducible,
(V(m); W) 22 (V(p); U) como G Sp,-mdbdulos.

Si ahora W y U son S;-médulos irreducibles no isomorfos, se sigue de ii)
pagina 27 que V(m)~ @ W 2 V(7)™ ®@U como S;-médulos. Luego, de los incisos
(1), (2) y la parte (b) del teorema 4.11, (V(7); W) 2 (V(n);U) como GU.S,-
médulos.

Se ha mostrado que los elementos de # son no isomorfos dos a dos. Resta
ver que cualquier G S,-médulo irreducible es isomorfo a un elemento de #.
Para ello veremos que # # = # G 1 S,-md6dulos irreducibles.

Del teorema 4.5, # G S,-mdédulos irreducibles es igual a # de clases de
conjugacion de G S, el cudl por el lema 3.5 es

> pm) (),

rENg, S mi=n
donde p(k) es el niimero de particiones de k. Por otro lado, del teorema 4.6
# S,p-mdédulos irreducibles = # particiones de n,
por tanto el # S;-mod. irreducibles es igual a
(# Sx,-mod irred.) X --- x (# Sr,.-mod irred.) = p(m1) - - - p(7,).

Es asi que

#W= Y plm)-pl).

weN(, Yomi=n

Se concluye que cualquier G ! S,-médulo irreducible es isomorfo a un elemento
de 7. m
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