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Introduccion

En 1960 E. P. Wigner, ganador del premio Nobel de fisica en 1963, publicé un
articulo acerca de la misteriosa efectividad que las matematicas tenfan para fun-
damentar y modelar fenémenos de las ciencias naturales (véase [6]). A través de
numerosos ejemplos mostrd que una formulacion matematica de los fenémenos
fisicos es apropiada y exacta atreviéndose a afirmar que las matemaéticas son el
lenguaje correcto para formular las leyes de la naturaleza y puntualizando que
las razones de este éxito no estaban completamente entendidas aventurandose a
declarar que esta efectividad es misteriosa y no tiene una explicacién racional.
Veinte anos mas tarde R. W. Hamming, ganador del premio Turing para Cien-
cias de la Computacién otorgado por la Association for Computing Machinery
(ACM), publicé un articulo relacionado (véase[27]). En este articulo propor-
ciona mas ejemplos que ponen de manifiesto la efectividad de las matematicas
en las ciencias naturales. Mas atn, intent6 responder a la pregunta de Wigner
Por qué son las matemadticas irrazonablemente efectivas? y, si bien, dio unas
respuestas parciales, su conclusiéon fue que la pregunta permanece esencialmente
sin contestar.

Desde entonces las ciencias de la computacién han tenido un desarrollo es-
pectacular, y tal como sucedié con las ciencias naturales, las matematicas han
jugado un papel de gran importancia. Diversas areas de las matematicas, in-
cluyendo algebra lineal, teoria de los nimeros, probabilidad, teoria de graficas y
combinatoria han proporcionado instrumentos indispensables para el desarrollo
de las ciencias computacionales. Pero es otra area de las matematicas en parti-
cular la que nos interesa, la légica matematica. De hecho la légica ha resultado
ser mas efectiva e influyente en ciencias de la computacién que en matematicas
en los dltimos anos, lo cual es curioso dado que gran parte del desarrollo de
la logica durante los tltimos cien anos surgié para confrontar la crisis de los
fundamentos de las mateméticas a inicios del siglo XX.

Hoy, la légica matematica es un area de investigacién madura y altamente
sofisticada que tiene numerosas aplicaciones en ciertas areas de la matematica,
pero que en los tltimos cuarenta anos ha tenido més relevancia en ciencias de la
computacién que en matematicas. Los conceptos y métodos de la logica ocupan
un lugar central en la computacién hasta el punto de que algunos la han llamado
el cdlculo de las ciencias de la computacidn (ver [20]).

Las relaciones y aplicaciones entre ambas disciplinas son multiples, por ejem-
plo, es posible capturar clases de complejidad computacional mediante ciertas
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l6gicas; el uso de légica de primer orden ha sido de gran utilidad como un
lenguaje de consulta en bases de datos (véase [30]); el razonamiento acerca de
los sistemas multiagente se sirve fructiferamente de logica epistémica, etcétera.

En este trabajo nos interesa otra relacion, a saber, la existente entre la teoria
de tipos (célculo lambda) y los fundamentos de los lenguajes de programacion.
En la década de los ochenta y noventa del siglo pasado el estudio de lenguajes de
programacion sufrié una revolucién debido a la confluencia de ideas provenientes
tanto de la logica matematica y filoséfica como de la ciencia de la computacién
tedrica. La teoria de tipos emergié como un marco unificador conceptual para el
diseno, analisis e implementacion de lenguajes de programacion. Los sistemas de
tipos vierten luz sobre conceptos computacionales como abstraccion de datos,
polimorfismo y herencia. Asi mismo proporcionan un fundamento para desarro-
llar l6gicas de comportamiento de programas esenciales para razonar sobre los
mismos. Ademads sugieren nuevas técnicas para implementar compiladores que
mejoran la eficiencia e integridad del cédigo generado.

La profunda relacién entre légicas y sistemas de tipos surgié de la obser-

vacién de que el constructor de tipos exhibe una profunda e intrigante similitud
con las reglas de introduccién y eliminacién para la implicaciéon en el sistema
de deduccién natural de Gentzen. Esta observacion se ha formalizado en lo
que hoy se conoce como correspondencia o isomorfismo de Curry-Howard, el
cual en primera instancia relaciona dos formalismos independientes: el calculo
lambda, introducido por Alonzo Church con el propésito de fundamentar a las
matematicas a partir del concepto de funcién, y los sistemas de deduccién natu-
ral, introducidos por Gerard Gentzen como una formalizacién del proceso légico
deductivo cercano al razonamiento humano (ver [11]).
El propésito principal de este trabajo es describir detalladamente este isomor-
fismo, asi como mostrar su aplicacién mediante la implementaciéon de un mini
lenguaje funcional el cual representa al ntcleo de todo lenguaje funcional real,
por esto es que consideramos al isomorfismo de Curry-Howard como un funda-
mento para la programacién funcional.

En el capitulo uno, se definird el sistema bésico de deducciéon natural de
Gentzen para la Logica Proposicional Intuicionista. En el capitulo dos, se dard una
breve introduccion a los sistemas de tipos, sus caracteristicas y ventajas, lo que
nos permitird introducir al cdlculo lambda puro, del cual se discutirdan algunas
propiedades importantes como su relaciéon con los programas computacionales.
Se discutira el calculo lambda con tipos simples, en sus dos presentaciones a la
Curry y a la Church, los cuales inducen dos paradigmas distintos de progra-
macién, de los cuales hablaremos brevemente. Daremos ademas una extension
del sistema de tipos del calculo lambda con tipos simples a la Church. El tema
central de la tesis se discutira en el capitulo tres. Se dard una prueba formal de
la relacién entre el sistema de deduccién natural para la Légica Proposicional
Intuicionista y el cdlculo lambda con tipos extendidos a la Church, tanto al nivel
de deducciones como al de normalizacién de las mismas. Ademads se dard una in-
terpretacion computacional de las reglas del sistema de deduccién natural la cual
permitird en el capitulo cuarto presentar de manera formal la descripcién de un
pequeno lenguaje de programacién al cual hemos llamado MINHASKELL, ademés
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presentaremos detalles de su implementacién. Todo esto nos permitira justificar
porque el isomorfismo de Curry-Howard puede ser considerado un fundamento
para la programacién funcional.



VIIT INTRODUCCION



Capitulo 1
Loégica intuicionista

No hay un sistema formal que pueda expresar la riqueza y complejidad del
pensamiento humano, por lo que toda légica sélo puede ser usada como una he-
rramienta de propésito limitado, y no como un oraculo que pueda dar respuesta
a todas las interrogantes. Por ejemplo, los principios de la légica clasica han
sido extremadamente utiles para describir y clasificar muchos de los patrones
del razonamiento que ocurren en las matematicas y en el diario acontecer, sin
embargo, éstos no son los 1inicos posibles principios de razonamiento.

La légica clasica esta basada en la nocién de verdad donde la veracidad de
una proposiciéon es una propiedad constante que es independiente de cualquier
razonamiento, entendimiento o accién alguna. Asi una proposicién bien formada
y sin ambigiiedad debe ser verdadera o falsa, podamos o no demostrala, por lo
que el significado de falso es igual a no verdadero, ésto queda expresado en el
principio del tercer excluido, que establece que AV —A siempre es verdadero para
cualquier proposicién A. Esto sin embargo genera ciertas desventajas desde un
punto de vista pragmatico. Veamos un ejemplo para ilustrar ésto. Considérese
el siguiente enunciado:

Ezisten dos nimeros irracionales, x, ey, tales que x¥ es racional

Del cual podemos dar la siguiente demostracion: si /2" es racional entonces

x =y = /2. Si no, entonces x = \/iﬁ, y=12.

El problema con esta demostracion es que no sabemos cual de las dos posibili-
dades es la correcta. Ahora consideremos el siguiente argumento para el mismo
enunciado: Si z = /2, y = 2log, 3 entonces x¥ es racional.

El tltimo argumento también es una demostracion del enunciado, con la diferen-
cia de que es una demostracion constructiva. En muchas aplicaciones queremos
encontrar una solucién real a un problema y no solamente saber que ésta existe.
Por lo tanto tiene sentido considerar una aproximacion constructiva de la logica.
La légica que cumple con este requerimiento, en el contexto proposicional, es la
l6gica proposicional intuicionista.
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En la légica proposicional intuicionista una proposicion es una especificacion
que describe un problema a resolver y la solucién a un problema expresado en
una proposicién es una demostracion. Si la proposicién tiene una demostracion,
es decir si tiene solucién, se dice que es verdadera y éste es el unico criterio
para mostrar la veracidad de alguna proposicién. En el sentido constructivo,
la nocién de verdad no es primitiva como en la logica clasica. Por la misma
razén se entiende que una proposicion es falsa si existe una refutacion de ella,
es decir si al asumir que hay una demostracion de élla, llegamos a una con-
tradicciéon. Por este motivo a la ldgica proposicional intuicionista o constructiva
se le considera como una logica de informacién positiva, ya que se debe tener
evidencia explicita, en forma de prueba, para afirmar la veracidad o falsedad
de una proposicién. Es esta caracteristica la causa de que esta légica sea bésica
para fundamentar conceptos computacionales. En este capitulo desarrollamos
los conceptos sintacticos basicos de la légica proposicional intuicionista medi-
ante un sistema de deduccion natural.

1.1. Loégica proposicional intuicionista

Definicién 1.1. La sintazis de la l6gica proposicional intuicionista (LPI) es
la misma que la de la logica cldsica, su sintaxis en forma Backus Naur se define
como:

O:=Var | (PVP)|(PAD)|(P—P)| L
Var == plq|r]...
Los conectivos <+, =, y el simbolo T son abreviaturas:

» A< Babreviaa (A— B)A (B — A);

= T abreviaa 1L — 1.

Usaremos la convenciéon de que la implicaciéon asocia hacia la derecha, es
decir A — B — C la entendemos como A — (B — ('), ademds asumiremos que
la negacién es el conectivo con la més alta precedencia y serd la implicacion la de
menor precedencia; la conjuncion y la disyuncién tendran la misma precedencia.

1.2. Semantica

En LPI la nocién de veracidad de alguna proposiciéon no es como en la légica
clasica. Para aclarar ésto recordemos brevemente la seméantica para la légica
clésica donde la nocién de verdad es primitiva y no depende de razonamiento
o accién alguna. Toda proposicién tiene un valor de verdad: verdadero (1) o
bien falso (0), donde falso es lo mismo que no verdadero y no caben otras
posibilidades.
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Definicién 1.2. Un estado de las variables de la légica proposicional es una
funcion T : ® — {0,1}

Definicién 1.3. Dada una formula proposicional A se define el valor de verdad,
Z(A), como:

1) =

-B) =1 siysdlosiI(B)=0

Z(BVC) =0 siy sdlo si T(B) =Z(C)

(
(
» I(B— C)=1siysdlo siT(B) =0 0 I(C) =1
( 0
(

BAC)=1siysdlosiT(B)=7(C)=1

En particular se tiene que dada cualquier férmula A, necesariamente A es
verdadera o falsa, es decir Z(A V —A) = 1. Por ejemplo el siguiente enunciado:

No somos los unicos seres vivientes inteligentes en el universo

debe ser falso o verdadero en la légica clésica, pero nétese que no hay forma de
demostrar, hasta ahora, la veracidad o falsedad del enunciado. Otro ejemplo:

Los Borogroves son inteligentes o los Borogroves no son inteligentes

El valor de verdad del ultimo enunciado es verdadero de acuerdo a la logica
clasica, ya que o se cumple que los Borogroves son inteligentes o bien su negacion.
Sin embargo, no podemos saber cual se cumple puesto que no sabemos que es
un Borogrove.

En contraste, en LPI en vez de una nocién predefinida de verdad se usa la
nocién de demostracion, donde segin Heyting una demostracién no es mas que
un reflejo borroso de lo que una demostracién es en verdad (véase [2]). Una de-
mostracién de una proposiciéon A es una construccién matematica que establece
A. Es asi que un enunciado es verdadero si tenemos una demostracion de él, y
falso si suponer la existencia de una demostracién del enunciado conduce a una
contradiccién; por lo que dada cualquier proposiciéon A no se puede asegurar si
A es verdadera o falsa.

1.3. La interpretacion BHK

En LPI la interpretacion de los conectivos 16gicos estd en términos de las
nociones primitivas de construccion y de demostracion , esto se conoce como la
interpretacién de Brouwer-Heyting-Kolmogorov (BHK).

Definicién 1.4 (Interpretacién BHK). La interpretacion de Brouwer-Heyting-
Kolmogorov se define de la siguiente manera.

= La demostracion de una variable proposicional se supone conocida y dada
por un contexto dado.
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= Una demostracion P de AN B es un par que consiste de una demostracion
de A y una demostracion de B

= Una demostracion de A — B es una funcion f, tal que para toda de-
mostracion P de A, f(P) es una demostracion de B

» Una demostracion P de AV B es un par (i, P) donde i € {1,2} y

e Sii=1 entonces P es una demostracion de A

o Sii =2 entonces P es una demostracion de B

= No hay demostracion de L

La negacion

La negacién es un caso especial en LPI, como ya mencionamos de manera in-
tuicionista = A es simplemente A — 1 ; donde segun la interpretacion BHK, una
construccién de A es una funcién que transforma toda demostracién hipotética
de A a una demostracién de una contradiccién. Notese que demostrar —A es més
fuerte que probar que no existe una demostracién de A, ya que suponer una de-
mostracién de A implica que existe una prueba del falso lo cual no puede suceder
por lo que demostrar —A nos dice que no puede existir una demostracién de A.

Ejemplo 1.1. Sean M y N enunciados matemdticos arbitrarios. Se puede de-
mostrar de manera intuicionista que M — (N — M) como sigue: sea A una
demostracion de M entonces la funcion constante fi que a toda demostracion B
de N la transforma en una demostracion de M es una demostracion de N — M
y por lo tanto la funcion constante fo que transforma una demostracion de N
a una demostracion de M — N es una demostracion de M — (N — M)

Con la interpretacion BHK algunas tautologias de la ldgica cldsica no lo
son mas en LPI, por ejemplo pV —p, p € Var, ya que habria que exhibir una
demostracion de p o de —p, lo cual no siempre es posible. Por ejemplo, digamos
que p representa a la afirmacion la mdquina de Turing T siempre se detiene; para
que sea valida en el sentido intuicionista habria que exhibir una demostracion
de p o de —p pero sabemos que el problema de la detencién no es decidible, por
lo tanto no se puede exhibir una demostracién de p ni de —p. Entonces que una
férmula sea véalida de manera clasica no implica que lo sea en LPI, lo que si es
cierto es que toda férmula véalida en el sentido intuicionista es védlida de manera
clasica. Acontinuacién enlistamos méas ejemplos.

Ejemplo 1.2. Férmulas vdlidas en logica cldsica pero no en LPI
L] —\—|p — p
= p \V2 -p
»((p—a)—p)—p

* (-p— —q) — (¢ — D)
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» 2(pAg) < (mpV—q)
=0 —(p—aq—q
(peag)er)o@e(ger)
= (p—q) < (pVa)
(pVag—p)V(pVaeg—q
» (-mp—p)—pVp
Ejemplo 1.3. Algunas férmulas validas en LPI y légica cldsica.
= |l —p
=p—q—p
»poqg—or)o (o) —por
=p— P
= mp — p
» (p—aq) = (g — —p)
= 2(pVq) < (-pA—g)
= (pAg) =)o (p—(g—T))
= ==(pV -p)
» (pV-p) = p—p

La interpretacion BHK proporciona una semdantica intuitiva para LPI y si
bien ésta puede formalizarse no es de nuestro interés hacerlo aqui por lo que
remitimos al interesado a las seméanticas de mundos posibles de Kripke o de
algebras de Heyting (véase [14] y [7]).

1.4. Deduccidon natural

En 1935 el matematico aleméan Gerhard Gentzen introdujo la deduccién na-
tural. En su articulo [11] escribe: Mi punto inicial fue este: La formalizacion de
la deduccion logica, especialmente como ha sido desarrollada por Frege, Russel,
y Hilbert es lejana de las formas de deduccion usadas en la prdctica en de-
mostraciones matemdticas. Gentzen intentaba dar un sistema formal en el cual
se expresaran de una manera mas natural las demostraciones matematicas. El
resultado fue un calculo de deducciéon natural, ademés de un resultado impor-
tante, el cual afirma que toda demostracion légica pura puede ser simplificada
y puesta en forma normal véase [11], este tema se discutird en capitulos poste-
riores.
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Un sistema de deduccién natural consiste de reglas de inferencia para intro-
ducir y eliminar cada uno de los conectivos 16gicos. Asi una demostracién es una
sucesion de aplicaciones de estas reglas, la cual puede ser escrita en forma de
arbol. Ademads se pueden hacer hipétesis temporales durante la demostracion,
las cuales se pueden descargar al incorporarlas a la conclusién.

1.4.1. Significado de conectivos

Antes de definir un sistema de deductivo para LPI es importante entender el
significado de los conectivos, ya que se busca que las reglas del sistema deductivo
correspondan de manera natural a éstas. La interpretacién BHK nos da ya la
mitad del significado de los conectivos, y corresponde a las reglas de introduccion
de conectivos dadas abajo. La otra mitad esté relacionada a la informacién que
podemos obtener de un conectivo dado, y corresponde a las reglas de eliminacion.

= Informacién bésica: A es cierta, lo cual denotamos como A true. Obsérvese
que la nocién de verdad puede ser la cldsica o bien la nocién constructiva
dada por la interpretacion BHK.

= Conjuncién: A A B es cierta solo si ambas A y B son ciertas. Lo cual nos
lleva a la regla:

Atrue B true
AN B true

La siguiente cuestion es preguntarnos como usar la informacion AA B true,
a cuya respuesta nos lleva de nuevo el razonamiento natural:

ANANB true AANB true
A true B true

= Implicacion: ;Cuando es verdadera una implicacién? el razonamiento matematico

nos dice que la implicacién A — B es cierta si el suponer el antecedente
A como cierto nos permite probar que el consecuente B es cierto, lo que
nos lleva a la siguiente regla de introduccion:

[A true]

B true
A — B true

Aqui los corchetes que encierran a A true, indican que en la conclusién tal
hipotésis fue descargada, es decir despues de introducir la implicacién tal

hipétesis no existe mas. Esto corresponde a una demostracién hipotética
de A.



1.4. DEDUCCION NATURAL 7

La regla de eliminacién de la implicacién modela una forma de razonamien-
to conocida desde Aristételes y llamada modus ponens. De las afirmaciones
A — B truey A true podemos obtener la afirmacién B true.

A — Btrue Atrue
B true

= La disyuncién nos lleva a las siguientes reglas de introduccion

A true B true
AV B true AV B true

Lo cual captura el hecho de que una disyuncién es cierta sélo si alguna de
sus dos componentes lo es. Para obtener la regla de eliminacién debemos
considerar como utilizar correctamente la afirmacién AV B true dado que
no sabemos con certeza cual de las dos componentes es cierta. Si tratamos
de probar C' true a partir de A V B true debemos hacerlo sin importar
si A true o B true. Esto nos lleva a hacer una demostraciéon por casos
capturada en la siguiente regla:

[A true] [B true]
AV B true C true C true
C true

Al igual que en la introduccién de la implicacién los corchetes indican que
tal hipdtesis ha sido descargada.

= La falsedad L representa una contradicciéon y no deberia ser probable, por
lo que no tiene regla de introduccién. Inversamente si llegamos en algin
momento a la afirmaciéon L true deberiamos poder concluir cualquier cosa,
lo cual genera la regla de eliminacién:

1 true
A true

1.4.2. El sistema DN

Para formalizar la légica proposicional intuicionista definimos un sistema
formal, llamado DN. Las reglas de este sistema expresaran de manera formal el
significado de los conectivos recién discutido.

Definicién 1.5. Un contexto es un conjunto finito de formulas, I’ = { A1, Ao, ..., Ap}

Escribimos T', A en lugar de de TUA y a T, {A} como I'; A. Cuando escribi-
mos I'; A entedemos que T'NA =g
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Definicién 1.6. Un juicio en deduccion natural es una expresion de la forma
'+ A donde T es un contexto y A es una formula. En particular el juicio H A
significa I+ A, y se lee como “A es un teorema’”.

El juicio I' A expresa la relacién de deduccion o derivabilidad de la férmula
A a partir de las hipdtesis en I'. Esta relacion se define a continuacion.

Definicién 1.7. La relacion de derivabilidad T' = A se define recursivamente
como Sigue:

= Hipotesis

T ara (Hv)

= Implicacion

I,BF A r-B—~A TFB
) ; ~E
rrpoa (U T+ A (= B)

= Conjuncion

A TFB I AAB I'EAAB
rrang M —T1ra ) —frrm (M)

= Disyuncion

Led wr) —LEB v

TFAVB T,AFC T,BFC

I'AVB I'-AvV B I'+-C
» Falso ey
T'HA (LE)

A continuacién damos reglas estructurales de la nocién de derivacion las
cuales son un valioso auxiliar para derivar férmulas.

Proposicion 1.1. Se cumplen las siguientes propiedades
= Intercambio de premisas: Si T, A, B+ C entonces ', B, A+ C
= Monotonia o debilitamiento: Si T' + A entonces ', B+ A.
s Contraccion: St A, A+ B entonces ', A+ B
= Sustitucion: SiT, A+ B yT'+ A entonces T'+ B

Demostracion. Las demostraciones de estas propiedades son por induccion sobre
F y se omiten. U

(VE)
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1.4.3. Reglas para la negacién

Ya hemos dicho que en presencia de 1, la negaciéon no es un conectivo inde-
pendiente, si no que se define como

-A :defA—)J_

Dependiendo de las reglas definidas para la negacién existen tres sistemas de
deduccién natural:

= Minimal. No hay reglas para el | ni para la negacién. Un sistema de deduc-
cién natural para la légica minimal puede ser el presentado anteriormente,
sin la regla para el falso.

= Intuicionista. Se obtiene al agregar a la logica minimal la siguiente regla

k.1
r-A4

= Cléasica. La negacién se considera como un conectivo primitivo regido por
la regla del tercero excluido:

'--AvA (TE)

o equivalentemente a alguna de las siguientes reglas

Y
ra 7P

T,-AF L

r-A (RAA)

Ejemplo 1.4. Veamos ahora algunos ejemplos de derivaciones.

n I—J_—>p
Ty (P
779(_)])
FL—p
= Fp——-p

seaT'={p— L,p}

'tp— L T'kFp
SN

'L
I
Fp—1)—1L (= 1)
(—1)
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» = (p—q) — (~g— —p)
sea ' ={p —q,q — L,p}

I'kp I'kp—gq
I'tgq

(~E) .
I'-qg— L (~ E)

TF L 1)
p—qq—L}Fp— 1L
(—1)

{p—qtt—-q—-p
F(p—q) — (~g — —p) =1

» (PAQ) = 1) = (p—(g—T))
sea ' ={p,q,(pNq) —r}

'Fp I'Hgq
pAq (N) I'E(pAg) —r

{p,(pANg) = rtFqg—r =1

{pAg) —=r}Fp—(g—r)
F(lpAng) —r)—=(p—(¢—r))

= F(=pV—g) = ~(pAg)
sea I'={-pV-q,pAq}

I'p—LEpAg I''q— LEpAg
I'g— Ltgqg 'g—LbFp— L I'qg— Ltgqg Ig—1LFqg— L
I'k-pV-gq Ip— L+ L Ng— L+FL (VE)
-1 (= 1)

{-pV-qtt(prg — L
F(=pV—q) — =(pAa)

(= 1)

Para finalizar esta seccién observemos algunas caracteristicas del sistema de
deduccién natural intuicionista.

= Logra expresar de una manera natural el razonamiento que se usa en las
demostraciones matematicas.

» Da una formalizacién de las demostraciones matematicas.

= Es sistematico, a cada conectivo logico le corresponde una regla que lo
introduce y una que lo elimina; las reglas de introduccion las podemos
ver como definiciones de los conectivos que introducen, y a las reglas de
eliminacién como pautas para obtener informacién a partir de tales defini-
ciones.
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1.5. Normalizacion de demostraciones

La normalizacién de demostraciones se remonta a Gentzen, quién noté que
las demostraciones podian contener redundancias o desvios, y se dio cuenta que
la mayorfa de las dificultades en el andlisis de las demostraciones eran debido a
estas redundancias ( véase[17]). El pensé que eliminando tales redundancias el
analisis de las demostraciones podria simplificarse, lo que lo llevé a probar que
toda demostracion puede reducirse a una demostracién equivalente que estuviera
en forma normal, es decir que no tuviera redundancias. Ademaés construyé un
algoritmo para producir una demostracién en forma normal ([1]). Sin embargo
su marco de trabajo fue el calculo de secuentes. Mas tarde Prawitz retomoé el
problema de normalizacién de demostraciones pero en el marco de la deduccién
natural, logrando explicar formalmente lo que son las redundancias en los sis-
temas de deduccién natural ademéas de demostrar que toda demostracién puede
ser reducida a una forma normal, la cual es tnica. Mas aun probd que toda
secuencia de reduccién termina, lo cual se conoce como normalizacion fuerte.
Para mayor informacién sobre la normalizacién de demostraciones véase [4].

Definicién 1.8. Una desviacidn en una demostracion consiste de usar la regla
de eliminacion de un conectivo inmediatamente después de haber usado su regla
de introduccion.

Ejemplo 1.5. Demostraciones redundantes.
Observemos las siguiente demostracion de p, donde I' = {p, q}

T'kp I'tgq

I'pAg
T'tp

(M)
(NE)

La demostracion es redundante, una demostracion sin desvios seria:

I'kp

Definicion 1.9. El proceso de eliminar demostraciones redundantes, es llama-
do normalizacion de demostraciones. Una derivacion que no tiene desvios o
redundancias se dice que estd en forma normal.

Ejemplo 1.6. Veamos otro ejemplo

D,AF A :
rrasa U i (

I'A
TFA —E)

La derivacion de la izquierda es redundante, ya que después de introducir la
implicacion inmediatamente la eliminamos. Una demostracion que elimina ese
desvio es la derivacion de la derecha.
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Teorema 1.1. Para toda demostracion existe una secuencia de reducciones que
conducen a una demostracion en forma normal de la misma proposicion

Demostracion. Se dard un esquema de la demostracién solamente.

La idea es usar una medida bien fundada para las derivaciones y redun-
dancias. De tal forma que si reducimos una redundancia de medida méaxima la
demostracion resultante tenga una medida mas pequena. Dado que el orden de
las medidas esta bien fundado si repetimos el proceso éste debe terminar en
algiin momento por principio del buen orden. Una medida apropiada de una
derivacién D es el par (d,n), ordenado lexicograficamente, donde d es el grado
de la derivacién D, y n es el nimero de redundancias en D de grado d; el gra-
do de una derivacién se define como el maximo del grado de las redundancias
que ocurren en élla; el grado de una redundancia se define como el grado de la
proposicién que se elimina; el grado de L es cero el grado de A x B es uno més
la stima de los grados de Ay B, x € {A,V,—}.

Lo crucial de la demostracién consiste en demostrar que si reducimos una re-
dundancia de grado maximo en una derivacion, entonces la derivacién resultante
tiene medida menor estrictamente. O

Como consecuencia del teorema anterior tenemos que si existe una demostraciéon
de una proposicién P entonces P tiene una demostracién en forma normal.

Teorema 1.2 (Normalizacién fuerte). No hay una secuencia infinita de re-
ducciones que inicien de alguna demostracion. Toda secuencia de reducciones
obtenida al eliminar repetidamente redundancias debe terminar en una demostracion
en forma forma normal.

Demostracion. La demostracion estd fuera del alcance del tema de este trabajo
una demostracién puede ser consultada en |] O

Un algoritmo para normalizar demostraciones no serd dado pues también
esta fuera del alcance de este trabajo, sin embargo nos interesara contestar lo
siguiente sobre las redundancias en las demostraciones:

= ;Cual es su significado?
= ;Tienen algin proposito?

En el sistema de deducciéon natural para LPI tenemos una representacién de
las demostraciones en forma de arbol, la cual no es siempre adecuada para su
manipulacién, sobre todo cuando la demostracion es demasiado grande, como
la ultima derivacién del ejemplo 1.4, por lo que seria recomendable tener alguna
representacién mas lineal, es decir, méas ficil de manipular. Es de interés tener
esta representacién de las demostraciones ya que en algunas ramas de la légica,
como la teoria de la demostracion, la demostracién es el objeto principal de es-
tudio, por ejemplo en teoremas como el de normalizacién de demostraciones el
manejo de demostraciones es indispensable por lo que tener una notacién simple
para éllas es mandatorio. A este respecto pensemos, por ejemplo, en la simplici-
dad de la notacién numérica usual, digamos n en comparacién con la notaciéon
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primitiva como sucesién de simbolos ||| ..., con la cual serfa practicamente
imposible desarrollar la Teoria de los Numeros.

En este capitulo se ha presentado la logica proposicional intuicionista LPI
mediante un sistema de deduccién natural para LPI que formaliza el concepto
matematico de demostracién.

En el siguiente capitulo se dard una breve introduccién a los sistemas de
tipos, que nos servird como preambulo a la descripcién del célculo lambda, sin
tipos y con tipos simples, el cual nos permitird, en primera instancia, definir
una notacién lineal para las demostraciones en el sistema de deduccién natural.
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Capitulo 2

Sistemas de tipos

Un tipo en un lenguaje de programacién puede ser visto como el rango de
valores posibles que una expresién puede tomar. Por ejemplo una variable x
de tipo booleano puede y debe tomar tinicamente valores booleanos durante la
ejecucién del programa. Los lenguajes de programacién donde las expresiones
reciben un tipo se llaman lenguajes tipados, en contraste con aquellos donde no
hay tal restriccién, es decir aquellos que no tienen tipos, o equivalentemente, en
los que todos los programas pertenecen a un tipo universal. En estos lengua-
jes las operaciones podrian aplicarse a argumentos inapropiados, por ejemplo,
sucesor true, y el resultado podria ser un valor fijo arbitrario de falla, una ex-
cepcién particular o bien un error de ejecucion no capturado.

Un sistema de tipos es una componente de un lenguaje tipado que monitorea
los tipos de las variables y expresiones de un programa. Los sistemas de tipos
se usan para determinar si los programas se comportan correctamente. Sélo los
programas que son aceptados por el sistema de tipos deben ser considerados
como validos y susceptibles de evaluacién, si hay un error de tipos el programa
debe ser deshechado antes de intentar su ejecucion.

Un lenguaje es tipado en virtud de la existencia de un sistema de tipos para é€l,
independientemente de que los tipos figuren o no explicitamente en el cédigo. Un
lenguaje tipado es explicitamente tipado si los tipos forman parte de su sintaxis
e implicitamente tipado en otro caso. No existe un lenguaje en uso comun que
sea implicitamente tipado estrictamente hablando aunque en lenguajes como
ML y HASKELL es posible escribir grandes fragmentos de cédigo omitiendo la
informacion de tipos, en cuyo caso los sistemas de tipos asignan tipos de manera
automatica a dichos fragmentos.

Los lenguajes de programacién con tipos tienen las siguientes ventajas:

= FEconomia en la ejecucion. La informacién que dan los tipos permite llevar
acabo en tiempo de ejecucion la aplicacién de las operaciones adecuadas
sin la necesidad de pruebas adicionales que resultan costosas.

= Fconomia en compilacion. La informacién que proporcionan los tipos
puede ser organizada en interfaces o mddulos, permitiendo compilar de

15
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manera independiente cada uno de los médulos. En la compilaciéon de
grandes sistemas esto provoca un ahorro ya que si un médulo cambia no
provoca que otros modulos sean recompilados.

= Son mds fdciles de implementar eficientemente.

Las siguientes son caracteristicas importantes de los sistemas de tipos:
= Permiten descubrir errores de programacion tempranamente.

= Los tipos documentan un programa de manera mas simple y manejable
que los comentarios.

= Deben tener un algoritmo que asegure que un programa es bien compor-
tado, y prevenir errores antes de que éstos sucedan.

= Deben ser transparentes. El programador debe ser capaz de predecir fdcil-
mente si un programa tiene el tipo correcto, en caso de que no, la razén
debe ser evidente.

= Las declaraciones de tipos deben ser verificados estaticamente en la medida
de lo posible, en donde no se pueda la verificacién debe ser dinamica.

= Soportan abstraccién, lo que permite la descripciéon de interfaces.

= Son seguros, es decir los programas correctamente tipados no pueden fun-
cionar mal.

No es nuestra intencién discutir mas las ventajas o desventajas de los lengua-
jes tipados, el lector interesado en ahondar en este tema puede consultar [21].

En nuestro caso no estamos interesados en un lenguaje de programacién par-
ticular sino en prototipos de éstos. En este capitulo presentamos un prototipo
de lenguaje de programacién llamado cédlculo lambda, en particular nos enfo-
caremos en su relaciéon con la légica y en los beneficios practicos que resultan
de la misma, principalmente en los lenguajes de programacion funcional.

Iniciamos con el calculo lambda puro, un caso extremo de lenguaje sin tipos
donde no hay error posible: la tnica operacién es la aplicacion de funciones y
dado que todas las expresiones son funciones esta operacion nunca falla.

2.1. Calculo lambda puro

Leibniz buscaba un lenguaje universal en el que pudiera expresar todos los
problemas (véase [15]), para después intentar resolverlos mediante algin méto-
do. Suponiendo que existiera tal lenguaje ;se podrian resolver todos los prob-
lemas expresados en este lenguaje? fue una de las preguntas que plante6. Pero
jcomo se podria probar formalmente que si o que no?. Esta pregunta fue for-
malizada tiempo después y es lo que se conoce como el Entscheidungsproblem
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o problema de la decisién. En 1936 el Entscheidungsproblem fue resuelto por
Alonzo Church y Alan Turing (véase [15]), de manera independiente, cada uno
usé un método distinto, pero con la misma idea: formalizar la nocién de de-
cidible. Church lo hizo mediante el calculo lambda, mientras que Turing con la
definicién de la clase de maquinas que hoy llevan su nombre. La conclusion a
la que ambos llegaron fue negativa. Alan Turing demostré la equivalencia de
ambos modelos tiempo después.

Alonzo Church presentd, en 1930, el cdlculo lambda como un conjunto de
postulados con el propdsito de fundamentar a la légica ( para mayor referencia
constiltese [25]), propdsito fiel a la escuela formalista de Hilbert, quienes pre-
tendfan construir un sistema formal para fundamentar a las matemdticas (véase
[12]). Sin embargo, Kleene y Rosser demostraron que el célculo lambda era un
sistema inconsistente (véase [23]), por lo que el propdsito original del cdlculo
lambda no se cumplié. Sin embargo, Church declararia que podria tener usos
distintos en el futuro (véase [25]). Fueron casi proféticas las palabras de Church,
yva que Kleene demostraria que el cdlculo lambda era un sistema de computo
universal (véase [22]); més tarde John McCarthy en 1950 serfa inspirado por
el célculo lambda para crear LISP (véase [22]) (aunque McCarthy no entendia
mucho del célculo lambda, ya que en su articulo Recursive Functions of symbolic
expressions and their Computation, Comunications of the ACM. escribié que la
notacién lambda era inadecuada para expresar funciones recursivas véase [18],
lo cual es falso). A principios de los sesentas Peter Landin demostré que la
seméantica de los lenguajes de programacién imperativos podia ser descrita con
el cdlculo lambda (véase [22]), lo cual introdujo la principal notacién de los
lenguajes de programacién funcionales e influyé en el diseio de lenguajes tanto
imperativos como funcionales. Esto guié a Christopher Strachey a realizar tra-
bajos importantes en el fundamento de la seméntica denotacional (véase [22]);
el trabajo de Strachey inspiré a Dana Scott a inventar la teoria de dominios
(véase [22]), la cual es una de las més importantes dreas en ciencia de la com-
putacién tedrica. En resumen el célculo lambda ha tenido gran importancia en
areas como

= Diseno de lenguajes de programacion.

= Seméntica de lenguajes de programacin.

= Arquitectura de computadoras

= El estudio de preguntas fundamentales en computacién

Para mas informacién sobre el impacto del calculo lambda en las ciencias de

la computacién; véase [13]

2.1.1. Sintaxis del calculo lambda

La sintaxis del calculo lambda es sencilla, los términos bésicos son variables
las cuales representan funciones. Ademads tenemos dos operaciones bésicas:



18 CAPITULO 2. SISTEMAS DE TIPOS

» Abstraccion: permite definir funciones sin la necesidad de nombrarlas, es
decir, funciones anénimas. Asi el término Ax.e abstrae la variable x en la
expresion e, es decir esta expresion define anénimamente a la funcién que
a toda x le asigna la expresion e. El punto denota el ligado de x en e,
ademsds indica que el alcance del ligado para z se extiende tanto como sea
posible. Por ejemplo Az.zy significa Az.(zy) y no (Az.z)y

» Aplicacion: denota a la accion de pasar un argumento dado a una funcién.
Sintacticamente pueden ser vistas como una concatenacién de términos
lambda, que asocia hacia la izquierda de manera que ej es ez significa
(61 62) €3.

Veamos unos ejemplos.
Ejemplo 2.1. Funciones andnimas.
= \z.x denota a la funcion identidad x — x
s \z.x + 1 denota a la funcion sucesor ©+— x + 1
= \z.22 denota a la funcion x — x>
Ejemplo 2.2. Aplicacion de funciones.
s (\z.z) sz

» (A\y.y+ 1) true

= (Azxzz)(Ayyy)l

Ya dijimos que una aplicacién denota la acciéon de pasar un argumento a
una funcién, ;pero cuales son las reglas que permiten evaluar una aplicacion?,
ya que ésta sélo es una representacion sintdctica. De manera intuitiva el término
(Az.z+1)2 deberfa evaluarse a 2+1, y el término (Az.zy)(Aw.w) a (Aw.w)y y éste
finalmente a y, de donde podemos deducir que la evaluacién en el cédlculo lambda
es similar a una simplificacién o reduccion. La regla que nos permitird evaluar
funciones es la -reduccion, cuya definicion formal daremos més adelante.

Definicién 2.1 (Lambda términos (A)). La clase de lambda términos, denotada
con A, es la menor clase que satisface lo siguiente:

» S 2 es una variable entonces x € A
n Si M e A entonces \e. M € A
= Si M,N € A entonces MN € A

Observacion 2.1. Las expresiones que usan los simbolos +,*, —,1,2,3,..n en
los ejemplos anteriores estdn dadas de manera informal, ya que éstos simbolos
no forman parte del los lambda términos. Mdas adelante se dard de manera
formal la definicion de algunas de estas expresiones.
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Para facilitar la escritura de abstracciones usaremos la siguiente convencion
AT122...80.€ =def ATIAT2...ATp,.€

Dado que la abstraccién Az.e define un ligado de x en e, surgen los conceptos
de variable ligada y libre similares a los de la logica de predicados.

Definicién 2.2 (Variables libres). El conjunto de variables libres de M € A,
denotado VL(M), se define como:

- VL(2) = {x}
=« VL(MN)=VL(M)UVL(N)
» VL(A2x.M)=VL(M) - {z}
Ejemplo 2.3. Variables libres.
= VL(Az.ay) = {y}
» VLOz.(\y.2y)) =@
» VL(z(\2.2y)) = {z,y}

Definicién 2.3 (Variables ligadas o acotadas). El conjunto de variables ligadas
de M € A, VA(M), se define como:

» VAz) =9

» VA(MN)=VA(M)UVA(N)

s VAQx.M) =VAM) U {z}
Ejemplo 2.4. Variables ligadas.

» VAQz.(Ay.x +vy)) = {z,y}

s VA(zyz) =2

» VA(Az.2z) = {x}

2.1.2. «a-equivalencia

Obsérvese que los lambda términos Ax.x y Ay.y representan a la funcion
identidad, ya que sélo difieren en el nombre de la variable ligada, de manera
que para el proceso de evaluacién nos gustaria tratarlos como iguales. En estos
casos decimos que estos lambda términos son a—equivalentes.

Definicion 2.4. Decimos que dos expresiones e, ¢’ son a-equivalentes y escribi-
mos e =, €' si difieren inicamente en los nombres de las variables ligadas

En adelante consideramos a dos lambda términos a-equivalentes como iguales.
Ejemplo 2.5. FExpresiones a-equivalentes.
= L2y =4 2.2y

= \zyz.xyzw =, Amln.minw
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2.1.3. Substituciéon

Otro concepto importante en el calculo lambda es la substitucién, la cual
consiste en reemplazar las presencias libres de una variable x en una expresion e,
por otra expresion e’. Denotaremos esta operacién como e[z := €’]. La definicién
de substitucién debe darse con mucho cuidado para evitar ligar variables libres,
por ejemplo, considere los siguientes lambda términos: A\y.y x © =, Az.z % x. La
substitucién [z := 2 *x y] (la y aqui estd libre), en ambos términos darfa como
resultado:

= (\yy*a)z=2xy] = (\yy* (2+y))
s (Azzxz)r:=2x%xy] = (Az.z2 % (2% y))

Noétese que las presencias de la variable y en el primer término, después de la
substitucion, estdn todas ligadas, mientras que en el segundo término no. Si
evaluamos ambos términos resultantes con 3 obtenemos:

s (Ayy*(2%y))3 — 3% (2%3)
n (Az.zx(2%Yy))3 — 3% (2x*y)

Por lo tanto estas expresiones han dejado de ser a-equivalentes, lo cual es inad-
misible.

Definicién 2.5. Para N, M € A y x una variable, la sustitucion de x por N
en M, escrito M[x := NJ,se define como:

» (A\y.A)[x := N] = My.(Alx := N]) si y sélo si y ¢ {x} UVL(N)

La definicién de substitucién evita la captura de variables libres, sin embargo
estd definida de manera parcial ya que (Az.x+y)[y := 2xz] no esta definida pues
x € VL(2xx). Este problema se soluciona al trabajar con la a-equivalencia. De
esta manera el problema anterior se resuelve como sigue:

Arx+y)ly:=2xz2] =4 Qww+y)|y:=2%*z] = Aw.w+ (2*x)
Ejemplo 2.6. Substitucion.
= (@tylle=2]=2+y

s (Az.z 4+ 2)(Azz)[z = z] = Qwaw + 2)(Ax.x)
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2.1.4. [-reduccion

La regla de reduccién conocida como B-reduccién proporciona la seméantica
operacional del calculo lambda y consiste en definir el proceso evaluacién. Para
esto se crea una copia del cuerpo de la lambda abstraccién y las ocurrencias de
las variables ligadas son remplazadas por el argumento, por ejemplo:

Marz+1)4—4+1
A continuacién definimos formalmente esta relacion.

Definicién 2.6 ([-reduccién). La S—reduccién de un solo paso se define co-
mo la mds pequena relacion —g sobre los términos lambda que satisface las
siguientes reglas de inferencia:

(Az.M)N —p3 M|z := N]

M —z M’ M —z M’ M —z M’
MN =5 M'N NM —5 NM e M —5 Ae M

A un término lambda de la forma (Az.M)N, se le llama S-redex, al término
Mz := N] se le llama reducto, un término M estd en S-forma normal, si no hay
un término N tal que M —5 N Escribimos M —75 M’ si M se reduce a M’ en
cero o mds pasos. —7j es la cerradura reflexiva y transitiva de —g

Definicién 2.7. La relacion =g (8 — equivalencia), es la cerradura reflexiva,
simétrica y transitiva de —g que satisface:
M =5 M

M —3 N M=3NN=4P
M= N M=5P

Ejemplo 2.7. S-reduccion
w (Az.ay)(Az.2) =g (Az.2)y =5 Y

w (Az.z)(My.z) =5 (Ay.2)

2.1.5. No terminacion del calculo lambda

El proceso de reduccién en el calculo lambda puede no terminar al existir
expresiones que no cuentan con una forma normal. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.8. No términacion del cdlculo lambda.
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Considérese la siguiente secuencia de reduccion:

(Az.zx)Ayyyy) —s Ayyyy) Myyyy) —s Oyyyy) Ayyyy)(Ayyyy) —ps

Por lo tanto el término (Azx.xx)(Ay.yyy) no tiene forma normal ya que el
proceso de reduccion continuard indefinidamente.

Un lambda término puede evaluarse a si mismo, por ejemplo si definimos:
w= (Az.2x), Q = ww entonces:

Q= (A\r.oz)w —g ww = Q

De manera que Q) se reduce a si mismo en un paso lo cual genera la sucesion
infinita de reducciones

Q—>BQ—>@Q—>5...

2.2. Expresividad del calculo lambda

El célculo lambda parece ser un lenguaje demasiado primitivo y poco ex-
presivo, sin embargo no es asi puesto que puede ser utilizado para codificar
estructuras como los niimeros naturales, booleanos, pares o listas, las cuales son
tipos de datos presentes en la mayoria de los lenguajes de programacién moder-
nos. De esta manera el calculo lambda puro puede ser visto como un prototipo
de lenguaje de programacién funcional. Veamos a continuacién algunos ejemplos
de codificacion.

2.2.1. Booleanos

Con el célculo lambda podemos codificar a las constantes de la légica (true,
false), asf como a las operaciones légicas usuales como sigue:

Definicién 2.8. Funciones booleanas.
= true := \zy.x
= false := A\zy.y
= not := Ay.y false true
= and := Azy.zxy false

» if-then-else= A\bac.bac

La constante true se define como una funcién que recibe dos pardmetros y
devuelve siempre el primero; la constante false por otro lado es una funcién
que recibe dos parametros y devuelve siempre el segundo; la negacién se define
como la funcién que recibe una funcién a la cual se le pasan como parametros
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true y false; if-then-else es la conocida estructura presente en la mayoria de los
lenguajes de programacion; and es el operador de la légica. Evaluemos unas de
esta funciones para corroborar que la definicién funciona.

Ejemplo 2.9. Reduccion de la funcion not.
not true — (Ay.y false true) true — true false true — false

not false — (Ay.y false true) false — false false true — true

2.2.2. Pares
El tipo de dato producto puede modelarse como sigue:
= pair := Msg.gfs
= fst:= \z.x true

= snd := Az.x false

Ejemplo 2.10. Si definimos (a,b) = pair a b entonces tenemos las siguientes
reducciones:

fst (a,b) — (Az.x true) (Ag.gab) — (A\g.gab) true — truea b — a
snd (a,b) — (Az.z false) (Ag.gab) — (Ag.gad) false — falsea b — b

2.2.3. Numeros naturales

Cémo se menciond al principio de esta seccién, los nimeros naturales no
forman parte del lenguaje del calculo lambda. Sin embargo estos se pueden
definir de la siguiente manera.

Definicién 2.9 (Numerales de Church). Sean s y x variables. El numeral de
Church n se define como n = Asx.s™x. Donde sz significa aplicar n veces s a
x.

Ejemplo 2.11. Algunos numerales de Church

Ejemplo 2.12. Una ves definidos los nimeros naturales, podemos definir fun-
ciones sobre €llos. Algunos ejemplos son:

» succ= Anfz.f(nfx)
= add= Anmfr.nf(mfzx)
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= mult= Amn.m(add n) 0

Acerca de como surgen estas definiciones podemos mencionar que sus origenes
estdn en ciertas definiciones dadas mediante especificaciones 16gicas. Para mayor
detalle véase [7].

2.2.4. Teorema de Church-Rosser

Considérese el siguiente término:

(Az.(A\y.y)z)e

Donde e representa un término del calculo lambda en forma normal. Tenemos
las siguientes formas de evaluarlo:

1. (Az.(A\y.y)x)e —g (A\y.y)e =g e

2. (Az.(Ay.y)r)e =5 (A\r.x)e —pe

Noétese que la forma en que se evalué fue distinta; En la primera substituimos la
x con e, en la segunda evaluamos primero la abstracciéon anidada sustituyendo la
y por x; tendriamos entonces que P = (Ay.y)e, y N = (Az.x)e, nétese ademds
que al evaluar P y N obtenemos e. Este ejemplo nos permite presentar un
teorema importante del clculo lambda.

Teorema 2.1 (Church-Rosser). Sean M,N,P € A tal que M —3 Py M —j
N, entonces existe Z € A tal que P —52ZyN—572

Demostracion. Para una demostracién de este teorema véase [23] O

Este teorema establece que si evaluamos un término M de dos manera distin-
tas, de tal forma que los resultados parciales que obtengamos son dos términos
N y P (no necesariamente en forma normal), entonces existe una serie de eva-
luaciones a partir de cada uno de ellos que nos conduciran al mismo resultado.
Este teorema tiene mayor relevancia para los términos con forma normal pues
establece que ésta es tnica.

Hasta aqui nuestro estudio del calculo lambda puro, el lector interesado en
profundizar en el tema puede consultar [14]. A continuacién presentamos la
versién con tipos simples del cédlculo lambda, que corresponde a un prototipo
de lenguajes de programacion con tipos.

2.3. Calculo lambda con tipos simples

Como se menciond al principio de este capitulo, el cdlculo lambda que Church
present6 resulté inconsistente, sin embargo, estas inconsistencias pueden ser
reparadas de dos maneras: reduciendo la expresividad del lenguaje o, siguiendo
la idea de Russell, introduciendo tipos (véase [12]). En esta seccién se verd el
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segundo enfoque, es decir el calculo lambda con tipos, el cual resulta ser intere-
sante por sus propiedades, aplicaciones y distintos sabores.

En el célculo lambda sin tipos representabamos funciones sin decir quienes
eran sus dominios y codominios (de hecho ambos eran los lambda términos), lo
cual podia llevarnos a situaciones no deseadas, como pasar un argumento a una
funcién que no sepa como manejarlo, por ejemplo pasar a la funcién x como
argumento a ella misma, es decir zx. Al asignar tipos a los lambda términos
evitaremos estos problemas.

Hay dos formas de agregar tipos al cdlculo lambda, a la Curryy a la Church,
introducidas por Curry y Church respectivamente. Ambos estilos representan
dos familias de sistemas de tipos distintas aunque equivalentes. En el calculo
lambda con tipos a la Curry cada término puede recibir un conjunto de tipos
posibles, inclusive el vacio; otra caracteristica importante es que los términos
tienen tipos implicitos. En la versién a la Church los términos tienen anota-
ciones de tipos explicitos, de tal manera que cada uno recibe un tnico tipo,
el cual es recuperable al analizarlo sintacticamente. Las versiones de Curry y
Church del célculo lambda corresponden a dos estilos distintos para el disefio
e implementaciéon de un lenguaje de programacion, en el primero un programa
puede ser escrito sin asignarle un tipo explicitamente, por lo que el compilador
se encargard de verificar si se puede asignar un tipo al programa, ésto sucedera si
el programa es correcto; ML y HASKELL siguen en gran medida este paradigma
de programacién. En la versién a la Church, un programa debe ser escrito junto
con su tipo, en este tipo de lenguajes la verificacién de tipos es mas facil, ya que
los tipos no deben ser inferidos, PASCAL sigue este estilo de programacion.

2.3.1. Calculo lambda con tipos a la Curry

El modeo de tipificaciéon implicita fue introducido originalmente para la
teorfa de combinadores (véase [14]), tiempo después la teoria fue modificada
de manera natural para el cdlculo lambda asignando elementos de un conjunto
de tipos a los lambda térmnos sin tipos. A continuacién presentamos el cdlculo
lambda con tipos simples a la Curry.

Definicién 2.10. Sea U un conjunto numerable, cuyos miembros serdn llama-
dos tipos basicos. El conjunto T de tipos simples es el conjunto definido por la
gramdtica

T:=U|T—-T

A — B es el tipo de las funciones de A en B. El constructor de tipos —
se asocia hacia la derecha, es decir si Ay, As,... A, € T entonces Ay — Ay —
. — A, se entenderd como (A1 — (Ag — ... (An—1 — A4,))).

Ejemplo 2.13. Si el conjunto de tipos bdsicos es U = {Nat, Bool} entonces
algunos tipos son:
Nat—Nat. FEl tipo de las funciones que a cada natural le asignan otro natural.

Bool—Bool. El tipo de las funciones que a cada booleano le asignan otro booleano.
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(Nat—Nat)— Nat. El tipo de funciones que a cada funcion de naturales en
naturales le asignan un natural.

(Nat—Nat) — (Bool—Bool). El tipo de funciones que a cada funcion de natu-
rales en naturales le asignan una funcion de booleanos en booleanos.

Definicién 2.11. Un contexto es un conjunto de pares de la forma T = {z; :
Ay, xn Ay} Donde Ay, As, ... Ay €T, x1,20,23,...,€ Var con x; # x;
sii#j

SiT'y A son dos contextos, escribimos I', A en lugar dede TUA y aT', {z : A}
como I', z : A. Cuando escribimos I'; A entendemos 'NMA = @.Unpare: A€l
se lee como “la expresién e es de tipo A”.

Definiciéon 2.12. La relacion de tipado I' - e : A donde I' es un contexto, e
es un lambda término y A es un tipo, se define recursivamente mediante las
siguientes reglas de inferencia:

Nz:AFx: A (Var)

I'x:AFt: B
I'Xet:A— B

I'rr:A—-=B T'Ft: A
I'rt: B

(E-Abs)

(I-Abs)
Veamos unos ejemplos de derivaciones de tipos.

Ejemplo 2.14. Derivaciones.

s I'={t:A— B,z: A}

I'+t:A— B
I'tx: B
z:AF Mtzx:(A— B)— B

FAzttr: A— (A— B)— B

Fz:A (E — Abs)
(I — Abs)
(I — Abs)

s '={z:At:A— B,r: B— (C}

I'-t:A— B I'txz: A
| . (E — Abs)

Tkr(tx): C
(I — Abs)
x9:A— Byx3: B — CkF A vr(tr): A— C} (I — Abs)
x9:A— BFAraor(te): (B—C)— (A—C) (IfA;)
FXtra.r(te) : (A— B) - (B—C) — (A—C) ’
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Propiedades

A continuaicén presentamos algunas de las principales propiedades del
célculo lambda con tipos simples a la Curry.

Definicién 2.13. El dominio de un contexto T' = {x1 : Ay, ...z, : An}
se define como: dom(I") = {x1, 22, ..., Tn}

Esta definicién serd util para enunciar algunas propiedades del cédlculo
lambda con tipos simples a la Curry.

Lema 2.1. Supongamos que I' =1t : A entonces:
1. SiT CTI entonces "+t : A (Monotonia,).
2. VL(t) C dom(T")

3. T'Ft: A donde dom(I")=VL() yI"CT

Demostracion. .

1. Induccién sobre la derivacién I' ¢ : A. Se tienen tres casos, que son
algunas de las tres reglas de derivacién.

2. De manera analoga.

3. De manera andloga.

O

La siguiente propiedad analiza la forma del tipo asignado a cada forma de
término. Es 1til para mostrar que ciertos términos no tienen tipos.

Lema 2.2. Lema de Generacion.

1. SiTkx: A entonces que x : A €T.
2. SiT' - rt: B entonces existe una A tal queT'Fr: A— Byl Ft: A.

3. SiTF Ax.t: C entonces existen A y B tal que Uyz : AFt: B. con
C=A— B.

Demostracion. Induccion sobre la derivacion I' = ¢ : A. O
Lema 2.3. Lema de substitucion.

1. SiT Ft: A entonces T[B:=C|+Ft: A[B:=C]
2. SiT,o:AFt: Byl Fr: AentoncesT Fitlx:=r]:B

Donde siT' = {z1 : A1... 2y : Ay} entonces I'[B := C] = {x1 : A4[B :=
Cl,...,xn: Ap|B :=C}

Demostracion. .



28 CAPITULO 2. SISTEMAS DE TIPOS

1. Por induccién sobre la derivacién de ¢ : A

2. Por induccién sobre la derivacién de I',z : A+ ¢: B

O

Algunos autores denominan enunciado a la declaracién e : A, donde e es
el sujeto y A el predicado.

Teorema 2.2 (Reduccién del sujeto o preservacion de tipos). SiT'Fr: A
yr —ps entonces's: A

Demostracion. Induccién sobre la generaciéon de — g usando 2.2y 2.3. Esta
demostracion es complicada ya que no tenemos anotaciones de tipos. [

2.3.2. Calculo lambda con tipos a la Church

Antes de dar la definicién formal explicamos de manera superficial la difer-
encia entre asignar tipos a la Curry y a la Church , la cual se observa en los
siguientes términos:

" Feurry (Azz)t A— A
* FChurch (Ax : AJ?) A=A

En el término Ax.z, el parametro x esta etiquetado en el sistema a la Church
por el tipo A. El significado intuitivo es que el término A\z.x toma el argumento
x de A. Esta mencién explicita del tipo en un término hace posible decidir si
un término tiene cierto tipo. Para algunos sistemas a la Curry este problema es
indecidible.

Definicién 2.14. Sea T un conjunto de tipos. El conjunto de términos se define
por la siguiente gramdtica:

Ap :=Var | Az : T.Ap | ArA7
Donde Var denota al conjunto de variables de términos.

Se adopta la misma convencién que en el Sistema a la Curry, respecto al
constructor —, de que asocia a la derecha

Definimos de manera anéloga el conjunto de tipos T, un contexto y su do-
minio, a los definidos en el sitema a la Curry y mantenemos las mismas conven-
ciones sobre ellos.

Definicién 2.15. La relacion de tipado T' - e : A donde T' es un contexto, e
es un lambda término y A es un tipo, se define recursivamente mediante las
siguientes reglas de inferencia:

Fz:AFzxz: A (Var)
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z:AFt: B

I'rt:A—-B T'kFr:A (E-Abs)
'FXx:At: A— B

I'tHtr: B

(I-Abs)

Ejemplo 2.15. Veamos las derivaciones andlogas a las del ejemplo 2.14

s I'={r:A— B,z: A}

I'tr:A—B FFz:A (E — Abs)

I'Frx:B
T—Ab
z:AFMA:A—Brz:(A—B)— B ( s)
5 (I — Abs)

FA:Ar:A— Brz: A— (A— B) —

s I'={2:A,t:A—-B,r:B—C}

'-¢t:A—B F'Fx:A (E — Abs)

'cr:B—-C I'ttx: B (E — Abs)
Itr(te): C (1 — Abs)
22:A— B,xzg: B—CkFX\x:Ar(te): A— C} (; Abs)
22: A= BFAM:(B—-Cx:Ar(z): (B—-C)—(A—-C) °
(I — Abs)

FX:(A—=B)yr:(B—-Clx:Ar(tz):(A—-B)—-(B—-C)— (A—-C)

Observacion 2.2. Al igual que en el calculo lambda puro, podemos definir:
variables libres, variables acotadas, substitucion, y B-reduccion. Las definiciones
son andlogas y por lo tanto se omiten.

Definicion 2.16. FEl conjunto de de lambda términos vdlidos en el sistema a la
Church es

A={teAr |30, A, THt:A

Propiedades

En el sistema a la Church también se cumplen el lema de generaciéon, sub-
stitucion y la preservacion de tipos. Las demostraciones son andlogas a las pre-
sentadas en el sistema a la Curry por lo cual se omiten.

Lema 2.4. Supongamos que I' = M : A entonces:
1. siT CTV entonces IV M : A
2. VL(M) C dom(T")
3. T"F M : A donde dom(I') =VL(M) yI' C TV

Demostracion. Anéloga al caso a la Curry. O
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La siguiente propiedad no se cumple para el cédlculo lambda con tipos a la
Curry.

Teorema 2.3 (Unicidad de tipos). .

1. SiTHt: A, T'Ht: B entonces A= B
2. SiI'Ft: A, I'r:Byt=gr entonces A=DB

Demostracion. .
1. Induccién sobre la estructura de ¢

2. Por el teorema de Church-Rosser para At y por la propiedad de reduccién
del sujeto.

O

2.3.3. Problemas de decision

Del analisis de la terna I' - ¢ : A, surgen varios problemas de decisién, por
ejemplo:

= Problema de verificacién de tipos. Dados t, I, y A € T decidirsi I' - ¢ : A.

= Problema de asignacion de tipos. Dado ¢, decidir si existen I' y A tal que
rHt: A

= Problema de pertenencia o habitacién (type inhabitation). Dado A € T
decidir si existen I' y ¢ tal que '+ ¢ : A.

Estos no son lo tnicos problemas que surgen del anélisis de laternaI' ¢ : A,
pero son los que més nos interesaran en este trabajo, ya que su importancia no
solo radica en la légica si no también en los lenguajes de programacion; ademas
la mayoria de los otros problemas resultan ser equivalentes en complejidad, en
cuanto a espacio, a uno de estos tres problemas (véase [23]).

En el contexto de lenguajes programacién estos problemas tienen gran rele-
vancia. La verificacion de tipos, por ejemplo, permite prevenir errores de pro-
gramacién, por lo que muchos lenguajes implementan un mecanismo que les
permita verificar que la asignacion de un tipo A a un programa t dentro de un
contexto de variables locales I' sea correcto. La asignaciéon de tipos consiste en
implementar un algoritmo que permita determinar los tipos de un programa,
por lo regular este problema es maés dificil que la verificacién de tipos porque
el algoritmo debe operar correctamente sin la necesidad de especificaciones de
tipo del programador, para lograr ésto el algoritmo debe resolver ecuaciones de
tipos. El problema de pertenencia desde el punto de vista de un programador
puede ser visto como: un tipo vacio, es decir un tipo que no puede ser asignado
a ningun término, es una especificacién que no puede ser completada por niguna
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frase de programa. Resolver el problema de pertenencia signfica la habilidad de
excluir tales especificaciones en tiempo de compilacion.

En algunos sistemas, como en el presentado en la seccién 2.3.2 el problema
de la asignacién de tipos se reduce al problema de verificacién de tipos (una
demostracién pueder ser consultada en [23] ). En otros sistemas estos problemas
resultan indecidibles. En el siguiente capitulo se dara otra interpretacién a estos
problemas en el contexto de la légica.

2.4. Normalizacion de la g-reduccion

En la seccién 2.1.5 se menciond que en el calculo lambda puro no todo térmi-
no tenia una forma normal. Pero ya que hemos presentado al cdlculo lambda con
tipos simples una pregunta interesante es: jtodo término del calculo lambda con
tipos simples a la Church tiene una forma normal?. La respuesta es si, inclusive
todo término del calculo lambda con tipos simples es fuertemente normalizable,
lo que significa que no existe una reduccién infinita M = My —g My —g ...
para todo término Mji, es decir que no importa como evaluemos una expresion
bien tipificada, debemos terminar en algiin momento. Desde el punto de vista
computacional esta propiedad la podemos entender como: todo programa de
un lenguaje basado en el cédlculo lambda con tipos simples puede no terminar
s6lamente si hace uso de un ciclo infinito o una llamada recursiva o un tipo de
dato circular.

2.5. Extensién con sumas y productos

En las dos tltimas secciones presentamos al cdlculo lambda con tipos sim-
ples. En ambos sistemas todo término era una funcién. Sin embargo, como
nuestro interés se centra en la aplicacion de estos sistemas en los lenguajes de
programacién, y dado que en éstos son necesarias otras estructuras de datos,
presentamos en esta seccidon una extension al cdlculo lambda con tipos a la
Church, con el propdsito de anadir estructuras de datos simples que nos per-
mitan mayor expresabilidad. En el contexto de la légica, extender el sistema a
la Church nos facilitard presentar la relacién que guarda el célculo lambda con
tipos y LPI en el siguiente capitulo.

Definicién 2.17. Sea U un conjunto numerable, cuyos miembros serdn llama-
dos tipos bdsicos. El conjunto T de tipos extendidos es el conjunto definido por
la gramdtica

T:=U|T—-T|TxT|T+T| void
Los constructores x y + tendran mayor precedencia que — por lo que tipos

como A+ B — B x C deben entenderse como (A + B) — (B x C). Ademds
preservamos las convenciones del sistema anterior.



32 CAPITULO 2. SISTEMAS DE TIPOS

Definiciéon 2.18. El conjunto extendido de términos estd definido por la si-
guiente gramatica:

Ar =...|fst Ap | snd At | (Ar,Ar) | inl"Ax | inrTAr | abortrA | case(Ar, V.AT, V.AT) : T

Aqui solo se presentan los nuevos términos, entendiendo que también se
consideran los presentados anteriormente; el concepto de contexto se define de
manera analoga.

Definicién 2.19. La relacion de tipado T' - e : A donde I' es un contexto, e
es un lambda término y A es un tipo, se define recursivamente mediante las
siguientes reglas de inferencia:

I'z:AkFx: A (Var)
I'z:A+t¢: B 't:A—B TFr-A
THFMN:At: A— B (I-Abs) TFér:B (E-Abs)
I't:A T'kr:B '-t:AxB 't:AxB
IProd) LEt:AXB  p ThHt:AXB , .
Tr ity axp (Pl Tggr g (B0l —pigga (BPod)
I'Ht: A I'—¢t:B
Trinant: Br A (7 Trmpat-azg (5
'~t:A+B T,2:AF7r:C T,y:BFs:C ( B-Sum)

I'F case(t,z.r,y.s) : C

I'x: void
T'aborty z: A

Supongamos que A, B € T, un elemento de A + B es un elemento de A o
de B junto con un indicador de a cual pertenece; void es el tipo vacio; A x B
es el tipo producto cuyos elementos son parejas (x,y) donde y € By z € A.
Con respecto a los nuevos lambda términos tenemos que inl y inr son funciénes
de inyeccién, el término case(t, z.r, z2.s) : C puede ser visto como un andlisis de
casos sobre el término ¢ para determinar un término de tipo C.

(void)

Ejemplo 2.16. Veamos algunos ejemplos

» I'={2:Ax B}

INy:Aksndz: B
FkFfstz: A 'kXy:Asndze:A— B
I'F (fstz,\y: A.sndz): Ax (A— B)
FAx:Ax B (fstz,\y: A.sndz): (Ax B) — (Ax (A— B))

(I — Abs)
(I — Prod)
(I — Abs)
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« P={f:(A+B)—>C,z: A}

NFxz: A

Itinlaypz: B+ A 'cf:(A+B)—C
T+ f(inlarp) : C

FAf:(A4+B)—=Cxx: Af(inlayp): (A4+B)—-C)— (A—-C)

(I — Sum)

(E — Sum)
(I — Abs)

2.5.1. Reduccion

Noétese que al agregar nuevos términos al calculo lambda con tipos simples
obtenenmos nuevas reglas de reduccién, las cuales definimos a continuacién.

Definicién 2.20. La relacién de beta-reduccién sobre los términos extendidos
se define como la mas pequenia relacion compatible —g que extiende la beta-
reduccion ordinaria de la siguiente manera:

w fst(t,r) —pgt
snd (t,r) —gr

» case (inlt,z.r,y.s) —g rlz =t
case (inrt,z.r,y.s) —g sly :=t]

Observacion 2.3. Se preservan todas las propiedades enunciadas para el cdlcu-
lo lambda con tipos simples.

En este capitulo se dié una breve introduccion a los sistemas de tipos asi como
la presentacion del cédlculo lambda puro, del cual se estudié parte de su poder
expresivo y su cercania con los lenguajes de programacién. Lo anterior nos ha
servido principalmente para introducir el calculo lambda con tipos simples en
dos estilos a la Curry y a la Church, ademas de una extensién con sumas y
productos del célculo lambda a la Church. En resumen en este capitulo se han
presentado los siguientes sistemas: Cédlculo lambda puro (A), cdlculo lambda
con tipos simples a la Curry ( a”ry), célculo lambda con tipos simples a la
Church (AGjuren), ¥ @ la Church con tipos extendidos (Ag; ). Por lo tanto
estamos en condiciones de presentar el tema central de esta tesis el isomorfismo
de Curry-Howard, que relaciona dos formalismos presentados: el sistema DN
para LPI y )\g,;z;jh.
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Capitulo 3

El isomorfismo de
Curry-Howard

En 1958 Haskell B. Curry, observé que ciertos combinadores con tipos podian
ser vistos como representaciones de pruebas de ciertas proposiciones (ver [17]).
A partir de esa observacién Howard, en 1969, describié una correspondencia que
asocia proposiciones, demostraciones en deduccién natural y normalizaciéon de
demostraciones con tipos, lambda términos y normalizacién de la (G-reduccion,
respectivamente. Esta correspondencia se conoce hoy como el isomorfismo de
Curry-Howard, el cual vincula a las demostraciones de la logica con la nocién
de computo. Como una consecuencia de este hecho, se han desarrollado varios
lenguajes de especificacién formal como la familia de lenguajes AUTOMATH
desarrollada por N.G. de Bruijn en los anos sesenta cuyos descendientes actuales
son los sistemas de manejo de demostraciones formales automatizados basados
en teorfas de tipos como COQ e ISABELLE (ver [33] y [32]).

Para algunos, en especial Wadler (véase [25]), esta correspondencia estd a
la par con la relacién entre la teoria de la relatividad de Einstein y la fisica
cuantica de Dirac, por su elegancia e importancia, con la diferencia de que en
nuestro caso las matematicas son mucho mas simples.

Antes de pasar a la descripcién formal veamos un ejemplo. Considérense las
siguientes derivaciones en la légica proposicional intuicionista del capitulo uno
y en el cdlculo lambda extendido del capitulo dos, respectivamente.

I'={AAB}
T, AFAAB
’—(/\E)
TEpal o 35 D)
=== (A1)

'-AAN(A— B)
F(AAB)— (AAN(A— B))

35



36 CAPITULO 3. EL ISOMORFISMO DE CURRY-HOWARD

AR
Iy:Arz:AxB (E — Prod)
M(E—P 0 INy:AFsndz: B (I — Abs)
FHfstz: A "o 'My:Asndz:A— B (I—Prid)
I (fsta,hy s Asnda) A x (A— B) (I — Abs)

FAx:Ax B. (fstz,\y: A.sndz): (Ax B)— (Ax (A— B))

Tomemos la raiz de la segunda derivacién, quedémonos sélo con el tipo, es
decir (A x B) — (A x (A — B)) y cambiemos x por A, lo que resulta es
(AANB) — (AN (A — B)), que es una férmula vélida en LPI, de hecho una
demostracion de élla es la primera derivacién. Nétese ademads que la derivacion
de esta férmula es en cierto sentido igual a la derivacién del término Az : A x
B.{(fstz,\y : A.sndz). Este término también nos dice como construir una
derivacién para la férmula obtenida, puesto que cada constructor de término
corresponde a la aplicaciéon de una regla de tipos. De esta manera el término
lambda puede ser visto como una codificacién de la primera derivacion.

Esta relacion entre derivacion de tipos y demostraciones en deduccién natu-
ral, es lo que se conoce como el Isomorfismo de Curry-Howard. El cual formal-
izamos a continuacién.

3.1. El isomorfismo de Curry-Howard

El isomorfismo o correspondencia de Curry-Howard es un principio funda-
mental en la teoria de tipos. De manera superficial este isomorfismo establece
que hay una correspondencia entre proposiciones y tipos, de tal manera que
las demostraciones o derivaciones de una proposicién corresponden a programas
con un tipo dado. Es decir, dada una proposiciéon A existe un tipo A* tal que a
cada derivacién o demostracion de A le corresponde una expresion o término e
de tipo A*. Entre otras cosas esta correspondencia nos dice que las demostra-
ciones tienen un contenido computacional y que los programas son una forma de
demostracion. Ademas sugiere que las caracteristicas de los lenguajes de progra-
maciéon pueden generar conceptos en la logica, e inversamente. Es importante
destacar que esta correspondencia que inicié como una modesta observacion
acerca de tipos y légicas, se ha desarrollado hasta convertirse en un principio
central del diseno de lenguajes de programacion y sus implicaciones atin estan
siendo exploradas. Si bien el isomorfismo original se da para la légica minimal,
en la actualidad se ha extendido a diversas logicas, de manera que podria de-
cirse que existen muchas correspondencias de Curry-Howard, de las cuales la
presentada aqui es para el cdlculo lambda a la Church con tipos extendidos.

Definicién 3.1. Sea A una férmula. Definimos el tipo asociado a A, denotado
A* como sigue:
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1* = void
(ANB)* = A*xDB*
(AvB)* = A*+DB*
(A— B)* = A*— B*

Se observa que la transformacion * es biyectiva por lo que tiene una inversa
denotada #. En particular si A es una férmula y B es un tipo entonces (A*)# =
Ay (B¥)* = B.

Dado un contexto 16gico I' = {41,..., A, } definimos el contexto de tipos
I'* como I'* = {z1 : A},...,x, : A;}. Andlogamente dado un contexto de
tipos I' = {x1 : By,...,2, : B,} definimos el contexto légico I'# como I'" =
(B¥,...,B#}.

Ahora estamos listos para enunciar el isomorfismo.

Teorema 3.1 (Isomorfismo de Curry-Howard). Sean A una férmula, B un tipo,
' un contexto légico y A un contexto de tipos.

1. SiT F A entonces existe un término e tal que I'* e : A*
2. 8i AFt: B entonces A¥ - B#

Demostracion. .
1. Induccién sobre la derivaciéon I' = A

= Caso Base _
Tara P

Consideremos (T', A)*, usando (Var) tenemos I'*, z,, : A* F z,, : A,

por lo tanto tenemos e = x,,

= Si la derivacién termina en:

I,BFA

resoa 0

Por hipétesis de induccién sabemos que existe un término ¢ tal que
I'*,x: B*Ft: A*. Usando (I-Abs) obtenemos I' - \x : B*.t : B* —
A*, de donde e = \x : B*.t.

» Si la derivacién termina en:

I'rA— B I'-A
I'+B (= E)

Por hipétesis de induccion sabemos que existen términos t y r tal
que I Ft: A* - B* yI'*F r: A*. Usando (E-Abs) obtenemos
'™ - tr: B*, y definimos e = tr.




CAPITULO 3. EL ISOMORFISMO DE CURRY-HOWARD

» Si la derivacién termina en:

A
'rAvB
Por hipétesis de induccién tenemos que existe ¢ tal que I'* ¢ : A*.
Usando (I-Sum) obtenemos I'* F inlg«yp+t : B* + A*, donde e =
in|A*+B* t.
El otro caso para (VE) es andlogo.

(VI)

» Si la derivacién termina en:

'AVB rARC I,B-C
T'eC
Por hipétesis de induccion sabemos que existen t,r,s tal que I' - ¢ :
(AVB)*esdecir ' Ft: A+ B*, T*,z: A Fr:C"yTI™y:
A* s : C*. Usando (E-Sum) tenemos I'*  case(t, z.r,y.s) : C*.
Asf definimos e = case(t, z.r,y.s)

(VE)

» Si la derivacién términa en:
I'AAB
I'FA

Por hipétesis de induccién sabemos existe ¢ tal que I'* ¢ : (AA B)*,
usando (F — Prod) sabemos que de I' - fst ¢ : A*, donde e = fst t.

De manera anéloga para el otro caso de (AE)

(NE)

= Si la derivacién términa en:

'-A I'B
'-AAB

Por hipdtesis de induccién sabemos que existen ¢ y r tal que I'* +
t: Ay I r: B*, usando (I — Prod) tenemos que I'* F (¢,7) :
A* x B*, donde e = (t,7).

De manera andloga para el otro caso de (AI).

(A)

» Si la derivacién termina en:
'L
T'HA

Por hipétesis de inducciéon sabemos que existe ¢ tal que I'* ¢ : void,
usando (void) tenemos que I'* - abort4 ¢ : A, donde e = aborty ¢t : A

(LE)

2. Induccién sobre la derivaciéon A -t : B

= Case base

Nz,:AFx,: A (Var)

Por definicién {T', z,, : A}* esigual a: '#, A#  y por lo tanto tenemos
I'#, A% = A# usando (Hip).



3.2. CONTENIDO COMPUTACIONAL Y CODIFICACION DE LAS DERIVACIONES39

» Si la derivacién termina en:

Ax:A+-t: B
AFXr:At:A— B

Por hipétesis de inducciéon sabemos: (A,z : A)# + B¥, es decir
A%, A# = B#, por lo que, usando la regla (— I) tenemos A%
A% — B es decir, A¥ - (A — B)#.

» Si la derivacién termina en:
AFt:A—-B AkFr:A
Artr:B

Por hipétesis de induccién sabemos: A% I (A — B)# es decir A% -
A% — B#; ademas sabemos A# F A#. Usando (— FE) tenemos
A#* b B#.

» Si la derivacién termina en:

AFt:A Ab-r:B
AF(t,r): Ax B

Por hipétesis de induccién sabemos A# = A# y A# = B#. Si usamos
(AI) tenemos A% = A# A B# que por definicién es: A% = (A x B)#

Los demés casos son analogos.

O

3.2. Contenido computacional y codificacion de
las derivaciones

Dada una derivacion légica I' = A el teorema 3.1 garantiza la existencia de
una expresion e y de una derivacion de tipos I'* F e : A* y viceversa. Més
aun la demostracion de este teorema nos deja ver que la estructura de am-
bas derivaciones es idéntica. Este hecho justifica formalmente la afirmacién de
que las demostraciones logicas tienen un contenido computacional, a saber la
demostracion légica I' = A tiene contenido computacional e, puesto que am-
bas derivaciones son esencialmente la misma. Esto implica que la derivacién
I' F e: A* reciba dos lecturas distintas, si omitimos el uso de la operacién *, a
saber:

= Légicamente: I' - e : A significa que la férmula A es derivable a partir de
las hipdtesis I' y e es un cddigo de demostracion para dicha derivacion.

= Computacionalmente: I' - e : A significa que e es un programa con tipo A
y variables locales en T'.
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Maés adn, visto logicamente el cédigo de demostracion e permite definir de
manera formal los principios constructivos dados por la intepretacién BHK de-
scrita en la definicién 1.4.

Veamos con detalle estas afirmaciones para cada operador légico.

3.2.1. La implicacién

Introduccién de la implicacién

I'N'z:AFe: B
I'FX:Ae: A— B

El c6digo de demostracién es Ax : A.e que representa a una definicién de la
funciéon x +— e, donde usualmente x figura en e. Bajo la interpretacién BHK,
este codigo o programa es precisamente el método funcional que transforma a
cada derivacién x de A en una derivacién e de B.

Eliminacién de la implicacién

'rf:A—-B THFt:A
I'-ft:B

El codigo de demostracion f es un método funcional que transforma cada
derivacién de A en una derivacién de B; t es el ¢c6digo de una demostracién par-
ticular de A, por lo tanto bajo la interpretacion BHK, el cédigo de demostracién
ft es la aplicacion de la funcién f a la demostracién ¢ de A que, por definicién
de f, transformard a t en una demostracién de B.

En programacién funcional f es un programa que recibe como pardmetro el
programa t, de tipo A y que regresa como salida una expresién de tipo B que
representa la evaluacion de f en t.

3.2.2. La conjuncién

Introduccién de la conjunciéon

I't: A T'r: B
' {(t,r): AxB

El cédigo de demostracién (t,r) bajo la interpretacién BHK es una con-
struccién de t y r, que son cédigos de demostraciéon de A y B respectivamente.
En programacién funcional esta construccién representa a un procedimiento que
permite construir un programa a partir de dos programas previos donde el nuevo
programa seré del tipo A x B.
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Eliminaciéon de la conjuncién

I't:Ax B
I'Hfstt: A

El c6digo de demostracion de t bajo la interpretacion BHK es una construc-
cién de una demostracién de A y B , por lo que el cédigo de demostracién fst ¢
es un procedimiento que nos permite obtener el cddigo de demostracién de A, a
partir de de ¢. De manera analoga para sndt. Esta regla nos permitiria obtener
de algtin programa de tipo A X B su primer componente, que seria un progra-
ma de tipo A. La regla para snd es semejante a ésta y nos permite obtener la
segunda componente, es decir un programa de tipoB.

3.2.3. La disyuncion

Introduccion de la disyuncién

I'Ht: A
F}—inlA_‘_Bt:B—FA

La expresion inlt corresponde, bajo la interpretacién BHK, al par (1,t),
donde t es un cédigo de demostracion para A. Andlogamente inrt corresponde
al par (2,t), donde ¢ es un cédigo de demostracién de B. En lenguajes de pro-
gramacién esta regla corresponde a la inyeccién de valores de un tipo en un tipo
mas general, esto se conoce en programacion funcional como un tipo opcién o
variante.

Eliminacién de la disyuncién

I'tt:A+B T,2:AFr:C T,z9:BFs:C
I'F case(t,z.r, x2.5) : C

t es un codigo de demostracién de AV B; Ax : A.r, y Azs : B.s son métodos
funcionales que transforman a cada derivacién de A o B en una de C' respecti-
vamente, por lo que el cédigo de demostracion case(t, z.r, z2.s) es un programa
que evalua si ¢ es un cédigo de demostracién de A o de B, y lo transforma en
una derivacién de C usando los métodos correspondientes.

En lenguajes de programacién esta regla la podemos ver como una evaluacién
por casos, el término o condicién a evaluar es t, de tipo A + B, en caso de que
el valor obtenido pertenezca a A se asigna a t el valor de r, en caso contrario
se le asigna el valor de s, como ambos son del tipo C' siempre devuelve algo de
este tipo.

3.2.4. El falso
Elminacion de void

I'-1t: void
I'abortyt: A
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Esta regla computacionalmente puede ser vista como el lanzamiento de una
excepcién sin manejo, es decir en el caso de suceder algun evento inesperado,
lo cual se indica al derivar void, se interrumpe el flujo normal del programa de-
volviendo como resultado una expresion abort; que podria ser de cualquier tipo
A.

Ejemplo 3.1. Veamos finalmente un par de ejemplos de codificacion de de-
mostraciones.

= El lambda término Az : A.x de tipo A — A, codifica una demostracion
de A — A, de la siguiente manera: Del cuerpo de la lambda abstraccion,
sabemos que debemos usar nuestra hipdtesis codificada por x, la lambda
abstraccion nos dice que después debemos usar la regla de introduccion
de la implicacion, descargando nuestra unica hipdtesis y obteniendo la
demostracion buscada, es decir:

AFA

aioa D

= Una demostracion de A — (A — B) — B se encuentra codificada por el
lambda término: \y : Adx : A — B.xy. Codificando nuestras hipdtesis
de la siguiente manera: A — B con x, y y para A. Una demostracion
codificada de B, dadas nuestra hipdtesis, se encuentra en el cuerpo de la
lambda abastraccion mds a la derecha, la cual es la aplicacion xy, por
lo que debemos usar la regla de eliminacion de la implicacion, con nues-
tras dos hipdtesis, para obtener B. Lo que resta es hacer uso de la regla
de introduccion de la implicacion dos veces, descargando primero nuestra
hipdtesis codificada con x, y al final la codificada con y. La derivacion
resultante es:

A— B,AFrA— B A— B,AF A
ASBAFB
(= 1)
AF(A—B)— B (= 1)
FA—-(A—B)—B

(— E)

Después de la discusion y ejemplos anteriores es claro que los lambda térmi-
nos que reciben un tipo de acuerdo a las reglas dadas proporcionan una notacién
lineal para las derivaciones légicas correspondientes.

Otras observaciones interesantes del isomorfismo de Curry-Howard son las
siguientes: Las codificaciones, pueden ser vistas como las construcciones de
la interpretacion BHK de LPI; a cada construccién le corresponde una sola
proposicién, pero como una proposiciéon puede ser demostrada de distintas for-
mas, puede que haya mas de una construcciéon por cada proposicion; los tipos
corresponden a las férmulas de la LPI, y los constructores a los conectivos.

Considerese los siguientes problemas en el calculo lambda:
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» Dado A € T decidir si existen I y ¢ tal que ' ¢ : A (inhabitation)

= Dado ¢, decidir si existen I" y A tal que I' - ¢ : A ( Asignacién de tipos)
Son equivalentes,respectivamente, a los siguientes problemas en la légica:

= Verificar si una férmula es demostrable.

= Dada una codificacién t, decidir si corresponde a una prueba valida. En
otras palabras decidir si hay una férmula A tal que t codifica una prueba
de A.

3.3. Normalizacion y f—reduccién

En el capitulo uno se hablé brevemente sobre la normalizaciéon de demostra-
ciones; se dijo que la eliminacién de redundancias en éllas ayuda a su estudio.
Una ves presentado el isomorfismo de Curry-Howard la pregunta obligada es ja
qué corresponde el concepto de normalizacion de demostraciones bajo el este
isomorfismo? para responder esta pregunta veamos unos ejemplos.

T'FA I'-B
I'-AAB
r-A

Esta es una derivacién de A redundante, ya que después de usar (A) usamos
(AE), por lo que podemos encontrar una demostraciéon més sencilla, por ejemplo:

(A)
(NE)

'A
Por lo tanto, podriamos decir que la primera derivacién se reduce o simpli-
fica a la segunda (para decir que D; se simplifica a Dy, donde Dy y Dy son
derivaciones escribimos D1 — Dy ) es decir:

T'HA I'+B - :
I
TFA4AB (AE<)A) T+ A
T'HA
Usando la codificacién de estas demostraciones mediante lambda términos
obtendriamos:

't: A I'r:B
Pk {(t,r)y: AxB
DhHfst(t,r): A

(I — Prod) -

(E — Prod) r-t: A
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Es decir la regla de reduccién: fst (t,r) — t.

Veamos otro ejemplo.

I AFB
reass D
I'FB

Esta derivacion nos dice que hay una prueba de B con hipétesis I' y A, pero
adicionalmente hay una prueba de A con hipétesis I' entonces hay una prueba
de B con hipétesis T', lo cual nos da la regla derivada (Sust).

I'A+B 'A
'-B
De donde notamos que la hipétesis A en I'; A - B es redundante. Asi la de-
mostracién I' F B se construye a partir de la demostracién I', A - B sustituyen-
do todas las presencias de A por la demostracién I' F A. Esto se hace explicito
cuando introducimos anotaciones:

(Sust)

I'x:A+t: B
Frac:Ata—p 14
'k (\z:At)r: B

I'r: A (E—AbS)

I'z:AFt: B I'Fr: A
Fkitlxz:=7r]:B

(Der)

Como cada regla de introduccién introduce un constructor (una lambda
abstraccién, un par o una inyeccién) y cada regla de eliminacién introduce un
destructor (aplicacién, proyeccion, etc) entonces un redex corresponde al uso de
una rxegla de introduccion seguida de la correspondiente regla de eliminacion.
Por lo tanto las reducciones en los términos corresponden a la normalizacion de
demostraciones.

Observacion 3.1. Las demostraciones que no estdn en forma normal son de-
mostraciones sin sentido desde el punto de wvista puramente logico, pero que
al tomar en cuenta al isomorfismo de Curry Howard del lado computacional
corresponden al mecanismo de evaluacion de un rudimentario lenguaje de pro-
gramacion funcional.
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3.4. Curry-Howard y programacion

Desde un punto de vista més pragmatico, y para resaltar al calculo lambda
como fundamento de los lenguajes de programacién funcionales veremos como el
isomorfismo de Curry-Howard nos permite visualizar a los sistemas de deduccion
natural como una especie de lenguaje de programacion funcional, donde las
férmulas de la légica corresponden a los tipos del lenguaje, las demostraciones
o derivaciones corresponden a programas del mismo; y donde verificar si una
demostracion es correcta, en un contexto dado, es equivalente a verificar que
un programa tiene un tipo legal en el contexto. Por lo tanto si en la légica
I' - M : A significa que A es derivable a partir de I', y M es una codificacién de
tal derivacién; en computacién significa que M es un programa de tipo A con
variables locales en T'.

Veamos algunos ejemplos mas. No se escriben las derivaciones completas, ya
que los programas indican los pasos que se deben realizar para obtener el tipo
asignado.

« Az Ainlgipz:A— AVB

s FAXx:AAB.sndz: ANB— B

«» P:A->B,Q:B—->CFXx:AQ(Pzx): A= C

s FX\z:BM\y:Az:B— (A— B)

«-M:(ANB—-C)— (A—-B—=()

« M1 AAB—CAx:AXy: B.f(z,y): (ANB—C) — (A— B — C)
» f:A->B—->CFXM:AAB.(f(fstz))(sndz): ANB —C

s fiAVB - CFAx: Af(inlaspz): A—C

= 2:AVB,f:A—C,g: B— Ct (case z,y.fy,2.92) : C

= f:A—>B,g:C — D,x: AVCt (case z,y.inlgsp fy,z.inrpLpgz) :
BV D

w2 (AAB)V(ANC) I (casex, y. (fsty,inlprco(sndy) ), z. (fstz,inrprc(snd 2)) )
AN(BVC)

» 2 : AN(BVC) & (casesnd z,y. inl ax By+axc) (fstz,y); 2. inr(ax Byt axc) (fstz, 2)) :
(AANB)V(AAC)

Para finalizar mostramos una clase especial de derivaciones redundantes cuyo
contenido computacional es de suma importancia.
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3.4.1. Numerales de Church

Consideremos las siguientes derivaciones

p—pptp p—ppbp—p (= E)
p—p,pkp (1)
(= 1) p—pkp—p (1)
-

F(p—p) —p—p

p—p,pkp p—p,pkEp—p (= E)
p—p,pkp p—p,pkp—p (= E)
p—p,pkp (= 1)
p—pkEp—p (1)
Fp—p) —p—p

Estas derivaciones parecen no tener mucho sentido, ya que son redundantes.
Sin embargo bajo el isomorfismo de Curry-Howard codificando las hipétesis de
la siguiente manera: f :p — p y z : p. Obtendriamos lo siguiente:

= Mfip—plr:ipx:(p—p) —p—p

» Afip—oprripfri(p—p) —p—p
= AMfip—prz:pffr:(p—p) —p—p
= AMfip—prr:ipflei(p—p)—p—p

Que son, recordando la seccién 2.2, los numerales de Church. Por lo tan-
to existen derivaciones en la logica que a pesar de ser redundantes y de no
tener un uso importante, gracias al Isomorfismo de Curry Howard toman gran
importancia.

3.5. Resumen

En la siguiente tabla se resume lo més importante de este capitulo

A LPI

Variable de Tipo Variable proposicional
Tipo férmula

Constructor de tipo Conectivo

Asignacién de tipo Demostrabilidad

Redex Demostracion redundante

Normalizacién de f-reducciéon  Normalizacién de pruebas
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El tema central de esta tesis ha sido discutido, desde un punto de vista
tedrico principalmente. Sin embargo es de nuestro interés mostrar desde del
punto de vista préctico la importancia del isomorfismo de Curry-Howard en los
lenguajes de programacién funcionales. En el siguiente capitulo se presenta la
descripcion e implementacién de un pequeno lenguaje basado en gran medida
en el isomorfismo presentado.
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Capitulo 4

MinHaskell

En este capitulo presentamos de manera formal un pequefio lenguaje de
programacién al cual llamamos MINHASKELL, escrito en HASKELL, un lenguaje
de programacion funcional y de evaluacion perezosa. MINHASKELL esta basado
en MINML de Frank Pfenning ( véase [10]).

4.1. Programacion funcional

El paradigma de programacion funcional ha crecido en popularidad durante

las ultimas décadas, desde sus inicios con los primeros dialectos de LISP al dia
de hoy con la disponibilidad de diversos lenguajes de propésito miltiple, como
STANDARD ML y HASKELL.
Los lenguajes funcionales son usados cada vez con més frecuencia como com-
ponentes de sistemas mas amplios debido a su facilidad de interaccién, la cual
usualmente se realiza sin sacrificar su elegancia seméantica. Ademéas proporcionan
un marco donde las ideas cruciales de la programaciéon moderna se presentan
de la manera més clara posible. Esto se refleja mediante el amplio uso en la
ensefianza en ciencias de la computacién y en su influencia en el disefio de otros
lenguajes. Un caso relevante es el disefio de G-JAVA, cuyos mecanismos genéri-
cos se modelan directamente con el polimorfismo de HASKELL.

Aunque existen diferencias entre los diversos lenguajes de programacion fun-
cional, también hay un amplio consenso acerca de las caracteristicas principales
de los mismos, las cuales mencionamos a continuacion:

= Funciones de primera clase: Las funciones pueden ser pasadas como ar-
gumentos, y devueltas como resultados de otras funciones; un ejemplo es
la funciéon map, la cual toma una funcién, digamos f, como argumento, y
devuelve la funcién que toma una lista, xs, como argumento y devuelve
la lista resultante de aplicar f a cada elemento en xs.

= Sistemas fuertemente tipados: El lenguaje contiene distinciones entre di-

49
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ferentes valores, clasificando valores similares en tipos. La tipificacion de
valores restringe la aplicaciéon de operadores y constructores de datos, por
lo que errores en los cuales, por ejemplo, dos valores booleanos son suma-
dos, no seran permitidos.

= Tipos polimérficos: Una objecién a la tipificacién fuerte es que no se puede
reutilizar el cédigo como en los lenguajes sin tipos, ya que en ellos el
cédigo es independiente del contenido, por ejemplo, el cddigo de la funcion
identidad es el mismo para cualquier tipo. No perder la tipificacion fuerte
y esta generalidad del cédigo de los lenguajes no tipificados se puede lograr
usando un sistema de tipos adecuado como el de Milner, y es lo que se
conoce como tipos polimoérficos.

= Tipos algebraicos: El mecanismo de tipos algebraicos generaliza los tipos
invariantes, registros, y ciertos tipos de definiciones de apuntadores de
tipo, ademds permite que definciones de tipos, como listas, sean parame-
trizadas sobre tipos.

= Modularidad: Se provee de sistemas de médulos de diverso grado de com-
plejidad, lo que significa que sistemas grandes pueden ser desarrollados
mas facilmente.

Un area en la cual hay diferencias es en el mecanismo de evaluacién. SML
incorpora evaluacién estricta, en el cual los argumentos de las funciones son
evaluados antes de evaluar el cuerpo de la funcién, y los componentes de los tipos
de datos son totalmente evaluados sobre la formacién del objeto. Por otro lado,
MIRANDA y HASKELL incorporan evaluacién perezosa, en donde los argumentos
de las funciones y los componentes de los tipos de datos son solo evaluados
cuando es necesario. Esto crea una distincién en el estilo de programacion, los
basados en estructuras de datos infinitas o en los que éstas s6lo son parcialmente
definidas. Hay sistemas que incorporan ambos estilos como HOPE+.

Este no es el lugar para dar una introduccién completa a la programacion
funcional, el lector interesado puede consultar [28] y [29]

4.2. Sintaxis

La descripcién de la sintaxis de un lenguaje de programacién se sirve de
dos clases de objetos, las cadenas y los arboles de sintaxis abstracta. Las cade-
nas proporcionan una representacion lineal conveniente para la interaccién hu-
mana, esto se conoce como sintaris concreta, presentada usualmente mediante
gramaticas libres de contexto. Por otra parte los arboles de sintaxis abstracta
modelan la estructura jerarquica de la sintaxis y son mucho mas adecuados que
las cadenas para el andlisis y la mecanizacion.



4.2. SINTAXIS 51

4.2.1. Sintaxis concreta

La sintaxis concreta de un lenguaje es un medio para representar las expre-
siones o cadenas que pueden escribirse en una pagina de c6digo mediante el uso
del teclado. Esta sintaxis usualmente se disena para mejorar la lectura y eliminar
la ambigiiedad del c6digo. El método estdandar para definir la sintaxis concreta
es mediante una gramatica libre de contexto donde los simbolos terminales re-
presentan los lexemas o tokens del lenguaje, las clases sintacticas corresponden
a los simbolos no-terminales y las reglas de produccién determinan que cadenas
de tokens corresponden a que clase sintactica. A continuacién damos la sintaxis
concreta de MINHASKELL:

TipoBase := Int| Bool | void | unit | (Tipo)
Tipo = TipoBase | TipoBase — T'ipo
| TipoBase x Tipo | TipoBase + Tipo
Var n= < identificador >
OpAd e
OpMu n= %
OpRel n= == <

Las gramdticas anteriores nos permiten definir los tipos que nuestros progra-
mas en MINHASKELL pueden tener, los cuales son: Booleanos, enteros, funcion,
tipo producto y tipo suma o invariante. Ademads se definen categorias auxiliares
que nos permitirdn hacer uso de operaciones primitivas como la suma resta,
multiplicaciéon, y comparacién.

FactorA == (Exp)|n|Var|True| False
| if Exp then Exp else Exp
| let Var:Tipo= Exp in Exp end
| fun (Var : Tipo) = Exp
| fun Var (Var : Tipo) : Tipo = Exp
| case Exp of inl Var => FEuxp|inr Var => FExp
| fst Tipo Exp
| snd Tipo Exp

| inr Tipo Exp

| inl Tipo Exp

| abort Tipo Exp

| triv
Factor := FactorA | Factor Exp
Term == Factor | FactorOpMul Term
Exp w= Term | Term OpAd: Exp
Exp w= FEuxp' | Exp’ OpRel Exp

Exp es la gramatica que define a las expresiones o programas de MINHASKELL,
es complicada pero no ambigua lo cual facilitard la implementacién de los anal-
izadores 1éxico y sintactico.
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Ejemplo 4.1. Algunos ejemplos de programas en MinHaskell.

» fun factorial (x:Int):Int = if x == 1 then 1 else x * factorial (x-1)

Este programa define a la funcion factorial de un nimero entero positivo.
Notese que se dan de manera explicita los tipos de los argumentos.

» fun suma (x:Int):Int = x + 2

La funcion suma anade dos unidades a un numero x; esta funcion es un
ejemplo de una funcidn con nombre pero no recursiva.

s (fun (x:Int) = (x + 4)* 34) 4

Esta funcion es la aplicacion de la funcion andnima que suma 34 a su
argumento al cuatro

= let x:Int = 23 in (fun (y:Int) = x + y) 44 end

Este dltimo ejemplo es la declaracion de un let tipico. Notese que el tipo
de los argumentos debe ser especificado, como en el caso de las funciones
TeCcuUrsivas.

4.2.2. Sintaxis abstracta

Cuando se analiza un lenguaje desde el punto de vista matematico se estd in-
teresando en la estructura del lenguaje no en su representacién, por lo que es
necesario tener una sintaxis adecuada para dicha estructura; la sintaxis conc-
reta no es lo que buscamos, ya que suele tener problemas por la complejidad
de sus gramaticas y por ser una representacién lineal, en su lugar se usa una
sintaxis abstracta que expresa la estructura jerarquica de las componentes de
un lenguaje.

La sintaxis abstracta proporciona una representacién con la cual podemos
estudiar el lenguaje mediante un arbol obtenido después de la fase de andlisis
sintdctico llamado drbol de sintaxis abstracta (asa) cuyos nodos pueden estar
etiquetados por un operador. Un operador tiene un indice asignado que indica el
nimero de argumentos que recibe, los cuales, corresponden al ntimero de hijos
de cualquier nodo etiquetado con él.

La sintaxis concreta y la sintaxis abstracta se relacionan mediante el proceso
de traduccién de la sintaxis concreta hacia la abstracta, que se conoce como
andlisis sintactico. Un analizador sintactico deber verificar si un programa es
correcto con respecto a la sintaxis concreta y representarlo con un arbol de
sintaxis abstracta.

Como se dijo las gramaticas que describen la sintaxis concreta son compli-
cadas, por lo que en MINHASKELL usaremos la siguiente gramatica para de-
scribir la sintaxis abstracta:
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Exp ::= VAR < ident >
| OP Op [Exp]
| LAM VAR <ident > Tipo Exp
| IF Exp Exp Exp
| REC VAR < ident > Tipo Exp
| CASE Exp VAR < ident > Exp Var Exp
| AP Exp Exp
| PAIR Exp Exp
| FST Exp
| SND Exp
| INR Tipo Exp
| INL Tipo Exp
| ABORT Tipo Exp
| TRIV

< ident > es un identificador.

Veamos los programas del ejemplo 4.1 escritos en sitaxis abstracta.
Ejemplo 4.2. Sintazis abstracta.

= REC VAR "factorial" (TINT :>: TINT)
(LAM VAR "x" TINT (IF (OP Igual [VAR "x",INT 1]) (INT 1)
(OP Por [VAR "x",AP (VAR "f") (OP Menos [VAR "x",INT 1]1)1)))

= REC VAR "suma" (TINT :>: TINT) (LAM VAR "x" TINT (OP Mas [VAR "x",INT 2]))
= AP (LAM VAR "x" TINT (OP Por [OP Mas [VAR "x",INT 4],INT 34])) (INT 4)

= AP (LAM VAR "x" TINT (AP (LAM VAR "y" TINT (OP Mas [VAR "x",VAR "y"1))
(INT 44))) (INT 23)

Los ejemplos 4.1 y 4.2 nos permiten contrastar ambas sintaxis. Escribir pro-
gramas en sintaxis abstracta no seria nada recomendable, al igual que estudiar
los programas en sintaxis concreta.

4.3. Semantica

La seméantica de un lenguaje de programacion da el significado a diversas
caracteristicas e instrucciones del lenguaje, por ejemplo, el comportamiento en
tiempo de ejecucién. Es importante dar de manera formal la seméntica ya que
esto ayuda a evitar errores en el diseio de un lenguaje, ademas es 1itil en la op-
timizacién del analisis de los programas. La semdantica normalmente se presenta
en dos niveles:
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= Semadntica estdtica: determina cuando un programa estd bien definido me-
diante criterios sintdcticos. Por ejemplo verificando si hay presencias libres
de variables o si son correctos los tipos asignados a los programas. Esto se
lleva a cabo en tiempo de compilacion de ahi el adjetivo estatica.

= Semantica dindmica: determina el valor o evaluacién de un programa. Hay
tres estilos para definir la semantica dindmica: denotacional, axioméatico
y operacional. Nosotros usaremos este tltimo.

4.3.1. Semantica dinamica

En la seméantica operacional el significado de una instruccién de programa
se define en términos de su comportamiento durante la ejecucién. El compor-
tamiento del programa se modela definiendo una maquina abstracta en el sentido
de que usa las expresiones del lenguaje como cédigo de méquina. Para lengua-
jes simples, como MINHASKELL, un estado es simplemente una expresién y el
comportamiento de la maquina se define mediante una relacién o sistema de
transicion que devuelve el siguiente estado, el cual se obtiene al desarrollar una
simplificacién, evaluacion, o bien declarando que la maquina se ha detenido.
El significado de una expresién e es entonces el estado final alcanzado por la
maquina si inicié su funcionamiento tomando a e como estado inicial. Eso se
conoce como semantica estructural o de paso pequeno. En contraste existen
las llamadas semanticas naturales o de paso grande que evaliian el término de-
volviendo el resultado final en un solo paso. En nuestro caso procedemos a definir
una semantica operacional de paso pequeno para MINHASKELL.

Acontinuacién definimos una seméantica estructural para MINHASKELL, donde
los estados son expresiones cerradas, sin variables libres, todos los cuales son es-

tados iniciales. Los estados finales son los valores definidos por las siguientes
reglas, donde e val significa que la expresién e es un valor:

(INT n) val
(BOOL b) val

(TRIV) val

(LAM x A e) val

Estas reglas nos dicen que los nimeros enteros, las constantes booleanas,
el término triv y las lambda abstracciones son valores. Podria no parecer natu-
ral que una lambda abstraccién sea un valor, pero basta recordar que nuestro
lenguaje es funcional y que por lo tanto es natural considerar a una funcién
como un objeto bésico o valor.

La relacién de transicion, e — €', se define inductivamente como sigue:
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= Operaciones primitivas

e+ el

OP Oplv1, .., Vi—1, €y ..y €] — OP Op(vl, .., v;—1, €}, .., €,)

vy val vy val. .. v, val

OP Oplv1, ve,v3, .., v,] — v val
La evaluacién de las operaciones primitivas (suma, resta, multiplicacién
etc) es estricta ya que éstas se evaluan de izquierda a derecha.

= Condicionales ,
e1— €}

IF e es e3— IF €] es e3

IF (BOOL True) es e3 — e IF (BOOL False) ey e3 — e

Estas reglas indican la forma en que se evalia una expresién IF. Se debe
evaluar primero la expresion e, que es la condicién y por lo tanto se debe
evaluar a un valor booleano; una vez que se conoce este resultado se tienen
dos casos: e; se evalua a BOOL True, o bien a BOOL False. En el primer
caso la expresion IF se evaluara a es; en el segundo a es.

= Aplicaciones

e1 — €} vval ey €

AP e1 ea — AP €] ey AP v es — AP v €

v val
AP (LAM z A e) v+ e[z := v]
Las reglas de evaluacién de las expresiones AP, indican que primero hay
que evaluar a la expresion eq, para luego evaluar la expresion es. La tercer
regla nos indica que la evaluacién de e; debe ser una funcién anénima en
donde la variable ligada sera substituida por v en e, que es el valor de es.

= Pares
e val ey val
PAIR €1, €2
el — e} vval eg €
PAIR e; ez — PAIR €] e PAIR vey — PAIR v €}

Las reglas indican que se deben determinar los valores de cada una de las
componentes de un par de izquierda a derecha.

e e v1 val vy val
FST e — FST ¢ FST PAIR v1 vy — v
Estas reglas nos indican que para obtener el valor de la primera proyeccién
de una par se debe determinar primero el valor de cada componente del
par en cuestién, una ves que esto sucede se procede a devolver v.
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= Sumas

e e

ABORT A e+— ABORT A ¢

e val e val
(INL A e)val  (INL A e) val

e e e e

INL A e— INL A ¢ INR A e INR A ¢

e e

CASE (e, z.e1,y.e3) — (€/,z.€1,y.e2)

e val
CASE (INLt e, z.€1,y.e2) — e1]x = €]

e val
CASE (INR t e,z.€1,y.62) — ey := €]

Estas reglas describen como evaluar los términos introducidos por los tipos
variante, INL A e es un valor hasta que e sea un valor, andlogamente con
INR A e y ABORT A e. En un CASE se debe evaluar la guardia hasta que
sea un valor del cual dependeréd que sustitucién se llevard a cabo.

= Recursién

RECz A e—elx:=REC z A €]

Esta regla nos indica como se evaluan las funciones recursivas. Esto se
logra sustituyendo la funcién en su mismo cuerpo.

Noétese que el orden de evaluacién de los términos es de izquierda a derecha,
es decir la evalucién es estricta. Se ha preferido la evaluacién estricta ante la
perezosa ya que la primera es mas facil de implementar.

El mecanismo de paso de parameros es mediante la substitucién, que es
bésicamente la beta-reduccion.

4.3.2. Semantica estatica

La seméntica estatica de un lenguaje consiste de una coleccién de reglas para
imponer restricciones en la formacion de programas, las cuales forman usual-
mente un sistema de tipos. Las frases del lenguaje son clasificadas por tipos, los
cuales establecen cémo éllas pueden ser usadas en combinaciéon con otros térmi-
nos. Superficialmente hablando, el tipo de una expresién de programa predice la
forma de su valor; se dice que una expresién de programa esta bien tipificada si
esta construida consistentemente con estas predicciones. Por ejemplo, la suma
de dos expresiones de tipo entero es de tipo entero; por otro lado la suma de
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dos expresiones de tipo booleano expresa que la suma no esta definida sobre
booleanos.

A continuacién damos una definiciéon inductiva de la seméantica estatica de
MINHASKELL, para lo cual vamos a usar nuevamente juicios de la formaT' Fe : A
donde I' = {x1 : Ay,29 : Ag,...,2, : Ay} es un conjunto finito de variables,
llamado contexto de tipificacién, y e es una expresion en sintaxis abstracta.

Definicién 4.1. Las reglas que definen la semdntica estdtica de MINHASKELL
son:

= Variables y constantes

Tz Arz A " TrwTa e (™ TrBooLv: ool (P
= Condicionales y operaciones primitivas
I'te: Bool TFHe: A T'kHey: A 'tet: A ... TFe,: A
OP opP
' (IF ee e2): A (0P) I'-OP Op (e1,...,en) 1 A (OF)
» Abstracciones y aplicaciones
I'z: AFe: B I'Fei;: A= B I'bey: A
I-Ab E-Ab
I (AMz Ac): Ap (FA TF (APec ¢5): B (B-Abs)
= Recursion
Tx: AFe: A
) F
T (REC A c): A (T
= Pares
I'Fe:A I'key:B
TTPAIR ¢ cp: AxB (1100
I'Fe: AxB I'Fe: AxB
TrFsTe: A (BP0 Tenpe. g (B1md)
T TRV amit (7
= Sumas
F|_€Z A (I—Sum) F|_€I B (]—Sum)

'INLA+Be: A+B 'FINRA+Be: A+B
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T'Fe: A+B I'z: Ake: C Ty: Blhey:
'+ (CASEe e e3): C

¢ (E-Sum)

I'He: void .
I'abort Ae A (void)

Como los programas de MINHASKELL estan tipificados a la Church, esta
parte solo se encarga de verificar que los tipos asignados por el programador
sean correctos, en contraste con una tipificacién a la Curry donde tendriamos
que implementar un mecanismo de asignacién de tipos.

4.4. Seguridad del lenguaje

Que un lenguaje sea seguro de manera informal significa que ciertos erro-
res no ocurren durante la ejecucién de un programa, como que una constante
booleana sea sumada con un entero. La seguridad de un lenguaje expresa la
coherencia entre la semantica estatica y la semantica dindmica. La seméantica
estatica puede ser vista como una prediccién de la forma que tendrd el valor
de una expresion y asi garantizar que la semantica dinamica estd bien defini-
da. Consecuentemente, la evaluacién no puede quedarse en un estado para el
cual no hay una transicién posible, dicho en otras palabras no hay errores por
instrucciones ilegales en tiempo de ejecucién. La seguridad de un lenguaje se de-
muestra al establecer que cada paso de transicion preserva el tipo, y mostrando
que los estados de tipificacién estan bien definidos. Esto se expresa de manera
formal en las siguientes proposiciones.

Proposicién 4.1 (Preservacién). SiT'kFe: T yer e entoncesTHe' : T
Demostracién. La demostracién es por induccién sobre la relacién e — e’. [

Proposicién 4.2 (Progreso). SiT'F e : T entonces e es un valor o existe €' tal
que e — ¢,

Demostracion. La Demostracién es por induccion sobre las reglas de tipificacion.
O

La preservacion asegura que los pasos de evaluacién preservan los tipos; la
propiedad de progreso establece que expresiones bien tipificadas o son valores,
en cuyo caso su evaluacion termina con éxito o bien pueden seguir evaluan-
dose. Para mayor informacién sobre las demostraciones de estas proposiciones
constltese [3].

4.4.1. Terminacion

La propiedad de terminaciéon o normalizaciéon fuerte es valida para A™. Esta
es la instancia mas simple de una técnica importante en el estudio de lenguajes
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de programacion conocida como terminacion basada en tipos donde la semantica
estatica garantiza que los programas terminaran.

Es importante mencionar que MINHASKELL admite funciones recursivas ya
que corresponde escencialmente al lenguaje PCF (Programming Computable
Functions) para mayor informacién sobre PCF véase [19], que integra funciones y
nimeros naturales usando recursién general como medio para definir expresiones
que hacen referencia a si mismas. Los programas en PCF podrian no terminar
durante el proceso de evaluacion. En este caso es el programador quien debe
garantizar que su programa termina, ya que el sistema de tipos no garantiza la
terminacién de todo programa. Por lo tanto en MINHASKELL sin la regla para
recursion general

Ix: Abe: A
'(RECzAe): A

Se cumple la propiedad de terminacion, no en caso contrario, por ejemplo:

Ejemplo 4.3. No terminacion de todos los programas en MINHASKELL.
(REC z Azx) —» z[z:==(REC z Ax)] - (REC = A x)...

Agregar la regla (Fiz) permite definir un mayor rango de funciones, al costo
de admitir ciclos infinitos es decir, secuencias infinitas de reducciéon o evalu-
acion en la seméantica dindmica. Se conservan las propiedades de progreso y
conservacién en MINHASKELL con la regla (Fix).

4.5. Rompiendo el isomorfismo

Hasta ahora hemos descrito un lenguaje de programacién cuyo sistema de
tipos es escencialmente el presentado en la seccion 2.5 salvo la regla que modela
recursién, la cual nos permite definir funciones con nombre del estilo

fun factorial (x :Int) : Int =if == 1 then 1 else x x factorial (x —1)

La importancia de nombrar funciones no es simplemente una caracteristica
que facilita el entendimiento de un programa, sino que proporciona un me-
canismo que nos permite definir funciones sin el cual seria imposible definir.
Considérese el siguiente ejemplo:

20 —1
2(nt1) =94 97 >

Esta es una definicién recursiva de la funciéon exponencial 2", para definir su
valor en n + 1 hace uso de su valor en n. Noétese que con funciones anénimas
(sin nombre) serfa imposible definir tal funcién, un itento serfa An.2", pero
evidentemente esta definicién no sirve. Si nombramos la defincién se convierte
en:



60 CAPITULO 4. MINHASKELL

potd 0 =1
potd (n+1) =2 % (potd n) n >0

La cual proporciona una implementacién de la funcién exponenciacién 2". No
incluir a (Fiz) en MINHASKELL darfa como resultado un lenguaje poco expresi-
vo. En general un lenguaje funcional que no implemente recursién es un lenguaje
que no sirve para nada.

Por otro lado, resulta de interés saber bajo el isomorfismo de Curry-Howard
a que corresponde el mecanismo de recursién en la légica. La derivacién corres-
pondiente es la siguiente:

Iz: AFe: A . " A*+ A*
'F(RECzAe): A '+ A*

Esta regla no introduce ni elimina ningin conectivo de LPI, de hecho anadir la
derivacion correspondiente a nuestro sistema DN provocaria la trivializacion del
sistema, puesto que esta regla establece que hay que suponer lo que se quiere
probar. Por lo que si queremos mantener nuestro sistema DN consistente no
debemos agregar tal derivaciéon. Esto provoca que el isomorfismo de Curry-
Howard presentado en este trabajo se rompa y no se pueda extender a sistemas
que modelan recursién con la regla (Fiz). Sin embargo esto no quiere decir que
no haya una interpretacién del lado de la légica para la recursién, de hecho
ésta seria que la autoreferencia no puede ser permitida como evidencia para la
verdad de una proposicion.

4.6. Implementacién

Procedemos a dar una breve descripcién sobre algunos detalles importantes
de la implementacién de MINHASKELL.

4.6.1. Analisis léxico

El andlisis 1éxico consiste en leer la secuencia de caracteres del programa
fuente, caracter a caracter, agruparlos y formar los componentes 1éxicos o tokens
que representan a las palabras reservadas, identificadores asociados a variables
y nombres de funciones, tipos definidos por el usuario, operadores, simbolos
especiales, y constantes numéricas. El resultado del analisis 1éxico es pasado al
analizador sintactico. El proceso de transformar un programa, escrito en sintaxis
concreta, a una lista de tokens facilita la labor del analizador sintactico por lo
que es indispensable realizarlo. En el archivo Lexer.lhs se definen los siguientes
tipos de datos:

= Token. Define los tokens a los que seran traducidos los programas escritos
en sintaxis concreta.
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= Operaciones. Define los lexemas para los simbolos de las operaciones primi-
tivas vélidas, los cuales son: suma (+), multiplicacién (x), igual que (==),
menor que (<) y negacién (!).

= Pres. Define los lexemas para las palabras reservadas de MINHASKELL. Las
cuales son: let, in, end, fun, else, then, bool, int, true,false, case, of, fst, snd,
inr, inl, triv, abort, unit, void.

La funcién principal es
lexer :: [Char] -> [Token]

Que transforma un programa de sintaxis concreta a una lista de tokens, que
representan al programa. También se encarga de reconocer a los simbolos espe-
ciales los cuales son:

)’(’ +,_’ *’_>’ =’==’ $’ * ’&! : ’<’ !’ |’=>
Ejemplo 4.4. Ejemplos de la funcion lexer.

= lexer "fun (x:Int) = x"

[RES Fun,PARI,ID "x",DOSPUNTOS,RES Int,PARD,DEF,ID "x"]

m lexer "fun x:Int = x + 5"

[RES Fun,ID "x",DOSPUNTOS,RES Int,DEF,ID "x",0 MAS,ENTERO 5]

m lexer "2+4+t"

[ENTERO 2,0 MAS,ENTERO 4,0 MAS,ID "t"]

4.6.2. Analisis sintactico

El analizador sintéctico se encaraga de procesar la lista de tokens genera-
da por el analizador léxico transformandola al correspondiente drbol de sintaxis
abastracta. El analizador sintactico de MINHASKELL se define en el archivo Pars-
er.lhs; El tipo de dato que define la sintaxis abstracta utilizada por el analizador
sintdctico se encuentra definido en el archivo Data.lhs. En este archivo se definen
los siguiente tipos de datos:

= Exp. Define la sintaxis abstracta presentada en la seccién 4.2.

= DBExp. Define la sintaxis abstracta, usando indices de de Bruijn.
= Tipo. Define los tipos posibles de los programas.

La funcién principal de Lexer.lhs es

parse :: [Token] -> Exp



62 CAPITULO 4. MINHASKELL

la cual transforma una lista de tokens en un arbol de sintaxis abstracta.

Ejemplo 4.5. Uso de la funcion parse.

Main> parse (lexer "g f 0" )

AP (AP (VAR "g") (VAR "f")) (INT 0)

Main> parse (lexer "let x:Int = 2 in x+2 end" )

AP (LAM "x" TINT (OP Mas [VAR "x",INT 2])) (INT 2)

Es importante destacar que nuestro analizador sintactico se basa en el anal-
izador sintactico de MINML, escrito en ML, pero nuestro cédigo es mucho més
sencillo gracias a la evaluacién peresoza de HASKELL.

4.6.3. Substitucién

Como mencionamos en el capitulo 2, el mecanismo de paso de parametros en
MINHASKELL es escencialmente la S-reduccién, por lo cual en esta seccién de-
scribimos a grandes rasgos como implementar tal mecanismo. El procedimiento
de substitucién del calculo lambda es sencilla, su implementacién usando nom-
bres de variables de manera explicita no. Por lo que resulta conveniente tener
una representacion de éllas que faciliten la implementacién de la substitucion.
Para lograr este objetivo usaremos una representacién anonima de las funciones,
donde el nombre de variables no aparecera de manera explicita, si no que usa-
remos indices para representarlas, estos indices se conocen como indices de de
Bruign, los cuales describimos a continuacién.

Indices de deBruijn

La idea es representar una variable ligada con el nimero de lambdas que es
necesario saltar hasta encontrar la lambda que la liga. Veamos unos ejemplos:

A.0 representaria \z.z

A .0(A.01) representaria Az.z(Ay.yz)

La representacién con indices de de Bruijn de un término cerrado (sin vari-
ables libres) es dnica, no asf si el término tiene variables libres. Por ejemplo si
tenemos Az.zx(Ay.zzy) su representacién anénima (usando indices de de Brui-
jn) podria ser A\.012, ésto si cambiamos a x por 1 e y por 2, pero nétese que la
eleccion de los valores de = e y fué arbitraria pudiendo ser de otra manera por
ejemplo x por 2 e y por 4, dando como resultado A\.024. Para poder representar
términos con varibles libres de manera anénima es necesario declarar que indices
representardan a tales variables mediante un contexto de indices. Por ejemplo si
definimos « +— 4, y — 5 entonces Az.zx(\y.zxy) se convierte en A.045. Para
poder asignar indices de de Bruijn de manera determinista a las variables libres
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tomamos la siguiente convenciéon: Dado un término ¢ asignar a cada presencia
de una variable libre empezando desde la derecha el menor indice mayor o igual
al minimo nimero de lambdas necesarios para liberar a la variable de todos los
alcances dentro de los que se encuentre, y que no haya sido utilizado hasta ese
momento para nombrar variables libres.

Ejemplo 4.6. Veamos unos ejemplos.

Az.zzy se representa con A.021

Az.zx(Ay.zay) se representa con A.01(A\.120)

En el primer caso para y basta con saltar la inica lambda visible, por lo que se
representa con un 1, y la x con un 2. En el sequndo ejemplo la segunda presencia
de x se representa con 2 pues estaba bajo el alcance de dos lambdas presentes.
Por otro lado la primera presencia de x se representa con un 1, dado que se
necesita solo un salto para liberarla y el 1 no ha sido usado para variables libres.
La asignacion de indices de de Bruijn no es una sustitucion textual, de hecho
una misma variable, ya sea libre o ligada, puede recibir distintos indices como
el ultimo ejemplo lo muestra.

La representacién andénima no es amigable para las personas, pero su apli-
cacién principal es en la implementaciéon de la substitucién del calculo lamb-
da. Para la formalizacion de los indices de de Bruijn, contextos de indices, etc
constiltese [3].

La definicién de las funciones que se encargan de tomar un término de MIN-
HASKELL y devolver su representaciéon anénima, asi como el procedimiento in-
verso se encuentran implementadas en DeBruijn.lhs. Las cuales describimos a
continuacion.

= quitaN :: [[Char]] -> Exp -> DBExp

La funcién quita nombres recibe un programa de MINHASKELL, con nom-
bres de las variables, y devuelve su representacién anénima.

= ponN :: [[Char]] -> DBExp -> Exp

La funcién pon nombres toma un programa de MINHASKELL, en su repre-
sentacion anénima, y devuelve su representacion con nombres.

Notese que es necesario definir un nuevo tipo de datos que represente este
cambio en la sintaxis abstracta, el cual se define en el archivo defData.lhs, como
DBExp. Para més informacién véase [3].

Ejemplo 4.7. Indices de de bruin

= quitaN [] (LAM VAR "x" TINT (VAR "x"))

DLAM TINT (DVAR 0)
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- quitaN [nzn’ "X", nyn] (AP (VAR "X") (VAR ||y||))

DAP (DVAR 1) (DVAR 0)

Una ves que tenemos los términos de MINHASKELL en su forma andénima
explicaremos la idea seguida para implementar la operacion de substitucion. Se
debe tener cuidado con los indices de las variables libres cuando una substituciéon
opera en el cuerpo de una abstraccién como (A.2)[1 := s] el contexto interior
tiene una variable mds que la original (la variable que estaba ligada por la
abstraccién) de forma que es necesario incrementar los indices de las variables
libres en s para que se sigan refiriendo a las mismas variables que antes de la
substitucién. Por ejemplo si el término 2(A.0) en el contexto z — 2, es decir
z(Aw.w) se va a substituir dentro de una abstraccién es necesario incrementar
el indice 2 a 3 pero no el indice 0. Considérese la reduccién:

(Az.(Ay.zy)zz) (Aw.ow)—g (Ay.Aw.ow)y)z(Aw.v.w)

El redex se representa con (A .(A .10)10) (A. 20) mientras que el reducto debe
representarse con

A .(A.30) 0(X .20)
Obsérvese que:

= Las variables libres no afectadas por la substitucién ven su indice decre-
mentado, reflejando el hecho de que una lambda desaparece.

= Las variables libres del término por el que se sustituye una varible se
ajustan de acuerdo a su posicién en el término, es decir de acuerdo a si
quedan mas o menos lambdas.

Para realizar la implementacion de las substitucién se requiere de una funcién
auxiliar que se encargue de incrementar o decrementar los indices necesarios,
acontinuacién definimos tal funcién.

Definicién 4.2. La funcion auxiliar shift se define como sigue:

shift (d,c, k) =if k < cthen k else k+d

shift (d, ¢, A.t) = Ashift (d,c+1,,t)

shift (d, ¢, rs) = shift(d, ¢, r) shift(d,c,t)

Una ves definida la funcién shift podemos definir la funcién que se encarga
de la substitucion.

Definicién 4.3. La substitucion en términos andnimos afj:=s| se define como
sigue:

nlj:=s] =if n=j then s else n

(A1) :=s] = At[j + 1 :=shift(1,0, s)]

(1)l 1= 5] = tj := srlj == o
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La implementacién de estas funciones se encuentran en el archivo Eval.lhs

= shift :: (Int,Int,DBExp) -> DBExp

Funcion auxiliar para realizar los desplzamientos en los indices de de Bruijn
necesarios.

= sustituye :: DBExp -> Int -> DBExp -> DBExp
Funcién que realiza la substitucién en términos anénimos.
Ejemplo 4.8. FEjemplos de la funcion sustituye.
= sustituye (DLAM TINT (DVAR 0)) (-1) (DINT 1)

DLAM Entero (DINT 1)
= sustituye (DLAM TINT (DOP Mas [DVAR O,DINT 2])) (-1) (DINT 4)

DLAM TINT (DOP MAS [DINT 4,DINT 2])

4.6.4. Verificaciéon de tipos

La semantica estatica de MINHASKELL descrita en la seccién 4.3.2 se encarga
de verificar que el tipo asignado, por el usuario, a un programa sea correcto.
Implementamos la funcién tipo que sigue la siguiente idea: tipo I' expresion =
AsiysolosiT'te: A

El archivo donde se implementa la seméantica estatica de MINHASKELL es
Typing.lhs. cuya funcién principal es

tipo :: [Tipo] -> DBExp -> Tipo
la cual recibe un contexto de tipificacion y una expresion en su forma andni-

ma y devuelve el tipo de la expresién.

Ejemplo 4.9.
tipo [] (DAP (DLAM TINT (DOP Por [DOP Mas [DVAR O,DINT 4],DINT 34])) (DINT 4))

Entero
tipo [] (DAP (DLAM TINT (DAP (DLAM TINT (DOP Mas [DVAR 1,DVAR 0])) (DINT 44))) (DINT 23))

Entero

4.6.5. Evaluacién

El proceso de evaluacién de los programas en MINHASKELL sigue la siguien-
te idea: eval e = v syss e —* v, v es un valor. La semdntica dindmica de
MINHASKELL se encuentra implementada en el archivo Eval.lhs. Cuya funcién
principal es eval :: DBExp -> DBExp. Esta funcién recibe una expresién, en su
forma anénima, y devuelve un valor que pueden ser un valor booleano, un valor
entero, o una abstraccién.
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Ejemplo 4.10.
eval (DAP (DLAM TINT (DOP Por [DOP Mas [DVAR O,DINT 4],DINT 34])) (DINT 4))

272

eval DAP (DREC (TINT :>: TINT) (DLAM TINT (DIF (DOP Igual [DVAR O,DINT 1]) (DINT 1)
(DOP Por [DVAR 0,DAP (DVAR 1) (DOP Menos [DVAR 0,DINT 11)1)))) (DINT 5)

120

Main> eval DLAM TINT (DOP Mas [DVAR O,DINT 1])

DLAM TINT (DOP Mas [DVAR O,DINT 1])

4.7. Ejemplos y ejecucion

EL mddulo principal esta implementado en el archivo Main.lhs. Si se desea
probar el interprete de MINHASKELL, suponiendo se esta en una maquina con
sistema operativo Linux, basta cargar el médulo principal Main con el interprete
de HASKELL, HuGs 98, haciendo: hugs Main.lhs. Una vez hecho esto, el inter-
prete de HASKELL cargard los médulos necesarios, por lo que se desplegard el
prompt: Main, en el cual se deberd ejecutar el siguiente comando: main. Se
pedird introducir el nombre del archivo que contiene la especificacién del pro-
grama ( se proporcionan varios), se desplegard en pantalla el programa leido
asi como el resultado de evaluarlo.

Ejemplo 4.11. Probando MINHASKELL.

Il Il - Hugs 98: Based on the Haskell 98 standard
11 T Copyright (c) 1994-2005

[1=-=—=11 1 World Wide Web: http://haskell.org/hugs

I I Bugs: http://hackage.haskell.org/trac/hugs
I I

Haskell 98 mode: Restart with command line option -98 to enable extensions

Type :7 for help
Main> main
Introduzca el nombre del archivo a leer

programal
El programa leido es:
"(fun factorial (x:Int):Int = if =x==1 then 1 else x * factorial(x-1)) 5"

El valor final es:
DINT 120::Entero
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Conclusiones

Los sistemas légicos tienen como uno de sus propdsitos representar el razon-
amiento humano, pero ninguno de ellos hasta ahora ha podido capturar toda
la riqueza y complejidad de éste. Sin embargo hay algunas logicas que por la
naturaleza de los principios que las fundamentan resultan ttiles para describir
con cierta precision algunos conceptos del razonamiento humano. Por ejemplo
la 16gica proposicional intuicionista (LPI), que se present6 en el primer capitulo,
por su naturaleza constructiva resulta conveniente para el estudio del concepto
de computo. En élla la nociéon de verdad de una proposicion, esta ligada con la
existencia de una demostracién de tal proposicion. Esto resulta importante en
ciencias de la computacién ya que a los cientificos de la computacién no sélo
nos interesa saber cuando un problema tiene solucion, si no que ademas estamos
interesados en construir o implementar tal solucién, por lo que un fundamento
l6gico constructivista de algunas areas de las ciencias de la computacion es més
que conveniente. Con esta visién en el capitulo uno se desarroll6 la LPI mediante
un sistema de deduccién natural.

Una introduccion a los sistemas de tipos se presentd en el capitulo dos, ya
que el impacto que éstos tienen en el diseno de los lenguajes de programacion
modernos, asi como en la disciplina de la programacién, cada dia es mayor.
El fundamento de muchos sistemas de tipos reside en el calculo lambda, el
cual es un sistema de cémputo universal, que ademéds puede ser visto como un
prototipo de lenguaje de programacién funcional, en donde la nocién de cémputo
estd expresada en la (-reduccién. A pesar de que el cdlculo lambda puro logra
expresar con gran cercania muchos conceptos de computo, como la definicién
de tipos de datos, resulta demasiado expresivo, por ejemplo la autoaplicacion,
puede provocar que el proceso de evaluacién de un término no finalice nunca.
Una manera de evitar estos problemas consiste en introducir tipos obteniendo
lo que se conoce como célculo lambda con tipos simples que se presentd en
la seccién 2.3. La relacién de éste con los lenguajes de programaciéon es més
notoria, por ejemplo, en los problemas de decisién ( ver seccién 2.3.3) que surgen
al analizar el juicio: I' -t : A, los cuales tienen una interpretacién en lenguajes
de programacién de suma importancia.

67
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El isomorfismo de Curry Howard vincula dos formalismos: la deduccién na-
tural, debida a Gentzen, y el ¢alculo lambda, debido a Church y a Curry. Am-
bos formalismos surgieron con un propdsito muy distinto; Gentzen intentaba
expresar el razonamiento matematico de manera clara, mientras que Church
intentaba fundamentar a las matematicas. Los trabajos de ambos fueron publi-
cados con poco tiempo de diferencia entre ellos, sin embargo, tomé décadas para
que Howard hiciera una modesta observacién que relaciona ambos sistemas, esta
observacion la conocemos hoy como el isomorfismo de Curry Howard.

En el capitulo tres se abordé de manera detallada este isomorfismo, el cual
establece una correspondencia entre tipos y proposiciones, demostraciones y pro-
gramas, (3-reduccién y normalizacién de demostraciones. Como consecuencia de
esta correspondecia obtenemos una representacién o codificacion lineal de las
demostraciones de LPI, ya que si bien los drboles de derivacién de la deduccion
natural son conceptualmente utiles también es cierto que resultan dificiles de
manipular, ademéas obtenemos un fundamento 1égico para los lenguajes de pro-
gramacion funcionales. Este ultimo punto se desarrollé a lo largo del capitulo
cuatro donde presentamos de manera formal un pequeno lenguaje de progra-
macién: MINHASKELL, cuyo sistema de tipos, es decir su seméantica estatica,
coincide con el de PCF, y cuya semdantica dindmica, es decir, el mecanismo de
evaluacién, es esencialmente la (-reduccion. La relevancia del isomorfismo de
Curry-Howard en el diseno de este lenguaje radica en la relacion de la semanti-
ca estatica y la seméntica dindmica, nuestro lenguaje es seguro debido a esta
relacién tal como lo discutimos en la seccion 4.4. De esta manera el isomorfismo
de Curry-Howard permite obtener ventajas practicas a partir de un formalis-
mo légico para los lenguajes de programacion funcional. Sin embargo, con el
propésito de tener un lenguaje de programacién mas cercano a los lenguajes
reales agregamos a minHaskell mecanismos para el manejo de funciones recur-
sivas lo que provoca que el isomorfismo se rompa, como lo mencionamos en la
seccién 4.4. Esto es consecuencia de que no estd permitida la autoreferencia
como evidencia para la verdad de una proposicién.

La influencia y el alcance de esta correspondencia en los lenguajes de com-
putacién sigue siendo estudiado [26]. Por ejemplo es natural preguntarse si el
ismorfismo de Curry-Howard puede extenderse a la ldgica clésica (véase [25]), o
bien a otros sistemas como la légica proposicional de segundo orden [7]. Estos y
otros aspectos de esta maravillosa correspondencia representan posibles lineas
de trabajo futuro.
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