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0.1. Introdui�on
Deimos que un nudo k es un nudo able de tipo (p; q) on p y q primosrelativos si k � �N(k0) donde k0 es un nudo ontenido en S3 y k representap� + ql en H1(�N(k0)). En el aso espeial que k0 sea el nudo trivial, a k sele llama nudo toroidal.Llamamos a una 3-variedadM ompata, onexa y orientable reduible sitiene una esfera esenial, es deir, una esfera que no es frontera de una 3-bola.En 1986, Gonz�alez Au~na y H. Short ([7℄) enuniaron la CONJETURADE LOS CABLES. Esta die que si un nudo no trivial ontenido en S3 pro-due una variedad reduible despu�es de haer irug��a de Dehn, entones elnudo es able. Esta onjetura ha sido probada para muhas lases de nudos,por ejemplo para nudos ompuestos en 1983 por Gordon ([11℄), para nudossat�elite en 1989 por Sharlemann ([28℄), para nudos alternantes en 1992 porMenaso y Thistlethwaite ([24℄), para nudos fuertemente invertibles en 1992por Eudave ([5℄), para nudos sim�etrios por los trabajos de Luft y Zhang([22℄), Hayashi y Motegi ([16℄) y Hayashi y Shimokawa ([17℄), para nudosarboresentes en 1996 por Wu ([30℄), para nudos de hasta uatro puentespor Gordon y Lueke (sin publiar) y para nudos de g�enero uno por Boyer yZhang ([3℄), pero sigue abierta en el aso general.Supongamos que M tiene frontera un toro T . Una pendiente  en T es la1
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lase de isotop��a de una urva errada simple en T , dihas pendientes est�anparametrizadas por Q[f1g. Una pendiente se llama pendiente longitudinalsi existe una super�ie ompata y orientable F , propiamente enajada enM uya frontera es un lazo que tiene pendiente . El g�enero de  est�a de-�nido omo el m��nimo g�enero de tales super�ies F . La distania entre dospendientes � y �, denotada por 4(�; �) es el m��nimo n�umero de intersei�ongeom�etria de dihas pendientes.El resultado prinipal de este trabajo ([23℄) fue motivado por la onjeturade los ables y die lo siguiente:Teorema.Sea M una 3-variedad irreduible on un toro T omo frontera. Supongamosque M no es un toro s�olido. Sea  una pendiente longitudinal en �M y g elg�enero de .1. Si existe una pendiente redutora r, entones �(; r) � 2g� 1 �o q = 2,donde q es el m��nimo n�umero de intersei�on geom�etria entre la esferaesenial de M(r) y el oraz�on del r-llenado de Dehn.2. Si existe una pendiente proyetiva � la ual no es pendiente redutora,entones �(�; ) � 2g � 1.Del resultado prinipal se da omo orolario una prueba de la onjeturade los ables para nudos de g�enero uno. Se obtiene tambi�en omo orolario,un resultado que resuelve otra importante onjetura en el aso de los nudosde g�enero uno y die lo siguiente: 2
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La onjetura RP3 (Gordon [10℄).Ninguna irug��a de Dehn en un nudo no trivial en S3 puede produir RP3.Aunque esta onjetura ya fue probada para el aso general en el a~no de2004 por Oszv�ath y Szab�o ([21℄).Este trabajo onsta de 10 ap��tulos; en el primero de ellos abordamos lasde�niiones y resultados preliminares; dentro del ap��tulo dos y tres enon-tramos algunas propiedades del llenado de Dehn en el aso del exterior de unnudo; del ap��tulo uatro al ap��tulo oho demostramos algunos resultadosneesarios para la prueba de nuestro teorema prinipal, el ual se enuentradentro del ap��tulo nueve; y �nalmente en el ap��tulo diez damos una familiade ejemplos que realizan la ota del teorema prinipal.
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Cap��tulo 1
Preliminares

En esta parte del trabajo enontraremos los onoimientos neesarios pa-ra abordar el estudio de las propiedades a las que nos dediaremos en adauno de los siguientes ap��tulos.Los resultados que aqu�� se exponen no inluyen demostrai�on.Comenzamos on algunas de�niiones.1.1. 3-Variedades.Una 3-variedad es un espaio m�etrio separable donde ada punto tieneuna veindad homeomorfa a <3 �o a <3+ := fx 2 <3jxn � 0g. La frontera de la3-variedad orresponde al onjunto de puntos uyas veindades son homeo-5
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6 CAP�ITULO 1. PRELIMINARESmorfas a <3+, pero no son homeomorfas a <3.Una 3-variedad es errada si es ompata y tiene frontera va��a.Una subvariedadN de una 3-variedadM se die que es propia siN\�M =�N .Una 3-variedadM es orientable si admite una orientai�on de los 3-simplejospara una triangulai�on de M . Como resultado se sabe que una 3-variedades orientable si no ontiene (bandas de M�obius)�I o botellas de Klein s�olidas.Sea V un toro s�olido. Un meridiano de V es una urva errada simple enel toro frontrera T de V , la ual no es ontra��ble en T pero s�� en V . Una lon-gitud de V es una urva errada simple en T la ual interseta un meridianoen exatamente un punto.Un toro s�olido �brado se obtiene del ilindroD2�I rot�andolo en un �angu-lo de 2�(p=q) (manteniendo �ja la tapa D2�0), donde p; q son oprimos. Las�bras son las lineas x � I, x 2 D2 y luego identi�amos las tapas D2 � 0 yD2 � 1.Un espaio �brado de Seifert es una 3-variedad que puede desomponerseen �bras, donde ada �bra es una urva errada simple, ada punto perteneeexatamente a una �bra y ada �bra tiene una veindad �brada, es deir unaveindad homeomorfa a un toro s�olido �brado.
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1.1. 3-VARIEDADES. 7Una 3-variedad M se die que es irreduible si ada esfera aota una bolaen M . Si la variedad no es irreduible deimos que es reduible.Una 3-variedad M se die que es prima si ada vez que expresemosM = M1℄M2 implia que M1 �o M2 es S3.Como resultado se sabe que si una 3-variedad M es prima y reduibleentones M = S2�S1. Entones si exluimos S2�S1 es lo mismo primo queirreduible.Sea M una 3-variedad y F una super�ie propiamente enajada en M�o ontenida en la frontera de M . Deimos que F es inompresible si ningunade las siguientes ondiiones se satisfae:F es una esfera que aota una bola en M .F es un diso en la frontera de M �o existe una bola X en M tal que�X � F [ �M .Existe un diso D �M tal que D \ F = �D y �D no ontra��ble en F .Tambi�en deimos que F es ompresible en M si no es inompresible.Una super�ie propiamente enajada S es � � inompresible en una 3-variedad M si no existe un diso D tal que �D = A [ B on A � S yB � �M , donde D \ S = A y A es un aro esenial en S, o sea no paralelo
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8 CAP�ITULO 1. PRELIMINARESa �S.Una 3-variedad se die de Haken si es irreduible y ontiene una super�ieinompresible.Una super�ie S 6= S2 en una 3-variedad M es esenial en M si:S es inompresible en MS es �-inompresible en M .Una 3-variedad M que ontiene una olei�on de disos fD1; D2; :::; Dngdisjuntos por pares propiamente enajados en M tal que el resultado de or-tar M a lo largo de Sni=1Di es una bola, es llamado ubo on n-asas.

Figura 1.1: Cubo on dos asas.Sea S una super�ie posiblemente disonexa, un uerpo de ompresi�on seobtiene de S � I al pegar 1-asas en S � f0g.Sea V un toro s�olido, p, q oprimos y q � 2. Un espaio able es el om-plemento de una veindad tubular abierta de un (p; q)-able del oraz�on de
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1.2. LLENADO DE DEHN 9V . Una 3-variedad M se die que es una variedad ableada si ontiene unasubvariedad homeomorfa a un espaio able una de uyas omponentes fron-tera es pre��samente �M .Una herramienta que utilizaremos tambi�en es la Carater��stia de Eulerde una super�ie. �Esta se de�ne en ualquier triangulai�on de la super�ieomo el n�umero de v�erties menos el n�umero de aristas m�as el n�umero dearas y se prueba que este n�umero no depende de la triangulai�on que to-memos y adem�as para super�ies erradas es igual a 2 � 2g, donde g es elg�enero de diha super�ie.1.2. Llenado de DehnSea T un toro, de�nimos la urva � omo una pendiente en el toro T si� es la lase de isotop��a de una urva errada simple en T .Sea M una 3-variedad ompata, orientable, irreduible y on frontera untoro T . Sea � una pendiente en el toro T . De�nimos el �-llenado de Dehn deM y lo denotamos por M(�) omo la 3-variedad obtenida al identi�ar T y�V , donde V es un toro s�olido y � se identi�a on un meridiano � de V , esdeir, tomamos M(�) = M [� V donde � 7! �.Los espaios lente se obtienen al identi�ar dos toros s�olidos a lo largo de susfronteras.
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10 CAP�ITULO 1. PRELIMINARES
T

α
µ

V

Figura 1.2: Lenado de DehnUna pendiente � en un toro T se llama pendiente redutora si M es unavariedad irreduible y M(�) es reduible.Una pendiente proyetiva es una pendiente que produe un plano proye-tivo en un llenado de Dehn.Una pendiente � en un toro T se llama pendiente longitudinal si existeuna super�ie orientable F propiamente enajada en M uya frontera es unlazo on pendiente �. El g�enero de la pendiente � en este aso, se de�ne omoel g�enero m��nimo de tal F .
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Cap��tulo 2
Llenado de Dehn para elexterior de un nudo

.En este ap��tulo veremos algunas propiedades del llenado de Dehn parael aso en el que nuestra 3-variedad es el exterior de un nudo k y probaremosque si el llenado de Dehn de una pendiente produe una 3-variedad redui-ble, entones la pendiente debe ser entera ([12℄), es deir, s�olo puede dar unavuelta en forma de longitud y m vueltas en forma de meridiano.Sea k un nudo no trivial en S3 y E(k) el exterior del nudo, es deirE(k) = S3nN(k) donde N(k) es una veindad regular de k. Entones elexterior de un nudo es una 3-variedad on frontera un toro. Reordemosque las pendientes del toro pueden ser parametrizadas por Q[1. Para estotomamos una base (�; l) paraH1(�N(k)), donde � es un meridiano de �N(k),11
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12 CAP�ITULO 2. EXTERIOR DE UN NUDOes deir una urva esenial que es frontera de un diso en N(k) y l es unalongitud preferente, o sea l es frontera de una super�ie de Seifert para k.Se sigue que � y l se intersetan en un punto, por lo que forman una basepara H1(�N(k)). Si � es una urva on pendiente p=q, es deir � = p� + qlentones E(k)(p=q) denota la 3-variedad obtenida por llenado de Dehn demodo que un meridiano del toro s�olido se identi�a on �. Consideremos elllenado de Dehn E(k)(ab ), donde a y b son oprimos, tenemos entones que:Teorema 2.1 Si E(k)(ab ) es reduible, entones jbj = 1.Demostrai�on.Supongamos que E(k)(ab ) es reduible, entones ab es la pendiente fronterade una super�ie plana esenial en el exterior de k. Por un resultado deGordon, Lueke, Shalen y Culler ([10℄), el heho de que ab sea pendientefrontera implia que si k es no trivial, entones:E(k)(ab ) es una 3-variedad de Haken, �oE(k)(ab ) es suma onexa de dos espaios lente no triviales, �oE(k)( d) ontiene una super�ie inompresible siempre que jad�bj > 1.La primer ondii�on ontradie el heho de que E(k)(ab ) es reduible,mientras que la terer ondii�on ontradie el heho de que E(k)(10) es S3salvo uando jbj � 1. Queda entones onsiderar la segunda ondii�on. En talaso, �1(k(ab )) �= Zp � Zq (p; q > 1), entones por un resultado de Gonz�alezAu~na y H. Short ([7℄), la imagen � en Zp � Zq de un meridiano de k es dela forma xr donde bjr. Como el grupo de k est�a generado por un meridiano,
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13Zp � Zq est�a normalmente generado por �. Entones por un resultado deBaumslag, Morgan y Shalen ([2℄) jrj = 1 y por tanto, jbj = 1. 2Asumiremos tambi�en los siguientes resultados:(Gabai, 1987 [6℄) E(k)(0) es una 3-variedad irreduible.(Gordon y Lueke, 1989 [13℄) E(k)(�1) es una 3-variedad irreduible.
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Cap��tulo 3
La onjetura de los ables

.Reordemos la de�nii�on de nudo able. Un nudo k se die que es un nudoable de tipo (p; q) on p; q primos relativos, si K � �N(k0) para alg�un nudok0 en S3 tal que [k℄ = p�+ ql en H1(�N(k0).En 1986, Gonz�alez Au~na y H. Short ([7℄) enuniaron la CONJETURADE LOS CABLES. Esta die que si un nudo no trivial ontenido en S3 pro-due una variedad reduible despu�es de haer irug��a de Dehn, entones elnudo es able.En este ap��tulo veremos el re��proo de esta onjetura, es deir, que alhaer llenado de Dehn en un nudo able obtenemos variedades reduibles.Sea k un (p; q)-able de un nudo k0. Entones k se enuentra en �N(k0)y es una urva de pendiente p=q en diho toro.15
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16 CAP�ITULO 3. CONJETURA DE LOS CABLES

Figura 3.1: Nudo able.
Sea N(k) una veindad regular de k de modo que N(k)\�N(k0) onsistede un anillo A0. Sea A = �N(k0)nA0. Luego A es un anillo propiamente en-ajado en E(k). �A onsiste de dos urvas de pendiente  en �E(k).Se puede ver que  = pq� + l en �E(k). Consideremos la 3-variedadE(k)():E(k)() = E(k)[ V , donde V es un toro s�olido pegado de modo que unmeridiano de V se identi�a on una urva de pendiente  en �E(k). Como
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17�A onsiste de dos urvas, hay dos meridianos de V , digamos �1 y �2, quese identi�an on �A. Hay dos disos meridianos D1 y D2 en V de modo que�D1 = �1, �D2 = �2.A divide a E(k) en dos partes, una es E(k0) y la otra N(k0). Sea Â =A [ D1 [ D2, Â es una esfera. Vamos a ver que Â es una esfera redutora,on lo ual habremos onluido la prueba.Tenemos E(k)() = E(k) [ V = E(k0) [ N(k0) [ V1 [ V2, donde V1y V2 son las omponentes de V al ortar por D1 y D2, luego E(k)() =(E(k0) [ V1) [Â (N(k0) [ V2).Vi �= Di � I, E(k0) y V1 se identi�an de modo que �D1 � I se identi�-a on una veindad de la urva  y N(k0) y V2 se identi�an de modo que�D2�I se identi�a on la veindad de una urva de pendiente p=q en �N(k0).De aqu�� se sigue que E(k)() = E(k0)(p=q)℄L(q; p) pues E(k0) [ V1 es elespaio E(k0)(p=q) pinhado, el ual no es S3 por Gordon y Lueke ([13℄) yes irreduible por el teorema 2.1, ya que k0 no es trivial y N(k0) [ V2 da unespaio lente sumando que no es trivial pues q � 2.Por tanto la esfera Â es redutora, as�� E(k)() es una 3-variedad reduible.2
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Cap��tulo 4
Presentai�on delgada de losnudos.

En este ap��tulo enontraremos una presentai�on para los nudos que sa-tisfae que si P es una super�ie propiamente enajada en S3nN(k), inom-presible y �-inompresible, uya frontera no onsiste de meridianos, entonesexiste una esfera Q que interseta transversalmente la super�ie P y uyafrontera onsiste de urvas paralelas que intersetan exatamente una vez aada urva frontera de P .Sean x; y 2 S3 y z 2 S2. Identi�amos (S2 n z) � R on R3 de formaan�onia. De�nimos la funi�on altura h : S3 n fx; yg = S2 � R ! R omola proyei�on en el segundo fator. La esfera de nivel en la altura � denota-da por Q� es la super�ie S2��. Sea H la �brai�on deR3 por planos de nivel.19
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20 CAP�ITULO 4. PRESENTACI �ON DELGADAUn nudo k est�a gen�eriamente enajado en S3 si k = f(S1), dondef :S1 ! S3 es un enaje tal que la funi�on altura h Æ f es una funi�onde Morse on 2b puntos r��tios los uales ourren en niveles disretos. Tal fse llama presentai�on gen�eria.De�nimos el anho !(k) de k omo:!(k) = minf12 P j Qi \ f(S1) j jf es una presentai�on gen�eria de k yQ1; Q2; : : : ; Q2b�1 son esferas de nivel, una entre ada nivel r��tiog.Una presentai�on delgada de k es una presentai�on que realiza el anho de k.El anho puede alularse expl��itamente omo sigue. Sean M1;M2; : : : ;Mby m1; m2; : : : ; mb los m�aximos y m��nimos loales de h Æ f donde f es unapresentai�on delgada de k.Sea T (k) = Pbi=1Pbj=1 "(i; j) donde "(i; j) = �1 si mi�Mj0 si mj�Mj .Teorema 4.1 !(k) = 2T (k)� b2Demostrai�on.Empujemos los m��nimos loales para obtener una nueva presentai�on talque ada m�aximo loal est�e arriba de ada m��nimo loal. El anho de adat�ermino de la suesi�on resultante se inrementa en 2 ada vez que un m��nimose empuja bajo un m�aximo. El anho de la nueva presentai�on es:12(2 + 4 + : : :+ 2(b� 1) + 2b+ 2(b� 1) + : : :+ 2) = b2por lo que, !(k) = b2 � 2(b2 � T (k)) = 2T (k)� b2.
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212Lema 4.2 Sea k un nudo en presentai�on delgada en S3. Sea P una super�-ie propiamente enajada en S3nN(k) tal que �P no es uni�on de meridianos.Entones podemos isotopar P y enontrar un plano horizontal Q tal que Qes transversal a P y ada aroomponente de Q \ P es esenial en P .Si P es �- inompresible (respetivamente inompresible), entones adaaroomponente (respetivamente omponente errada) de P\Q es una urvaesenial en Q nN(k).Demostrai�on.Primero isotopamos P en una veindad de �P de modo que P est�e de�nidoloalmente era de N(k) omo sigue. Si x 2 k es un m�aximo �o un m��nimoloal de k, entones existe una veindad Vx de x tal que ada omponente deVx \ P aparee omo:

Figura 4.1: m�aximos y m��nimos de kSi y 2 K n [(V 0xs), entones existe una veindad Vy de y tal que adaomponente de Vy \ P aparee omo:

Neevia docConverter 5.1



22 CAP�ITULO 4. PRESENTACI �ON DELGADA

x 2 P es un punto silla de tangenia si N(x) \ P aparee omo un pun-to r��tio de la funi�on altura que no es un m�aximo ni un m��nimo loal enS3. x 2 P es un entro de tangenia si N(x) aparee omo un m�aximo �o unm��nimo loal. Supongamos que tales tangenias apareen en distintos niveles.

Figura 4.2: punto silla y entros de tangenia.Ahora isotopamos P tal que P sea transversal a la �brai�on H exeptoen un n�umero �nito de entros de tangenia y sillas de tangenia.Sea Q� la esfera de nivel a la altura �. Sea b la altura del m��nimo loalm�as alto de k y sea s la altura del m�aximo loal de menos altura de k el uales m�as alto que b.Sea Q = Q� tal que b < � < s y P es transversal a Q. Supongamos que �
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23es una aroomponente de P \Q. Si � es un aro no esenial en P tal que elorrespondiente diso de �-ompresi�on D no ontiene otros aros eseniales,entones D visto en S3 aparee omo la �gura (b):
D

P

(a)
(b)

Q

D

Figura 4.3: diso de ompresi�onEn partiular,D\k deja arriba �o abajo a Q�. Si tal � existe on Q� abajo(respetivamente arriba) de D \ k, entones llamamos a Q� un plano bajo(respetivamente plano alto) y aD un diso alto (respetivamente diso bajo).Sea B = f� 2 [b; s℄ jQ� es un plano alto g y S = f� 2 [b; s℄ jQ� es unplano bajo g.A�rmai�on. [b; s℄ 6= B [ S.Demostrai�on. Si U es un subintervalo abierto de [b; s℄ tal que P es trans-versal a Q� para � 2 U , entones U � B �o U\B = �. La situai�on an�aloga seumple para S. Como P fu�e puesto en forma est�andar era de N(k), b 2 B
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24 CAP�ITULO 4. PRESENTACI �ON DELGADAy s 2 S. Por tanto si la a�rmai�on falla es deir, si todo a 2 [b; s℄ est�a en Bo en S, existe una � tal que Q� es tangente a P , a 2 B para a 2 (�� "; �) ya 2 S para a 2 (�; �+") para alguna ". Existe una foliai�on C de P induidapor la funi�on altura h de S3. Los niveles de C pueden verse omo urvas denivel de h �o omo las interseiones de P on los planos de nivel. Existe unafuni�on fb: (��"; �℄�I ! P tal que si a < � entones fb(a�I) es una urvade nivel que es frontera de un diso bajo Da. Estos disos bajos satisfaenque Da � D si a < . El aro l��mite fb(a � I) es suave (a), pinhado (b)�o apahurrado ():
(a)

(b) (c)Figura 4.4: aro l��mite suave (a), pinhado (b) �o apahurrado ()El orrespondiente diso bajo l��miteDb visto en S3 es suave (a), pinhado(b) �o apahurrado () omo en la �gura 4.5.La disusi�on an�aloga se umple para la funi�on fs: [�; �+ ")� I ! P laual tiene la propiedad de que fs(a � I) es la frontera de un diso alto Dasi a > � y fs(a � I) � Qa. Sea Ds el diso alto l��mite. Notemos que Ds yDb no pueden ser ambos apahurrados. Se sigue que k es trivial �o uno puede
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25
(a) (b) (c)Figura 4.5: diso l��mite suave (a), pinhado (b) �o apahurrado ()enontrar una presentai�on m�as delgada de k. Situaiones en las que ambosDs y Db son suaves �o pinhados se muestran en la �gura:

(a)

k’

k’

(b)Figura 4.6: ambos disos suaves (a), ambos disos pinhados (b)Si � 2 [b; s℄nB [S tal que Q� es transversal a P , entones Q� es nuestroplano deseado.Si P es �-inompresible, entones ada aroomponente de P \ Q� esesenial en Q� n NÆ(k). Si P es inompresible, entones una isotop��a de Pelimina los ��rulos que aotan disos en Q� nNÆ(k). 2

Neevia docConverter 5.1



Cap��tulo 5
Gr�a�as de Intersei�on
5.1. Construi�onEn este ap��tulo veremos la onstrui�on de las gr�a�as de intersei�on,una herramienta muy importante para la prueba de muhas de las propieda-des de las 3-variedades.Sea M una 3-variedad ompata, orientable, irreduible y on fronteraun toro T . Sean � y � dos pendientes en T y M(�), M(�) los respetivos�-llenado de Dehn y �-llenado de Dehn de M .M(�) = M Sh� V� y M(�) = M Sh� V�donde h�:S1 � S1 = �V� ! �T y h�:S1 � S1 = �V� ! �T son los homeo-mor�smos que env��an los meridianos a las pendientes � y �, respetivamente27
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28 CAP�ITULO 5. GR�AFICAS DE INTERSECCI �ONy V�, V� son toros s�olidos.Sean � y � dos pendientes en el toro T , de�nimos su distania y la deno-tamos por �(�; �) omo el m��nimo n�umero de interseiones geom�etrias dela urva � on la urva � .Supondremos que:Existen super�ies P , Q propiamente enajadas en M tales que a-da omponente frontera de P tiene pendiente � y ada omponentefrontera de Q tiene pendiente �.P y Q se intersetan transversalmente, ada omponente de �P inter-seta ada omponente de �Q en 4(�; �) puntos.Cada aroomponente de P \Q es esenial en P y en Q (esto es, queno puede ompletarse a la frontera de un diso en P �o en Q).Tenemos entones que P \Q onsiste de la uni�on �nita disjunta de ��ru-los y aros propiamente enajados, los puntos extremos de los aros son lospuntos de intersei�on de �P on �Q.De�nimos dos gr�a�as GP y GQ omo sigue:los v�erties gordos son las omponentes frontera de P y Q, respetiva-mente.las aristas son las aroomponentes de P \ Q vistas tanto en P omoen Q.
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5.1. CONSTRUCCI �ON 29

Figura 5.1: Gr�a�a de intersei�on en super�ie.Numeramos las omponentes de �P , 1; 2; : : : p y las de �Q, 1; 2; : : : q en elorden en que apareen en �M , lo ual nos d�a una numerai�on de los v�ertiesde GP y GQ.Consideremos un aro omponente de P \ Q. Sus extremos son puntosde �P \ �Q, digamos de la i0-�esima omponente de �P on la j 0-�esima om-ponente de �Q. Numeramos los extremos de la arista orrespondiente de GPon j y j 0 en los v�erties i e i0, respetivamente, y similarmente para GQ.Ahora damos un signo a ada v�ertie (+ �o -) de auerdo a la direi�onen �M de la orientai�on de la omponente orrespondiente de �P indui-da por alguna orientai�on de P (an�alogamente para GQ). Note que al re-

Neevia docConverter 5.1



30 CAP�ITULO 5. GR�AFICAS DE INTERSECCI �ON
i

j
i’

j’ 
j

i i’
j’

G
P

G
QFigura 5.2: numerai�on de los extremos de una aristadedor de ada v�ertie de GP los ��ndies de los extremos ourren en orden1; 2; : : : ; q; 1; 2; : : : ; q; 1; : : : repetidas � = �(�; �) vees. El orden ser�a ensentido opuesto a las maneillas del reloj para v�erties positivos y al rev�espara v�erties negativos. Similarmente, alrededor de ada v�ertie de GQ vemoslos ��ndies 1; 2; : : : ; p; 1; 2; : : : ; p; 1; : : : repetidos � vees.
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Figura 5.3: Orientai�on de los v�erties.Deimos que dos v�erties son paralelos si tienen el mismo signo, de formaontraria, deimos que los v�erties son antiparalelos. Como las super�ies Py Q son orientables se satisfae la regla de paridad que establee lo siguiente:
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5.1. CONSTRUCCI �ON 31
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Figura 5.4: ejemplo de gr�a�as de intersei�onRegla de Paridad : Una arista une v�erties paralelos en GP s�� y s�olo s��,une v�erties antiparalelos en GQ.Una ara D de la gr�a�a se llama diso ara si D es un diso abierto. Siv es un v�ertie gordo en �D y  es una omponente onexa de �vnfextremosde las aristas en �Dg las uales intersetan DnD. Entones la erradura de en �v se llama esquina de �D.Una arista e se llama arista doble de una ara P si e � int( �P ), de otra formase llama arista simple.Una arista que une un��ndie x on otro��ndie arbitrario se llama x-arista.Un x-ilo es un ilo de x-aristas que unen v�erties paralelos y est�a orien-tado de modo que la punta de ada arista tiene ��ndie x.Un x-arista ilo � es un ilo de x-aristas no orientadas, que unen v�ertiesparalelos y existe un diso E tal que � = �E. E se llama ara del x-arista

Neevia docConverter 5.1



32 CAP�ITULO 5. GR�AFICAS DE INTERSECCI �ON
Esquinas

Arista doble

Figura 5.5: Diso-ara.
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Figura 5.6: x-ilo.
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5.1. CONSTRUCCI �ON 33ilo.
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Figura 5.7: x-arista ilo.La longitud de un x-arista ilo es igual al n�umero de aristas simples m�asel doble de aristas dobles.Observemos que la diferenia entre un x-ilo y un x-arista ilo es que enel primero no puede haber x; x-esquinas (por la orientai�on del ilo) mien-tras que en el segundo s�� omo lo muestran los dibujos 5.6 y 5.7.Un gran x-ilo es un x-ilo que aota un diso tal que todos los v�ertiesen su interior son paralelos a los v�erties del x-ilo.Un gran x-arista ilo es un x-arista ilo que aota un diso en el que
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34 CAP�ITULO 5. GR�AFICAS DE INTERSECCI �ON
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Figura 5.8: Gran x-ilo.todos los v�erties del interior son paralelos a los v�erties del x-arista ilo.
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Figura 5.9: Gran x-arista ilo.
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5.1. CONSTRUCCI �ON 35Nuevamente, la diferenia entre un gran x-ilo y un gran x-arista iloes que en el primero no puede haber x; x-esquinas y en el segundo s��.Una x-ara es un diso ara de Gi que onsiste de v�erties positivos yx-aristas.Un Cilo de Sharlemann es un gran x-ilo tal que todas las esquinasson el mismo intervalo y no tiene v�erties en su interior.
x
x+1

x

x+1

x
x+1

Figura 5.10: Cilo de Sharlemann.
Un x-ilo estrito es un x-ilo que no es ilo de Sharlemann.Un gran x-ilo estrito es un gran x-ilo que no es ilo de Sharlemann.
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36 CAP�ITULO 5. GR�AFICAS DE INTERSECCI �ON5.2. q-tipos.Sea q un entero positivo. Un q-tipo es una q-ada ("1; "2; : : : ; "q) donde"i = �, 1 � i � q.Deimos que a = (a1; a2; : : : ; aq) 2 Zq representa el q-tipo r = ("1; "2; : : : ; "q)si y s�olo s��:1. para alguna � = �, sign(ai) = �"i para ada i tal que ai 6= 0 y2. Pqi=1 j ai j� 2.Notemos que a representa � s�� y s�olo s�� representa a �� y que existen2q�1 q-tipos salvo signo.Un onjunto A � Zq representa todos los q-tipos s�� y s�olo s��, para adaq-tipo � , existe a 2 A tal que a representa � .Para A � Zq sea (A) el n�umero de oordenadas 1 � i � q tal queai 6= 0 para alguna a 2 A. Podemos ver A � Z(A) � Zq de forma obvia,adem�as A representa todos los (A)-tipos s�� y s�olo s�� A representa todos los q-tipos. As�� podemos usar la frase A representa todos los tipos sin ambig�uedad.De�nimos una gr�a�a � � P̂ omo:Los v�erties de � onsisten de los v�erties gordos de GP junto on losv�erties duales, uno en el interior de ada ara D en GP ;
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5.2. Q-TIPOS. 37Las aristas de � unen ada v�ertie dual a los v�erties gordos en lafrontera de la ara orrespondente D.Sea � un q-tipo. De�nimos la gr�a�a dirigida �(�) � P̂ omo la gr�a�adual a � on orientai�on de auerdo a la siguiente regla:Sea e una arista de � on un extremo en un v�ertie gordo v, estando enun q-intervalo (i; i + 1) en tal v�ertie. Entones orientamos e:haia adentro en v si (� j(i;i+1)) � sign(v) = +haia afuera en v si (� j(i;i+1)) � sign(v) = �Por ejemplo, si q = 6 y � = +� + � �� entones alrededor de los v�ertiesde GP las aristas de �(�) estan orientadas omo:
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6 1
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Figura 5.11: Ejemplo de un 6-tipo.Se tienen entones las siguientes propiedades:Un diso ara D de GP representa � si y solo si el orrespondientev�ertie dual v(D) est�a orientado de tal forma que todas las aristas vanhaia adentro �o haia afuera de �el.
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38 CAP�ITULO 5. GR�AFICAS DE INTERSECCI �ON(Parry) Si A � Zq representa todos los tipos, existe A0 � A tal que eloiente Zq por el subgrupo generado por A0 tiene torsi�on no trivial.([9℄) Si P̂ y Q̂ son esferas y � � 1 entones GP representa todos lostipos �o GQ ontiene un ilo de Sharlemann.
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Cap��tulo 6
Cilos de Sharlemann
6.1. Propiedades de los ilos de SharlemannDe aqu�� en adelante trabajaremos on una 3-variedadM ompata, orien-table, irreduible y on un toro inompresible T omo frontera. P es unasuper�ie inompresible de g�enero g uyas fronteras tienen pendiente  en T .Suponemos que existe una pendiente r en T que produe una esfera esenialQ̂ al haer el r-llenado de Dehn en la variedad M , es deir, M(r). HaemosQ = Q̂ \M . Consideramos las gr�a�as de intersei�on GP y GQ.Llamemos p el n�umero de omponentes de �P y q el n�umero de ompo-nentes de �Q. Supongamos que q > 2 es minimal, es deir que Q es la esferaesenial on un n�umero m��nimo de intersei�on on el oraz�on del toro s�olido.

39
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40 CAP�ITULO 6. CICLOS DE SCHARLEMANNLema 6.1 Si GP ontiene un ilo de Sharlemann, entones Q debe serseparante.Demostrai�on.Sea � un ilo de Sharlemann en GP y supongamos que Q es no separante.Entones Q̂ es una esfera no separante en M(r). Sea D una ara de GPque � aota y sean x; y los ��ndies en los extremos de las aristas de �. SeaA el anillo omponente de �M n �Q entre las omponentes onseutivas de�Q orrespondientes a x y y (sobre las uales orren las esquinas de �).Construimos una nueva super�ie Q0 enM haiendo irug��a en Q[A pegadoon D. Entones Q̂0 es una esfera no separante en M(r) que interseta a kren q�2 puntos, donde Kr es el oraz�on del r-llenado de Dehn, lo ual es unaontradii�on. 2
D
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y x

y

xy

x

y

A
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Figura 6.1: Cilo de Sharlemann.Teorema 6.2 GP no puede tener ilos de Sharlemann de ��ndies distintos.

Neevia docConverter 5.1



6.1. PROPIEDADES DE LOS CICLOS DE SCHARLEMANN 41Demostrai�on.Supongamos que GP ontiene dos ilos de Sharlemann � y �0 de ��ndiesdistintos fx; yg y fx0; y0g. Por el lema anterior, Q separa a M . En partiular,q es par.Consideremos las aristas de � y �0 en GQ uniendo los v�erties x; y y x0; y0,respetivamente. Existe un diso E � Q̂ tal que :�E � Qel n�umero de v�erties de GQ en E es a lo m�as q2 .el interior de E ontiene las aristas de uno de los dos ilos de Shar-lemann, digamos � y los v�erties orrespondientes x; y.(si fx; yg \ fx0; y0g 6= �, usemos el heho de que q es par).Sea E 0 � Q̂ el diso que ontiene a x0; y0 y a las aristas de �0. Si fx; yg \fx0; y0g = � entones podemos suponer que E \ E 0 = �.Sean D y D0 las aras de GP aotadas por � y �0, respetivamente. SeaH la bola en Vr orrespondiente a x y y y sea N una veindad regular deE [ H [ D en M(r). Entones N es un espaio lente pinhado uyo grupofundamental tiene el mismo orden que � (pensando H omo una 1-asa y unaveindad regular de D omo una 2-asa).Similarmente, usando el diso E 0, de�nido antes, y la ara D0, obtenemosun espaio lente pinhado N 0 � M(r) tal que, (moviendo �N ligeramente
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42 CAP�ITULO 6. CICLOS DE SCHARLEMANNhaia afuera de Q̂ si D y D0 est�an en lados opuestos de P ) N \ N 0 = �. Sesigue que la esfera �N es esenial enM(r). Como j �N\Kr j� 2( q2)�2 = q�2,es una ontradii�on. 2
x y

D
H

EFigura 6.2: obteni�on del espaio lente pinhado.Lema 6.3 Si, en GP , �1 es un x1; x2-ilo de Sharlemann de orden m y�2 es un x1; x2-ilo de Sharlemann de orden n, entones m = n.Demostrai�on:Sean F1 y F2 las aras en GP on fronteras �1, �2, respetivamente. SeaG � GQ la subgr�a�a onsistente de los v�erties gordos x1, x2 on las aristasde GQ que orresponden a las aristas de �1 y �2. Sea D una ara de G. SeaH la bola en M(r) de�nida por el segmento D2� I de N(Kr) que intersetaQ̂ en los v�erties gordos x1 y x2; esto es, H es la 1-asa pegada a Q̂ en esosv�erties. Sea Y = N(H [ (Q̂nintD)). Observemos que Y �= D2 � S1, onF1 \ �Y y F2 \ �Y dos urvas no triviales disjuntas en �Y �= S1�S1. Comolas urvas pasan sobre H en una direi�on onsistente (digamos de x1 a x2),
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6.2. EXISTENCIA DE LOS CICLOS DE SCHARLEMANN. 43son paralelas en �Y . Entones las urvas deben pasar sobre H un n�umeroigual de vees. Esto implia que m = n. 26.2. Existenia de los ilos de Sharlemann.En esta sei�on probaremos que todo gran x-arista ilo ontiene un ilode Sharlemann, la prueba est�a basada en un art��ulo de Hayashi y Motegi[15℄. Aunque omenzaremos on un aso m�as senillo, que es uando tenemosun gran x-ilo, el ual probaremos bas�andonos en un art��ulo de Gordon,Lueke, Shallen y Culler ([11℄).Sea � una subgr�a�a de GP y x un v�ertie de GQ, deimos que � satisfaela ondii�on P(x) si para ada v�ertie y de � existe una arista de � inidentea y on ��ndie x, onetando y a un v�ertie paralelo de �.Lema 6.4 Supongamos que � satisfae la ondii�on P (x). Entones adaomponente de � ontiene un x-ilo.Demostrai�on.Para ada v�ertie y de �, esogemos una arista e(y) de � inidente a y on��ndie x, onetando y a un v�ertie paralelo de �.Sean �0 una omponente de � y y1 ualquier v�ertie de �0. Consideremosla arista e(y1) onetando y1 a y2, digamos. Como y1 y y2 son paralelos, el
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44 CAP�ITULO 6. CICLOS DE SCHARLEMANN��ndie de e(y1) en y2 no es x por la regla de paridad. Entones si y2 6= y1,la arista e(y2) es distinta de e(y1). Continuando de esta forma, obtenemosaristas e(yi) onetando los v�erties yi y yi+1 on ��ndie x en yi hasta queun v�ertie se repita por primera vez, digamos ym = yn, m < n, pero yi 6= yjpara 1 � i < j < n. Entones las aristas e(ym); e(ym+1); : : : ; e(yn�1) formanun x-ilo en �0. 2Teorema 6.5 Si GP ontiene un gran x-ilo, entones ontiene un ilo deSharlemann.Demostrai�on.Sea � un gran x-ilo en GP y sea E el diso aotado por �. Sea "(�) eln�umero de aristas a en GP tales que inta �intE. Probaremos el resultadopor indui�on en "(�).Si "(�) = 0, entones � es un ilo de Sharlemann por de�nii�on. Enton-es suponemos que "(�) > 0. Tenemos dos asos:1. Cualquier arista en GP \ E inidente a un v�ertie de � est�a en �.2. Existe una arista de GP\E inidente a un v�ertie de � pero no est�a on-tenida en �.En el primer aso, omo todos los v�erties de GP \ E son paralelos, lagr�a�a � = GP \ En� satisfae la ondii�on P (x0) para ualquier v�ertie x0
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6.2. EXISTENCIA DE LOS CICLOS DE SCHARLEMANN. 45de GQ, y entones ontiene un x0-ilo �0 por el lema 6.2. Claramente �0 esun gran x0-ilo en GP y "(�0) < "(�). Entones el resultado se sigue porindui�on.En el segundo aso, omo todos los v�erties de � son paralelos, existeun ��ndie x0 tal que x y x0 representan omponentes frontera de Q que sonadyaentes en T , on la propiedad de que para ada v�ertie y de � existeuna arista GP \ E inidente a y on mara x0. Esto tambi�en es ierto paraualquier v�ertie y en el intE. Entones GP \E satisfae la ondii�on P (x0).Apliando el lema 6.2 obtenemos un x0-ilo �0 en GP \ E, sin embargoqueremos quitar la posibilidad de que �0 = �. Para esto, notemos que porhip�otesis existe una arista de GP \ E inidente a un v�ertie de � que noest�a ontenido en �, entones existe una arista inidente a un v�ertie y,digamos, en � on ��ndie x0. Sea e la arista de � inidente a y on mara x.Entones la gr�a�a � = GP \ Eninte tambi�en satisfae la ondii�on P (x0).Por el lema 6.2 tenemos un x0-ilo �0 en � el ual es laramente un gran x0-ilo en GP on "(�0) < "(�). Entones GP ontiene un ilo de Sharlemannpor indui�on. 2Para la segunda parte, aunque sabemos que se umple la regla de paridad,supondremos simplemente la siguiente:Regla D�ebil de Paridad : Cada arista que preserva signos tiene distintos��ndies en los extremos.
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46 CAP�ITULO 6. CICLOS DE SCHARLEMANNObservemos que la regla de paridad implia la regla d�ebil de paridad. Enel transurso de la siguiente prueba habr�a situaiones en las que no se umplela regla de paridad d�ebil, on esto pueden existir los:Cilos de Sharlemann aplastados que onsisten de una arista que pre-serva signos y tiene el mismo ��ndie en ambos extremos.Denotaremos por Gi (i = 1; 2) a las gr�a�as GP y GQ y por F (i) a lassuper�ies P̂ y Q̂, respetivamente. Supongamos que q � 2.Teorema 6.6 Una ara de un gran x-arista ilo � de Gi ontiene una arade un ilo de Sharlemann.Demostrai�on. Sea W la ara de � y GW = (Gi \W ) [ �W . Tomamos lasubgr�a�a � de GW tal que:fv�erties de �g = fv�erties de GWg.faristas de �g = fx-aristas de GWg.Como para ada v�ertie v de � existe una x-arista inidente a v en �W , existeun diso ara E de � en W . La frontera �E es un x-arista ilo y ningu-na esquina de �E ontiene un ��ndie x en su interior. Sea GE la gr�a�a(GW \ E) [ �E. Notemos que E no ontiene v�erties de GW . Si E ontieneun lazo de GE, entones E ontiene una ara de un ilo de Sharlemanntrivial. Supongamos que E no ontiene lazos.
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6.2. EXISTENCIA DE LOS CICLOS DE SCHARLEMANN. 47
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Figura 6.3: orte a lo largo de aristas doblesSi �E no es un ��rulo, uando vemos los v�erties gordos omo puntos,ortamos la gr�a�a GE a lo largo de aristas dobles de �E y en los v�erties enlos uales m�as de dos aristas de �E son inidentes tal que �E se deforma enun ��rulo.Sea ĜE la gr�a�a resultante y Ê el diso obtenido ortando E omo antes.Es su�iente enontrar un ilo de Sharlemann en ĜE tal que su araest�a en Ê. Probaremos esto por indui�on en la longitud l del x-arista ilo�̂E.Para estudiar la gr�a�a ĜE nos olvidamos del signi�ado geom�etrio yonsideramos una situai�on m�as general la ual es puramente abstrata, enel sentido de que la regla de paridad no se tiene. M�as pre��samente, onside-remos las siguientes gr�a�as:
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48 CAP�ITULO 6. CICLOS DE SCHARLEMANNSea � una gr�a�a en F (i) y � un x-arista ilo en �. Sea E un diso arade �. Supongamos que � = (�\E) [ �E (es deir, el ilo de m�as afuera de�). Adem�as � satisfae lo siguiente:1. � es homeomorfo a un ��rulo uando vemos los v�erties gordos omopuntos.2. � no tiene v�erties en E.3. Cada extremo de ada arista est�a en orrespondenia on un n�umero1; 2; : : : ; �o N (N � 2) y alrededor de ada esquina de � los extremosson indexados por i; i+1; : : : ; i+k (mod N) para alguna i y k en sentidoontrario a las maneillas del reloj, donde los enteros i; k pueden variarde esquina a esquina.4. E no tiene lazos.Notemos que, por la ondii�on (2) todas las aristas de � son aristas quepreservan el signo y un x-arista ilo (respetivamente un x-ilo) es au-tom�atiamente un gran x-arista ilo (respetivamente un gran x-ilo) yas��, � es un gran x-ilo. 2Lema 6.7 Si la regla d�ebil de paridad se umple para las aristas del disoabierto E, entones � ontiene un ilo de Sharlemann no aplastado uyaara est�a ontenida en E.

Neevia docConverter 5.1



6.2. EXISTENCIA DE LOS CICLOS DE SCHARLEMANN. 49Demostrai�on. La prueba se realiza por indui�on sobre la longitud de �,onsiderando el x-arista ilo de m�as adentro. Si es neesario, supondremosque no hay x-aristas en E. Comenemos on el siguiente sublema:Sublema 1 Supongamos que � = �E es un x-ilo. Si la regla d�ebil deparidad se umple para aristas en E, entones � ontiene un ilo de Shar-lemann no aplastado uya ara est�a ontenida en E.Demostrai�on.Teorema 6.2. 2Si �E no tiene una esquina tal que ambos extremos tienen ��ndie x (lla-mada x � x esquina), entones �E es un x-ilo. Entones por el sublemaanterior, E ontiene un ilo de Sharlemann no aplastado. Por lo que en elresto de la prueba supondremos que existe una x� x esquina.Sublema 2. Supongamos que se umple la regla d�ebil de paridad paralas aristas en E. Si existe una familia de m�as de N2 aristas paralelas en �,entones tenemos que:1. Existe un ilo de Sharlemann no aplastado (de longitud 2) en talfamilia y su ara est�a ontenida en E, �o2. N es impar y la familia onsiste de N+12 aristas paralelas inluyendo unilo de Sharlemann aplastado el ual es una arista en �E.
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50 CAP�ITULO 6. CICLOS DE SCHARLEMANNDemostrai�on. El onjunto de ��ndies en los dos extremos de la familia pa-ralela no son disjuntos. Por tanto, existe un ilo de Sharlemann aplastado�o un x-ilo (para alg�un ��ndie x) en tal familia.En el aso anterior el ilo de Sharlemann aplastado es una arista de� y N debe ser impar, de otra forma E ontiene un ilo de Sharlemannaplastado, lo ual es una ontradii�on. Si existen m�as de N+12 aristas para-lelas entones existe un ilo de Sharlemann. En el �ultimo aso (en el queexista un x-ilo) el sublema anterior implia la existenia de un ilo deSharlemann no aplastado. 2Caso l = 2:Como existe una x � x esquina, digamos Z. � onsiste de N + 1 aristasque preservan el signo. El sublema 1 muestra que � ontiene un ilo deSharlemann no aplastado.Supongamos que l � 3.Una arista e se llama arista diagonal si e es inidente a una x�x esquinaZ y tiene el otro extremo en una esquina R la ual no es adyaente a Z en�. Cuando l = 3 no existen aristas diagonales. Dividamos la prueba en dosasos dependiendo si existe �o no una arista diagonal:Caso 1: No existen aristas diagonales en �.
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6.2. EXISTENCIA DE LOS CICLOS DE SCHARLEMANN. 51
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Figura 6.4: sin aristas diagonalesEntones para ada x�x esquina Z podemos enontrar m�as de N2 aristasparalelas inidentes a Z ya que existen N +1 aristas inidentes a Z. Si N espar, tenemos un ilo de Sharlemann no aplastado por el sublema 2. Si Nes impar, entones tenemos las siguientes posibilidades seg�un el sublema 2:� ontiene un ilo de Sharlemann no aplastado �o;Las dos aristas que tienen��ndie x en sus extremos en Z tambi�en tienen��ndie x en los otros extremos y las aristas inidentes a Z estan divididasen dos familias de N+12 aristas paralelas las uales onetan Z on dosesquinas adyaentes a Z en �E.Podemos suponer que todas las x� x esquinas satisfaen la segunda on-dii�on, ya que de otra forma podr��amos enontrar un ilo de Sharlemannno aplastado. Bajo este supuesto, mostramos que ada esquina en �E es una
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52 CAP�ITULO 6. CICLOS DE SCHARLEMANNx� x esquina.Sean Z0; Z1; : : : ; Zm las esquinas en �E apareiendo en este orden. Sea eila arista en �E que oneta Zi on Zi+1, donde em oneta Zm on Z0. Laarista ei tiene la \ola" en la esquina Zi y la \abeza" en la esquina Zi+1.Suponemos que Z0 es una x�x esquina y mostremos que la siguiente esquinaZ1 tambi�en es x� x esquina.El ��ndie de la abeza de e0 es x y el ��ndie de la ola de em tambi�en es xpor la segunda ondii�on. Si la ola de e1 tiene ��ndie x habremos terminado.Supongamos por ontradii�on que la ola de e1 no tiene ��ndie x. Engeneral, supongamos que el ��ndie de la ola de ei no es x para alguna i(1 � i � m� 1). Entones la abeza de ei tiene ��ndie x. Si la esquina Zi+1es una x� x esquina, entones por la segunda ondii�on, la ola de ei tiene��ndie x, lo ual es una ontradii�on. Por tanto, Zi+1 no es una x�x esquina.As��, la ola de ei+1 no tiene ��ndie x. Indutivamente, la suposii�on de quela ola de e1 no tiene ��ndie x, implia que la ola de ei no tiene ��ndie xpara i = 1; 2; : : : ; m � 1. Por tanto, en partiular la abeza de em�1 tiene��ndie x y Zm es una x � x esquina (ya que la ola de em tiene ��ndie x).Entones por la segunda ondii�on la ola de em+1 tiene ��ndie x, lo uales una ontradii�on. Esto prueba que Z1 tambi�en es una x � x esquina ypor tanto todas las esquinas son x � x esquinas que satisfaen la segundaondii�on. Entones hay m familias de N+12 aristas paralelas formando N+12m-�agonos.
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6.2. EXISTENCIA DE LOS CICLOS DE SCHARLEMANN. 53
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Figura 6.5: el m-�agono de m�as adentro es un ilo de Sharlemann.Por tanto, el m-�agono de m�as adentro es un ilo de Sharlemann noaplastado. 2Caso 2: Existe una arista diagonal e en �.Esto es, existe una arista e inidente a una x�x esquina Z y tiene el otroextremo en una esquina R que no es adyaente a Z en el x-ilo �.Sea U (respetivamente V ) el v�ertie que ontiene a la esquina Z (res-petivamente R). Sea k el ��ndie en el extremo de e en Z. Construiremos
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54 CAP�ITULO 6. CICLOS DE SCHARLEMANN
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Figura 6.6: on aristas diagonalestres gr�a�as. La arista diagonal e divide el diso E en dos disos E1 y E2.Entones �E1 \ Z ontiene los ��ndies fx; x + 1; : : : ; kg y �E2 \ Z ontiene los��ndies fk; k + 1; : : : ; x� 1; xg.Sea �0i la gr�a�a (�\Ei)[�Ei para i = 1; 2; : : :. Sea �1 (respetivamente�2) la gr�a�a obtenida de �01 (respetivamente �02) a~nadiendo aristas que seanparalelas a e e inidentes a Z on ��ndies k+1; : : : ; x� 1; x (respetivamentex; x + 1; : : : ; k � 1). Sea ei � �i la arista adiional de m�as afuera. Sea Di eldiso aotado por las dos aristas e y ei. Construimos una terer gr�a�a �3omo ((�1\D1)[�D1)[((�2\D2)[�D2) y denotamos el diso int( �D1[ �D2)por D3. La gr�a�a �3 onsiste de dos v�erties U , V y N +1 aristas paralelasonet�andolos.En la gr�a�a �i sea Ri la esquina de �Di en �V la ual ontiene el ex-
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6.2. EXISTENCIA DE LOS CICLOS DE SCHARLEMANN. 55tremo de e. Veamos que e no tiene el ��ndie k en Ri ya que la regla d�ebil deparidad se umple en E. La gr�a�a �i est�a aotada por un x-arista ilo �i yestas gr�a�as satisfaen las ondiiones (1) a (4). Sin embargo, estas gr�a�aspueden no satisfaer la regla d�ebil de paridad en �in(�i [ e). En la gr�a�a�3 podemos observar f�ailmente que:Sublema 3:1. Si la esquina R3 tambi�en es una x � x esquina, entones la gr�a�a �3tiene tres ilos de Sharlemann (posiblemente aplastados) y s�olo unoest�a en D3. Si N es par, entones los tres ilos de Sharlemann sonaplastados. Si N es impar, entones exatamente uno de ellos (el ualest�a en D3) es no aplastado.2. Si la esquina R3 no es una x � x esquina, entones sea f la aristaque tiene ��ndie x en R3. La gr�a�a �3 tiene exatamente un ilo deSharlemann (probablemente aplastado) entre las aristas f y ei parai = 1; 2 respetivamente.Supongamos que R3 tambi�en es una x � x esquina. Reordemos que laarista diagonal e no es un ilo de Sharlemann aplastado. Entones porel sublema anterior, una de las dos gr�a�as �1 �o �2, digamos �1, ontieneexatamente un ilo de Sharlemann aplastado en el diso D1. Entones, enint( �E1 [ �D1) la regla d�ebil de paridad se umple. Entones por la hipot�esisde indui�on, existe un ilo de Sharlemann no aplastado en E1[D1. Comono existe un ilo de Sharlemann no aplastado en �D1, podemos enontrarun ilo de Sharlemann no aplastado en E1.
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56 CAP�ITULO 6. CICLOS DE SCHARLEMANN
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Figura 6.7: Cilos de Sharlemann en ada aso.Ahora supongamos que R3 no es una x� x esquina. Entones dividimosla prueba en dos subasos de auerdo a la posii�on de f y la arista diagonale en �3.Primero supongamos que una de las dos gr�a�as �1 �o �2, digamos �1,est�a aotada por un x-arista ilo �1 y en el int( �E1 [ �D1) la regla de paridadse umple. Entones existe una ara de un ilo de Sharlemann no aplasta-do en E1, por hip�otesis de indui�on. Supongamos que ambas gr�a�as �1 y�2 ontienen exatamente un ilo de Sharlemann (posiblemente aplastado)en �D1 y �D2, respetivamente. Entones al menos una de las dos gr�a�as �1�o �2, digamos �1 tiene la arista f en �D1 (f puede oinidir on e). Susti-tuyendo la arista f por la arista e1 en el x-arista ilo �1, podemos obtenerun nuevo x-ilo � tal que la regla de paridad se umpla en la ara H de �.
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6.2. EXISTENCIA DE LOS CICLOS DE SCHARLEMANN. 57Por hip�otesis de indui�on, existe una ara de un ilo de Sharlemann noaplastado. En ualquier aso, omo H \D1 no ontiene una ara de un ilode Sharlemann, el de antes existe en E1.Esto ompleta la prueba del lema. Por lo que la prueba del teoremaest�a ahora ompleta. 2
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Cap��tulo 7
Aumulamientos

Reordemos las hip�otesis on las que trabajaremos: M es una 3-variedadompata, orientable, irreduible y on un toro inompresible T omo fron-tera. P es una super�ie inompresible de g�enero g uya frontera tiene pen-diente  en T . Suponemos que existe una pendiente r en T que produe unaesfera esenial Q̂ al haer el r-llenado de Dehn en la variedad M , es deir,M(r). Haemos P = P̂ \M y Q = Q̂ \M . Consideramos las gr�a�as deintersei�on GP y GQ.En este ap��tulo probaremos la existenia de un aumulamiento en lagr�a�a GP bajo la hip�otesis de que q > 2, donde q es el m��nimo de las inter-seiones geom�etrias de la esfera esenial Q on el oraz�on del r-llenado deDehn.Reordemos que en el ap��tulo anterior probamos que todos los ilos de59
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60 CAP�ITULO 7. ACUMULAMIENTOSSharlemann tienen los mismos ��ndies. Sin p�erdida de generalidad, supon-gamos que f1; 2g son los��ndies de los ilos de Sharlemann de la gr�a�a GP .Deimos que un ilo en GP es un ilo 2-esquinado si es la frontera deuna ara que ontiene s�olo q; 1-esquinas, 2; 3-esquinas y al menos una aristade un 1; 2-ilo de Sharlemann.Un aumulamiento C es una subgr�a�a onexa de GP (GQ) tal que:1. C onsiste de 12-ilos de Sharlemann y ilos 2-esquinados.2. Cada 12-arista de C pertenee tanto a un ilo de Sharlemann omoa un ilo 2-esquinado.3. C no tiene v�erties de orte.Lema 7.1 Supongamos que q � 3. Una x-ara x 6= 1; 2 en GP ontiene unaumulamiento C.Demostrai�on: Sea �D la subgr�a�a de GP en una x-ara D. Existe la po-sibilidad de que �D no sea un ��rulo, sin embargo podemos ortar GP \Da lo largo de las aristas dobles de �D y en los v�erties en los uales m�as dedos aristas son inidentes para deformar �D en un ��rulo.As��, podemos suponer que �D es un ��rulo y �D no tiene v�erties en elinterior de D. Podemos suponer que los ��ndies apareen en sentido ontrarioa las maneillas del reloj alrededor de la frontera de ada v�ertie.
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61Supongamos que D tiene una arista diagonal d on una pareja indexadafa; bg los uales no est�an en ning�un 1; 2-ilo de Sharlemann, omo en lasiguiente �gura:
a

b

d

x x

x

xx

x

Figura 7.1: x-ara.Notemos que fa; bg deben ser distintos de x. Sin p�erdida de generalidadsupongamos que b < a < x, es deir, los tres ��ndies apareen en sentidoontrario a las maneillas del reloj. Formalmente onstruyamos una nuevax-ara D0 omo sigue:Dejamos todas las aristas y esquinas de �D que est�an a la dereha de d yquitamos todas las aristas y esquinas a la izquierda de d. Insertamos aristasadiionales a la izquierda de d y paralelas a d hasta llegar a la primer x enun extremo de estas aristas omo la siguiente �gura:En partiular, las aristas a~nadidas no ontienen aristas de ilos dos es-quinados �o ilos de Sharlemann de la gr�a�a en la nueva gr�a�a D0.
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62 CAP�ITULO 7. ACUMULAMIENTOS
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Figura 7.2: Construi�on de la gr�a�a D0.
Repetimos el mismo proeso para ada arista diagonal que no est�e en un1; 2-ilo de Sharlemann, entones obtenemos una nueva x-ara E y unagr�a�a �E en E tal que todas las aristas diagonales son aristas de 1; 2-ilos de Sharlemann y todas las aristas frontera son x-aristas. M�as a�un,las aristas a~nadidas no ontienen aristas de ilos de Sharlemann ni de i-los 2-esquinados de �E. Observemos que una xx-arista puede apareer en lafrontera de la gr�a�a.A�rmai�on: �E ontiene un 1; 2-ilo de Sharlemann, as�� entones �D.Demostrai�on.Supongamos que �E no ontiene 1; 2-ilos de Sharlemann y por tantono ontiene aristas diagonales.
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63En �E al menos q + 1 aristas son inidentes a v. Si q es par, m�as de q2aristas paralelas son inidentes a v y si q es impar, dos familias de q+12 aristasparalelas son inidentes a v. Apliando el sublema 2 del lema 6.2, �E ontieneun ilo de Sharlemann, lo ual es una ontradii�on. 2Esto signi�a que Q̂ debe ser separante y q es par. La regla de paridadgarantiza que ada arista de �E oneta v�erties on un ��ndie par y el otroimpar, por lo que no hay xx-aristas.Cualquier 1; 2-arista de un ilo de Sharlemann no pertenee a ��E .Consideremos la ara E1 de �E adyaente a la 1; 2-arista que no aota elilo de Sharlemann. Es posible que E1 ontenga m�as de una 1; 2-arista deilos de Sharlemann. Sea fak; ak + 1g, k = 1; 2; : : : ; n la numerai�on delas parejas onseutivas de las esquinas entre dos 1; 2-ilos de Sharlemannuando orren alrededor de la �E1 en el sentido de las maneillas del reloj.Notemos que a1 = 2 y an = q.Supongamos por ontradii�on que �E1 no es un ilo 2-esquinado. Comoalguna ak no es ni q ni 2, existen ��ndies l y m tales que ak = p �o ak = 2uando 1 � k < l �o k = m y ak 6= q; 2 uando l � k < m.Consideremos las aristas de la lase de fak�1 + 1; akg-aristas para l �k � m. Como no hay ilos de Sharlemann alrededor de estas aristas,uno enuentra que x � ak < ak�1 + 1 � x �o x � ak � ak�1 < x y
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64 CAP�ITULO 7. ACUMULAMIENTOSas�� x � am � am�1 � : : : � al � al�1 < x. Esto es imposible dado queal�1; am = q �o 2 y todas las a0ks son pares por la regla de paridad. As�� �E1es un ilo 2-esquinado. Sea C la uni�on de todos los ilos de Sharlemann ytodos los ilos 2-esquinados adyaentes a ada 1; 2-arista de ilos de Shar-lemann. Despu�es de ortar a lo largo de los v�erties de orte, una omponenteonexa de C es entones el aumulamiento en �E y as�� en �D lo ual onluyela prueba. 2Sea ~Q la esfera pinhada obtenida de Q̂ quitando los v�erties gordos 1 y2. La familia de todas las 1; 2-aristas de un ilo de Sharlemann en el au-mulamiento C separa ~Q en disos, uno de los uales ontiene los v�erties q y3 de GQ por la existenia de q; 3-aristas en C. Las dos 1; 2-aristas aotandotal diso se llaman buenas aristas de C. As�� ada ilo de Sharlemann en Ctiene exatamente dos buenas aristas.Sea � la gr�a�a dual maximal de C uyos v�erties son duales a ilosde Sharlemann y ilos 2-esquinados onteniendo buenas aristas y aristasduales a buenas aristas de C omo las desritas en la �gura 7.3.As�� en �, un v�ertie dual a un ilo de Sharlemann tiene valenia 2 y unv�ertie dual a un ilo 2-esquinado tiene omo valenia el n�umero de buenasaristas del ilo 2-esquinado. M�as a�un, � es un bosque de auerdo a la ons-trui�on de C. Esto implia que ada 1; 2-arista que no es buena arista deilos 2-esquinados relaionados a v�erties de � ontribuye en 1 al n�umero de
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Figura 7.3: Un aumulamiento y una pareja propia.omponentes de �. Por lo que existe una omponente �g de � tal que todaslas 1; 2-aristas de sus ilos 2-esquinados son buenas aristas.Consideremos la subgr�a�a Cg de C dual a �g. Digamos que Cg ontienen ilos de Sharlemann y as��, 2n buenas aristas y n+ 1 ilos 2-esquinados.Un ilo 2-esquinado dual a un v�ertie extremo del �arbol �g tiene s�olo unabuena arista. De entre estas aristas, esogemos e1 de las aristas m�as eranasal v�ertie q (�o 3) entre ellas; es deir, no hay buenas aristas entre e1 y el v�ertieq en ~Q. Sea �g y �1 el ilo de Sharlemann y ilo 2-esquinado adyaente ae1, respetivamente. Entones �g tiene otra buena arista e2, adem�as e1 y e2
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66 CAP�ITULO 7. ACUMULAMIENTOSaotan un diso Dg onteniendo los v�erties q y 3 en ~Q. Notemos que todoslos ilos de Sharlemann son paralelos en un toro obtenido de ~Q pegando unanillo �V12. As��, exatamente n� 1 de 2n buenas aristas no est�an ontenidasen Dg. Por tanto, tenemos otro ilo 2-esquinado �2 uyas 1; 2-aristas est�anen Dg. Por lo que todas las aristas de �1 y �2 (q; 1-aristas, 1; 2-aristas, 2; 3-aristas y q; 3-aristas) est�an en Dg. M�as a�un si �2 tiene solo una buena arista,entones las dos buenas aristas de �1 y �2 estan en diferentes lados de losv�erties q y 3 en Dg. Tales �1, �2 son llamadas una pareja propia. Por tantohemos probado:Lema 7.2 Existe una pareja propia de ilos 2-esquinados en C. 2
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Cap��tulo 8
Parejas propias
8.1. Para pendientes redutoras.En esta sei�on probaremos que si el n�umero de interseiones entre lasuper�ie Q y el oraz�on del llenado de Dehn es mayor a 2, entones la gr�a�aGP no puede ontener un aumulamiento.Reordemos que Q es una esfera redutora que fu�e esogida para mini-mizar jQ \ Krj donde Kr es el oraz�on del r-llenado de Dehn de M . Por elresultado anterior, existe una pareja propia de aras F1, F2 en alg�un aumu-lamiento C dentro de la gr�a�a GP .Supongamos que F1 es una ara exterior en el aumulamiento C. Como F1es una ara exterior, es adyaente a un 1; 2-ilo de Sharlemann �1. Sea S167
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68 CAP�ITULO 8. PAREJAS PROPIAS
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PFigura 8.1: Cilo de Sharlemann en la esfera Q.la ara del ilo de Sharlemann aotada por �1. Consideremos la subgr�a�ade GQ generada por los v�erties 1 y 2 a lo largo de las aristas de GQ queorresponden a aristas de �1. Esta subgr�a�a subdivide Q en n disos arafDigni=1. Como F1 ontiene una q; 3-arista, los v�erties q y 3 estan en un disoara om�un. Numeremos los disos de tal forma que D1 ontiene los v�ertiesq y 3.Lema 8.1 jDj\Krj � Pj�1i=1 jDi\Krj+Pni=j+1 jDi\Krj para toda 1 � j � n.Demostrai�on.Supongamos que jDj \K 0j > Pi6=j jDi \K 0j para alguna 1 � j � n. Enk(r) la esfera Q̂ orta N(K 0) en q 1-asas H1;2; H2;3; : : : ; Hq;1 donde ada Hi;jesta pegada a Q̂ en los v�erties i y j. Sea Y0 = N((Q̂n D1) [H1;2). Veamosque Y0 es homeomorfo a un toro s�olido.
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Figura 8.2: H1;2M�as a�un, la urva S1\�Y0 es una (l; n)-urva no trivial en �Y0 para alg�unentero l. Sea Y = Y0 [N(S1) que es un espaio lente pinhado on fronterauna esfera esenial Q0 = �Y (si fuera frontera de una bola, el espaio totalser��a un espaio lente, que es irreduible, ontradiiendo la hip�otesis).Adem�as, jQ0\K 0j = 2Pi6=j jDi\K 0j+2 < Pni=1 jDi\K 0j+2 = jQ̂\Krj.Lo ual es una ontradii�on al heho de que Q̂ es una esfera esenialminimal. 2Teorema 8.2 Sean q = jQ̂ \K 0j y p = jP̂ \Krj. Si q > 2, entones GP noontiene un aumulamiento.Demostrai�on.
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70 CAP�ITULO 8. PAREJAS PROPIASSupongamos que existe un aumulamiento C y sean F1 y F2 una parejapropia en el aumulamiento.De�nimos las 1-asas Hi;j omo en la prueba del lema anterior (8.1). SeaXQ = N(Q̂[Hp;1 [H2;3). Notemos que XQ es un ubo on asas pinhado deg�enero dos. Las dos omponentes frontera de XQ estan separadas en M(r)por Q̂. La omponente interna (esfera) es homeomorfa a Q̂ y no es de nuestrointer�es. La omponente externa de XQ (super�ie de g�enero dos) es la m�asimportante en nuestra prueba.Sea XD = N(D1 [Hp;1 [H2;3). Observemos que XD es un ubo on asasde g�enero dos. Adem�as, �XD \ �XQ = S 0 [ D0, donde S 0 es una super�iepinhada de g�enero dos y D0 es homeomorfa a D1 [ (v�erties 1 y 2).Como S 0 no ontiene los v�erties q y 3 y D0 ontiene los v�erties 1 y 2,tenemos que: jS 0 \Krj = jD1 \Krj � 2 (8.1)jD0 \Krj = jD1 \Krj+ 2 (8.2)Sea E el onjunto de aristas en �F1 [ �F2. Veamos que E onsta de 1; 2-aristas, q; 3-aristas, 2; 3-aristas y q; 1-aristas. Por ser pareja propia, todas lasaristas de E estan en el diso D1.Sea r un lazo que parte del v�ertie p, reorre la 1-asa Hp;1 y regresa a pv��a una trayetoria en D1. De la misma forma, sea � un lazo que parte delv�ertie 2, reorre la asa H2;3 y regresa al v�ertie 2 v��a una trayetoria en D1.
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8.1. PARA PENDIENTES REDUCTORAS. 71Entones [r℄ y [�℄ forman una base paraH1(XD) y paraH1(XQ). Claramente,H1(XD) �= H1(XQ) �= Z�Z. De�nimos las urvas !1 = F1\�XQ = F1\�XDy !2 = F2 \ �XQ = F2 \ �XD, (de heho, !1; !2 � S 0). Podemos esribir[!i℄ = �i[r℄+�i[�℄ 2 H1(XQ) (al igual que en H1(XD)), donde �i es el n�umerode (p; 1)-esquinas y �i el n�umero de 2; 3-esquinas en �Fi.Sea X 0Q = XQ [ N(F1) y X 0D = XD [ N(F1). Como F1 es una ara 2-esquinada, las esquinas de F1 onsisten de m1 (p; 1)-esquinas seguidas de n1(2;3)-esquinas, donde m1 � 1 �o n1 � 1. As�� que [!1℄ = m1[r℄ + n1[�℄ esno trivial en H1(XQ) y H1(XD). Esto implia que !1 es una urva que nosepara �XD. Entones �X 0D es homeomorfo a un toro. De la misma forma,la omponente externa de �X 0Q es homeoforfa a un toro.Ahora sea X 00D = X 0D [N(F2) y X 00Q = X 0Q [N(F2). Dado que �X 0D es untoro, entones �X 00D es una esfera �o la uni�on disjunta de un toro y una esfera.De la misma forma, la omponente externa de �X 00Q es una esfera �o la uni�ondisjunta de un toro y una esfera. Los �ultimos dos asos ourren s�olo uando!1 y !2 aotan un anillo en �XD y �XQ. Puede verse que �X 00Q tiene unaomponente toro s�� y s�olo s�� �X 00D tiene una omponente toro.Caso 1:Supongamos que �X 00D es una esfera QD. Entones la omponente externade �X 00Q es una esfera QQ. Si X 00D no es una bola, entones QD es una esferaesenial. Apliando el lema anterior y las euaiones 8.1 y 8.2 obtenemos:
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72 CAP�ITULO 8. PAREJAS PROPIAS
jQD\Krj = jS 0\Krj+jD0\Krj = 2jD1\Krj � nXi=1 jDi\Krj = jQ̂\Krj�2 < jQ̂\Krj(8.3)Por lo que QD es una esfera que interseta Kr menos vees que Q̂. Peroesto ontradie la minimalidad de Q̂. Si X 00D es una bola, entones X 00Q es unabola pinhada, es deir, X 00Q �= S2� I. As�� QQ es isot�opia a Q̂ en M(r), porlo que QQ es una esfera redutora. Apliando la euai�on 8.1 obtenemos:jQQ \Krj = jS 0 \Krj+ nXi=2 jDi \Krj = jQ̂ \Krj � 4 < jQ̂ \Krj (8.4)As��, QQ es una esfera redutora que interseta Kr menos vees que Q, loual ontradie la minimalidad de jQ \Krj.Caso 2:Supongamos que �X 00D es la union disjunta QD t TD de una esfera y untoro. Entones las omponentes externas de �X 00Q forman la uni�on disjuntaQQtTQ de una esfera y un toro. Reordemos que este aso ourre uando !1y !2 aotan un anillo en �XD y �XQ. Esto es posible solo uando F2 es unaara exterior 2-esquinada on el mismo n�umero de (q; 1)-esquinas y (2; 3)-esquinas que F1. Por la elei�on de F1 y F2, el anillo en XD aotado por !1y !2 ontiene el diso D0. As�� QD, la omponente esfera de �XD ontiene eldiso D0. Similarmente QQ, la omponente esfera externa de �XQ ontiene elempujamiento de [i>1Di. M�as a�un, las omponentes toro TD y TQ oinidenen M(r).
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Figura 8.3: Esquema para �XP y �XQ.Sea Y la omponente de M(r)nint(X 00D) on frontera TD y sea X̂ 00D =X 00D [ Y y X̂ 00Q = X 00Q [ Y .Si X̂ 00D no es una bola, entones QD debe ser una esfera redutora. Apli-ando el lema anterior obtenemos 8.3, lo ual ontradie la minimalidad dejQ̂ \Krj. Si X̂ 00D es una bola, entones X̂ 00Q �= S2 � I. As�� QQ es isot�opio enM(r) a Q̂, entones QQ es una esfera redutora. Obtenemos 8.4 que ontra-die la minimalidad de jQ̂ \Krj.Por tanto, GP no ontiene un aumulamiento.
2

Neevia docConverter 5.1



74 CAP�ITULO 8. PAREJAS PROPIAS8.2. Para pendientes proyetivas.Sea k un nudo en S3 y N(k) una veindad tubular de k. SeaX = S3nN(k)el exterior de k y  una pendiente meridiano en �X. Supongamos que existeuna pendiente � en �X tal que E(k)(�) ontiene un plano proyetivo ena-jado. Sea K� el oraz�on del llenado de Dehn E(k)(�). Esogemos un planoproyetivo enajado R̂ � E(k)(�) tal que R̂ intersete el nudo K� de maneratransversal y minimalmente. Comenzamos dando a k una presentai�on del-gada.Teorema 8.3 Supongamos que R̂ es un plano proyetivo en E(k)(�) (onR = R̂ \ X) tal que R̂ interseta el nudo K� transversal y minimalmente.Entones existe una esfera P̂ en S3 (on P = P̂ \X) tal que:1. �R � �X (respetivamente �P � �X) onsiste de opias paralelas a �(respetivamente ).2. R y P se intersetan transversalmente.3. Ning�un aro de R \ P es frontera paralelo a R �o a P .4. Cada omponente de �R interseta ada omponente de �P exatamen-te una vez.Demostrai�on.
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8.2. PARA PENDIENTES PROYECTIVAS 75Como R̂ fu�e esogido para minimizar jR̂ \ K�j, R tiene frontera inom-presible en X. Una esfera P̂ que satisfae las primeras tres ondiiones laenontramos dando a k una presentai�on delgada y apliando el lema 4;4 de[6℄ a R. Ahora, omo P interseta a R transversalmente, es posible esogerun I-haz veindad N de R̂ en E(k)(�) tal que:K� \N es una olei�on de I-�bras disjuntas.Cada omponente de N(K�) \N es un sub-I-haz de N .Cada omponente de P \N es un sub-I-haz de N .Sea Q̂ = �N � E(k)(�) y sea Q = Q̂ \ X � X. Entones P intersetatransversalmente a Q y �Q � �X onsiste de opias paralelas a �. Si E(k)(�)es una variedad reduible, entones Q̂ es una esfera redutora. As��, apliandoel resultado de Gordon y Lueke ([12℄) a Q y P , obtenemos que �(; �) = 1y la uarta ondii�on se umple. De otra forma, el grupo �1(E(k)(�)) es��lio y apliando el teorema de irug��a ��lia ([10℄) a E(k)() y E(k)(�)obtenemos �(; �) = 1 y obtenemos la uarta ondii�on. 2SeaM una 3-variedad ompata, orientable, irreduible y on frontera untoro T . Sea � una pendiente en T tal que M(�) ontiene un plano proyetivoR y supongamos que existe una super�ie P en M on pendiente distinta a�, P es inompresible, exepto en el aso de M = S3, donde P es una esferade nivel. Si P es inompresible entones la intersei�on entre P y R onsistede aros y ��rulos eseniales en ambas super�ies. Sea N un I-haz veindad
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76 CAP�ITULO 8. PAREJAS PROPIASde R en M(�) y Q̂ = �N .La esfera Q̂ juega el mismo papel que la esfera redutora en la sei�onanterior. Las interseiones de P y Q en M dan origen a una pareja de gr�a�-as GP � P̂ y GQ � Q̂. En este aso tambi�en onsideramos una segundapareja de gr�a�as GR � R̂ y G0P � P̂ las uales provienen de las interse-iones de las super�ies R y P en M . Notemos que la terer ondii�on de laproposii�on anterior en el aso M = S3 implia que no hay lazos simples enlas gr�a�as GR �o G0P . Como GQ es una doble ubierta de GR, no hay lazossimples en GQ. La relai�on entre GP y G0P es un poo m�as inusual. Veamosque ambas gr�a�as est�an ontenidas en P . Cada ara de GP ontenida en Nes un sub-I-haz y por tanto un b��gono. M�as a�un, ada arista de G0P oinideon el entro de tal b��gono. As��, un lazo simple en GP impliar��a la existeniade un lazo simple en G0P lo ual no es posible.Sean p = jP \ K�j, q = jQ \ K�j y los v�erties gordos 1; 2; 3; : : : ; p enGP (respetivamente 1; 2; 3; : : : ; q en GQ). Como antes, suponemos que losv�erties positivos (respetivamente negativos) tienen ��ndies pares (respeti-vamente impares) en ambas gr�a�as. Adem�as numeremos los v�erties gordosdeGQ de tal forma que el aro 12 deK� que va del v�ertie 1 al v�ertie 2 est�a enN . As��, los aros 34, 56, : : :, (q � 1)q de K� tambi�en est�an en N y los aros23, 45; : : : ; (q � 2)(q � 1) de K� est�an en M(�)nint(N). Los v�erties gordosde GR intersetan los puntos medios de los aros 12, 34; : : : ; (q � 1)q. As�� quesea i0 el ��ndie del v�ertie gordo de GR que interseta el punto medio del aroi(i+ 1). As�� los v�erties gordos de GR tendr�an ��ndies 10; 30; : : : ; (q � 1)0.
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8.2. PARA PENDIENTES PROYECTIVAS 77
Lema 8.4 Si jR̂\K�j > 1 entones no puede haber un ilo de Sharlemannen GP que aote una ara ontenida en M(�)nint(N).Demostrai�on.Supongamos que existe un x; (x + 1)-ilo de Sharlemann de orden nen GP el ual aota una ara F ontenida en M(�)nintN . Las n aristas delilo de Sharlemann a lo largo de los v�erties x y x + 1 subdividen Q̂ en ndisos fDigni=1. Por la desripi�on de G0P , existe un (x � 1)0(x + 1)0-ilo deSharlemann enG0P el ual aota una ara F 0 onteniendo F . Como jR̂\K�j >1 sabemos que (x � 1)0 6= (x + 1)0. Las n aristas del ilo de Sharlemann alo largo de los v�erties (x� 1)0 y (x+1)0 subdividen R̂ en n� 1 disos y unabanda de M�obius. Reordemos que Q̂ es una doble ubierta de R̂ v��a el I-hazN . SeaD 2 fDigni=1 el diso que no ubre un diso en R̂. EnM(�), la esfera Q̂orta el llenado N(K�) �= D2� S1 en q 1-asas H1;2; H2;3; : : : ; Hq;1 donde Hi;jinterseta Q̂ en los v�erties gordos i y j. Sea Y = N(Hx;x+1[F [(QnintD)) ysea Q0 = �Y . Observemos que Y es un espaio lente pinhado y en partiular,Q0 es una esfera. Sea D0 = Q0\(M(�)nintN). Usemos la estrutura produtode N(R) para extender �D0 a R̂ a lo largo de un anillo A �= �D0� I. Veamosque A\R̂ aota una banda de M�obius B en R̂. Finalmente sea R0 = B[A[D0.Notemos que jR0 \ K�j = jR̂ \ K�j � 2 < jR̂ \ K�j lo ual ontradie laminimalidad de R̂. 2Lema 8.5 Si en GP , �1 es un x1; x2-ilo de Sharlemann de orden m y �2es un y1; y2-ilo de Sharlemann de orden n, entones fx1; x2g = fy1; y2g y
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78 CAP�ITULO 8. PAREJAS PROPIASm = n = 2.Demostrai�on.Sean F1 y F2 las aras de los ilos de Sharlemann �1 y �2, respetiva-mente. F1 y F2 est�an ontenidas en N por el lema anterior. Reordemos queada ara de GP que est�a en N es un b��gono. Por lo que, m = n = 2. Ahoraonsideremos la ara F1 en N . En partiular veamos que F1 \ R onsiste deuna sola arista e1 en GR on ambos extremos en el v�ertie x0. M�as a�un, e1[x0se retrata a una urva errada simple 1 que es esenial en R̂. Similarmente,F2\R onsiste de una sola arista e2 en GR on ambos extremos en el v�ertiey0. e2 [ y0 se retrata a una urva errada simple 2 la ual es esenial enR̂. Como las urvas 1 y 2 son eseniales en un plano proyetivo, debenintersetarse. Pero omo e1 y e2 no se intersetan, entones 1 y 2 debenintersetarse en los v�erties x0 y y0. Entones x0 = y0 y fx1; x2g = fy1; y2g.2Por el lema anterior podemos suponer que todos los ilos de Sharlemannen GP son 1; 2-ilos. Por tanto, los resultados de las seiones anteriores sesiguen.Teorema 8.6 Si jR̂\K�j > 1, entones GP no ontiene un aumulamiento.Demostrai�on.Supongamos que existe un aumulamiento C en GP , entones existe unapareja propia de aras F1 y F2 en GP . Sea �1 el 1; 2-ilo de Sharlemannadyaente a la ara exterior F1. Como �1 es de orden 2, la gr�a�a GQ(�1)( la gr�a�a GQ restringida al ilo �1) divide Q̂ en dos disos D1 y D2.
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8.2. PARA PENDIENTES PROYECTIVAS 79
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Figura 8.4: Cilos de Sharlemann en N .Supongamos que D1 ontiene los v�erties gordos q y 3. Sea QQ la esfera quees omponente externa de �(X 00Q) (de�nido omo en la sei�on anterior). SeaD02 la pori�on de diso de QQ la ual es un empujamiento del diso D2 en Q̂.Sea ahora D = QQnint(D02) el diso omplementario en QQ (�gura 8.5).Utilizamos la estrutura produto de N(R) para extender �D a R̂ a lolargo de un anillo A �= �D� I. Veamos que la omponente frontera de A queest�a en R̂ aota una banda de M�obius B la ual ontiene el v�ertie 10 (�gura8.6). As��, haiendo R0 = D [ A [ B de�nimos un nuevo plano proyetivo enE(k)(�). M�as a�un, jA\K�j = 0, jB\K�j = 1 y jD\K�j � jD1\K�j�2, loual implia que jR0\K�j = jD\K�j+ jA\K�j+ jB\K� j � jD1\K�j�1 <jR̂ \K�j, lo ual ontradie la minimalidad de jR̂ \K�j. 2
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80 CAP�ITULO 8. PAREJAS PROPIAS
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Figura 8.5: Esquema de D en QQ.
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Figura 8.6: El anillo A y la banda de M�obius B en N(R).
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Cap��tulo 9
Pendientes redutoras yproyetivas

En este ap��tulo se enuentra el resultado prinipal de este trabajo y en �elapliaremos los resultados obtenidos en ada una de las seiones anteriores.El resultado da una ota para el n�umero de interseiones entre la pendientelongitudinal  y la pendiente r en relai�on a si la pendiente r es redutora�o proyetiva.Trabajaremos on una 3-variedad M irreduible y uya frontera es untoro. Supongamos adem�as que M no es un toro s�olido. Reordemos que elg�enero de la pendiente  se de�ne omo el g�enero m��nimo de las super�iesde las que es frontera. Demostraremos entones:
81
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82 CAP�ITULO 9. PENDIENTES REDUCTORAS Y PROYECTIVASTeorema 9.1 Sea  una pendiente longitudinal en �M y g el g�enero de .1. Si existe una pendiente redutora r, entones �(; r) � 2g� 1 �o q = 2,donde q es el m��nimo n�umero de intersei�on geom�etria entre la esferaesenial de M(r) y el oraz�on del r-llenado de Dehn.2. Si existe una pendiente proyetiva � la ual no es pendiente redutora,entones �(�; ) � 2g � 1.Demostrai�on.Como  es una pendiente longitudinal, sea P una super�ie inompresibleen M , propiamente enajada y uya frontera es una sola urva de pendiente en T = �M . Sea g el g�enero de P .Prueba de (1): Supongamos que existe una pendiente redutora r. Sea krel oraz�on del r-llenado de Dehn y sea Vr el toro s�olido pegado a M bajo elr-llenado de Dehn.Sea Q una esfera esenial minimal en M(r) entre todas las esferas esen-iales, es deir, Q est�a perforada un n�umero m��nimo de vees por kr entretodas las esferas eseniales en M(r). Sea q el n�umero de interseiones entreQ y kr. Veamos que omo M no ontiene esferas eseniales, entones q espositivo. Sea S = Q \M = Qnint(Vr).Si q = 1 entones r ser��a frontera de un diso y omo M es irreduible y�M es un toro ompresible, esto impliar��a que M es un toro s�olido, lo ualno es posible. Por tanto, podemos suponer que q � 2.
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83Consideremos las gr�a�as de intersei�on (GP ; GQ).A�rmai�on. Las gr�a�as GP y GQ no tienen lazos triviales.Demostrai�on.Como P es inompresible y frontera inompresible, entones GQ no puedetener lazos triviales. Similarmente, omo Q̂ es minimal y q > 2, entones Q̂ esinompresible y frontera inompresible. Por tanto, GP no tiene lazos triviales.2Sea x un ��ndie de GP . Veamos que GQ s�olo tiene un v�ertie. Como Q esorientable, ualquier arista no puede tener el mismo ��ndie en ambos extre-mos (por la regla de paridad). Denotamos por �x la subgr�a�a de GP queonsiste del �unio v�ertie de GP y las aristas on un extremo indexado porx. A�rmai�on. Si �(; r) � 2g entones �x ontiene un diso ara para todoslos ��ndies x de GP .Demostrai�on.La arater��stia de Euler para �x nos d�a �(P ) = 2�2g = V �A+C dondeV;A son los v�erties y las aristas de �x, respetivamente, y C = �arade�x�().Como V = 1 y A = �(; r), tenemos que C = 1�2g+�(; r). Por tanto,si �(; r) � 2g entones C � 1, lo ual signi�a que existe un diso ara. 2
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84 CAP�ITULO 9. PENDIENTES REDUCTORAS Y PROYECTIVASSupongamos ahora por ontradii�on que �(; r) � 2g y que q � 3. SeanL = f1; 2; : : : ; qg el onjunto de ��ndies de GP , entones para ada x 2 L, �xontiene un diso ara. Entones por el teorema 6.2, GP ontiene un ilo deSharlemann. Por el teorema 6.1, todos los ilos de Sharlemann tienen losmismos ��ndies. Sin p�erdida de generalidad supongamos que f1; 2g son tales��ndies.Consideremos la gr�a�a �3. Sea D un diso ara de �3. Como 3 no es��ndie de un ilo de Sharlemann, D ontiene una pareja propia por teore-ma 7.2, mientras que por el teorema 8.1 no puede existir tal pareja, lo ualnos lleva a la ontradii�on deseada.Prueba de (2):Sea Ŝ un plano proyetivo enM(�) perforado un n�umero m��nimo de veess por el oraz�on del llenado de Dehn. Si s = 1, entones S = Ŝ \M es unabanda de M�obius por lo que tomando la veindad N = N(S [ T ) vemos que�N es un toro y N es un espaio able por lo que M ser��a ableada.Por tanto M = M1 [N , donde M1 es una 3-variedad. Entones M(�) =M1 [M2, donde M2 es la suma onexa de un toro s�olido pinhado on RP 3,entones � tambi�en es una pendiente redutora �oM es un toro s�olido. As�� po-demos suponer que s � 2.Ahora onsideremos la esfera Q̂ que es el doble ubriente de Ŝ en M(�).De nuevo, q es el n�umero de interseiones entre Q̂ y el oraz�on del �-llenado
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Figura 9.1:de Dehn. Como Q̂ es la frontera de una veindad regular delgada de Ŝ tene-mos que q = 2s > 2.Primero onsideremos las gr�a�as que vienen de las super�ies S y S. Nopueden tener lazos triviales por la minimalidad de S. Por tanto las gr�a�as(GS ; GQ) de S y Q tampoo pueden tener lazos triviales y repetimos elmismo argumento que en el aso (1) para obtener una ontradii�on apliandoel teorema 8.2. 2Corolario 9.2 Si M es hiperb�olia y � es una pendiente redutora o proye-tiva, entones �(; �) � 2g � 1.Demostrai�on.Supongamos que � es una pendiente redutora. Reordemos que q es elm��nimo de las interseiones geom�etrias entre la esfera esenial en M(r) yel oraz�on del r-llenado de Dehn.
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86 CAP�ITULO 9. PENDIENTES REDUCTORAS Y PROYECTIVASSi q = 2 entones M ontiene un anillo esenial, por lo que M es Seifert�brada o toroidal. 2Teorema 9.3 Sea k un nudo no trivial en S3 y g su g�enero.1. Supongamos que existe una pendiente redutora r en �E(k). Sea q elm��nimo de las interseiones geom�etrias entre las esferas eseniales enE(k)(r) y el oraz�on del r-llenado de Dehn. Si k no es un nudo ableentones q � 6 y jrj � 2g � 1.2. Supongamos que existe una pendiente proyetiva p en �E(k) que no esuna pendiente redutora, entones jpj � 2g � 1.Demostrai�on:Sea P una super�ie de Seifert de k inompresible en S3 y sea g su g�enero.Entones l = �P̂ donde l es la longitud preferente 01 en TK = �E(k).(1): Supongamos que existe una pendiente redutora r en TK . Sea Kr eloraz�on de la r-irug��a de Dehn y Vr el toro s�olido pegado en la r irug��a deDehn. Entones E(k)(r) es la uni�on de E(k) y V (r) a lo largo de sus fronte-ras. Sea Q̂ la esfera esenial minimal en E(k)(r). Por el teorema 2.1 r debeser entera, as�� el n�umero de interseiones geom�etrias entre las pendientes ly r es �(l; r) = jrj.
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87Como E(k) no ontiene una esfera esenial entones q es positivo. Reor-demos que las esferas eseniales en E(k)(r) son separantes. Adem�as por [6℄,E(k)(0) es irreduible, as�� que r 6= 0.M�as a�un, H1(E(k)(r)) = Z=rZ entones ualquier esfera en E(k)(r)es separante: Suponiendo que existe una esfera no separante S, tenemosque existe una urva errada � que toa a S en un solo punto. Toman-do una veindad N(S [ �), tenemos que �N(S [ �) es una esfera por loque E(k)(r) = S2 � S1℄N1, on N1 una 3-variedad, entones H1(E(k)(r) =H1(S2 � S1)�H1(N1) = Z�H1(N1); es deir H1(E(k)(r)) ser��a in�nito, loual no es posible y por ello ualquier esfera en E(k)(r) es separante.Conseuentemente q � 2 debe ser un entero par.Sea Q = Q̂\E(k) = Q̂nintVr. Por el teorema 9.1 obtenemos que si q 6= 2entones jrj � 2g � 1.Si q = 2, entones Q es un anillo y E(k) = M1 [Q M2 donde M1 y M2son 3-variedades on frontera un toro y pegadas por un anillo.SiM1 yM2 son toros s�olidos pegados por un anillo esenial entones E(k)es �brado de Seifert y k un nudo toroidal. En otro aso, tendr��amos un toroinompresible y por tanto E(k) ser��a toroidal y k un nudo sat�elite. Pero es-tos nudos satisfaen la onjetura de los ables. Por tanto k es able. As�� que,podemos suponer que q � 4. Por tanto, jrj � 2g � 1.
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88 CAP�ITULO 9. PENDIENTES REDUCTORAS Y PROYECTIVAS
M

2

M
1

Figura 9.2: Caso q = 2.A�rmai�on: q 6= 4.Demostrai�on.Existe una esfera de nivel Ŝ en S3 orrespondiente a una posii�on delgadade k en S3 tal que:1. Las omponentes frontera de S = Ŝ \ E(k) tienen pendiente 1.2. S y Q se intersetan transversalmente y ada omponente de �S inter-seta ada omponente de �Q exatamente en un punto.3. Cada aro omponente de S \Q es esenial en S y Q.Consideremos la pareja de gr�a�as de intersei�on (GQ; GS) que provie-nen de la intersei�on de las super�ies Q y S de forma usual.
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89Como ninguna aroomponente de Q \ S es frontera paralelo a S �o a Q,las gr�a�as GS y GQ no tienen lazos triviales.Dado que todos los tipos implian torsi�on (ver sei�on 5.2) y S3 no tienetorsi�on, entones GQ no representa todos los tipos. Por tanto, GS tiene unilo de Sharlemann �. Sin p�erdida de generalidad podemos suponer quef1; 2g son los ��ndies de un ilo de Sharlemann en GS.Supongamos ahora que q = 4. Sean f3; 4g los ��ndies restantes de GS.Sean Vi los v�erties numerados por i en GQ, para i 2 f1; 2; 3; 4g. Las aristasde � on v�erties v1 y v2 dividen Q̂ en disos distintos llamados b��gonos.Suba�rmai�on: Los v�erties v3 y v4 est�an en el mismo b��gono.Demostrai�on.Si v3 y v4 no estuvieran en el mismo b��gono, llamemos Bi al b��gono queontiene �uniamente al v�ertie vi para i = 3; 4. Como GQ no ontiene lazostriviales, no existe un lazo inidente a v3 �o a v4. Por tanto, todos los ��ndiesde v3 (y v4) son inidentes a aristas que unen v1 �o v2. Sea s el n�umero dev�erties de GS. Por tanto, v1 y v2 son inidentes a m�as de 4s aristas (ya queest�an tambi�en las aristas de �) lo ual no es posible.Sea B el b��gono que ontiene a v3 y v4. Sea B� = ŜnintB entones B�ontiene las aristas de � y a v1, v2. Sea � la bola de Vr aotada por v1 y v2la ual no ontiene ni a v3 ni a v4.
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90 CAP�ITULO 9. PENDIENTES REDUCTORAS Y PROYECTIVASConsideremos ahora la veindad regular W de B� [ J . Entones W es untoro s�olido perforado dos vees por kr. Sea D un diso ara de GS aotado por�. As��, la veindad regularN(W [D) es un espaio lente pinhado. As�� que sufrontera R = �N(W [D) es una esfera esenial, de otra forma E(k)(r) ser��aun espaio lente el ual es una 3-variedad irreduible. Conseuentemente Q̂no es una esfera minimal, lo ual es una ontradii�on.(2): Si p es una pendiente proyetiva y no redutora. Vemos al planoproyetivo omo la suma onexa de de una banda de Mobius y un diso,tomamos una veindad de este espaio lo ual resulta ser RP3 pinhado, porlo que E(k)(p) = RP3. Entones k no es un nudo able por el art��ulo [11℄.Por tanto, jpj � 2g � 1 por el teorema anterior. 2Corolario 9.4 Los nudos de g�enero uno satisfaen la onjetura de los ablesy la onjetura RP3.Demostrai�on.Sea k un nudo de g�enero uno, y sea r una pendiente redutora. Si k noes un nudo able, entones j r j= 0 �o 1 por el teorema anterior. Pero E(k)(0)es irreduible por [6℄. Tambi�en E(k)(�1) es una esfera homol�ogia irredui-ble por [13℄. Esto prueba la onjetura de los ables para nudos de g�enero uno.Si p es una pendiente proyetiva, que no es una pendiente redutora,entones E(k)(p) = RP3. Como k no es un nudo toroidal ([25℄), obtenemosque p es entera por el teorema de irug��a ilia ([10℄). Finalmente, el primer
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91grupo de homolog��a de E(k)(p) es H1(E(k)(p)) = Z=p. Por lo que p = 2 =2=1, el ual no satisfae la desigualdad 2 � 2g � 1. 2
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Cap��tulo 10
Ejemplos

En esta sei�on, que est�a basada en el art��ulo [1℄, haemos la onstrui�onde una familia de ejemplos de 3-variedades que realizan la ota del teoremaprinipal para el aso g = 2. Es deir, enontraremos una 3-variedad hi-perb�olia, on dos toros frontera inompresibles y una pendiente  en el toroque aota una super�ie de g�enero dos. Sea r una pendiente redutora en eltoro. Veremos que �(; r) = 3.
10.1. Primer ejemploSea S una esfera pinhada uatro vees y F una super�ie de g�enero doson una omponente frontera. Sean QS y QF las gr�a�as que apareen en las�guras 10.1 y 10.2.Sea T un toro. Formamos el omplejo X = T [S[F tal que T \S = �S,93
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94 CAP�ITULO 10. EJEMPLOS
4 4’’

4’
3

3’ 3’’

2’2

2’’

1’1’’

1

C

D

E F

A

B

Figura 10.1: Gr�a�a QS.
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10.1. PRIMER EJEMPLO 95T \F = �F y S\F produe QS en S y QF en F . Entones �(�; ) = 3 donde� es una omponente de �S y  es �F . Sea N(X) una veindad regular deX. La esfera pinhada S divide a T en uatro anillos T1; T2; T3; T4 y tambi�endivide a la super�ie F en tres disos, (dos tri�angulos)D1; D2 y (un hex�agono)D3.
D
1

D2

C

FE

1’

1

2’

2

2’’

3’’

3’

3

B

A

D

1’’

4

4’’

4’

x

y

S 1
S 2

S 3
S 4

∂

∂

Figura 10.3: Divisi�on de la super�ie F por los disos D1 y D2Entones tenemos que N(X) =M1[M 02 donde M1 = N(S[T1[T3[D3)es un uerpo de ompresi�on y M 02 = N(S [T2 [T4 [D1[D2) es un ubo onasas pinhado. Se sigue entones que �N(X) = T [ T 0 [ S 0, donde T 0 es unnuevo toro viviendo en M1 y S 0 es una esfera en M 02. Sea M = N(X)[bolapegada a lo largo de S 0. Entones M =M1 [M2, donde M2 =M 02 [ B3.Teorema 10.1 La 3-variedad M es hiperb�olia, las super�ies S y F soninompresibles en M , M(�) es reduible, la urva  es una pendiente longi-
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96 CAP�ITULO 10. EJEMPLOS
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Figura 10.4: Divisi�on de F por el diso D3.tudinal y �(�; ) = 3.Este resultado se probar�a en una serie de lemas. Observe que si probamosla inompresibilidad de S, entones obtendremos queM es irreduible ya queM1 y M2 son irreduibles y su uni�on es a lo largo de una esfera pinhadainompresible.Lema 10.2 La esfera pinhada S es inompresible en M1 y M2.Demostrai�on.Probemos primero que S es inompresible en M2. Supongamos que existeun diso de ompresi�on D. Analiemos las interseiones del diso de om-presi�on on los disos D1 y D2. En el diso D tenemos urvas erradas yaros. Las urvas erradas pueden eliminarse de forma usual, empezando onla de m�as adentro. Entones tenemos solamente aros omo los mostrados enla �gura 10.5.
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10.1. PRIMER EJEMPLO 97
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21Figura 10.5: tipos de aros en los disos D1, D2 y D3Los aros on extremos en la misma arista, omo la que se muestra en laara D2 pueden eliminarse ortando el diso D on el diso dado por el arode m�as afuera en D2, obteniendo dos disos, donde al menos uno de ellosser�a un diso de ompresi�on. Por lo que tenemos solo aros on extremosen diferentes aristas, omo se muestra en la ara D1. Sea � un aro de m�asafuera en D y a el aro en �D on �a = ��. Sea N una veindad regular de�D1 en la esfera pinhada S. Tome un punto x y un punto y del mismo ladode N omo se muestra en la �gura 10.3. Observe que el aro a no puede ir deun punto x al punto y (�gura 10.3). Si el aro se enuentra en D2, el mismoargumento produe una ontradii�on. Por tanto no existen tales tipos dearos y no existe un diso de ompresi�on.Probemos ahora que S es inompresible enM1. Supongamos que existe undiso de ompresi�on D y analiemos las interseiones de D on el diso D3.Curvas erradas son eliminadas omo antes. Los aros en D3 on extremosen la misma arista tambi�en se eliminan omo antes. Sea � el aro de m�as
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98 CAP�ITULO 10. EJEMPLOSafuera en D tal que sus extremos estan en aristas diferentes de D3. Sea a elaro en �D on �a = ��. El aro a est�a en S y une A on D �o E on F�o B on C. Cortemos D3 on el diso aotado por �. Obtenemos dos disosde ompresi�on para el uerpo de ompresi�on M1. La frontera de los nuevosdisos es no separante en �M1 pero no es paralelo a �D3 lo ual ontradieel siguiente lema. 2Lema 10.3 Cualquier urva en el uerpo de ompresi�on M1 aotando undiso puede isotoparse a ser disjunta de la urva �D3. Cualquier urva noseparante aotando un diso es paralela a la urva �D3.Demostrai�on.Sea C la urva mostrada en la siguiente �gura, la ual representa la urva�D3 y la ual aota un diso D.
C

Figura 10.6: urva D3Supongamos que existe otra urva C 0 que es la frontera de un diso D0.Analiemos las interseiones entre los disosD yD0. Curvas erradas simples
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10.1. PRIMER EJEMPLO 99pueden eliminarse de forma usual, por lo que supongamos que las interseio-nes onsisten solo de aros. Cortemos el uerpo de ompresi�on por el diso Dpara obtener el produto T � I on dos opias de D en su frontera. Tomemosun aro de m�as afuera C 00 en D0. Entones el subdiso de D0 determinado porel aro de m�as afuera C 00, tiene su frontera en T � I e interseta exatamenteen un aro una opia de D, y omo �(T � I) es inompresible entones eldiso tiene que ser paralelo a la frontera. Entones C 00 y un aro en C 0 ao-tan un diso E en T � I. Por lo que existen dos asos: E ontiene la otraopia de D �o no. Si no la ontiene, podemos isotopar y reduir el n�umero deinterseiones entre D y D0. Si ontiene la otra opia entones deber��a haberun aro de C 0 que va por fuera de la otra opia de D a s�� mismo, por lo quees trivial y por tanto on una isotop��a podemos eliminar algunos aros deintersei�on. Esto muestra que C 0 es disjunto de C. Supongamos ahora queC 0 es no separante en �M1. Entones C 0 es una urva trivial en �(T � I) queaota un diso E � �(T � I). Si E ontiene ambas opias de D entonesC 0 es separante. Si E ontiene solo una opia de C, esto muestra que C 0 esparalela a C. 2Lema 10.4 La super�ie pinhada F de g�enero dos es inompresible en M .Demostrai�on.Considere una veindad regular de F ,N(F ) ' F�[0; 1℄. Sea F+ = F�f0gy F� = F�f1g. Probaremos que F+ y F� son inompresibles enM �N(F ).Sean G1; G2; G3; G4 las uatro aras mostradas en la �gura 10.7, las ualesorresponden a las aras en las uales la esfera pinhada S est�a dividida.
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100 CAP�ITULO 10. EJEMPLOS

G G G G

D C

D

A

E F E F

C

B

A B

4321 Figura 10.7: aras de la esfera pinhadaConsideremos la ara G1 y supongamos que la arista A est�a en F+. Estodetermina el lugar de las otras aristas de Gi (i = 1; 2; 3; 4) (parte sombreadade la �gura 10.7).Probemos que F+ es inompresible. Supongamos que existe un diso deompresi�on D. Analiemos D \ f[Gig4i=1. Las urvas erradas simples se eli-minan de manera usual. Si existen aros on extremos en la misma arista deuna de las G0is, pueden eliminarse ortando D on un diso de m�as afueraontenido en uno de los G0is, el ual ambia D en dos disos, donde al menosuno de ellos es un diso de ompresi�on. Por lo que tenemos solamente aroson extremos en distintas aristas. Observe que no existen aros on extremosen C y B de G2 y G4. Tenemos que las aristas fE; Fg de G3 y fA;Dg de G1estan en F+, as�� que los extremos de los aros de intersei�on on D debenestar en fE; Fg �o en fA;Dg.
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10.1. PRIMER EJEMPLO 101Analiemos ahora �D \ fD1; D2; D3g donde las D0is son las aras en lasque esta dividida la super�ie pinhada F . Note que ada aro de �D \ Didebe unir diferentes lados de Di, de otra forma una isotopia podr��a reduirel n�umero de puntos de intersei�on entre �D y �Di. Como ningun aro seinterseta on C y B tenemos aros omo los mostrados en la siguiente �gura.
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Figura 10.8: aros de intersei�on entre �D y las aras de F .Por lo que la �unia posibilidad para �D \D3 es la de la opi�on (d) de la�gura anterior. Entones �D interseta los aros en el orden A; F;D;E. Peroexiste un aro de intersei�on que va de A a D y otro de E a F . Por tanto enel diso de ompresi�on, dos aros se intersetan en un punto, lo ual es unaontradii�on. La inompresibilidad de F� se prueba de forma similar. 2Lema 10.5 Sea � la pendiente en T determinada por la �S. EntonesM(�) 'L(3; 1)℄Q donde Q es un espaio �brado de Seifert sobre un diso D2 on dos�bras exepionales de multipliidad 3.Demostrai�on.
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102 CAP�ITULO 10. EJEMPLOSNote que en M(�) la esfera pinhada S se ompleta a una esfera ~S. Laesfera ~S separa M(�) en dos partes, digamos M(�) = M 01℄M 02 donde M 01esta dada por un diagrama de Heegaard omo en la �gura 10.4, es deirel diagrama de Heegaard obtenido onsiderando que la super�ie de g�enerodos mostrada en la �gura aota un ubo on asas en R3. No es d���il verque este es un diagrama de Heegaard de un espaio �brado de Seifert sobreun diso D2 on dos �bras exepionales de multipliidad 3. Similarmente,M 02 est�a dado por un diagrama de Heegaard omo en la �gura 10.3, lo ualdetermina el espaio lente L(3; 1). 2Lema 10.6 No existen toros eseniales en M .Demostrai�on.Supongamos que P es un toro esenial en M . El toro P no puede estarontenido en M2 porque es un ubo on asas. Si P est�a ontenido en M1,entones es paralelo a T 0. Supongamos entones que el toro P interseta laesfera pinhada S y que su intersei�on es minimal.Analiemos las interseiones del toro P on la esfera pinhada S. Lasurvas de intersei�on triviales pueden eliminarse porque P y S son inom-presibles. La intersei�on P \ S onsiste de urvas paralelas en el toro P lasuales lo dividen en anillos. Sea R uno de tales anillos que est�an en M2. Lafrontera del anillo �R est�a en la esfera pinhada S, por lo que tenemos lossiguientes asos:1. Cada omponente de �R es paralela a una omponente de �S;
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10.1. PRIMER EJEMPLO 1032. Exatamente una omponente de �R es paralela a una omponente de�S; �o3. Ninguna omponente de �R es paralela a una omponente de �S.Caso 1.Supongamos que ambas omponentes frontera de R, digamos �1R y �2Rson paralelas a �S = S1[S2[S3[S4. Contando las interseiones de �R onlos disos D1 y D2, vemos que las omponentes de �R podr��an ser paralelasa S1 y S4 �o a S3 y S2. Aqui hay dos posibilidades, que ambas urvas seanparalelas a S1(S4) �o una paralela a S1 y otra paralela a S4 (similarmentepara la otra pareja). En el primer aso existe un anillo U en S onetan-do ambas omponentes frontera, �1R \ D2 �aristaD y �2R \D2 �aristaD,as�� que tenemos un aro trivial � en el diso D2. Ahora usando el diso de-terminado por �, podemos empujar el anillo R a U y de esta forma eliminarestas interseiones. En el segundo aso, tenemos que �1R \D2 �aristaD y�2R \ D2 �aristaB, por tanto existe un aro � en D2 on extremos en lasaristas B y D, los uales aotan un diso en D2 que va a lo largo de un tubo,es deir, a lo largo del anillo T3. Usando este diso vemos que el anillo R esparalelo al tubo.Caso 2.Supongamos ahora que tenemos exatamente una omponente de �R pa-ralela a una omponente de �S. Sean E1 y E2 los disos aotados por �R en~S. Entones R [ E1 [ E2 es una esfera � � M(�) intersetando k� en trespuntos, donde k� es el oraz�on del toro s�olido del llenado de Dehn. Como �
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104 CAP�ITULO 10. EJEMPLOSes una esfera no separante, llegamos a una ontradii�on por el lema anterior.Llegamos entones a que R orre paralelo a uno de los anillos T2 �o T4,�o que ambas omponentes de �R no son paralelas a omponentes de �S.Supongamos ahora que R0 es un anillo en el ual P est�a dividido y quevive en M1. Como antes, �R0 esta en S y tenemos varios asos:1. Cada omponente de �R0 es paralela a una omponente de �S;2. Exatamente una omponente de �R0 es paralela a una omponente de�S; �o3. Ninguna omponente de �R0 es paralela a una omponente de �S.Caso 1Supongamos que ambas omponentes frontera de R0, digamos �1R0 y �2R0son paralelas a omponentes de �S = S1[S2 [S3[S4. Analiemos las inter-seiones entre R0 y D3. Note que si � es un aro de intersei�on entre R0 yD3, entones � no puede ser trivial en R0, porque el aro en �R0 al ual � esparalelo, oneta diferentes lados de �D3. As��, todos los aros de intersei�onson eseniales en R0. Supongamos primero que ambas omponentes de �R0son paralelas a una misma urva, digamos S1. Tomemos un aro de interse-i�on de m�as afuera en D3. Si los extremos de � estan en la misma arista dela �D3, note que existe un anillo U 0 en S onetando ambas omponentesfrontera de �R0 y usando el diso determinado por � podemos empujar elanilloR0 a U 0 y de esta forma eliminamos estas interseiones. Si los extremos
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10.1. PRIMER EJEMPLO 105de � estan en diferentes aristas de �D3, entones sus extremos estan en lasaristas D y C �o en las aristas C y E. Existe un diso D0 � D3 uyo interiores disjunto de R0 tal que �D0 = �[a, donde a es un aro en �D3 el ual pasauna vez a trav�es del anillo T1. Cortemos R0 on el diso D0 para obtener undiso R00. No es d���il ver que �R00 es isot�opia a una urva no trivial en S.Esto ontradie la inompresibilidad de S.Caso 2Supongamos ahora que �1R0 es paralela a S1 y �2R0 es paralela a S2. En-tones �1R0 interseta las aristas E;D;C de D3 y �2R0 interseta las aristasD;C; F . Se sigue que existe un aro de m�as afuera � en D3 on sus extremosen D �o C, �o un extremo en C y uno en D. Sea D0 � D3 el diso determinadopor �, tal que �D0 = � [ a, donde a � �D3. Si ambos extremos de � estanen C (o en D), entones ortando R0 on el diso D0, obtenemos un diso R00uya frontera es una urva no trivial en S. Si los extremos de � est�an en Cy D, entones el aro a pasa una vez a trav�es del anillo T1. Para los asosrestantes podemos seguir un argumento similar para llegar a que si ambasomponentes de �R0 son paralelas a �S, entones R0 orre paralela al anilloT1 �o T3.Si exatamente una omponente �1R0 es paralela a una omponente de�S, entones por el mismo argumento que en M2 llegamos a una ontradi-i�on.Caso 3
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106 CAP�ITULO 10. EJEMPLOSEl �ultimo aso es que ninguna omponente frontera de �R0 sea paralelaa �S. En este aso, existe un anillo U 0 ontenido en la esfera pinhada S talque �U 0 = �R0. As��, R0 [ U 0 = T0 es un toro ontenido en M1. Como M1 esatoroidal entones: (a) T0 = �(V ) � M1 donde V es un toro s�olido �o (b) T0es paralelo a T 0. Pero T 0 es inompresible en M(�) y T0 es ompresible enM(�) entones el aso (b) es imposible. Supongamos que T0 = �(V ) � M1.Sea N(D) una veindad regular de un diso D on frontera un oraz�on �de U 0, tal que � es una (p; q)-urva en �V . M�as a�un, V [ N(D) � Q. Siq > 1, V [N(D) es un espaio lente pinhado y llegamos a una ontradii�onporque Q es irreduible. As�� q = 1 y entones R0 es paralelo a U 0. Esto no esposible porque supusimos que la intersei�on era minimal.Esto muestra que la intersei�on de P on M1 onsiste de un anillo queorre paralelo a T1 y T3. Esto, onbinado on lo que se mostr�o para la inter-sei�on de P on M2 implia que P es paralelo al toro T , por lo que no esesenial. 2Lema 10.7 No hay anillos eseniales en M .Demostrai�on.SiM tuviera anillos eseniales, omoM es irreduible y atoroidal, se sigueque M es un �brado de Seifert. Pero si M es un �brado de Seifert atoroidal,omo tiene dos omponentes frontera, debe ser un �brado de Seifert sobre unanillo on a lo m�as una �bra exepional �o sobre una banda de M�obius sin�bras exepionales. De ualquier forma, no es d���l ver que M(�) no puede
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10.1. PRIMER EJEMPLO 107ser desrita omo en el Lema 10.5.Esto ompleta la prueba del Teorema 10.1. 2Considere las variedades obtenidas por llenado de Dehn M a lo largo deltoro T 0 y denotemos por E(M) el onjunto de pendientes exepionales en T 0,es deir, las pendientes r0 en T 0 tales que la variedadM(r0) no es hiperb�olia.Como ualquiera de estas variedades M(r0) tiene un toro omponente fron-tera, si no es hiperb�olia, entones ontendr�a un diso esenial, una esferaesenial, un toro esenial �o un anillo esenial. Se sigue que para ualesquierar0, s0 en E(M), �(r0; s0) � 5. Note que en partiular M no puede ser unade las variedades on dos llenados de Dehn toroidales a distanias 6; 7 �o 8desritas en [8℄, porque M tiene dos toros omponentes frontera. De aqui sesigue que el onjunto E(M) onsiste de a lo m�as oho pendientes.Corolario 10.8 Sea r0 una pendiente en T 0, r0 =2 E(M). Entones M(r0)es una variedad hiperb�olia on solo una omponente frontera toro T , el ualtiene pendientes �,  en T , tal que M(r0)(�) es reduible y ontiene una esferaesenial que interseta el oraz�on del toro s�olido en uatro puntos,  es unapendiente longitudinal que aota una super�ie inompresible de g�enero dosy �(�; ) = 3.Demostrai�on.La variedad M(r0) es hiperb�olia porque r0 =2 E(M). Sean � y  las pen-dientes en T dadas en el teorema 10.1. Entones por el lema 10.5 se sigue que
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108 CAP�ITULO 10. EJEMPLOSM(r0)(�) �= L(3; 1)℄Q(r0), donde Q(r0) es L(3; 1)℄L(3; 1) �o un espaio �bradode Seifert sobre S2 on �bras exepionales (3; 3) �o (3; 3; n). Como en el teo-rema 10.1, existe una esfera esenial enM(r0)(�) intersetando el oraz�on deltoro s�olido del llenado de Dehn en uatro puntos, ya que si lo intersetara endos puntos, el omplemento de la esfera ser��a un anillo esenial, lo ual noes posible. Adem�as si existiera una esfera intersetando en uno o tres puntosal oraz�on del llenado de Dehn, ser��a una esfera separante, lo ual impliar��aque la variedad tuviera un sumando S2�S1, lo ual vimos que no es posibleal dar la desomposii�on prima de la variedad.Como en el teorema 10.1, existe una super�ie de g�enero dos F uya fron-tera tiene pendiente  y �(�; ) = 3. La super�ie F debe ser inompresibleenM(r0), ya que de otra forma, omprimiendola obtenemos una super�ie deg�enero uno on la misma frontera, pero por el ap��tulo anterior, deber��amostener que �(�; ) � 1, lo ual es una ontradii�on.Probemos ahora que la variedad M no puede enajarse en S3. Sea � lapendiente en T omo en el lema 10.5 y sea �0 ualquier pendiente en T 0. Ha-gamos el llenado de Dehn a lo largo de ambas pendientes, as�� que M(�0)(�) =M(�)(�0) = L(3; 1)℄Q(3; 3)(�0) donde Q(3; 3)(�0) es L(3; 1)℄L(3; 1) �o un �bra-do de Seifert sobre S2 on �bras exepionales (3; 3) �o (3; 3; n). As��, si M(�0)es el exterior de un nudo en una esfera homol�ogia, entones H1(M(�0)) �= Z,y es generada por una urva simple errada en T que interseta F en un pun-to. Como �(�; ) = 3, se sigue que H1(M(�0)(�)) = Z3. Pero H1(M(�0)(�)) =H1(L(3; 1))�H1(Q(�0)), entones H1(Q(�0)) = 0, es deir Q(�0) debe ser una
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10.2. CONSTRUYENDO OTROS EJEMPLOS 109esfera homol�ogia, lo ual no es posible. 210.2. Construyendo otros ejemplosEn esta sei�on, presentamos otros posibles dos ejemplos que realizan lamisma ota que M del teorema 10.1. Considere las gr�a�as en una esferaS2 on 6 ponhaduras y una super�ie pinhada F1 de g�enero dos, omo semuestra en las �guras 10.9 y 10.10.
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Figura 10.9: Gr�a�a en la esfera pinhada.
Como antes, de estas super�ies obtenemos una variedad M1, y en esteaso su frontera onsiste de un solo toro T1. Por una prueba similar a loslemas 10.2 y 10.4, puede probarse que las super�ies S1 y F1 son inompresi-
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110 CAP�ITULO 10. EJEMPLOS
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Figura 10.10: Gr�a�a en la super�ie F1bles en M1. Por llenado de Dehn a lo largo de la pendiente � dada por �S1,no es d���il ver que M1(�) = L(3; 1)℄L(3; 1). Note tambi�en que �(�; ) = 3donde  es la pendiente dada por �F1. Considere ahora las gr�a�as en unaesfera S2 on 12 ponhaduras y una super�ie pinhada de g�enero dos F2omo se muestra en las �guras 10.11 y 10.12.
Como antes, de estas super�ies obtenemos una variedad M2 y en esteaso su frontera onsiste tambi�en de un solo toro T2. Por una prueba similar alos lemas 10.2 y 10.4 puede provarse que las super�ies S2 y F2 son inompre-sibles en M2. Por llenado de Dehn a lo largo de la pendiente � dada por �S2,tenemos que M2(�) = L(2; 1)℄L(3; 1). Note tambi�en que �(�; ) = 3, donde
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10.2. CONSTRUYENDO OTROS EJEMPLOS 111
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Figura 10.11: Gr�a�a en la esfera de 12 ponhaduras.
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Figura 10.12: Gr�a�a en la super�ie de g�enero dos. es la pendiente dada por �F2. Presumiblemente las variedades M1 y M2tambi�en son hiperb�olias. Note que estas variedades no pueden enajarse en
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112 CAP�ITULO 10. EJEMPLOSS3 y de heho, no pueden enajarse en una esfera homol�ogia. Esto es porquesiMi es el exterior de un nudo en una esfera homol�ogia, entones tendremosque H1(Mi(�)) = Z3, lo ual no es posible porque H1(M1(�)) = Z3 � Z3 yH1(M2(�)) = Z2 � Z3.
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