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DISEÑO SÍSMICO BASADO EN CONFIABILIDAD 

DE EDIFICIOS CON IRREGULARIDAD 

DE MASAS EN ALTURA 

 

 

RESUMEN 
 

Se estudia la influencia de la variación de las masas de marcos dúctiles de concreto 
reforzado, a lo largo de su altura, en las funciones de confiabilidad y en los factores de 
transformación de sistemas simplificados de referencia. Las funciones de confiabilidad son 
obtenidas mediante el margen de seguridad entre las respuestas máximas de sistemas de 
múltiples grados de libertad (SMGL) ante registros sintéticos y su capacidad última de 
deformación lateral obtenida mediante un análisis de empuje lateral. 
Con ese fin se estudian siete marcos dúctiles de concreto reforzado de 16 niveles. Uno de 
ellos fue diseñado según el RCDF-04; los otros seis, irregulares en cuanto a masas, se 
obtienen a partir del primer caso, afectando las masas por factores de 0.5 y 2.0 en diferentes 
secciones a lo largo de la altura de los marcos. Al estimar las respuestas sísmicas esperadas, 
con el objeto de determinar indicadores de desempeño ante temblores específicos, se toman 
en cuenta los valores probables de las propiedades mecánicas de cada sistema. La 
interacción suelo-estructura es considerada en el diseño sísmico y análisis dinámicos no-
lineales paso a paso. 
 
 
 
 

ABSTRACT 
 

A study is made about the influence of the variation of masses of ductile reinforced 
concrete frames, along their height, on the reliability functions and on the simplified 
reference systems transformation factors. 
The reliability functions are obtained using the safety margin between the maximum 
responses of multiple degree of freedom systems (MDOFS) analyzed with simulated 
records and their lateral deformation capacity obtained with a push-over analysis. 
With this purpose, seven 16-story ductile reinforced concrete frames are studied. One of 
them is designed in accordance with de Federal District’s seismic regulations; the other six 
frames, irregular mass distribution along their height, are obtained from the latter, using 
masses scaling factors of 0.5 and 2.0 on different sections of the frames. When estimating 
the expected seismic responses, with the purpose of determining performance indicators in 
specific earthquakes, probable values of the mechanical properties of each system are taken 
into account. Soil-struc ture interaction was taken into account, both at the design stage and 
in the analysis of non- linear dynamic responses. 
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CAPITULO 1 

INTRODUCCIÓN 

 
Las Normas Técnicas Complementaria para Diseño por Sismo del Distrito Federal contemplan once 
requisitos que debe satisfacer una estructura para poder considerarla como regular. Si la estructura 
no cumple con algunos de los once requisitos de regularidad, se considera irregular o fuertemente 
irregular, según sea el caso. Para tomar en cuenta los efectos de irregularidad de estructuras en el 
diseño sísmico, se considera un factor de irregularidad 'Q  el cual afecta el factor de 
comportamiento sísmico Q  disminuyéndolo de 10 a 30 por ciento, en caso de que la estructura sea 
irregular o fuertemente irregular, respectivamente. 
El sismo del 19 de septiembre de 1985 causó, en la ciudad de México, daños estructurales severos y 
colapsos de estructuras con irregularidad de masas a lo largo de sus entrepisos , debido en parte a 
que esta irregularidad no fue considerada desde el proceso de análisis y diseño. 
Los casos que se estudian en este trabajo de tesis son aquellos con irregularidad de masas en altura 
que así se conciben en los proyectos arquitectónicos, considerando dicha irregularidad desde el 
proceso de análisis y diseño sísmico de los edificios. 
Así también, se realiza el análisis de confiabilidad en términos del margen de seguridad de la 
distorsión global del sistema, así como la obtención de factores de transformación de sistemas 
simplificados de referencia, SSR, para estructuras con irregularidad de masas en altura. Este análisis 
se hará a fin de obtener resultados que puedan ayudar a la obtención de diseños con metas 
específicas de confiabilidad con la ayuda de SSR. 
 
 
1.1 ANTECEDENTES 
 
El diseño estructural tiene su base en la necesidad de la sociedad por optimizar (Esteva 2001). El 
objetivo general de la optimización se puede expresar en términos de objetivos particulares del 
diseño sísmico: proveer niveles adecuados de seguridad con respecto al colapso durante sismos de 
gran magnitud; proteger las estructuras contra daño excesivo de material bajo la acción de sismos de 
intensidad moderada, para asegurar la facilidad de trabajos de reparación, reconstrucción o refuerzo 
en caso de que se presente daño estructural. Finalmente, preservar la seguridad y confort de los 
ocupantes y público en general, asegurando que durante sismos de intensidad moderada no se 
excedan valores límites de la respuesta estructural y que no ocurra pánico durante sismos de 
moderada o gran magnitud, particularmente en edificios donde se espera con frecuencia  la 
acumulación de personas. 
Debido a lo anterior, toda estructura está sujeta al riesgo de experimentar el colapso total o parcial, 
o de ser incapaz de cumplir con alguna de sus funciones, lo cual establece la necesidad de estudiar 
la confiabilidad estructural. 
Evaluar la confiabilidad estructural e introducir los criterios de diseño por desempeño en los 
reglamentos de diseño sísmico ha sido desde hace casi cuarenta años el principal objetivo de 
algunos investigadores como Cornell (1969), Rosenblueth (1976), Meli (1976), Reyes (1999), 
Esteva et al. (2001). 
Esteva et al. (2001) utilizan el planteamiento propuesto por Rosenblueth (1976) y lo aplican a 
sistemas estructurales conformados por marcos de concreto reforzado. En este trabajo se toman 
como variables de control dentro del proceso de optimización, la rigideces y resistencias; las 
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primeras para controlar daños en elementos estructurales y no estructurales; las segundas, para 
controlar riesgos de colapso. 
El diseño sísmico de SMGL en la práctica actual está basado en estados límites de desempeño, en 
los cuales se busca la seguridad y el adecuado comportamiento de todos los miembros del sistema 
ante una excitación sísmica con un periodo de recurrencia dado. 
Se han desarrollado métodos simplificados para estimar las respuestas no-lineales de SMGL (Esteva 
et al., 2002) los cuales toman como base de referencia las respuestas de SSR y las configuraciones 
de deformación lateral que resultan de un análisis de empuje lateral. Para poder aplicar dichos 
métodos tomando en cuenta la influencia del daño acumulado, es necesario obtener relaciones 
probabilísticas entre las predicciones obtenidas por medio de los modelos refinados. Tales 
relaciones sirven de base para establecer criterios prácticos de diseño que conduzcan a soluciones 
óptimas para el ciclo esperado de vida del sistema. 
 
 
1.2 OBJETIVOS 

 
Este trabajo de tesis tiene como objetivo general estudiar la influencia de la irregularidad de masas 
en altura en el comportamiento sísmico de marcos dúctiles de concreto reforzado de 16 niveles 
desplantados en el Valle de México en zona con periodo fundamental del suelo , Ts=2s, tomando en 
cuenta los efectos de interacción suelo-estructura.  
Mediante excitaciones sísmicas simuladas a partir de modelos probabilísticos se obtienen las 
respuestas de sistemas simulados que consideran las incertidumbres asociadas a las propiedades de 
los sistemas estructurales. 
También se obtienen las capacidades últimas de deformación lateral de los sistemas estudiados 
mediante un análisis dinámico de empuje lateral, ADEL. 
Finalmente, se obtienen funciones de confiabilidad de los sistemas estudiados en función de la 
ductilidad obtenida por medio de SSR que consideran las incertidumbres provenientes de usar 
dichos sistemas en la evaluación de la respuesta de SMGL con irregula ridad de masas en altura. 
 
De lo anterior se pueden definir tres objetivos generales: 

a) La obtención de factores de transformación de respuesta que contemplen las incertidumbres 
asociadas a la estimación de la respuesta de SMGL con irregularidad de masas en altura 
mediante SSR y de esta forma obtener de manera simple y confiable niveles de desempeño 
de SMGL con irregularidad de masas en altura. 

b) La obtención de funciones de confiabilidad de SMGL con irregularidad de masas en altura, 
en términos del índice β  de Cornell como función de la demanda de ductilidad del SSR, 
que sirvan como marco de referencia para desarrollar criterios y/o normas con metas 
establecidas de confiabilidad. 

c) Comparar los niveles de desempeño obtenidos de los SMGL con irregularidad de masas en 
altura con aquellos que establecen las Normas Técnicas Complementarias para Diseño por 
Sismo del Distrito Federal, con las cuales fueron diseñados dichos sistemas.  

 
 
1.3 ALCANCES Y LIMITACIONES 
 
En este trabajo de tesis se analizan casos de estructuras regulares en planta, pero irregulares debido 
a la variación de masas en altura. Analizando los edificios por medio de marcos planos para estudiar 
la influencia de la variación de masas en las funciones de confiabilidad y en los factores de 
transformación de los SSR; se toman en cuenta valores probables de las propiedades mecánicas de 
cada sistema. Se desprecian los efectos de torsión y se toma en cuenta los efectos de interacción 
suelo-estructura. 
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Como excitaciones sísmicas, se emplean 50 sismos simulados para el análisis dinámico no-lineal 
paso a paso de marcos de concreto reforzado con propiedades simuladas. 
En este trabajo la respuesta estructural se mide exclusivamente en términos de las distorsiones 
laterales globales. No se estudian aceleración y la velocidad de los entrepisos, por lo que los daños 
causados en equipo y otros contenidos sensibles a estas respuestas no son considerados. 
El análisis de confiabilidad se realiza estimando la respuesta no-lineal de SMGL por medio de  SSR 
y de factores de transformación de respuesta, haciendo uso de un análisis dinámico de empuje 
lateral, ADEL, y de configuraciones de respuesta lateral. De lo anterior, se obtiene el índice de 
confiabilidad β  de Cornell de sistemas estructurales empleando como factor de seguridad la 
relación  entre la capacidad última de deformación global del sistema y la correspondiente demanda 
de desplazamiento de dichos sistemas estructurales ante muestras de excitaciones sísmicas 
simuladas.  
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CAPITULO 2 

  MARCO TEÓRICO 

 
 
2.1 DISEÑO SÍSMICO BASADO EN DESEMPEÑO 
 
Los objetivos del diseño sísmico de obras de ingeniería son bien conocidos: se pueden resumir en el 
logro de un equilibrio adecuado entre los costos de construcción y de mantenimiento y los riesgos 
aceptables de daños o fallas durante la vida útil de cada obra (Esteva, 2001). De acuerdo con lo 
anterior, los criterios de diseño que se adopten para definir las acciones de seguridad aceptables, 
deberán lograr un equilibrio entre los costos e construcción, de mantenimiento y de daños. 
El formato de diseño sísmico por desempeño propuesto por el comité Visión 2000 (SEAOC, 1995) 
se plantea en tres fases: 
 

a) Conceptual: selección de objetivos de diseño, sistemas estructurales y configuración 
apropiados. 

b) Numérica: dimensionado y detallado de la estructura, así como de sus elementos 
estructurales y contenido. 

c) Implementación: garantizar el control de calidad durante la construcción y mantenimiento a 
largo plazo. 

 
El objetivo final es lograr que, para intensidades establecidas del movimiento sísmico y, con niveles 
predefinidos de confiabilidad, la estructura no se dañe más allá de ciertos estados límite.  
Los criterios de diseño sísmico basado en desempeño se expresan en términos de los niveles 
esperados de daño y de sus consecuencias sobre los requisitos de funcionalidad de las 
construcciones tras la acción de temblores de intensidades asociadas con periodos de retorno 
especificados en el sitio de construcción de interés (Esteva, 2002). 
Las recomendaciones para diseño sísmico basado en desempeño han sido establecidas con base en 
la experiencia y en el juicio de profesionales y académicos. 
De acuerdo con su probabilidad de ser excedida durante la vida de una estructura, la intensidad 
sísmica puede describirse mediante los términos “frecuente”, “ocasional”, “rara” o “muy rara”, que 
corresponden respectivamente a las probabilidades de 50% en 30 años, 50% en 50 años, 10% en 50 
años y 10% en 100 años o, en forma equivalente, intervalos de recurrencia  de 43, 72, 475 y 970 
años (SEAOC, 1995) 
Los objetivos de desempeño establecen, para cada tipo de estructura, según su importancia y el 
nivel de riesgo tolerable, el nivel de desempeño que debe lograrse para cada nivel de excitación 
sísmica. Por ejemplo, para construcciones ordinarias SEAOC (1995) recomienda las metas de 
niveles de desempeño que se resumen en la tabla 2.1. 
Los niveles de desempeño que en las normas emitidas por la SEAOC (1995), se definen como: 
 
Plenamente operacional: El daño esperado generalmente es despreciable. La respuesta estructural 
corresponde al punto de fluencia, o al estado límite de fluencia. El mecanismo de fluencia del 
sistema puede ser substancialmente desarrollado pero la capacidad de desplazamiento inelástico de 
la estructura no es usada. En elementos no estructurales se espera daño despreciable o ligero. 
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Operacional: El daño en elementos estructurales se espera que sea de menor a moderado. Se 
esperan reparaciones. En elementos no-estructurales se espera comportamiento generalmente 
elástico, con fluencia o deslizamiento en las conexiones. 
 
Protección de vidas: El daño es moderado a importante en elementos estructurales; se esperan 
reparaciones extensas. Los elementos no-estructurales pueden sufrir daños extensos. 
 
Cercano al colapso: El sistema presenta graves daños con reducción de rigidez y resistencia, y el 
margen de seguridad contra colapso se reduce significativamente. 
 

Tabla 2.1 Metas de niveles de desempeño para edificios ordinarios, SEAOC (1995) 
Nivel de excitación sísmica Intervalo de recurrencia (años) Nivel mínimo de desempeño 

Frecuente 43 Plenamente Operacional 
Ocasional 72 Operacional 

Rara 475 Protección de vidas  
Muy rara 970 Cercano al colapso 

 
Los niveles de desempeño mencionados en el párrafo anterior necesitan expresarse en términos de 
indicadores cuantitativos de la relación entre la amplitud probable de la respuesta estructural y la 
correspondiente capacidad del sistema para evitar la ocurrencia de cada modo de falla. Los más 
simples de estos indicadores son los desplazamientos relativos (Qi y Moehle, 1991) y las 
distorsiones laterales. Sin embargo, existen otros indicadores que toman en cuenta el 
comportamiento no-lineal, tales como las demandas de ductilidad global y local que pueden estar 
dadas en términos de la relación cortante basal contra desplazamiento relativo de su extremo 
superior con respecto a la base o las relaciones momento y curvatura en secciones críticas de 
elementos sujetos a flexión, respectivamente. 
Para edificios ordinarios, a los niveles de desempeño definidos anteriormente, se hacen 
corresponder valores máximos de la distorsión global o local (desplazamiento relativo entre dos 
niveles, dividido entre la distancia vertical) iguales respectivamente a 0.002, 0.005, 0.015 y 0.025 
(Esteva, 2001). 
En el caso particular de la zona de terreno blando de la ciudad de México, los espectros establecidos 
en las Normas Técnicas Complementarias del Reglamento de Construcciones del Distrito Federal 
para el nivel de protección de vidas corresponde a un intervalo de recurrencia de aproximadamente 
125 años, que es muy inferior a 475 años, sugerido por el Comité VISION 2000 (Esteva, 2001). 
Estos márgenes de seguridad dependen, entre otros conceptos, de las relaciones implícitas entre los 
valores más probables de las cargas gravitacionales y de las propiedades mecánicas de los 
miembros estructurales y los correspondientes valores nominales de estas variables que se suponen 
en la práctica del diseño. Es importante mencionar que las normas americanas consideran factores 
reductivos por sobre-resistencia y comportamiento no lineal mayores a las consideradas en las 
normas mexicanas. 
Se han planteado también modelos y criterios más refinados, los que emplean índices de daño 
acumulado, que dependen tanto de amplitudes máximas como de energía disipada por histéresis o 
de números de ciclos de deformación, para describir el desempeño o la seguridad con respecto a la 
falla (Park y Ang, 1984; Wang y Shah, 1987; Esteva et al., 2001; Bojorquez et al., 2007). 
 
 
2.2 SISTEMAS CON IRREGULARIDAD DE MASAS EN ALTURA 
 
La irregularidad en edificios es una condición que se puede darse desde el proceso de arquitectónico 
por parte de los que proyectan y/o diseñan un edificio. Esta irregularidad de estructuras puede ser de 
rigidez, resistencia, masa y/o dimensiones que puede distribuirse en la planta y/o a lo largo de la  
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altura de la estructura. Esta tesis trata solo aquellos casos en donde la irregularidad es de masas a lo 
largo de la altura de la estructura; lo cual puede ser debido a la sobrecarga, aglomeración de 
personas, almacenaje, cambios de uso, entre otros casos, y estudiar el efecto que esta irregularidad 
tiene en estructuras desplantadas en zonas altamente vulnerables a sismos , como la ciudad de 
México; considerando dicha irregularidad desde el proceso de análisis y diseño sísmico con base en 
las Normas Técnicas Complementarias de Diseño por Sismo del Distrito Federal 2004. 
El sismo del 19 de septiembre de 1985 en la ciudad de México causó daños estructurales severos, 
así como el colapso de edificios; muchos de ellos aun cumpliendo con los niveles de seguridad 
establecidos en las normas de diseño sísmico aplicables para ese entonces no pudieron resistir las 
fuerzas generadas por el sismo. Algunos edificios regulares en planta, pero con sobrecarga debida a 
la acumulación de archiveros y mobiliario pesado, o que eran usados para almacenaje de productos 
cuando su uso de diseño había sido el de uso para oficinas, colapsaron o sufrieron daños 
irreparables que condujeron a su demolición, así como a pérdida de vidas. 
Claro es el ejemplo que se muestra a continuación, en donde el uso de elementos no-estructurales 
que aportan masa a los sistemas, la cual no es considerada en el análisis y diseño sísmico, puede 
traer consecuencias graves. Las Fig. 2.1 y 2.2 muestran un edificio destinado a uso de hospital que 
sufrió daños , como se aprecia , durante el sismo de San Fernando de 1971 (Bertero, 1997). 
 

 
Fig. 2.1 Elevación de una de las alas del Hospital Olive View, Los Angeles CA (The 

Earthquake Engineering Online Archive©) 
 
La fig. 2.1 muestra una de las alas de la sección de tratamiento y cuidados intensivos del hospital 
Olive View, mostrando la presencia de masas innecesarias. Nótese que la zona ajardinada, de 0.46m 
de espesor, requirió una losa pesada , la cual se ubicó en un nivel donde existía  una significante 
discontinuidad de rigidez y resistencia lateral del sistema estructural. Como consecuencia de esta 
masa innecesaria y de las discontinuidades estructurales, esta ala del edificio sufrió daños 
significativos en el terremoto de San Fernando del 9 de Febrero de 1971, el cual fue de una 
magnitud de 6.6 en escala de Richter. Discusiones adicionales de las figuras 2.1y 2.2 están 
disponibles en el Godden Set J: V, en el archivo en línea de ingeniería sísmica de la Universidad de 
California en Berkeley. 
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Fig 2.2 Vista del Hospital Olive View mostrando el colapso del primer nivel (The Earthquake 

Engineering Online Archive©) 
 

En la fig. 2.2 se muestra el hospital Olive View, en donde se observa el colapso del primer nivel, 
que soportaba una pesada zona ajardinada. El colapso del nivel fue debido a una falla por cortante 
en las columnas que lo soportaban. Nótese también que la falla por cortante de las columnas de 
soporte causó que los paneles prefabricados de fachada se desprendieran y cayeran sobre la 
banqueta debido a la falla en la conexión de éstas. 
Existen estudios de análisis de confiabilidad de estructuras irregulares en altura como es el caso de 
López-López (2008), quien considera estructuras con variación de rigideces y resistencias y Diaz 
Alcántara (2008), quien donde considera edificios con variación de rigideces en plantas bajas  y 
trata específicamente la confiabilidad de sistemas estructurales con primer piso flexible .  
No existen estudios realizados acerca de la confiabilidad de sistemas con irregularidad de masas en 
altura debido a que dicha irregularidad se considera desde el proceso de análisis, haciendo aumentar 
la rigidez y resistencia de sistemas. Por lo tanto la irregularidad de masas en altura va a acompañada 
por un cambio de rigidez y/o resistencia en elementos estructurales que los reglamentos de diseño 
sísmico contemplan implícitamente; sin embargo, no consideran la influencia que la irregularidad 
de masas pueda tener en la respuesta no lineal del sistema; específicamente en la generación de 
demandas de ductilidad mayores que las que se presentan en sistemas regulares. Aquí se trata de 
considerar la irregularidad desde un inicio del proceso para obtener funciones de confiabilidad de 
sistemas simulados ante excitaciones sísmicas simuladas y comparar los resultados obtenidos con 
los niveles de desempeño que las normas establecen para este tipo de estructuras. 
 
 
2.3 ANALISIS Y MANEJO DE INCERTIDUMBRES 
 
En la estimación de la respuesta sísmica de estructuras se presentan dos tipos principales de 
incertidumbre: la asociada a las propiedades mecánicas de la estructura y la que se relaciona con la 
excitación externa que actúa sobre la misma. En los siguientes tópicos se describen brevemente los 
modelos probabilísticos empleados para tomar en cuenta la incertidumbre en las propiedades 
estructurales. Los modelos probabilísticos que aquí se presentan se emplean para generar estructuras 
simuladas mediante el método de Monte Carlo usando programa SIMESTRU (Alamilla, 2001). 
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a) Incertidumbre en la intensidad de la carga viva 
Para caracterizar la incertidumbre en la intensidad de la carga viva se emplea el modelo Pier y 
Cornell (1973), que corresponde a un modelo probabilístico lineal dado por la siguiente expresión: 
 

( ) ( )yxmyxw fb ,, εγγ +++=                                                (2.1) 
 
En ella, ( )yxw , , es la intensidad de la carga viva sostenida sobre un punto cualquiera con 

localización horizontal ( )yx,  de un nivel en particular y para una estructura dada; m  es el valor 
medio de la carga viva para la población de estructuras con el mismo tipo de ocupación: oficinas, 
departamentos, y otros; bγ  es una variable aleatoria independiente con media cero que toma en 

cuenta la variabilidad de la carga media de una estructura a otra; fγ  se define de la misma manera 

que bγ , pero toma en cuenta la variabilidad de la carga de un piso a otro en un mismo edificio; 

( )yx,ε  es una variable aleatoria independiente de bγ  y fγ , que representa la variación espacial de 
la intensidad de la carga sobre un piso dado de una estructura determinada. 
Las propiedades estadísticas para ( )yxw ,  en dos puntos distintos ( )00 , yx  y ( )11 , yx  sobre un 
mismo piso están dadas por las siguientes ecuaciones: 
 

( )[ ] myxwE =,                                                             (2.2) 
 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]1100
22

1100 ,,,cov,,,cov yxyxyxwyxw fb εεσσ ++=                     (2.3) 
 

En la ecuación 2.3, σ  representa la desviación estándar y el último término es la función de 
covarianzas entre ( )00 , yxε  y ( )11 , yxε . Esta  función adopta la forma siguiente: 
 

( ) ( )[ ] dr
sp eyxyx

22
1100 ,,,cov −= σεε                                         (2.4) 

 

En la ecuación anterior 2
spσ  es la varianza espacial de ( )yx,ε , r  es la distancia horizontal entre 

los dos puntos ( )00 , yx  y ( )11 , yx  y d  es un parámetro estimado. Cuando dos puntos ( )00 , yx  y 

( )11 , yx  están localizados en diferentes pisos, la ecuación 2.4 se transforma en la siguiente: 
 

( ) ( )[ ] dr
spc eyxyx

22
1100 ,,,cov −= σρεε                                        (2.5) 

 
Aquí, cρ , es la correlación entre la variación espacial de la intensidad de las cargas en dos puntos, 
uno en un piso y otro directamente sobre el superior. Esta correlación se presenta cuando los 
ocupantes que habitan un edificio tienden a cargar de la misma forma los pisos. cρ , depende del 
número de pisos entre los dos puntos y por simplicidad se asume que es constante para un edificio. 
Para fines prácticos, es necesario expresar el modelo descrito en párrafos anteriores en términos de 
cargas unitarias de área, ( )AU . Para ello se requiere integrar la función ( )yxw ,  sobre un área dada 
y posteriormente dividirla entre el área de integración. De esta forma, para un área rectangular de un 
piso determinado las propiedades estadísticas de ( )AU  se expresan como: 
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( )[ ] mAUE =                                                             (2.6) 
 

y 
 

( )[ ] ( )
A
AK

AU Ufb
222var σσσ ++=                                          (2.7) 

 
En esta última ecuación: 

 
22

spU dσπσ =                                                            (2.8) 
 

( )
2

1
















 −−








=

−
d

d
e

A
d

d
A

erfAK
π

                                     (2.9) 

 

( ) ∫ −=
z t dtezerf

0

22
π

                                                    (2.10) 

 
Para el caso de que existan n  pisos con área rectangular común de un edificio dado, las Ecuaciones 
2.6 y 2.7 se pueden escribir como: 
 

( )[ ] mAUE n =                                                           (2.11) 
 

( )[ ] ( ) ( )
A

AK

n
n

nA
AK

n
AU sp

c
Uf

bn

222
2 1

var
σ

ρ
σσ

σ 





 −

+++=                    (2.12) 

 
Se hace necesario calibrar el modelo mediante el ajuste a casos reales de los coeficientes de 

variación de la  carga unitaria ( )[ ] mAUvar , contra A , y ( )[ ] mAUvar , contra n . De esta 
calibración se obtienen los valores de los parámetros que intervienen en la ecuación 2.12. 
Basados en trabajos de Mitchel y Woodgate, Pier y Cornell (1973) , observaron que la función de 
densidad de probabilidades de ( )AU  es una función tipo Gamma, ( )λ,kG , definidos por las 
siguientes expresiones: 
 

( )[ ]
( )[ ] ( )

A
AK

m
AU

AUE
k

Ufb
222

22

var σσσ ++
==                                     (2.13) 

 
( )[ ]
( )[ ] ( )

A
AK

m
AU

AUE

Ufb
222var σσσ

λ
++

==                                     (2.14) 

 
Por lo anterior, Alamilla (2001) hace una transformación de los valores de dichos parámetros con el 
propósito de representar los valores de éstos para condiciones de edificación en el Distrito Federal. 
Así, toma el valor medio de la carga viva en edificios de oficinas obtenido por Ruiz y Soriano 
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(1997), 2
0 1.75 mkgm = . La transformación consiste en expresar la incertidumbre en el modelo 

citado en términos de coeficientes de variación. Esto se justifica ya que los datos estadísticos 
expresados en términos de los coeficientes de variación de cargas vivas en edificios desplantados en 
la Ciudad de México se ajustan adecuadamente al modelo ajustado por Pier y Cornell (1973). La 
metodología anterior se puede ver con detalle en el trabajo de Alamilla (2001) y en varios trabajos 
de la serie azul del Instituto de Ingeniería, UNAM (Soriano et al. (1997) y Sampayo et al. (2001)). 
 
b) Incertidumbre relacionada con la variación de la carga muerta 
La incertidumbre asociada a la estimación de las cargas muertas depende principalmente de las 
variaciones en las dimensiones de los elementos , así como por las variaciones de los pesos 
específicos de los materiales empleados. Al respecto, solo se cuenta con datos estadísticos 
suficientes para considerar de manera aproximada la variabilidad de los pesos específicos de los 
materiales. 
En el Reglamento de Construcciones den Distrito Federal vigente se establece, para fines de diseño, 
un valor nominal para la carga muerta. Este valor corresponde a una probabilidad de ser excedida 
que en general varía entre 2% y 5%. De acuerdo con Meli (1976), la relación entre el valor nominal 
de carga muerta nw , y su valor medio, cmm , se puede expresar como sigue: 
 

v

n
cm C

w
m

21+
=                                                          (2.15) 

 
En esta expresión, vC , corresponde al coeficiente de variación de la carga muerta, al que 
generalmente se asigna un valor igual a 0.08. 
Debido a que no existe un modelo probabilístico que permita caracterizar la variación en la 
intensidad de la carga muerta que actúa sobre las estructuras, en este trabajo se emplea una 
metodología desarrollada por Alamilla (2001). En esta, las intensidades de las cargas se consideran 
como variables aleatorias correlacionadas de piso a piso. Para cada entrepiso se adopta una variable 
aleatoria que es caracterizada por una función de distribución marginal tipo gamma, con media dada 
por la  ecuación 2.15 y coeficiente de variación igual a 0.08. Así mismo se considera que la 
correlación entre las cargas que provienen de diferentes pisos se puede obtener en forma subjetiva 
por medio de la distribución del cociente entre cargas en pisos diferentes. La correlación se evalúa 
de tal manera que la probabilidad de que dicho cociente tome valores entre 0.8 y 1.25 sea de 0.90; 
de esta forma se obtiene un coeficiente de correlación igual 0.5. 
De acuerdo con esto, en el presente trabajo se aplican el método de simulación de Monte Carlo y la 
metodología propuesta por Alamilla (2001) para obtener simulaciones del valor de la carga muerta 
sobre los casos de estudio. 
 
c) Incertidumbre en las características geométricas de elementos estructurales de concreto 
reforzado 
Las características geométricas de los elementos estructurales influyen en la estimación de la 
rigidez, la resistencia y la capacidad de deformación de los sismos. Por ello, es importante tomar en 
cuenta la variación en las dimensiones de dichos elementos. 
Las imperfecciones geométricas en los elementos de concreto reforzado se deben a varias causas, 
entre las que encontramos desviaciones de los valores de diseño de la forma de la sección 
transversal y de las dimensiones respecto a los valores reales construidos. Estas desviaciones se 
asocian al tamaño y forma del elemento, al tipo de molde empleado, a la calidad de la mano de obra 
y el control de la misma, entre otros. Por lo tanto, es evidente que el procedimiento que se emplea 
para la construcción de estructuras de concreto reforzado determina el grado de desviación o error 
entre los valores de diseño y los reales. 
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De acuerdo con el párrafo anterior, se acepta que existe incertidumbre en las dimensiones de los 
elementos de concreto reforzado, por lo que es necesario tomarlo en cuenta si se pretende realizar 
cualquier estudio de vulnerabilidad sísmica. 
En este trabajo se consideran las variaciones en las propiedades geométricas de la sección 
transversal de trabes, columnas y muros, siendo estas propiedades, la profundidad o altura, ancho, 
recubrimientos de concreto y espesores de losa. Los datos estadísticos, media y desviación estándar, 
de los errores en las propiedades geométricas en cuestión, se toman del trabajo de Mirza y 
McGregor (1979a). Dichos errores se consideran como variables aleatorias correlacionadas con 
distribución de probabilidad normal (Alamilla, 2001), y se determina a partir de los primeros 
momentos estadísticos de las variables en estudio y bajo la supos ición de que los valores de las 
propiedades estadísticas provienen de la misma muestra de secciones transversales; además, se 
considera que la variabilidad de los errores con estadísticamente independientes en secciones de 
diferentes elementos. 
De esta forma, para obtener valores representativos de las variaciones que experimentan las 
características geométricas de las secciones durante el proceso de construcción respecto a su valor 
de diseño, se aplica el método de las variables descritas y, posteriormente, estos valores simulados 
se suman a las dimensiones proyectadas de diseño. 
 
d) Incertidumbre en la resistencia a compresión del concreto 
La resistencia a compresión del concreto es afectada por diversos factores: la edad, la técnica de 
curado, el tipo y calidad del agregado, método de colocación, relación agua-cemento, temperatura, 
humedad, son los más importantes. 
Es evidente que existe incertidumbre en la estimación de la resistencia a compresión del concreto. 
Esta incertidumbre puede ser expresada en forma cuantitativa por las variaciones existentes entre la 
resistencia nominal a compresión del concreto, '

cf , y la resistencia real del cilindro o muestra. 
Por otra parte, la resistencia del concreto en una estructura real difiere de la de los cilindros; en 
general, la primera tiende a ser menor, debido a que no existe un control adecuado sobre alguna de 
las condiciones mencionadas en el primer párrafo. 
Ha sido posible estimar las propiedades estadísticas de la resistencia a compresión de l concreto en 
la estructura, como función de la resistencia media obtenida de ensayes experimentales de cilindros 
de concreto (Mendoza, 1991). Este autor obtiene las siguientes relaciones: 
 

'95.0 cco ff =                                                            (2.16) 
 

cco VV 15.1=                                                            (2.17) 
 
Aquí, cof  es la resistencia media del concreto a compresión en la estructura, '

cf  es la resistencia 

media de ensayes de cilindros de concreto sometidos a compresión, coV  es el coeficiente de 

variación de la resistencia a compresión del concreto en la estructura y cV  es el coeficiente de 
variación de la resistencia a compresión que proviene de ensayes de cilindros de concreto. 
En otro trabajo (Meli y Mendoza, 1991), se estiman los primeros momentos estadísticos de la 
resistencia a compresión de concretos utilizando pruebas de cilindros de concreto de resistencias 
nominales especificadas. Estos autores concluyen que es posible representar la resistencia mediante 
una función de distribución de probabilidad de tipo normal. También, determinan que para una 
resistencia nominal igual a 2' 250 cmkgf c = , que es la que se utiliza en este trabajo, la resistencia 

a compresión del concreto en cilindros tienen media igual a 2' 268 cmkgf c =  y coeficiente de 

variación de 167.0=cV . 
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Por otro lado, existe una elevada correlación entre las resistencias de un mismo elemento, de 
diferentes elementos de un mismo entrepiso, así como de los elementos de concreto en todo el 
edificio (Alamilla, 2001). Para tomar en cuenta esta correlación, este autor estima en forma 
subjetiva los coeficientes de correlación de la resistencia a compresión del concreto entre elementos 
de un mismo nivel, entre los elementos de diferentes entrepisos. Estos coeficientes son calculados a 
partir de los coeficientes de las resistencias de los elementos en cuestión y de aplicar la metodología  
que el propone. 
En este trabajo de tesis se emplea el procedimiento descrito en el párrafo anterior para obtener los 
valores simulados de las resistencias a compresión del concreto en elementos estructurales, y 
además se considera que dicha resistencia se comporta de acuerdo con una función de distribución 
log-normal, ya que los valores de las resistencias del concreto solo pueden tomar valores positivos. 
 
e) Incertidumbre en la resistencia del concreto en la estructura 
La resistencia a tensión del concreto, tf , al igual que la de compresión, es afectada por diversos 
factores, ya mencionados. 
Es importante caracterizar y cuantificar la incertidumbre asociada a la resistencia a tensión del 
concreto, ya que esta influye en el nivel de agrietamiento de los elementos de concreto cuando estos 
se someten a esfuerzos de tensión originados por flexión, principalmente. El valor de tf  puede ser 
caracterizado en forma adecuada en función de la raíz cuadrada de la resistencia nominal a 
compresión del concreto, '

cf  (Mendoza, 1984), como sigue: 
 

'
ctt ff φ=                                                             (2.18) 

 
donde tφ  es una variable con media 935.1=tφ  y coeficiente de variación 20.0=φV . En esta 
ecuación se muestra que existe una correlación importante entre la resistencia a tensión del concreto 
y la resistencia a compresión del mismo. La correlación no ha podido ser evaluada en términos 
cuantitativos debido principalmente a que las resistencias a compresión y tensión de los cilindros 
provienen de muestras distintas. 
En el trabajo de Alamilla (2001) se propone una metodología para estimar la correlación entre 
dichas variables. De acuerdo con esta metodología, se asume que la resistencia a tensión y 
compresión del concreto son variables aleatorias representadas por tF  y cF  respectivamente, y que 
se relacionan como sigue: 
 

ct FF β=                                                            (2.19) 
 
Aquí β  representa a una variable aleatoria independiente, con media β , y coeficiente de variación 

βV , dados por las siguientes ecuaciones: 
 

( )81 2'

'

cc

ct

c

t

Vf

f

F

F
E

−
=












=

φ
β                                            (2.20) 

 

( )
4

2222
2

64

168

c

cc

V

VVV
V

+

−−
= φ

β                                               (2.21) 
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En las ecuaciones anteriores, [ ]⋅E  denota al operador esperanza y cV  es el coeficiente de  variación 
de la resistencia  a compresión del concreto. La ecuación 2.21 es válida para todo 

( )22

2
22

8

16

c

c
F

V

V
VV

c
−

=>φ . 

 
f) Incertidumbre en el módulo tangente del concreto, Ec 
Es de importancia evaluar la incertidumbre en el valor del módulo tangente del concreto, la cual 
está correlacionada con la resistencia nominal a compresión. De esta forma, se puede escribir: 
 

'
cEc fE φ=                                                          (2.22) 

 
en donde Eφ  es una variable aleatoria  con propiedades estadísticas dadas y '

cf  es la resistencia a 
compresión del concreto dada en kg/cm2. De acuerdo con estudios realizados por Mendoza (1984), 
se encontró que tales propiedades, media y coeficiente de variación, son 8500 y 0.12, 
respectivamente. Este autor determina las propiedades estadísticas a partir de mediciones de valores 
experimentales de cE  que resultan de evaluar la pendiente de la recta que intercepta a la curva 
esfuerzo-deformación en cuestión, en el punto en que el esfuerzo asociado a dicha curva es igual al 
40% del esfuerzo máximo de la resistencia a compresión del concreto. Esto implica que el módulo 
tangente y la resistencia a compresión estén correlacionados. Esta procede a utilizar la metodología 
propuesta por Alamilla (2001), análoga a la utilizada para la resistencia a tensión. 
Para llevar a cabo lo propuesto por Alamilla (2001), cE  y '

cf  se consideran variables aleatorias 

independientes representadas por EM  y cF , respectivamente, y cuya relación está dada por la 
siguiente expresión: 
 

cE FM γ=                                                           (2.23) 
 
Aquí γ , representa a una variable aleatoria independiente, con media γ , y coeficiente de variación 

γV , dados por las siguientes ecuaciones: 
 

( )81 2'

'

cc

cE

c

E

Vf

f

F

M
E

−
=












=

φ
γ                                             (2.24) 

 

( )
4

2222
2

64

168

c

cc

V

VVV
V E

+

−−
= φ

γ                                              (2.25) 

 

La ecuación 2.25 es valida para todo ( )22

2
22

8

16

c

c
F

V

V
VV

cE

−
=>φ . 

De acuerdo con la ecuación 2.23, dada la resistencia a compresión del concreto y obteniendo por 
simulación de Monte Carlo el valor de la variable γ , es posible obtener el valor de cE  asociado 
con dicha resistencia (Alamilla, 2001). 
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g) Incertidumbre en el comportamiento mecánico del acero de refuerzo 
En el caso de estructuras de concreto reforzado, es de interés conocer la variabilidad en las 
propiedades mecánicas de los aceros de refuerzo producidos en México. De acuerdo con pruebas 
experimentales de probetas de acero ensayadas a tensión y con un régimen de carga monotónico, 
Rodríguez y Botero (1996) determinaron el comportamiento esfuerzo-deformación de barras de 
acero fabricadas en México, utilizando un modelo como el mostrado en la Fig. 2.3. 
 

 
Figura 2.3 Comportamiento esfuerzo-deformación de barra de acero 

 
La zona elástica está comprendida en el intervalo de 0 a yε , donde yε  es la deformación unitaria 

de fluencia, que se toma igual a 0.002. Si el módulo de elasticidad de sE  del acero es conocido, el 
esfuerzo para este intervalo se puede evaluar con la ecuación 2.26. La zona de fluencia  corresponde 
al intervalo shsy εεε ≤≤ , donde shε  es la deformación unitaria del acero en el límite de la zona de 
endurecimiento por deformación; para la zona de fluencia, el esfuerzo se evalúa con la ecuación 
2.27. La zona de endurecimiento por deformación ocurre en el intervalo sussh εεε ≤≤ , donde suε  

es la deformación última del acero asociada al esfuerzo máximo en la barra, suf ; en esta zona el 
esfuerzo puede ser caracterizado en forma adecuada por la expresión propuesta por Mander (1984), 
ecuación 2.28. 
 

sss Ef ε=                                                               (2.26) 
 

ys ff =                                                                 (2.27) 
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La ecuación 2.28 es válida para susy fff ≤≤ . P  es un parámetro adimensional que controla la 
forma de dicha ecuación. Después de que esta función alcanza el esfuerzo máximo, se presenta una 
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disminución gradual de esfuerzos, así como un aumento continuo de deformaciones hasta alcanzar 
la ruptura del acero, misma que ocurre a una deformación suuε . 
Con base en los resultados experimentales obtenidos de las probetas ensayadas, Alamilla (2001) 
define un conjunto de variables aleatorias con el fin de representar las características observadas en 
cada una de las zonas descritas arriba. Dichas variables caracterizan a las propiedades estadísticas 
(media y desviación estándar) de los parámetros que controlan la curva esfuerzo-deformación del 
acero de refuerzo. 
 

yy ff =                                                               (2.29a) 
 

ysu ff −=0ξ                                                          (2.29b) 
 

ysh εεξ −=1                                                           (2.29c) 
 

shsu εεξ −=2                                                          (2.29d) 
 

susuu εεξ −=3                                                         (2.29e) 
 
Para estas variables se obtiene la matriz de covarianzas y se ajusta una función de distribución de 
probabilidad logarítmica normal. El coeficiente de variación de la resistencia se toma del trabajo 
realizado por Mirza y McGregor (1979b) y es asociado al obtenido para una sola fuente de 
procedencia del acero. Por otro lado, se considera a la resistencia de un lecho de acero R , de la cual 
depende de la variabilidad dentro del lote y de la variabilidad de lote a lote (Alamilla, 2001). Los 
coeficientes de variación están descritos por la ecuación siguiente: 
 

11 2 −−= FYVV                                                        (2.30) 
 
Aquí, FYV  es el coeficiente de variación de yf , definida en la ecuación 2.29a. El procedimiento 
utilizado para obtener los valores simulados de la curva de comportamiento del acero para cada 
lecho de las estructuras aquí estudiadas está basado en lo descrito en el párrafo anterior. 
 
h) Incertidumbre en el porcentaje de acero longitudinal 
El área de acero de refuerzo longitudinal en elementos de concreto reforzado difiere de la cantidad 
de acero que se obtiene de los cálculos de diseño, la cual es debido al proceso de detallado del 
elemento y a la variación entre el diámetro nominal y el producido en las siderúrgicas. 
El área de acero real en cada sección transversal de elementos de concreto reforzado se puede 
representar mediante la variable aleatoria DR AA φ=  (Mirza y McGregor, 1979b), donde φ  es una 

variable aleatoria independiente con media igual a 1.01 y coeficiente de variación de 0.04 y DA  es 
el área de acero que resulta del diseño convencional, por lo que es una variable determinística. En el 
presente trabajo, se obtienen valores de RA  simulando independientemente valores de φ  para cada 
lecho de acero con base en la distribución de probabilidad logarítmico normal propuesta por los 
autores mencionados (Alamilla, 2001). 
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2.4 CRITERIO PARA DETERMINAR LA CAPACIDAD ULTIMA DE DEFORMACIÓN 
GLOBAL DE SISTEMAS ESTRUCTURALES 
 
Para determinar la capacidad última de deformación global de los sistemas estructurales, en este 
trabajo de tesis se toma a la distorsión global del sistema cΨ  como indicador de la respuesta que 
describe la capacidad del sistema. Esta variable se define como la relación entre el desplazamiento 
máximo en la azotea y la altura del sistema. Este desplazamiento es el asociado al cortante basal 
último, ambos obtenidos de la curva de empuje lateral del sistema con propiedades medias. 
Los niveles de rotación de un elemento de concreto reforzado son dependientes, de igual forma, de 
los niveles de deformación del acero y del concreto. La capacidad de rotación a la fluencia se asocia 
por lo general a la deformación de fluencia del acero de refuerzo, mientras que la capacidad de 
rotación última es asociada a la deformación última del concreto. En este trabajo se caracteriza el 
comportamiento del acero de acuerdo con el modelo propuesto por Rodríguez y Botero (1996), y 
para el concreto se utiliza el modelo de Mander et al. (1988). En el modelo de comportamiento del 
concreto se hace énfasis en la forma que debe determinarse el valor de la deformación última del 
concreto a compresión, la cual corresponde a la primera fractura que ocurre en alguno de los 
estribos que confinan el núcleo de concreto (Scott et al., 1982); con esta idea, Mander et al. (1988) 
proponen un método teórico basado en una aproximación de equilibrio de energía para calcular la 
deformación longitudinal última del concreto. 
En este trabajo de tesis, la capacidad última de distorsión global del sistema se obtuvo mediante un 
análisis dinámico de empuje lateral, ADEL, que considera los desplazamientos debidos a la 
interacción suelo-estructura. 
El ADEL, realizado en el programa DRAIN-2D (Powell, 1973), mediante un análisis paso a paso 
que considera la interacción suelo-estructura, donde la excitación en la base es una aceleración 
gradual que va de 0 a una aceleración dada, a , en un tiempo t . La variación de dicha aceleración 
con respecto al tiempo debe ser lenta para minimizar o eliminar los efectos dinámicos en la 
obtención de la capacidad última de distorsión global del sistema, figura 2.4. 
 

                                             
Figura 2.4 Modelo general para análisis dinámico de empuje lateral y rampa de aceleración. 
 
La rampa de aceleración propuesta hará actuar la masa inercial del sistema para generar fuerzas de 
empuje lateral. Las masas consideradas en este trabajo de tesis son aquellas que provienen de 
suponer una configuración lateral de aceleraciones proporcionales a la configuración de los 
desplazamientos obtenidos mediante la superposición de contribuciones de todos los modos de 
vibración de la estructura mediante la combinación modal de la raíz cuadrada de la suma de los 
cuadrados (SRSS, por sus siglas en ingles), obtenidas usando el proceso descrito en el Apéndice 
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A.2. Otros ADEL consideran una distribución de masas correspondientes al primer modo, o bien 
una variación lineal creciente con la altura de masas inerciales. 
El modelo general de la figura 2.4 es el que se empleó para obtener la capacidad última de 
distorsión global del sistema, tomando en cuenta efectos de interacción suelo-estructura; conduce a 
una gráfica que relaciona distorsión global contra cortante en la base, como la que se muestra en la 
figura 2.5. En caso de no considerar el efecto de la interacción suelo-estructura en el ADEL, 
estaríamos despreciando los desplazamientos que se generan por dicho efecto, lo cual finalmente se 
ve influenciado en la determinación de la capacidad última de deformación lateral de los sistemas 

cΨ . Dicha capacidad se considera cuando después de tener un máximo, este desciende 20%, 
considerando dicho punto como la capacidad ultima de deformación global del sistema, como se 
muestra en la figura 2.5. 
 

 
Figura 2.5 Curva de empuje lateral y efecto de la interacción suelo -estructura 

 
 
2.5 MODELO DE COMPORTAMIENTO HISTERETICO Y DE DAÑO 
 
En la búsqueda de criterios para representar el comportamiento global de una estructura ante un 
evento sísmico, el ingeniero estructural ha tratado de comprender el comportamiento de los 
elementos estructurales en particular, lo cual ha llevado a proponer modelos histeréticos que cada 
vez representan con mayor exactitud el comportamiento de dichos elementos  ante eventos 
sísmicos. 
Existen varios modelos para representar el comportamiento histerético no-lineal de elementos 
estructurales. Entre los modelos de comportamiento se encuentra el de Wang y Shah (1987), que 
considera la degradación de rigidez y resistencia de los elementos viga de concreto reforzado, las 
cuales dependen de la amplitud máxima y del número de ciclos de deformación experimentados por 
un miembro estructural.  
De manera similar y aplicando el mismo criterio de deterioro de la rigidez y resistencia, fue creado 
el modelo de Campos-Esteva (1997), que ha sido incluido en programa DRAIN-2D (Powell, 1973), 
en su versión modificado en el instituto de Ingeniería, el cual se usó para este trabajo de tesis.  
El modelo de Campos-Esteva (1997), basado en Wang-Shah (1987) considera que el deterioro se 
concentre en secciones extremas del elemento y que el máximo daño corresponde a la pérdida total 
de resistencia y rigidez de dicha sección, cuando se forma una articulación completa. 
Este modelo considera la degradación de rigidez y resistencia con base en un índice de daño, ε , 
que a su vez depende de la acumulación de amplitudes en curvatura o rotación alcanzadas en cada 
ciclo de carga para el elemento en cuestión. Las amplitudes acumuladas se toman en cuenta con un 
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parámetro de daño acumulado, D . Los parámetros ε  y D  se definen mediante las siguientes 
expresiones: 
 

       ∑=
F

D
θ
θ

                                                             (2.31) 

 
De αε −−= 1                                                             (2.32) 

 
El valor de α  depende de la información experimental que se haya empleado para ajustar el 
modelo a los resultados. De pruebas de laboratorio de varios investigadores (Ma et al., 1976; Wang 
y Shah, 1987; Townsend y Hanson, 1977; Scribner y Wight, 1987; Uzumeri, 1977), Campos-Esteva 
(1997) consideran valores de α  igual a 0.0671; y ε  toma valores en el intervalo de 0 a 1; θ  y Fθ  
serán definidos más adelante. 
 
 

 
Figura 2.6 Diagramas a) momento-curvatura y b) momento-rotación plástica 

 
La expresión anterior supone que la falla en el elemento estructural ( )1=ε  no sucede cuando D 
alcanza un valor de 1, sino que el elemento puede soportar aún más daño, el cual se incrementa de 
acuerdo con la ecuación anterior. El efecto del daño en el comportamiento que el elemento presenta 
bajo carga cíclica se introduce como una disminución en las ordenadas de sus curvas momento-
rotación. El momento reducido se define como ( ) ( )( )εθθ −= 1MM D , en donde θ  es la rotación 
máxima que ha sufrido la articulación plástica hasta el ciclo de interés, en el mismo sentidote la 
curva de carga que se considera, ( )θM  es el momento correspondiente a la rotación θ  en la curva 
primaria de la relación momento-rotación plástica y ( )θDM  es el momento reducido con daño 
acumulado D, determinado de acuerdo con la ecuación 2.31. 
En la figura 2.7 se muestra el modelo utilizado, el cual corresponde a un diagrama momento-
rotación plástica, que a su vez se obtiene de una curva envolvente que relaciona el momento y la 
curvatura, dada una carga monotónica creciente de la figura 2.6b. Se han observado ciertos patrones 
que presentan los elementos de concreto reforzado ante la acción de carga cíclica; por ejemplo, en 
ningún ciclo se supera el diagrama momento-curvatura antes citado. Debido a lo anterior, dicha 
curva se considera como curva envolvente, tanto para valores de momento positivo como para 
valores negativos. En la figura 2.6a se muestra un diagrama momento-curvatura en la que se 
distinguen el punto de fluencia ( )yy M,φ  y el de deformación máxima ( )FF M,φ . 
De esta forma, es fácil pasar de un diagrama momento-curvatura a uno de momento rotación 
plástica si se utilizan las siguientes relaciones (Campos y Esteva, 1997): 
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( )ylp φφθ −= , para Fy φφφ ≤≤                                           (2.33) 
 

( )yFF lp φφθ −=                                                          (2.34) 
 
en donde como se muestra en la figura 2.6b, θ  es la rotación plástica; Fθ , es la rotación asociada a 

la falla; lp , es la longitud de articulación plástica que se considera constante, y yφ , φ  y Fφ , son 
las curvaturas de fluencia, post-fluencia y de falla, respectivamente. 

 
 

 
Figura 2.7 Modelo de  deterioro de rigidez y resistencia 

 
 
2.6 EXCITACIONES SISMICAS 
 
El establecimiento de funciones de confiabilidad que dependen de la intensidad forma parte de los 
estudios de confiabilidad estructural. La importancia de dichas funciones está ligada a su aplicación 
en el establecimiento de criterios de diseño sísmico. Para obtener estimaciones de las funciones de 
confiabilidad con suficiente precisión es necesario contar con muestras de excitaciones sísmicas 
reales, con intensidades instantáneas evolutivas y propiedades de contenido de frecuencias que 
representen aquellos que caracterizan a los registros actuales. Debido a la falta de suficientes 
muestras de registros actuales, en particular aquellos asociados con eventos de gran magnitud, se 
tiene que recurrir a la generación de excitaciones sísmicas simuladas. 
Existen muchas técnicas para la generación de registros sísmicos sintéticos, para magnitudes y 
distancias fuente-sitio dadas, que están disponibles en la literatura. Un grupo de ellas hacen uso de 
funciones de atenuación generalizadas, las cuales relacionan parámetros que describen, en términos 
estadísticos, a las intensidades instantáneas evolutivas y propiedades de contenido de frecuencias en 
términos de la magnitud y distancias fuente-sitio (Alamilla  et al., 2001a); otra se basa en el uso de 
funciones de Green empíricas (Ordaz et al., 1995). Desafortunadamente, estos métodos tienen 
algunas limitaciones concernientes a la aplicación en e l análisis de confiabilidad sísmica. Por 
ejemplo, las funciones de atenuación generalizadas fallan al representar algunos detalles de las 
propiedades estadísticas evolutivas del movimiento del suelo que pueden ser relevantes para la 
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estimación de respuestas de estructuras; y las funciones de Green en lo correspondiente a las 
distancias fuente-sitio de interés no siempre están disponibles. 
Para considerar esta s limitaciones se ha propuesto por Ismael y Esteva (2006) un método hibrido 
que toma ventaja de la s dos técnicas anteriormente mencionadas. Consiste en usar los registros 
disponibles en el sitio de interés (o en sitios representativos) para desarrollar ecuaciones de 
atenuación generalizadas dependientes de la distancia que son usadas para establecer factores de 
escala que son aplicados a registros reales, para transformarlos para que correspondan a la correcta 
distancia fuente-sitio antes de adoptarlos como funciones convencionales de Green. 
Las suposiciones generales que se hacen en el trabajo de Ismael y Esteva (2006) son que el peligro 
sísmico en el sitio de interés resulta de la actividad sísmica de una zona localizada en los límites 
entre las placas de Norteamérica y la de Cocos, donde esta última subduce bajo la primera. Tres 
diferentes tipos de mecanismos-fuente pueden ser identificados: a) sismos de falla inversa, los 
cuales incluyen sismos característicos y de actividad de fondo, b) sismos de falla normal 
(profundidad media), también incluyen ambos tipos de sismos, y c) sismicidad difusa, la cual 
incluye sismos locales y corticales. 
El parámetro de caída de esfuerzos es el mismo para el evento en cuestión que para los de menor 
intensidad, y se considera constante. 
Los efectos de dirección de fuente-cercana no se consideran porque aquí solo se trabajó con sitios 
distantes del área de ruptura. 
Ismael y Esteva (2006) empíricamente relacionan la magnitud y la distancia a la fuente con una 
intensidad medida en el sitio de interés. Esto se puede hacer a través de relaciones llamadas 
funciones de atenuación. Ellas describen la “atenuación” de la energía  disipada de la fuente sísmica 
al sitio de interés. 
Las relaciones de atenuación desarrolladas por Ismael y Esteva (2006) son usadas para escalar los 
registros actuales de baja intensidad que son usados como funciones de Green. La intensidad de 
Arias ( )AI  se toma como medida de la intensidad (Arias, 1970). Este es un parámetro del 
movimiento del suelo que captura el potencial destructivo de un sismo como la integral del 
cuadrado de la historia tiempo-aceleración, y tiene una correlación positiva con las demandas de 
respuesta que determinan el comportamiento de sistemas estructurales. 
El valor esperado de la intensidad de Arias en términos de la magnitud y distancia se expresa como 
sigue: 
 

( ) ( )RdcMbM
A eaeRMI +−=,                                                (2.35) 

 
donde M  es la magnitud de onda de superficie y R  es la  distancia de el epicentro al sitio de 
interés; a , b , c  y d  son parámetros que pueden determinarse de técnicas de regresión. 
La ecuación 2.35 puede ser usada para un sitio específico y sus parámetros pueden ser determinados 
si se tienen registros actuales de varios eventos en el mismo sitio. Pares de valores de M  y R  son 
asociados con cada evento. Es necesario que estos registros correspondan a sismos generados por la  
misma fuente sísmica o, al menos, que correspondan a un mecanismo de ruptura similar. 
El enfoque que proponen Ismael y Esteva (2006) consiste en encontrar un factor que pueda ser 
usado para escalar registros actuales de baja intensidad para ser usados como funciones de Green. 
Este factor toma en cuenta la influencia de la distancia en el nivel de la intensidad. Con esto, se 
puede transformar el registro original (o función de Green) para hacerlo corresponder a la distancia 
fuente-sitio aplicable a condiciones especificas para las cuales una muestra de registros sintéticos es 
generada. 
En la figura 2.8 se muestran dos funciones de Green utilizadas para generar los sismos simulados 
mediante la propuesta de Ismael y Esteva (2006), sismos que se usaron para la realización de esta 
tesis. Así también, en la figura 2.9 se muestran los espectros de los sismos simulados, los cuales 
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tienen variación de intensidades hasta un valor máximo de 2g, produciéndose los máximos en un 
período de 2 segundos, que caracteriza a los sismos en suelo blando de la ciudad de México. 
 

-40

-20

0

20

40

0 40 80 120 160

t (sec)

a 
(g

al
s)

 
          a) 

-40

-20

0

20

40

0 40 80 120 160

t (sec)

a 
(g

al
s)

 
          b) 

Figura 2.8 a) Función de Green usada para M=8.2 y R=308Km; b) Función de Green usada 
para M=8.2 y R=400Km (Ismael y Esteva, 2006) 
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                                     a)                                                                     b) 
Figura 2.10 a) Espectros de pseudo-aceleración asociado con registros sintéticos de sismos con 

M=8.2 y R=308Km; b) Espectros de pseudo-aceleración asociado con registros 
sintéticos de sismos con M=8.2 y R=400Km (Ismael y Esteva, 2006) 

 
 
2.7 ANÁLISIS DE INCERTIDUMBRE PARA LA ESTIMACIÓN DE LA RESPUESTA NO-
LINEAL A PARTIR DE SISTEMAS SIMPLIFICADOS DE REFERENCIA, SSR 
 
La necesidad de desarrollar métodos de diseño sismorresistente basados en indicadores directos del 
desempeño esperado ha ganado aceptación entre los ingenieros estructurales. Además de los modos 
de falla y daño, los desplazamientos y deformaciones son indicadores adecuados de desempeño, ya 
que ellos muestran una fuerte correlación con los niveles de seguridad relacionados con la 
ocurrencia de dichos modos. Sin embargo, su valor práctico depende también de la posibilidad de 
obtener estimaciones precisas razonables de ellas usando herramientas ingenieriles disponibles. La 
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necesidad de contar con métodos de predicción de respuesta que sean simples y exactos ha llevado 
al desarrollo de métodos bien conocidos basados en sistemas simplificados de referencia, SSR. 
Para aplicar el SSR a la práctica del diseño sísmico se parte de una primera aproximación a las 
propiedades mecánicas de los elementos estructurales y se determinan la curva UV −  y las 
configuraciones de respuesta lateral del sistema como función de U , por medio de un ADEL que 
considera la interacción suelo-estructura. Si se considera conveniente, se ajusta a la curva UV −  
una función bilineal, como la mostrada en la figura 2.11.  
El ajuste bilineal se hace de tal forma que se minimice el error cuadrático de las áreas bajo la curva 
de empuje lateral y la del ajuste en cuestión. Del ajuste se obtiene una variable importante que es la 
rigidez lineal del sistema que considera interacción suelo-estructura, K . 
 

 
Figura 2.11 Curva de empuje lateral y ajuste bilineal 

 
A partir de esta función se define la correspondiente al SSR como se muestra en la figura 2.12. Para 
ello es necesario incorporar dos factores correctivos, γ  y q  (Esteva et al., 2000); uno toma en 
cuenta el factor de participación dinámica de la configuración supuesta para sustituir el SMGL por 
un SSR, y el otro introduce un cambio de escala en el eje horizontal, a fin de lograr la equivalencia 
entre los niveles de comportamiento no lineal de los MD y SSR. Aplicando estas transformaciones, 
es fácil estimar el valor máximo del desplazamiento rela tivo del extremo superior del SMGL ( )U  a 

partir del que corresponde al SSR ( )u . Para estimar éste último puede realizarse un análisis de 
respuesta dinámica no lineal o puede aprovecharse un espectro de diseño para sistemas bilineale s. 
Dado el valor máximo de U , es posible estimar cualquier medida de deformación local, de 
entrepiso o global, por simple proporcionalidad a partir de la configuración de respuesta lateral 
determinada mediante el ADEL para dicho valor de U . En el apéndice A.4 se presentan detalles de 
este procedimiento aproximado de análisis de respuesta sísmica de SMGL mediante SSR. 
El siguiente paso para la obtención de respuestas a partir de SSR se describe en los siguientes 
párrafos, tomando el caso de un SMGL a base de marcos de concreto reforzado. Sea ψ  el valor 
máximo de la distorsión global (desplazamiento relativo en la azotea, dividido entre la altura del 
sistema) del sistema bajo la acción de una excitación sísmica de una intensidad dada. Sea iψ  el 

valor máximo de la distorsión lateral del i-ésimo entrepiso. ψ  y iψ  no necesariamente ocurren en 
el mismo instante. Se supone que el ADEL se realiza al SMGL con propiedades medias, llevando a 
la formulación de un SSR caracterizado como se indica en el párrafo anterior. Sea iε  (valor 

determinístico) la relación ΨΨi  para una configuración del SSR dada. Suponiendo que el SMGL 
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del sistema y el SSR representan una curva carga-deformación del SSR, ambos se someten a una 
serie de excitaciones sísmicas, todas teniendo la misma intensidad. Los valores máximos de la 
respuesta de ambos sistemas se relacionan como indica la ecuación 2.36 
 
 

0ΨερραΨ iisi =                                                        (2.36) 
 
 
Aquí, 0Ψ  es el valor esperado de 0Ψ , el cual es el valor máximo absoluto de la distorsión global 

derivada de la respuesta del SSR, y sα  es el valor esperado de la relación aleatoria entre el valor 
máximo de la respuesta del SSR y su valor esperado para una serie de excitaciones sísmicas 
consideradas, designado por oo ΨΨ . El valor esperado de la distorsión del SSR, 0Ψ , es igual a 

Hrru γδγ 0 , donde γ  es el factor de participación dinámica correspondiente a las amplitudes de la 

configuración de respuesta lateral del SSR, 0u  es el valor esperado de la amplitud máxima de la 

respuesta de desplazamiento relativo del SSR, δr  y γr  son factores que toman en cuenta los 
desplazamientos del SSR debidos a la interacción suelo-estructura y a la contribución de modos 
superiores respectivamente. El desarrollo de estos factores se describe a detalle en el apéndice A.3. 
H  es la altura del sistema. Finalmente, ρ  y iρ  representan los factores aleatorios asociados con la 

transformación de 0Ψ  en valores máximos de distorsiones globales esperadas y locales 

respectivamente, ψ  y iψ , del SMGL: 0ΨΨρ =  y ΨεΨρ iii = . 
Para este trabajo de tesis solo se obtuvieron factores de transformación globales del sistema, por lo 
tanto la ecuación 2.36 se reduce eliminando los términos iρ  y iε  obteniendo así la expresión para 
obtener respuestas globales máximas de SMGL mediante SSR. 
 

  
Figura 2.12 Comportamiento bilineal del SSR 

 
Bajo circunstancias inusuales es razonable asumir que sα , ρ  y iρ  son estocásticamente 
independientes. El valor esperado y coeficiente de variación de ψ  para un sismo de intensidad dada 

son entonces respectivamente iguales a 0Ψαρ s  y al coeficiente de variación de ρ , el cual se 

calcula como: ( )[ ]21−ρρ=ρ EV .  

yy Uu

qKk

γ=

=
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Valores de sα  y ρ  son generados de varios SMGL con propiedades simuladas por método de 
Monte Carlo, tomando en cuenta las incertidumbres descritas en el inciso 2.3. La expresión analítica 
que se uso en este trabajo de tesis para el ajuste, mediante técnicas de regresión, de factores de 
transformación y varianzas, toma la forma general de la ecuación 2.37. 
 

( )
( ) )(

)(

bcebQaQw

aQbaQw
dQ

oo

     

             
−++=

+=
                                            (2.37) 

 
Aquí Q  es una medida de la intensidad sísmica normalizada, en este caso es la demanda de 
desplazamiento lineal del sistema entre el desplazamiento de fluencia del SSR, y w , en este trabajo 

de tesis, representa cualquiera de las siguientes variables: oΨ , sα , 2
s

Vα , ρ , 2
ρV . Los coeficientes 

oa , ob , a , b , c  y d  de la ecuación 2.37a y b, se obtienen como se mencionó anteriormente 
mediante técnicas de regresión de datos y las condiciones iniciales de ajuste se describen en detalle  
en el apéndice A.5. 
 
 
2.8 ANÁLISIS DE CONFIABILIDAD EN TÉRMINOS DEL MARGEN DE SEGURIDAD 
DE LA DISTORSIÓN GLOBAL DEL SISTEMA 
 
La teoría  de la confiabilidad estructural parte de que toda obra de ingeniería está sujeta al riesgo de 
experimentar el colapso total o parcial, o de ser incapaz de cumplir con alguna de sus funciones. 
Cada una de las formas en que el sistema puede fallar se designa como modo de falla. Asociada a 
cada uno de dichos modos puede establecerse una correspondiente probabilidad de falla. A cada 
modo de falla corresponden ciertas consecuencias, las que pueden ser de diversos tipos; pueden 
incluir, entre otros conceptos, daños a personas o pérdidas de vidas, daños materiales, costos de 
reparación e interrupción de actividades. El complemento de la probabilidad de que ocurra un cierto 
modo posible de falla es la confiabilidad; es decir, la probabilidad de que dicho modo de falla  no se 
presente (Esteva 2006). Definiendo a la confiabilidad como ℜ  tenemos entonces que Fp−=ℜ 1 , 

siendo Fp  la probabilidad de que la estructura falle durante el periodo de referencia especificado. 

La determinación de la probabilidad de falla ( )ypF  para un SMGL sometido a una excitación 
sísmica con intensidad y , y por lo tanto con múltiples modos de falla, implica estimar la 
probabilidad de que, para cualquiera de dichos modos de falla, la deformación demandada por la 
respuesta dinámica del sistema exceda de la correspondiente capacidad de deformación. En el caso 
de edificios con estructura constituida por marcos continuos, los modos de falla más probables 
consisten en el agotamiento de las capacidades de deformación de entrepiso. Esteva y Ruiz (1989) 
presentaron un procedimiento para estimar un índice de confiabilidad β  semejante al propuesto 
inicialmente por Cornell (1969). 
 

[ ]
[ ]Z

ZE
ln
ln

σ
β −=                                                            (2.38) 

 
Aquí, Z  es el cociente de la demanda de deformación, Ψ , entre la correspondiente capacidad de 
deformación global, cΨ , en donde dicho cociente adquiere su máximo valor durante un temblor con 

una intensidad dada. [ ]⋅E  y [ ]⋅σ  denotan el valor esperado y la desviación estándar, 
respectivamente. Bajo la suposición de que Z  tiene distribución logarítmico-normal, β  puede 
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ligarse con la probabilidad de falla para la intensidad en cuestión por medio de la relación 
( ) ( )βΦ −=ypF , en donde ( )⋅Φ  es la función de distribución normal estándar. 

Para calcular la confiabilidad resulta necesario desarrollar modelos probabilísticos que permitan 
estimar la probabilidad de falla. Para ello, es indispensable definir, primeramente, el criterio de falla 
cuya probabilidad se desea evaluar, así como las variables aleatorias que intervienen en dicho 
criterio; sin dejar de señalar que la s variables aleatorias deben poder ser descritas por medio de sus 
funciones tanto de distribución acumulada de probabilidad ( )⋅F , como de densidad de probabilidad 

( )⋅f . Estas funciones, por lo general, pueden determinarse empleando datos estadísticos generados, 
por ejemplo, a partir de pruebas de control en laboratorio haciendo uso del concepto de frecuencia 
relativa; en ocasiones se puede recurrir a la observación del comportamiento de las variables 
aleatorias en sistemas existentes similares a aquel que se planea construir, a la asignación totalmente 
subjetiva de una probabilidad, basada en experiencias del pasado o en modelos heurísticos de 
comportamiento. 
El modelo probabilístico de mayor aceptación para estimar probabilidad de falla  se fundamenta en 
el conocido criterio de diseño que se establece en muchos reglamentos de construcción del mundo: 
 

RS ≤                                                                 (2.39) 
 
donde S  representa las solicitaciones que actúan sobre el sistema estructural o sobre un elemento 
determinado; y R  la resistencia que corresponde a un estado límite elegido para el sistema global o 
para el elemento a diseñar. En el caso general, tanto S  como R  son variables inciertas, y se 
describen por medio de sus correspondientes funciones de densidad de probabilidades, ( )sf S  y 

( )rf R  y funciones de distribución acumuladas de probabilidades, ( )sFS  y ( )rFR  (Esteva, 2006). 

La probabilidad de falla es igual a la del evento RS > , y se calcula como sigue: 
 

( ) ( ) ( ) ( )( )drrFrfdssFsfp sRRSF ∫∫ −== 1                                  (2.40) 

 
El cálculo de la probabilidad de falla para sistemas estructurales complejos, empleando el 
procedimiento antes descrito, conduce con frecuencia a modelos matemáticos complicados, que no 
pueden representarse fácilmente en forma de expresiones analíticas cerradas. Esto ha llevado a 
buscar caminos alternativos de solución que simplifican el cálculo con el correspondiente costo de 
pérdida de precisión pero ofrecen estimaciones con aproximación suficiente para la probabilidad de 
falla. Uno de estos caminos es el desarrollado inicialmente por Esteva (1968) y Cornell (1969) que 
se sintetiza en la determinación del índice de confiabilidad, β , el cual se define mediante el 
procedimiento mostrado a continuación (Segui, 2000): 
 
En condición de falla: 
 

RS >                                                                 (2.41) 
 
Dividiendo entre S  en el límite de falla  
 

1<
S
R

                                                                (2.42) 

 
A este cociente SR  se le denomina factor de seguridad y se calcula la probabilidad de falla 
recurriendo al concepto de distribución acumulada de probabilidades para dicho cociente. 



CAPITULO 2. MARCO TEÓRICO 

 

26 

 









<






= 1

S
R

PpF                                                        (2.43) 

 
Trabajando con el logaritmo natural de SR : 
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PpF                                      (2.44) 

 
Considerando que el ( )SRln  obedece a una distribución normal de probabilidades, la forma 

estandarizada de la variable ( )SRln  puede definirse con el siguiente cambio de variable : 
 

( )SR
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=                                                 (2.45) 

 

donde 
mS

R














ln  y ( )SRlnσ  son el valor medio y desviación estándar de 








S
R

ln , respectivamente. 

Esta transformación convierte la abscisa U  en múltiplos de desviación estándar y coloca la media 
de U  en 0=U . La probabilidad de falla puede entonces escribirse como: 
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Despejando U  dentro de la llave, se obtiene 
 

( ) ( )
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                                (2.47) 

 
Donde UF  es la función de distribución de probabilidad acumulada de U , o la probabilidad de que 

U  no exceda el argumento de la función. Si hacemos 
 

( )SR

mS
R

ln

ln

σ
β







−=                                                          (2.48) 

 
Similar a la ecuación 2.38, sólo que en tal caso el limite seguridad está basado en la distorsión 
global observada y la de falla. Entonces 
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( )SR
mS

R
lnln βσ=



                                                       (2.49) 

 
La variable β  puede interpretarse como el número de desviaciones estándar a la que está, desde el 

origen, el valor medio de ( )SRln . Por seguridad el valor medio debe ser mayor que cero, y en 
consecuencia, β  se llama índice de seguridad o índice de confiabilidad. Entre mayor sea este valor, 
mayor será el margen de seguridad. La figura 2.13 muestra la interpretación geométrica del índice 
de confiabilidad, donde se aprecia que la probabilidad de falla, que aparece sombreada en dicha 
figura y llamada Fp , será más pequeña en la medida que β  sea mayor. 
 

 
Figura 2.13 Interpretación geométrica del índice β  de confiabilidad de Cornell. 

 
Similarmente, se puede emplear el concepto de margen de seguridad, para obtener una expresión 
alternativa del índice de confiabilidad (Hart, 1982). 
De la ecuación 2.39 se obtiene SR −>0  e introduciendo una nueva variable SRM −=  y en la 
condición de falla 0<M . Considerando que R  y S  tienen distribución normal de probabilidades, 
entonces SRM −=  y 222

SRM σσσ += . 
La probabilidad de falla se expresa entonces como: 
 

( )[ ] [ ]00 <=<−= MPSRPpF                                             (2.50) 
 
Para la forma estandarizada de distribución normal de M  se define el cambio de variable  
 

M

MM
U

σ
−

=                                                            (2.51) 

 
Esta transformación convierte la abscisa U en múltiplos de desviación estándar y coloca la media de 
U  en 0=U . La probabilidad de falla puede entonces escribirse como 
 

[ ] { }( )00 <+=<= MUPMPp MF σ                                       (2.52) 
 
Despejando U  tenemos 
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Donde UF  es la función de distribuc ión acumulada de U , o la probabilidad de que U  no exceda el 
argumento de la función. Si hacemos 
 

22
SRM

SRM

σσσ
β

+

−
=−=                                                  (2.54) 

 
Entonces 
 

MM βσ=                                                             (2.55) 
 
En este trabajo de tesis el numerador y denominador de la ecuación 2.38 se evalúa mediante 
sistemas detallados de múltiples niveles con propiedades simuladas por el método de Monte Carlo , 
considerando el margen de seguridad con respecto a la distorsión global de falla calculada mediante 
un ADEL realizado a un sistema detallado con propiedades medias. Por lo tanto el criterio utilizado 
para medir la confiabilidad de sistemas con irregularidad de masas en altura está en términos del 
margen de seguridad de la distorsión global del sistema como medida de desempeño. 
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CAPITULO 3 

METODOLOGÍA GENERAL 

 
3.1 CASOS DE ESTUDIO 
 
Para seleccionar los sistemas estructurales se tomó en cuenta el objetivo de estudiar la influencia de 
la variación de masas en edificios, a lo largo de su altura, en las funciones de confiabilidad y en los 
factores de transformación de respuesta de SSR. Con este fin se estudian siete edificios para 
oficinas de 16 niveles, estructurados a base de marcos dúctiles de concreto reforzado. 
 

 
Figura 3.1 Zona con periodo del suelo de 2 segundos  

 
Dichos edificios son desplantados en la ciudad de México en zona con periodo fundamental del 
suelo de 2.0 segundos (Figura 3.1). Un edificio es completamente regular en altura y planta (modelo 
regular), el cual servirá de referencia y comparación de resultados. Los otros seis edificios son 
regulares en planta y cuentan con irregularidad de masas a lo largo de su altura. Tres de los seis 
edificios irregulares tienen una disminución de masas, mientras que los tres restantes, tienen un 
aumento de masas en los factores que se muestran en la figura 3.2. El esquema de la figura 3.2 
muestra con detalle las combinaciones de los casos de estudio de esta tesis. 
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w0 Carga 
Gravitacional  

   

         

     

           Variables  

           n=n1+n2  donde  n=16 niveles 

          

 

 wo=carga gravitacional para oficinas 

         Caso regular 
n 

         n1=16 y w1=w2=w0 

          Casos con irregularidad para n1=12, 8, 4 

 

 

 w2/w0=0.5 y w1=w0 

  
  

 

 

  w2/w0=2.0 y w1=w0 

Figura 3.2 Casos de estudio 
 
El sistema de cimentación de los edificios es de tipo mixto (cajón de cimentación con pilotes de 
fricción), por lo cual se considera la interacción suelo-estructura como parte esencial del análisis , 
según se indica en el Apéndice A.3 de las NTC para diseño por sismo del RCDF 2004. Los 
parámetros de análisis y diseño se muestran en la siguiente sección de esta tesis, donde se describe a 
detalle tal proceso. La figura 3.3 muestra el modelo general 3D, el cuál se analizó y diseño como se 
indica en la siguiente sección. 
 

 
Figura 3.3 Modelo general del caso de estudio  

 
 

n2, w2 

n1, w1 
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3.2 ANALISIS Y DISEÑO ESTRUCTURAL CON BASE EN LAS NTC-RCDF-2004 
 
a) Modelos  
Para realizar el análisis, primeramente se realizaron los modelos 3D de los casos de estudio 
mostrados en la figura 3.2, los cuales previamente se dimensionaron para incorporarlos al programa 
de cómputo para análisis y diseño estructural ECOgcW. La irregularidad de masas en altura se 
considera desde este proceso de análisis en donde se aplican los respectivos factores de disminución 
o amplificación de masas descritos en la figura 3.2. El modelo general implementado en el software 
de análisis y diseño estructural se muestra en la figura 3.4. Nótese que los edificios son regulares en 
planta y conservan la  rigidez y resistencia que requirió  el diseño con base a las NTC para diseño y 
construcción de estructuras de concreto del RCDF 2004, así como las NTC para diseño por sismo 
del mismo reglamento. 
 

 
Figura 3.4 Modelo  general  del caso de estudio implementado en ECOgcW 

 
b) Análisis sísmico modal espectral y diseño estructural de elementos de concreto reforzado 
Se realizó un análisis de tipo modal espectral de los casos de estudio, considerando un espectro para 
un periodo fundamental del suelo de Ts=2s, tal como se indica en el apéndice A.3 de las NTC para 
diseño por sismo del RCDF 2004 (figura 3.5). Dicho análisis sísmico considera la interacción suelo-
estructura como se indica en el apéndice A.6 de las NTC para diseño por sismo del RCDF 2004. 
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Figura 3.5 Espectro lineal para Ts=2s. 

 
Una vez que el análisis estructural cumplió con los requisitos de desempeño (distorsiones 
permisibles) que establecen las NTC-RCDF-2004 (distorsión máxima de 0.03) se procede a diseñar 
los elementos estructurales con base en las NTC para diseño y construcción de estructuras de 
concreto del RCDF 2004. En este procedimiento de análisis y diseño estructural, se verificaron las 
distorsiones permisibles, así como las resistencias y armado de las secciones de concreto reforzado 
ante las diferentes combinaciones de carga, para obtener un diseño estructural final. 
En la tabla 3.1 se muestra un resumen de los parámetros generales que se tomaron en cuenta para el 
análisis y diseño de los siete edificios con base en las NTC-RCDF-2004. 
 

Tabla 3.1 Parámetros generales de análisis sísmico modal 
espectral de los casos de estudio  

1. Propiedades de la estructura  
Uso de edificio Oficinas 
Edificación tipo B 
Estructuración a base de marcos dúctiles de Concreto reforzado 
Altura total 48.5m 
Ancho h=24m 
Base b=24m 
Altura del primer entrepiso 3.5m 
Altura de entrepisos subsecuentes 3.0m 
Número de crujías 4 
Separación entre crujías 6.0m 
Carga viva unitaria instantánea Wa=180kg/m2 
Carga viva unitaria máxima Wm=250kg/m2 
Tipo de cimentación Mixta 
Profundidad de desplante del cajón de cimentación D=4m 
Número de pilotes Np=65 
Diámetro de pilotes φp=0.60m 
Longitud de los pilotes Lp=25m 
  
2. Propiedades del Suelo  
Peso volumétrico medio γ=1.25t/m3 
Amortiguamiento histerético ζ=0.03 
Relación de Poisson v=0.45 
Profundidad de los depósitos firmes Hs=30m 
Módulo de elasticidad del suelo Es=1330.73ton/m2 
Módulo de rigidez al corte G=459ton/m2 
  
3. Parámetros de diseño sísmico  
Factor de comportamiento sísmico Q=4 
Factor de reducción por irregularidad k=0.9 
Tipo de análisis sísmico Modal espectral 
Zona de desplante Ts=2seg 
Distorsión permisible de entrepiso 0.03 

1 2 3 4 5 0 

0.25 

0.50 

0.75 

1.00 

1.25 
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4. Propiedades nominales de los materiales  
Resistencia nominal del concreto f’c=250kg/cm2 
Módulo de elasticidad del concreto Ec=221359kg/cm2 
Resistencia nominal del acero fy=4200kg/cm2 
Módulo de elasticidad del acero Es=2.1x106kg/cm2 

 
En la tabla 3.2 se muestran las dimensiones, producto del diseño estructural con base en las NTC 
para diseño y construcción de estructuras de concreto del RCDF 2004, de los elementos 
estructurales de los siete casos de estudio. Para fines prácticos todos los edificios se estructuraron de 
forma que a cada cuarta parte de cada edific io (a cada cuatro niveles) se cambiaron secciones 
transversales de elementos estructurales. 
 

Tabla 3.2 Propiedades geométricas de elementos estructurales de los modelos  
  M01 Modelo Regular    

  Entrepiso Trabes Columnas    
  1-4 35x80 80x80   
  5-8 35x75 80x80   
  9-12 30x70 75x75   
  13-16 25x60 70x70   
       

M02 w 2/w0=0.5 n1=12  M05 w 2/w0=2.0 n1=12 
Entrepiso Trabes Columnas   Entrepiso Trabes Columnas  

1-4 35x75 80x80  1-4 45x85 85x85 
5-8 35x75 75x75  5-8 45x80 85x85 
9-12 30x65 70x70  9-12 40x75 80x80 
13-16 25x60 65x65  13-16 35x65 70x70 

       
M03 w 2/w0=0.5 n1=8  M06 w 2/w0=2.0 n1=8 

Entrepiso Trabes Columnas   Entrepiso Trabes Columnas  
1-4 35x75 75x75  1-4 45x85 95x95 
5-8 35x70 70x70  5-8 45x85 95x95 
9-12 30x60 65x65  9-12 40x85 85x85 
13-16 25x60 60x60  13-16 35x65 70x70 

       
M04 w 2/w0=0.5 n1=4  M07 w 2/w0=2.0 n1=4 

Entrepiso Trabes Columnas   Entrepiso Trabes Columnas  
1-4 35x65 70x70  1-4 45x90 100x100 
5-8 35x65 60x60  5-8 45x90 100x100 
9-12 30x60 60x60  9-12 45x80 85x85 
13-16 25x50 50x50  13-16 35x65 70x70 

 
El amortiguamiento efectivo de la estructura para los siete casos de estudio es de 5%. En la tabla 3.3 
se muestran los periodos efectivos de los siete casos de estudio que consideran su alargamiento a 
causa de la interacción suelo-estructura. 
 

Tabla 3.3 Periodos efectivos Te  de los casos de estudio 
Caso Descripción Periodo efectivo Te en segundos  

M01 Regular 1.61 

M02 w2/w0=0.5 n1=12 1.50 

M03 w2/w0=0.5 n1=8 1.42 

M04 w2/w0=0.5 n1=4 1.51 

M05 w2/w0=2.0 n1=12 1.68 

M06 w2/w0=2.0 n1=8 1.67 

M07 w2/w0=2.0 n1=4 1.70 

 
Los parámetros de diseño establecidos en las NTC para diseño y construcción de estructuras de 
concreto obedecen a propiedades nominales de los materiales, por lo que es necesario generar 
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estructuras simuladas con base en lo establecido en la sección 2.3 de este trabajo de tesis, a fin de 
contar con las incertidumbres ahí mencionadas, que pueden afectar la respuesta  de los sistemas 
estructurales. 
De esta forma, una vez diseñados los edificios es necesario simular estructuras que cuenten con 
propiedades simuladas usando el programa SIMESTRU (Alamilla, 2001), el cuál procesa un 
edificio con propiedades nominales para de ahí obtener estructuras simuladas, así como una con 
propiedades medias. En este trabajo de tesis se utilizó dicho programa para simular 50 con 
propiedades simuladas, edificios los cuales se analizaron para 50 sismos simulados con base en lo 
establecido en la sección 2.6 y un edificio con propiedades medias, del cual se obtiene la capacidad 
última de deformación lateral. 
 
 
3.3 ANÁLISIS DINÁMICO DE EMPUJE LATERAL, ADEL 
 
Para conocer la confiabilidad de sistemas estructurales, es necesario conocer la capacidad última de 
deformación lateral de la estructura en cuestión y así obtener márgenes de seguridad que servirán 
para el desarrollo de las funciones de confiabilidad. 
Es imposible conocer la capacidad de deformación de las estructuras físicamente; por eso es 
necesario contar con modelos que interpreten de una manera mas precisa el comportamiento de la s 
estructuras como el que se muestra en la sección 2.5, que ayudan a la obtención de la  capacidad 
ultima de deformación lateral de estructuras con mayor precisión. Para esta tesis se desarrolló un 
ADEL, como se indica en la sección 2.4, de los sistemas con propiedades medias de cada uno de los 
siete casos de estudio, considerando la interacción suelo-estructura mediante un piso ficticio que 
simula el comportamiento del suelo como se describe a detalle en el apéndice A1 y de esta forma 
conocer la capacidad última de deformación lateral de dichos sistemas. Es un trabajo excesivo 
realizar el ADEL para cada una de las 50 estructuras simuladas de los siete casos de estudio; es por 
eso que, se opta por realizarlo a la estructura con propiedades medias con ayuda del software 
DRAIN-2D (Powell, 1973) para un marco plano de los modelos a estudiar, como el que se muestra 
en la figura 3.6. Al tomar un marco plano para realizar el ADEL, cabe mencionar que se están 
despreciando los efectos de torsión, los cuales no se consideran en este trabajo de tesis. 
 

           
Figura 3.6 Vista en planta de modelo  general y marco plano de estudio 

 
El software usado para obtener la curva de empuje lateral y la capacidad última de deformación de 
los sistemas no cuenta con la herramienta para realizar un análisis de empuje lateral. Debido a lo 
anterior, el ADEL se realiza mediante un análisis paso a paso a un marco plano de la estructura, en 
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el cual las masas tienen una distribución obtenida mediante una combinación modal como se 
describe en el apéndice A2 y la excitación en la base es una rampa de aceleración creciente a una 
tasa baja para evitar efectos dinámicos en la obtención de las curvas de empuje lateral. En la figura 
3.7 se muestran las masas finalmente obtenidas, mediante el proceso del apéndice A2, para realizar 
los ADEL y se compara el patrón de masas usado para la estructura regular con aquellos de las 
estructuras irregulares. 
Esta distribución de masas, la cual proviene de una combinación modal, es un método más preciso 
que aquel que considera una distribución lineal creciente de masas o la obtenida considerando 
solamente la configuración del primer modo. En la figura 3.8 se puede observar que la variación de 
masas a lo largo de la estructura puede influir en la respuesta lateral del ADEL, ya que al considerar 
las masas linealmente crecientes se estaría  suponiendo que habría una variación lineal en fuerzas de 
empuje lateral alo largo de la estructura, obligando a que ésta tenga una respuesta lateral del ADEL 
que no se apegue a la realidad para casos en donde los modos superiores tengan un factor de 
participación mayor que el del primer modo. En este trabajo de tesis se considera la influencia de 
los modos superiores en la distribución de las fuerzas laterales para obtener una curva de empuje 
lateral más precisa que considere las propiedades dinámicas de la estructura en la distribución de las 
fuerzas laterales. 
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Figura 3.7 Patrón de masas para el ADEL 
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Figura 3.8 Comparación de masas para ADEL 

 
Una vez que se definieron las distribuciones de las masas a lo largo de la estructura para los siete 
casos, se calibró una rampa de aceleración que hará actuar las masas para generar fuerzas de empuje 
lateral. Los ADEL se realizaron con una rampa de aceleración creciente que va de una aceleración 
de 0cm/s2 a una aceleración final de 750cm/s2 en un tiempo de 60 segundos la cual resultó, junto con 
la magnitud de las masas, con menores efectos dinámicos en la obtención de la curva de empuje 
lateral. 
En la figura 3.9 se muestran los resultados finales de los ADEL, en la forma de diagramas de fuerza 
cortante en la base (cortante basal) contra desplazamiento en la azotea. De este proceso se obtiene la 
capacidad última de deformación lateral como se indica en la sección 2.4, al considerar que dicha 
capacidad se da cuando se reduce en 20% el cortante basal máximo después de haber ocurrido. En 
la tabla 3.4 muestra los valores de la capacidad última de deformación en términos de 
desplazamiento en la azotea y de distorsión global de la estructura para el caso regular y los seis 
casos con irregularidad de masas. 
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Figura 3.9 Curvas de empuje lateral, cortante basal-deformación lateral global, a) Casos con 
reducción de masas , b) Casos con aumento de masas  

 
Tabla 3.4 Capacidad última de deformación 

Caso Descripción Deformación lateral 
última global Uc (cm) 

Distorsión lateral 
última global Ψc 

M01 Regular 130.9 0.027 

M02 w2/w0=0.5 n1=12 103.4 0.021 

M03 w2/w0=0.5 n1=8 88.8 0.018 

M04 w2/w0=0.5 n1=4 105.7 0.022 

M05 w2/w0=2.0 n1=12 92.9 0.019 

M06 w2/w0=2.0 n1=8 145.7 0.030 

M07 w2/w0=2.0 n1=4 177.8 0.037 

 
 
3.4 PROPIEDADES Y ANALISIS NO-LINEAL PASO A PASO DE LOS SSR 
 
La obtención de propiedades de los SSR tales como rigidez, masa, periodo, factor de participación 
modal, cortante y desplazamiento de fluencia y comportamiento histeréico no-lineal, se explica en 
esta sección. 
El objetivo de caracterizar un SSR, con base en los sistemas con propiedades medias de cada caso 
de estudio , es con el fin de conocer su demanda de desplazamiento ante las excitaciones sísmicas 
simuladas con intensidades variables, y así obtener un amplio intervalo de factores de 
transformación mediante la comparación de dichas respuestas con aquellas de los sistemas de 
múltiples grados de libertad, SMGL. 
Las propiedades de los SSR que se mencionan anteriormente se obtienen principalmente del ADEL 
de los sistemas con propiedades medias para cada caso de estudio, de la cual se generan curvas de 
empuje la teral (cortante basal – deformación lateral global) como las que se muestran en la figura 
3.9.  
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Antes de obtener las propiedades de los SSR es necesario conocer la configuración lateral del 
sistema obtenida en la etapa lineal de la curva de empuje lateral. Dicha configuración está 
normalizada a 1.0 en el extremo superior y está representada por el vector Z como se indica en el 
Apéndice A4. En la figura 3.10 se esquematiza la obtención del vector de configuración lateral Z  y 
en la tabla 3.5 se indican los valores del vector de configuración lateral para los siete casos de 
estudio. 
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Figura 3.10 Configuración lateral del sistema, a) curva de empuje lateral, b) 
configuración lateral del sistema de puntos en curva de empuje lateral 
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Los valores del vector de configuración lateral Z  corresponden a la configuración lateral 
normalizada cuando el sistema se encuentra en la etapa lineal. Para los casos estudiados se tomó 
cualquier punto dentro de la etapa lineal de la curva de empuje lateral, la cual puede ser identificada 
fácilmente en dichas curvas. Por ejemplo, para el caso de la figura 3.10b se toma la configuración 
lateral que corresponde a un desplazamiento en la azotea de 15cm, debido a que esta configuración 
corresponde a un punto, dentro de la curva de empuje lateral de la figura 3.10a, que se encuentra en 
la etapa de comportamiento lineal del sistema. 
 

Tabla 3.5 Vector de configuración lateral Z 
Caso M01 M02 M03 M04 M05 M06 M07 

Descripción Regular w2/w0=0.5 
n1=12 

w2/w0=0.5 
n1=8 

w2/w0=0.5 
n1=4 

w2/w0=2.0 
n1=12 

w2/w0=2.0 
n1=8 

w2/w0=2.0 
n1=4 

Nivel Vector Z 

16 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 

15 0.957 0.969 0.967 0.957 0.950 0.948 0.948 

14 0.900 0.926 0.921 0.893 0.882 0.878 0.878 

13 0.831 0.872 0.862 0.815 0.802 0.796 0.795 

12 0.761 0.814 0.795 0.741 0.725 0.725 0.721 

11 0.696 0.752 0.727 0.678 0.657 0.665 0.657 

10 0.628 0.681 0.654 0.612 0.589 0.603 0.590 

9 0.556 0.605 0.579 0.543 0.520 0.539 0.523 

8 0.488 0.532 0.510 0.478 0.457 0.477 0.460 

7 0.424 0.468 0.446 0.416 0.396 0.417 0.404 

6 0.359 0.402 0.380 0.355 0.336 0.357 0.348 

5 0.294 0.334 0.312 0.293 0.276 0.298 0.292 

4 0.231 0.266 0.245 0.230 0.219 0.239 0.236 

3 0.172 0.200 0.180 0.169 0.165 0.181 0.181 

2 0.114 0.134 0.116 0.107 0.112 0.125 0.127 

1 0.060 0.069 0.058 0.050 0.063 0.073 0.077 

0 0.024 0.025 0.020 0.014 0.030 0.038 0.042 

 
El siguiente paso para obtener las propiedades de los SSR es conocer las propiedades que definen la 
capacidad lateral de los SSR. Como se indicó en la sección 2.7, para conocer dichas propiedades es 
necesario hacer un ajuste bilineal a la curva de empuje lateral de los SMGL con propiedades medias 
y de esta forma conocer el cortante y deformación de fluencia , así como la  rigidez lineal del sistema 
con y sin interacción suelo-estructura. En la figura 3.11 se presenta una grafica de curvas de empuje 
lateral donde se puede ver la influencia de la interacción suelo-estructura en dicho análisis. Las 
rigideces K y Ko son las rigideces laterales del sistema con y sin considerar la interacción suelo-
estructura respectivamente. La línea punteada representa el ajuste bilineal de la curva de empuje 
lateral con interacción suelo-estructura, de la cual se puede identificar fácilmente el cortante y 
deformación de fluencia de cada sistema con propiedades medias. Los parámetros de los SMGL con 
propiedades medias obtenidos mediante el ajuste bilineal se encuentran en la tabla 3.6 
Es importante mencionar que, debido a que los parámetros de los SSR se obtienen con base en una 
curva de empuje lateral y a un periodo efectivo que consideran los efectos de la interacción suelo-
estructura, las respuestas de dichos sistemas contemplan implícitamente estos efectos. En el 
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apéndice A3 se describe el factor δr , factor que permite descontar de las respuestas máximas de los 
SSR los efectos de interacción suelo-estructura, a fin de poder comparar dichas respuestas con 
aquellas de los SMGL simulados. 
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Figura 3.11 Efectos de la interacción suelo -estructura en curvas de empuje lateral y ajuste 

bilineal 
 
La figura 3.12 muestra un esquema de las propiedades y comportamiento histerético no-lineal de los 
SSR. El comportamiento histerético no-lineal se basa en la envolvente bilineal que caracteriza los 
SSR como la que se muestra en la figura 3.11 (línea punteada). El comportamiento histerético no 
cuenta con degradación de rigidez producto del daño acumulado en dicho sistema y es de tipo 
elastoplástico. 
 

 
Figura 3.12 Propiedades del SSR y comportamiento histerético no-lineal 

 
La masa del SSR se obtiene mediante la ecuación A4.5 usando los vectores de configuración lateral 
Z de la tabla 3.5 y la matriz de masas M  de cada marco plano de estudio. 
La rigidez de cada  SSR se obtiene mediante la ecuación A4.7 y con los periodos efectivos de los 
casos de estudio que se muestran en la tabla 3.3. La relación entre las pendientes de ambas líneas 
que componen el comportamiento bilineal de los SSR se mantiene igual que la de su respectivo 
SMGL. El amortiguamiento efectivo se considera igual al del SMGL que es igual al 5% del crítico. 
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Tabla 3.6 Propiedades de las curvas de empuje lateral y ajuste bilineal de los MD 

Caso Descripción 
Rigidez lineal 

sin ISE 
Ko (ton-cm) 

Rigidez lineal 
con ISE 

K (ton-cm) 

Cortante de 
fluencia 
Vy (ton) 

Desplazamiento 
de Fluencia 

Uy (cm) 
K2/K 

M01 Regular 14.734 13.328 419.913 31.51 0.0043 

M02 w2/w0=0.5 n1=12 15.008 13.698 445.213 32.50 0.0308 

M03 w2/w0=0.5 n1=8 12.107 11.251 365.213 32.49 0.1035 

M04 w2/w0=0.5 n1=4 7.974 7.590 303.670 40.01 0.0353 

M05 w2/w0=2.0 n1=12 19.320 16.756 544.562 32.50 0.0624 

M06 w2/w0=2.0 n1=8 25.429 21.152 718.742 33.98 0.0083 

M07 w2/w0=2.0 n1=4 29.293 23.293 835.489 34.99 0.0119 

 
Para caracterizar el comportamiento de los SSR se debe contar con dos factores correctivos los 
cuales se indican en las ecuaciones A4.4 y A4.10. El factor q  es la relación de rigideces del SMGL, 
K , y del SSR, k , y el factor de participación del modo fundamental del sistema, γ , es una 

relación entre los desplazamientos de fluencia del SMGL, yU  y del SSR, yu . Estas relaciones se 
esquematizan en la figura 2.12. 
Una vez obtenidos los factores correctivos es posib le obtener el cortante de fluencia del SSR, yv , y 

con la rigidez de l SSR, k , se obtiene el desplazamiento de fluencia del SSR, yu . En la tabla 3.7 se 
resumen las propiedades principales  y los factores correctivos de los SSR de los casos de estudio. 
 

Tabla 3.7 Propiedades y factores correctivos de los SSR 
Factor correctivo 

Caso Descripción Masa 
m (ton-s2/cm) 

Rigidez 
k (ton-cm) 

Cortante de 
Fluencia 
vy (ton) 

Desplazamiento 
de Fluencia 

uy (cm) γ  q 
M01 Regular 0.613 9.391 203.386 21.66 1.455 1.419 

M02 w2/w0=0.5 n1=12 0.484 8.536 181.618 21.28 1.528 1.605 

M03 w2/w0=0.5 n1=8 0.352 6.862 140.720 20.51 1.584 1.640 

M04 w2/w0=0.5 n1=4 0.274 4.755 123.042 25.88 1.546 1.596 

M05 w2/w0=2.0 n1=12 0.978 13.653 328.321 24.05 1.352 1.227 

M06 w2/w0=2.0 n1=8 1.190 16.864 410.178 24.32 1.397 1.254 

M07 w2/w0=2.0 n1=4 1.264 17.385 411.224 23.66 1.479 1.375 

 
Una vez caracterizados los SSR de los siete casos de estudio se hace un análisis paso a paso no-
lineal con los 50 sismos simulados para obtener las respuestas máximas, uo, con las cuales se 
obtienen distorsiones máximas de los SSR, Ψo como se indica en la sección 2.7. La figura 3.13a 
muestra la respuesta de un SSR contra el tiempo y en la figura 3.13b un diagrama de ciclos de 
histéresis del mismo sistema ante el mismo sismo simulado. Ahí mismo se esquematiza la 
obtención de la respuesta máxima de los SSR, uo. 
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3.13 Respuesta máxima de los SSR, uo, ante excitación sísmica simulada 
 
 
3.5 ANÁLISIS DINÁMICO NO-LINEAL PASO A PASO CON INTERACCIÓN SUELO-
ESTRUCTURA DE SISTEMAS DE MÚLTIPLES GRADOS DE LIBERTAD, SMGL 
 
Para obtener las funciones de confiabilidad de los casos estudiados, en términos del margen de 
seguridad entre las distorsiones máximas globales de los  SMGL simulados y las distorsiones 
últimas globales de los sistemas con propiedades medias, que se muestran en la tabla 3.4, se 
necesita conocer los valores de dichas distorsiones máximas de los sistemas simulados. 
 Las distorsiones máximas globales de los SMGL simulados se obtienen mediante un análisis 
dinámico no-lineal paso a paso con interacción suelo-estructura. Los SMGL simulados cuentan con 
un comportamiento histerético no-lineal como el que se explica en la sección 2.5, el cual es un 
comportamiento no-lineal con degradación de rigidez y resistencia . Dicho análisis se realiza en el 
programa de análisis DRAIN-2D (Powell, 1973) para los 50 marcos planos simulados para cada 
caso de estudio , ante las 50 excitaciones sísmicas simuladas correspondientemente. Es importante 
mencionar que debido a que se desarrolla el análisis de un marco plano se están despreciando 
efectos de torsión en los sistemas. El programa DRAIN-2D (Powell, 1973) contiene cambios para 
considerar la interacción suelo-estructura (Mendoza, 1997), dichos cambios permiten considerar 
dicho efecto indicando al programa la rigidez y amortiguamiento transversal y de cabeceo del 
marco en cuestión para generar un modelo suelo-cimentación-estructura, como el que se muestra en 
la figura A1.2. En la tabla 3.8 se muestran los valores de los parámetros de interacción suelo-
estructura para los caso de estudio. 

uo=47.91cm 

uo=47.91cm 
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Tabla 3.8 Parámetros de interacción suelo -estructura 

Caso Descripción 
Rigidez 

transversal 
Kx (ton/cm) 

Amortiguamiento 
transversal Cx 
(ton-seg/cm) 

Rigidez de 
cabeceo Kr 

(ton-cm) 

Amortiguamiento 
de cabeceo Cr 
(ton-cm-seg) 

M01 Regular 4387.79 243.04 1.1029x1010 2.5096x107 

M02 w2/w0=0.5 n1=12 4385.95 230.92 1.1024x1010 2.3792x107 

M03 w2/w0=0.5 n1=8 4384.53 228.76 1.1019x1010 2.2876x107 

M04 w2/w0=0.5 n1=4 4359.83 231.29 1.1027x1010 2.4442x107 

M05 w2/w0=2.0 n1=12 4389.22 236.77 1.1033x1010 2.6285x107 

M06 w2/w0=2.0 n1=8 4388.53 235.42 1.1031x1010 2.5692x107 

M07 w2/w0=2.0 n1=4 4388.62 235.58 1.1031x1010 2.5763x107 

 
En la figura 3.14 se esquematiza la obtenc ión de las respuestas máximas (en el extremo superior) de 
desplazamiento de los SMGL simulados para de ahí obtener las distorsiones globales máximas, Ψ, 
al dividir dicho desplazamiento global entre la altura del edificio y posteriormente obtener los 
factores de transformación de SSR y funciones de confiabilidad. El programa DRAIN-2D (Powell, 
1973) modificado por Mendoza, E. (1997) descuenta, de las respuestas finalmente obtenidas del 
análisis paso a paso no-lineal con interacción suelo-estructura, los desplazamientos de cuerpo rígido 
de la estructura debidos a interacción suelo-estructura. Debido a lo anterior, los desplazamientos 
finalmente obtenidos del análisis paso a paso no-lineal con interacción suelo-estructura, no incluyen 
los componentes de los desplazamientos debidos a dicho efecto. 
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3.14 Respuesta máxima de los SMGL, U, ante excitación sísmica simulada 

U=73.30cm 

U=73.30cm 
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CAPITULO 4 

ESTIMACIÓN DE LA RESPUESTA DINÁMICA MEDIANTE SISTEMAS 

SIMPLIFICADOS DE REFERENCIA, SSR 

 
 
4.1 DISTORSIÓN MÁXIMA DEL SSR, Ψo  
 
Para conocer la respuesta no lineal de los SSR, se realizó un análisis paso a paso con los mismos 
registros sísmicos empleados en el análisis no-lineal paso a paso de los SMGL como se indica en la 
sección 3.4. Dichas respuestas, obtenidas en términos de desplazamiento, fueron multiplicadas por 
los factores correctivos γ , δr  y γr , como se describe en los apéndices A3 y A4 para transformar 
desplazamientos de SSR a SMGL. 
Así se estimaron los desplazamientos máximos del SSR, relativos a su base, mismos que pueden 
transformarse en las distorsiones Yo, si se normaliza con respecto a la altura H del sistema detallado 
como lo indica la expresión A3.1. 
 
 
4.1.1 Valor esperado de la distorsión máxima del SSR, oΨ  
 
En la figura 4.1 se muestran las distorsiones máximas del SSR, oΨ , y el valor esperado de dichas 
distorsiones, ( )QoΨ , en función de una medida de la intensidad normalizada, Q , que es la demanda 
de desplazamiento lineal del sistema normalizada con respecto al desplazamiento de fluencia del 
SSR, yu . Para obtener la demanda de desplazamiento lineal se puede hacer uso del espectro de 
desplazamiento o de pseudoaceleración de cada excitación sísmica simulada, obteniendo las 
ordenadas espectrales de cada excitación sísmica simulada asignadas al periodo del sistema en 
cuestión. 
La medida de intensidad normalizada, Q , nos permite aprovechar mejor la información estadística 
que se pueda tener para temblores de distintas intensidades y sistemas de distintas resistencias 
laterales. 
El ajuste de los datos para obtener el valor esperado de la distorsión máxima del SSR, ( )QoΨ , se 
realizo empleando la ecuación 2.37; en dicha ecuación las literales ao, bo, a, b, c y d son los 
parámetros de ajuste que minimizan el error cuadrático. En la Tabla 4.1 se muestran los valores de 
los parámetros anteriores para los siete casos de estudio. En el apéndice A5a se muestran las 
condiciones de ajuste de los valores de distorsión máxima del SSR, oΨ . 
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Figura 4.1 Distorsiones máximas del SSR, oΨ  y su valor esperado ( )QoΨ  
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En la figura 4.1 se observa que para valores de Q<1 se ajusta perfectamente la recta descrita en la 
ecuación 2.37 para dicho intervalo de valores. Estos valores corresponden a un comportamiento 
lineal de la estructura, mientras que para valores de Q>1 se observa una dispersión de las 
distorsiones máximas del SSR, oΨ , producida por el comportamiento inelástico de los sistemas 
analizados. 
Se puede observar que las respuestas de los SSR que consideran una disminución de masa, figura 
4.1b-c, tienen un comportamiento fundamentalmente lineal, mientras que los SSR del caso regular y 
de los que provienen de SMGL con aumento de masas observan un comportamiento no-lineal, 
desarrollando una ductilidad mayor que los casos anteriores. 
 

Tabla 4.1 Valores de los parámetros de ajuste, para obtener el valor 
esperado de la distorsión máxima del SSR, oΨ . 

Caso Descripción a0 b0 a b c d 

M01 Regular 0.00000 0.005775 0.029624 0.000000 -0.030383 0.242170 

M02 w2/w0=0.5 n1=12 0.00000 0.006122 -0.006884 0.006122 0.006884 0.000000 

M03 w2/w0=0.5 n1=8 0.00000 0.006178 -0.006884 0.006178 0.006884 0.000000 

M04 w2/w0=0.5 n1=4 0.00000 0.007783 -0.006884 0.007783 0.006884 0.000000 

M05 w2/w0=2.0 n1=12 0.00000 0.005919 0.009774 0.001032 -0.013283 0.999920 

M06 w2/w0=2.0 n1=8 0.00000 0.006273 0.010835 0.000856 -0.014726 0.999925 

M07 w2/w0=2.0 n1=4 0.00000 0.006204 0.008793 0.001807 -0.011951 0.999901 

 
 

4.1.2 Valor esperado de la relación aleatoria entre la distorsión máxima del SSR y  su valor 
esperado, sα  y su varianza, 2

s
Vα  

 
La relación aleatoria entre la distorsión máxima del SSR, oΨ , y su valor esperado, oΨ , se define 

como sα , y el valor esperado de dicha relación aleatoria  se define como sα  el cual corresponde a 
la media de sα  y es igual a la unidad. En este caso la  expresión 2.37(b) tiene pendiente con valor 
nulo y el valor de sa α= . 
La figura 4.2 muestra la distribución de los valores de la relación aleatoria, sα , y su valor esperado, 

sα , para los siete casos de estudio. 
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Figura 4.2 Valores de la relación aleatoria, sα , y su valor esperado, sα  
 
El coeficiente de variación de sα , esta designado por ( )1s −α , y su varianza es ( )[ ]21−ssE αα ; si 

1=sα , entonces la varianza es ( )[ ]21−sE α .  En la figura 4.2 se muestran las varianzas de la 
relación aleatoria sα . En la tabla 4.2 se muestran los coeficientes de la ecuación 2.37(b) que se uso 
para obtener el valor esperado del cuadrado del coeficiente de variación de sα . Los coeficientes se 
ajustaron con las condiciones de ajuste del apéndice A5.1a. 
Es importante aclarar que en las figuras 4.3b, c y d, correspondientes a los casos con disminución de 
masas, no se puede extrapolar valores de 2

s
Vα  hasta 4=Q  debido a que no son se obtuvieron 

suficientes puntos para valores de 2>Q . 
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Figura 4.3 Valor esperado del cuadrado del coeficiente de variación de sα ,  2
s

Vα . 
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Tabla 4.2 Valores de los parámetros de ajuste, para 
obtener la varianza de la relación aleatoria sα ,  2

s
Vα  

Caso Descripción a b c d 

M01 Regular -0.027157 0.021538 0.259613 3.83303 

M02 w2/w0=0.5 n1=12 -0.036899 0.026505 0.133116 2.549958 

M03 w2/w0=0.5 n1=8 -0.037300 0.026763 0.133603 2.539952 

M04 w2/w0=0.5 n1=4 -0.052681 0.037622 0.183142 2.498301 

M05 w2/w0=2.0 n1=12 -0.009973 0.007486 0.050465 3.010283 

M06 w2/w0=2.0 n1=8 -0.010281 0.007786 0.056553 3.121026 

M07 w2/w0=2.0 n1=4 -0.014091 0.011283 0.155967 4.016884 

 
 
4.2 FACTOR DE TRANSFORMACIÓN DE LA RESPUESTA DEL SSR AL SMGL, ρ  
 
En esta sección, se presentan los factores que toman en cuenta la incertidumbre asociada al emplear 
SSR para estimar las respuestas de los SMGL. También se muestran los correspondientes 
momentos estadísticos, media y coeficiente de variación, de dichos factores. 
El factor de transformación, ρ , relaciona las respuestas globales del SMGL con las respuestas 
esperadas SSR, estimadas a partir de estos últimos. Dicho factor se calcula como se indica en la 
sección 2.7 de esta tesis. 
 
 

4.2.1 Valor esperado del factor de transformación de la respuesta, ρ  y su varianza, 2
ρV  

En la figura 4.4 se muestran los valores estimados de ρ  en función de la intensidad Q ; con línea 
continua se muestran la función del valor esperado de dicha variable, ρ . Dicha función se obtiene 
con la ecuación 2.37(b), mediante un ajuste de mínimos cuadrados de los coeficientes de dicha 
ecuación con las condiciones que se explican en el apéndice A5b. En la tabla 4.3 se muestran los 
valores de los coeficientes para el ajuste de los valores de ρ . 
 

Tabla 4.3 Valores de los parámetros de ajuste, para 
obtener el valor esperado del factor de transformación, ρ  

Caso Descripción a b c d 

M01 Regular 1.001343 0.146767 0.000031 4808.824 

M02 w2/w0=0.5 n1=12 0.863857 0.230049 0.132760 1.732811 

M03 w2/w0=0.5 n1=8 -0.729002 0.708369 1.704997 0.415466 

M04 w2/w0=0.5 n1=4 0.910134 0.235516 0.066925 3.519142 

M05 w2/w0=2.0 n1=12 0.999989 0.137228 0.000011 11955.185 

M06 w2/w0=2.0 n1=8 0.999992 0.096304 0.000008 11955.185 

M07 w2/w0=2.0 n1=4 0.999996 0.049944 0.000004 11955.185 
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Figura 4.4 Valores esperados del factor de transformación, ρ  
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En la figura 4.5 se muestran, con línea continua, la varianza del factor de transformación, 2Vρ . El 
ajuste de los cuadrados del coeficiente de variación del factor de transformación, ρ , se hizo 
conforme a las condiciones que se explican en el apéndice A5b. Los valores de la constante de 
ajuste, a , de la ecuación  2.37(b) se muestran en la tabla 4.4. 
 

Tabla 4.4 Valores de los parámetros de ajuste, para 
obtener la varianza del factor de transformación, 2

ρV  

Caso Descripción a 

M01 Regular 0.0452 

M02 w2/w0=0.5 n1=12 0.0333 

M03 w2/w0=0.5 n1=8 0.0369 

M04 w2/w0=0.5 n1=4 0.0339 

M05 w2/w0=2.0 n1=12 0.0470 

M06 w2/w0=2.0 n1=8 0.0487 

M07 w2/w0=2.0 n1=4 0.0278 
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Figura 4.4 Varianza del factor de transformación, 2
ρV  
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CAPITULO 5 

ANÁLISIS DE CONFIABILIDAD 

 
 
5.1 FUNCIONES DE CONFIABILIDAD SÍSMICA EN TÉRMINOS DEL MARGEN DE 

SEGURIDAD DE LA DISTORSIÓN GLOBAL DEL SISTEMA 
 
En esta sección se presentan y comparan las funciones de confiabilidad obtenidas de los siete casos 
de estudio, con el fin de conocer la influencia de la variación de las masas en altura de marcos 
dúctiles de concreto reforzado de 16 niveles, desplantados en zona con periodo de 2seg de la ciudad 
de México. Dichos edificios se supusieron diseñados conforme a las NTC para diseño por sismo; 
siendo los parámetros de desempeño la distorsión máxima de entrepiso de 0.030 y factor de 
comportamiento sísmico de 4. 
En este trabajo de tesis, las funciones de confiabilidad se calculan mediante el criterio de capacidad 
de deformación; se asume que la estructura falla cuando la respuesta máxima del SMGL, Ψ , 
obtenida mediante análisis no-lineales paso a paso de SMGL con propiedades simuladas, supera la 
capacidad de deformación lateral, cΨ , obtenida del análisis de empuje lateral. Dichas funciones de 
confiabilidad se presentan en función de la intensidad normalizada, Q , la cual se obtuvo de la 
demanda de desplazamiento lineal del sistema en cuestión entre el desplazamiento de fluencia de su 
correspondiente SSR. 
 
5.1.1 Estimación del índice de confiabilidad β  
Para obtener la función de confiabilidad en términos del índice β , se procede conforme a la 
expresión 2.38; Donde el margen de seguridad, Z , es el logaritmo natural del cociente de la 
distorsión de falla  del sistema entre la demanda de distorsión global. En la sección 2.8 se muestra la 
definición y desglose de dicha expresión 
Dado que se tiene una muestra de valores de distorsiones máximas de los SGML con propiedades 
simuladas, Ψ , se obtiene el margen de seguridad con base en la capacidad última de deformación 
lateral, cΨ , del SMGL con propiedades medias. Usando los logaritmos naturales de las distorsiones, 
el margen de seguridad Z , queda definido por la siguiente expresión: 
 







=

Ψ
ΨcZ ln                                                                  (5.1) 

 
El operador [ ]ZE  de la ecuación 2.38 representa la esperanza de Z  designada como Z  y se obtiene 
ajustando a la serie de datos obtenidos de la expresión 5.1 una curva como la que se muestra en la 
ecuación 5.2. 
 

Q
c
c

cebQaZ
−

+−=                                                           (5.2) 
 

En esta estimación los coeficientes a , b  y c  se obtienen por medio de un ajuste por mínimos 
cuadrados. Dichos valores se muestran en la tabla 5.1 para los siete casos de estudio. 
En la figura 5.1 se muestran los valores de Z  y con línea continua su esperanza, Z . 
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Figura 5.1 Margen de seguridad Z  y ajuste de  su valor esperado Z  
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Tabla 5.1 Valores de los parámetros de ajuste, para 
obtener el valor esperado del margen de seguridad, Z  
Caso Descripción a b c 

M01 Regular 0.1359 -0.0897 0.0231 

M02 w2/w0=0.5 n1=12 0.6163 0.3398 0.0307 

M03 w2/w0=0.5 n1=8 0.8932 0.5739 0.0331 

M04 w2/w0=0.5 n1=4 -0.3764 -0.0149 0.0297 

M05 w2/w0=2.0 n1=12 -0.0963 -0.0787 0.0205 

M06 w2/w0=2.0 n1=8 0.5931 0.0011 0.0413 

M07 w2/w0=2.0 n1=4 0.7193 -0.0318 0.0174 

 
 
Para los siete casos, en la figura 5.2 se muestra la varianza del margen de seguridad, Z , definido 
como [ ]2ZZ − . Con línea continua su función de valor esperado [ ]2ZZE − , la cual se ajusta con 
una constante, a , que representa la media de los datos. El valor de la variable a  se muestra en la 
tabla 5.2 para cada uno de los casos de estudio. 
 

Tabla 5.2 Valor del parámetro de ajuste de 
la varianza del margen de seguridad Z  

Caso Descripción a 

M01 Regular 0.0231 

M02 w2/w0=0.5 n1=12 0.0307 

M03 w2/w0=0.5 n1=8 0.0331 

M04 w2/w0=0.5 n1=4 0.0297 

M05 w2/w0=2.0 n1=12 0.0205 

M06 w2/w0=2.0 n1=8 0.0413 

M07 w2/w0=2.0 n1=4 0.0174 
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Figura 5.2 Varianza del margen de seguridad Z  
 
 
Para obtener el índice β  de confiabilidad solo falta obtener la desviación estándar del margen de 
seguridad zeta, Zσ , el cual se obtiene de la raíz cuadrada de la varianza de Z  (línea continua de la 
figura 5.2), esto es, la raíz cuadrada de los valores de la constante, a , de la tabla 5.2. 
En la figura 5.3a se muestran las funciones de confiabilidad comparando la función del modelo 
regular con los casos con disminución de masas; en la figura 5.3b se muestran las funciones de 
confiabilidad comparando la  función del modelo regular con los casos con aumento de masas. Las 
funciones de confiabilidad se relacionan con la intensidad normalizada Q . 
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a) 

b) 
Figura 5.3 Valores de β  como función de la intensidad normalizada Q  de los casos de estudio 
 
 
Las gráficas anteriores de la intensidad normalizada contra el índice β  de confiabilidad presentan 
un formato práctico para ser utilizado durante la fase de diseño y revisión estructural. Cabe 
mencionar que estas gráficas son validas para estructuras que presenten características similares a 
las de los sistemas estructurales de esta tesis. 
Para la fase de revisión estructural se puede considerar un sistema con una demanda de 
desplazamiento lineal asociada a un periodo de retorno específico que normalizada con la de su 
correspondiente SSR nos conduzca a un índice de confiabilidad β  y nivel de seguridad específico. 
Para poder aplicar las funciones de confiabilidad al diseño sísmico de edificios debemos de 
considerar otros factores como la probabilidad de falla como función del índice β  de confiabilidad 
y curvas de peligro sísmico de la zona en cuestión. Montiel et al. (2002) proponen un método 
práctico para el uso de las funciones de confiabilidad en el diseño sísmico de edificios. 
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

 
Se estudió la influencia de la variación de masas lo largo de la altura de marcos dúctiles de concreto 
reforzado de 16 niveles desplantados en zona con periodo fundamental del suelo de 2seg de la 
ciudad de México, en las funciones de confiabilidad y en los factores de transformación de sistemas 
simplificados de referencia. Las funciones de confiabilidad se obtuvieron en función del índice β 
asociado a la intensidad sísmica normalizada. Los factores de transformación se obtuvieron a partir 
de sistemas de múltiples grados de libertad y de sistemas simplificados de referencia , estos últimos 
con propiedades obtenidas mediante un análisis de empuje lateral de los SMGL. En los análisis de 
la respuesta sísmica se consideró la interacción suelo-estructura. 
 
Al evaluar el comportamiento de los casos de estudio ante sismos simulados para la obtención de 
los factores de transformación y obtención de funciones de confiabilidad se llegó a las siguientes 
conclusiones y recomendaciones: 
 
• Los niveles de distorsión global última Ψc=0.003 (Tabla 3.4) y ductilidad Q=4 del edificio 

regular diseñado con base en las NTC-DF-04 están dentro de lo especificado en dichas normas. 
Por lo tanto, la información obtenida de los análisis de dicho modelo son una referencia 
adecuada para su comparación con los modelos con irregularidad de masas. 

 
• De los modelos con disminución de masas a lo largo de su altura se observó que desarrollaron 

distorsiones globales últimas de Ψc=0.002 (Tabla 3.4) y ductilidades no mayores a Q=2.5. El 
nivel de desempeño estimado en dichos modelos fue menos satisfactorio que el esperado para 
estructuras regulares diseñadas de acuerdo con las NTC-DF-04. Debido a lo anterior se 
concluye que las NTC-DF-04 no prevén este comportamiento para dicha irregularidad en las 
estructuras. 

 
• Debido a que las respuestas de los SSR’s de las estructuras mencionadas en  el párrafo anterior 

no presentaron valores de Q mayores que 2.5, la estimación de respuestas mediante SSR de 
tales sistemas no es aceptable ni confiable para valores de ductilidad muy superiores a este 
valor. Los valores del índice de confiabilidad β son menores que para el caso regular, lo cual 
concuerda con lo observado en la estimación de las respuestas ante sismos simulados. 

 
• En los modelos con aumento de masas a lo largo de la altura se observaron distorsiones 

globales últimas de Ψc=0.004 (Tabla 3.4) y ductilidades de Q=4. El nivel de desempeño 
estimado en dichos modelos fue satisfactorio y cumple con niveles adecuados propuestos desde 
el diseño con base en las NTC-DF-04 para sistemas regulares. Es importante mencionar que en 
estos casos de irregularidad no se presentó un incremento de las demandas de ductilidad con 
respecto a las que ocurren en sistemas regulares, por lo que la reducción del factor de 
comportamiento no lineal establecido en las NTC-DF-04 para sistemas irregulares resulta 
demasiado conservadora. 

 
• Para dos de los tres casos con aumento de masas, el índice de confiabilidad β, no muestra 

cambio significativo con respecto al modelo regular, como se observa en la figura 5.3. En el 
caso M07, en el que se aumentaron las masas en el 75% de los niveles, se observan valores del 
índice de confiabilidad mayores que los del caso regula r, de lo cual se puede concluir que si los 
proyectos contemplan aumento de masas se obtendrían estimaciones de las respuestas y 



CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

 
 

59 

comportamiento sísmico adecuados con un margen de seguridad como se establece en las NTC-
DF-04. 

 
• El factor de irregularidad que consideran las NTC-DF-04 para estructuras con irregularidad de 

masas en altura es constante, sin importar la magnitud de dicha variación, lo cual no se observa 
en los resultados obtenidos. Si se quieren obtener niveles de confiabilidad congruentes con los 
implícitos para sistemas regulares diseñados de acuerdo con las Normas Técnicas citadas, será 
necesario proponer factores reductivos debidos a comportamiento no lineal que tomen en cuenta 
la forma de la distribución de la masa, así como la magnitud de las desviaciones con respecto a 
la distribución uniforme. 

 
• Es necesario modificar el programa de simulaciones de propiedades estructurales SIMESTRU 

Alamilla  (2001) para considerar la posibilidad de incorporar estructuras con irregularidad en 
dimensiones y así analizar casos de edificios tipo torre con variación de las dimensiones en 
planta, a lo largo de la altura.  

 
• Es recomendable aumentar la muestra de registros simulados que tengan variabilidad en sus 

intensidades y en los periodos en los se presentan las intensidades máximas, para así obtener 
más puntos y mejores ajustes y por lo tanto funciones de confiabilidad suficientemente precisas 
para intensidades sísmicas mayores que las cubiertas en este estudio. 
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APÉNDICES 

 
APÉNDICE A1. Interacción suelo -estructura en análisis dinámico no-lineal paso a paso y 
obtención de parámetros del piso ficticio para considerarla en el ADEL 
 
Debido al interés de comprender el papel que pudo jugar la interacción suelo-estructura en los daños 
ocurridos en los pisos superiores de un gran número de edificios altos en la zona de terreno blando 
de la ciudad de México durante el temblor del 19 de septiembre de 1985, se ha visto la conveniencia 
de llevar a cabo un estudio de la influencia de la interacción suelo-estructura en la respuesta sísmica 
inelástica de marcos continuos de varios niveles (Mendoza E., 1991). 
Mendoza E. (1991) desarrolló una versión ampliada de DRAIN-2D (Powell, 1973) que tuviera la 
capacidad de tomar en cuenta los grados de libertad adicionales que se introducen en el análisis 
sísmico al considerar la interacción suelo-estructura. Esto permite introducir a dicho programa la 
interacción suelo-estructura en el análisis no-lineal paso a paso de estructuras planas. 
El modelo que propone Mendoza E. (1991) considera por separado dos modos de interacción 
(Esteva y Mendoza, 1989): 
 

1) Un modo de traslación representado por una masa, un resorte elástico lineal y un 
amortiguador viscoso referidos al grado de libertad de desplazamiento horizontal de la base 
de la estructura. 

2) Un modo de cabeceo representado por una inercia rotacional, un resorte elástico lineal y un 
amortiguador viscoso referidos al grado de libertad de rotación de la base de le estructura. 

 
 

      
Figura A1.1 Modelos matemáticos propuestos para los dos grados de libertad adicionales 

considerados (Mendoza E., 1991) 
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Este modelo se ilustra en la figura A1.1. La determinación de los valores de sus parámetros está 
bastante bien establecida para el caso de cimentaciones superficiales (Dorby y Gazetas, 1986), pero 
el estado del conocimiento está menos desarrollado para cimentaciones enterradas o piloteadas 
(Esteva y Mendoza, 1989). 
El sistema estructura-cimentación-suelo que considera los grados de libertad a la traslación y al 
cabeceo de la base de la estructura se ilustra en la figura A1.2. 
Se trata de un sistema de marco continuo en el que las masas se suponen concentradas en los nudos 
del marco. Cada nudo tiene, en general, tres grados de libertad relativos a la base de la estructura 
(desplazamientos paralelos a los ejes X y Y y una rotación al eje Z). Los desplazamientos y giros 
relativos a la base de todos los nudos de la estructura, el desplazamiento horizontal y rotación de la 
base y el movimiento del terreno en campo libre (sismo) definan completamente la respuesta en el 
tiempo del sistema de la figura A1.2. 
 

 
Figura A1.2 Sistema idealizado estructura-cimentación-suelo  (Mendoza E. 1991) 

 
La figura A1.2 representa un sistema de cortante en que las masas de los entrepisos se consideran 
concentradas en los niveles de piso, y cada sistema de piso se idealiza como rígido, de tal forma que 
los desplazamientos laterales de la estructura se deben enteramente a las deformaciones laterales de 
las columnas (deformaciones de entrepiso); esto corresponde a un grado de libertad por piso. El 
edificio tiene base rectangular y está desplantado sobre un semiespacio linealmente elástico. Las 
curvas carga-deformación de los entrepisos (columnas) ante fuerzas cortantes son de tipo 
elastoplástico. 
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El sistema se sujeta a un movimiento horizontal del terreno, descrito por la historia de los 
desplazamientos, )(tu , o de las aceleraciones )(tü . Los desplazamientos laterales de los n pisos y 
dos desplazamientos de la base (desplazamiento horizontal y cabeceo), en adición al movimiento 
del terreno en campo libre, definen completamente la respuesta del sistema. Los parámetros de 
interacción de rigidez, xK  y rK  , como de amortiguamiento, xC  y rC , del suelo se obtienen  de 
acuerdo a las NTC para diseño por sismo del Distrito Federal del apéndice A6 tabla A.2. 
Otra posible manera incorporar en el análisis no-lineal paso a paso la interacción suelo-estructura es 
simulando dichos efectos mediante un piso ficticio abajo del nivel del suelo, con trabes muy rígidas 
y asignando propiedades a sus columnas de manera que sea equivalente al modelo de interacción 
considerado (Kojic, Trifunac y Anderson, 1984). Sin embargo, este artificio tiene el inconveniente 
de presentar problemas numéricos debido a la presencia de trabes de rigidez muy grandes en 
comparación con la de los elementos estructurales reales; además, se tienen problemas para 
considerar el amortiguamiento propio de la interacción. Es por eso que este artificio no es 
considerado en los análisis dinámicos no-lineales paso a paso, pero es posible considerarlo en los 
ADEL, ya que el amortiguamiento de la interacción no es un parámetro que influya en la respuesta 
de dicho análisis. 
En el ADEL se usa un piso ficticio, cuyas trabes son suficientemente rígidas para conservar el 
sistema de piso rígido en la planta de desplante. Se asignan propiedades de inercia y área (Figura 
A1.3) a las columnas de dicho piso para considerar la rigidez transversal y de cabeceo del suelo. 
 

 
a) 
 

 
b) 

Figura A1.3 Propiedades de las columnas del piso ficticio para considerar la interacción suelo-
estructura en el ADEL. 

 
Para obtener el momento de inercia de cada una de las columnas empleadas para representar la 
rigidez horizontal de la cimentación se considera la figura A1.3a y la expresión ahí descrita. Donde 
se obtiene la ecuación A1.1. 
 

EN
LK

I x

12

3

=                                                                (A1.1) 

 
De la misma forma, para obtener el área, A , de las columnas del piso ficticio del marco plano en 
cuestión y representar el efecto de cabeceo de la estructura debido a la interacción suelo-estructura, 
de la figura A1.3b, se realiza un giro unitario en el centro de rigidez de las columnas, de donde se 
obtiene la rigidez de la ecuación mostrada en el grafico para cada columna, donde las variables E , 
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A  y L  son consideradas constantes y debido a que 11tan ≈°  podemos tomar la relación iix δ≈ . 
Tomando finalmente la rigidez de cabeceo del suelo, rK , para el marco en cuestión, se obtiene la 
ecuación A1.2, donde ix  es la distancia del centro de rigidez de las columnas al eje de la columna 
i . 

 

∑
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=
N

i
i

r

xE

LK
A

1

2
                                                             (A1.2) 

 
 
APÉNDICE A2. Obtención de masas para el ADEL considerando la contribución de los 
modos superiores del SMGL 
 
El patrón de las masas para desarrollar el análisis dinámico de empuje lateral, ADEL, toma en 
cuenta la contribución de los modos superiores en su determinación. La contribución de cada modo 
se combina mediante la ecuación general de superposición (A2.1). 
 

∑∑
= =

=
N

i

N

j
jiji FFF

1 1
λ                                                     (A2.1) 

 
Donde iF  y jF  son las fuerzas modales correspondientes a los modos i y j y ijλ  el coeficiente de 
correlación modal el cual depende del método de superposición a usar. Para la obtención de masas 
se usó el método de la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados (SRSS, por sus siglas en ingles) en 
donde dicho coeficiente para el caso ji =  toma valor de la unidad y para el caso ji ≠  toma valores 
de cero. Tomando en cuenta lo anterior la ecuación se reduce a la expresión A2.2 
 

∑
=

=
N

j
iji FF

1

2                                                          (A2.2) 

 
Donde el contador i  se refiere a la fuerza cortante en el i -ésimo entrepiso del edificio debido a la 
vibración en su j -ésimo modo. 
Para obtener los parámetros de la ecuación A2.2 para los N  modos de vibración del edificio en 
cuestión, Esteva (2008) en sus apuntes, propone la siguiente expresión: 
 

( ) iijjaiij MTSF δγ=                                                      (A2.3) 
 
Donde γ  es el factor de participación del modo j , aS  es la ordenada del espectro de aceleración de 
la figura 3.5 asignada al periodo T  del j -ésimo modo, ijδ  es la amplitud de desplazamientos en el 

i -ésimo nivel que corresponde al modo j  y finalmente iM  es la masa del i -ésimo nivel del 
edificio. 
 
Con los parámetros anteriores podemos definir las fuerzas, F , para cada entrepiso para cada modo 
de vibración de la estructura; sin embargo, el ADEL requiere de dos parámetros esenciales: 
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1) Una distribución de masas que considere la contribución de los N  modos de vibración de 
la estructura en cuestión y 

2) Una rampa de aceleración, calibrada para reducir efectos dinámicos en el ADEL, que hará 
actuar dichas masas para generar fuerzas de empuje lateral. 

 
Por lo tanto, el procedimiento anteriormente descrito, del cual resulta un vector de fuerzas, iF , 
según la expresión A2.2, es útil para obtener un patrón de distribución de masas a lo largo de la 
altura de la estructura.  
De acuerdo con lo  anterior, el vector iF  de la ecuación A2.2, se normaliza a 1.0 en el entrepiso de 
amplitud máxima para posteriormente multiplicar dicho vector normalizado por un valor de masa 
media para cada caso de estudio que junto con la rampa de aceleración monótona creciente se pueda 
desarrollar un análisis dinámico de empuje lateral. 
 
 
APÉNDICE A3. Parámetros para la obtención de distorsiones máximas del SSR, Ψo 
 
a. Contribución de la interacción suelo -estructura en la respuesta máxima del SSR, rδ 
El desplazamiento en el extremo superior de un SMGL, ante una excitación sísmica, es igual a la 
suma del que resulta de las deformaciones del sistema más las componentes que se deben al 
desplazamiento horizontal y de giro de la cimentación con respecto al terreno. Si se requiere 
desarrollar un SSR orientado a estimar la respuesta del SMGL, dicho sistema simplificado debe ser 
capaz de representar  
 

1) La aportación de la interacción suelo-estructura a la respuesta del sistema detallado y 
2) Los cambios del periodo fundamental de vibración que se deben a la flexibilidad de la 

cimentación 
 
El programa de análisis, DRAIN-2D (Powell, 1973), en la versión modificada por Mendoza E. 
(1991) , usado para realizar el ADEL se ha concentrado en determinar la contribución de las 
deformaciones del sistema estructural al desplazamiento en el extremo superior, por lo que en los 
resultados que presenta se ha eliminado la aportación de la interacción suelo-estructura a dicho 
desplazamiento. Esto conduce a un SSR que no posee la rigidez ni el periodo natural representativos 
de las propiedades del sistema detallado, incluyendo la interacción suelo-estructura. Para superar 
estas limitaciones necesario hacer el ADEL con las consideraciones del piso ficticio que se 
mencionan en el apéndice A1 y que la curva de empuje lateral considere la interacción suelo-
estructura, lo que conduce a un SSR que posee la rigidez y periodo natural representativos de 
sistemas detallados con efectos de interacción suelo-estructura. 
Si ou  es la respuesta del SSR, cuya función uv −  se determinó tomando en cuenta la interacción 
suelo-estructura, entonces, la estimación de la distorsión global del SSR, oΨ , por medio del sistema 
que incluye el efecto de interacción suelo-estructura, se obtiene de acuerdo con la siguiente 
expresión. 
 

H

rruo
o

γδγ
Ψ =                                                           (A3.1) 

 
donde 
 

δ
δ

δ
ISE1r −=                                                           (A3.2) 
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Donde el parámetro ISEδ  representa el desplazamiento de la estructura debido solamente a la 

interacción suelo-estructura y el factor δr  descuenta de la respuesta del SSR, ou , la contribuc ión de 
la interacción suelo-estructura a dichos desplazamientos. Lo anterior es con el fin de poder 
comparar las distorsiones máximas de los SSR con aquellas de los SMGL, ya que estos últimos 
desplazamientos  son obtenidos de un análisis dinámico no-lineal paso a paso realizados con el 
programa de análisis DRAIN-2D modificado por E. Mendoza (1991) que descuenta, de los 
desplazamientos finales, el movimiento de cuerpo rígido debido a la interacción suelo-estructura. 
Por lo tanto, para obtener parámetros de transformación de respuesta de SSR a SMGL es necesario 
descontar los desplazamientos debidos solamente a la interacción suelo-estructura de las respuestas 
de los SSR. 
La relación entre desplazamientos de la expresión A3.2 se puede calcular como sigue : 
 

( ) ( )
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                                        (A3.3) 

 
Mediante el análisis de respuesta del SSR que incluye interacción suelo-estructura, se obtiene 
δ  que es la respuesta máxima  ante dicho análisis ( )ou . Dado δ , se obtiene el cortante asignado a 
dicho desplazamiento, ( )δV , de la curva carga-deformación ( )uv −  obtenida del análisis de empuje 
lateral del SSR. Se conocen ISET  y oT  que son el periodo de la estructura que considera interacción 
suelo-estructura y el periodo con base rígida de la estructura, respectivamente. Por último 
conocemos la rigidez lineal del SMGL sin interacción suelo-estructura, oK . 
Una vez obtenidos estos parámetros, se aplican en la ecuación A3.3 y el resultado se constituye en 
la ecuación A3.2, obteniendo δr  para las n  respuestas de los SSR ante las excitaciones simuladas 
para cada caso de estudio. 
 
b. Corrección a la respuesta estimada mediante el SSR, para tomar en cuenta la contribución 
de modos superiores, rγ  
Las propiedades de los SSR se obtienen de una curva de empuje lateral de un SMGL y de factores 
correctivos que se aplican a las propiedades de este último. Sin embargo, el SSR representa el 
periodo fundamental del SMGL, por lo cual, no se podrían obtener estimaciones precisas de los 
desplazamientos de los SMGL mediante SSR en el caso en que los modos superiores tengan 
factores de participación mayores al del modo fundamental. El factor γr  se aplica a la respuesta 
estimada mediante el SSR, a fin de incluir la contribución de modos superiores en la obtención de la 
respuesta; esta definido como la relación entre la demanda  de desplazamiento lineal que considera 
la contribución de todos los modos mediante un criterio de superposición modal y la demanda de 
desplazamiento lineal del primer modo como, se expresa a continuación. 
 

1δ
δ

γ
Nr =                                                                (A3.4) 

 
En esta ecuación, la demanda de desplazamiento lineal del primer modo se define como: 
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1
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γδ =                                                         (A3.5) 
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y la superposición modal, por el método de la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados, de las 
demandas de desplazamiento lineal del sistema considerando los N modos de vibración: 
 

∑
=

=
N

i
NiN

1

2δδ                                                         (A3.6) 

 

En la ecuación A3.6, Ni
i

ia
iNi

S
ϕ

ω
γδ

2
=  ,γ  es el factor de participación, aS  la ordenada del espectro 

de pseudo-aceleración, ω  la frecuencia y Nϕ  la amplitud de desplazamiento en el extremo superior 
del sistema, todo correspondiente al modo i -ésimo de vibración. 
 
 
APENDICE A4. Factores correctivos en la estimación de respuestas sísmicas no-lineales de 
SMGL por medio de SSR 
 
Considérese un sistema de múltiples grados de libertad con las siguientes propiedades: 
 
M = matriz de masa 
K = matriz de rigidez 
Z = configuración deformada en el análisis de empuje lateral; esta configuración se puede 
considerar igual a la dominante durante la respuesta sísmica 
V = fuerza cortante basal 
X = desplazamiento del extremo superior, relativo a la base 
Vy, Uy = fuerza cortante basal y desplazamiento del extremo superior, ambos en el instante en que 
ocurre la fluencia en la curva NUV −  
 
De igual manera, las propiedades del sistema simplificado equivalente son las siguientes: 
 
m = masa 
k = rigidez lateral 
u = desplazamiento relativo a la base 
v = fuerza cortante 
vy, uy = fuerza y desplazamiento de fluencia  
 
Además, ζ es la relación del amortiguamiento crítico en ambos sistemas. 
Supóngase ahora que la configuración del SMGL se mantiene igual a Z durante toda la historia de 
su respuesta sísmica a una aceleración de la base igual a ( )txo&& . Bajo esta hipótesis, la ecuación de 
movimiento de dicho sistema es la siguiente: 
 

( ) oxMJXXKgXMXM &&&&&& −=++ ,2 2ζω                                    (A4.1) 
 
Donde ( )XXg &,  es la función de respuesta no-lineal y sea uZX = .  Premultiplicando por TZ , 
tenemos 
 

( ) o
TTTT xMJZuuKZgZuMZZuMZZ &&&&&& −=++ ,2 2ζω                          (A4.2) 

 
Dividiendo ambos miembros de la ecuación entre MZZT  se obtiene: 
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( ) oxuuguu &&&&&& γωζω −=++ ,2 22                                         (A4.3) 

 
Y el primer factor correctivo γ  se define como: 

 

MZZ
MJZ

T

T

=γ                                                       (A4.4) 

 
Donde J  es un vector formado por componentes iguales a la unidad. 
Para definir la masa y rigidez de los SSR tenemos que: 
 

MZZm T=                                                       (A4.5) 
 

KZZk T=                                                       (A4.5) 
 
Debido a que, para esta tesis, no se cuenta con la matriz de rigidez K  que cuente con los 
parámetros de interacción suelo-estructura, la rigidez del SSR, k , puede obtener de la siguiente 
expresión: 
 

2ωmk =                                                               (A4.7) 
 
Donde 2ω  es la frecuencia al cuadrado del sistema con interacción suelo-estructura. 
Si el desplazamiento del SSR, u , se obtiene de resolver la ecuación A4.3, resulta que uX γ= ; esto 

implica que yy uU γ= . 
La fuerza cortante en la base del modelo de múltiples grados de libertad vale  
 

kuquKZJV T γγ ==                                                      (A4.8) 
 
El segundo factor correctivo q es igual a 
 

KZZ
KZJ

q
T

T

=                                                             (A4.9) 

 
La fuerza cortante en el SSR vale kuv = ; por lo tanto, la relación de cortantes entre el SMGL y el 
SSR vale γqvV =  y esto implica que γqvV

yy = . 

Para obtener el factor correctivo q , y no se cuente con la matriz de rigidez K  del SMGL con 
parámetros de interacción suelo-estructura, podemos obtener dicho factor de la expresión A4.10, 
que es desarrollada por las relaciones entre desplazamiento y cortante entre SSR y SMGL. 
 

k
K

ku

uK

ku

UK

v

V
q l

y

y1

y

y1

y

y ====
γ

γ

γγ
                                       (A4.10) 

 
Donde lK  es la rigidez lateral lineal del SMGL, la cual se puede obtener mediante el ADEL con 
interacción suelo-estructura. 
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APENDICE A5. Condiciones iniciales de los parámetros de ajuste, ao, bo, a, b, c y d de la 
ecuación general de ajuste de datos  
 
La ecuación A5.1 es la ecuación general de ajuste de datos, con la cual se obtienen los valores 
esperados y varianzas de las diferentes variables que se describen en los incisos siguientes. 
 

                         
( )
( ) )(

)(

bcebQaQw

aQbaQw
dQ

oo

     

             
−++=

+=
                                        (A5.1) 

 
La ecuación A5.1a es una recta mientras que la ecuación A5.1b es una combinación de una recta 
con una curva exponencial. La variable w  representar diferentes variables, en este caso, 
representa al valor esperado de distorsión del SSR, oΨ , la relación aleatoria entre la respuesta 

máxima del SSR y su valor esperado, sα , y la varianza de dicha variable  2
s

Vα  que se describen en el 

inciso a) de esta sección, así como, el factor de transformación de respuesta, ρ , y su varianza 2
ρV  

que se describe en el inciso b). 
La variable Q es la medida de la intensidad sísmica normalizada, que puede representarse de varias 
formas, ya sea usando desplazamiento, cortantes u otras variables que representen la intensidad 
sísmica. En este caso se toma la demanda de desplazamiento de los SSR ante los sismos simulados, 

ou , normalizada con le desplazamiento de fluencia, yu , de dicho sistema. 
 
a. Condiciones de iniciales de parámetros de ajuste para el valor esperado de la distorsión 
máxima del SSR, oΨ  y de la relación aleatoria, sα , y su varianza 2

s
Vα . 

 
 

 

 

 
 
 

 
 
 

( )QoΨ
 

• Condiciones para  

( )QoΨ
 

Sea y la función  , entonces la ecuación A5.1a y b se convierten en: 

y ao bo Q⋅+  para   Q  . .≤  1  

y a b Q⋅+ c e d− Q⋅⋅+  para   Q  . .>  1  

1. La Ecuación A5.1c debe pasar por el origen Q=0: 

ao bo 0( )⋅+ solve ao, 0→  , de aquí obtenemos la primera condición, a0=0 y el coeficiente b0 se  

2. Las pendientes de las ecuaciones A5.1c y A5.1d deben ser iguales para Q=1 

a) Derivando ecuación A5.1c con respecto de Q obtenemos la pendiente 

Q
ao bo Q⋅+( )d

d
bo→  

b) Derivando la ecuación A5.1d con respecto de Q obtenemos la pendiente  

Q
a b Q⋅+ c e d− Q⋅⋅+( )d

d
b c d⋅ e Q d⋅−⋅−→  

(A5.1c) 

(A5.1d) 

. .≤  1.  obtiene mediante un ajuste por mínimos cuadrados de los datos para valores de Q  
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c) Igualando ambas pendientes en el punto Q=1 tenemos: 

b c d⋅ e Q d⋅−⋅− bo− substitute Q 1, b c d⋅ e d−⋅− bo−→  

de aquí obtenemos la segunda condición, bo=b-cde-d de donde bo es conocido. 

3. Las ecuaciones deben intersectarse en el punto Q=1 

a) La ordenada de la ecuación A5.1c que corresponde a la abscisa Q=1  es: 

ao bo 1( )⋅+ ao bo+→  

b) La ordenada de la ecuación A5.1d que corresponde a la abscisa Q=1 es: 

a b 1( )⋅+ c e d− 1( )⋅⋅+ a b+ c e d−⋅+→  

c) Igualando ambas ecuaciones con la misma ordenada en el punto Q=1 y sustituyendo la primera    

y segunda condición, tenemos: 

a c e d−⋅+ c d⋅ e d−⋅+ solve a, c e d−⋅− c d⋅ e d−⋅−→  

de aquí obtenemos la tercera condición, a=-ce-d-cde-d. 

4. La pendiente de la ecuación A5.1d no debe ser negativa en ningún punto 

La cuarta condición se obtiene al asignar las condiciones d>0 y b>0 para que la pendiente no 

sea negativa en ningún punto de la ecuación. 

( )Qsα
 

• Condiciones para  

( )Qsα
 

Sea ahora y la función  

1. El valor esperado de la relación aleatoria as es igual a la unidad. 

Por lo tanto se usa la ecuación A5.1d para obtener su valor esperado para los valores Q>0,  

donde los coeficientes b, c y d son nulos y el valor del coeficiente a es igual a la media de los 

valores de as. 

( )QV
s

2
α

 
Condiciones para  

( ).2 QV
sα

 
Sea ahora y la función  

Esta función se ajusta con la ecuación A5.1d para valores de Q>0  con las siguientes condiciones 

1. La ecuación A5.1d debe tener ordenada nula en Q=1 

a) Sustituyendo Q=1 en la ecuación A5.1d y despejando la variable a tenemos: 

a b 1⋅+ c e d− 1⋅⋅+ a b+ c e d−⋅+→  donde obtenemos la primera condición, a+b+ce-d=0. 
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b. Condiciones de iniciales de parámetros de ajuste para el valor esperado del factor de 
transformación de respuesta, ρ  y su varianza 2

ρV . 
 

 
 
 
 

 
 
 

 

 

 
 

 
 

 

2. La pendiente de la ecuación A5.1d debe ser nula en Q=1 

a) Derivando la ecuación A5.1d con respecto de Q obtenemos su pendiente  

Q
a b Q⋅+ c e d− Q⋅⋅+( )d

d
b c d⋅ e Q d⋅−⋅−→  

b) La derivada debe ser igual a cero para Q=1  

b c d⋅ e Q d⋅−⋅− substitute Q 1, b c d⋅ e d−⋅−→  donde obtenemos la  

segunda condición b-cde-d=0. 

( )Qρ
 

• Condiciones para  

( )Qρ
 

Sea ahora y la función  

Esta función se ajusta con la ecuación A5.1d para valores de Q>0  con las siguientes condiciones 

1. La pendiente de  la ecuación A5.1d debe ser nula en Q=0 

a) Derivando la ecuación A5.1d con respecto a Q obtenemos su pendiente  

Q
a b Q⋅+ c e d− Q⋅⋅+( )d

d
b c d⋅ e Q d⋅−⋅−→  

b) La derivada debe ser igual a cero para Q=0   

b c d⋅ e Q d⋅−⋅− substitute Q 0, b c d⋅−→  donde obtenemos la primera condición b-cd=0. 

2. La ecuación A5.1d debe tener ordenada al origen mayor que cero y/o igual a la unidad 

a) La ecuación A5.1d debe tener valor positivo en Q=0  

a b 0( )⋅+ c e d− 0( )⋅⋅+ a c+→  donde obtenemos la segunda condición a+c>0  

b) La ecuación A5.1d debe pasar por el punto (0,1)  

a b 0( )⋅+ c e d− 0( )⋅⋅+ a c+→  donde obtenemos la tercera condición a+c=1  

( )QV 2
ρ

 

• Condiciones para  

( )QV 2
ρ

 
Sea ahora y la función  

El valor esperado de la relación aleatoria V?2 es igual a una constante. 

Por lo tanto se usa la ecuación A5.1d para obtener su valor esperado para los valores Q>0,  

donde los coeficientes b, c y d son nulos y el valor del coeficiente a es igual a la media de los 
2

1




 −ρ

ρ
 

valores de                    . 
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