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Introduccion

La teoria de categorias es una de las herramientas mas utlizadas actual-
mente por las diversas ramas de la matematica. Gracias a ella es posible ob-
tener resultados que relacionan distintas estructuras matematicas u obtener
propiedades intrinsecas de ellas desde su estructura categérica. De éste modo
se pueden estudiar propiedades de médulos y anillos desde un punto de vista
categorico.

El presente trabajo pretende esbozar la estructura interna de las catego-
rias de mdédulos y mas generalmente las categorias abelianas, basado princi-
palmente en el libro de Peter J. Freyd, Categorias Abelianas, una introduccién
a la teoria de funtores y en Anillos de Cocientes de Bo Stenstrom para la
parte de aplicaciones a la teoria de Mddulos.

A lo largo de la tesis, revisaremos diversos aspectos de la teoria, por
ejemplo, haremos notar que los subobjetos en categorias abelianas forman
una reticula; extenderemos las nociones de generador y cogenerador que
conocemos de la teoria de mddulos a categorias abelianas en general. Ob-
servaremos que categorias de funtores entre categorias abelianas heredan
estructura abeliana; revisaremos el comportamento de teoremas como el del
Funtor Adjunto de Freyd y el Lema de Yoneda en el caso abeliano. Final-
mente mostraremos un ejemplo de cdmo con herramienta categoérica es posible
obtener propiedades intrinsecas de anillos y mdédulos con los Teoremas de
Morita.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Categorias y Funtores
Definicion 1.1.1. Una categoria C consiste de:
(i) Una clase de objetos.

(i) Un conjunto Hom¢(C,C") para cada par de objetos de C, cuyos ele-

mentos son llamados morfismos o flechas de C en C'.

(731) Una funcién llamada composicién o : Home(C', C") x Home(C,C") —
Home(C,C") para cada terna ordenada de objetos en C. Denotaremos
a los elementos de Hom¢(C,C") como o : C — C' y a la composicion

con otro elemento 3 : C' — C" como [ o a.

(1v) Para todo objeto C' en C se debe cumplir que existe un morfismo identi-
dad 1o € Home(C,C) tal que 1coa = av y fole = (3 para cualesquiera
a:C"—=Cyp:C—C",

(W) Sia:C —=0C,p5:C —-C"y~y:C"— C" son morfismos en C

entonces yo (Boa) = (yof)oa. Es decir, o es asociativa.
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(vi) Si (A, B) # (C, D) entonces Hom(A, B) N Hom(C, D) = ().

Definicion 1.1.2. Una categoria se llama categoria pequeria en caso de que

su clase de objetos sea un conjunto.

Definicion 1.1.3. Si B y C son dos categorias, un funtor T': B — C asigna a
cada objeto B en B un objeto T'(B) en C y a cada morfismo o € Homp(B, B')
un morfismo T'(a) € Hom(T'(B),T(B’)) tal que:

(1) T(Boa)=T(B)oT(«) para todo o: B — B, 3 : B — B" en B.
(11) T(1p) = 1r(p)-
Observemos que un funtor 7' : B — C determina una funcién
¢ : Homg(B,B") — Hom¢(T(B),T(B"))
para cada par de objetos B y B’ en B.

Definicion 1.1.4. Decimos que un funtor T : B — C es fiel si cada funcién ¢

es inyectiva. T' es llamado pleno si ¢ es suprayectiva.

Ejemplo 1.1.5. Denotaremos como Sets a la categoria de conjuntos y fun-
ciones. Sea v : B' — B" en B. Definimos para cada o« € Hom(B,B'),
Hom(B,~): Hom(B,B") — Hom(B', B") como Hom(B,v)(a) = yo . Lo
anterior determina un funtor Hom(B,_) : B — Sets llamado funtor repre-

sentable por B.

Definicién 1.1.6. Un morfismo o : C' — C’ en una categoria C es un isomor-
fismo si existe un morfismo 3 : C' — C morfismo en C tal que ao 3= 1¢ y
B oa = 1¢. En esta situacion decimos que C' y C" son objetos isomorfos y

que 3 es inverso de «.
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Definicion 1.1.7. Sean S,T : B — C funtores. Una transformacion natural
entre S y T consiste de una familia de morfismos {ng : S(B) — T'(B)} gcp
indicada por la clase de objetos de B, tal que para todo morfismo 3 : B — B’

en B el siguiente diagrama conmuta en C

B S(B) 25 T(B)
[{ S(ﬁ)l lT(ﬂ)
B’ S(B') =~ T(B)

Denotamos n = {ng}gcp : S = T y llamamos a cada np la componente

en B de la transformacion natural 7.

Definicion 1.1.8. Una transformacion natural 1) es una equivalencia natural

si cada ng es un isomorfismo.

Definicion 1.1.9. Dos categorias B y C son isomorfas si existen funtores
S:B—=CyT:C—BtalqueTS = 1Idgy ST = Ide.

Definicion 1.1.10. Un funtor S : B — C es una equivalencia si existe un

funtor T': C — B y equivalencias naturales T'S = Idg y ST = Idc.

Observacion 1.1.11. Dado un funtor S : B — C, denotamos como S(B) a la
clase de objetos y morfismos de C que son imdgenes de objetos y morfismos

de B bajo S.

Proposicion 1.1.12. Un funtor S : C — D es una equivalencia si y sélo si es

fiel, pleno y todo objeto en C es isomorfo a un objeto de S(B)

Demostracion:

[=] Supongamos que S es una equivalencia, esto nos asequra la ex-
istencia de un funtor 7' : D — C y equivalencias naturales n : ST = Idp y
TS = Ide.
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Veamos primero que la funciéon
©: Home(C,C") — Homp(S(C),S(C"))

que determina el funtor S es inyectiva. Sean «, o/ € Hom¢(SC,SC) que
satisfacen S(a) = S(c’) y las componentes respectivas de p y p~' dadas por

los cuadrados:

TS(C) = ¢ oL Ts(0)

TS(OL)J/ Ja JO/ JTS(O/)

-1
TS(C) Lo o s
Asi tenemos que a o e = pcr o T'S(a) = per o T'S(a/) = o o puer. Como
fe es un isomorfismo podemos concluir que ov = o es decir ¢ es inyectiva.
Demostramos a continuacién que S es pleno. Sea § € Homp(S(C), S(C)).
Queremos encontrar a € Home(C,C") tal que S(a) = 4. Consideremos el

morfismo picr 0 T(8) o ug' : C — C' que hace conmutativo el diagrama:

S(C) TS(C)=—C

(ﬁ T(5)J ,

S(C”) TS(C)E s ¢

S(ucr o T(0) o ug') = S(ucr) 0 ST(8) 0 S(ug') = S(pcr) 0 ngen 0 0 nse o
S(ug') = 1scr 0§ o 1s¢ = §. Finalmente para cada objeto de D tenemos un
isomorfismo D = ST(D) dado por np.

[«<] S :C — D es fiel, pleno y existe un isomorfismo D = S(C') para
cada D € D. Haciendo uso del axioma de eleccién para clases’, escojamos C
en C tal que D = S(C) y definimos T'(D) = C. Denotemos &p : ST(D) — D

al isomorfismo que elegimos.

'[1] Foundations, pag: 13-17.
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Un morfismo 8 : D — D' induce un morfismo &5/ o 8o &p €
Homp(ST(D),ST(D’)). Como S es fiel y pleno existe un Gnico morfismo
T(6) en Home(T(D),T(D')) que hace conmutar el diagrama:

T(D) ST(D) 2 p
T(ﬁ)l ST(ﬂ)l J{ﬁ
T(D)  ST(D)™ D
Lo anterior determina un funtor 7' : D — C y una transformacién natural
¢ : ST = Idp dada por los isomorfismos {{p : ST D — D},. Ahora, para
cada C en C tenemos &so @ ST(SC) — SC y como S es fiel y pleno, la
funcion:

w: Home(TS(C),C) — Homp(ST(SC),S(C))

es un isomorfismo, por tanto existe un Unico vc € Home(T'S(C),C) tal que
S(ve) = &sc-

Dado o : C' — (', consideremos el morfismo v, o aove : TS(C) —
TS(C") y apliquemos S al cuadrado I. Observemos que éste conmuta por la

naturalidad de & y porque S(v¢) = &sc:

S(ve)

TS(C)" s C ST(SC)~_—S(C)

I J{a STS(oa)l lsa

TS(C") s O ST(SC'Y 1 5(C)
sc!

Como S es pleno, para STS(«) existe T'S(a) € Home(T'SC,TSC") tal
que el diagrama I conmuta para cada a € C, esto induce una transformacidn
natural v : T'S = Idg.

Ejemplo 1.1.13. Sean Ay,..., A, anillos y A; x --- x A,, el producto directo

de anillos. Entonces hay una equivalencia:



8 Preliminares

Mod — Ay x -+ x Mod — A, — Mod — (A; X --- x Ay,)

dada por la asignacién (M, ..., M,) — M; X -+ x M,.

1.2.  Morfismos y objetos distinquidos

Definicion 1.2.1. En una categoria C, una flecha f : A — B es un
monomorfismo si f o g = f o h se tiene que g = h. En este caso usare-
mos la notacién f : A — B. Decimos que f es un epimorfismo siiof = jo f

implica que i = j, ésto lo denotaremos f : A — B.
Proposicion 1.2.2. Todo isomorfismo es epimorfismo y monomorfismo.

Demostracion: Sea o : B — (C un isomorfismo, consideremos su inverso
f:C — B.Sean x,y: A — B tales que aox = aoy, entonces x = lgox =
foaoxr =Foaoy = 1lgoy = y. Por lo tanto a es un monomorfismo.
Similarmente si w,z : C' — D son tales que w o o = z o o, entonces w =

wol,=woaoff=zo0ao0f=z0lc==zasl «a es un epimorfismo.

Definicion 1.2.3. Dos monomorfismos f : Ay — B y g : Ay — B en una
categoria son equivalentes si existen morfismos o : A — Ay y : Ay — Ay

con la propiedad f = goa yg= fof.

Lo anterior determina una relacién de equivalencia en la clase de monomor-

fismos que entran en un objeto B.
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Definicion 1.2.4. Un subobjeto de B es una clase de equivalencia de monomor-
fismos que entran en B. Denotaremos |f| al subobjeto representado por
f+ A1 — B. Decimos que el subobjeto representado por f estd contenido en
el subobjeto representado por g : Ay — B (f € |g]) si existe h : A; — Ay
tal que f = g o h. Usaremos la notacién | f| < |g].

Dos monomorfismos f : Ay — B y g : Ay — B representan al mismo
subobjeto si [ f| < |g] y 9] < |f].

Definicion 1.2.5. Dos epimorfismos en una categoria f : B — C1yg: B — Cy

son equivalentes si existen morfismos v : C; — Cy y 6 : Cy — C tales que

g=nofyf=doy

Observemos que los morfismos v y d son inversos uno del otro, es decir C es

isomorfo a C5.

Definicion 1.2.6. Un objeto cociente de B es una clase de equivalencia de
epimorfismos cuyo dominio es B. Denotamos al objeto cociente representado
por f : B — Cy como [f]. Decimos que [f] < [g]| si existe un morfismo
€:Cy — Cy que cumple f =€og.

Definicion 1.2.7. En una categoria C un objeto al que denotaremos i es un
objeto inicial si para todo C' en C existe una unica flecha i — C. 1 es un

objeto terminal si para todo C' en C existe un tnico morfismo C' — 1.

Proposicion 1.2.8. Los objetos inicial y terminal, si existen, son tnicos salvo

isomorfismo.

Demostracion: Sean i e i’ objetos iniciales y 1 y 1’ objetos terminales, en-

tonces existen morfismos unicos i — i, — iy 1l — 1"y 1’ — 1 tales que
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los respectivos diagramas son conmutativos.

7! 1’
e S
7 —q 1— 71
N N
7 1

Porloquei=¢yl=1.
u

Definicion 1.2.9. Un objeto cero es un objeto que es inicial y terminal a la

vez, y lo denotaremos como 0.

Definicion 1.2.10. Consideremos una categoria C con objeto cero. Un mor-
fismo f : A — B es llamado morfismo cero si se factoriza a través de 0. Es
decir, que el siguiente triangulo conmuta con w : A — 0y ¢ : 0 — B los

morifsmos Unicos dados por el objeto inicial y terminal respectivamente:

Usaremos la notacién 0 para distinguir al morfismo cero del objeto cero 0.

Proposicion 1.2.11. En una categoria C con objeto cero, hay exactamente un
morfismo cero entre cualesquiera dos objetos A y B. Y la composicion del

morfismo cero con un morfismo arbitrario es el morfismo cero.

Demostracion: Sean A y B en C con objeto cero 0. Como 0 es objeto terminal
existe un Unico morfismo A — 0 y un Unico 0 — B, por ser 0 también un
objeto inicial. Por lo tanto existe un tnico morfismo A — 0 — B. Por otra
parte, cualquier composicién de la forma fo0 o 0o g se factoriza a través del

objeto cero, entonces coincide con el morfismo cero.
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Definicion 1.2.12. Dados dos morfismos x : A — B yy : A — B, decimos

que e: E — A es un igualador de x y y si:
i) xroe=yoe

ii) Para todo ¢ : X — A tal que x o ¢ = y o ¢ existe un unico morfismo
d: X — FE que c = eod. A ésta propiedad se le conoce como propiedad

universal del igualador de dos morfismos.

Proposicion 1.2.13. Si e es un igualador de x : A — Byy: A — B
entonces e es un monomorfismo y representa al mayor subobjeto | s| de A tal

que ros =1yYyos.

Demostracion: Supongamos que e es el igualador de z y y. Sean a y b
morfismos tales que eoa = eob = c. Notemos que zoc = yoc pues zoeob =
y o eoa, entonces existe un Unico morfismo u tal que c =eou=eoa =eob,

por lo tanto a = b.
[

Definicion 1.2.14. Dados x : A — B yy: A — B, decimos que f: B — F
es el coigualador de x y y si fox = f oy y para todo morfismo c: B — X

tal que cox = coy existe un unicod: F — X tal que do f =c.

Definicion 1.2.15. En una categoria con objeto cero el nicleo de una flecha
f:A— Besunmorfismok: K — A tal que fok =0y paratodox : X — A
con la propiedad de que f o x = 0, existe un dnicoy : X — K que factoriza
a x = k oy. Usaremos la notacién ker(f) para representar a dicho morfismo

y Ker(f) para referinos al objeto K.

Observemos que un nlcleo de un morfismo f es el igualador de f con el

morfismo 0 : A — B y por lo tanto un monomorfismo.
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Propoisicion 1.2.16. Cualesquiera dos ntcleos de f representan el mismo

subobjeto.

Demostracion: Sean k y k' dos nlcleos de f. Sean u y v los morfismos

inducidos por la propiedad universal del ndcleo respectivamente, es decir
k'=kowuyk==Fk ov. De donde se sigue que |k'| < |k| y |k] < [K].

Definicion 1.2.17. El conucleo de f : A — B es una flecha ¢ : B — C tal
que co f = 0 y para todo = : B — X tal que x o f = 0 existe un dnico
y:C — X tal que x = y o c. Es decir, el coigualador de f con el morfismo
0: A — B. Denotaremos al morfismo conticleo de f como cok(f) y haremos

la distincion con Cok(f) cuando nos refiarmos al objeto.

Dualmente, todo conucleo es un epimortismo y cualesquiera dos contcleos

de f representan el mismo objeto cociente.

Definicion 1.2.18. Sea C una categoria con objeto cero. El producto de
una familia {C;},., de objetos de C es un objeto C' junto con morfismos
{m;: C — C;}

una tnica flecha £ : X — C con la propiedad de que m; 0 & = &; para todo

.1 tal que para cada objeto X y morfismos &; : X — C; existe

1 € I. Esto ultimo se conoce como propiedad universal del producto. Us-
aremos la notacion [ C; para el producto y llamaremos proyecciones a los

morfismos T; y denotaremos como

=

X

Noétese que la definicion anterior puede ser caracterizada mediante la formula:

Hom(X, H C;) = H Hom(X, C;)
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Ejemplo 1.3. En las categorias de grupos, grupos abelianos, anillos y médu-
los, el producto de una fimial de objetos coincide con el producto cartesiano,

de manera que si {C;},; es una familia de objetos, entonces
HCZ = {(l‘i)iel |$1 S Cl}
i€l
con (xi)iEI + (yi)z'ef = (i + yi)ie[
Proposicion 1.3.1. Si «; : B; — C; son monomorfismos, entonces el morfismo

inducido o : [[ B; — [ C; es un monomorfismo.

Demostracion: Seann, ¢ : X — [] B; tales que avon = ao€, entonces tenemos
que o;omp, 0N = ap,om; 0§, como cada a; es monomorfismo ;07 = ;0§ para
cada i. Por la propiedad universal de [ B;, existe un dnico =z : X — [[ B;

que satisface Tox =m0 =m0 & Por lo tanto n = ¢
[

Definicion 1.3.2. El coproducto o suma directa de una familia de objetos
{Ci}ic; en C es un objeto @ C; junto con un morfismo ; : C; — @ C; para
cada i € I tal que para todo objeto X y morfismo £ : C; — X existe un
tnico morfismo & tal que & = 1; 0o & (propiedad universal del coproducto).

Nos referiremos a los morfismos t; como inclusiones.

C; —5 P

oLk

X

Dualmente el coproducto se caracteriza por la férmula:

Hom(@ Ci, X) = HHom(Ci,X)

En las definiciones anteriores, si C; es igual a un objeto A para toda i,

denotaremos al producto como A’ y al coproducto como A).
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Ejemplo 1.4. En la categoria de grupos, el coproducto []..; G; coincide con

i€l
el producto libre generado por los G;.
Proposicion 1.4.1. Dualmente a la proposicién anterior, si «; : B; — C; es un

epimorfismo para cada i € I, entonces el morfismo inducido o : @ B; — @ C;

es tambien un epimorfismo.

Ejemplos 1.4.2. 1. Un producto vacio es un objeto terminal, un coproducto
vacio es un objeto inicial. 2. En las categorias de gurpos, grupos abelianos,
espacios vectoriales y espacios de Banach, 0 es el objeto cero. 3. En la
categoria de conjuntos y en la de espacios topoldgicos el conjunto vacio es

el objeto inicial y un conjunto unitario es el objeto terminal.

Definicionn 1.4.3. Definimos el producto de dos categorias A y B como Ax B,
cuyos objetos son pares de objetos (A, B) con A en la clase de objetos de
A y B en los objetos de B. Los morfismos (A, B) — (A’,B’) son pares
de morfismos a : A — A" yb: B — B’ en A y B respectivamente. Ademds

tenemos asociados dos funtores proyeccion Py : AxB — Ay Pp : AXB — B.



Capitulo 2
Categorias Abelianas

En éste capitulo partiremos de la caracterizacion axiomatica de categorias
abelianas introducida por Peter Freyd y esbozaremos resultados significativos

sobre su estructura interna.

Definicion 2.0.4. Una categoria A es abeliana si cumple con los siguientes

axiomas:

A0 A tiene objeto cero

AT Para todo par de objetos A, B en A hay un producto A x B y una suma
Ae B

A2 Todo morfismo tiene un nicleo y un conucleo

A3 Todo monomorfismo es nicleo de un morfismo y todo epimorfismo es

contcleo de un morfismo.
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2.1. Nucleos y Contcleos

Definicion 2.1.1. Sea B un objeto en una categoria abeliana A. Denotemos

con S la clase de subobjetos de B y () la clase de objetos cociente de B.

s={utsh a={rs2)

Definimos cok : S — @ como | f]| > [cok(f)] y ker : Q — S tal que [g] —
[ker(g)].

Las funciones anteriores estan bien definidas pues si | f'| = | f], entonces
existen a y (3 tales que f = f'oa y f' = fo (. Notemos que cok(f)o f' =
cok(f)ofo =0, por la propiedad universal del conticleo de f’ existe un tinico
3 tal que cok(f) = B ocok(f"). Por otro lado cok(f")o f = cok(f")o f oa =0
entonces existe una Gnica o tal que cok(f') = « o cok(f). Por lo tanto
[cok(f)] = [cok(f')]. Asimismo ker : () — S estd bien definida.

Observacion 2.1.2. ker y cok invierten el orden.

Demostracion: Sean [f] < |g| subobjetos de B con representantes f :
Ay — By g: Ay — B, entonces existe a tal que f = g o a. Consideremos
los morfismos cok(g) y cok(f). Notemos que cok(g) o f = cok(g)o (goa) = 0.
Por la propiedad universal de Cok(f) existe un unico 3 : C; — Cy tal que

cok(g) = [ o cok(f). Es decir [cok(g)] < [cok(f)].

0

57 i) Co
| e D

LT e,
Dualmente, dados dos objetos cociente de B, [h] < [k]| con represen-
tantes h: B — C; y k: B — (5. Existe §: Cy — (] tal que h = B o k.
Entonces hoker(k) = (Bok)oker(k) = f00 = 0 implica que existe un Ginico
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a: Ky — K tal que ker(k) = ker(h) o «, ast |ker(k)| < |ker(h)]. Por lo

tanto ker invierte el orden.

ker(k)

B

K e
|

°y A’l) X ]@
K Yy

Teorema 2.1.3. En categorias abelianas ker y cok son funciones inversas.

Demostracion: Sea A un objeto en una cateqgoria abeliana y | f| un subobjeto
de A. Por el axioma A3 existe g : A — B tal que f = ker(g), Le. f : Ker(g) —
A. Entonces por la propiedad universal del conticleo de f existe un (nico
¢ : Cok(f) — B tal que g = ¢ o cok(f).

Ker Coker(f)
Ke?“(g)// llk B
Cok(f)

Consideremos k = ker(cok(f)), como cok(f)o f =0, existe o : Ker(g) —
Ker Cok(g) tal que f = koa. Ahora, como gok = (pocok(f))ok = po0 =0
entonces existe un unico 3 : Ker Cok(f) — Ker(g) tal que k= f o .

Por lo tanto |k] < |f] y |f] < |k] es decir A ~ Ker Cok(f) con lo que

tenemos:

L] = Lker cok(f)] (2.1)

Dualmente si | f| es un objeto conciente de A. Por el axioma A3 existe
g: B — Atal que f = cok(g). Consideremos h = ker(f) y cok(h). Observe-
mos que g o f = 0. Entonces existe ¢ : B — Ker(f) tal que g = h o ¢. Como
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foh =0, existe o : Cok Ker(f) — A tal que f = o o cok(h). Por otro lado
cok(h) o g = cok(h) o (ho¢) = 0 entonces hay un dnico 3 : A — CokKer(f)
tal que k= o f. Ast [f] < Tk| y [k] < [f] por lo tanto:

[f1 = [cok ker(f)] (2.2)

Ker(f)

Sk

B A Cok(g)

cok(h)l

Cok Ker(f)

Observacion 2.1.4. En una categoria con objeto cero, el contcleo de un epi-
morfismo f: A — B es el morfismo 0 : B — 0. Dualmente, si f es monomor-

fismo entonces ker(f) = 0.

Demostracion: Tenemos que cok(f)o f = 0o f =0, como f es un epimorfismo

cok(f) = 0. Analogamente si f es un monomorfismo, ker(f) = 0.
n

Observacién 2.1.5. El ndcleo del morfismo (0 : 0 — A es el morfismo ids. Y

el condcleo de O : B — 0 es idp.

Teorema 2.1.6. En categorias abelianas, un morfismo que es monomorfismo

y epimorfismo es un isomorfismo.

Demostracion: Sea f : A — B monomorfismo y epimorfismo. Y consideremos
su nucleo y contcleo respectivamente. Ademds por la observacién anterior,
idg = cok ker(f) y idg = ker cok(f).
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Como foker(f) =0, entonces por la propiedad universal del conticleo de
ker(f) existe un Gnico morfismo a : B — A tal que idy = a o f. Del mismo
modo obtenemos un Unico morfismo 3 : B — A tal que idg = f o a.

Entonces tenemos que § =idsol = ao fof3 = aoidg = . Por lo tanto

f es un isomorfismo.

2.2. Subobjetos y objetos cociente

Definicion 2.2.1. Sea A en A, abeliana. Definimos la interseccion de dos
subobjetos de A como su mayor cota inferior (infimo) en la familia de subob-
jetos de A.

Teorema 2.2.2. En categorias abelianas, todo par de subobjetos tiene una

interseccion.

Demostracion: Sea A una categoria abeliana y un objeto A en ella. Sean
| f] y |g] subobjetos de A con representantes f : Ay — Ay g: Ay — A
Denotemos h = cok(f) y k = ker(hog). Por (21) f = ker(h) y hogok =0
implican que existe un Unico j: A; o — A; tal que gok = foj:=a.
Notemos que o € | f] y o € |g] entoncesa € ([ f] N |g]). Es decir a es
cota inferior para | f] y |g]. Veamos que « es la mayor cota inferior. Sean
x1, o tales que goxy = fox; := ¢. Esto es, ¢ es una cota inferior de f y

de g.
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A k
Ajg—— Ay

|
1 9
N4

AﬁT)AT)F

T

Tenemos que hogoxy = ho fox; = 0oz, = 0. Como k = ker(ho g),
por la propiedad universal del nticleo existe una unica z : X — A;, tal
que kox = x9. Ahora fojox =gokox = goxs = fox; como [ es
monomorfismo entonces j o x = z. Lo que significa que hay un tnico morfismo

con la propiedad de ¢ = aoz. Ast ¢ < a. Por lo tanto a es el infimo de f y

g.
]

Teorema 2.2.3. En categorias abelianas todo par de objetos cociente tiene

una interseccion.

Demostracion: Sean [ f] y [g] objetos cociente de B. Denotemos f' = ker(f)
y h = cok(go f'). Por (22) f = cok(f'), como hogo f' =0, existe un tnico
j:A — Ajotalque jof=hog.

Llamemos [ a la igualdad jo f = hog, entonces 3 < fy B < g. Por lo
tanto 3 es cota inferior de [f] y [g].

Sean 1 y x5 tales que x10 f =x90¢9 :=1.

N
l" N
3
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Como h = cok(f og) yzz0(gof)=x10fof =ux,00=0, entonces
existe un tnico z : A; o — X tal que x9 = x o h. Asi tenemos que zojo f =
xohog=u1x90g9=x10f ycomo f es un epimorfismo, entonces z; = xoj. Es
decir, existe un Gnico morfismo z tal que v = x o 3. Ast v < 3. Por lo tanto,
B es el infimo de [f] y [¢]

Corolario 2.2.4. En categorias abelianas
i) Todo par de subobjetos tiene una minima cota superior (Supremo).

it) Todo par de objetos cociente tiene una minima cota superor.

Demostracion:

i) Sean |f] y |g] subobjetos de A con representantes f : A} — Ay
g : Ay — A. Por el teroema 2.2.3 sabemos que existe el i{nfimo de

cok(f) y cok(g) al que Wlamaremos i = ¢; o cok(f) = ¢ o cok(g).

Denotemos m = ker(i) : M — A y observemos que iog = (cz 0 ¢')og =
0 entonces existe un Gnico ks : Ay — M tal que m o kg = g. Ast mismo
existe un unico k; : A; — M tal que mo k; = f. Por lo tanto m es cota

superior de | f] y |g|. Probemos que es la menor.

Sea p: L — Atal que f < ¢y g < ¢. Entonces existen [ y I, tales
que poly = fypoly=g.

Consideremos cok(y) : A — Q. Entonces cok(y) o f = cok(p) o
(poly) = 0ol, = 0, ast que existe un unico t; : C; — @ tal que
t1 0 cok(f) = cok(y). Analogamente hay un Unico t5 : Co — @ tal que
ty 0 cok(g) = cok(p). Como i es el infimo de cok(g) y cok(f), entonces
cok(p) < i, es decir, existe h: [ — @ tal que h oi = cok(yp).
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éw

ko O

M<+—— A,

112‘\‘\\ m
N ’“T \ g
N\ cok(f)

Ap—— A —C)

f . \\
cok(gd \ J“

Co—g1

c2

Xﬁé

Ast cok(¢) om = (hoi)om = ho0. Por la propiedad universal del
nucleo existe un unico [ : M — L que hace conmutativo el siguiente

diagrama:

L

TN
!

|
cok (&

Q

Es decir m < ¢. Por lo tanto m es el supremo de | f] y |g].

it) Sean [f] y [g] objetos cociente de B, denotemos i = [f]| N [g] yp =
cok ().
Tenemos que 70 g = ky o ker(g) o g = ky 00 = 0 entonces hay un tnico
as : P — A, tal que ay 0 g = p. Por otro lado i o f = ky o ker(f)o f =
kio0=0 implica que existe un unico a; : P — A; con la propiedad de

gie a; o f = p. En consecuencia p es cota superior de [f] y [g].
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Supongamos que un epimorfismo 1) es cota superior de f y g. Es decir
que existen ¢; y ¢o tales que 101 = f y ge0t) = g. Entonces foker(¢y) =
(1 o)) o ker(1)) = ¢ 00 = 0. Tenemos un Unico 7, : R — K tal
que ker(v)) = ker(f) o ri. Andlogamente existe un Gnico morfismo 7 :
R — K, dado por la propiedad universal del nicleo tal que ker(y) =
ker(g) o re. Por lo tanto ker(v) < ker(f) y ker(¢) < ker(g).

Por ser ¢ el infimo, hay una Gnica s : R — I tal que ker(y)) =ios, es
decir ker(¢)) < i. Notemos que poker()) = po(ios) =0os =0, por la
propiedad del contcleo, existe un Unico r : ) — P que hace ) =rop,

es decir, p < 1. Por lo tanto p es el supremo de [f] y [g].

De los dos resultados anteriores podemos concluir que la familia de objetos
cociente de B y la familia de subobjetos de A forman una reticula, a ésta
dltima la denotaremos com L(A). Mas adelante podremos probar que se trata

de una reticula modular.
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2.3. lqualadores y coigualadores

Seanz: A — X, y: B — X morfismos en una categoria abeliana, deno-
taremos al morfismo dado por la propiedad universal del producto de A x B
como (3) :C — Ax Bdondea: X — Ayb: X — B.

A«Ax B*—B
ra\ /

Lema 2.3.1. Sea = : A — B, entonces el morfismo (i) A — Ax B es un

o e

X
monomorfismo.

Demostracién: Sean g,h : C — A tales que (}) og = () o h, es decir,

(.2,) = (1) entonces my o (,9,) =mao (,1.) con lo que g = h, por lo tanto

(;) es un monomorfismo.
n

Teorema 2.3.2. En categorias abelianas, todo par de morfismos v : A — B y

y: A — B tienen igualador

() ()

Demostracion: Consideremos los monomorfismos A = Ax By A — A X B.

Si K — A x B es su interseccidn, tenemos que k = ( ka ) = ( k1 ) entonces
yoksg xokq
kQ _ kl . . o L
Ta© (yor,) = Ta© (,oh,), esto implica que &y = ky := e. Por otro lado

TB© (ylgz2) =TBo° (1:];]191) por lo tanto yoe ==z oe.
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Sea f: X — Atalque xo f =yo f, como K es la interseccion de (i)
y (;) entonces existe un unico morfismo 7 : K — X tal que f =eo1. Por lo

tanto e es el igualador de y y =.
]

Seanz: A — X, y: B — X morfismos en una categoria abeliana, denota-

mos al morfismo dado por la propiedad universal del contcleo como (z,y).

A—25 A <2 B
)

+
(zy
T Y
X

Lema 2.3.3. Sea = : A — B, entonces el morfismo (z,15): Ax B — B es

Sy

un epimorfismo.

Demostracion: Sean f,g : B — C tales que fo(x, 1) = go(z, 15). Entonces

(foux, f)oip = (gox, g)oigimplica que f = g, asi (z,idg) es un epimorfismo.

Teorema 2.3.4. En categorias abelianas, todo par de morfismos x : A — B y

y: A — B tienen coigualador

Demostracion: Sean =,y : A — B, por el lema anterior (x,15) y (y,15) son
epimorfismos. Sea (P, p1, p2) su interseccién, es decir p;o(y, 1g) = pao(z, 15),
entonces (p; oy, p1) oip = (paox,ps) oip por lo tanto p; = py := p . Asl
(proy,p1)oia= (paox,ps)ois= poy=pouz,es decir p coiguala a z y y.

Supongamos que hay un morfismo ¢ : B — @ tal que goy = gox, entonces
go (y,1p) = qo(x,1p). Como P es la interseccion de (z,15) y (y, 15), existe

un unicor : P — (@) tal que rop = q. Por lo tanto p es el coigualador de z y y.
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2.4. Producto y coproducto fibrado

Definicion 2.4.1. Un diagrama conmutativo

p2
HB

p1

"

—C

es un producto fibrado (Pullback) si para todo par de morfismos ©1 : X — A
yxy: X — A tales que a o x; = bo xy, existe un unico x : X — P tal que

P1OXT =21 Y P 0T = To.
Teorema 2.4.2. En categorias abelianas, todo diagrama de la forma

B

Yy

puede extenderse a un producto fibrado.

Demostracion: Consideremos el diagrama I y & el igualador de yomp y xoma.

Observemos que el cuadrado I/ conmuta.

7TBO]€

WAJ @ Jy ﬂ'AOk: @ y

Supongamos que existen ly : L — Ayly: L — B tales que zoly = yol,.
Por la propiedad universal del producto, existe un tnico [ : L — A x B tal
que ly =mgolyly=mpol. Astzomgol =yompol, es decir, [ iguala los

morfismos y o mp Yy x o my, entonces existe un Gnico m : L — K que hace
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conmutar el siguiente diagrama:

q2

P—B QQ—B
pll ly QI\L Yy
A—>C A——C

Entonces P = (). De hecho, hay un tnico isomorfismo r : P — () tal que

Pr=q o7 Yypa=@gor.

Demostracion:

Q N q2 'P.i\ p2
‘-.\ \Q ‘\ AN ﬁ
\ N \ N

b P2 a
\» l Jy q{ ly
\N \N

x

Sean a y [ los morfismos dados por la propiedad universal del producto
fibrado respectivamente. Tenemos que oa =idg y ao 3 = idp por lo tanto
P=qQ
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Observemos que si consideramos la categoria cuyos objetos son flechas con
codominio C' y morfismos entre (A — C') y (B — C), de la forma f: A — B
talqueALB—>C:A—>C.

El producto (P — C) = (A — C) x (B — () es el morfismo diagonal del
producto fibrado.

Definicion 2.4.4. Un diagrama conmutativo

#B

N

q2

e}
—

Q

q1 P
es un coproducto fibrado (Pushout) si para todo par de morfismos x1 : C' — X
y xo: B — X tales que 1 0c = x5 00D, existe un tnico x : P — X tal que
TOogq1 = X1 Y TOQqgy = T3

Teorema 2.4.5. Dualmente en categorias abelianas, todo diagrama

L}B

N

g

%

Q

puede extenderse a un coproducto fibrado de manera tnica (salvo isomorfis-

mo).

Demostracion: Consideremos el coproducto de C' y B (dado por el axioma A1)
C8CoBEB Seadel coigualador de icogyigo f.Seanzy : C — X
y v : B — X tales que 2709 =70 f. Por la propiedad universal del
coproducto, existe un unico morfismo z : C'® B — X tal que zoic =2, y

T O1lg = X9.
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Asizoigo f=xy0 f=mx10g=2x0ic0 g, porlotantox coiqgualaaicog
y i o f. Por la propiedad del coigualador, existe un unico r : D — X tal que

Tz =rod.

2.5. La imagen y la coimagen de un morfismo

Definicion 2.5.1. La imagen de un morfismo f : A — B es el menor subobjeto

|s] de B, tal que f se factoriza a través del morfismo s. Es decir:

AL>B tal que si AL>B entonces SLB

A A = L

S g g

Denotaremos al morfismo como im(f) y al objeto S como Im(f)

Definicion 2.5.2. Un monomorfismo s : S — B permite f : A — B si existe

a:A— S tal que soa=f.
Definicion 2.5.3. Un epimorfismo b: B — F anula f: A — B sibo f =0

Lema 2.5.4. Un subobjeto permite f : A — B si y sélo si su contcleo

anula a f.



30 Categorias Abelianas

Demostracion: [=]| s:S — B permite A L, B. Es decir, hay un morfismo
a: A — Stal que f = soa. Sea r = cok(s), entonces rof = rosoa = Ooa = 0
por lo tanto 7 anula a f.

[<] Seas:S— B tal que r = cok(s) anula a f, es decir 7o f = 0.
Como s es un monomorfismo s = ker(r), entonces por la propiedad universal
del nucleo, existe un tnico a : A — S tal que f = s o a. Por lo tanto,

s permite a f.
[

Teorema 2.5.5. En categorias abelianas, un morfismo f : A — B tiene imagen

y es igual a ker cok(f).

Demostracion: Sea ¢ = cok(f), ¢ es el mayor objeto cociente que anulaa fy

ker(c) es el menor subobjeto que permite a f, por lo tanto kercok(f) = im(f).

A7t g

P

Ker 50k(f)

C

Teorema 2.5.6. Para categorias abelianas, f : A — B es un epimorfismo si
y sélo si Im(f) = B si y sélo si Cok(f) =0

Demostracion: [<]| supondremos que Cok(f) = 0.
Del teorema anterior tenemos que Im(f) = Ker Cok(f) = B

AfB()O

|

B
Sean u,v tales que uo f =wvo f, sea q el igualador de u y v. Como ¢ es
monomorfismo, por el axioma A3 ¢ = ker(w) para algin w. Pero f también

iguala a u y v, entonces existe un Gnico m tal que f =qom.
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Consideremos cok(f). Tenemos que wo f = wogom = 0om = 0,

entonces existe un tnico n tal que w = nocok(f). Como cok(f) = 0 entonces

w = 0 de donde ¢ = ker(0), por lo tanto ¢ es también epimorfismo y dado

que u o g = v o q entonces u = v. Por lo tanto f es un epimorfismo.

D

A—— B i(]

1N

W——20

[=] Supongamos que f es un epimorfismo. Sea h = cok(f), entonces
hof=0=0of implica que h = 0 por lo tanto Cok(f) =0y asi Im(f) =
Ker Cok(f) = Ker(0) = B.

Corolario 2.5.7. x : A — Im(x) es un epimorfismo.

Definicion 2.5.8. La coimagen de f : A — B es el menor objeto cociente [c|

de A a través del cual se factoriza f.

A L> B tal que si A L} D entonces A — C

N ANETTRG

C D D

Definicion 2.5.9. ¢ : A — @ permite a f : A — B si hay un morfismo
a:Q — Btalque f=ao0q.

Definicién 2.5.10. p: P - Aanulaa f: A— Bsi fop=0.

Lema 2.5.11. Un morfismo q permite a f : A — B si y sdlo si ker(q) anula f
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Demostracién: [=] Sea r = ker(g), entonces for =aogor =ao0 =0,
por lo tanto r anula a f.

[<] Sea r = ker(q), r anula a f, es decir, for = 0, entonces ¢ = cok(r)
y por la propiedad universal del contcleo existe un Unico a: () — B tal que

f=aoq

Teorema 2.5.12. En categorias abelianas coim(f) = cok ker(f)

Demostracion: Sea f : A — B. Por el lema anterior k = ker(f) anula a f
si y solo si ¢ = cok ker(f) permite a f. Veamos que ¢ es el menor objeto

cociente con esa propiedad.

M

m X
k—sa-1op
C %D
Sead: A — D que factoriza a f yd' = ker(d), entonces fod = aodod =
a o0 = 0, entonces existe un tnico m : M — K tal que d’ = k o m. Ahora
como cod =cokom=00m =0y d=cok(d), existe un tnico z: D — C

tal que ¢ = z o d. Por lo tanto ¢ < d y asi cok ker(f) = coim(f).

Teorema 2.5.13. f: A — B es monomorfismo si y sélo si Coim(f) = A si y
sdlo si Ker(f)=0.
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Demostracion: [«<] Ker(f) = 0, entonces Coim(f) = Cok Ker(f) = Cok(0)

Ker(f)« "

Sean u y v tales que fou = fow y sea ¢ su coigualador, entonces
existe un unico morfismo m : ) — B tal que f = m o q. Por otro lado,
como ¢ es un epimorfismo tenemos que ¢ = cok(w) para algiin w. Entonces
fow=mogow=mo0 =0.Sik= ker(f), existe un Gnico n tal que
w = k on. Pero k = 0 entonces q = cok(0) = id 4, asi ¢ es un isomorfismo, en
particular monomorfismo, entonces ¢ o u = ¢ o v implica que u = v. Por lo

tanto f es un monomorfismo.

Teorema 2.5.14. Sea p : A — I’ una coimagen de f : A — B, entonces

1:I' — B es monomorfismo.

Demostracion: Probaremos que Ker(i) = 0.

Seaz: X — I' tal que iox =0 y ¢ = cok(x), existe un Gnico r: Q — B
tal que i =rogq.

Dado que gop es un epimorfismo, entonces existe h tal que gop = cok(h).
Entonces foh =ro(qgop)oh =100 =0, si k = ker(f), existe un Gnico
morfismo [ : H — K tal que h=kol. Y poh =po (kol) =0 entonces hay
un dnico s : @ — I tal que p =so (qop).

A.
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Como p es epimorfismo, soq = id; entonces ¢ es monomorfismo, como g o

z = 0 entonces = = 0 en particular ker(i) = 0. Por lo tanto i es monomorfismo.

H
h

ir

o
R f
K—A—B
P 1

q

|

Teorema 2.5.15. Sea s: I — B la imagende f : A — B, entoncesa: A — |

tal que f = s o« es un epimorfismo.

Demostracién: Probemos que cok(a) = 0

Sea z tal que zoa = 0y g = ker(z). Sabemos que por la propiedad
universal del nicleo que existe un Gnico morfismo r : A — () tal que a = gor-.

La composicidn sog es un monomorfismo, por el axioma A3 hay un morfismo
h tal que soq = ker(h). Entonces ho f = hosoa =hosoqor =0or = 0.
St C' = Cok(f), existe una Unica [ : C' — H tal que [oc = h.

Ahora hos =locos = 0 (pues s = ker cok(f) = ker(c) ), entonces existe
un unico t : S — @ tal que s = so qot, entonces iy = g ot dado que s es
monomorfismo. Por lo tanto ¢ es epimorfismo, asi z o q = 0 implica que = = 0,

en particular cok(a) = 0 en particular a es un epimorfismo.

|
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q
x

*>X

)
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T
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H
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Teorema de factorizacion unica 2.5.16. En categorias abelianas, sea f :
A — Bcon f = joidondei: A — I es epimorfismoy j: I — B
es monomorfismo, entonces i es una coimagen de f y para cualquier otra
factorizacion f = s op donde p sea epimorfismo y s monomorfismo, hay un

unico isomorfismo o : I — I’ tal que p = oi, j=soa.

Demostracion:

B

A f
&f%
i)

Coim

Sea A -5 I % B una factorizacién de f+ A — B como en las hipotesis.
Sea f = sop la factorizacién dada por la coimagen de f, es decir s = coim(f)
es el menor objeto cociente que permite a f, entonces existe un epimorfismo
k : I — Coim(f) tal que k oi = p. Entonces tenemos que joi = f =
sop = sokoi, dado que i es epimorfismo, entonces j = so k y como j
es monomorfismo, entonces k£ también es monomorfismo. Por lo tanto k£ es un

isomorfismo entre ¢ y la coimagen de f.
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2.6. Sucesiones Exactas

Teorema 2.6.1. En categorias abelianas, para A LB C las siguientes

condiciones son equivalentes:
o) im(f) = ker(g)
b) coim(g) = cok(f)
¢) Si k= ker(g), h = cok(f) entonces go f =0y hok =0

Demostracion: a) = ¢) Sea i = im(f) = ker(g) = k, consideramos la
factorizacion de f a través de su imagen f =1ioa. Tenemos que go f =
goioa=gokoa=00a =0 Seah = cok(f), entonces k = im(f) =
ker cok(f) = ker(h) por lo tanto hok = 0.

¢) = a) Supongamos que go f =0y hok =0. Sea i = ker cok(f) =
ker(h) la imagen de f, por la propiedad universal del nicleo, existe un Gnico
monomorfismo € tal que k = ioe entonces k < i. Como go f = 0 existe un tnico
B:A— Ker(f)talque f = kof3, es decir, f se factoriza a través de k. Pero i
es el menor subobjeto que permite a f, entonces hay un v : Im(f) — Ker(g)
tal que i = k o entonces i < k por lo tanto im(f) = ker(g).

b) = ¢) Tenemos que cok(f) = coim(g). St k = ker(g) y h = cok(f)
entonces h = cok(f) = coim(g) = cok ker(g) = cok(k), sea ¢ el morfismo
que nos da la factorizacion de g a través de su coimagen g = ¢ o h, entonces
gof=¢ohof=¢o0=0.Por otro lado h = cok(k) asi hok = 0.

¢)=b) gof=0yhok=0,veamos que coim(g) = cok(f). Denotamos
¢ = coim(g), sabemos que existe 0 tal que h = cod, por lo tanto h < c. Ahora
como go f = 0, existe un tnico § : Cok(f) — Coim(g) tal que g = & o h.
Es decir, g se factoriza a través de h, como c es el menor objeto cociente
que permite a g, hay un morfismo ¢ : Cok(f) — Coim(g) tal que c = poh

entonces ¢ < h. Concluimos que coim(g) = cok(f).
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Definicion 2.6.2. Decimos que una sucesion --- — A; 1 — A; — Ajyp — -+

es exacta si para toda i, im(A;_1 — A;) = ker(A; — A1)
Proposicion 2.6.3. En categorias abelianas:
i) 0— K 1. A es exacta si y sdlo si f es un monomorfismo.
i) 0 — K 1, A% B es exacta si y sdlo si f = ker(g).
iii) B 2 F — 0 es exacta si y sélo si h es epimorfismo.
) AL B F 0 es exacta siy sélo si h = cok(g).
v) 0= A% B — 0 es exacta si y sélo si g es isomorfismo.
vi) AL B 2 B es exacta si y sélo si g = 0.

vii)O—>Ai>BiCHOesexactasigsélosig:cok;(f)gfes

monomorfismo.
Demostracion:

i) Supongamos que 0 — K J, A es exacta, entonces im(0) = ker(f). Sea
i: Im(0) — K. Sabemos que p tal que 0 =i op es un epimorfismo, por
lo tanto ker(f) =i = 0. Reciprocamente, sea f monomorfismo, tenemos
que ker(f) = 0, entonces im(0) = ker cok(0) = ker(1x) = 0 = ker(f).

i) 0 — K 1, A % B es exacta, entonces im(0) = ker(f) y im(f) =
ker(g). Por i) tenemos que f es monomorfismo, entonces f = im(f) =
ker cok(f) = ker(g). Ahora, f = ker(g) implica que cok(f) =

cok ker(g) = coim(g), por el teorema anterior im(f) = ker(g).

iii) St B 2 F — 0 es exacta si y sélo si im(h) = ker(0) = idp si y sélo si

h es epimorfismo.
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iv)

Vi)

V1)

2.7.

Supongamos que A % B 2 F — 0 es exacta, es decir im(g) = ker(h) y
im(h) = ker(0), por iii), h es un epimorfismo, ast cok(g) = coim(h) = h.
Reciprocamente si h = cok(g) entonces es un epimorfismo, por i)
B F — 0 es exacta. Ahora observemos que ker(h) = ker cok(g) =

im(g) por lo tanto A % B L F — 0 es exacta.

g . , . . .
0 — A= B — 0 es exacta si y sélo si, por i) y iii), g es monomorfismo

y epimorfismo, por lo tanto isomorfismo.

Sea A % B 13 B exacta, entonces im(g) = ker(idg) = 0, es decir
g=00a porlo que g=0.Si g =0 entonces im(g) = 0 = ker(idp)

por lo tanto A % B 2 B es exacta.

Supongamos que 0 — A L. B % € — 0 es exacta. Entonces im(f) =
ker(g). Por i), f es monomorfismo y g es epimorfismo entonces cok(f) =
cok ker(g) = g. Por otro lado si suponemos que f es monomorfismo y
g = cok(f) tenemos que im(f) = ker cok(g) = ker(g) por lo tanto

O—>Ai>Bi>C—>0esexacta.

La estructura aditiva de las categorias abelianas

Teorema 2.7.1. En categorias abelianas, la sucesidn:

0>A%A+BY B0

es exacta.

Demostracion: Veamos primero que ¢4 es monomorfismo. Sean u y v tales que

taou=140v. Tenemos que u = (1,0)orq0u = (1,0)0r40v = v por lo tanto

L4 es un monomorfismo y por el lema (2.3.3), (0,1) es un epimorfismo. Resta
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probar que ker((0,1)) = im(c4). Notemos que (0,1) o 14 = 0 por definicién
de (0,1).

- W
. F
Sy

/

; +
&

(o]

Sy

~

Sea (z,y) : A+ B — X tal que (z,y) ota = 0, entonces z = 0 y
existe y : B — X tal que (0,y) = y o (0,1), asi (0,1) = cok(ra), lo
que implica im(ta) = ker cok(ta) = ker((0,1)). Por lo tanto la sucesidn

0—>AL—A>A+B<O—’1>>B—>Oes exacta.

Teorema 2.7.2. En categorias abelianas, la sucesién

O—>A(i2A><B7r—B>B—>O

es exacta.

Demostracion: Del lema 2.3.1 tenemos que ((1)) es un monomorfismo. Veamos
que mp es epimorfismo. Sean u y v tales que wo 7w = v o mg. Entonces
uom,o(0,1) =uoidg =vomgo(0,1) =voidg, por lo tanto u = v. Asi 7p

es un epimorfismo.

B
0 l idp
(0,1)
A+ Ax B2 5B

Ahora probemos que cok;((é)) = coim(mp), para esto basta demostrar que

ker(np) = (;). Como el diagrama:
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A

A2 Ax B2 5B

es conmutativo, entonces 7730(3) = 0. Sea (Z) : X — A x Btal que WBO(‘;) =
0, entonces Tz oy = 0 = y = 0. Por lo tanto z es el tnico morfismo tal que
(Z) = (}) oz por lo tanto (}) = ker(mp), entonces coim(mp) = cok ker(mp) =

cok( ((1)) ).

Teorema 2.7.3. Dualmente, tenemos que en categorias abelianas las siguientes

sucesiones son exactas:

0
OOHBQAXBEAHO

i) 0—>B2A+B" A0
Proposicién 2.7.4. La interseccion de A2 A x By B2 A+ B es cero.

Demostracion: Sabemos que cok(ta) o tp = (0,1) 0 1p = idpg, y de la cons-
truccidn de la interseccion de dos subobjetos (teorema 2.2.2) tenemos que
ker({0,1) o 1) = ker(idg) = 0. Por lo tanto 14 0 tp = 0

ker(idp)
_—
idp
B

A— 4% ip

Proposicion 2.7.5. La interseccién de los objetos cociente A x B ™ Ay

i
A x B8 B es cero.
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Demostracion: Sabemos que 7TAO((1)) = id 4, entonces TAN7Tp = cok(ida) = 0.

Dada una suma A;+---+ A, y un producto By X - - - X B,, finitos, un morfismo
entre ellos esta representado por una matriz X € M,,,, donde
X j=A S A+ +A, 5B % x B, B,

Teorema 2.7.6. ((1] (1)) A+ Ay — A X Ay es un isomorfismo.

Demostracion: Sea k = ker(é (1)) Por el teorema 2.7.1 la sucesion
O—>A1LA;1>A1+A2<O—71>>A2—>O

es exacta, es decir 1y, = ker (0,1).

K
lk
AL+ Ay

AR
T

A1<7A1 XAQLAQ

Por otro lado 0 = m, o ([1) (1)) ok = (0,1) o k, entonces existe un Unico «
tal que k = 14, o @, con esto k& < 14,. Andlogamente, de la sucesién exac-
ta O—>A2LA%2 A+ Ay (L Ay — 0 tenemos que 7; o ((1)(1]) ok=1(0,1)0k =
(1,0) o k = 0, entonces existe 3 tal que k = 14, o 3 con lo que k < 14,. Por

lo tanto k < 14, N4, = 0 asi que k = 0.
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0
. . 1 TA
Ahora si consideramos ¢ = colc((lJ (1)) como 0 — Ay = A; x Ay — A; — 0

es exacta, existe un Unico v tal que ¢ = vy o my,, es decir ¢ < m4,. Como

(o)

0— Ar % A x Ay 2 Ay — 0 es exacta y 14, 0 (%) oe=(}

0
existe 0 tal que ¢ = 0 o ma,, asl ¢ < 14, por lo tanto ¢ < 1a, Ny, =

0, en consecuencia ¢ = 0. Por lo tanto (é(l)

A1—|—A22A1><A2.

) o ¢, entonces

) es un isomorfismo, es decir

A - A 4 A 24,

ol

A1><A2

gc

Como consecuencia del teorema anterior, podemos considerar los morfismos

(1,0) y (0,1) como las proyecciones; (;) y (%) como las inclusiones; y de-

notaremos al objeto como A; & A, y en adelante nos referiremos a él como
la suma directa de A; y A,. Para posteriores definiciones, denotamos los
morfismos § = (}) : A > A®Ayo=(1,1): A A— A

Definicion 2.7.7. Dados dos morfismos xz,y : A — B, definimos
i) x+ry=(2,y) 0.
i) x+ry =00 (z)

Proposicién 2.7.8. Sean 0, = : A — B, entonces
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Demostracion:

1. 0—|—LZL':<0,$>O
x+,0=(z,0)0

(

(

2. 0+R$:<1,1>O(
z+r0=(1,1)0

Proposicion 2.7.9. Dados w : B — C, z : C — A y un par de morfismos
x,y: A — B, tenemos que

i) uox+ruoy=uo(x+ry).
it) Toz4+gyoz=(r+gry)oz
Demostracion:
i) uo(z4ry) =uo ({z,y)o(})) = (uoz,uoy)o(}) =uox+ruoy.

it) (rt+ry)oz= ((1,1)0(5)) oz=(L1)o (%) =(zoz+ryo2).

yoz

Observacion 2.7.10. Sean w,z,y,z : A — B, entonces

()= (G (- (5)

Y2 y) \z (y,2)

Demostracion: Recordemos que X = (1;’ f) es la matriz dada por los morfismos
de la forma

fi’j:’]TLOXOLjZAj—)BZ‘

Es decir, el morfismo X hace conmutar el diagrama:
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A—“>AG§A<L1—A

B+—"Ba&B 4B

Para el par de morfismos w, z : A — B, existe un tnico (w,z) : AOA — B
que hace conmutar el tridngulo de la izquierda en el diagrama de abajo.
Analogamente para y,z : A — B hay un unico (y,z) : A® A — B que hace

conmutar el triangulo de la derecha.

L (wa < h2)
v - + N
BY - BeB 5B

Ahora tenemos que (w, ), (y, z) son morfismos que entran en cada una de

las componentes de B & B, entonces por la propiedad universal del producto,

(w,z)

ty Z>) que hace conmutar el diagrama. Por lo tanto

existe un Unico morfismo (
(0 = (G2
Dualmente podemos considerar los morfismos (Z’) y (i) que salen de los

sumandos de A & A. Por la propiedad universal del coproducto, tenemos un

w

y), (§)> que hace conmutar el siguiente diagrama:

unico morfismo < (

Teorema 2.7.11. +, y +x son la misma operacién binaria y es asociativa y

conmutativa.
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Demostracion: Calculemos o o (w "”) 0 0.

Yz

Por una parte [0 o (%’j“’ )} 0d = [(w,z) +r (y,2)] 06 = (w,z) 06 +g

(y,2) 00 = (w+r ) +r (y +1 2). Por otro lado o o [<(’:),(§)>o5] =o0o

[(1:) +r (ﬁ)} =00 ( ) +p oo ( ) = (w+grvy) +1 (x +r 2). Por lo tanto
(wHrx)+r (y+1 2) = (w+grY) +1 (T +r 2).

Stz =y =0 tenemos que (w+70)+r (041 2) = (w+r0) + (0 +r 2)
entonces w+prz = w+p 2. Es decir +r y + son la misma operacion binaria.
Por lo tanto (w + z) + (y + z) = (w + y) + (z + z). Ahora, si considersmos el
caso en el que y = 0, tenemos que (w + ) + 2z = w + (z + 2). Por lo tanto
+ es una operacién asociativa. Finalmente si tenemos w = z = (, entonces

x + vy =y + x por lo tanto + es conmutativa.
]

Del teroema anterior (2.7.11) y la proposicién 2.7.8 podemos concluir que
la clase de morfismos en una categoria abeliana con la suma y el morfismo
cero tiene estructura de monoide conmutativo. En las siguientes observaciones

probaremos las reglas usales de operaciones de matrices.

Observacion 2.7.12. Sean a,b : A — B, x,y : B — C en una categoria

abeliana. entonces

i) {x,y) = (x,0) + (0, 1)
iti) (x,0)0 (§) =zoa

w) (z,y)o (}) =zoa+yob
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Demostracion:

i) Recordemos que (£)+(3) = ((£), (}))od y que pio (¢) =aypso () =b.

Por otro lado: py o ((3), (})) o8 = plo(ggg)ots— (a,0)00 =a+0=a

yp2o((), (3)) o0 =pao () 08 = (0,6) 05 =0+b=0.
Por lo tanto (§) = (2) + (}).

i1) Andlogamente, queremos probar que el morfismo (z,0) + (0,y) = oo
(%2;) antecedido por las inclusiones coincide con (z,y)ou; = z y (z,y)o
to = 1. Calculemos O’O(Eg:g;)oh = 00<(f;), (2)>OL1 = 0'0(5) =z+0=1.
Por otro lado, o o (ggg) ot =00((g), () cra=00()=0+y=uy.
Por lo tanto (z,y) = (z,0) + (0, y).

iit) (z,0) 0 () = (z,0)0(}) o (1,1) o (J) = (z+0)o(a+0)=z0a

w) (z,y) o () = (@) o [()) + ()] = (@) o () + (@) o () = (z,0) 0
(6) +(0.9) 0 (0) + <x7 0)o (3) +(0.y) 0 () =wa+yb

Corolario 2.7.13. Consideremos los siguientes morfismos

f_(ab)'Al@A2—>B1€BBQ
9—( ) By @ By — C1 @ (s

La composicion g o f coincide con el producto de matrices

Demostracion: Observemos que la matriz g o f queda determinada por mor-

fismos z;; : A; — C; tales que z; j = p; o (g o f) o ¢;. Entonces:

e = {1,0)0 (52 0 () o () = wa) o () =woatwoc

Yz

ra = (10)o (7)o (D) o () = ()0 () =wobrod

Yyz
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e = (01)0 (52) 0 (1) 0 () = ) o () =yoartzoc

rn={0.1)0 (590 (D)o () = nho () =yobzod

Yz
, woa+xoc wob+zod w T a b
Asi go f = =
yoa+zoc yob+zod y oz c d

Teorema 2.7.14. Sean A y B objetos en una categoria abeliana, entonces el

conjunto de morfismos de A en B con la operacién + es un grupo abeliano.

Demostracion: Sea z : A — B. Consideremos el morfismo

(10> A B—-ASGB

T 1

y su nicleo k = (;). Tenemos que 0 = (1) o (i) = (,.,,,) con lo que

ki =0y ky = 0, entonces k = 0. Por lo tanto (i 2) es un monomorfismo.

10

Sea (c1,¢9) = cok(i?), entonces 0 = (c1,c9) © (w 1) = (c1 + cp0x,co).

Entonces ¢; = 0,¢, = 0, por lo tanto (i ?) es un epimorfismo. Hemos proba-
do que (i ?) es un isomorfismo, es decir, existe (22) tal que (31: ?) o (22) =

(aa:+il?a:+d) = ((1)?) = 1dagp. De donde tenemos que a = 1, b = 0 y como
br +d =1 entonces d =1 y ax + c =0 lo que implica que x 4+ ¢ = 0. Por lo
tanto la matriz (i (1)) es el inverso de (915 (1)) Esto nos asegura la existencia del

morfismo ¢ al que llamaremos el inverso de x y lo denotaremos —x.

Del teorema anterior tenemos que en categorias abelianas el conjunto de
morifismos entre cualesquiera dos objetos C' y C’ con la suma y el morfismo

cero, es decir (Hom(C,C"), ®,0) forman un grupo abeliano.
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Definicion 2.7.15. Decimos que una categoria C es preaditiva si cada con-

junto Home(C,C") es un grupo abeliano.
Observemos que en tal caso, la composicion
o: Home(C',C") x Home(C,C") — Home(C,C")

es un morfismo de grupos en ambas variables.

2.8. Suma directa

Definicion 2.8.1. Un conjunto de cuatro morfismos uy : Ay — S, ugy : Ay — S,
p1:S — Ay yps: S — Ay es un sistema de suma directa si S es una suma
directa de Al &) A2 yu = ((1)), Ug = ([1)), pP1 = <].,O> Yy p2 = <0, 1>

Teorema 2.8.2. Siuy : A1 — S, ug: Ay — S, p1 S — Ay ypy: S — Ay son

tales que:
i) prouy =ida,
i1) peou = 0
i11) pg o uy = ida,
iv) p1ouy = 0
V) U1 0Py + Uy 0 py = idg
entonces uy,us, p1 Y po forman un sistema de suma direta.

Demostracion: Sean z; : X — Ay y 29 : X — A,. Definimos z : X — S
COmo £ = Uy © Xy + U2 0 To.

Asl pjox = piou; oxy + p; 0 Uy 0Ty = idAlox1+Oox2 =7y
pgox:pgoulowl—i—pgougoxg:Oox1+idA2ox2:xg.Veamosquexes

el Unico morfismo que hace conmutar el diagrama:
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Ay s 52 A

p1 T D2
x
1 To
X
Sea w tal que pyow = x; Yy ps ow = x5. Tenemos que x = ids 0o x =
(upopr+uz0pa) 0 = UL OPLOT + U OPaOT = U O T + Up O Ty =
U1 0P oW~ uy 0Py 0w = (ug 0Py + Uy 0 py) 0w = ids ow = w. Por lo tanto

S es el producto de A; y As.

Ahora si tenemos y; : A1 — Y y y» : Ay — Y y definimos
Y = Y1 0 P1 + Y2 © P2 tenemos que you; = Y1 0P 0UL +Y20Pa0Uy = Y1 0td 4, +
1200 = y Y youy = 40Py 0Us+1Y20pa 0ty = 11 00+y0ida, = 1. Probemos la
unicidad de y. Sea z : S — Y con la propiedad de que zou; = y; Yy zouy = ¥s.
z = z0id, = 20(uy 0 Py + Uy 0 Py) = 20U OP1+20U0Py = Y1 OP1+Y20P2 = Y.

Por lo tanto S es la suma directa de A; y As.
n

Teorema 2.8.3. Sean uy : Ay — S, us: Ay — S, p1: S — A ypy: S — Ay

tales que p1ouy = ida,, poou; = 0, p2ouUy = ida,, P1OUy = 0 y las sucesiones:
A 25824,
Ay 258 2 oA

son exactas, entonces uy,uz,p1 Y pe forman un sistema de suma directa.

Demostracion: Consideremos 1,22 Y © = uy 0 x1 + ug 0 £ como en el teore-

ma anterior. Veamos que el siguente tridngulo conmuta:

A1L5£A2

N

X
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p1oxr = plo(ul oxy +u2o xg) = P10U]0T1+P1OU0T| = idAlox1+f)ox1 = 1.
Ademds pyox = pyo (ujomx; +u20xs) = Py oU © X1 + Pa O Uy O Ty =
0oz +ida, 0 x9 = T5. Veamos que x es el unico morfismo que hace conmutar
el diagrama. Sea 2’ tal que p; o2’ = 21 y py 0 &’ = x5. Consideremos el mor-
fismo —2'. Sea z =z — 2’. Como id4, = p; ouy es un monomorfismo, entonces
u1 s un monomorfismo. Entonces tenemos que la sucesiéon 0 — A; 5524,
es exacta. Como ppoz = ppox —pyox’ = x9 — a9 = 0, por la propiedad
universal del nicleo existe un tnico morfismo v : X — A; tal que z = u; o v.
Pero v = idy, ov = (prouj)ov=pjoz=pox—pox =z, — 1 =0

implica que z = 0, por lo tanto S es el producto de A; y Aj.

Dualmente demostraremos que S es el coproducto de A; y A,. Sean
y1: A1 =Y y y2: Ay — Y. Definamos y = y; o p; + y2 o po. Veamos que

y hace conmutar el diagrama:

A 5 A

N

Y

yous = (Y1 0P1 + Y20 P2) OUs = Y1 0P OUs + Y20 P2 0 Us = 0+ Yz 0 ida, = Yo.
Por otra parte you; = (y1op; +y20pe)ouy =y 0P 0 Uy + Y2 0 Pa 0 Uy =
y1 oidy, +0 = y1. Supongamos ahora que hay un morfismo ¢/ que también
hace conmutar el diagrama, definamos w = y — 3. Observemos que p; es
epimorfismo, y como la sucesién Ay =3 S 25 A, es exacta y wouy, =0, existe
un Gnico morfismo n : A; — Y tal que w = no p;. Entonces n = noidy, =
nopioug =wou, =you; —y oug =y —y; = 0=z =0 asi z es Unica.

Por lo tanto S es la suma directa de A; y As.
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2.9. Teoremas del Producto y Coproducto Fibrado

Proposicion 2.9.1. En categorias abelianas, dados dos morfismos x,y : A — B,

si z = x — y entonces ker(z) es el igualador de x y y.

Demostracién: Sea k = ker(z), entonces 0 = (z —y) ok =z ok —yok =
xok =yok, es decir k iquala a los dos morfismos, entonces existe un tnico
monomorfismo « tal que si e es el igualador de z y y, e = a o k. Por otro
lado, como e es el igualador roe =y oe entonces ) =xroe—yoe==zoe
por la propiedad universal del nticleo existe un inico monomorfismo 3 tal que
k=eof.

Teorema 2.9.2. Sea

;E

Q
«—
~
«—

s
Q

un producto fibrado. Entonces:
(i) Si e es monomorfismo entonces b es monomorfismo.
(i7) Sea k el nicleo de b. Entonces a o k es el nicleo de e.
(7it) Como caso particular, b es monomorfismo si y sélo si e lo es.

Demostracion:

(i) Sea z : X — P con la propiedad b oz = 0. Por la conmutatividad del
cuadrado tenemos que ecaoz = fobox = (, como e es monomorfismo
entonces a oz = 0. De la unicidad dada por la propiedad del producto

fibrado tenemos que z = 0. En particular ker(b) = 0.
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(i1) Sea k = ker(b), entonces eoaok = fobok =eo( = 0. Sea m tal

que e om = 0, entonces 0 : M — B hace conmutar el cuadrado:

M5B

lm !

A——=(C

Como P es el producto fibrado de e y f, existe un Gnico p: M — P tal
que aop=m ybop=_0.Como k = ker(b), existe un Ginico morfismo

l:M — Ktalquep=~Fkol,asim=aop=aokol.

A——=C

Unicidad: Sea s : M — K tal que m = a o k o s. Quisieramos ver que
s = 1. Notemos que bokos = 0, como k = ker(b), existe un tnico

morfismo ¢ tal que p o k = so k. Por lo tanto a o k = ker(e).

(i43) En el caso particular en el que b es monomorfismo, bo k =0 = k = 0,

entonces a o k = 0 = ker(e) por lo tanto e es un monomorfismo.

Teorema 2.9.3. En categorias abelianas, si

P

sy

b e

—

A%

Q

es un producto fibrado, entonces:
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(2)
(i)
(iid)

Si f es un epimorfismo, entonces a es un epimortismo
Si q = cok(e) entonces qo f = cok(b)

Si ademds e es un epimorfismo entonces b es también un epimorfismo.

Demostracion:

(4)

(iid)

Por la construccién del producto fibrado de f y e (Teorema 2.4.2), te-
nemos que k es el igualador de los morfismos f o7y y e o mg. Por
291 k = ker(f omq — eomp). Denotemos = fomy —eomp. Como
f = poua es un epimorfimso, entonces y es epimorfismo, ast i = cok(k).
Seaz:B — X tal que 0 = zoa entonces 0 = z0a =zomgok
entonces existe un Unico n : C' — X tal que no pu = z o wg. Entonces
nof=nopoiy=xomgoiy =x00. Como f es epimorfismo n =0 lo

que implica que zomg = 0, por lo tanto z = 0 en particular cok(a) = 0.

Sea z tal que z 0 b = 0, entonces z 0b = 0 o0 a. Como el cuadrado es
un coproducto fibrado, existe un Ginico morfismo ¢ tal que poe = 0 y
po f = x. Por la propiedad universal del conucleo, existe un unico v
tal que ¢ = vogq. Entonces po f =vogo f=ux, asi go f = cok(D). La

unicidad de v se sigue de la unicidad que nos da la propiedad universal.

En particular si e es epimorfismo, cok(e) = 0 implica que cok(b) = 0

con lo que b es un epimorfismo.
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Proposicion 2.9.4. Consideremos el cuadrado

C——

N

b

—
[}

B

e

y la sucesion

()

(&=

C—-A®B —'P

Entonces:
i) {e,—f)o (%) =0siy sdlo si el cuadrado comnuta.

i) 0 — C =% G) Aa B
producto fibrado.

i) e 4o p it

coproducto fibrado.
iw) 0— 0 &, ()

un producto fibrado y un coproducto fibrado.

&1
P es exacta si y sélo si el cuadrado es un

“Dp_ 0 es exacta si y sélo si el cuadrado es un

A B — “Dp 0 es exacta si y sdlo si el cuadrado es

Demostracion:

i) Tenemos que (e, —f)o (%) =0, sty sélosieoa—fob=0= eoa = fob

es decir, el cuadrado conmuta.

i) [=] 0—-0C= ) A® B == P es exacta. Como (e, —f) o (¢) =0 ten-
emos que el cuadrado conmuta. Como (Z) es monomorfismo, entonces
(3) = ker{e,—f). Sea () : X — A® B tal que (e, —f) o (}) = 0, en-

tonces existe un Unico o : X — C' tal que (z) = (‘;) o a, esto implica

(e,=f)
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que x =aoa y que y = boa. Por lo tanto el cuadrado es un producto

fibrado.
X .
N y )
AN C - A
\\\\\\ b el
My o—f
B——P

[<] Supongamos que el cuadrado es un producto fibrado. Como con-
muta tenemos que (e, —f) o (3). St (;) = ker (e, —f), entonces existe un
tnico 3 tal que (z) o = (4). Por otro lado consideremos (;) =im(}),
i.e. el menor subobjeto que factoriza a (‘Z) (;) 0d = (‘;) Entonces existe

7 tal que (;) = (”y”) o 7. Por lo tanto (;) < (z)

Como (z) = ker (e, — f) tenemos que eoz— foy = 0 entonces eox = foy,
como el cuadrado es un producto fibrado, existe un Unico « tal que
r=aocayy=boa Ast () = (jo0) = (;) ca= (;) 0§ o a entonces

(Z) < (;) Por lo tanto im(}) = ker (e, — f). Finalmente como (z) >~ (9)

tenemos que (‘;) es monomorfismo. por lo tanto la sucesion
0—-Ae&B—P

es exacta.

ii) =] C (—b2 A@ B “=0 p _, 0 es exacta. Por i) el cuadrado conmuta

y (e, —f) = coim (e, —f) = cok(}), entonces para todo (z,y) tal que
(z,y) o (4) = 0 existe un tnico morfismo « tal que o (e, —f) = (z,y).
Ast coe =2y ao—f =y. Por lo tanto el cuadrado es un coproducto
fibrado.



56

Categorias Abelianas

iv)

[<] Supongamos que el cuadrado es un coproducto fibrado. Como es
conmutativo, tenemos que (e, —f) o (;) = 0. Sea (i, j) = coim (e, —f) y
(e,—f) = o (i, j) la minima factorizacién. Sea (p,q) = cok(}), existe
un unico (3 tal que (e,—f) = (p,q) o 5. Como (i,j) = coim (e, —f)
entonces (7, 7) < (p,q).

Por otro lado (p,q) o (‘;) =0=poa= —qgob. Como el cuadrado es un
coproducto firado, existe un Unico 7y tal que yoe=pyyo f = —q. Asi
(p,q) =0 (e,—[), de donde (p,q) = yao (i, j) es decir (p,q) < (i, j).
Por lo tanto cok(Z) = coim (e, —f) y como (e, —f) = (p,q) entonces

(e, —f) es un epimorfismo. .". C @ A® B e f) P — 0 es exacta.

De i) y it) se sigue qUGOHC(—bzA@B<ﬂ>>P—>OeS exacta si y

solo si el cuadrado es un producto fibrado y un coproducto fibrado.
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2.10. Lemas Clasicos

Lema 2.10.1. Consideremos el siguiente digrama conmutativo tal que la sucesion

de abajo es exacta.

Bll < ’ B12

P, L

0 Boy g Boy — Ba3

Entonces el cuadrado es un producto fibrado si y sélo si la sucesidn

e €oy
0 — By, — Bis — B3 es exacta.

Demostracion: [=] Supongamos que el cuadrado es un producto fibrado.
Como & = im(8) = ker(e), tenemos que (eoy)oa =eo(yoa) =eodof = 0.
Veamos que a = ker(e o 7). Sea z tal que (eo~) oz = 0. Como § = ker(e)

existe un Unico z tal que doz = youx, es decir, el siguiente cuadrado conmuta:

X — By

|
By —"— By

Entonces existe un Gnico y tal que z = foy y x = aoy. Ahora supongamos
que hay otro morfismo w tal que z = awow, entonces oz = yoxr = yoaow =
0 o ow pero ¢ es un monomorfismo, hemos probado que z = o w. Por la
propiedad del producto fibrado, w = y. Por lo tanto oo = ker(e o).

[<<] 0 — B = By <1 Bys es exacta. Sean r y z morfismos tales que
§oz=ox Entonces eoyox =eodoz =0, como a = ker(eo~) existe un
Unico y tal que z = awoy. Por otro lado 6o foy =yoaoy=yox=doz
implica que S oy = z pues & es monomorfismo. Por lo tanto el cuadrado es

un producto fibrado.
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Lema 2.10.2. Dualmente en el siguiente diagrama conmutativo

Bys— By d By, 0

bk

(0%
By —— By

En el cual la sucesion de arriba es exacta, tenemos que el cuadrado es un
. . , . . Yyoe o
coproducto fibrado si y sélo si la sucesion By3 — Bi1s — By — 0 es

exacta.

Demostracion: [=] Supongamos que el cuadrado es un coproducto fibrado.
Queremos ver que o = cok(yoe€). Sea z: Bjg — X tal que xoyoe = 0.
Como cok(e) = coim(d) = & existe un Unico y : By; — X tal que yod = xo~.
De la propiedad del coproducto fibrado tenemos la existencia de un Gnico
z:Bjp — Xtalquezoff=yyzoa=ux.

Ahora supongamos que hay un morfismo w : By;; — x tal que wo o = .
Entonces yod = zrzoy =woaoy =woFod como d es un epimorfismo
y = w o 3. Por la unicidad del morfismo z dado por el coproducto fibrado,
tenemos que w = z.

[«<]  La sucesién By X By % By — 0 es exacta. Sea 7 : Bjg — X
tal que z o (y o €) = 0, entonces existe un Gnico morfismo z : By; — X tal
que z o = z. Por otro lado 6 = cok(e) y (z o) o e = 0, entonces existe un
Gnico morfismo y : By; — X dado por la propiedad universal del contcleo tal
que yod =z o~. Entonces yod =xoy=z0ao0y =zo0[0d implica que

y = z o 3 pues d es un epimorfismo.
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Lema 2.10.3. Sia: By — B3 es un monomorfismo, entonces ker(3) = ker(a o 3)
en la sucesion
B, - B, - B4

Demostracién: Sea k = ker((), entonces (oo ) o k = 0. Sea z tal que
(o B) oz =0, como o es un monomorfismo, tenemos que 3ox = 0. Entonces

existe un Gnico morfismo y tal que k oy = x por lo tanto k = ker(a o 3).
u

Lema 2.10.4. Si «: By — By es un epimorfismo, entonces cok(3) = cok(Foa)
en la sucesion
Bi —* B, - By

Demostracion: Sea ¢ = cok(f) y d = cok(a o 3). Entonces co (B o a) =
0oa = 0, por la propiedad universal del conticleo de 3 o a existe un tnico
z : cok(a o ) — Cok(B) tal que ¢ = z o §. Por otro lado do 3o a = 0.
Como « es epimorfismo, tenemos que d o 3 = 0, por la propiedad universal

del conlcleo de 3 existe un Unico y tal que d =y o c. Por lo tanto ¢ = d.
[

Lema 2.10.5. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo. Entonces la
4 vy € . 7 . .7 63
sucesion 0 — By — By — B3 es exacta si y sélo si la sucesion 0 — By — Bs

es exacta.

0 By — B, B, 0

idBOJ idBll al

0 BovBleB?,
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Demostraciéon: [«<]  Supongamos que la sucesién 0 — By % Bj es exacta,
es decir, que v es un monomorfismo. Por el lema 2.10.4 ker(3) = ker(a o [3)
entonces v = im(y) = ker(8) = ker(a o ) = ker(e) asi la sucesiéon 0 —
By > By -5 Bs es exacta.

[=] La sucesiéon 0 — By - B, > Bs es exacta. Sea k = ker(a).

Consideremos el producto fibrado de 5 y k.

P-2oK

oL

0 By B By 0

idgol idp, J aJ/

0 By —— By — By 0

Como [ es epimorfismo, el teorema 2.9.3 nos dice que ps es un epimorfismo.
Basta probar que ko P, = 0. Notemos que € o (idg, o p;) = ao fop, =
aokopy=00p, =0.Como y= ker(e) exise un unico morfismo 7 : P — By
tal que yon = py. Tenemos que kop, = Fop; = Fo(yon) = Boyon = Oon = 0.
Como p, es epimorfismo, k = ker(a) =0

Lema 2.10.6. Dualmente. La sucesién Bs = By > By — 0 es exacta si y

4 * .7 (e}
sélo si la sucesion Bs — Bs — 0 es exacta.

v

Bs —— B By 0

L,

0 B, B, —— B, 0

|

0

Demostracion: [<] « es un epimorfismo, entonces por el lema 2.10.4 tene-
mos que vy = coim(y) = cok(f) = cok(Boa) por lo tanto Bs > B; - By — 0

es exacta.
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[=] Supongamos que la sucesién B; — B 2 By — 0 es exacta. Sea
¢ = cok(a) y (P, p1,p2) el coproducto fibrado de 5 y ¢, es decir pyo 5 = pyoc.
Como (3 es monomorfismo, tenemos que py es monomorfismo. Como vy = cok(e),
tenemos que pyjoidoe=pjoffoxr =pyocoa = 0 entonces existe un Unico
n: By — P tal que py =nov, entonceSpgoc:ploﬁ:noyoﬁ:n:()

por lo tanto v es un epimorfismo.

Lema 2.10.7. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo con columnas

., g g’
exactas y la sucesion 0 — By — By — Ba3 exacta.
3

0 0 0
|
0 By ! B r By
af (@D B ’YJ/
0 By —%— Bay 4 Bas
o B
0—— By —— By

. I r . . h
La sucesion O — By, — Byy — Bi3 es exacta si y sélo si 0 — Bs; — B3 es

exacta. Mds adn, el cuadrado I es un producto fibrado.

Demostracion: La sucesién 0 — By, ER Bio Ll B3 es exacta si y sélo si f =
im(f) = ker(f"). Como v es un monomorfismo, por el lema 2.10.3 ker(f") =
ker(y o f') con lo que f = ker(y o f’), es decir 0 — By ER Bis x°f, Bys es

exacta. Esto ocurre si y sélo si el cuadrado I es un producto fibrado.
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!
By —— DB

JO‘ LB
g g’
0 Bgl BQQ B23 exr

Simétricamente, I es un producto fibrado si y sélo si la sucesion 0 —

o B'og
By — B '— Bss es exacta.

0 By Bas Bsy

Si y solo si del siguiente diagrama, h es un monomorfismo.
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., f f . , .
Entonces la sucesion Bi3 — Bia — Biyi — 0 es exacta si y sélo si

Bs KR B3; — 0 es exacta y el cuadrado 11 es un coproducto fibrado.

Demostracion: La sucesion Bis L Bis ER Bi1 — 0 es exacta si y sélo si
f = cok(f). Como v es un epimorfismo, por el lema 2.10.4 cok(f") = cok(f’ o)
lo que implica que Bsg foy Bia g, Bii — 0 es exacta. Por el lema 2.10.2 el

cuadrado I es un coproducto fibrado

Bos d By g By, 0

L@ |-

By —— By

/

C g . . , . .y vop
Simétricamente, /1 es un coproducto fibrado si y sélo si la sucesién B3y, —

03
Bys — Bis — 0 es exacta.

g
B32

By By 0

b@ Jf

o
Biy —— Bny

St y sédlo si por el lema 2.10.6 en el siguiente diagrama, h es un epimorfismo

0/3, «@
Bsy 4 By B 0

A

0 B3 —*— By —*— By; 0

|

0
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Lema 2.10.9. Lema del nueve. Consideremos el siguiente diagrama conmu-

tativo con columnas exactas y la sucesion (*) exacta.

0 0 0
0 By, d B, d B3 0 ()
«@ @ B ¥
0 By —2— Byy —2— Bog 0 (*)
o’ B8 @ o
0 B3y h Bsy " Bss 0 (44)
0 0 0

La sucesion (i) es exacta si y sélo si la (ii) es exacta.

Demostracion: Por el lema 2.10.9 la sucesion 0 — By g, By LN B3 es
exacta si y sélo si h es un monomorfismo. Aplicando el lema 2.10.8 tenemos
que f es un epimorfismo si y sélo si la sucesién Bs; LN Bs, LA B3z — 0 es
exacta. Asi (ii) es exacta si y sdlo si (i7) es exacta. Mas aun, el cuadrado I

es un producto fibrado y I7 un coproducto fibrado.

Observacion 2.10.10. Por simetria, podemos enunciar el Lema del nueve con-
siderando a todas las sucesiones horizontales exactas y la columna media
exacta, entonces la primer columna es exacta si y sélo si la tercer columna

es exacta.

Teorema 2.10.11. Segundo Teorema de Isomorfismo Sean [3 : B1y — Bay y
g : Boy = Bay monomorfismos tal que el supremo (unién) de sus imdgenes es

Bas. Entonces existe un diagrama conmutativo de la forma:
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0 0 0
0 By ! By & Bia/Bi1 ——0
a 8 gl
0 Boy g B a By /By —— 0
of B
0 —— Bs1/Bn Ly Bsy/Big ———0

Demostracion: Sea By; el infimo de g y b como subobjetos de By, = B2 N
By, recordemos que el cuadrado determinado por el infimo coincide con el
producto fibrado de g y b. Ademas sabemos que el producto fibrado preserva
monomorfismos, ast f y « resultan también monomorfismos. Consideremos
ahora los conlcleos: " = cok(f), ¢ = cok(g), o = cok(a) y ' = cok(p).
Con esto tenemos la existencia de h y v dada por la propiedad universal del

conucleo de v y f respectivamente.

0 0 0
0 B ! B ! Bys/By1 ——0
el B 2
0 By < Ba 4 Bay /By ——0
o 8 v
0—— B91/Bn L>B22/B12 i Bss 0
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Ahora estamos en la situacién del lema 2.10.7, como la sucesidn de arriba
es exacta tenemos que h es un monomorfismo. Dualmente, de la exactitud
de la primer columna, v es también monomorfismo. Si consideramos ahora el
infimo de los objetos cociente 5" y ¢’ y lo denotamos como Bssz, que coincide
con el coproducto fibrado, tenemos que A’ y 7’ son también epimorfismos.
Aplicando el lema 2.10.9 y la observacién 2.10.10, la sucesiéon horizontal de
abajo y la tercer sucesidn vertical son exactas.

Por la construccion del supremo de 3 y v (Lema 2.2.4 ) tenemos que
Bss = Bas/(B12UBsy) pero por hipétesis By = BiaUBy;. Por lo tanto B3z = 0

Bio ~ Bi1oUBy; y Bay ~ Bi12UB;
B12NB21 B2y B12NB21 B2

y 7 y h son isomorfismos, es decir

Teorema 2.10.12. Tercer Teorema de Isomorfismo. Sean « : By; — By y
g : By1 — Bay monomorfismos. Entonces existe un diagrama conmutativo de

la forma:

0 0 0
Iy J
0 B By 0
170

0 By g Bss I 322/321 —0

o B ’Y

0 — B21/B11 _h, By /By " gjigﬁ 0

0 0 0

Demostracion: Definimos 3 = g o a y consideramos o', ¢’ y 3’ los conlicleos

de «, g y [ respectivamente. Observemos que g0 = g ogoa = 0, es

decir, el morfismo cero hace conmutar ése cuadrado. Como las sucesiones
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verticales son exactas, tenemos un morfismo h dado por la propiedad del
conticleo de o que por el lema 2.10.7, se trata de un monomorfismo. Ademas
W o og=hohoa =0, entonces existe un tinico y que cumple yog' = h' o
Notemos que v es un epimorfismo puesto que la composicion con yo ¢’ lo es.

De la observacion 2.10.10 se sigue que la columna de la izquierda es exacta.

Ba2/Bi1 ~s Baa

Es decir, B /By — B

Teorema 2.10.13. Sea g : By — Bas tal que existe s : Byy — Boy tal que
so g = 1. Entonces si la sucesion 0 — By 9y Byy & By — 0 es exacta,
existe un morfismo s' : Boz — Bay tal que g' o s’ =1 y By junto con g,s,9' y

s’ forman un sistema de suma directa.

Demostracion:

Consideremos los morfismos 15,,, gos : Byy — Bas junto con su diferencia.
Entonces (1p,, —gos)og=1p,09—gosog=g—go(sog)=g—g=0.
Como ¢’ = cok(g), existe un Gnico s' : Bag — By tal que s'og’ = 1p,, —gos,
de donde

sog +gos=1p,, (%)
Ademas ¢’ o g = 0 por la exactitud de la sucesién. Por otro lado (¢ 0s')og’ =
go(sog)=go(lp,—gos)=golp,—gogos=g —0=4g perog es
un epimorfismo entonces ¢’ o s’ = 1p,,.

Ahora por (x) tenemos gosos’ = (1p,,—5'0g')os’ = s'—s'0g'os’ = s'os' =0
y como g es un monomorfismo, entonces so s’ = 0. Por lo tanto By, junto con

s,s',g y ¢ forman un sistema de suma directa.
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Capitulo 3
Resultados Importantes

Decimos que una categoria es aditiva si es preaditiva, tiene objeto cero y
biproductos binarios. De manera que con los resultados del teorema de fac-
torizacion unica 2.5.16 y el teorema 2.3.9 podemos definir ahora una categoria
abeliana A como una cateqgoria aditiva en la que todo morfismo « tiene un
nucleo, un condcleo y una factorizacién o = vy o 3 donde 3 es un epimorfis-
mo y v un monomorfismo. En base a ello, estudiaremos en adelante algunos
resultados importantes de la teoria de categorias en el caso abeliano para

finalmente adentrarnos en la teoria de Morita.

3.1. Funtores aditivos

Definicion 3.1.1. Si B y C son categorias preaditivas, entonces el funtor

T : B — C es un funtor aditivo si satisface
T(B+08)=TP)+T(F)
para todo par de morfismos (3, 3’ : B — B'. Es decir que la funcién
T : Homp(B,B') — Homc(TC,TC")

sea un morfismo de grupos.
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Definicion 3.1.2. Sea un funtor T : B — C.

1. T es exacto si dada una sucesion exacta en B, su imagen bajo T es

también una sucesion exacta.

2. Decimos T que es exacto izquierdo si para una sucesion exacta de la
forma 0 = B —- B — B"—0en B, 0—T(B") — T(B) — T(B") es

exacta.

3. Dualmente, T' es exacto derecho si dada una sucesién exacta en B,
0— B — B — B"— 0 se tiene que T'(B') - T(B) — T(B") — 0 es

exacta.

Proposicion 3.1.3. El funtor Hom : C? x C — Ab es exacto izquierdo en

cada variable.

Demostracion: Sea X un objeto en C?. Consideremos una sucesidn exacta

i j .,
0—-Y' =Y = Y” Entonces tenemos en Ab la sucesidn:

0 — Hom(X,Y") "™ Hom(x,v) "% Hom(x,Y")

Como Hom(X,_) es un funtor, tenemos que hom(X,j) o hom(X,1) =
hom(X,j o i) = hom(X,0) = 0o _ Sea g € Im(hom(X,i)) entonces
hom(X, j) o hom(X,i)(g) = 0 por lo tanto g € Ker(hom(X, j)).

Mas alin, supongamos que existe o : A — Hom(X,Y') con la propiedad
de que hom(X, j)oa = 0, entonces para todo ¢ € A se tiene que hom(X, j)o
a(p) = joa(p) =0 pero como i = ker(j) entonces existe un tnico §: X —

Y’ que hace conmutar el siguiente tridngulo.
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Si a cada ¢ le asignamos el morfismo 3 con esta propiedad, tenemos
un unico morfismo v : A — Hom(X,Y’) tal que u o hom(X,i) = «, es
decir hom(X,i) = ker(hom(X,7)) y como consecuencia hom(X,i) es un
monomorfismo.

Consideremos ahora f € Hom(X,Y) tal que hom(X,j)(f) = jo f =0,
entonces existe un dnico f': X — Y’ tal que io f' = f dado que i = ker(j).
Es decir, hom(X,7)(f") = f por lo tanto f € Im(hom(X,1)).

Hemos probado que Hom(X,_) es exacto izquierdo. Apliquemos ahora
Hom(_, X) a la sucesién 0 — Y’ Ly Ly

hom(i,X)

") Hom(y, X) " Hom(Y', X)

0 — Hom(Y", X)
Analogamente al caso anterior tenemos
hom(i, X) o hom(j,X) = hom(j 0i,X) =0

con lo que tenemos que hom(j, X) es un monomorfismo. Falta probar que
Im(hom(j, X) = Ker(hom(i, X)); sea f € Im(hom(j, X)), entonces existe
k€ Hom(Y", X) tal que hom(j, X)(k) = koj = f entonces hom(i, X)(f) =

foi=kojoi=Fko0=0 que es lo que buscabamos.
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3.2. Objetos inyectivos y proyectivos

Definicion 3.2.1. Sea C una categoria abeliana.

1) Decimos que un objeto C' es proyectivo si el funtor Hom(C,_) : C — Ab

es exacto.
2) C es inyectivo si Hom(_,C) : C°? — Ab es exacto.

Lema 3.2.2.  (¢) Unobjeto C es proyectivo si y sélo si para todo epimorfismo

j: Y = Y" y todo morfismo g : C — Y" existe g : C — Y tal que

Jjog=g.
C
e
g
J
Y y” 0

(11) C es un objeto inyectivo si y sdlo si para todo morfismo f :Y' — C'y

todo monomorfismo i : Y' — Y existe f : Y — C tal que f = f oi.

OEY’%Y

fl
T

C

.y .. i J .
Demostracion: Probaremos (ii). Sea 0 — Y’ — Y = Y” — 0 una sucesion

exacta en C. C es inyectivo si y sélo si la sucesidn

0 — Hom(Y",0) "™ Hom(y,) "™ Hom(y",C) — 0
Es exacta, esto si y sélo si hom(z, C') es un epimorfismo, es decir, Im(hom(i, C)) =
Hom(Y',C), asi para toda f € Hom(Y’,C) existe f € Hom(Y,X) tal que
hom(i,C)(f) = foi=f.
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Proposicion 3.2.3. Sea {C;}; una familia de objetos en C, entonces:
(1) @1C; es proyectivo si y sélo si cada C; es proyectivo.
(i1) 11I; Ci es inyectivo si y sdlo cada C; es inyectivo.

Demostracion: Probaremos (i7), [=] Supongamos que [ ] C; es inyectivo. Sean
pi : [[Ci — C; las proyecciones canénicas y un monomorfismo m : X’ — X.
Fijemos C;, en la familia {C;};; queremos demostrar que para todo morfismo
f: X' — C, existe f tal que fom = f.

El morfismo f : X' — C;, determina un unico g : X’ — [[C; que hace

conmmutar el siguiente tridangulo:

X/
fl g

T
Cio <TO H Cz

tal que para todo i # iy se tiene que p; o g = 0. Entonces como [[C; es
inyectivo, existe g con la propiedad de que p;ogom = g. Asi p;,, 0ogom =

Di, © g = [ que es lo que buscabamos.

0— X' —=X

- Pig°d

Ci

[«<] Supongamos que C; es un objeto inyectivo para cada i. Seam : X' —
X un monomorfismo y un morfismo f : X’ — [] C;. Consideremos ademés las

proyecciones naturales p; : [[ C; — C; para cada ¢, asi tenemos el morfismo
piof: X —C.
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0 X' X
[1C:i+5—Ci

Como C; es inyectivo existe un unico g; : X — C; tal que g;om = p; o f.
Sea g: X — [] C; el morfismo inducido por la familia de g; tal que p;og = g;.

Entonces pjogom = g; om = p; o f. Por lo tanto gom = f.

3.3. La reticula de subobjetos de C' es modular

Observacion 3.3.1. Dada una sucesién exacta 0 — Cy 2% C; 2% C' — 0 pode-
mos construir su producto fibrado con respecto a un morfismo a, : Cy — C.

Si consideramos el siguiente diagrama conmutativo donde P es el pro-
ducto fibrado de a; y as y By es el morfismo inducido por ap : Cy — C y
0:Cy— Cs.

0 o Bo p ﬂC2

100\[ ’Yl CVQJ/
0——Co—C ——=C 0
Sea ¢ : X — P con la propiedad de 3o = 0. Entonces a; oy o1 = 0.

Como ay = ker(ay) existe un Unico A : X — Cj tal que Yoy = ago A =

apgolg,od=7v0foAyazofo) =a;o0v01 =aj;ovyoFol entonces de
la unicidad dada por la propiedad universal de P tenemos que ¥ = 3y o 7.
El caso particular en que as es un monomorfismo, nos dice que cada
subobjeto Cy de C/Cy = C es de la forma P/Cy para algin subobjeto P de
(. Dicho de otra manera, la recticula L(C) de subobjetos de C' = C,/Cj es

isomorfa a la reticula de subobjetos L([Cy, Cy])
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Definicion 3.3.2. Una reticula L es modular si para todo a,b,c € L cona < b
se tiene (c Ab) Va = (¢V a) Ab. Equivalentemente L es modular si y sdlo
si todo intervalo I de L tiene la siguiente propiedad: Si ¢ € I tiene dos

complementos a,b € I con a < b, entonces a = b. Véase [11] pdgina 66.
Proposicion 3.3.3. La reticula de subobjetos de C' es modular.

Demostracion: Como el intervalo [By, By| de L(C') es isomorfo a la reticula
L(B,/By), basta suponer que los subobjetos B; < B, tienen un complemento

en comun C’. Es decir By @ C' = C' y By & ¢’ = C. Entonces el morfismo
L

inducido [ =
=(4

isomorfismo.

) es un isomorfismo, en consecuencia ¢ es también un

3.4. Generadores y Cogeneradores

Sean C y D categorias abelianas y un funtor aditivo 7" : C — D. Recordemos

que T es fiel si es inyectivo en morfismos, asi T'(«r) # 0 para todo o # 0 en C.

Proposicion 3.4.1. Un funtor exacto T es fiel si y sélo si T(C') # 0 para todo

objeto C' distinto de cero.

Demostracion: [=] Supongamos que T es fiel y 7'(C') = 0, entonces T'(1¢) =
17 = 0, Por lo tanto 1o =0 yC =0.

[«<] Supongamos que T' es exacto y para cada objeto C' # 0, T'(C) # 0.
Sea a # 0 con a = im(a) o v, entonces Im(a) # 0 y por la exactitud de
T, T(«) es un monomorfismo y T'(y) es epimorfismo, es decir T'(Im(a)) =
Im(T(a)) # 0, por lo tanto T'(cr) # 0.



76 Resultados Importantes

) —

Definicion 3.4.2. Un objeto C' de C es un generador para C si Hom(C,_) es

fiel. C' es un cogenerador si el funtor Hom(_, C) es fiel.

Proposicion 3.4.3. Supongamos que una categoria C tiene coproductos. Si U
es un generador, entonces para todo objeto C' existe un epimorfismo U") — C

para algun conjunto de indices I.

Demostracion: Sea C' # 0, como U es un generador, entonces Hom(U, C) #
0. Sea I = Hom(U,C) y ¢ : UD =@, U, — C el morfismo inducido por
a: U, — C para cada o € .

UQLO*’Y>CK
b
Lul <P
PUa
Sea 0 # v : C — (', entonces Hom(U,~) # 0 y Hom(U,C) # 0, por

lo tanto existe av tal que yoa # 0, asi Yo p o1y = yo o # 0 para cada «

entonces v o ¢ # 0. Por lo tanto ¢ es epimorfismo.
[

Proposicion 3.4.4. Un objeto proyectivo P es un generador si y sdlo si existe

un morfismo distinto de cero oo : P — C para cada C # 0.

Demostracion: [<] Supongamos que P es un generador proyectivo, entonces
Hom(P,_) es exacto y fiel, asi Hom(P,v) = 0 si y sélo si v = 0.

[«<] Supongamos que P es un objeto proyectivo y para cada C' # 0 existe
0 # a € Hom(P,C). Entonces Hom(P,_) es fiel, por lo tanto P es un

generador.
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Proposicion 3.4.5. Supongamos que C tiene productos. Si V es un cogene-
rador, entonces para cada objeto C existe un monomorfismo C — V' para

algun conjunto de indices 1.

Demostracion: Sea C' # 0, consideramos I = Hom(C, V') # {0} y el morfismo
¢ :C = Il,e; Vo = V! inducido por o € Hom(C, V).

Sea 0 # v : C" — C entonces Hom(v,V) # 0 pues V es un cogenerador, por
lo tanto existe o € Hom(C,V) tal que a oy # 0, asi my 0 ¢y = a0y # 0

para todo v # 0. Asi ¢ es un monomorfismo.

Proposicion 3.4.6. Un objeto inyectivo E es un cogenerador si y sdlo si existe

un morfismo distinto de cero C — E para cada C # 0.

Demostracion: [=] Sea E un cogenerador inyectivo, entonces Hom(_FE) es
fiel e inyecivo en morfismos, es decir Hom(y, E) = 0 si y sélo si v = 0.

[«<] Supongamos que E es inyectivo y para cada C' # 0 hay un morfismo
0# o € Hom(C, E). Por lo tanto Hom(_, E) es fiel.

Definicion 3.4.7. Se dice que una categoria es localmente pequeia si la

clase de subobjetos de cualquier objeto es un conjunto.

Proposicion 3.4.8. Si C tiene un generador, entonces C es localmente pe-

quena.
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Demostracion: Sea U un generador en la categoria. Sea 5 : B — C un

representante de |/3|. Definimos para (3:
(B) = {a € Hom(U, B)|a se factoriza a través de 5} C Hom(U, C)

Sea ' : B' — (' tal que §' ¢ 3], en particular, no existe un isomorfismo
entre 3y 3. Consideremos el infimo de 3y . Sean v y 7' los monomorfismos
inducidos.

Notemos que (3 ¢ || implica que 3N (3 # 3, en consecuencia 7y no es
un isomorfismo. Del mismo modo si 5 ¢ || entonces 7' no puede ser un
isomorfismo. En nuestro caso podemos suponer que 7' no es un isomorfismo,
como de hecho es un monomorfismo entonces no es epimorfismo. Asi ¢ =
cok(v') # 0.

Sea 0 # o € ('), es decir, « = ' oz para alguna 2 : U — B’ distinta de
0 y supongamos que a € {/3). Entonces existe y # 0 tal que a = S o .

Por la propiedad del producto fibrado del infimo de 3y ', existe un tnico
morfismo u : U — P tal que ¥ ou = x y vou = y. Entonces tenemos
0+#¢ox =q ovyou ésto es una contradiccién pues ¢ = cok(y'). Por lo
tanto a ¢ (). Concluimos que |3]| # || generan subconjuntos distintos
(B) # (B") de Hom(U,C'). Asi si S es la clase de subobjetos de C' entonces

() (3) € Hom(U,C)

Bes
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Nos dice que S es un conjunto y por lo tanto C es localmente pequeia.
u

Proposicion 3.4.9. Sea M un A—méddulo derecho con anillo de endomorfismos
B = End (M), entonces:

(i) Si M, esun generador, entonces M es proyectivo finitamente generado.

(i7) Si My es proyectivo finitamente generado, entonces g M es un generador.
AUN FALTA LA DEMOSTRACION.

Ejemplo 3.4.10. Una familia {U;},; de objetos en una categoria C es una
familia de generadores si para todo o : B — C distinto de cero, existe
un monomorfismo § : U; — B para alguna i tal que oo 3 # 0. Si C tiene

coproductos, entonces @, U; es un generador.

Demostracion: U; es un generador, entonces Hom(U;, _) es un funtor fiel, ast
Hom(U;, o) # 0, es decir, existe 5 € Hom(U;, B) tal que a o 3 # 0. Por otro

lado, sabemos que
Hom(@ Ui, B) = [ [ Hom(U;, B)
I I

Queremos ver que Hom (&), Ui, a) # 0. Consideremos el siguiente diagrama:

[1, Hom(U, B) *— Hom(U;, B)

n#0 Jao

[1, Hom(Us, €)% Hom(U;, C)

Donde p; y ¢; son proyecciones. Por la propiedad universal del producto
hay una Gnica n # 0 tal que ¢;on = (o _) o P, # 0. Denotemos 1 =
Hom(@ U;, «). Como ¢; es un epimorfismo, existe € € [[ Hom(U;, B) tal que
gion(e) = (aoB)op; # 0 para toda i, con lo que Hom(@ U;, B) # 0. Por lo

tanto €, U; es un generador.
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3.5. Categorias de Funtores

Definicion 3.5.1. Si Z es una categoria pequena y C una categoria arbitraria,
definimos la categoria Fun(Z,C) cuyos objetos son funtores T — C y los

morfismos entre ellos son transformaciones naturales.

Notemos que Fun(Z,C) es en efecto una categoria. Para cada funtor S €
Fun(Z,C) tenemos la transformacion natural Ids = {(Ids), = Idsg) }, y si
tenemos un par de transformaciones naturales n: R = Sy p: S = T defini-
mos pon: R =T dada por la familia de morfismos {y; on; : R(i) — T'(i)} ;.
Por comodidad denotaremos al conjunto de transformaciones naturales en-
tre dos funtores S y 7" como Nat(S,T). Observemos que cada transformacién
natural estd dada por una familia de morfismos indicada en una categoria
pequefia I, ast Nat(S,T) C [[; Hom(S(i),T(i)) que es un conjunto.

Proposicion 3.5.2. Si T es una categoria pequena y C es preaditiva (abeliana)

entonces Fun(Z,C) es también preaditiva (abeliana).

Demostracion: Sean S,T € Fun(Z,C) con &,n : S = T transformaciones
naturales. Definimos (£ 4+ 1) = £+n en Nat(S,T) dada por morfismos &;+7; €
Hom(S(i),T(7)) que es un grupo abeliano dado que C es preaditiva. Ademas
para cada morfismo & existe —& € Hom(S(i),T(i)) tal que & + (&) = 0,
lo que implica que —¢ = {&;}, € Nat(S,T).

Definimos ¢ : S = T la transformacion natural cero dada por la familia
de morfismos {¢; = 0: 5(i) — T'(i)}

Todo lo anterior dota a Nat(S,T) de una estructura de grupo abeliano,

€L’

por lo tanto Fun(Z,C) es preaditiva.

Si ademés C es abeliana y tenemos Ti,...,T, funtores en Fun(Z,C).

Definimos T' =1} x --- x T,, de la forma:
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T(i) = Ty(i) % -+ x Tp(d)

)
l{ JT(H)
J

T(j) =Ta() x - x Tu(j)

Ty(p) 0 0
donde T'(u) = 0o . 0 . Veamos que T es un funtor. Para
0 0 Tu(w

el morfismo identidad 1; : i — i tenemos que T'(1;) corresponde a la matriz:

T1) 0 0 g O 0
0 0 = o . 0 = lr@)
0 T.(1) 0 0 1,0

Ahora si consideramos i % j 2 k en T y T'(n) = M, y T\ = M, las
matrices correspondientes, entonces la composicion T'(\) o T'(1) coincide con
el producto de las matrices, que por ser diagonales se multiplican entrada a
entrada, es decir [MyM,],, = Ti(X) o Ti(i) = Ty(Ao ) para cada funtor 7; con
1 <1< n.Porlotanto T(\)oT () =T(Aop), conloque T =Ty x---xT, €
Fun(Z,C).

Solo falta ver que Fun(Z,C) tiene nlcleos. Tomemos una transformacidn
natural n : S = T y definamos para cada i € Z: K(i) = Ker(n;) y para cada
w1 — j, K(p) como el morfismo dado por la propiedad universal del nicleo

de UE

K(p) S(n) JT(H)
> ker(ng) . j .
K(j)—2% S(j) —=T(j)

=
L .

Notemos que K (1;) es el Ginico morfismo con la propiedad de ker(n;) o
K(1;) = 1g4) o ker(m;) = ker(n;), es decir K(1;) = lg(;. Tambien por la
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unicidad dada por la propiedad universal del niicleo, si dados i & j 2k en
Z, entonces K(\) o K(u) = K(\ou) pues ambos hacen comutar el cuadrado

exterior en el siguiente diagrama:

ker(n;)

i ( ) —=S(7) SN T(7)
/{ K (1) S(p) lT(M)
. ker(m nj
j KOep) K( ——8(j) ——T(j)
)\J/ LR lsm JT(A)
k’ K ker(nk) T(l{,’)

Por lo tanto K € Fun(Z,C) y tenemos una transformacién natural x : K = S
determinada por la familia {ker(n;)}, para cada n € Nat(S,T) que ademés
cuenta con una propiedad universal dada puntualmente. Dualmente tenemos
la existencia de contcleos en Fun(Z,C) y asi concluimos que la categoria

Fun(Z,C) es también abeliana.
n

Definicion 3.5.3. Sean B y C categorias preaditivas. Denotamos como Hom(B,C)
a la subcategoria plena de Fun(B,C) que consta de los funtores aditivos de
BenC.

Proposicion 3.5.4. Si B es una categoria pequena y preaditiva y C una
categoria abeliana, entonces Hom(B,C) es una subcategoria abeliana de
Fun(B,C).

En adelante, denotaremos como hp al funtor Hom(_, B) : B — Ab.

Lema de Yoneda 3.5.5. Sea B una categoria pequena y preaditiva. Para todo

objeto B de B y todo funtor aditivo T': B — Ab hay un isomorfismo
Nat(hg,T) = T(B)

que es natural en B y en T.
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Demostracion: Sea n € Nat(hpg,T). Consideremos la componente en B de
la transformacién np : hp(B) = Hom(B,B) — T(B), y definimos 6z 1 :
Nat(hp,T) — T(B) como 0pr(n) = np(1p).

Sean n,puy ¢ € Nat(hg,T). Con C la transformacién natural cero defini-
da en la proposicion 3.5.2. Entonces Opr(n+p) = (n+ w)s(lp) = (ns +
1e)(1p) = np(1s) +ps(ls) = 0pr(n) +0p (1), ademés 05 r(¢) = (p(1p) =
0.

Op,r es un isomorfismo.

Sea n € Nat(hp,T) tal que 0g1(n) = ne(lg) = 0 € T(B). Sea o €
Hom(B’, B), como n es una transformacién natural, el siguiente cuadrado
conmuta:

B Hom B',B)"B’ 5 T(B')

I o

B Hom(B,B) T(B)
Entonces np/ (o) = T'(a) onp(lg) = T(«)(0) = 0 por lo tanto n = ¢, es decir
Op,r es un monomorfismo.

Definamos para cada = € T'(B) un morfismo pu(x)p(a) = T(a)(x) con
a : B — B. Veamos que {u(z)p : hp(B') — T(B')} gcp determina una
transformacién natural. St §: C' — B’ en B, demostraremos que el siguiente

cuadrado conmuta:

C Hom(C,B) —— Do, T(C)

ﬁl T_Oﬁ @ TT(,@)

B’ Hom(B',B)—— T (B’)
w(x)pr

Sea a € Hom((B', B)
T(aop)(x) =T(B)oT(e)
p(x)p (@) = T(B) o T(a)
es decir, para cada © € T(B) tenemos una transformacién natural p(z) =
{1(@)p }pep € Nat(hg, T).

), entonces u(z)c o (_o B)(a) = p(x)ela o f) =
() pues T es contravariante. Por otro lado T'(3) o

Hemos probado que el cuadrado 2 conmuta,
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Calculemos 0 r(p(z)).

Por definicidon, tenemos que Opr(u(z)) = wp()p(ls) = T(1p)(z) =
Lypy(x) = . EL paso intermedio surge de la conmutatividad de 2 al sustituir
B por 1p. Con ésto tenemos que 0z es también un epimorfismo y por lo
tanto un isomorfismo de grupos.

Opr es natural en B y en T'. Para ésto necesitamos probar la conmuta-

tividad de los dos diagramas siguientes:

Ops
B’ Nat(hg,T)>=T(B)

c{ T(oa) ® TT(a)

B Natlhg, 7)™ T(B)

Y para la naturalidad en 7" probaremos que 3 conmuta.

S Nat(hg,S)25 S(B)

aﬂ ol @ |

0B,

T Nat(hp,T) ——T(B)

El morfismo « : B’ — B induce una transformacion natural a : hg = hp
dada por la familia de morfismos {(ao )¢ : hp/(C) — hp(C)}oep St B -

C — D en B, tenemos el siguiente cuadrado conmutativo:

Asi si fijamos el funtor 7', tenemos un morfismo (_oa) : Nat(hg,T) —
Nat(hg,T). Por otro lado, sabemos que st 7 : hg = T entonces el cuadrado
1 conmuta, es decir np o (_oa) = T(a)ong. Asinoa: hg = hg = Ty

sus componentes se calculan (noa)c = ng o ac = 1, © (v o _)c. Entonces
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Opr(noa) = (noa)p(lp) =np o(aoly) =ngoa="T()on(ls) =
T(a) o 0 1(n). Esto es, el cuadrado 3 conmuta.

Tomemos dos funtores S,T : B” — Ab y una transformaciéon natural
0:S5=T.Seapue€ Nat(hg,S), entonces ooy € Nat(hp,T) yOpr(con) =
(00 u)p(1p). Por otro lado o 0 Op (1) = oo up(lg) = (0 o p)p(lp), en
consecuencia 4 conmuta y obtenemos la naturalidad en 7" de 6p 1

Corolario 3.5.6. Una categoria pequena y preaditiva B es equivalente a la

subcategoria plena de Hom (B, Ab) de funtores representables.

Demostracion: Consideremos el funtor £ : B — Hom(B, Ab) definido como
sigue:

B+—— Hom(_, B)

B Bo_

B'+—— Hom(_, B’)
Los morfismo en Hom(B, Ab) forman el conjunto Nat(hg, hp'). Aplicando
el Lema de Yoneda a T" = hp/, tenemos que Nat(hp,hp) es isomorfo a
hg(B) = Hom(B, B'). Esto nos dice que E es un funtor fiel y pleno, es decir
una equivalencia entre B y Hom(B, Ab).

Definicion 3.5.7. Una sucesion de funtores 0 — hy — hy — hy — 0 es
exacta en Hom(B, Ab) si y sélo si 0 — hr(B) — hpy(B) — hy(B) — 0 es

exacta para cada B € B.

Corolario 3.5.8. La familia {hp} 5.5 es una familia de generadores proyec-
tivos para Hom(B, Ab).

Demostracion: Probaremos que para cada funtor 7' : B — Ab distinto del
funtor constante cero, Nat(hg,T) # {(}. Existe B € B tal que 0 # T(B),
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como 075 : T(B) — Nat(hp,T) es un isomorfismo de grupos, existe 0 #
x € T(B) tal que Orp(x) = n # (. Por lo tanto Nat(hg,T) # {(} para
cada T # 0. Por la proposicién 3.4.4 tenemos que cada hp es un generador

proyectivo.
[

Ejemplos 3.5.9. 1. Mddulos. Sea A la categoria con un solo objeto {x} y
cuyos morfismos son los elementos de un anillo A. Sea C una categoria
preaditiva. Un funtor aditivo 7" : A — C corresponde con un morfismo

de anillos
A = Hom(x,%) 2> Hom(T(x),T(x)) = Hom(C,C) dondeC' = T'()

Un objeto C' en una categoria junto con un morfismo de anillos ¢ :
A — Hom/(C,C') se conoce como un A—objeto izquierdo en C. Dual-
mente un A—objeto derecho de C estd dado por un morfismo de anillos
¢ : A — Hom(C,C). St consideramos C = Ab tenemos que ¢(a) =
(aA_) € Hom(C,C) con T'(x) = C un grupo abeliano y A € A, en-
tonces los A-objetos izquierdos en Ab son A—mddulos. Con ello tene-
mos el isomorfismo de cateqgorias A — Mod = Hom(A, Ab).

2. Pregavillas. Sea X un espacio topoldgico. Una pregavilla abeliana F
en X asigna a cada abierto U de X, un grupo abeliano F(U) y asigna
a cada inclusién U < V un morfismo de grupos pyy : F'(V) — F(U).
La composicién de dos inclusiones U — V — W bajo F' se denota
pwu = pwyv © pyy Definimos Zx cuyos objetos son los abiertos de X
y los morfismos son inclusiones. Entonces una pregavilla es un funtor
F:I% — Ab.

3. Categorias de Diagramas. Sean Cy, C1,C5 objetos en una categoria C.

Consideremos a los diagramas de la forma Cy — C; — Cs. Un morfismo
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entre ellos es una triada de morfismos fy, f1, fo que hace conmutar los

cuadrados:

CQHC&%CQ

]

C)——Cl——C}

Sea 7 una categoria con solo tres objetos a,b,c y morfismos o : a — b,
B:b—c¢,foa:a— cjunto con las identidades en cada objeto. Sean

F,G : 7 — C funtores tales que:

I o
B
¢ G % c%

Q
—e
H

Q

Un morfismo entre los dos diagramas anteriores es una transformacién
natural n : ' — G dada por n, = fo,m = f1,m. = fo. Asi, la cate-
goria de diagramas en C es isomorfa a Fun(Z,C). En general, si Z es
una categoria pequena, Fun(Z,C) puede considerarse una categoria de

diagramas.

4. Sistemas dirigidos. Sea I un conjunto parcialmente ordenado. Decimos
que [ es un conjunto dirigido si para cada pareja ¢,j € [ existe k € [
tal que ¢ < ky j < k. Un sistema dirigido de médulos consiste en un
mddulo M; para cada i € I y un morfismo de médulos «;; : M; — M;
para cada 7 < j y un morfismo «;; : M; — M;. Ademds si¢ < j <k

implica que aj; 0 oy = Q.
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3.6. Limites y Colimites

Definicion 3.6.1. Sea 7 una categoria pequeria, consideremos un funtor F :
Z — C. Si X es un objeto en C se tiene una familia de morfismos o; : X —
F(i) para cada i € I, entonces decimos que la familia {;}, ., es compatible

si para todo A :i — jenZ, a; = F(\)oa.

Definicion 3.6.2. Un limite para el funtor F' : T — C es un objeto [imF" en

C junto con una familia compatible de morfismos {gpi tlimF — F(z)} tal
i€T
que para cualquier otra familia compatible {&; : X — F(i)}, existe un tnico

§: X — limF tal que ;08 =&,

Definicion 3.6.3. Una categoria C es completa si el limite existe para todo

funtor F : T — C cuando T es pequena.

Proposicion 3.6.4. Si C es completa, entonces lim es un funtor de
am

Fun(Z,C) — C donde T es pequeiia.

Demostracion: Sean F,.G € Fun(Z,F) y n : F = G una transforma-
cion natural. Por hipdtesis limF y [imG existen en C, claramente definire-
mos lim(F) = limF para cada funtor en Fun(Z,C). Ademés para cada
i tenemos el morfismo n; : F(i) — G(i). Sean {gpi ; MFHF(Z)}I y
{% DlimG — G(z’)}I las familias compatibles de cada limite.

Veremos que la familia {771» 0@ limkF — G(i)}I es compatible: Para A :
i — j en I tenemos que G(\) on; o p; =m0 F(X) o, =n;op; se sigue de
la naturalidad de 1 y de que {¢;} es una familia compatible.

F(i) —— G(i) limE 2y P (4)

—

i
)\J F“)J lG(A) N lF(A)
; |

F(j) —= G(j) F(j)
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Por la propiedad universal de limG existe un dGnico morfismo
limF — [imG al que denotaremos [imn que hace conmutar el siguiente
— — —

cuadrado para cada i:

limI" 2 1 (i)
timn

; M Yi .

limG —— G(i)

Veamos que ésta asignacion es un funtor. Para la transformacidon natural
idr 1 F'= I tenemos que [im(idr) es el inico morfismo con la propiedad de
que lpg o, =go @(zdp) por lo tanto @(zdp) = Liimr.

Dadas n: F'= G y u: G = H transformaciones naturales, tenemos que

el cuadrado exterior conmuta, entonces por la propiedad universal de limH,

lim(p) o limn = lim(p 0 7).

F limF 'y F(4)
nu " %lim(n) ni
G lim(pon) - limG SNE)
#H : lim(u) Jui
H limH Y, 7 ()

Por lo tanto [im es un funtor de Fun(Z,C) en C.
@m
]

Definicion 3.6.5. Dualmente, el colimite de un funtor F' : T — C es un objeto
limF' junto con una familia compatible de morfismos {%’ CF— limF} que
— —

es universal para familias compatibles {¢; : F(i) — X}.

Definicion 3.6.6. Decimos que una categoria C es cocompleta si limF' existe
—

para todo funtor F : T — C con T pequeiia.
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Ejemplos 3.6.7. 1. Productos y coproductos. Sea Z una categoria discre-
ta, es decir, los objetos forman un conjunto y los Unicos morfismos en la
categoria son las identidades. Dado un funtor ' : 7 — C con C completa,
entonces tenemos una familia de morfismos {MF — F(z)} para cada
i € T sin condiciones para la compatibilidad, con lo que limF" = [ F'(i).

Dualmente si C es cocompleta, se tiene limF = P F(i).

2. Limites directos y limites inversos. Dado un sistema dirigido (M;, a; ;)
definido en el ejemplo 3.5.9 4. Consideramos la unién disjunta |JM;
y definimos una relacién ~ en |J M; como sique: z ~ y si x € M,,
y € M; yexiste k € I talque i <k, j<kuyair) = oy en
M;.. Se prueba que ~ es una relacién de equivalencia y que | J M;/ ~
es también un médulo. Asi el limite directo de (M;, a;;); lo definimos

como limM; = |J M;/ ~.

Denotaremos Dir (I, A — Mod) a la categoria de sistemas dirigidos de
mdédulos sobre el conjunto I. Un morfismo ¢ : (M;, «; ;) — (N;,Bij)
consta de una familia de morfismos ¢; : M; — N; tal que si i < j se

tiene que:

conmuta. Entonces tenemos un funtor lim : Dir (I, A — Mod) — A —
Mod.

3. Productos y coproductos fibrados. Sea 7 la categoria de diagramas de

la forma
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junto con los morfismos identidad. Si C es cocompletay F': Z — C es

un funtor, entonces el colimite de F' es el coproducto fibrado de F'(\) y
F(p).
Fk) 22 p(s)

F% }1

F(j)——l

—

F
Proposicion 3.6.8. Si C tiene productos e igualadores, entonces es completa.

Demostracion: Probaremos que en C el limite existe para cada funtor F' :
Z — C donde Z es una categoria pequefia. Sea A : ¢+ — j un morfismo en 7
denotamos i = s(\) y j = t(\) (source y target).

Consideremos el producto [[; F'(i) sobre los objetos de Z, junto con las
proyecciones myy) : [[ F'(i) — F(s(A\)) = F(i) y el producto [, F'(\) sobre
A el conjunto de morfismos en Z

Observemos que para cada A € A, tenemos un par de morfismos 7\ y
F(X) o mgyy del producto [[;(F(i)) en F(t()\)) los cuales inducen un par de
morfismos de [[; F(:) — [], F(t(X)) dados por la propiedad universal del

producto; a los que denotaremos (ﬂ't(/\))A y (F,\ o ﬂs(,\))A respectivamente.

1, F() "2 Fa() [T, P@) =% F()
(”tw)Aé % (F AO’Tsm)Aé %
[T, Ft(V) [T, Fle0)

Sea E el igualador de éstos dos morfismos. Entonces (myy)), o e =
(F)\ o WS(A))A o e, st componemos con ) por la izquierda, obtenemos que e

es el igualador del par de morfismos 7)) y F'A o my(y) para cada .
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(ﬂt A )A
E lef’u) ﬁ [T, (V)
. FXomg () A
F(i)

Por otro lado, la familia de morfismos j; = 7m; o e determina una transfor-
macion natural p : Ag = F donde Ag : Z — C es el funtor constante F;

pues para cada i se tiene FAomoe = FAomyyoe=mpn0e=mjoe= [

Ap(i) = EE— F(i)

)l 1EJ JF()\)
i Ap(j)=EY—F())

Esto nos da condiciones de compatibilidad para la famil-
ta {w;: E— F(i)};. Consideremos ahora una familia compatible
{& : X — F(i)};. Por la propiedad unviersal del producto, la familia
induce un morfismo & : X — [[; F(i) tal que & = m; o & Por la compati-
bilidad tenemos que §; = FAo¢;. Entonces mj 0§ = FAom o¢, es decir
vy 0 & = FAomyy o por lo tanto & iguala a 7, con F'Aomy). Como E es

el igualador, existe un Gnico morfismo ¢ con la propiedad de que eo ¢ = &.

E —— I F(i)) —/——= 1, F(t(V)

© A

X

Ast {; =mjof =mjoeop = pjopyademds FAo, = Flomofl =

FAmjoeop = FXop; o, esto es que el siguente tridngulo es conmutativo.
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/\

%F

Es decir, {1}, es universal para familias compatlbles de morfismos. Por lo
tanto £ = limF.

Corolario 3.6.9. Si C es abeliana y F' : T — C es un funtor, entonces

limF = Ker (H Fia) 1] F(W)))

Demostracion: Consideremos 7,y y F'(A) o myy) como en la demostracién de
arriba y definimos my = F(X) o Ty — myy = [17 F (i) — F(t()\)). Este mor-
fismo induce un dnico 7 : [[; F(i) — [], F(t()\)). Observemos que consi-
derar el nlcleo de 7 es equivalente a considerar el igualador de (ﬂt(,\))A y
(FA o 7TS(,\))A, con lo cual los detalles de la prueba son similares a los de la
proposicion anterior.

Sea u = ker(w), definamos ¢; = m; o u para cada i y probemos que
forman una familia compatible: F'(A\) o ¢; = F(A) omou = mjou = ;.
Ahora si tenemos otra familia compatible {¢ : X — F(i)},, ésta induce un
dnico morfismo & : X — [[;F(i) tal que & = m o & Ademds m) o § =
(FOV) oy = M) 0 = F(N) o myy 0§ =m0 € = F(N) 0 & — & = 0,
entonces por la propiedad universal del nicleo, existe nn : X — Ker(m) tal

que £ = uw o, que preserva la compatibilidad compuesta con ¢;. Concluimos

que limF = Ker (Hz ROESIR F(t(A))).
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Proposicion 3.6.10. Dualmente, si C tiene coproductos y contcleos y F' :

7 — C es un funtor, entonces

limF' = Coker (@ F(s(\) — @F(Z)>

z

Donde ¢« es el morfismo inducido por

L=ty © F(A) =150 Fi(s(N)) — @F(z)

Corolario 3.6.11. Sean C una categoria completa y F' : T — C un funtor.
Sea {«a; : F(i) — C} una familia compatible de morfismos que inducen « :
limF — C. Entonces Im(a) = ) Im(a;)

Demostracion:

Sea @ el morfismo inducido por la familia {a;}; y la propiedad universal
del coproducto. Observemos que Im(@) = ), Im(c;), asi podemos considerar
la factorizacidn epi-mono @ = p o € que construimos a partir de la imagen de

cada «;; observemos que € es un epimorfismo por la proposicion 1.4.1.

F(i)
D, F(z)/lm%aﬁk; C

S [T

nw
5 (@)
Ademds podemos factorizar @ a través de la imagen de & como @ = gopou
donde u es el contcleo de ¢ (proposicién 3.6.10) y &« = g o p pues @ = oo u.
Es decir, > Im(o;) = Im(a) = Im(«)
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Definicion 3.6.12. Sean C y D categorias preaditivas, decimos que un funtor
F : C — D preserva limites si para todo funtor F' : T — C donde 7 es

pequeiia y limF existe; se tiene que T(limF) = limTF

Proposicion 3.6.13. Sea T' : C — D un funtor aditivo entre dos categorias

abelianas. Son equivalentes:

i) T es exacto izquierdo.
ii) T preserva ndcleos
iti) T preserva limites finitos.
Demostracion:

i) = 4i) T es un funtor exacto izquierdo. Sea 0 — A % B 2. ¢ una sucesién
exacta en C, es decir a = ker(3). Entonces

T(«)
—

0 — 1(4) " ) "% oy

es exacta, es decir T'(a) = ker(T'(3)). Por lo tanto 1" preserva nticleos.

i1) = 4ii) Sea Z una categoria finita, ' : Z — C un funtor con limite en C.
Recordemos por la construccidon del limite en la proposicion 3.6.9 que

la siguiente sucesion es exacta:

0 — limF = [[ F(i) = [ F(t(V)
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Como el funtor 7" preserva nucleos, tenemos el siguiente diagrama con-

mutativo con sucesiones exactas:

T(u)

0—— T(limF) S 7([, F () —2 T([1, F(EN))
EJT es aditivo EJ(
e 7 finito

0——imTF — LT[, TF@i) —— [, TF(t()\)

Definimos para cada i € Z, ¢; = T(m;) o T'(u) : T(limF) — TF(i).
Notemos que TF(A)op; = TF(AN)oT(m;)oT(u) = T(F(A)om)oT (u) =
T(m;) o T'(u) = ;. Por lo tanto {¢;}, es una familia compatible.

Ahora,sea & : X — TF
fismo ¢ : X — [[;TF(i

(7) una familia compatible. Esta induce un mor-
/) dado por la propiedad universal del producto.
Entonces T(m) o & = 0 si g sélo si Trrgy) © T(m) o & = 0. Cal-
culemos mrp(n)) © T'(m ) = T(mpapy) o T(m) 0o & = T(my) 0 & =
T ((F(X) om;) — my (TF()\) oT(m;) — Tmyny) 0o & = TF(N) o

) o
T(m) o & =T (myn)) 0 €= F(X)o& —TF(t(\) = TF(j) = TF(j) =0
por lo tanto 7T'(7) o £ = 0.

T(u) T(ﬂ)

0—— T(limF) =L [[, TF(i) —S [, TF(t(\)

g

Como T preserva nicleos, T(limF) = T(Ker(u)) = Ker(T(u)). En-
tonces existe un dnico n : X — T([imF) tal que & = T(u) on. Asi
pjon =T(m)oT(u)on =T(m)o& =& ypion=T(m)on =
T'(mi) o & = p; por lo tanto T'(limF’) tiene la propiedad universal del

limite de T'F, es decir T preserva limites.
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i1i) = 1) Supongamos que 7" preserva limites. Sea Z la categoria determinada
por Obj(Z) = {i,5} y morfismos Hom(i,1) = {1.i}, Hom(j,7) = {1,j},
Hom(i, j) = {A u} y Hom(j,1) = 0.

Sea F': 7 — C un funtor y consideremos la familia de morfismos dada
con el limite de F. Entonces para A y u tenemos que F'(X\)op; = ¢; =
F(p)oy;, es decir p; iquala a F'(\) y F(u). Ademds, para cualquier otro
morfismo x; : X — F(i) que los iguale, existe un tnico n : X — limF

tal que = = ; on por la propieda universal del limite.

X
7N

— \
(278
: F()) _
F(i) o ¢ F'(7)

Por lo tanto ¢; es el igualador de F'(\) y F(u). En particular si F'(u) =
0, p; = ker(F(\) y limF = Ker(F())). Dicho de otra manera, un

nlcleo en C siempre lo podemos ver como el limite de un funtor.

Consideremos la sucesién 0 — [imF ZL F(i) N F(j). Como T
preserva limites, T' (Ker(F(\)) =T (MF) = lmTF = Ker(TF())).

T6) 1 (i) T

Es decir, la sucesién 0 — limT'F — TF(i TF(j) es exacta.

Por lo tanto 7" es exacto izquierdo.

Proposicion 3.6.14. Dualmente al teorema anterior: Son equivalentes para

un funtor aditivo T : C — D entre categorias abelianas.

i) T es exacto derecho.
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i1) T preserva contcleos.
i1i) T preserva colimites finitos.

Proposicion 3.6.15. Si J es una categoria pequeiia y C es completa, entonces

Fun(J,C) es completa.

Demostracion: Sea 7 una categoria pequeiia. Consideremos un funtor F :
Z — Fun(J,C) yveamos que [imF existe en F'un(J,C). Observemos primero

que si A es un morfismo en Z, entonces F'(\) es una transformacién natural:

T—5 Fun(J,C) F(i) —2 p(it)
i F(i) 1 T — C i FOG) I F@ )
AJ{ HF()\) /\J F(i)(#)l JF(%")(M)
i) T - C I EOW) s FOW)

Definamos para F, el funtor F': J — Fun(Z,C).
jJ>Fun(I,C)

—— F'(j) = F}

J
“J ﬂp(u)#t
j/

——F(j') = Fy

Donde F} y fi estdn dados por los siguiente cuadrados conmutativos:
Es decir, /i, = F(i)(1). Notemos que F; hereda las propiedades funtoriales

de F. Por otro lado, dado que C es completa, lim : J — C es un funtor:
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ZLC FJ:M>F]/

. . N A F(i .
i—— Fj(i) = F(i)(j) i F6) Y E )

A J/Fj(’\)F()‘)J' JA Fi(0) Fjr(A)
i Fy(i") = F(i')(j) M AT ERLY M

—_ lszJ

— llijr

j
|
j/

Observemos que (limF o F) € Fun(J,C), es tal que para cada j € J,

lm
(MFoF) (j) = lim (F(j)) = limF;. Probaremos que (@Fop) es el

limite para F.

Primero veamos que hay una familia compatible de transformaciones natu-
rales {cpi : (limF o F) = F(z)} . Como [imF; existe en C por ser completa,
— T —

existe una familia compatible ¢ limF; el FJ(Z)} , es decir, F'(A); o (¢;); =
z

(¢i); paracada j € J y cada A € Z. Definimos (¢;); como el i-ésimo morfismo

, s , (i), , , y
compatible en la familia {@FJ —3 F} (z)} . Asi tenemos una transformacién
T

natural @; : (M o F) = F(i) para cada i € .
Veamos ahora que la familia {gpi : <M o F) = F(z)} es compatible. Es-

to es, que para cada A € T el siguiente tridngulo conmuta.

.

limo F —2— F(j)

&
b HF()\) JA
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Demostraremos que en cada componente (F'(A) o ¢;); = (¢i);. Si caleu-
lamos la componente j-ésima de las transformaciones naturales del tridngulo
anterior, obtenemos el siguiente diagrama que conmuta porque {(%)J} es
ya una familia compatible.

(Wi)j

(lz' o F) (j) = limF; —= F;(i) = F(i)(j)

— —

N lFm
Fi(i') = F(i')(j)

Por lo tanto {y;} es compatible.

Dado G € Fun(J,C) junto con una familia compatible de transforma-
ciones naturales {v; : G = F'(i)};. Induce una familia compatible de morfis-
mos (vi); : G(j) — F(i)(j) = F;(i), entonces por la propiedad universal de

limF; existe un unico 7; que hace conmutar el siguiente diagrama:
am

G(j) - " limF; Fy(\) A

Ast {n;} ; determina una transformacién natural 7 tal que y; on = ; para
cada i € Z. Concluimos que (lz’m o F) tiene la propiedad universal de [imF.
— “—

Por lo tanto Fun(J,C) es una categoria completa.

Observacion 3.6.16. Sean C una categoria completa e 7 y J categorias
pequeiias. Ademds F : T — Fun(J,C) y F': J — Fun(Z,C) funtores, como
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en la proposicion anterior. Entonces

limg (limzF) = fimz ({imy )

Donde el subindice del limite indica la familia compatible correspondiente.

Demostracion: Sea {cpi Dlimg = F(z)} Como C es completa, entonces
existe lim (limIF). Es decir, tenemos una familia compatible de morfis-
— —

mos {1 : lim (limsF) — (limsF) (7)} .

Por otro lado tenemos F : J — Fun(Z,C). Como Fun(Z,C) es comple-
ta, podemos considerar el limite {ﬁj : MJF = F(])} Yy a su vez existe

J

(s time (lims F) — ims P},

Como limzF' = <lim o F) entonces para cada ¢, existe un tUnico morfismo

“— “—

a; por la propiedad universal de [imzF tal que (;);, = (#:); © ;. Para cada

J € J existe un unico 3; tal que ((pi)j = f3j0 (&),

~ (w2)

(timzF) () = (limFy) (1) =% FG))

o [3

(msF) ()

Definimos las transformaciones naturales o = {a; } : MF(@) = limF(j)
y 8=1{B;}, : imF(j) = limF ().
Con lo anterior, tenemos un par de familias compatibles {a o ¢;} y {B o}

que inducen € y ¢ que hacen conmutar el diagrama de abajo. Por lo tanto

limg (limzF) = limz (limy F) en €
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Proposicion 3.6.17. El funtor [imy : Fun(J,C) — C preserva limites.

Demostracion:

Observemos primero que la correspondencia entre F y F' es biyecti-
va, es decir, tenemos un isomorfismo de categorias Fun(Z, Fun(J,C)) =
Fun(J, Fun(Z,C)). Asi simétricamente al resultado de la proposicién
3.6.15 tenemos que MJF = (@JOF> y por la observacién anterior
lim g (MIF> = limz (éﬂwF> = limz (MJ0F> que prueba que [imy

preserva limites.

Ejemplos 3.6.18. 1. Limites directos de mdédulos. El funtor
lim : Dir (I,A— Mod) — A — Mod
—

definido en el ejemplo 3.6.7 2, es exacto. Entonces por la proposicién

3.6.14, lim preserva colimites.
—
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2. El funtor Hom. Como sabemos (por el ejemplo 3.1.3), el funtor Hom(_,_) :
C? — Ab es exacto izquierdo en cada variable, entonces preserva

colimites:
Home (C, MDO > limHome (C, D;)

«—

Home <lz%mC,~, D> = limHome (C;, D)

3. Coproductos. Sea {C;},; una familia infinita de objetos, el coproducto
B - i@
I J

Donde J C I, finito. La propiedad del limite se obtiene a partir de la

propiedad universal del coproducto.

4. Familias directas de subobjetos. Sea C una categoria cocompleta y C
un objeto de C. Decimos que una familia {C;}, de subobjetos de C' es
directa si / es un conjunto dirigido con el siguiente orden: ¢ < j si
C; €.

Observemos que [imC); no es necesariamente un subobjeto de C. Sin
embargo existe un morfismo canénico « : limC; — C; cuya imagen

conocemos por el corolario 3.6.11. Esto es Im(a) =Y C.

Proposicion 3.6.19. Si {C;}, es una familia de subobjetos de C, entonces el
limite directo de el sistema {C/C;}, de objetos cociente es C'/ > C;

Demostracion: La familia {f; : C; — C}, induce una flecha a : §C; — C
que es un monomorfismo. Por el lema 3.6.11 Im(a) = Y. C; y el ejemplo

anterior. Entonces

0 C, fi C T

Li = (i

C— %0/ C——0
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Sea ~; dado por la propiedad universal del contcleo, con la propiedad de
que v; om; = 0; 0 1. Se prueba que la familia {v; : C/C; — C/>C;}; es
compatible. Sea C; — C}, entonces induce un tnico k : C/C; — C/C; tal
que kjom, =mjolec.yyvi =70k

Sea {1/)2- Cp — lz'_r)nCi}I la familia compatible que nos da li_r)nCi, entonces
existe un uUnico « : lzl}@C’i — (' tal que ao1); = f; para cada i € I. Consi-
deremos la factorizacién de o sobre su imagen. De nuevo por el lema 3.6.11,
tenemos que Im(a) = > C;. Ahora apliquemos el funtor exacto derecho
lim : Dir ({Ci},I) — C a la sucesién exacta 0 — C; — C — C/C; — 0.

Obtenemos:

limC; 2 ¢ —— lim(C/C;) — 0

l J” R

ZCZ‘—>C—>C/VZ:C,-—>O

Entonces existen morfismos Unicos A y x dadps por la propiedad universal
del conucleo y del colimite, respectivamente, que hacen conmutar el cuadrado

de la derecha. Por lo tanto limC/C; = C/ 3 C;

3.7. Funtores Adjuntos

Definicion 3.7.1. Sean C y D dos categorias preaditivas y dos funtores S :
C—DyT:D — C. Decimos que T es adjunto derecho de S y lo denotamos
S AT (simétricamente S es adjunto izquierdo de T') si hay una equivalencia

natural:

n:Home( ,T( )= Homp(S( ), )
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de funtores de C°? x D — Ab. Es decir, para cada par de objetos C € C y
D € D existe un isomorfismo ne,p : Home (C,T(D)) — Homp (S (C), D)
que es natural en C y en D. Estoes, si \: C' — C y 6 : D — D' tenemos

los siguientes cuadrados conmutativos.

Hom(C,T(D)) —=2 Hom(S(C), D)  Hom(C,T(D)) —~2 Hom(S(C), D
_O)\J( Naturalidad en C _oS(N) T((;)O_J Naturalidad en D J{Jo
Hom(C”,T(D))%Hom(S(C’),D) Hom/(C, T(D’))—>H0m S(C"), D)

Ner

Dicho de otra manera, la naturalidad en C' y D de n se puede sintetizar

en el siguiente diagrama conmutativo:

nc,p
D)

Hom(C,T(D)) —— Hom(S(C)

T(é)o_o/\l l&o oS(A)
(S(¢”

Hom(C",T(D")) 77C,*D;Hom S

D)

Proposicion 3.7.2. Si T y T" son adjuntos derechos de S : C — D entonces

T y T'" son naturalmente equivalentes.

Demostracion: Sean C en C y D en D. Entonces tenemos isomorfismos n¢ p :
Hom(C,T(D)) — Hom(S(C), D)y pc'p : Hom(S(C), D) — Hom(C,T'(D)).
Consideremos A\¢c.p = /LE}D o nc,p Y observemos que A\¢ p es también un iso-
morfismo y es natural en C'y en D. Sean § : D — D’ y v : C" — C entonces
el cuadrado exterior conmuta dado que los cuadrados de adentro conmutan

por la naturalidad de n y p respectivamente.
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Ac,p
Hom(C, (D)) "2 Hom(S(C), D) ~“2 Hom(C.T(D))
T(a)o_o{ 5o_oS () Tl(g)o%
Hom(C',T(D")) ﬁHom S(C"),D") —— Hom(C",T'(D"))
Hcl D/
Aot p

Asi tenemos una equivalencia natural A : Hom(_,T(_)) = Hom(_,T'(_)).

Consideremos Arpy.p : Hom(T(D),T(D)) — Hom(T(D),T'(D)). Defi-
nimos ¢p = Arp.p(lrpy) @ T(D) — T'D. Veamos que ¢p determina una
equivalencia natural ¢ : T = T". Primero observemos que ¢p es un isomor-
fismo para cada D.

Sustituyamos C' = T'(F') en el cuadrado de la naturalidad de A en D. Si
0 : D — D', tenemos que el siguiente cuadrado conmuta:

AT(D),D

Hom(T(D), T(D)) Hom(T(D),T'(D))

T(6)ol J’T’ (8)o_
A

Hom(T(D), T(D')) ~2% Hom(T(D), T'(D"))

En consecuencia

Aoy, (T(8)) = T'(8) o Arpy,p (Lr(p)) = T(6) © ¢p (3.1)

Ademads, por el cuadrado de la naturalidad de A en C' y cuando consideramos
T(6): T(D)— T(D') en C, se tiene el siguiente cuadrado conmutativo:

)‘T(D’)D’
—

Hom(T(D'),T(D')) Hom(T(D'),T'(D"))

oT(é)J l_oT’ (6)

Hom(T(D), T(D")) 25 Hom(T(D).T'(D'))
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de donde

Aroy,o (T(0)) = Aoy, (Lrpn) 0 T'(6) = @pr o T'(6) (3.2)

De (3.1) y (3.2) tenemos que T"(0) o op = Arpy,pr (T'(9)) = ppr o T'(9).

Esto es, el siguiente cuadrado conmuta para toda D en D.

T(D) 22 T'(D)
T(6)l lT/(é)
T(D') 22 7'(D')
Por lo tanto ¢ = {¢p}p : T = T" determina una equivalencia natural.

Proposicion 3.7.3. Sea T adjunto derecho de S entonces el isomorfismo na-

tural n determina transformaciones naturales £ : SoT = 1p yc:1lg = ToS.

Demostracion:

Definamos {p = nr(p),p (1T(D)). Probaremos que {{p}, determina una
transformacion natural £ : SoT = 1p.

De la naturalidad de n en D tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

T (D),D

Hom(T(D),T(D)) —— Hom(ST(D), D)

T(@O{ Jéo_

Hom(T (D), T(D"))—— Hom(ST(D), D)

D),D’

Para 1p(py € Hom(T'(D),T(D)) tenemos

do&p =00nrp)D (1T(D)) = nr).p (T(9)) (3-3)

Por otro lado consideremos {p' = 77 (pr),pr (1T(D)) y el cuadrado de la
naturalidad de n en C aplicado a T'(9) : T(D) — T(D").
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T (p'),D’

Hom(T(D), T(D')) "2 Hom(ST(D'), D)

_oT(é)l J_OST(é)

Hom(T(D), T(D')) —— Hom(ST(D), D')

T (D),D’

Entonces
fD/ O ST((S) = (_O ST(&)) o T]T(D’),D’ (1T(D’)) = T]T(D),D’ (T((S)) (34)

Por lo tanto 6 0§ = & o nyppy,pr (T'(6)) = &pr 0 ST(0). Es decir, tenemos
una transformacion natural £ : ST = 1p.
Dualmente definimos ¢ = 775713(0) (1s(c)) : C — TS(C) para cada C.

Consideremos el cuadrado conmutativo dado por la naturalidad de n en D:

C Hom(C", TS(C")) <™ Hom(S(C"), S(C"))
VT ST(’Y)O_l ) JS (7)o
Mot s(c)

o Hom(C', TS(C)) Hom(S(C"), S(C))

Entonces T'S(7) o sor = TS(Y) © i o (Lsen) = Narsey (S(7)). Por
otro lado, tenemos el cuadrado de la naturalidad en C:

-1

C Hom(C,TS(C)) <™ Hom(S(C), S(C))
71\ _O’YJ( B l_oS('y)
o Hom(C". TS(C)) <" Hom(S(C"), S(C))

De donde obtenemos que 775,1T(c) (Lsc)) oy =scoy = 775/1,T(C) (S(7)). Ast
TS(y)oser = 775/15(0) (S(v)) = sc o, es decir, tenemos una transformacién
natural ¢ : 1o = T o S.
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Proposicion 3.7.4. Sean S : C — D y T : D — C funtores. Dada una
transformacion natural £ : ST = 1p.

Definimos ne.p : Hom(C,TD) — Hom(SC, D) como nep(a) = EpoS(a).
Si ne,p es un isomorfismo para cada C'y D entonces T’ es adjunto derecho
de S.

Demostracion: Basta probar que n¢ p es natural en C'y D. Sea v : C — C".
Sea aw € Hom(C",T(D)) entonces ncr rpy (@) = &{p o S(a), entonces &p o
S(a)oS(y) =&poS(aoy) =ncp (aory) por lo tanto el siguiente cuadrado

conmuta y hemos probado la naturalidad en C'

Nc!,p
)

Hom(C",T(D)) ——= Hom(S(C"), D
OWJ los(v)
Hom(C,T(D)) -5 Hom(5(C), D)

Para probar la naturalidad en C', veamos que el cuadrado exterior conmuta
para : D — D:

Hom(C,T(D)) —> Hom(S(C), ST(D)) 22— Hom(S(C), D

lT(B)O JST(ﬁ)O J/ﬁo

Hom(C,T(D")) —5 Hom(S(C), ST(D)) =" 2 Hom(S(C), D

El cuadrado de la izquierda conmuta dado que S es un funtor, el de
la derecha es conmutativo pues x; es una transformacién natural, es decir
Boép = Ep o ST(B). Asi, st a« € Hom(C,T(D)) entonces (o nep(a) =
BoépoSla) =<Ep oST(B)oS(a) =nep (T(F)oa). Por lo tanto 7 es
natural en D y asi probamos que 7" es adjunto derecho de S.

Proposicion 3.7.5. Sea T' un adjunto derecho de S : C — D. Entonces {g(c) ©
S(se) = 1s) y T(Ep) o sr(py = 1r(D).-



110 Resultados Importantes

Demostracion: Como 7' es adjunto derecho de S, existen biyecciones nc p

para cada C'y D, a partir de las cuales definiremos:

&o = nrwy.o (lrpy) : ST(D) — D
<o = 775715(0) (1sc)) : C — TS(C)

Por las dos proposiciones anteriores tenemos que estos morfismos deter-
minan transformaciones naturales £ y ¢. Ademas podemos recuperar 7 a partir
de una de ellas, es decir, ¢ p () = {po S(a) para cada a € Hom(C,T(D)).

Consideremos el caso particular ¢ s(c) (s¢) = &s(c) 0 S(sc) y el siguiente
cuadrado conmutativo:

—1
e so)

Hom(S(C), S(C)) Hom(C,TS(C))

Hom(S(C), S(C)) +—— Hom(S(C),STS(C))

Entonces 1s(c) = TIC,S(C)OTIE}S(C) (1sc)) = no,s(0) (se) = (€s(cy)oS(s0) =
Eso) © S(so)-
Si consideramos el dual de 3.7.4 tenemos que 777_“(1D),D (€p) = T'(&p) osr(y)-

Entonces el cuadrado conmutativo de abajo nos dice que 1y(p) = n;(lD)D o

nroy.o (lrp)) = UESD),D (€p) = T(&p) o sr(p)

Hom(T(D), T(D)) """+ Hom(ST(D), D)
Hom(T (D), T(D)) «— Hom(TST(D),T(D))

Observemos que la proposicidén anterior nos da la siguente conmutatividad
entre transformaciones naturales con componentes en C' y D respectivamente:

A tal relacidon se le conoce como identidades triangulares.
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g =% org =2 75T
idg H/EOS k H/Tog
S T

Proposicion 3.7.6. Un funtor adjunto derecho preserva limites, mientras que

un adjunto izquierdo preserva colimites.

Demostracion: Sea 7' : D — C adjunto derechode S:C —-Dy F:7Z — D
con Z una categoria pequena tal que [im[" existe en D.

Sea {x; : C — TF(i)}; una familia compatible de morfismos en C. Tene-
mos isomorfismos ¢ gy : Hom(C,TF(i)) — Hom(SC, F(i)) dados por la
situacidn adjunta. Consideremos la familia de morfismos {goi = Nc,F (i) (Xi)}I
y veamos que es compatible en D. Por la naturalidad de n en D tenemos el
siguiente cuadrado conmutativo:

Nc,F (i)

Hom(C, TF(i)) Hom(S(C), F(i))

TF(,u)o_l J{F(u)O_

Hom(C,TF(j)) —— Hom(S(C), F(j))

ne,F ()

Ademas por la compatibilidad de {x;}, podemos concluir que F'(u)op; =
F(p) o nera (Xi) = nep) (TF() o xi) = nerg) (x;) = @, es dedr {@i}7
es una familia compatible.

Sea {ai DlimF — F(z)}I el limite de F' entonces existe un Unico mor-
fismo v : S(C) — limF tal que ajov = ; y a; ov = ;. Como tenemos
un isomorfismo Hom(S(C),limF) = Hom(C,T(limF)) entonces existe un
inico A que corresponde isomdrficamente a v que cumple con T'(c;) o A = x;
y T'(aj) oA = x;. Por lo tanto T'(limF) tiene la propiedad del limite de T'o F".

Por lo tanto T" preserva limites.
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S(C) C
/N / \
501 lmeF % lzv F) »\\:XJ'

TF (u)

Proposicion 3.7.7. Sea S : C — D un funtor exacto entre dos categorias
abelianas. Si T es adjunto derecho de S y D es un objeto inyectivo de D,

entonces T'(D) es inyectivo en C.

Demostracion: Observemos que si fijamos D, tenemos una equivalencia na-

tural de funtores de C en Ab. n p: Homp(_,T(D)) = Homp(S(_), D).
Como D es un objeto inyectivo Hom(_, D) es un funtor exacto y S es

también exacto por hipétesis, entonces Hom(S(_),D) = Hom(_,T(D)) es

también exacto. Por lo tanto 7'(D) es inyectivo.

Ejemplos 3.7.8. 1. Limites y colimites. Si C es una categoria completa
e Z una categor{a pequefia entonces el funtor [im : Fun(Z,C) — C
es el adjunto derecho de K : C' — Fun(Z,C) definido en los objetos
como K(C) = ke : T — C el funtor constante, esto es, para cada
i €L, ke(i) =C yke(pn) =1¢ para p: i — j. Observemos ademds que
toda a : C' — (', corresponde con la componente de una transformacion

natural k¢ = ke, Le. (k(a)), = o para toda i.

Sea F' € Fun(Z,C). Una transformacién natural n € Nat(kc, F), induce
una familia compatible de morfismos {7, : C'— F(i)} . Por la propiedad
del limite de F, existe un Gnico morfismo v : €' — limF. Esto prueba

que hay una correspondencia biyectiva Hom(C,limF') = Nat(kc, F)
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2. Equivalencias. Sea S : C — D una equivalencia aditiva, es decir,
existe ' : D — C y equivalencias natuales £ : SoT = 1p y ¢ :
T oS = 1c. Ndtese que estamos en las condiciones de la proposicidn
3.7.4. Por lo tanto T es adjunto derecho de S. Sin embargo tenemos
ademas otra equivalencia natural ¢ : T'0S — 1¢ que, analogamente con
3.7.4, se prueba que S es adjunto derecho de T'. Es decir, tenemos los
isomorfismos: Hom(C,T(D)) = Hom(S(C),D) y Hom(T(D),C) =
Hom(D,S(C)).

3. El producto tensorial Sean A y B anillos. Consideremos médulos
La, AMp y Ng. Entonces hay un isomorfismo Homp(L ®4 M,N) =
Homus(L,Homg(M,N)) natural en L y N. Es decir _®4 M : Mod —
A — Mod — B es adjunto izquierdo de Hompg(M,_) : Mod — B —
Mod — A.

Sea f € Hom(L ® M,N), definimos non(f) = [ €
Hom(L, Hom(M, N)) como ( f(z)) (m) = f(l®m).

Demostremos primero la naturalidad en L. Sea A : L' — L
entonces (fo)\) ) (m) = (f(w'))) m) = fO0) @ m =
(fo(A@1y)('@m)=f o@lM) (I’,m). Es decir, el siguiente di-

agrama conmuta.

Hom(L ® M, N)—"=% Hom(L, Hom(M, N))

_O()\®11\/I)l J{_o)\

Hom(L' ® M,N) ——— Hom(L', Hom(M, N))
L/,N

Por otro lado, consideremos v : N — N. Entonces <m(l)> (m) =
(o) l@m) = v(flem) = (f()( >) = (vo i) m) =
)

(120 (70)) i = (0212 ) - Por o s
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Hom(L ® M, N)—=% Hom(L, Hom(M, N))

Vo_l J{(VO_)O_

Hom(L ® M, N') —— Hom(L, Hom(M, N'))

conmuta.
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3.8. Equivalencias de Morita

Proposicion 3.8.1. Son equivalentes para un funtor S : Mod—A — Mod— B:

(a) S tiene adjunto derecho.

(b) S es exacto izquierdo y preserva sumas directas.

(c) S= _®a P para algin bimédulo oPg tnico salvo isomorfismo.

Demostracion:

(¢) = (a)

(@) = (b)

(b) = ()

Se tiene del ejemplo 3 en 3.7.8.

S preserva colimites por ser adjunto izquierdo, en particular preserva

conucleos y sumas directas.

Sean M, N dos A-médulos derechos y a € A, definimos para = €
S(M), ax = S(a-_)(x) que le da estructura de bimédulo a S(M), de

éste modo S(A) tiene estructura de A,B-mddulo.

Consideremos ahora un morfismo f : M — N en A—Mod y la resolucidn
de N y M como cocientes de médulos libres. Es decir A() ™ A(D ™3
M — 0y AF 2 AL B3 A1 0.

Como AY es un médulo proyectivo, existe ¢ : AD — AD) con la
propiedad de ny o ¢ = f o my. Por la propiedad universal del ntcleo,
existe un tnico r : AY) — A%) que hace conmutativo el el cuadrado
de la izquierda.

m1 m2

AW) A M 0

N

AE) sy p) 2 N —— 0
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Apliquemos S a la sucesion A ™ A 25 A — 0. Como S preserva
sumas directas, tenemos isomorfismos a : S (AY)) — S(A)WD) y g :
(AD) — S(A)D. Ademads, por la definiciéon de P = S(A) tenemos la
sucesion PY) 55 p) B2 g(pr) — 0.

Ahora apliquemos el funtor _® P a la sucesién de arriba. Como también
preserva sumas directas tenemos isomorfismos v : P/) — AV) g Py
§: PO — AU @ P. Entonces tenemos el siguiente cuadrado conmu-
tativo donde 7,, existe por la propiedad universal del contcleo y es un
isomorfismo pues es epimorfismo y para cualquier x € S(M) tal que

na(z) = 0 se prueba que z = 0.

S (AD) 2 g (40) 22, gy 0
QF BF fw)
p) — p() —2 5 S(M) 0
v 6= M

AD & PO A0 o P N o P
Procedemos analogamente para el médulo N y su resolucién como co-
ciente de un libre y obtenemos la cara delantera del siguiente diagrama.
La cara superior, inferior y media horizontal conmutan pues Sy _® P
son funtores. La cara media horizontal conmuta dado que S preserva
sumas directas. Estamos en condiciones de probar que la cara de la
derecha conmuta, de ser ast tendriamos que 7 determina una equiva-

lencia natural entre S'y _® P.

Tenemos que 7y 0 S(f) o1y 0 8(ma) =nyoS(f)opzof = (na®1p)o
¢poS(g)o,f=(na@1p)o(q@1p)odof=(f@1p)o(my®lp)odo
B = (f ®1p)onyoS(msy). Como S es exacto derecho, S(msy) es un
epimorfismo entonces 7y o S(f) = (f ® 1p) o nay.
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S(m2)

S (A — S (A(I) S(M) 0
\ \ S(f)
« 1scan
) RGN ()
A A —> S(N)
= = Ls()
p) pO S(M) 0
S(r) S(q) S(f)
v § M
p) 2 pr —2 S(N)
€| ¢ | NN
AN @ P 4D Pl e P 0
y}j wp wp
n1®lp T n2®lp ¥
Kgp—t s Agp—L— N®P

Corolario 3.8.2. Son equivalentes para un funtor S : Mod — B — Mod — A:
(a) S es una equivalencia
(b) Existen bimédulos ,Pp y pQa e isomorfismos de bimddulos
a:PRpQ —-Ayf:QesP— B yS=_®sQ.
Demostracion:

(a) = (b) S es una equivalencia entonces existe T': Mod — A — Mod — B tal
que SoT = 1p04-4 Yy T oS = 1p0q-p5. Mas alin, T' es adjunto derecho

e izquierdo de S. Por la proposicién anterior tenemos que 7' = _® P



118

Resultados Importantes

con 4P = T(A). Andlogamente S = _® (@ con gQ4 = S(B). Entonces

tenemos los siguientes isomorfismos:

B2ToSB)2T(Q) ~Q@,4P
A= SoT(A) = S(P)=P®yQ

Consideremos el funtor _ ®4 P y veamos que cumple con ser inverso
de S. Sea M en Mod — A. Calculemos (_®p Q) o (_®aP) (M) =
(M ®4P)®Q =2 MR4PRQ = M®4A = M. Andlogamente tenemos
para N en Modp que (_®4 P)o (_®pQ)(N) = N. Estos resultados
nos proporcionan las componentes de las transformaciones naturales
(LRQ)o(L®aP)= 1yowa-ay(_®aP)o(_®pQ)= lroip. Por
lo tanto S’ es una equivalencia.

Observacion 3.8.3. Notemos que la condicién (b) induce ademds una equi-

valencia Qp ® _: B — Mod — A — Mod. Lo que implica que tenemos una

equivalencia entre B — Mod y A — Mod si y sdlo si Mod — B es equivalente
con Mod — A.

Definicion 3.8.4. Cuando una equivalencia tal existe, decimos que A y B son

anillos Morita Equivalentes.

Proposicion 3.8.5. Sean A y B anillos Morita equivalentes con bimédulos
APp, aQp e isomorfismos de bimédulos o: PRp Q) — AypB: Q4P — B
y S =_®pQ. Entonces:

(a) Pg, Qa, 5Q y aP son generadores proyectivos finitamente generados.

(b) Homg(P,B) =2 Q, Homa(Q,A) = P, Homp(Q,B) = P

y Homu(P,A) = Q
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(c) Los morfismos de anillos candnicos A = Homp(P, P), A= Homp(Q,Q),
B = Homu(Q,Q) y B= Homu(P,P).

Demostracion: Sean A y B anillos Morita equivalentes, entonces existen

equivalencias
_®pQ:Mod—B — Mod—Ay_®4P:Mod—A— Mod— B

Qra®_:A—Mod— B~ ModyPz®_:B— Mod— A— Mod

Cuya composicion es naturalmente equivalente con el funtor identidad
correspondiente y las componentes de dichas equivalencias naturales estan
dadas por los isomorfismos de bimédulos a: PRpQ — Ay :Q®sP — B
yS=_®pg como en 3.8.2.

Ademas como se trata de funtores equivalentes, podemos pensar en las
siguientes adjunciones: _®pQ 4 _®4 Py Qs ®_ 4 Pg® _. Entonces por el
ejemplo 3 de 3.7.8 y la proposicién 3.7.2, tenemos que _®pQ) = Homp(Pg,_)
y_®aP = Homa(Qa,_). Simétricamente obtenemos equivalencias naturales
Qa®_=Homu(aP,_)y Ps®_= Homp(pQ,_).

(@) Asi Homp(Pp,_) es también una equivalencia y por lo tanto tiene ad-
junto derecho. Por la proposicién 3.8.1, Hompg(Pp,_) es exacto derecho,
entonces Pp es un mdédulo proyectivo. Un sequndo hecho es que como
equivalencia Hompg(Pg,_) es un funtor fiel, en consecuencia Py es un

generador. Finalmente veamos que Pg es finitamente generado.

Como Hom(P,_) preserva coproductos, tenemos que Hom(P,®N;) =
®Hom(P, N;), es decir a cada f : P — @®N; corresponde una familia
casi nula {p; o f} en @Hom/(P, N;). Consideremos a P como cociente de
un libre AX) 2 P — 0. Como P es proyectivo, la sucesién se escinde,
es decir, existe i : P — A™) tal que poi = 1p. Entonces si {e,} es

la familia de generadores de AX) y {m,} la familia de generadores
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de P, tenemos que 0 = poi(m,) = m, para casi toda x € X pues
la familia {poi} es casi nula. Por lo tanto m, es un conjunto finito,
es decir, P es finitamente generado. Los otros tres casos se prueban

andlogamente.

(b) P = A®AP = Homa(Q,A)yQa = BepQ = Hompg(P, B). Simétri-
camente 4P~ Pg@B =~ Homp(Q,B) y pQ = Qa0 A= Homa(P, A).

(c) Tenemos isomorfismos B = Q ®4 P = Homp(Q,Q) y A = P ®p
Q = Homp(P,P) y simétricamente A = Q4 ® P = Homa(P,P) y
B= Pp® Q= Homp(Q,Q).

Proposicion 3.8.6. Los Anillos Morita equivalentes tienen reticulas isomorfas

de ideales bilaterales.

Demostracion: Sean A y B anillos Morita equivalentes y un bimédulo 4Pp
de acuerdo al corolario anterior tal que _ ®4 P : Mod — A — Mod — B es
una equivalencia. Esta induce un isomorfismo de reticulas entre los ideales
de A y los B-submddulos de P.

[0, 4], —7 [0, P],,

I.<A——(I®asP)y <P

Mas aln, los ideales bilaterales de A pueden ser caracterizados como
los ideales derechos de A que son invariantes bajo todos los endomorfismos
de A. A ellos corresponden los submédulos de P invariantes bajo la imagen
de estos endomorfismos, que son justamente los B-submddulos de Pp con
estructura de A-médulos derechos.

Reciprocamente, st M es un A-B submddulo de P, como _® 4 P es un funtor

fiel y pleno, existe un tnico submddulo de A, invariante bajo endomorfismos
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de A, es decir, un ideal bilateral de A. Por lo tanto tenemos un isomorfismo
de reticulas 4 [0, A], =4 [0, P] 5.

° [OvA].LIAIJ)A[O’P]B

I——— A (I ®aP)g——P
EJ = Je 6®APJ, = J{e@AP
I—— A (I ®aP)g——P

Simétricamente tenemos un isomorfismo de reticulas , [0, B], =4 [0, P]5
dado por la equivalencia P ® _ : B — Mod — A — Mod. Por lo tanto
. [07‘4]. =a [OvP]B =, [073].'

En adelante construiremos la herramienta necesaria para decidir, cuando un
anillo A es Morita equivalente a otro. Y cudl es la forma expicita de ese

anillo.

Definicion 3.8.7. 1. Sea A un anillo y dos A-mddulos derechos My y N 4.
Sea B = Homy(M,M) y C = Homu(N, N). Definamos homomorfis-

mos:

a: Homy(M,N)®pg Homs(N,M) — C

B:Homa(N,M)®c Homa(M,N) — B

Como a(f®g)=fgy B(g®f)=gf.

2. Denotamos N < M si N es una sumando directo de una suma directa
de copias de M. Y en caso de que N < M y M < N, escribiremos
N~ M.
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Lema 3.8.8. Las siguientes propiedades son equivalentes para o:

(a) « es un epimorfismo.
(b) B es un isomorfismo.

(c) N < M.
Demostracion:

(a) < (b) Basta demostrar que o es un monomorfismo, es decir, si « <Z] fi® gé) =
0, entonces 3, fiog; = 0.

Como « es epimorfismo, existe > . fi ® g5 € Homus(M,N) ®p
Homa(N, M) tal que o (3, fi ® gi) = 3_; figi = 1n. Entonces 3, fi®
g; =251 ®9; 00 figi) = 22, F;®229fi9i = >, [ @ gifigi =
> fi9i i ®gi =225 ;95> fi ® g = 0. Por lo tanto o es un isomor-
fismo.

(a) & (¢) N < M siysélosi N es sumando directo de M" si y sélo si existen
fi:M — Nyg, :N— M tales que Y fig; = 1y, es decir, si y sélo si
Im(a) = C. Asequramos la existencia de esos morfismos pues tenemos
NS M SN y M &M D M a partir de los cuales definimos

fi=mowu; y gi =p; ot que cumplen la condicidn.
[

Proposicion 3.8.9. Si N y M son A-mddulos derechos tales que M ~ N,
entonces B = Homa(M, M) y C = Homa(N, N) son anillos Morita equi-

valentes.

Demostracion: Como N < M tenemos el isomorfismo « : Homa(M,N) ®p
Homa(N,M) — C. Analogamente a la proposicion anterior, tenemos que
M < N implica que 5 : Homus(N, M) ®c Homa(M,N) — B es un isomor-
fismo, es decir, estamos en las condiciones del corolario 3.8.2 que inducen

una equivalencia entre Mod — B y Mod — C.
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Corolario 3.8.10. Si A ~ M entonces A y Homa(M, M) son Morita equiv-

alentes.

Demostracion: Consideremos el caso particular N = A. Entonces tenemos
isomorfismos « : Homy(M,A) @ M — Ay [ : M ®4 Homus(M,A) —
Homa (M, M).

Observemos de las hipétesis que A < M si y sélo si A es sumando directo
de M", es decir M™ = A & K para algun A-médulo K. Es decir, M es un
generador para Mod— A. Por otro lado, M < A nos dice que M es proyectivo

finitamente generado.
|

El corolario anterior nos da las condiciones que buscdbamos para la equiva-

lencia de Morita entre A y Hom (M, M). Ast tenemos el siguiente

Teorema 3.8.11. Sea M un A-médulo derecho y B = Homu(M,M). Los
funtores _ @4 Homa(M,A) y _®p M inducen una equivalencia de Morita
entre A y B si y sdlo si M es un generador proyectivo finitamente generado
en Mod — A.

Ejemplo 3.8.12. Anillos de matrices. Sea A un anillo. Consideremos M = A™.
Entonces tenemos la condicién necesaria M ~ A. Ademas Hom (M, A) =4
A", Homy (M, M) = M,(A) y tenemos isomorfismos

a: Homy(M,A) @pyay M — Ay f: M@y Homa(M, A) — M,(A)

Por lo tanto un anillo A y el anillo de matrices con coeficientes en A son

Morita equivalentes.



124 Resultados Importantes




Bibliografia

[1] J. Adémek, H. Herrlich, G. E. Strecker., Abstract and Concrete Cate-
gories. The Joy of Cats. 2004. Disponible en linea: http://katmat.math.uni-

bremen.de/acc

[2] FW. Anderson, K.R. Fuller., Rings and Categories of Modules, Springer-
Verlag, New York, Heidelberg, Berlin, 1974.

[3] S. Awodey., Category Theory, Claredon Press, Oxford, 2006.

[4] A. Berrick, M. Keating., Categories and modules with k-theory in view,
Cambridge University Press. 2000.

[5] F. Borceux., Handbook of Categorical Algebra. 2, vol. 50 de Encyclope-
dia of Mathematics and its Applications. Cambridge University Press,
Cambridge, 1994, 1-51.

[6] F. Borceux., Handbook of Categorical Algebra. 1, vol. 50 de Encyclope-
dia of Mathematics and its Applications. Cambridge University Press,
Cambridge, 1994.

[7] ). P. Freyd., Abelian Categories, Harper and Row, 1964. Reprints in
Theory and Applications of Categories, No. 3, 2003. Disponible en:
http://www.tac.mta.ca/tac/tacreprints , 35-63.



126 BIBLIOGRAFIA

[8] K. H. Rose., XY-pic User’s Guide, Version 3.7, February 16, 1999.
Disponible con URL: http://krisrose.net/ krisrose/ftp/TeX/

[9] J. van Oosten., Basic category theory., BRICS, Department of Comput-
er Science, University of Aarhus, January 1995. Disponible en linea:
http://www.brics.dk/LS/95/1/BRICS-LS-95-1.ps.qgz.

[10] N. Popescu., Abelian Categories with Applications to Rings and Modules,
London Math. Soc., Academic Press, London, 1973.

[11] B. Stenstrom., Rings of Quotients, Grundlehren der math. Wissenschaft,
Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York 1975, 82-113



	Portada
	Índice General 
	Introducción 
	Capítulo 1. Preliminares
	Capítulo 2. Categorías Abelianas
	Capítulo 3. Resultados Importantes
	Bibliografía 

