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Introducción

La teoría de categorías es una de las herramientas más utlizadas actual-

mente por las diversas ramas de la matemática. Gracias a ella es posible ob-

tener resultados que relacionan distintas estructuras matemáticas u obtener

propiedades intrínsecas de ellas desde su estructura categórica. De éste modo

se pueden estudiar propiedades de módulos y anillos desde un punto de vista

categórico.

El presente trabajo pretende esbozar la estructura interna de las catego-

rías de módulos y más generalmente las categorías abelianas, basado princi-

palmente en el libro de Peter J. Freyd, Categorías Abelianas, una introducción

a la teoría de funtores y en Anillos de Cocientes de Bo Stenström para la

parte de aplicaciones a la teoría de Módulos.

A lo largo de la tesis, revisaremos diversos aspectos de la teoría, por

ejemplo, haremos notar que los subobjetos en categorías abelianas forman

una retícula; extenderemos las nociones de generador y cogenerador que

conocemos de la teoría de módulos a categorías abelianas en general. Ob-

servaremos que categorías de funtores entre categorías abelianas heredan

estructura abeliana; revisaremos el comportamento de teoremas como el del

Funtor Adjunto de Freyd y el Lema de Yoneda en el caso abeliano. Final-

mente mostraremos un ejemplo de cómo con herramienta categórica es posible

obtener propiedades intrínsecas de anillos y módulos con los Teoremas de

Morita.
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Capítulo 1

Preliminares

1.1. Categorías y Funtores

Definición 1.1.1. Una categoría C consiste de:

(i) Una clase de objetos.

(ii) Un conjunto HomC(C,C ′) para cada par de objetos de C, cuyos ele-

mentos son llamados morfismos o flechas de C en C ′.

(iii) Una función llamada composición ◦ : HomC(C ′, C ′′) ×HomC(C,C ′) →
HomC(C,C ′′) para cada terna ordenada de objetos en C. Denotaremos

a los elementos de HomC(C,C ′) como α : C → C ′ y a la composición

con otro elemento β : C ′ → C ′′ como β ◦ α.

(iv) Para todo objeto C en C se debe cumplir que existe un morfismo identi-

dad 1C ∈ HomC(C,C) tal que 1C◦α = α y β◦1C = β para cualesquiera

α : C ′ → C y β : C → C ′′.

(v) Si α : C → C ′, β : C ′ → C ′′ y γ : C ′′ → C ′′′ son morfismos en C
entonces γ ◦ (β ◦ α) = (γ ◦ β) ◦ α. Es decir, ◦ es asociativa.
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(vi) Si (A,B) �= (C,D) entonces Hom(A,B) ∩Hom(C,D) = ∅.

Definición 1.1.2. Una categoría se llama categoría pequeña en caso de que

su clase de objetos sea un conjunto.

Definición 1.1.3. Si B y C son dos categorías, un funtor T : B → C asigna a

cada objeto B en B un objeto T (B) en C y a cada morfismo α ∈ HomB(B,B′)

un morfismo T (α) ∈ Hom(T (B), T (B′)) tal que:

(i) T (β ◦ α) = T (β) ◦ T (α) para todo α : B → B′, β : B′ → B′′ en B.

(ii) T (1B) = 1T (B).

Observemos que un funtor T : B → C determina una función

ϕ : HomB(B,B′) → HomC(T (B), T (B′))

para cada par de objetos B y B′ en B.

Definición 1.1.4. Decimos que un funtor T : B → C es fiel si cada función ϕ

es inyectiva. T es llamado pleno si ϕ es suprayectiva.

Ejemplo 1.1.5. Denotaremos como Sets a la categoría de conjuntos y fun-

ciones. Sea γ : B′ → B′′ en B. Definimos para cada α ∈ Hom(B,B′),

Hom(B, γ) : Hom(B,B′) → Hom(B′, B′′) como Hom(B, γ)(α) = γ ◦ α. Lo

anterior determina un funtor Hom(B, _) : B → Sets llamado funtor repre-

sentable por B.

Definición 1.1.6. Un morfismo α : C → C ′ en una categoría C es un isomor-

fismo si existe un morfismo β : C ′ → C morfismo en C tal que α ◦ β = 1C′ y

β ◦ α = 1C . En esta situación decimos que C y C ′ son objetos isomorfos y

que β es inverso de α.
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Definición 1.1.7. Sean S, T : B → C funtores. Una transformación natural

entre S y T consiste de una familia de morfismos {ηB : S(B) → T (B)}B∈B
indicada por la clase de objetos de B, tal que para todo morfismo β : B → B′

en B el siguiente diagrama conmuta en C

B

β

��

S(B)
ηB ��

S(β)
��

T (B)

T (β)
��

B′ S(B′) ηB′
�� T (B′)

Denotamos η = {ηB}B∈B : S ⇒ T y llamamos a cada ηB la componente

en B de la transformación natural η.

Definición 1.1.8. Una transformación natural η es una equivalencia natural

si cada ηB es un isomorfismo.

Definición 1.1.9. Dos categorías B y C son isomorfas si existen funtores

S : B → C y T : C → B tal que TS = IdB y ST = IdC .

Definición 1.1.10. Un funtor S : B → C es una equivalencia si existe un

funtor T : C → B y equivalencias naturales TS ⇒ IdB y ST ⇒ IdC .

Observación 1.1.11. Dado un funtor S : B → C, denotamos como S(B) a la

clase de objetos y morfismos de C que son imágenes de objetos y morfismos

de B bajo S.

Proposición 1.1.12. Un funtor S : C → D es una equivalencia si y sólo si es

fiel, pleno y todo objeto en C es isomorfo a un objeto de S(B)

Demostración:

[⇒] Supongamos que S es una equivalencia, esto nos asegura la ex-

istencia de un funtor T : D → C y equivalencias naturales η : ST ⇒ IdD y

µ : TS ⇒ IdC .
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Veamos primero que la función

ϕ : HomC(C,C ′) → HomD(S(C), S(C ′))

que determina el funtor S es inyectiva. Sean α, α′ ∈ HomC(SC, SC) que

satisfacen S(α) = S(α′) y las componentes respectivas de µ y µ−1 dadas por

los cuadrados:

TS(C)

TS(α)

��

µC �� C

α

��

C

α′

��

µ−1
C �� TS(C)

TS(α′)
��

TS(C ′)
µC′

�� C ′ C ′ µ−1
C′

�� TS(C ′)

Así tenemos que α ◦ µC = µC′ ◦ TS(α) = µC′ ◦ TS(α′) = α′ ◦ µC′ . Como

µC es un isomorfismo podemos concluir que α = α′ es decir ϕ es inyectiva.

Demostramos a continuación que S es pleno. Sea δ ∈ HomD(S(C), S(C ′)).

Queremos encontrar α ∈ HomC(C,C ′) tal que S(α) = δ. Consideremos el

morfismo µC′ ◦ T (δ) ◦ µ−1
C : C → C ′ que hace conmutativo el diagrama:

S(C)

δ
��

TS(C)

T (δ)

��

��
µC �� �� C

��

S(C ′) TS(C ′) ��
µC′

�� �� C ′

S(µC′ ◦ T (δ) ◦ µ−1
C ) = S(µC′) ◦ ST (δ) ◦ S(µ−1

C ) = S(µC′) ◦ η−1
SC′ ◦ δ ◦ ηSC ◦

S(µ−1
C ) = 1SC′ ◦ δ ◦ 1SC = δ. Finalmente para cada objeto de D tenemos un

isomorfismo D ∼= ST (D) dado por ηD.

[⇐] S : C → D es fiel, pleno y existe un isomorfismo D ∼= S(C) para

cada D ∈ D. Haciendo uso del axioma de elección para clases1, escojamos C

en C tal que D ∼= S(C) y definimos T (D) = C . Denotemos ξD : ST (D) → D

al isomorfismo que elegimos.

1[1] Foundations, pag: 13-17.
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Un morfismo β : D → D′ induce un morfismo ξ−1
D′ ◦ β ◦ ξD ∈

HomD(ST (D), ST (D′)). Como S es fiel y pleno existe un único morfismo

T (β) en HomC(T (D), T (D′)) que hace conmutar el diagrama:

T (D)

T (β)

��

ST (D)

ST (β)

��

ξD �� D

β

��

T (D) ST (D′)
ξD′

�� D′

Lo anterior determina un funtor T : D → C y una transformación natural

ξ : ST ⇒ IdD dada por los isomorfismos {ξD : STD → D}D. Ahora, para

cada C en C tenemos ξSC : ST (SC) → SC y como S es fiel y pleno, la

función:

ϕ : HomC(TS(C), C) → HomD(ST (SC), S(C))

es un isomorfismo, por tanto existe un único νC ∈ HomC(TS(C), C) tal que

S(νC) = ξSC .

Dado α : C → C ′, consideremos el morfismo ν−1
C′ ◦ α ◦ νC : TS(C) →

TS(C ′) y apliquemos S al cuadrado I . Observemos que éste conmuta por la

naturalidad de ξ y porque S(νC) = ξSC :

TS(C)

I
��

��
νC �� �� C

α

��

TS(C ′) ��
νC′

�� �� C ′

ST (SC)

STS(α)

��

S(νC)

ξSC

�� S(C)

Sα
��

ST (SC ′)
S(νC)

ξSC′
�� S(C ′)

Como S es pleno, para STS(α) existe TS(α) ∈ HomC(TSC, TSC ′) tal

que el diagrama I conmuta para cada α ∈ C, esto induce una transformación

natural ν : TS ⇒ IdC .

Ejemplo 1.1.13. Sean A1, . . . , An anillos y A1 × · · · ×An el producto directo

de anillos. Entonces hay una equivalencia:
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Mod− A1 × · · · ×Mod− An −→Mod− (A1 × · · · × An)

dada por la asignación (M1, . . . ,Mn) 
→M1 × · · · ×Mn.

1.2. Morfismos y objetos distinguidos

Definición 1.2.1. En una categoría C, una flecha f : A → B es un

monomorfismo si f ◦ g = f ◦ h se tiene que g = h. En este caso usare-

mos la notación f : A � B. Decimos que f es un epimorfismo si i◦f = j ◦f
implica que i = j, ésto lo denotaremos f : A � B.

Proposición 1.2.2. Todo isomorfismo es epimorfismo y monomorfismo.

Demostración: Sea α : B → C un isomorfismo, consideremos su inverso

β : C → B. Sean x, y : A→ B tales que α ◦x = α ◦ y, entonces x = 1B ◦x =

β ◦ α ◦ x = β ◦ α ◦ y = 1B ◦ y = y. Por lo tanto α es un monomorfismo.

Similarmente si w, z : C → D son tales que w ◦ α = z ◦ α, entonces w =

w ◦ 1c = w ◦ α ◦ β = z ◦ α ◦ β = z ◦ 1C = z así α es un epimorfismo.

C

β
��

1C

��
��

��
��

�

A
x ��

y
�� B

1B ��
��

��
��

�
α �� C

β

��

z ��

w
�� D

B

Definición 1.2.3. Dos monomorfismos f : A1 � B y g : A2 � B en una

categoría son equivalentes si existen morfismos α : A1 → A2 y β : A2 → A1

con la propiedad f = g ◦ α y g = f ◦ β.

Lo anterior determina una relación de equivalencia en la clase de monomor-

fismos que entran en un objeto B.
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Definición 1.2.4. Un subobjeto deB es una clase de equivalencia de monomor-

fismos que entran en B. Denotaremos �f� al subobjeto representado por

f : A1 � B. Decimos que el subobjeto representado por f está contenido en

el subobjeto representado por g : A2 � B (f ∈ �g�) si existe h : A1 → A2

tal que f = g ◦ h. Usaremos la notación �f� ≤ �g�.

Dos monomorfismos f : A1 � B y g : A2 � B representan al mismo

subobjeto si �f� ≤ �g� y �g� ≤ �f�.

Definición 1.2.5. Dos epimorfismos en una categoría f : B � C1 y g : B � C2

son equivalentes si existen morfismos γ : C1 → C2 y δ : C2 → C1 tales que

g = γ ◦ f y f = δ ◦ g.

Observemos que los morfismos γ y δ son inversos uno del otro, es decir C1 es

isomorfo a C2.

Definición 1.2.6. Un objeto cociente de B es una clase de equivalencia de

epimorfismos cuyo dominio es B. Denotamos al objeto cociente representado

por f : B � C1 como �f�. Decimos que �f� ≤ �g� si existe un morfismo

ε : C2 → C1 que cumple f = ε ◦ g.

Definición 1.2.7. En una categoría C un objeto al que denotaremos i es un

objeto inicial si para todo C en C existe una única flecha i → C . 1 es un

objeto terminal si para todo C en C existe un único morfismo C → 1.

Proposición 1.2.8. Los objetos inicial y terminal, si existen, son únicos salvo

isomorfismo.

Demostración: Sean i e i′ objetos iniciales y 1 y 1′ objetos terminales, en-

tonces existen morfismos únicos i → i′, i′ → i y 1 → 1′ y 1′ → 1 tales que
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los respectivos diagramas son conmutativos.

i′

��

Idi′

��
��

��
��

� 1′

��

Id1′

��
��

��
��

�

i ��

Idi
��

��
��

��
�� i′

��

1 ��

Id1
��

��
��

��
�� 1′

��

i 1

Por lo que i ∼= i′ y 1 ∼= 1′.

Definición 1.2.9. Un objeto cero es un objeto que es inicial y terminal a la

vez, y lo denotaremos como 0.

Definición 1.2.10. Consideremos una categoría C con objeto cero. Un mor-

fismo f : A → B es llamado morfismo cero si se factoriza a través de 0. Es

decir, que el siguiente triangulo conmuta con w : A → 0 y i : 0 → B los

morifsmos únicos dados por el objeto inicial y terminal respectivamente:

A
f

��

w
��

��
��

��
��

B

0

i

����������

Usaremos la notación 0̂ para distinguir al morfismo cero del objeto cero 0.

Proposición 1.2.11. En una categoría C con objeto cero, hay exactamente un

morfismo cero entre cualesquiera dos objetos A y B. Y la composición del

morfismo cero con un morfismo arbitrario es el morfismo cero.

Demostración: Sean A y B en C con objeto cero 0. Como 0 es objeto terminal

existe un único morfismo A → 0 y un único 0 → B, por ser 0 también un

objeto inicial. Por lo tanto existe un único morfismo A → 0 → B. Por otra

parte, cualquier composición de la forma f ◦ 0̂ o 0̂ ◦ g se factoriza a través del

objeto cero, entonces coincide con el morfismo cero.
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Definición 1.2.12. Dados dos morfismos x : A → B y y : A → B, decimos

que e : E → A es un igualador de x y y si:

i) x ◦ e = y ◦ e

ii) Para todo c : X → A tal que x ◦ c = y ◦ c existe un único morfismo

d : X → E que c = e◦d. A ésta propiedad se le conoce como propiedad

universal del igualador de dos morfismos.

Proposición 1.2.13. Si e es un igualador de x : A → B y y : A → B

entonces e es un monomorfismo y representa al mayor subobjeto �s� de A tal

que x ◦ s = y ◦ s.

Demostración: Supongamos que e es el igualador de x y y. Sean a y b

morfismos tales que e◦a = e◦b = c. Notemos que x◦c = y ◦c pues x◦e◦b =

y ◦ e ◦ a, entonces existe un único morfismo u tal que c = e ◦ u = e ◦ a = e ◦ b,
por lo tanto a = b.

Definición 1.2.14. Dados x : A → B y y : A → B, decimos que f : B → F

es el coigualador de x y y si f ◦ x = f ◦ y y para todo morfismo c : B → X

tal que c ◦ x = c ◦ y existe un único d : F → X tal que d ◦ f = c.

Definición 1.2.15. En una categoría con objeto cero el núcleo de una flecha

f : A→ B es un morfismo k : K → A tal que f ◦k = 0̂ y para todo x : X → A

con la propiedad de que f ◦ x = 0̂, existe un único y : X → K que factoriza

a x = k ◦ y. Usaremos la notación ker(f) para representar a dicho morfismo

y Ker(f) para referinos al objeto K .

Observemos que un núcleo de un morfismo f es el igualador de f con el

morfismo 0̂ : A→ B y por lo tanto un monomorfismo.
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Propoisición 1.2.16. Cualesquiera dos núcleos de f representan el mismo

subobjeto.

Demostración: Sean k y k′ dos núcleos de f . Sean u y v los morfismos

inducidos por la propiedad universal del núcleo respectivamente, es decir

k′ = k ◦ u y k = k′ ◦ v. De donde se sigue que �k′� ≤ �k� y �k� ≤ �k′�.

Definición 1.2.17. El conúcleo de f : A → B es una flecha c : B → C tal

que c ◦ f = 0̂ y para todo x : B → X tal que x ◦ f = 0̂ existe un único

y : C → X tal que x = y ◦ c. Es decir, el coigualador de f con el morfismo

0̂ : A → B. Denotaremos al morfismo conúcleo de f como cok(f) y haremos

la distinción con Cok(f) cuando nos refiarmos al objeto.

Dualmente, todo conucleo es un epimortismo y cualesquiera dos conúcleos

de f representan el mismo objeto cociente.

Definición 1.2.18. Sea C una categoría con objeto cero. El producto de

una familia {Ci}i∈I de objetos de C es un objeto C junto con morfismos

{πi : C → Ci}i∈I tal que para cada objeto X y morfismos ξi : X → Ci existe

una única flecha ξ : X → C con la propiedad de que πi ◦ ξ = ξi para todo

i ∈ I . Esto último se conoce como propiedad universal del producto. Us-

aremos la notación
∏
Ci para el producto y llamaremos proyecciones a los

morfismos πi y denotaremos como

C =
∏
Ci

πi �� Ci

X

ξ

��

ξi

�������������

Nótese que la definición anterior puede ser caracterizada mediante la fórmula:

Hom(X,
∏

I

Ci) ∼=
∏

I

Hom(X,Ci)
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Ejemplo 1.3. En las categorías de grupos, grupos abelianos, anillos y módu-

los, el producto de una fimial de objetos coincide con el producto cartesiano,

de manera que si {Ci}I es una familia de objetos, entonces

∏

i∈I
Ci =

{
(xi)i∈I |xi ∈ Ci

}

con (xi)i∈I + (yi)i∈I = (xi + yi)i∈I

Proposición 1.3.1. Si αi : Bi → Ci son monomorfismos, entonces el morfismo

inducido α :
∏
Bi →

∏
Ci es un monomorfismo.

Demostración: Sean η, ξ : X → ∏
Bi tales que α◦η = α◦ξ, entonces tenemos

que αi◦πBi
◦η = αBi

◦πi◦ξ, como cada αi es monomorfismo πi◦η = πi◦ξ para

cada i. Por la propiedad universal de
∏
Bi, existe un único x : X → ∏

Bi

que satisface π ◦ x = πi ◦ η = πi ◦ ξ. Por lo tanto η = ξ

Definición 1.3.2. El coproducto o suma directa de una familia de objetos

{Ci}i∈I en C es un objeto
⊕

Ci junto con un morfismo ιi : Ci →
⊕

Ci para

cada i ∈ I tal que para todo objeto X y morfismo ξ : Ci → X existe un

único morfismo ξ tal que ξi = ιi ◦ ξ (propiedad universal del coproducto).

Nos referiremos a los morfismos ιi como inclusiones.

Ci
ιi ��

ξi
		�

��
��

��
��

⊕
Ci

ξ

��

X

Dualmente el coproducto se caracteriza por la fórmula:

Hom(
⊕

I

Ci, X) ∼=
∏

I

Hom(Ci, X)

En las definiciones anteriores, si Ci es igual a un objeto A para toda i,

denotaremos al producto como AI y al coproducto como A(I).
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Ejemplo 1.4. En la categoría de grupos, el coproducto
∐

i∈I Gi coincide con

el producto libre generado por los Gi.

Proposición 1.4.1. Dualmente a la proposición anterior, si αi : Bi → Ci es un

epimorfismo para cada i ∈ I , entonces el morfismo inducido α :
⊕

Bi →
⊕

Ci

es tambien un epimorfismo.

Ejemplos 1.4.2. 1. Un producto vacío es un objeto terminal, un coproducto

vacío es un objeto inicial. 2. En las categorías de gurpos, grupos abelianos,

espacios vectoriales y espacios de Banach, 0 es el objeto cero. 3. En la

categoría de conjuntos y en la de espacios topológicos el conjunto vacío es

el objeto inicial y un conjunto unitario es el objeto terminal.

Definiciónn 1.4.3. Definimos el producto de dos categorías A y B como A×B,

cuyos objetos son pares de objetos (A,B) con A en la clase de objetos de

A y B en los objetos de B. Los morfismos (A,B) → (A′, B′) son pares

de morfismos a : A → A′ y b : B → B′ en A y B respectivamente. Además

tenemos asociados dos funtores proyección PA : A×B → A y PB : A×B → B.



Capítulo 2

Categorías Abelianas

En éste capítulo partiremos de la caracterización axiomática de categorías

abelianas introducida por Peter Freyd y esbozaremos resultados significativos

sobre su estructura interna.

Definición 2.0.4. Una categoría A es abeliana si cumple con los siguientes

axiomas:

A0 A tiene objeto cero

A1 Para todo par de objetos A,B en A hay un producto A×B y una suma

A⊕B

A2 Todo morfismo tiene un núcleo y un conucleo

A3 Todo monomorfismo es núcleo de un morfismo y todo epimorfismo es

conúcleo de un morfismo.
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2.1. Núcleos y Conúcleos

Definición 2.1.1. Sea B un objeto en una categoría abeliana A. Denotemos

con S la clase de subobjetos de B y Q la clase de objetos cociente de B.

S =

{
�f� | f

� B

}
Q =

{
�g� |B g

�
}

Definimos cok : S → Q como �f� �→ �cok(f)� y ker : Q→ S tal que �g� �→
�ker(g)�.

Las funciones anteriores están bien definidas pues si �f ′� = �f�, entonces

existen α y β tales que f = f ′ ◦ α y f ′ = f ◦ β. Notemos que cok(f) ◦ f ′ =

cok(f)◦f◦β = 0̂, por la propiedad universal del conúcleo de f ′ existe un único

β′ tal que cok(f) = β′◦cok(f ′). Por otro lado cok(f ′)◦f = cok(f ′)◦f ′◦α = 0̂

entonces existe una única α′ tal que cok(f ′) = α ◦ cok(f). Por lo tanto

�cok(f)� = �cok(f ′)�. Asimismo ker : Q→ S está bien definida.

Observación 2.1.2. ker y cok invierten el orden.

Demostración: Sean �f� ≤ �g� subobjetos de B con representantes f :

A1 � B y g : A2 � B, entonces existe α tal que f = g ◦ α. Consideremos

los morfismos cok(g) y cok(f). Notemos que cok(g)◦ f = cok(g)◦ (g ◦α) = 0̂.

Por la propiedad universal de Cok(f) existe un único β : C1 → C2 tal que

cok(g) = β ◦ cok(f). Es decir �cok(g)� ≤ �cok(f)�.

A1 f

��������

a

��

0̂

��
C2

B

cok(g) ��������

cok(f) ��������

A2
g

��������
C1

β

���
�
�

Dualmente, dados dos objetos cociente de B, �h� ≤ �k� con represen-

tantes h : B � C1 y k : B � C2. Existe β : C2 → C1 tal que h = β ◦ k.

Entonces h◦ker(k) = (β ◦k)◦ker(k) = β ◦ 0̂ = 0̂ implica que existe un único
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α : K2 → K1 tal que ker(k) = ker(h) ◦ α, así �ker(k)� ≤ �ker(h)�. Por lo

tanto ker invierte el orden.

K2
ker(k)

��

α

��
�
�
� B

h ��

k
���

������� C1

K1

ker(h)

�����������
C2

β

��

Teorema 2.1.3. En categorías abelianas ker y cok son funciones inversas.

Demostración: Sea A un objeto en una categoría abeliana y �f� un subobjeto

de A. Por el axioma A3 existe g : A→ B tal que f = ker(g), i.e. f : Ker(g) →
A. Entonces por la propiedad universal del conúcleo de f existe un único

ϕ : Cok(f) → B tal que g = ϕ ◦ cok(f).

Ker Coker(f)

β
		����������� ��

k

��

Ker(g)

α
�������������

��

f
�� A

cok(f)
����

g
�� B

Cok(f)

ϕ



������������

Consideremos k = ker(cok(f)), como cok(f) ◦ f = 0̂, existe α : Ker(g) →
Ker Cok(g) tal que f = k◦α. Ahora, como g ◦k = (ϕ◦cok(f))◦k = ϕ◦ 0̂ = 0̂

entonces existe un único β : Ker Cok(f) → Ker(g) tal que k = f ◦ β.

Por lo tanto �k� ≤ �f� y �f� ≤ �k� es decir A 
 Ker Cok(f) con lo que

tenemos:

�f� = �ker cok(f)� (2.1)

Dualmente si �f� es un objeto conciente de A. Por el axioma A3 existe

g : B → A tal que f = cok(g). Consideremos h = ker(f) y cok(h). Observe-

mos que g ◦ f = 0̂. Entonces existe φ : B → Ker(f) tal que g = h ◦ φ. Como
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f ◦ h = 0̂, existe α : CokKer(f) → A tal que f = α ◦ cok(h). Por otro lado

cok(h) ◦ g = cok(h) ◦ (h ◦ φ) = 0̂ entonces hay un único β : A→ CokKer(f)

tal que k = β ◦ f . Así �f� ≤ �k� y �k� ≤ �f� por lo tanto:

�f� = �cok ker(f)� (2.2)

Ker(f)
��

h

��

B
g

��

φ
�������������
A

f
�� ��

cok(h)
����

Cok(g)

β
�������������

CokKer(f)

α


�����������

Observación 2.1.4. En una categoría con objeto cero, el conúcleo de un epi-

morfismo f : A→ B es el morfismo 0̂ : B → 0. Dualmente, si f es monomor-

fismo entonces ker(f) = 0̂.

Demostración: Tenemos que cok(f)◦f = 0̂◦f = 0̂, como f es un epimorfismo

cok(f) = 0̂. Análogamente si f es un monomorfismo, ker(f) = 0̂.

Observación 2.1.5. El núcleo del morfismo 0̂ : 0 → A es el morfismo idA. Y

el conúcleo de 0̂ : B → 0 es idB .

Teorema 2.1.6. En categorías abelianas, un morfismo que es monomorfismo

y epimorfismo es un isomorfismo.

Demostración: Sea f : A→ B monomorfismo y epimorfismo. Y consideremos

su núcleo y conúcleo respectivamente. Además por la observación anterior,

idA = cok ker(f) y idB = ker cok(f).
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0
ker(f)

�� A ��
f

�� ��

1A

��

B





cok(f)
�� 0

A B

��

1B

��

Como f ◦ker(f) = 0̂, entonces por la propiedad universal del conúcleo de

ker(f) existe un único morfismo α : B → A tal que idA = α ◦ f . Del mismo

modo obtenemos un único morfismo β : B → A tal que idB = f ◦ α.

Entonces tenemos que β = idA ◦β = α ◦ f ◦β = α ◦ idB = α. Por lo tanto

f es un isomorfismo.

2.2. Subobjetos y objetos cociente

Definición 2.2.1. Sea A en A, abeliana. Definimos la intersección de dos

subobjetos de A como su mayor cota inferior (ínfimo) en la familia de subob-

jetos de A.

Teorema 2.2.2. En categorías abelianas, todo par de subobjetos tiene una

intersección.

Demostración: Sea A una categoría abeliana y un objeto A en ella. Sean

�f� y �g� subobjetos de A con representantes f : A1 → A y g : A2 → A.

Denotemos h = cok(f) y k = ker(h ◦ g). Por (2.1) f = ker(h) y h ◦ g ◦ k = 0̂

implican que existe un único j : A1,2 → A1 tal que g ◦ k = f ◦ j := α.

Notemos que α ∈ �f� y α ∈ �g� entoncesα ∈ (�f� ∩ �g�). Es decir α es

cota inferior para �f� y �g�. Veamos que α es la mayor cota inferior. Sean

x1, x2 tales que g ◦ x2 = f ◦ x1 := φ. Esto es, φ es una cota inferior de f y

de g.
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X
x2

��

x

��

x1

��

A1,2

j

��
�
�
�

k �� A2��

g

��

A1
��

f
�� A

h
�� F

Tenemos que h ◦ g ◦ x2 = h ◦ f ◦ x1 = 0̂ ◦ x1 = 0̂. Como k = ker(h ◦ g),
por la propiedad universal del núcleo existe una única x : X → A1,2 tal

que k ◦ x = x2. Ahora f ◦ j ◦ x = g ◦ k ◦ x = g ◦ x2 = f ◦ x1 como f es

monomorfismo entonces j ◦ x = x1. Lo que significa que hay un único morfismo

con la propiedad de φ = α ◦ x. Así φ ≤ α. Por lo tanto α es el ínfimo de f y

g.

Teorema 2.2.3. En categorías abelianas todo par de objetos cociente tiene

una intersección.

Demostración: Sean �f� y �g� objetos cociente de B. Denotemos f ′ = ker(f)

y h = cok(g ◦ f ′). Por (2.2) f = cok(f ′), como h ◦ g ◦ f ′ = 0̂, existe un único

j : A1 → A1,2 tal que j ◦ f = h ◦ g.
Llamemos β a la igualdad j ◦ f = h ◦ g, entonces β ≤ f y β ≤ g. Por lo

tanto β es cota inferior de �f� y �g�.
Sean x1 y x2 tales que x1 ◦ f = x2 ◦ g := γ.

K
f ′

�� B

g
����

f
�� �� A1

j
��
�
�
�

x1

��

A2 h
��

x2
��

A1,2

x

��

X
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Como h = cok(f ′ ◦ g) y x2 ◦ (g ◦ f ′) = x1 ◦ f ◦ f ′ = x1 ◦ 0̂ = 0̂, entonces

existe un único x : A1,2 → X tal que x2 = x ◦ h. Así tenemos que x ◦ j ◦ f =

x◦h◦ g = x2 ◦ g = x1 ◦f y como f es un epimorfismo, entonces x1 = x◦ j. Es

decir, existe un único morfismo x tal que γ = x ◦ β. Así γ ≤ β. Por lo tanto,

β es el ínfimo de �f� y �g�

Corolario 2.2.4. En categorías abelianas

i) Todo par de subobjetos tiene una mínima cota superior (Supremo).

ii) Todo par de objetos cociente tiene una mínima cota superor.

Demostración:

i) Sean �f� y �g� subobjetos de A con representantes f : A1 → A y

g : A2 → A. Por el teroema 2.2.3 sabemos que existe el ínfimo de

cok(f) y cok(g) al que llamaremos i = c1 ◦ cok(f) = c2 ◦ cok(g).
Denotemos m = ker(i) : M → A y observemos que i◦g = (c2 ◦ g′)◦g =

0̂ entonces existe un único k2 : A2 →M tal que m ◦ k2 = g. Así mismo

existe un único k1 : A1 →M tal que m ◦ k1 = f . Por lo tanto m es cota

superior de �f� y �g�. Probemos que es la menor.

Sea ϕ : L � A tal que f ≤ ϕ y g ≤ ϕ. Entonces existen l1 y l2 tales

que ϕ ◦ l1 = f y ϕ ◦ l2 = g.

Consideremos cok(ϕ) : A → Q. Entonces cok(ϕ) ◦ f = cok(ϕ) ◦
(ϕ ◦ l1) = 0̂ ◦ l2 = 0̂, así que existe un único t1 : C1 → Q tal que

t1 ◦ cok(f) = cok(ϕ). Analogamente hay un único t2 : C2 → Q tal que

t2 ◦ cok(g) = cok(ϕ). Como i es el ínfimo de cok(g) y cok(f), entonces

cok(ϕ) ≤ i, es decir, existe h : I → Q tal que h ◦ i = cok(ϕ).
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L

M
m

��
		

		
		

		
A2

k2��
��

g

��

l2
��

A1
��

f
��

l1

��

k1

��

A
i

��















cok(f)

��

cok(g)

��

C1

c1

�� t1

��

C2 c2
��

t2 ��

I
h

��

Q

Así cok(ϕ) ◦ m = (h ◦ i) ◦ m = h ◦ 0̂. Por la propiedad universal del

núcleo existe un único l : M → L que hace conmutativo el siguiente

diagrama:

L
ϕ

��















M
m ��

l

��

A
i ��

cok(ϕ) ��
��

��
��

� I

h
��

Q

Es decir m ≤ ϕ. Por lo tanto m es el supremo de �f� y �g�.

ii) Sean �f� y �g� objetos cociente de B, denotemos i = �f� ∩ �g� y p =

cok(i).

Tenemos que i ◦ g = k2 ◦ ker(g) ◦ g = k2 ◦ 0̂ = 0̂ entonces hay un único

a2 : P → A2 tal que a2 ◦ g = p. Por otro lado i ◦ f = k1 ◦ ker(f) ◦ f =

k1 ◦ 0̂ = 0̂ implica que existe un único a1 : P → A1 con la propiedad de

qie a1 ◦ f = p. En consecuencia p es cota superior de �f� y �g�.
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Supongamos que un epimorfismo ψ es cota superior de f y g. Es decir

que existen q1 y q2 tales que q1◦ψ = f y q2◦ψ = g. Entonces f◦ker(ψ) =

(q1 ◦ ψ) ◦ ker(ψ) = q1 ◦ 0̂ = 0̂. Tenemos un único r1 : R → K1 tal

que ker(ψ) = ker(f) ◦ r1. Análogamente existe un único morfismo r2 :

R → K2 dado por la propiedad universal del núcleo tal que ker(ψ) =

ker(g) ◦ r2. Por lo tanto ker(ψ) ≤ ker(f) y ker(ψ) ≤ ker(g).

R��

ker(ψ)

��

��
��
��
��
	

��

�
��
��
��
�� �� ��

r1

��

r2

��

s

��

I
i

��	
		

		
		

		

k1
��

k2 �� K2��

ker(g)

��

K1
��

ker(f)
�� B

p

��	
		

		
		

	
f

�� ��

ψ �� ��

��
��
��
��
	

��

�
� 
��
��
��
�� ��

g
����

A1

A2 P

a1

��

a2

��

Qq2

��

q1

��

r

��

Por ser i el ínfimo, hay una única s : R → I tal que ker(ψ) = i ◦ s, es

decir ker(ψ) ≤ i. Notemos que p◦ker(ψ) = p◦ (i◦s) = 0̂◦s = 0̂, por la

propiedad del conúcleo, existe un único r : Q→ P que hace ψ = r ◦ p,
es decir, p ≤ ψ. Por lo tanto p es el supremo de �f� y �g�.

De los dos resultados anteriores podemos concluir que la familia de objetos

cociente de B y la familia de subobjetos de A forman una retícula, a ésta

última la denotaremos com L(A). Más adelante podremos probar que se trata

de una retícula modular.
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2.3. Igualadores y coigualadores

Sean x : A → X, y : B → X morfismos en una categoría abeliana, deno-

taremos al morfismo dado por la propiedad universal del producto de A× B

como
(
a
b

)
: C → A×B donde a : X → A y b : X → B.

A A×B
πA��

πB �� B

X

a

����������� b

��









(a

b)
��

Lema 2.3.1. Sea x : A → B, entonces el morfismo
(

1
x

)
: A→ A×B es un

monomorfismo.

Demostración: Sean g, h : C → A tales que
(

1
x

) ◦ g =
(

1
x

) ◦ h, es decir,
(
g
x◦g

)
=

(
h
x◦h

)
entonces πA ◦ (

g
x◦g

)
= πA ◦ (

h
x◦h

)
con lo que g = h, por lo tanto

(
1
x

)
es un monomorfismo.

Teorema 2.3.2. En categorías abelianas, todo par de morfismos x : A→ B y

y : A→ B tienen igualador

Demostración: Consideremos los monomorfismos A
(1

x)→ A×B y A
(1

y)→ A×B.

Si K
k→ A×B es su intersección, tenemos que k =

(
k2
y◦k2

)
=

(
k1
x◦k1

)
, entonces

πA ◦ (
k2
y◦k2

)
= πA ◦ (

k1
x◦k1

)
, esto implica que k1 = k2 := e. Por otro lado

πB ◦ (
k2
y◦k2

)
= πB ◦ (

k1
x◦k1

)
, por lo tanto y ◦ e = x ◦ e.

X
f

��

i






��






f

��

K

e

��

e
�� A

(1
x)

��

A
(1

y)
�� A×B
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Sea f : X → A tal que x ◦ f = y ◦ f , como K es la intersección de
(

1
x

)

y
(
1
y

)
entonces existe un único morfismo i : K → X tal que f = e ◦ i. Por lo

tanto e es el igualador de y y x.

Sean x : A → X, y : B → X morfismos en una categoría abeliana, denota-

mos al morfismo dado por la propiedad universal del conúcleo como 〈x, y〉.

A
ιA ��

x
  �

�������� A+B
〈x,y〉

��

B
ιB��

y
!!










X

Lema 2.3.3. Sea x : A → B, entonces el morfismo 〈x, 1B〉 : A×B → B es

un epimorfismo.

Demostración: Sean f, g : B → C tales que f ◦〈x, 1B〉 = g◦〈x, 1B〉. Entonces

〈f ◦ x, f〉◦iB = 〈g ◦ x, g〉◦iB implica que f = g, así 〈x, idB〉 es un epimorfismo.

Teorema 2.3.4. En categorías abelianas, todo par de morfismos x : A→ B y

y : A→ B tienen coigualador

Demostración: Sean x, y : A→ B, por el lema anterior 〈x, 1B〉 y 〈y, 1B〉 son

epimorfismos. Sea (P, p1, p2) su intersección, es decir p1◦〈y, 1B〉 = p2◦〈x, 1B〉,
entonces 〈p1 ◦ y, p1〉 ◦ iB = 〈p2 ◦ x, p2〉 ◦ iB por lo tanto p1 = p2 := p . Así

〈p1 ◦ y, p1〉 ◦ iA = 〈p2 ◦ x, p2〉 ◦ iA ⇒ p ◦ y = p ◦ x, es decir p coiguala a x y y.

Supongamos que hay un morfismo q : B → Q tal que q◦y = q◦x, entonces

q ◦ 〈y, 1B〉 = q ◦ 〈x, 1B〉. Como P es la intersección de 〈x, 1B〉 y 〈y, 1B〉, existe

un único r : P → Q tal que r◦p = q. Por lo tanto p es el coigualador de x y y.
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2.4. Producto y coproducto fibrado

Definición 2.4.1. Un diagrama conmutativo

P

p1
��

p2
�� B

b
��

A a
�� C

es un producto fibrado (Pullback) si para todo par de morfismos x1 : X → A

y x2 : X → A tales que a ◦ x1 = b ◦ x2, existe un único x : X → P tal que

p1 ◦ x = x1 y p2 ◦ x = x2.

Teorema 2.4.2. En categorías abelianas, todo diagrama de la forma

B

y

��

A x
�� C

puede extenderse a un producto fibrado.

Demostración: Consideremos el diagrama I y k el igualador de y◦πB y x◦πA.

Observemos que el cuadrado II conmuta.

A×B

πA

��

πB ��

��������I
B

y

��

A x
�� C

K
πB◦k

��

πA◦k
��

	
��
���II
B

y

��

A x
�� C

Supongamos que existen l1 : L→ A y l2 : L→ B tales que x ◦ l1 = y ◦ l2.
Por la propiedad universal del producto, existe un único l : L → A × B tal

que l1 = πA ◦ l y l2 = πB ◦ l. Así x ◦ πA ◦ l = y ◦ πB ◦ l, es decir, l iguala los

morfismos y ◦ πB y x ◦ πA, entonces existe un único m : L → K que hace
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conmutar el siguiente diagrama:

L
l2

��

l

����������

l1

��

m
��

�
�

�
�

K
k �� A×B

πA

��

πB �� B

y

��

A
x �� C

Proposicion 2.4.3. Si tenemos dos productos fibrados:

P

p1
��

p2
�� B

y

��

A x
�� C

Q

q1

��

q2
�� B

y

��

A x
�� C

Entonces P ∼= Q. De hecho, hay un único isomorfismo r : P → Q tal que

p1 = q1 ◦ r y p2 = q2 ◦ r.

Demostración:

Q

q1

""

α

��
�

�
�

� q2

��

P

p1
��

p2
�� B

y

��

A x
�� C

P

p1

""

β

��
�

�
�

� p2

��

Q

q2

��

q1
�� B

y

��

A x
�� C

Sean α y β los morfismos dados por la propiedad universal del producto

fibrado respectivamente. Tenemos que β ◦ α = idQ y α ◦ β = idP por lo tanto

P ∼= Q
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Observemos que si consideramos la categoría cuyos objetos son flechas con

codominio C y morfismos entre (A→ C) y (B → C), de la forma f : A→ B

tal que A
f→ B → C = A→ C .

El producto (P → C) = (A → C) × (B → C) es el morfismo diagonal del

producto fibrado.

Definición 2.4.4. Un diagrama conmutativo

A

c

��

b �� B

q2
��

C q1
�� P

es un coproducto fibrado (Pushout) si para todo par de morfismos x1 : C → X

y x2 : B → X tales que x1 ◦ c = x2 ◦ b, existe un único x : P → X tal que

x ◦ q1 = x1 y x ◦ q2 = x2

Teorema 2.4.5. Dualmente en categorías abelianas, todo diagrama

A

g

��

f
�� B

C

puede extenderse a un coproducto fibrado de manera única (salvo isomorfis-

mo).

Demostración: Consideremos el coproducto de C y B (dado por el axioma A1)

C
iC→ C ⊕B

iB← B. Sea d el coigualador de iC ◦ g y iB ◦ f . Sean x1 : C → X

y x2 : B → X tales que x1 ◦ g = x1 ◦ f . Por la propiedad universal del

coproducto, existe un único morfismo x : C ⊕B → X tal que x ◦ iC = x1 y

x ◦ iB = x2.
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A
f

��

g

��

B

iB
��

x2

##

C
iC ��

$$

C ⊕B
d ��

x
���������� D

r

��
�

�
�

�

X

Así x ◦ iB ◦ f = x2 ◦ f = x1 ◦ g = x ◦ iC ◦ g, por lo tanto x coiguala a iC ◦ g
y iB ◦ f . Por la propiedad del coigualador, existe un único r : D → X tal que

x = r ◦ d.

2.5. La imagen y la coimagen de un morfismo

Definición 2.5.1. La imagen de un morfismo f : A→ B es el menor subobjeto

�s� de B, tal que f se factoriza a través del morfismo s. Es decir:

A

��

f
�� B

S

s

%%�������

tal que si A

��

f
�� B

S ′
s′

&&�������

entonces S

∃
��

S �� B

S ′
s′

&&�������

Denotaremos al morfismo como im(f) y al objeto S como Im(f)

Definición 2.5.2. Un monomorfismo s : S � B permite f : A → B si existe

a : A→ S tal que s ◦ a = f .

Definición 2.5.3. Un epimorfismo b : B � F anula f : A→ B si b ◦ f = 0̂

Lema 2.5.4. Un subobjeto permite f : A → B si y sólo si su conúcleo

anula a f .
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Demostración: [⇒] s : S � B permite A
f→ B. Es decir, hay un morfismo

a : A→ S tal que f = s◦a. Sea r = cok(s), entonces r◦f = r◦s◦a = 0̂◦a = 0̂

por lo tanto r anula a f .

[⇐] Sea s : S � B tal que r = cok(s) anula a f , es decir r ◦ f = 0̂.

Como s es un monomorfismo s = ker(r), entonces por la propiedad universal

del núcleo, existe un único a : A → S tal que f = s ◦ a. Por lo tanto,

s permite a f .

Teorema 2.5.5. En categorías abelianas, un morfismo f : A→ B tiene imagen

y es igual a ker cok(f).

Demostración: Sea c = cok(f), c es el mayor objeto cociente que anula a f y

ker(c) es el menor subobjeto que permite a f , por lo tanto kercok(f) = im(f).

A

a
��

f
�� B

c �� C

Ker Cok(f)

s

�������������

Teorema 2.5.6. Para categorías abelianas, f : A → B es un epimorfismo si

y sólo si Im(f) = B si y sólo si Cok(f) = 0

Demostración: [⇐] supondremos que Cok(f) = 0.

Del teorema anterior tenemos que Im(f) = Ker Cok(f) = B

A
f

��

��

B
0̂ �� 0̂

B

idB

%%��������

Sean u, v tales que u ◦ f = v ◦ f , sea q el igualador de u y v. Como q es

monomorfismo, por el axioma A3 q = ker(w) para algún w. Pero f también

iguala a u y v, entonces existe un único m tal que f = q ◦m.
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Consideremos cok(f). Tenemos que w ◦ f = w ◦ q ◦ m = 0̂ ◦ m = 0̂,

entonces existe un único n tal que w = n◦ cok(f). Como cok(f) = 0̂ entonces

w = ô de donde q = ker(0̂), por lo tanto q es también epimorfismo y dado

que u ◦ q = v ◦ q entonces u = v. Por lo tanto f es un epimorfismo.

Q

q
����

A

m
&&�������� f
�� B

u ��

v
��

w

��

k

��













 C

W 0n
��

[⇒] Supongamos que f es un epimorfismo. Sea h = cok(f), entonces

h ◦ f = 0̂ = 0̂ ◦ f implica que h = 0̂ por lo tanto Cok(f) = 0 y así Im(f) =

Ker Cok(f) = Ker(0) = B.

Corolario 2.5.7. x : A→ Im(x) es un epimorfismo.

Definición 2.5.8. La coimagen de f : A→ B es el menor objeto cociente �c�
de A a través del cual se factoriza f .

A
f

��

c
�� ��
��

��
��

� B

C

��
tal que si A

f
��

d �� ��
��

��
��

� D

D

��
entonces A

c �� ��

d �� ��
��

��
��

� C

D

∃
��

Definición 2.5.9. q : A � Q permite a f : A → B si hay un morfismo

a : Q→ B tal que f = a ◦ q.

Definición 2.5.10. p : P � A anula a f : A→ B si f ◦ p = 0̂.

Lema 2.5.11. Un morfismo q permite a f : A→ B si y sólo si ker(q) anula f
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Demostración: [⇒] Sea r = ker(q), entonces f ◦ r = a ◦ q ◦ r = a ◦ 0̂ = 0̂,

por lo tanto r anula a f .

[⇐] Sea r = ker(q), r anula a f , es decir, f ◦ r = 0̂, entonces q = cok(r)

y por la propiedad universal del conúcleo existe un único a : Q→ B tal que

f = a ◦ q.

Teorema 2.5.12. En categorías abelianas coim(f) = cok ker(f)

Demostración: Sea f : A → B. Por el lema anterior k = ker(f) anula a f

si y sólo si c = cok ker(f) permite a f . Veamos que c es el menor objeto

cociente con esa propiedad.

M

m

��

��

d′

��















K �� k �� A��
c

��

d

�� ��
��

��
��

�
f

�� B

C D
z��

a

��

Sea d : A � D que factoriza a f y d′ = ker(d), entonces f ◦d′ = a◦d◦d′ =

a ◦ 0̂ = 0̂, entonces existe un único m : M → K tal que d′ = k ◦m. Ahora

como c ◦ d′ = c ◦ k ◦m = 0̂ ◦m = 0̂ y d = cok(d′), existe un único z : D → C

tal que c = z ◦ d. Por lo tanto c < d y así cok ker(f) = coim(f).

Teorema 2.5.13. f : A → B es monomorfismo si y sólo si Coim(f) = A si y

sólo si Ker(f) = 0.
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Demostración: [⇐] Ker(f) = 0, entonces Coim(f) = Cok Ker(f) = Cok(0̂) = A.

Ker(f)
k

  �
��������

•
w

��

n��

W
u ��

v
�� A

f
��

����

B

Q

m

%%

Sean u y v tales que f ◦ u = f ◦ v y sea q su coigualador, entonces

existe un único morfismo m : Q → B tal que f = m ◦ q. Por otro lado,

como q es un epimorfismo tenemos que q = cok(w) para algún w. Entonces

f ◦ w = m ◦ q ◦ w = m ◦ 0̂ = 0̂. Si k = ker(f), existe un único n tal que

w = k ◦ n. Pero k = 0̂ entonces q = cok(0) = idA, así q es un isomorfismo, en

particular monomorfismo, entonces q ◦ u = q ◦ v implica que u = v. Por lo

tanto f es un monomorfismo.

Teorema 2.5.14. Sea p : A � I ′ una coimagen de f : A → B, entonces

i : I ′ → B es monomorfismo.

Demostración: Probaremos que Ker(i) = 0.

Sea x : X → I ′ tal que i ◦ x = 0̂ y q = cok(x), existe un único r : Q→ B

tal que i = r ◦ q.
Dado que q◦p es un epimorfismo, entonces existe h tal que q◦p = cok(h).

Entonces f ◦ h = r ◦ (q ◦ p) ◦ h = r ◦ 0̂ = 0̂, si k = ker(f), existe un único

morfismo l : H → K tal que h = k ◦ l. Y p ◦ h = p ◦ (k ◦ l) = 0̂ entonces hay

un único s : Q→ I tal que p = s ◦ (q ◦ p).
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Como p es epimorfismo, s ◦ q = idI′ entonces q es monomorfismo, como q ◦
x = 0̂ entonces x = 0̂ en particular ker(i) = 0̂. Por lo tanto i es monomorfismo.

H
l

''

h
��

K
k �� A

f
��

p
����

B

X
x �� I ′

q
��

i
%%��������
Q

r

��

s
��

Teorema 2.5.15. Sea s : I � B la imagen de f : A→ B, entonces α : A→ I

tal que f = s ◦ α es un epimorfismo.

Demostración: Probemos que cok(α) = 0̂

Sea x tal que x ◦ α = 0̂ y q = ker(x). Sabemos que por la propiedad

universal del núcleo que existe un único morfismo r : A→ Q tal que α = q◦r.
La composición s◦q es un monomorfismo, por el axioma A3 hay un morfismo

h tal que s ◦ q = ker(h). Entonces h ◦ f = h ◦ s ◦α = h ◦ s ◦ q ◦ r = 0̂ ◦ r = 0̂.

Si C = Cok(f), existe una única l : C → H tal que l ◦ c = h.

Ahora h◦s = l ◦ c◦s = 0̂ (pues s = ker cok(f) = ker(c) ), entonces existe

un único t : S → Q tal que s = s ◦ q ◦ t, entonces is = q ◦ t dado que s es

monomorfismo. Por lo tanto q es epimorfismo, así x ◦ q = 0̂ implica que x = 0̂,

en particular cok(α) = 0̂ en particular α es un epimorfismo.

Q
q

��
S

t
�� ��

s

��

x �� X

A

r

��

α

%%�������� f
�� B

c �� ��

h
��

C

l
''

H
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Teorema de factorización única 2.5.16. En categorías abelianas, sea f :

A → B con f = j ◦ i donde i : A → I es epimorfismo y j : I → B

es monomorfismo, entonces i es una coimagen de f y para cualquier otra

factorización f = s ◦ p donde p sea epimorfismo y s monomorfismo, hay un

único isomorfismo α : I → I ′ tal que p = α ◦ i, j = s ◦ α.

Demostración:

A

p

"" ""

i
�� ��
��

��
��

��
��

�
f

�� B

I
%%

j

%%�����������

��

k

����

Coim(f)
%%

s

((

Sea A
i→ I

j→ B una factorízación de f : A → B como en las hipótesis.

Sea f = s◦p la factorización dada por la coimagen de f, es decir s = coim(f)

es el menor objeto cociente que permite a f , entonces existe un epimorfismo

k : I � Coim(f) tal que k ◦ i = p. Entonces tenemos que j ◦ i = f =

s ◦ p = s ◦ k ◦ i, dado que i es epimorfismo, entonces j = s ◦ k y como j

es monomorfismo, entonces k también es monomorfismo. Por lo tanto k es un

isomorfismo entre i y la coimagen de f .
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2.6. Sucesiones Exactas

Teorema 2.6.1. En categorías abelianas, para A
f→ B

g→ C las siguientes

condiciones son equivalentes:

a) im(f) = ker(g)

b) coim(g) = cok(f)

c) Si k = ker(g), h = cok(f) entonces g ◦ f = 0̂ y h ◦ k = 0̂

Demostración: a) ⇒ c) Sea i = im(f) = ker(g) = k, consideramos la

factorización de f a través de su imagen f = i ◦ α. Tenemos que g ◦ f =

g ◦ i ◦ α = g ◦ k ◦ α = 0̂ ◦ α = 0̂. Sea h = cok(f), entonces k = im(f) =

ker cok(f) = ker(h) por lo tanto h ◦ k = 0̂.

c) ⇒ a) Supongamos que g ◦ f = 0̂ y h ◦ k = 0̂. Sea i = ker cok(f) =

ker(h) la imagen de f , por la propiedad universal del núcleo, existe un único

monomorfismo ε tal que k = i◦ε entonces k ≤ i. Como g◦f = 0̂ existe un único

β : A→ Ker(f) tal que f = k◦β, es decir, f se factoriza a través de k. Pero i

es el menor subobjeto que permite a f , entonces hay un γ : Im(f) → Ker(g)

tal que i = k ◦ γ entonces i ≤ k por lo tanto im(f) = ker(g).

b) ⇒ c) Tenemos que cok(f) = coim(g). Si k = ker(g) y h = cok(f)

entonces h = cok(f) = coim(g) = cok ker(g) = cok(k), sea φ el morfismo

que nos da la factorización de g a través de su coimagen g = φ ◦ h, entonces

g ◦ f = φ ◦ h ◦ f = φ ◦ 0̂ = 0̂. Por otro lado h = cok(k) así h ◦ k = 0̂.

c) ⇒ b) g◦f = 0̂ y h◦k = 0̂, veamos que coim(g) = cok(f). Denotamos

c = coim(g), sabemos que existe δ tal que h = c◦δ, por lo tanto h ≤ c. Ahora

como g ◦ f = 0̂, existe un único δ : Cok(f) → Coim(g) tal que g = δ ◦ h.

Es decir, g se factoriza a través de h, como c es el menor objeto cociente

que permite a g, hay un morfismo ϕ : Cok(f) → Coim(g) tal que c = ϕ ◦ h
entonces c ≤ h. Concluimos que coim(g) = cok(f).
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Definición 2.6.2. Decimos que una sucesión · · · → Ai−1 → Ai → Ai+1 → · · ·
es exacta si para toda i, im(Ai−1 → Ai) = ker(Ai → Ai+1)

Proposición 2.6.3. En categorías abelianas:

i) 0 → K
f→ A es exacta si y sólo si f es un monomorfismo.

ii) 0 → K
f→ A

g→ B es exacta si y sólo si f = ker(g).

iii) B
h→ F → 0 es exacta si y sólo si h es epimorfismo.

iv) A
g→ B

h→ F → 0 es exacta si y sólo si h = cok(g).

v) 0 → A
g→ B → 0 es exacta si y sólo si g es isomorfismo.

vi) A
g→ B

1B→ B es exacta si y sólo si g = 0̂.

vii) 0 → A
f→ B

g→ C → 0 es exacta si y sólo si g = cok(f) y f es

monomorfismo.

Demostración:

i) Supongamos que 0 → K
f→ A es exacta, entonces im(0̂) = ker(f). Sea

i : Im(0̂) → K . Sabemos que p tal que 0̂ = i ◦ p es un epimorfismo, por

lo tanto ker(f) = i = 0̂. Recíprocamente, sea f monomorfismo, tenemos

que ker(f) = 0̂, entonces im(0̂) = ker cok(0̂) = ker(1K) = 0̂ = ker(f).

ii) 0 → K
f→ A

g→ B es exacta, entonces im(0̂) = ker(f) y im(f) =

ker(g). Por i) tenemos que f es monomorfismo, entonces f = im(f) =

ker cok(f) = ker(g). Ahora, f = ker(g) implica que cok(f) =

cok ker(g) = coim(g), por el teorema anterior im(f) = ker(g).

iii) Si B
h→ F → 0 es exacta si y sólo si im(h) = ker(0̂) = idF si y sólo si

h es epimorfismo.
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iv) Supongamos que A
g→ B

h→ F → 0 es exacta, es decir im(g) = ker(h) y

im(h) = ker(0̂), por iii), h es un epimorfismo, así cok(g) = coim(h) = h.

Recíprocamente si h = cok(g) entonces es un epimorfismo, por iii)

B
h→ F → 0 es exacta. Ahora observemos que ker(h) = ker cok(g) =

im(g) por lo tanto A
g→ B

h→ F → 0 es exacta.

v) 0 → A
g→ B → 0 es exacta si y sólo si, por i) y iii), g es monomorfismo

y epimorfismo, por lo tanto isomorfismo.

vi) Sea A
g→ B

1B→ B exacta, entonces im(g) = ker(idB) = 0̂, es decir

g = 0̂ ◦ α por lo que g = 0̂. Si g = 0̂ entonces im(g) = 0̂ = ker(idB)

por lo tanto A
g→ B

1B→ B es exacta.

vii) Supongamos que 0 → A
f→ B

g→ C → 0 es exacta. Entonces im(f) =

ker(g). Por i), f es monomorfismo y g es epimorfismo entonces cok(f) =

cok ker(g) = g. Por otro lado si suponemos que f es monomorfismo y

g = cok(f) tenemos que im(f) = ker cok(g) = ker(g) por lo tanto

0 → A
f→ B

g→ C → 0 es exacta.

2.7. La estructura aditiva de las categorías abelianas

Teorema 2.7.1. En categorías abelianas, la sucesión:

0 → A
ιA→ A+B

〈0,1〉→ B → 0

es exacta.

Demostración: Veamos primero que ιA es monomorfismo. Sean u y v tales que

ιA ◦ u = ιA ◦ v. Tenemos que u = 〈1, 0〉◦ιA◦u = 〈1, 0〉◦ιA◦v = v por lo tanto

ιA es un monomorfismo y por el lema (2.3.3), 〈0, 1〉 es un epimorfismo. Resta
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probar que ker(〈0, 1〉) = im(ιA). Notemos que 〈0, 1〉 ◦ ιA = 0̂ por definición

de 〈0, 1〉.

A
ιA ��

0̂   �
�������� A+B

〈0,1〉
��

B
ιB��

idB
!!










B

Sea 〈x, y〉 : A + B → X tal que 〈x, y〉 ◦ ιA = 0̂, entonces x = 0 y

existe y : B → X tal que 〈0, y〉 = y ◦ 〈0, 1〉, así 〈0, 1〉 = cok(ιA), lo

que implica im(ιA) = ker cok(ιA) = ker(〈0, 1〉). Por lo tanto la sucesión

0 → A
ιA→ A+B

〈0,1〉→ B → 0 es exacta.

Teorema 2.7.2. En categorías abelianas, la sucesión

0 → A
(1
0)→ A×B

πB→ B → 0

es exacta.

Demostración: Del lema 2.3.1 tenemos que
(
1
0

)
es un monomorfismo. Veamos

que πB es epimorfismo. Sean u y v tales que u ◦ πB = v ◦ πB . Entonces

u ◦ πb ◦ 〈0, 1〉 = u ◦ idB = v ◦ πB ◦ 〈0, 1〉 = v ◦ idB , por lo tanto u = v. Así πB

es un epimorfismo.

B
0̂

!!










〈0,1〉
��

idB

  �
��������

A A×B
πA��

πB �� B

Ahora probemos que cok(
(
1
0

)
) = coim(πB), para esto basta demostrar que

ker(πB) =
(
1
0

)
. Como el diagrama:
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A
idA

!!

















(1
0)

��

0̂

  �
��

��
��

��
�

A A×B
πA��

πB �� B

es conmutativo, entonces πB◦
(
1
0

)
= 0̂. Sea

(
x
y

)
: X → A×B tal que πB◦

(
x
y

)
=

0̂, entonces πB ◦ y = 0̂ ⇒ y = 0̂. Por lo tanto x es el único morfismo tal que
(
x
0

)
=

(
1
0

)◦x por lo tanto
(
1
0

)
= ker(πB), entonces coim(πB) = cok ker(πB) =

cok(
(
1
0

)
).

Teorema 2.7.3. Dualmente, tenemos que en categorías abelianas las siguientes

sucesiones son exactas:

i) 0 → B
(0
1)→ A×B

πA→ A→ 0.

ii) 0 → B
ιB→ A+B

〈1,0〉→ A→ 0.

Proposición 2.7.4. La intersección de A
ιA→ A×B y B

ιB→ A+B es cero.

Demostración: Sabemos que cok(ιA) ◦ ιB = 〈0, 1〉 ◦ ιB = idB , y de la cons-

trucción de la intersección de dos subobjetos (teorema 2.2.2) tenemos que

ker(〈0, 1〉 ◦ ιB) = ker(idB) = 0̂. Por lo tanto ιA ◦ ιB = 0̂

0
ker(idB)

��

��

B

ιB
��

idB

  

A
ιA �� A+B

〈0,1〉
�� B

Proposición 2.7.5. La intersección de los objetos cociente A × B
πA→ A y

A×B
πB→ B es cero.
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Demostración: Sabemos que πA◦
(
1
0

)
= idA, entonces πA∩πB = cok(idA) = 0̂.

A
(1
0)
��

idA
  �

��
��

��
��

� A×B

πA

��

πB �� B

��

A
0̂

�� 0

Dada una suma A1+ · · ·+An y un producto B1×· · ·×Bm finitos, un morfismo

entre ellos está representado por una matriz X ∈ Mm×n donde

Xi,j = Aj
ιj→ A1 + · · · + An

X→ B1 × · · · ×Bm
πi→ Bi.

Teorema 2.7.6.
(
1 0
0 1

)
: A1 + A2 −→ A1 × A2 es un isomorfismo.

Demostración: Sea k = ker
(
1 0
0 1

)
. Por el teorema 2.7.1 la sucesión

0 → A1

ιA1→ A1 + A2
〈0,1〉→ A2 → 0

es exacta, es decir ιA1 = ker 〈0, 1〉.

K

k
��

A1 + A2
〈1,0〉

))���������

��

〈0,1〉

���
��������

A1 A1 × A2
π1��

π2 �� A2

Por otro lado 0̂ = π2 ◦
(
1 0
0 1

) ◦ k = 〈0, 1〉 ◦ k, entonces existe un único α

tal que k = ιA1 ◦ α, con esto k ≤ ιA1 . Análogamente, de la sucesión exac-

ta 0 → A2

ιA2→ A1 + A2
〈1,0〉→ A2 → 0 tenemos que π1 ◦

(
1 0
0 1

) ◦ k = 〈0, 1〉 ◦ k =

〈1, 0〉 ◦ k = 0, entonces existe β tal que k = ιA1 ◦ β con lo que k ≤ ιA2 . Por

lo tanto k ≤ ιA1 ∩ ιA2 = 0̂ así que k = 0̂.
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Ahora si consideramos c = cok
(
1 0
0 1

)
, como 0 → A2

(0
1)→ A1 × A2

πA1→ A1 → 0

es exacta, existe un único γ tal que c = γ ◦ πA1 , es decir c ≤ πA1 . Como

0 → A1

(1
0)→ A1 × A2

πA2→ A2 → 0 es exacta y ιA1 ◦
(
1 0
0 1

) ◦ c =
(
1
0

) ◦ c, entonces

existe δ tal que c = δ ◦ πA2 , así c ≤ ιA2 , por lo tanto c ≤ ιA1 ∩ ιA2 =

0̂, en consecuencia c = 0̂. Por lo tanto
(
1 0
0 1

)
es un isomorfismo, es decir

A1 + A2
∼= A1 × A2.

A1

ιA1 ��

(1
0) ���

�������� A1 + A2

��

A2

ιA2��

(0
1)))���������

A1 × A2

c

��

C

Como consecuencia del teorema anterior, podemos considerar los morfismos

〈1, 0〉 y 〈0, 1〉 como las proyecciones;
(
1
0

)
y

(
0
1

)
como las inclusiones; y de-

notaremos al objeto como A1 ⊕ A2 y en adelante nos referiremos a él como

la suma directa de A1 y A2. Para posteriores definiciones, denotamos los

morfismos δ =
(
1
1

)
: A→ A⊕ A y σ = 〈1, 1〉 : A⊕ A→ A.

Definición 2.7.7. Dados dos morfismos x, y : A→ B, definimos

i) x+L y = 〈x, y〉 ◦ δ.

ii) x+R y = σ ◦ (
x
y

)
.

Proposición 2.7.8. Sean 0̂, x : A→ B, entonces

1. 0̂ +L x = x = x+L 0̂.

2. 0̂ +R x = x = x+R 0̂.
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Demostración:

1. 0 +L x = 〈0, x〉 ◦ (
1
1

)
= 〈0, x〉 ◦ ι2 ◦ π2 ◦

(
1
1

)
= x ◦ idA = x. Por otro lado

x+L 0 = 〈x, 0〉 ◦ (
1
1

)
= 〈x, 0〉 ◦ ι1 ◦ π2 ◦

(
1
1

)
= x ◦ idA = x.

2. 0̂ +R x = 〈1, 1〉 ◦ (
0
x

)
= 〈1, 1〉 ◦ ι2 ◦ π2 ◦

(
0
x

)
= idB ◦ x = x

x+R 0̂ = 〈1, 1〉 ◦ (
0
x

)
= 〈1, 1〉 ◦ ι1 ◦ π1 ◦

(
x
0

)
= idB ◦ x = x.

Proposición 2.7.9. Dados u : B → C , z : C → A y un par de morfismos

x, y : A→ B, tenemos que

i) u ◦ x+L u ◦ y = u ◦ (x+L y).

ii) x ◦ z +R y ◦ z = (x+R y) ◦ z.

Demostración:

i) u ◦ (x+L y) = u ◦ (〈x, y〉 ◦ (
1
1

))
= 〈u ◦ x, u ◦ y〉 ◦ (

1
1

)
= u ◦ x+L u ◦ y.

ii) (x+R y) ◦ z =
(
〈1, 1〉 ◦ (

x
y

)) ◦ z = 〈1, 1〉 ◦ (
x◦z
y◦z

)
= (x ◦ z +R y ◦ z).

Observación 2.7.10. Sean w, x, y, z : A→ B, entonces

(
w x

y z

)
=

〈(
w

y

)
,

(
x

z

)〉
=

(〈w, x〉
〈y, z〉

)

Demostración: Recordemos que X =
(
w x
y z

)
es la matriz dada por los morfismos

de la forma

fi,j = πι ◦X ◦ ιj : Aj → Bi

Es decir, el morfismo X hace conmutar el diagrama:
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A
ι1 ��

w

�� y **

A⊕ A
X

��

A
ι1��

z

��x++
B B ⊕Bπ1

��
π2

�� B

Para el par de morfismos w, x : A→ B, existe un único 〈w, x〉 : A⊕A→ B

que hace conmutar el triángulo de la izquierda en el diagrama de abajo.

Análogamente para y, z : A → B hay un único 〈y, z〉 : A⊕ A → B que hace

conmutar el triángulo de la derecha.

A
ι1 ��

w

�� y **

A⊕ A

��
�
�
�

〈w,x〉

,,� � � � � � 〈y,z〉

--�
����� A

ι1��

z

��x++
B B ⊕Bπ1

��
π2

�� B

Ahora tenemos que 〈w, x〉 , 〈y, z〉 son morfismos que entran en cada una de

las componentes de B⊕B, entonces por la propiedad universal del producto,

existe un único morfismo
(〈w,x〉
〈y,z〉

)
que hace conmutar el diagrama. Por lo tanto

(
w x
y z

)
=

(〈w,x〉
〈y,z〉

)
.

Dualmente podemos considerar los morfismos
(
w
y

)
y

(
x
z

)
que salen de los

sumandos de A ⊕ A. Por la propiedad universal del coproducto, tenemos un

único morfismo
〈(

w
y

)
,
(
x
z

)〉
que hace conmutar el siguiente diagrama:

A
ι1 ��

w

�� y **

(w
y)

--�
����� A⊕ A

��
�
�
� A

ι1��

z

��x++

(x
z)

,,� � � � � �

B B ⊕Bπ1

��
π2

�� B

Concluimos que
(
w x
y z

)
=

〈(
w
y

)
,
(
x
z

)〉
.

Teorema 2.7.11. +L y +R son la misma operación binaria y es asociativa y

conmutativa.
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Demostración: Calculemos σ ◦ (
w x
y z

) ◦ δ.

Por una parte
[
σ ◦ (〈w,x〉

〈y,z〉
)] ◦ δ = [〈w, x〉 +R 〈y, z〉] ◦ δ = 〈w, x〉 ◦ δ +R

〈y, z〉 ◦ δ = (w +L x) +R (y +L z). Por otro lado σ ◦
[〈(

w
y

)
,
(
x
z

)〉 ◦ δ
]

= σ ◦
[(

w
y

)
+L

(
x
z

)]
= σ ◦ (

w
y

)
+L σ ◦ (

x
z

)
= (w +R y) +L (x+R z). Por lo tanto

(w +L x) +R (y +L z) = (w +R y) +L (x+R z).

Si x = y = 0 tenemos que
(
w +L 0̂

)
+R

(
0̂ +L z

)
=

(
w +R 0̂

)
+L

(
0̂ +R z

)

entonces w+R z = w+L z. Es decir +R y +L son la misma operación binaria.

Por lo tanto (w + x) + (y + z) = (w + y) + (x+ z). Ahora, si considersmos el

caso en el que y = 0̂, tenemos que (w + x) + z = w + (x+ z). Por lo tanto

+ es una operación asociativa. Finalmente si tenemos w = z = 0̂, entonces

x+ y = y + x por lo tanto + es conmutativa.

Del teroema anterior (2.7.11) y la proposición 2.7.8 podemos concluir que

la clase de morfismos en una categoría abeliana con la suma y el morfismo

cero tiene estructura de monoide conmutativo. En las siguientes observaciones

probaremos las reglas usales de operaciones de matrices.

Observación 2.7.12. Sean a, b : A → B, x, y : B → C en una categoría

abeliana. entonces

i)
(
a
b

)
=

(
a
0

)
+

(
0
b

)

ii) 〈x, y〉 = 〈x, 0〉 + 〈0, y〉

iii) 〈x, 0〉 ◦ (
a
0

)
= x ◦ a

iv) 〈x, y〉 ◦ (
a
b

)
= x ◦ a+ y ◦ b
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Demostración:

i) Recordemos que
(
a
0

)
+

(
0
b

)
=

〈(
a
0

)
,
(
0
b

)〉◦δ y que p1 ◦
(
a
b

)
= a y p2 ◦

(
a
b

)
= b.

Por otro lado: p1 ◦
〈(

a
0

)
,
(
0
b

)〉 ◦ δ = p1 ◦
(〈a,0〉
〈0,b〉

) ◦ δ = 〈a, 0〉 ◦ δ = a+ 0 = a

y p2 ◦
〈(

a
0

)
,
(
0
b

)〉 ◦ δ = p2 ◦
(〈a,0〉
〈0,b〉

) ◦ δ = 〈0, b〉 ◦ δ = 0 + b = b.

Por lo tanto
(
a
b

)
=

(
a
0

)
+

(
0
b

)
.

ii) Análogamente, queremos probar que el morfismo 〈x, 0〉 + 〈0, y〉 = σ ◦
(〈x,0〉
〈0,y〉

)
antecedido por las inclusiones coincide con 〈x, y〉◦ι1 = x y 〈x, y〉◦

ι2 = y. Calculemos σ◦(〈x,0〉
〈0,y〉

)◦ι1 = σ◦〈(
x
0

)
,
(
0
y

)〉◦ι1 = σ◦(
x
0

)
= x+0 = x.

Por otro lado, σ ◦ (〈x,0〉
〈0,y〉

) ◦ ι2 = σ ◦ 〈(
a
0

)
,
(
0
b

)〉 ◦ ι2 = σ ◦ (
0
y

)
= 0 + y = y.

Por lo tanto 〈x, y〉 = 〈x, 0〉 + 〈0, y〉.

iii) 〈x, 0〉 ◦ (
a
0

)
= 〈x, 0〉 ◦ (

1
1

) ◦ 〈1, 1〉 ◦ (
a
0

)
= (x+ 0) ◦ (a+ 0) = x ◦ a.

iv) 〈x, y〉 ◦ (
a
b

)
= 〈x, y〉 ◦ [(

a
0

)
+

(
0
b

)]
= 〈x, y〉 ◦ (

a
0

)
+ 〈x, y〉 ◦ (

0
b

)
= 〈x, 0〉 ◦

(
a
0

)
+ 〈0, y〉 ◦ (

a
0

)
+ 〈x, 0〉 ◦ (

0
b

)
+ 〈0, y〉 ◦ (

0
b

)
= xa+ yb.

Corolario 2.7.13. Consideremos los siguientes morfismos

f =
(
a b
c d

)
: A1 ⊕ A2 → B1 ⊕B2

g =
(
w x
y z

)
: B1 ⊕B2 → C1 ⊕ C2

La composición g ◦ f coincide con el producto de matrices

Demostración: Observemos que la matriz g ◦ f queda determinada por mor-

fismos xi,j : Aj → Ci tales que xi,j = pi ◦ (g ◦ f) ◦ ιj . Entonces:

x11 = 〈1, 0〉 ◦ (
w x
y z

) ◦ (
a b
c d

) ◦ (
1
0

)
= 〈w, x〉 ◦ (

a
c

)
= w ◦ a+ x ◦ c.

x12 = 〈1, 0〉 ◦ (
w x
y z

) ◦ (
a b
c d

) ◦ (
0
1

)
= 〈w, x〉 ◦ (

b
d

)
= w ◦ b+ x ◦ d.
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x21 = 〈0, 1〉 ◦ (
w x
y z

) ◦ (
a b
c d

) ◦ (
1
0

)
= 〈y, z〉 ◦ (

a
c

)
= y ◦ a+ z ◦ c.

x22 = 〈0, 1〉 ◦ (
w x
y z

) ◦ (
a b
c d

) ◦ (
0
1

)
= 〈y, z〉 ◦ (

b
d

)
= y ◦ b+ z ◦ d.

Así g ◦ f =

(
w ◦ a+ x ◦ c w ◦ b+ x ◦ d
y ◦ a+ z ◦ c y ◦ b+ z ◦ d

)
=

(
w x

y z

)(
a b

c d

)

Teorema 2.7.14. Sean A y B objetos en una categoría abeliana, entonces el

conjunto de morfismos de A en B con la operación + es un grupo abeliano.

Demostración: Sea x : A→ B. Consideremos el morfismo
(

1 0

x 1

)
: A⊕B → A⊕B

y su núcleo k =
(
k1
k2

)
. Tenemos que 0̂ =

(
1 0
x 1

) ◦ (
k1
k2

)
=

(
k1

x◦k1+k2

)
con lo que

k1 = 0̂ y k2 = 0̂, entonces k = 0̂. Por lo tanto
(

1 0
x 1

)
es un monomorfismo.

Sea 〈c1, c2〉 = cok
(

1 0
x 1

)
, entonces 0̂ = 〈c1, c2〉 ◦

(
1 0
x 1

)
= 〈c1 + c2 ◦ x, c2〉.

Entonces c1 = 0̂, c2 = 0̂, por lo tanto
(

1 0
x 1

)
es un epimorfismo. Hemos proba-

do que
(

1 0
x 1

)
es un isomorfismo, es decir, existe

(
a b
c d

)
tal que

(
1 0
x 1

) ◦ (
a b
c d

)
=

(
a b

ax+c bx+d

)
=

(
1 0
0 1

)
= idA⊕B . De donde tenemos que a = 1, b = 0̂ y como

bx+ d = 1 entonces d = 1 y ax+ c = 0 lo que implica que x+ c = 0. Por lo

tanto la matriz
(
1 0
c 1

)
es el inverso de

(
1 0
x 1

)
. Esto nos asegura la existencia del

morfismo c al que llamaremos el inverso de x y lo denotaremos −x.

Del teorema anterior tenemos que en categorías abelianas el conjunto de

morifismos entre cualesquiera dos objetos C y C ′ con la suma y el morfismo

cero, es decir (Hom(C,C ′),⊕, 0̂) forman un grupo abeliano.
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Definición 2.7.15. Decimos que una categoría C es preaditiva si cada con-

junto HomC(C,C ′) es un grupo abeliano.

Observemos que en tal caso, la composición

◦ : HomC(C ′, C ′′) ×HomC(C,C ′) → HomC(C,C ′′)

es un morfismo de grupos en ambas variables.

2.8. Suma directa

Definición 2.8.1. Un conjunto de cuatro morfismos u1 : A1 → S, u2 : A2 → S,

p1 : S → A1 y p2 : S → A2 es un sistema de suma directa si S es una suma

directa de A1 ⊕ A2 y u1 =
(
1
0

)
, u2 =

(
0
1

)
, p1 = 〈1, 0〉 y p2 = 〈0, 1〉.

Teorema 2.8.2. Si u1 : A1 → S, u2 : A2 → S, p1 : S → A1 y p2 : S → A2 son

tales que:

i) p1 ◦ u1 = idA1

ii) p2 ◦ u1 = 0̂

iii) p2 ◦ u2 = idA2

iv) p1 ◦ u2 = 0̂

v) u1 ◦ p1 + u2 ◦ p2 = idS

entonces u1, u2, p1 y p2 forman un sistema de suma direta.

Demostración: Sean x1 : X → A2 y x2 : X → A2. Definimos x : X → S

como x = u1 ◦ x1 + u2 ◦ x2.

Así p1 ◦ x = p1 ◦ u1 ◦ x1 + p1 ◦ u2 ◦ x2 = idA1 ◦ x1 + 0̂ ◦ x2 = x1 y

p2 ◦ x = p2 ◦ u1 ◦ x1 + p2 ◦ u2 ◦ x2 = 0̂ ◦ x1 + idA2 ◦ x2 = x2. Veamos que x es

el único morfismo que hace conmutar el diagrama:
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A1
u1 �� S
p1

��
p2

�� A2
u2��

X

x1

..								 x2

&&��������
x

��

Sea w tal que p1 ◦ w = x1 y p2 ◦ w = x2. Tenemos que x = ids ◦ x =

(u1 ◦ p1 + u2 ◦ p2) ◦ x = u1 ◦ p1 ◦ x + u2 ◦ p2 ◦ x = u1 ◦ x1 + u2 ◦ x2 =

u1 ◦ p1 ◦ w + u2 ◦ p2 ◦ w = (u1 ◦ p1 + u2 ◦ p2) ◦ w = ids ◦ w = w. Por lo tanto

S es el producto de A1 y A2.

Ahora si tenemos y1 : A1 → Y y y2 : A2 → Y y definimos

y = y1 ◦ p1 + y2 ◦ p2 tenemos que y◦u1 = y1◦p1◦u1 +y2◦p2◦u2 = y1◦ idA1 +

y2◦0̂ = y y y◦u2 = y1◦p1◦u2+y2◦p2◦u2 = y1◦0̂+y2◦idA2 = y2. Probemos la

unicidad de y. Sea z : S → Y con la propiedad de que z◦u1 = y1 y z◦u2 = y2.

z = z◦ids = z◦(u1 ◦ p1 + u2 ◦ p2) = z◦u1◦p1+z◦u2◦p2 = y1◦p1+y2◦p2 = y.

Por lo tanto S es la suma directa de A1 y A2.

Teorema 2.8.3. Sean u1 : A1 → S, u2 : A2 → S, p1 : S → A1 y p2 : S → A2

tales que p1◦u1 = idA1 , p2◦u1 = 0̂, p2◦u2 = idA2 , p1◦u2 = 0̂ y las sucesiones:

A1
u1−→ S

p2−→ A2

A2
u2−→ S

p1−→ A1

son exactas, entonces u1, u2, p1 y p2 forman un sistema de suma directa.

Demostración: Consideremos x1, x2 y x = u1 ◦ x1 + u2 ◦ x2 como en el teore-

ma anterior. Veamos que el siguente triángulo conmuta:

A1
u1 �� S A2

u2��

X

x1

..







 x2

&&��������
x

��
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p1◦x = p1◦(u1 ◦ x1 + u2 ◦ x2) = p1◦u1◦x1+p1◦u2◦x1 = idA1◦x1+0̂◦x1 = x1.

Además p2 ◦ x = p2 ◦ (u1 ◦ x1 + u2 ◦ x2) = p2 ◦ u1 ◦ x1 + p2 ◦ u2 ◦ x2 =

0̂◦x1 + idA2 ◦x2 = x2. Veamos que x es el único morfismo que hace conmutar

el diagrama. Sea x′ tal que p1 ◦ x′ = x1 y p2 ◦ x′ = x2. Consideremos el mor-

fismo −x′. Sea z = x− x′. Como idA1 = p1 ◦u1 es un monomorfismo, entonces

u1 es un monomorfismo. Entonces tenemos que la sucesión 0 → A1
u1→ S

p2→ A2

es exacta. Como p2 ◦ z = p2 ◦ x − p2 ◦ x′ = x2 − x2 = 0, por la propiedad

universal del núcleo existe un único morfismo ν : X → A1 tal que z = u1 ◦ ν.

Pero ν = idA1 ◦ ν = (p1 ◦ u1) ◦ ν = p1 ◦ z = p1 ◦ x − p1 ◦ x′ = x1 − x1 = 0̂

implica que z = 0̂, por lo tanto S es el producto de A1 y A2.

Dualmente demostraremos que S es el coproducto de A1 y A2. Sean

y1 : A1 → Y y y2 : A2 → Y . Definamos y = y1 ◦ p1 + y2 ◦ p2. Veamos que

y hace conmutar el diagrama:

A1
u1 ��

y1
��












 S

y

��

A2

y2
''��

��
��

�

u2��

Y

y ◦u2 = (y1 ◦ p1 + y2 ◦ p2) ◦u2 = y1 ◦ p1 ◦u2 + y2 ◦ p2 ◦u2 = 0̂+ y2 ◦ idA2 = y2.

Por otra parte y ◦ u1 = (y1 ◦ p1 + y2 ◦ p2) ◦ u1 = y1 ◦ p1 ◦ u1 + y2 ◦ p2 ◦ u1 =

y1 ◦ idA1 + 0̂ = y1. Supongamos ahora que hay un morfismo y′ que también

hace conmutar el diagrama, definamos w = y − y′. Observemos que p1 es

epimorfismo, y como la sucesión A2
u2→ S

p1→ A1 es exacta y w ◦u2 = 0̂ , existe

un único morfismo η : A1 → Y tal que w = η ◦ p1. Entonces η = η ◦ idA1 =

η ◦ p1 ◦ u1 = w ◦ u1 = y ◦ u1 − y′ ◦ u1 = y1 − y1 = 0̂ ⇒ z = 0̂ así z es única.

Por lo tanto S es la suma directa de A1 y A2.
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2.9. Teoremas del Producto y Coproducto Fibrado

Proposición 2.9.1. En categorías abelianas, dados dos morfismos x, y : A→ B,

si z = x− y entonces ker(z) es el igualador de x y y.

Demostración: Sea k = ker(z), entonces 0̂ = (x − y) ◦ k = x ◦ k − y ◦ k ⇒
x ◦ k = y ◦ k, es decir k iguala a los dos morfismos, entonces existe un único

monomorfismo α tal que si e es el igualador de x y y, e = α ◦ k. Por otro

lado, como e es el igualador x ◦ e = y ◦ e entonces 0 = x ◦ e − y ◦ e = z ◦ e
por la propiedad universal del núcleo existe un único monomorfismo β tal que

k = e ◦ β.

Teorema 2.9.2. Sea

P
b ��

a

��

B

f

��

A
e �� C

un producto fibrado. Entonces:

(i) Si e es monomorfismo entonces b es monomorfismo.

(ii) Sea k el núcleo de b. Entonces a ◦ k es el núcleo de e.

(iii) Como caso particular, b es monomorfismo si y sólo si e lo es.

Demostración:

(i) Sea x : X → P con la propiedad b ◦ x = 0̂. Por la conmutatividad del

cuadrado tenemos que e ◦ a ◦x = f ◦ b ◦x = 0̂, como e es monomorfismo

entonces a ◦ x = 0̂. De la unicidad dada por la propiedad del producto

fibrado tenemos que x = 0̂. En particular ker(b) = 0̂.
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(ii) Sea k = ker(b), entonces e ◦ a ◦ k = f ◦ b ◦ k = e ◦ 0̂ = 0̂. Sea m tal

que e ◦m = 0̂, entonces 0̂ : M → B hace conmutar el cuadrado:

M
0̂ ��

m

��

B

f

��

A
e �� C

Como P es el producto fibrado de e y f , existe un único p : M → P tal

que a ◦ p = m y b ◦ p = 0̂. Como k = ker(b), existe un único morfismo

l : M → K tal que p = k ◦ l, así m = a ◦ p = a ◦ k ◦ l.

M

m

//

l
��

p

��

0̂

��

K
k �� P

a

��

b �� B

f

��

A
e �� C

Unicidad: Sea s : M → K tal que m = a ◦ k ◦ s. Quisieramos ver que

s = l. Notemos que b ◦ k ◦ s = 0̂, como k = ker(b), existe un único

morfismo ϕ tal que ϕ ◦ k = s ◦ k. Por lo tanto a ◦ k = ker(e).

(iii) En el caso particular en el que b es monomorfismo, b ◦ k = 0̂ ⇒ k = 0̂,

entonces a ◦ k = 0̂ = ker(e) por lo tanto e es un monomorfismo.

Teorema 2.9.3. En categorías abelianas, si

P
a ��

b
��

B

e

��

A
f

�� C

es un producto fibrado, entonces:
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(i) Si f es un epimorfismo, entonces a es un epimortismo

(ii) Si q = cok(e) entonces q ◦ f = cok(b)

(iii) Si además e es un epimorfismo entonces b es también un epimorfismo.

Demostración:

(i) Por la construcción del producto fibrado de f y e (Teorema 2.4.2), te-

nemos que k es el igualador de los morfismos f ◦ πA y e ◦ πB . Por

2.9.1 k = ker(f ◦ πA − e ◦ πB). Denotemos µ = f ◦ πA − e ◦ πB . Como

f = µ◦ιA es un epimorfimso, entonces µ es epimorfismo, así µ = cok(k).

Sea x : B → X tal que 0̂ = x ◦ a entonces 0̂ = x ◦ a = x ◦ πB ◦ k
entonces existe un único η : C → X tal que η ◦ µ = x ◦ πB . Entonces

η ◦ f = η ◦ µ ◦ ιA = x ◦ πB ◦ ιA = x ◦ 0̂. Como f es epimorfismo η = 0̂ lo

que implica que x◦πB = 0̂, por lo tanto x = 0̂ en particular cok(a) = 0̂.

P
a ��

b

��

k

  

B

e

��

ιB

!!
















x

00

A⊕B
µ

  
πA

!!
















πB

��










A
f

��

ιA
��










C
η

��

X

(ii) Sea x tal que x ◦ b = 0̂, entonces x ◦ b = 0̂ ◦ a. Como el cuadrado es

un coproducto fibrado, existe un único morfismo ϕ tal que ϕ ◦ e = 0̂ y

ϕ ◦ f = x. Por la propiedad universal del conucleo, existe un único ν

tal que ϕ = ν ◦ q. Entonces ϕ ◦ f = ν ◦ q ◦ f = x, así q ◦ f = cok(b). La

unicidad de ν se sigue de la unicidad que nos da la propiedad universal.

(iii) En particular si e es epimorfismo, cok(e) = 0̂ implica que cok(b) = 0̂

con lo que b es un epimorfismo.
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Proposición 2.9.4. Consideremos el cuadrado

C
a ��

b
��

A

e

��

B
f

�� P

y la sucesión

C
(a

b)−→ A⊕B
〈e,−f〉−→ P

Entonces:

i) 〈e,−f〉 ◦ (
a
b

)
= 0̂ si y sólo si el cuadrado comnuta.

ii) 0 −→ C
(a

b)−→ A ⊕ B
〈e,−f〉−→ P es exacta si y sólo si el cuadrado es un

producto fibrado.

iii) C
(a

b)−→ A ⊕ B
〈e,−f〉−→ P −→ 0 es exacta si y sólo si el cuadrado es un

coproducto fibrado.

iv) 0 −→ C
(a

b)−→ A⊕B
〈e,−f〉−→ P −→ 0 es exacta si y sólo si el cuadrado es

un producto fibrado y un coproducto fibrado.

Demostración:

i) Tenemos que 〈e,−f〉◦(
a
b

)
= 0̂, si y sólo si e◦a−f ◦b = 0 ⇒ e◦a = f ◦b

es decir, el cuadrado conmuta.

ii) [⇒] 0 → C
(a

b)→ A⊕ B
〈e,−f〉−→ P es exacta. Como 〈e,−f〉 ◦ (

a
b

)
= 0̂ ten-

emos que el cuadrado conmuta. Como
(
a
b

)
es monomorfismo, entonces

(
a
b

)
= ker 〈e,−f〉. Sea

(
x
y

)
: X → A⊕B tal que 〈e,−f〉 ◦ (

x
y

)
= 0̂, en-

tonces existe un único α : X → C tal que
(
x
y

)
=

(
a
b

) ◦ α, esto implica
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que x = a ◦ α y que y = b ◦ α. Por lo tanto el cuadrado es un producto

fibrado.

X

y

��

α

��









 x

��

C

b
��

a �� A

e

��

B
−f

�� P

[⇐] Supongamos que el cuadrado es un producto fibrado. Como con-

muta tenemos que 〈e,−f〉 ◦ (
a
b

)
. Si

(
x
y

)
= ker 〈e,−f〉, entonces existe un

único β tal que
(
x
y

) ◦ β =
(
a
b

)
. Por otro lado consideremos

(
i
j

)
= im

(
a
b

)
,

i.e. el menor subobjeto que factoriza a
(
a
b

)
.
(
i
j

) ◦ δ =
(
a
b

)
. Entonces existe

γ tal que
(
i
j

)
=

(
x
y

) ◦ γ. Por lo tanto
(
i
j

) ≤ (
x
y

)
.

Como
(
x
y

)
= ker 〈e,−f〉 tenemos que e◦x−f◦y = 0̂ entonces e◦x = f◦y,

como el cuadrado es un producto fibrado, existe un único α tal que

x = a ◦ α y y = b ◦ α. Así
(
x
y

)
=

(
a◦α
b◦α

)
=

(
a
b

) ◦ α =
(
i
j

) ◦ δ ◦ α entonces
(
x
y

) ≤ (
i
j

)
. Por lo tanto im

(
a
b

)
= ker 〈e,−f〉. Finalmente como

(
x
y

) ∼= (
a
b

)

tenemos que
(
a
b

)
es monomorfismo. por lo tanto la sucesión

0 → A⊕B → P

es exacta.

iii) [⇒] C
(a

b)→ A⊕ B
〈e,−f〉−→ P → 0 es exacta. Por i) el cuadrado conmuta

y 〈e,−f〉 = coim 〈e,−f〉 = cok
(
a
b

)
, entonces para todo 〈x, y〉 tal que

〈x, y〉 ◦ (
a
b

)
= 0̂ existe un único morfismo α tal que α ◦ 〈e,−f〉 = 〈x, y〉.

Así α ◦ e = x y α ◦ −f = y. Por lo tanto el cuadrado es un coproducto

fibrado.
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C
a ��

b
��

A

e

�� x

��

B −f
��

y ��

P
α

��

X

[⇐] Supongamos que el cuadrado es un coproducto fibrado. Como es

conmutativo, tenemos que 〈e,−f〉 ◦ (
a
b

)
= 0. Sea 〈i, j〉 = coim 〈e,−f〉 y

〈e,−f〉 = α ◦ 〈i, j〉 la mínima factorización. Sea 〈p, q〉 = cok
(
a
b

)
, existe

un único β tal que 〈e,−f〉 = 〈p, q〉 ◦ β. Como 〈i, j〉 = coim 〈e,−f〉
entonces 〈i, j〉 ≤ 〈p, q〉.
Por otro lado 〈p, q〉 ◦ (

a
b

)
= 0̂ ⇒ p ◦ a = −q ◦ b. Como el cuadrado es un

coproducto firado, existe un único γ tal que γ ◦ e = p y γ ◦ f = −q. Así

〈p, q〉 = γ ◦ 〈e,−f〉, de donde 〈p, q〉 = γα ◦ 〈i, j〉 es decir 〈p, q〉 ≤ 〈i, j〉.
Por lo tanto cok

(
a
b

)
= coim 〈e,−f〉 y como 〈e,−f〉 ∼= 〈p, q〉 entonces

〈e,−f〉 es un epimorfismo. ∴ C
(a

b)→ A⊕B
〈e,−f〉−→ P → 0 es exacta.

iv) De i) y ii) se sigue que 0 → C
(a

b)→ A ⊕ B
〈e,−f〉−→ P → 0 es exacta si y

sólo si el cuadrado es un producto fibrado y un coproducto fibrado.
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2.10. Lemas Clásicos

Lema 2.10.1. Consideremos el siguiente digrama conmutativo tal que la sucesión

de abajo es exacta.

B11
α ��

β

��

B12

γ

��

0 �� B21
δ �� B22

ε �� B23

Entonces el cuadrado es un producto fibrado si y sólo si la sucesión

0 −→ B11
α−→ B12

ε◦γ−→ B23 es exacta.

Demostración: [⇒] Supongamos que el cuadrado es un producto fibrado.

Como δ = im(δ) = ker(ε), tenemos que (ε ◦γ) ◦α = ε ◦ (γ ◦α) = ε ◦ δ ◦β = 0̂.

Veamos que α = ker(ε ◦ γ). Sea x tal que (ε ◦ γ) ◦ x = 0̂. Como δ = ker(ε)

existe un único z tal que δ◦z = γ◦x, es decir, el siguiente cuadrado conmuta:

X
x ��

z

��

B1,2

γ

��

B2,1
δ �� B2,2

Entonces existe un único y tal que z = β◦y y x = α◦y. Ahora supongamos

que hay otro morfismo w tal que x = α◦w, entonces δ◦z = γ◦x = γ◦α◦w =

δ ◦ β ◦ w pero δ es un monomorfismo, hemos probado que z = β ◦ w. Por la

propiedad del producto fibrado, w = y. Por lo tanto α = ker(ε ◦ γ).
[⇐] 0 → B11

α→ B12
ε◦γ→ B23 es exacta. Sean x y z morfismos tales que

δ ◦ z = γ ◦ x. Entonces ε ◦ γ ◦ x = ε ◦ δ ◦ z = 0̂, como α = ker(ε ◦ γ) existe un

único y tal que x = α ◦ y. Por otro lado δ ◦ β ◦ y = γ ◦ α ◦ y = γ ◦ x = δ ◦ z
implica que β ◦ y = z pues δ es monomorfismo. Por lo tanto el cuadrado es

un producto fibrado.
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Lema 2.10.2. Dualmente en el siguiente diagrama conmutativo

B2,3
ε �� B2,2

δ ��

γ

��

B2,1

β

��

�� 0

B1,2
α �� B11

En el cual la sucesión de arriba es exacta, tenemos que el cuadrado es un

coproducto fibrado si y sólo si la sucesión B2,3
γ◦ε−→ B1,2

α−→ B1,1 −→ 0 es

exacta.

Demostración: [⇒] Supongamos que el cuadrado es un coproducto fibrado.

Queremos ver que α = cok(γ ◦ ε). Sea x : B12 → X tal que x ◦ γ ◦ ε = 0̂.

Como cok(ε) = coim(δ) = δ existe un único y : B21 → X tal que y ◦ δ = x◦γ.

De la propiedad del coproducto fibrado tenemos la existencia de un único

z : B11 → X tal que z ◦ β = y y z ◦ α = x.

Ahora supongamos que hay un morfismo w : B11 → x tal que w ◦ α = x.

Entonces y ◦ δ = x ◦ y = w ◦ α ◦ γ = w ◦ β ◦ δ, como δ es un epimorfismo

y = w ◦ β. Por la unicidad del morfismo z dado por el coproducto fibrado,

tenemos que w = z.

[⇐] La sucesión B23
γ◦ε→ B12

α→ B11 → 0 es exacta. Sea x : B12 → X

tal que x ◦ (γ ◦ ε) = 0̂, entonces existe un único morfismo z : B11 → X tal

que z ◦ α = x. Por otro lado δ = cok(ε) y (x ◦ γ) ◦ ε = 0̂, entonces existe un

único morfismo y : B21 → X dado por la propiedad universal del conúcleo tal

que y ◦ δ = x ◦ γ. Entonces y ◦ δ = x ◦ γ = z ◦ α ◦ γ = z ◦ β ◦ δ implica que

y = z ◦ β pues δ es un epimorfismo.
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Lema 2.10.3. Si α : B2 → B3 es un monomorfismo, entonces ker(β) = ker(α ◦ β)

en la sucesión

B1
β−→ B2

α−→ B3

Demostración: Sea k = ker(β), entonces (α ◦ β) ◦ k = 0̂. Sea x tal que

(α ◦β)◦x = 0̂, como α es un monomorfismo, tenemos que β ◦x = 0̂. Entonces

existe un único morfismo y tal que k ◦ y = x por lo tanto k = ker(α ◦ β).

Lema 2.10.4. Si α : B1 → B2 es un epimorfismo, entonces cok(β) = cok(β◦α)

en la sucesión

B1
α−→ B2

β−→ B3

Demostración: Sea c = cok(β) y d = cok(α ◦ β). Entonces c ◦ (β ◦ α) =

0̂ ◦ α = 0̂, por la propiedad universal del conúcleo de β ◦ α existe un único

x : cok(α ◦ β) → Cok(β) tal que c = x ◦ δ. Por otro lado d ◦ β ◦ α = 0̂.

Como α es epimorfismo, tenemos que d ◦ β = 0̂, por la propiedad universal

del conúcleo de β existe un único y tal que d = y ◦ c. Por lo tanto c ∼= d.

Lema 2.10.5. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo. Entonces la

sucesión 0 → B0
γ→ B1

ε→ B3 es exacta si y sólo si la sucesión 0 → B2
α→ B3

es exacta.

0

��

0 �� B0

idB0

��

γ
�� B1

idB1

��

β
�� B2

��

α

��

0

0 �� B0
γ

�� B1
ε �� B3
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Demostración: [⇐] Supongamos que la sucesión 0 → B2
α→ B3 es exacta,

es decir, que α es un monomorfismo. Por el lema 2.10.4 ker(β) = ker(α ◦ β)

entonces γ = im(γ) = ker(β) = ker(α ◦ β) = ker(ε) así la sucesión 0 →
B0

γ→ B1
ε→ B3 es exacta.

[⇒] La sucesión 0 → B0
γ→ B1

ε→ B3 es exacta. Sea k = ker(α).

Consideremos el producto fibrado de β y k.

P
p2

��

p1
��

K

k
��

0 �� B0

idB0

��

γ
�� B1

idB1

��

β
�� B2

��

α

��

0

0 �� B0
γ

�� B1
ε �� B3

�� 0

Como β es epimorfismo, el teorema 2.9.3 nos dice que p2 es un epimorfismo.

Basta probar que k ◦ P2 = 0̂. Notemos que ε ◦ (idB1 ◦ p1) = α ◦ β ◦ p1 =

α ◦ k ◦ p2 = 0̂ ◦ p2 = 0̂. Como γ = ker(ε) exise un único morfismo η : P → B2

tal que γ◦η = p1. Tenemos que k◦p2 = β◦p1 = β◦(γ◦η) = β◦γ◦η = 0̂◦η = 0̂.

Como p2 es epimorfismo, k = ker(α) = 0

Lema 2.10.6. Dualmente. La sucesión B3
ε→ B1

γ→ B0 → 0 es exacta si y

sólo si la sucesión B3
α→ B2 → 0 es exacta.

B3
ε ��

��

B1

��

γ
�� B0

��

�� 0

0 �� B2
β

��

��

B1
γ

�� B0
�� 0

0

Demostración: [⇐] α es un epimorfismo, entonces por el lema 2.10.4 tene-

mos que γ = coim(γ) = cok(β) = cok(β◦α) por lo tanto B3
ε→ B1

γ→ B0 → 0

es exacta.
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[⇒] Supongamos que la sucesión B3
ε→ B1

γ→ B0 → 0 es exacta. Sea

c = cok(α) y (P, p1, p2) el coproducto fibrado de β y c, es decir p1 ◦β = p2 ◦ c.
Como β es monomorfismo, tenemos que p2 es monomorfismo. Como γ = cok(ε),

tenemos que p1 ◦ id ◦ ε = p1 ◦ β ◦ x = p2 ◦ c ◦ α = 0̂ entonces existe un único

η : B0 → P tal que p1 = η ◦ γ, entonces p2 ◦ c = p1 ◦ β = η ◦ γ ◦ β = η = 0̂

por lo tanto α es un epimorfismo.

Lema 2.10.7. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo con columnas

exactas y la sucesión 0 → B21
g→ B22

g′→ B23 exacta.

0

��

0

��

0

��

0 �� B11
f

��

α

��

��������I

B12
f ′

��

β

��

B13

γ

��

0 �� B21
g

��

α′
��

B22
g′

��

β′
��

B23

0 �� B31
h ��

��

B32

0

La sucesión 0 → B11
f→ B12

f ′→ B13 es exacta si y sólo si 0 → B31
h→ B32 es

exacta. Más aún, el cuadrado I es un producto fibrado.

Demostración: La sucesión 0 → B11
f→ B12

f ′→ B13 es exacta si y sólo si f =

im(f) = ker(f ′). Como γ es un monomorfismo, por el lema 2.10.3 ker(f ′) =

ker(γ ◦ f ′) con lo que f = ker(γ ◦ f ′), es decir 0 → B11
f→ B12

γ◦f ′−→ B23 es

exacta. Esto ocurre si y sólo si el cuadrado I es un producto fibrado.
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B11

��������I

f
��

α

��

B12

β

��

0 �� B21
g

�� B22
g′

�� B23 ex

Simétricamente, I es un producto fibrado si y sólo si la sucesión 0 →
B11

α→ B21
β′◦g→ B32 es exacta.

B11
α ��

��������If

��

B21

g

��

0 �� B12
β

�� B22
β′

�� B32

Si y solo si del siguiente diagrama, h es un monomorfismo.

0

��

0 �� B11

id
��

α �� B21

id
��

α′
�� B31

��

h
��

0 ex

0 �� B11
α �� B21

β′◦g
h◦α

�� B32

Lema 2.10.8. Si las columnas son exactas y la sucesión (*) es exacta en:

0

��

B32

β′

��

h �� B31

α′
��

�� 0

B23

γ

��

g′
�� B22

g
��

β

��

	
��
���II

B21

α

��

�� 0 (∗)

B13

��

f ′
�� B12

��

f
�� B11

��

�� 0

0 0 0
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Entonces la sucesión B13
f ′→ B12

f→ B11 → 0 es exacta si y sólo si

B32
h→ B31 → 0 es exacta y el cuadrado II es un coproducto fibrado.

Demostración: La sucesión B13
f ′→ B12

f→ B11 → 0 es exacta si y sólo si

f = cok(f). Como γ es un epimorfismo, por el lema 2.10.4 cok(f ′) = cok(f ′◦γ)
lo que implica que B23

f ′◦γ→ B12
f→ B11 → 0 es exacta. Por el lema 2.10.2 el

cuadrado II es un coproducto fibrado

B23
g′

�� B22

	
��
���IIβ

��

g
�� B21

α

��

�� 0

B12
f

�� B11

Simétricamente, II es un coproducto fibrado si y sólo si la sucesión B32
γ◦β′→

B22
α→ B12 → 0 es exacta.

B32
β′

�� B22

	
��
���IIγ

��

β
�� B12

��

f

��

0

B12
α �� B11

Sí y sólo si por el lema 2.10.6 en el siguiente diagrama, h es un epimorfismo

B32
γ◦β′

��

��

B12

��

α �� B11

��

�� 0

0 �� B31

��

α′
�� B12

α �� B11
�� 0

0
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Lema 2.10.9. Lema del nueve. Consideremos el siguiente diagrama conmu-

tativo con columnas exactas y la sucesión (*) exacta.

0

��

0

��

0

��

0 �� B11
f

��

α

��

��������I

B12
f ′

��

β

��

B13
��

γ

��

0 (i)

0 �� B21
g

��

α′
��

B22
g′

��

β′

��

	
��
���II

B23
��

γ′

��

0 (∗)

0 �� B31
h ��

��

B32
h′ ��

��

B33
��

��

0 (ii)

0 0 0

La sucesión (i) es exacta si y sólo si la (ii) es exacta.

Demostración: Por el lema 2.10.9 la sucesión 0 → B11
f→ B12

f ′→ B13 es

exacta si y sólo si h es un monomorfismo. Aplicando el lema 2.10.8 tenemos

que f es un epimorfismo si y sólo si la sucesión B31
h→ B32

h′→ B33 → 0 es

exacta. Así (ii) es exacta si y sólo si (ii) es exacta. Más aún, el cuadrado I

es un producto fibrado y II un coproducto fibrado.

Observación 2.10.10. Por simetría, podemos enunciar el Lema del nueve con-

siderando a todas las sucesiones horizontales exactas y la columna media

exacta, entonces la primer columna es exacta si y sólo si la tercer columna

es exacta.

Teorema 2.10.11. Segundo Teorema de Isomorfismo Sean β : B12 � B22 y

g : B21 � B22 monomorfismos tal que el supremo (unión) de sus imágenes es

B22. Entonces existe un diagrama conmutativo de la forma:
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0

��

0

��

0

��

0 �� B11
f

��
��

α

��

B12
f ′

�� ��

β

��

B12/B11

γ

��

�� 0

0 �� B21

α′
��

��
g

�� B22
g′

��

β′
��

B22/B21

��

�� 0

0 �� B21/B11
h ��

��

B22/B12
��

��

0

0 0

Demostración: Sea B11 el ínfimo de g y b como subobjetos de B22 = B12 ∩
B21, recordemos que el cuadrado determinado por el ínfimo coincide con el

producto fibrado de g y b. Además sabemos que el producto fibrado preserva

monomorfismos, así f y α resultan también monomorfismos. Consideremos

ahora los conúcleos: f ′ = cok(f), g′ = cok(g), α′ = cok(α) y β′ = cok(β).

Con esto tenemos la existencia de h y γ dada por la propiedad universal del

conúcleo de α y f respectivamente.

0

��

0

��

0

��

0 �� B11
f

��
��

α

��

B12
f ′

�� ��

β

��

B12/B11

γ

��

�� 0

0 �� B21

α′
��

��
g

�� B22
g′

��

β′
��

B22/B21

γ′

��

�� 0

0 �� B21/B11
h ��

��

B22/B12
h′ ��

��

B33
��

��

0

0 0 0
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Ahora estamos en la situación del lema 2.10.7, como la sucesión de arriba

es exacta tenemos que h es un monomorfismo. Dualmente, de la exactitud

de la primer columna, γ es también monomorfismo. Si consideramos ahora el

ínfimo de los objetos cociente β′ y g′ y lo denotamos como B33, que coincide

con el coproducto fibrado, tenemos que h′ y γ′ son también epimorfismos.

Aplicando el lema 2.10.9 y la observación 2.10.10, la sucesión horizontal de

abajo y la tercer sucesión vertical son exactas.

Por la construcción del supremo de β y γ (Lema 2.2.4 ) tenemos que

B33 = B22/(B12∪B21) pero por hipótesis B22 = B12∪B21. Por lo tanto B33 = 0

y γ y h son isomorfismos, es decir B12

B12∩B21

∼= B12∪B21

B21
y B21

B12∩B21

∼= B12∪B21

B12

Teorema 2.10.12. Tercer Teorema de Isomorfismo. Sean α : B11 � B21 y

g : B21 � B22 monomorfismos. Entonces existe un diagrama conmutativo de

la forma:

0

��

0

��

0

��

0 �� B11

1B11 ��
��

α

��

B11
��

β

��

0

��

0 �� B21

α′

��

��
g

�� B22
g′

��

β′

��

B22/B21

γ
��

�� 0

0 �� B21/B11
h ��

��

B22/B11
h′ ��

��

B22/B11

B21/B11

��

��

0

0 0 0

Demostración: Definimos β = g ◦ α y consideramos α′ , g′ y β′ los conúcleos

de α, g y β respectivamente. Observemos que g′ ◦ β = g′ ◦ g ◦ α = 0̂, es

decir, el morfismo cero hace conmutar ése cuadrado. Como las sucesiones
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verticales son exactas, tenemos un morfismo h dado por la propiedad del

conúcleo de α que por el lema 2.10.7, se trata de un monomorfismo. Además

h′◦β′◦g = h′◦h◦α = 0̂, entonces existe un único γ que cumple γ◦g′ = h′◦β′.

Notemos que γ es un epimorfismo puesto que la composición con γ ◦ g′ lo es.

De la observación 2.10.10 se sigue que la columna de la izquierda es exacta.

Es decir, B22/B11

B21/B11

∼= B22

B21

Teorema 2.10.13. Sea g : B21 → B22 tal que existe s : B22 → B21 tal que

s ◦ g = 1. Entonces si la sucesión 0 → B21
g→ B22

g′→ B23 → 0 es exacta,

existe un morfismo s′ : B23 → B22 tal que g′ ◦ s′ = 1 y B22 junto con g, s, g′ y

s′ forman un sistema de suma directa.

Demostración:

Consideremos los morfismos 1B22 , g◦s : B22 → B22 junto con su diferencia.

Entonces (1B22 − g ◦ s) ◦ g = 1B22 ◦ g− g ◦ s ◦ g = g− g ◦ (s ◦ g) = g− g = 0̂.

Como g′ = cok(g), existe un único s′ : B23 → B22 tal que s′ ◦ g′ = 1B22 − g ◦ s,
de donde

s′ ◦ g′ + g ◦ s = 1B22 (∗)
Además g′ ◦ g = 0̂ por la exactitud de la sucesión. Por otro lado (g′ ◦ s′)◦ g′ =

g′ ◦ (s′ ◦ g′) = g′ ◦ (1B22 − g ◦ s) = g′ ◦ 1B22 − g′ ◦ g ◦ s = g′ − 0̂ = g′ pero g′ es

un epimorfismo entonces g′ ◦ s′ = 1B23 .

Ahora por (∗) tenemos g◦s◦s′ = (1B22−s′◦g′)◦s′ = s′−s′◦g′◦s′ = s′◦s′ = 0̂

y como g es un monomorfismo, entonces s ◦ s′ = 0̂. Por lo tanto B22 junto con

s, s′, g y g′ forman un sistema de suma directa.
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Capítulo 3

Resultados Importantes

Decimos que una categoría es aditiva si es preaditiva, tiene objeto cero y

biproductos binarios. De manera que con los resultados del teorema de fac-

torizacion única 2.5.16 y el teorema 2.3.9 podemos definir ahora una categoría

abeliana A como una categoría aditiva en la que todo morfismo α tiene un

núcleo, un conúcleo y una factorización α = γ ◦ β donde β es un epimorfis-

mo y γ un monomorfismo. En base a ello, estudiaremos en adelante algunos

resultados importantes de la teoría de categorías en el caso abeliano para

finalmente adentrarnos en la teoría de Morita.

3.1. Funtores aditivos

Definición 3.1.1. Si B y C son categorías preaditivas, entonces el funtor

T : B → C es un funtor aditivo si satisface

T (β + β′) = T (β) + T (β′)

para todo par de morfismos β, β′ : B → B′. Es decir que la función

T : HomB(B,B′) → HomC(TC, TC ′)

sea un morfismo de grupos.
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Definición 3.1.2. Sea un funtor T : B → C.

1. T es exacto si dada una sucesión exacta en B, su imagen bajo T es

también una sucesión exacta.

2. Decimos T que es exacto izquierdo si para una sucesión exacta de la

forma 0 → B′ → B → B′′ → 0 en B, 0 → T (B′) → T (B) → T (B′′) es

exacta.

3. Dualmente, T es exacto derecho si dada una sucesión exacta en B,

0 → B′ → B → B′′ → 0 se tiene que T (B′) → T (B) → T (B′′) → 0 es

exacta.

Proposición 3.1.3. El funtor Hom : Cop × C → Ab es exacto izquierdo en

cada variable.

Demostración: Sea X un objeto en Cop. Consideremos una sucesión exacta

0 → Y ′ i→ Y
j→ Y ′′. Entonces tenemos en Ab la sucesión:

0 −→ Hom(X, Y ′)
hom(X,i)−→ Hom(X, Y )

hom(X,j)−→ Hom(X, Y ′)

Como Hom(X, _) es un funtor, tenemos que hom(X, j) ◦ hom(X, i) =

hom(X, j ◦ i) = hom(X, 0̂) = 0̂ ◦ _. Sea g ∈ Im(hom(X, i)) entonces

hom(X, j) ◦ hom(X, i)(g) = 0̂ por lo tanto g ∈ Ker(hom(X, j)).

Más aún, supongamos que existe α : A → Hom(X, Y ) con la propiedad

de que hom(X, j)◦α = 0̂, entonces para todo ϕ ∈ A se tiene que hom(X, j)◦
α(ϕ) = j ◦ α(ϕ) = 0̂ pero como i = ker(j) entonces existe un único β : X →
Y ′ que hace conmutar el siguiente triángulo.

0 �� Y ′ i �� Y
j

�� Y ′′

X

β

��

α(ϕ)

�����������
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Si a cada ϕ le asignamos el morfismo β con esta propiedad, tenemos

un único morfismo u : A → Hom(X, Y ′) tal que u ◦ hom(X, i) = α, es

decir hom(X, i) = ker(hom(X, j)) y como consecuencia hom(X, i) es un

monomorfismo.

Consideremos ahora f ∈ Hom(X, Y ) tal que hom(X, j)(f) = j ◦ f = 0̂,

entonces existe un único f ′ : X → Y ′ tal que i ◦ f ′ = f dado que i = ker(j).

Es decir, hom(X, i)(f ′) = f por lo tanto f ∈ Im(hom(X, i)).

Hemos probado que Hom(X, _) es exacto izquierdo. Apliquemos ahora

Hom(_, X) a la sucesión 0 → Y ′ i→ Y
j→ Y ′′.

0 −→ Hom(Y ′′, X)
hom(j,X)−→ Hom(Y,X)

hom(i,X)−→ Hom(Y ′, X)

Analogamente al caso anterior tenemos

hom(i,X) ◦ hom(j,X) = hom(j ◦ i,X) = 0̂

con lo que tenemos que hom(j,X) es un monomorfismo. Falta probar que

Im(hom(j,X) = Ker(hom(i,X)); sea f ∈ Im(hom(j,X)), entonces existe

k ∈ Hom(Y ′′, X) tal que hom(j,X)(k) = k ◦ j = f entonces hom(i,X)(f) =

f ◦ i = k ◦ j ◦ i = k ◦ 0̂ = 0̂ que es lo que buscábamos.
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3.2. Objetos inyectivos y proyectivos

Definición 3.2.1. Sea C una categoría abeliana.

1) Decimos que un objeto C es proyectivo si el funtor Hom(C, _) : C → Ab
es exacto.

2) C es inyectivo si Hom(_, C) : Cop → Ab es exacto.

Lema 3.2.2. (i) Un objeto C es proyectivo si y sólo si para todo epimorfismo

j : Y → Y ′′ y todo morfismo g : C → Y ′′ existe ḡ : C → Y tal que

j ◦ ḡ = g.

C
ḡ

����
��

��
��

�
g

��

Y
j

�� Y ′′ �� 0

(ii) C es un objeto inyectivo si y sólo si para todo morfismo f : Y ′ → C y

todo monomorfismo i : Y ′ → Y existe f̄ : Y → C tal que f = f̄ ◦ i.

0 �� Y ′ i ��

f

��

Y

f̄
��

C

Demostración: Probaremos (ii). Sea 0 → Y ′ i→ Y
j→ Y ′′ → 0 una sucesión

exacta en C. C es inyectivo si y sólo si la sucesión

0 → Hom(Y ′′, C)
hom(j,C)−→ Hom(Y,C)

hom(i,C)−→ Hom(Y ′, C) → 0

Es exacta, esto si y sólo si hom(i, C) es un epimorfismo, es decir, Im(hom(i, C)) =

Hom(Y ′, C), así para toda f ∈ Hom(Y ′, C) existe f̄ ∈ Hom(Y,X) tal que

hom(i, C)(f̄) = f̄ ◦ i = f .
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Proposición 3.2.3. Sea {Ci}I una familia de objetos en C, entonces:

(i) ⊕ICi es proyectivo si y sólo si cada Ci es proyectivo.

(ii)
∏

I Ci es inyectivo si y sólo cada Ci es inyectivo.

Demostración: Probaremos (ii), [⇒] Supongamos que
∏
Ci es inyectivo. Sean

pi :
∏
Ci → Ci las proyecciones canónicas y un monomorfismo m : X ′ → X .

Fijemos Ci0 en la familia {Ci}I ; queremos demostrar que para todo morfismo

f : X ′ → Ci0 existe f̄ tal que f̄ ◦m = f .

El morfismo f : X ′ → Ci0 determina un único g : X ′ → ∏
Ci que hace

conmmutar el siguiente triángulo:

X ′

f
��

g

��

Ci0
∏
Cipi0

��

tal que para todo i �= i0 se tiene que pi ◦ g = 0̂. Entonces como
∏
Ci es

inyectivo, existe ḡ con la propiedad de que pi ◦ ḡ ◦m = g. Así pi0 ◦ ḡ ◦m =

pi0 ◦ g = f que es lo que buscábamos.

0 �� X ′

f
��

m �� X

pi0
◦ḡ

��

Ci0

[⇐] Supongamos que Ci es un objeto inyectivo para cada i. Sea m : X ′ →
X un monomorfismo y un morfismo f : X ′ → ∏

Ci. Consideremos además las

proyecciones naturales pi :
∏
Ci → Ci para cada i, así tenemos el morfismo

pi ◦ f : X → Ci.
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0 �� X ′ m ��

f
��

X

gi

��∏
Ci pi

�� Ci

Como Ci es inyectivo existe un único gi : X → Ci tal que gi ◦m = pi ◦ f .

Sea g : X → ∏
Ci el morfismo inducido por la familia de gi tal que pi◦g = gi.

Entonces pi ◦ g ◦m = gi ◦m = pi ◦ f . Por lo tanto g ◦m = f .

3.3. La retícula de subobjetos de C es modular

Observación 3.3.1. Dada una sucesión exacta 0 → C0
α0→ C1

α1→ C → 0 pode-

mos construir su producto fibrado con respecto a un morfismo α2 : C2 → C .

Si consideramos el siguiente diagrama conmutativo donde P es el pro-

ducto fibrado de α1 y α2 y β0 es el morfismo inducido por α0 : C0 → C1 y

0̂ : C0 → C2.

0 �� C0
β0

��

1C0

��

P

γ

��

β
�� C2

α2

��

0 �� C0
α0 �� C1

α1 �� C �� 0

Sea ψ : X → P con la propiedad de β ◦ ψ = 0̂. Entonces α1 ◦ γ ◦ ψ = 0̂.

Como α0 = ker(α1) existe un único λ : X → C0 tal que γ ◦ ψ = α0 ◦ λ =

α0 ◦ 1C0 ◦ λ = γ ◦ β0 ◦ λ y α2 ◦ β ◦ψ = α1 ◦ γ ◦ψ = α1 ◦ γ ◦ β ◦ λ entonces de

la unicidad dada por la propiedad universal de P tenemos que ψ = β0 ◦ γ.

El caso particular en que α2 es un monomorfismo, nos dice que cada

subobjeto C2 de C1/C0
∼= C es de la forma P/C0 para algún subobjeto P de

C1. Dicho de otra manera, la rectícula L(C) de subobjetos de C ∼= C1/C0 es

isomorfa a la retícula de subobjetos L([C0, C1])
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Definición 3.3.2. Una retícula L es modular si para todo a, b, c ∈ L con a ≤ b

se tiene (c ∧ b) ∨ a = (c ∨ a) ∧ b. Equivalentemente L es modular si y sólo

si todo intervalo I de L tiene la siguiente propiedad: Si c ∈ I tiene dos

complementos a, b ∈ I con a ≤ b, entonces a = b. Véase [11] página 66.

Proposición 3.3.3. La retícula de subobjetos de C es modular.

Demostración: Como el intervalo [B1, B2] de L(C) es isomorfo a la retícula

L(B2/B1), basta suponer que los subobjetos B1
ι
↪→ B2 tienen un complemento

en común C ′. Es decir B1 ⊕ C ′ = C y B2 ⊕ C ′ = C . Entonces el morfismo

inducido f =

(
ι 0

0 1

)
es un isomorfismo, en consecuencia ι es también un

isomorfismo.

B1 ⊕ C
∼= ��

f

��

C

B2 ⊕ C

∼=

		���������

3.4. Generadores y Cogeneradores

Sean C y D categorías abelianas y un funtor aditivo T : C → D. Recordemos

que T es fiel si es inyectivo en morfismos, así T (α) �= 0̂ para todo α �= 0̂ en C.

Proposición 3.4.1. Un funtor exacto T es fiel si y sólo si T (C) �= 0 para todo

objeto C distinto de cero.

Demostración: [⇒] Supongamos que T es fiel y T (C) = 0, entonces T (1C) =

1TC = 0̂, Por lo tanto 1C = 0̂ y C = 0.

[⇐] Supongamos que T es exacto y para cada objeto C �= 0, T (C) �= 0.

Sea α �= 0̂ con α = im(α) ◦ γ, entonces Im(α) �= 0 y por la exactitud de

T , T (α) es un monomorfismo y T (γ) es epimorfismo, es decir T (Im(α)) =

Im(T (α)) �= 0, por lo tanto T (α) �= 0̂.
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Definición 3.4.2. Un objeto C de C es un generador para C si Hom(C, _) es

fiel. C es un cogenerador si el funtor Hom(_, C) es fiel.

Proposición 3.4.3. Supongamos que una categoría C tiene coproductos. Si U

es un generador, entonces para todo objeto C existe un epimorfismo U (I) → C

para algún conjunto de índices I .

Demostración: Sea C �= 0, como U es un generador, entonces Hom(U,C) �=
0. Sea I = Hom(U,C) y ϕ : U (I) =

⊕
α∈I Uα → C el morfismo inducido por

α : Uα → C para cada α ∈ I .

Uα

ια
��

α �� C
γ

�� C‘

⊕
Uα

ϕ





Sea 0̂ �= γ : C → C ′, entonces Hom(U, γ) �= 0̂ y Hom(U,C) �= 0, por

lo tanto existe α tal que γ ◦ α �= 0̂, así γ ◦ ϕ ◦ ια = γ ◦ α �= 0̂ para cada α

entonces γ ◦ ϕ �= 0̂. Por lo tanto ϕ es epimorfismo.

Proposición 3.4.4. Un objeto proyectivo P es un generador si y sólo si existe

un morfismo distinto de cero α : P → C para cada C �= 0.

Demostración: [⇐] Supongamos que P es un generador proyectivo, entonces

Hom(P, _) es exacto y fiel, así Hom(P, γ) = 0̂ si y sólo si γ = 0̂.

[⇐] Supongamos que P es un objeto proyectivo y para cada C �= 0 existe

0̂ �= α ∈ Hom(P,C). Entonces Hom(P, _) es fiel, por lo tanto P es un

generador.
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Proposición 3.4.5. Supongamos que C tiene productos. Si V es un cogene-

rador, entonces para cada objeto C existe un monomorfismo C → V I para

algún conjunto de índices I .

Demostración: Sea C �= 0, consideramos I = Hom(C, V ) �= {0} y el morfismo

ψ : C → ∏
α∈I Vα = V I inducido por α ∈ Hom(C, V ).

C ′ γ
�� C

ψ
��

α
���

��
��

��
��

∏
Vα

πα

��

V

Sea 0̂ �= γ : C ′ → C entonces Hom(γ, V ) �= 0 pues V es un cogenerador, por

lo tanto existe α ∈ Hom(C, V ) tal que α ◦ γ �= 0̂, así πα ◦ φγ = α ◦ γ �= 0̂

para todo γ �= 0̂. Así φ es un monomorfismo.

Proposición 3.4.6. Un objeto inyectivo E es un cogenerador si y sólo si existe

un morfismo distinto de cero C → E para cada C �= 0.

Demostración: [⇒] Sea E un cogenerador inyectivo, entonces Hom(_E) es

fiel e inyecivo en morfismos, es decir Hom(γ,E) = 0 si y sólo si γ = 0̂.

[⇐] Supongamos que E es inyectivo y para cada C �= 0 hay un morfismo

0̂ �= α ∈ Hom(C,E). Por lo tanto Hom(_, E) es fiel.

Definición 3.4.7. Se dice que una categoría es localmente pequeña si la

clase de subobjetos de cualquier objeto es un conjunto.

Proposición 3.4.8. Si C tiene un generador, entonces C es localmente pe-

queña.
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Demostración: Sea U un generador en la categoría. Sea β : B � C un

representante de �β
. Definimos para β:

〈β〉 = {α ∈ Hom(U,B)|α se factoriza a través de β} ⊆ Hom(U,C)

Sea β′ : B′ → C tal que β′ /∈ �β
, en particular, no existe un isomorfismo

entre β y β′. Consideremos el ínfimo de β y β′. Sean γ y γ′ los monomorfismos

inducidos.

Notemos que β′ /∈ �β
 implica que β ∩ β′ �= β, en consecuencia γ no es

un isomorfismo. Del mismo modo si β /∈ �β′
 entonces γ′ no puede ser un

isomorfismo. En nuestro caso podemos suponer que γ′ no es un isomorfismo,

como de hecho es un monomorfismo entonces no es epimorfismo. Así q′ =

cok(γ′) �= 0̂.

Sea 0̂ �= α ∈ 〈β′〉, es decir, α = β′ ◦ x para alguna x : U → B′ distinta de

0̂ y supongamos que α ∈ 〈β〉. Entonces existe y �= 0̂ tal que α = β ◦ y.

U

α

��

��
��
��
��
��
	


��

�

��
��

��
��

��

x

��

y

��

u





P��
γ

��

��
γ

�� B��
β

��

B′ ��
β′

��

q′
��

C

Q

Por la propiedad del producto fibrado del ínfimo de β y β′, existe un único

morfismo u : U → P tal que γ′ ◦ u = x y γ ◦ u = y. Entonces tenemos

0̂ �= q′ ◦ x = q′ ◦ γ ◦ u ésto es una contradicción pues q′ = cok(γ′). Por lo

tanto α /∈ 〈β〉. Concluimos que �β
 �= �β′
 generan subconjuntos distintos

〈β〉 �= 〈β′〉 de Hom(U,C). Así si S es la clase de subobjetos de C entonces

⋂

β∈S
〈β〉 ⊆ Hom(U,C)
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Nos dice que S es un conjunto y por lo tanto C es localmente pequeña.

Proposición 3.4.9. SeaM un A−módulo derecho con anillo de endomorfismos

B = EndA(M), entonces:

(i) SiMA es un generador, entonces BM es proyectivo finitamente generado.

(ii) SiMA es proyectivo finitamente generado, entonces BM es un generador.

AUN FALTA LA DEMOSTRACIÓN.

Ejemplo 3.4.10. Una familia {Ui}I de objetos en una categoría C es una

familia de generadores si para todo α : B → C distinto de cero, existe

un monomorfismo β : Ui → B para alguna i tal que α ◦ β �= 0̂. Si C tiene

coproductos, entonces
⊕

I Ui es un generador.

Demostración: Ui es un generador, entonces Hom(Ui, _) es un funtor fiel, así

Hom(Ui, α) �= 0̂, es decir, existe β ∈ Hom(Ui, B) tal que α ◦ β �= 0̂. Por otro

lado, sabemos que

Hom(
⊕

I

Ui, B) ∼=
∏

I

Hom(Ui, B)

Queremos ver que Hom(
⊕

I Ui, α) �= 0̂. Consideremos el siguiente diagrama:

∏
I Hom(Ui, B)

η �=0̂
��

pi �� Hom(Ui, B)

α◦_
��∏

I Hom(Ui, C)
qi �� Hom(Ui, C)

Donde pi y qi son proyecciones. Por la propiedad universal del producto

hay una única η �= 0̂ tal que qi ◦ η = (α ◦ _) ◦ Pi �= 0̂. Denotemos η =

Hom(
⊕

Ui, α). Como qi es un epimorfismo, existe ε ∈ ∏
Hom(Ui, B) tal que

qi ◦ η(ε) = (α ◦ β) ◦ pi �= 0̂ para toda i, con lo que Hom(
⊕

Ui, B) �= 0̂. Por lo

tanto
⊕

I Ui es un generador.
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3.5. Categorías de Funtores

Definición 3.5.1. Si I es una categoría pequeña y C una categoría arbitraria,

definimos la categoría Fun(I, C) cuyos objetos son funtores I → C y los

morfismos entre ellos son transformaciones naturales.

Notemos que Fun(I, C) es en efecto una categoría. Para cada funtor S ∈
Fun(I, C) tenemos la transformación natural IdS =

{
(IdS)i = IdS(i)

}
I y si

tenemos un par de transformaciones naturales η : R ⇒ S y µ : S ⇒ T defini-

mos µ ◦ η : R ⇒ T dada por la familia de morfismos {µi ◦ ηi : R(i) → T (i)}I .

Por comodidad denotaremos al conjunto de transformaciones naturales en-

tre dos funtores S y T como Nat(S, T ). Observemos que cada transformación

natural está dada por una familia de morfismos indicada en una categoría

pequeña I , así Nat(S, T ) ⊆ ∏
I Hom(S(i), T (i)) que es un conjunto.

Proposición 3.5.2. Si I es una categoría pequeña y C es preaditiva (abeliana)

entonces Fun(I, C) es también preaditiva (abeliana).

Demostración: Sean S, T ∈ Fun(I, C) con ξ, η : S ⇒ T transformaciones

naturales. Definimos (ξ + η) = ξ+η en Nat(S, T ) dada por morfismos ξi+ηi ∈
Hom(S(i), T (i)) que es un grupo abeliano dado que C es preaditiva. Además

para cada morfismo ξi existe −ξi ∈ Hom(S(i), T (i)) tal que ξi + (−ξi) = 0̂,

lo que implica que −ξ = {ξi}I ∈ Nat(S, T ).

Definimos ζ : S ⇒ T la transformación natural cero dada por la familia

de morfismos
{
ζi = 0̂ : S(i) → T (i)

}
i∈I .

Todo lo anterior dota a Nat(S, T ) de una estructura de grupo abeliano,

por lo tanto Fun(I, C) es preaditiva.

Si además C es abeliana y tenemos T1, . . . , Tn funtores en Fun(I, C).

Definimos T = T1 × · · · × Tn de la forma:
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i

µ

��

T (i) = T1(i) × · · · × Tn(i)

T (µ)

��

j T (j) = T1(j) × · · · × Tn(j)

donde T (µ) =

⎛
⎜⎜⎝

T1(µ) 0 0

0
. . . 0

0 0 Tn(µ)

⎞
⎟⎟⎠. Veamos que T es un funtor. Para

el morfismo identidad 1i : i→ i tenemos que T (1i) corresponde a la matriz:

⎛
⎜⎜⎝

T1(1i) 0 0

0
. . . 0

0 0 Tn(1i)

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

1T1(i) 0 0

0
. . . 0

0 0 1Tn(i)

⎞
⎟⎟⎠ = 1T (i)

Ahora si consideramos i
µ→ j

λ→ k en I y T (µ) = Mµ y T (λ) = Mλ las

matrices correspondientes, entonces la composición T (λ) ◦ T (µ) coincide con

el producto de las matrices, que por ser diagonales se multiplican entrada a

entrada, es decir [MλMµ]ll = Tl(λ)◦Tl(µ) = Tl(λ◦µ) para cada funtor Tl con

1 ≤ l ≤ n. Por lo tanto T (λ)◦T (µ) = T (λ◦µ), con lo que T = T1×· · ·×Tn ∈
Fun(I, C).

Solo falta ver que Fun(I, C) tiene núcleos. Tomemos una transformación

natural η : S ⇒ T y definamos para cada i ∈ I: K(i) = Ker(ηi) y para cada

µ : i→ j,K(µ) como el morfismo dado por la propiedad universal del núcleo

de ηj .

i

µ

��

K(i)

K(µ)

��

ker(ηi)
�� S(i)

S(µ)

��

ηi �� T (i)

T (µ)

��

j K(j)
ker(ηj)

�� S(j)
ηj

�� T (j)

Notemos que K(1i) es el único morfismo con la propiedad de ker(ηi) ◦
K(1i) = 1S(i) ◦ ker(ηi) = ker(ηi), es decir K(1i) = 1K(i). Tambien por la
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unicidad dada por la propiedad universal del núcleo, si dados i
µ→ j

λ→ k en

I , entonces K(λ) ◦K(µ) = K(λ ◦ µ) pues ambos hacen comutar el cuadrado

exterior en el siguiente diagrama:

i

µ

��

K(i)

K(λ◦µ)

��

ker(ηi)
��

K(µ)

��

S(i)
ηi ��

S(µ)

��

T (i)

T (µ)

��

j

λ

��

K(j)

K(λ)

��

ker(ηj)
�� S(j)

ηj
��

S(λ)

��

T (j)

T (λ)

��

k K(k)
ker(ηk)

�� S(k)
ηk �� T (k)

Por lo tantoK ∈ Fun(I, C) y tenemos una transformación natural κ : K ⇒ S

determinada por la familia {ker(ηi)}I para cada η ∈ Nat(S, T ) que además

cuenta con una propiedad universal dada puntualmente. Dualmente tenemos

la existencia de conúcleos en Fun(I, C) y así concluimos que la categoría

Fun(I, C) es también abeliana.

Definición 3.5.3. Sean B y C categorías preaditivas. Denotamos como Hom(B, C)

a la subcategoría plena de Fun(B, C) que consta de los funtores aditivos de

B en C.

Proposición 3.5.4. Si B es una categoría pequeña y preaditiva y C una

categoría abeliana, entonces Hom(B, C) es una subcategoría abeliana de

Fun(B, C).

En adelante, denotaremos como hB al funtor Hom(_, B) : B → Ab.
Lema de Yoneda 3.5.5. Sea B una categoría pequeña y preaditiva. Para todo

objeto B de B y todo funtor aditivo T : Bop → Ab hay un isomorfismo

Nat(hB, T ) ∼= T (B)

que es natural en B y en T .
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Demostración: Sea η ∈ Nat(hB, T ). Consideremos la componente en B de

la transformación ηB : hB(B) = Hom(B,B) → T (B), y definimos θB,T :

Nat(hB, T ) → T (B) como θB,T (η) = ηB(1B).

Sean η, µ y ζ ∈ Nat(hB, T ). Con ζ la transformación natural cero defini-

da en la proposición 3.5.2. Entonces θB,T (η + µ) = (η + µ)B(1B) = (ηB +

µB)(1B) = ηB(1B)+µB(1B) = θB,T (η)+θB,T (µ), además θB,T (ζ) = ζB(1B) =

0.

θB,T es un isomorfismo.

Sea η ∈ Nat(hB, T ) tal que θB,T (η) = ηB(1B) = 0 ∈ T (B). Sea α ∈
Hom(B′, B), como η es una transformación natural, el siguiente cuadrado

conmuta:

B′

α

��

Hom(B′, B)

��������1

ηB′
�� T (B′)

B Hom(B,B)

_◦α
��

ηB �� T (B)

Tα

��

Entonces ηB′(α) = T (α) ◦ ηB(1B) = T (α)(0) = 0 por lo tanto η = ζ , es decir

θB,T es un monomorfismo.

Definamos para cada x ∈ T (B) un morfismo µ(x)B′(α) = T (α)(x) con

α : B′ → B. Veamos que {µ(x)B′ : hB(B′) → T (B′)}B′∈B determina una

transformación natural. Si β : C → B′ en B, demostraremos que el siguiente

cuadrado conmuta:

C

β

��

Hom(C,B)

��������2

µ(x)C
�� T (C)

B′ Hom(B′, B)

_◦β
��

µ(x)B′
�� T (B′)

T (β)

��

Sea α ∈ Hom((B′, B)), entonces µ(x)C ◦ (_ ◦ β)(α) = µ(x)C(α ◦ β) =

T (α ◦ β)(x) = T (β) ◦T (α)(x) pues T es contravariante. Por otro lado T (β) ◦
µ(x)B′(α) = T (β) ◦ T (α)(x). Hemos probado que el cuadrado 2 conmuta,

es decir, para cada x ∈ T (B) tenemos una transformación natural µ(x) =

{µ(x)B′}B′∈B ∈ Nat(hB, T ).
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Calculemos θB,T (µ(x)).

Por definición, tenemos que θB,T (µ(x)) = µ(x)B(1B) = T (1B)(x) =

1T (B)(x) = x. El paso intermedio surge de la conmutatividad de 2 al sustituir

β por 1B . Con ésto tenemos que θB,T es también un epimorfismo y por lo

tanto un isomorfismo de grupos.

θB,T es natural en B y en T . Para ésto necesitamos probar la conmuta-

tividad de los dos diagramas siguientes:

B′

α

��

Nat(hB′ , T )
θB′,T

��

��������3

T (B′)

B Nat(hB, T )

(_◦a)
��

θB,T
�� T (B)

T (α)

��

Y para la naturalidad en T probaremos que 3 conmuta.

S

σ

��

Nat(hB, S)

σ◦_
��

θB,S
��

��������4

S(B)

σB

��

T Nat(hB, T )
θB,T

�� T (B)

El morfismo α : B′ → B induce una transformación natural a : hB′ ⇒ hB

dada por la familia de morfismos {(α ◦ _)C : hB′(C) → hB(C)}C∈B. Si β :

C → D en B, tenemos el siguiente cuadrado conmutativo:

C

β

��

hB′(C)
(α◦_)C

�� hB(C)

D hB(D)

_◦β
��

(α◦_)D

�� hB(D)

_◦β
��

Así si fijamos el funtor T , tenemos un morfismo (_ ◦ a) : Nat(hB, T ) →
Nat(hB′ , T ). Por otro lado, sabemos que si η : hB ⇒ T entonces el cuadrado

1 conmuta, es decir ηB′ ◦ (_ ◦ α) = T (α) ◦ ηB . Así η ◦ a : hB′ ⇒ hB ⇒ T y

sus componentes se calculan (η ◦ a)C = ηC ◦ aC = ηa ◦ (α ◦ _)C . Entonces
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θB′,T (η ◦ a) = (η ◦ a)B′(1B′) = ηB′ ◦ (α ◦ 1B′) = ηB′ ◦ α = T (α) ◦ ηb(1B) =

T (α) ◦ θB,T (η). Esto es, el cuadrado 3 conmuta.

Tomemos dos funtores S, T : Bop → Ab y una transformación natural

σ : S ⇒ T . Sea µ ∈ Nat(hB, S), entonces σ ◦µ ∈ Nat(hB, T ) y θB,T (σ ◦µ) =

(σ ◦ µ)B(1B). Por otro lado σB ◦ θB,S(µ) = σB ◦ µB(1B) = (σ ◦ µ)B(1B), en

consecuencia 4 conmuta y obtenemos la naturalidad en T de θB,T

Corolario 3.5.6. Una categoría pequeña y preaditiva B es equivalente a la

subcategoría plena de Hom(Bop,Ab) de funtores representables.

Demostración: Consideremos el funtor E : B → Hom(B,Ab) definido como

sigue:

B

β

��

� �� Hom(_, B)

β◦_
��

B′ � �� Hom(_, B′)

Los morfismo en Hom(Bop,Ab) forman el conjunto Nat(hB, hB′). Aplicando

el Lema de Yoneda a T = hB′ , tenemos que Nat(hB, hB′) es isomorfo a

hB′(B) = Hom(B,B′). Esto nos dice que E es un funtor fiel y pleno, es decir

una equivalencia entre B y Hom(Bop,Ab).

Definición 3.5.7. Una sucesión de funtores 0 → hL → hM → hN → 0 es

exacta en Hom(B,Ab) si y sólo si 0 → hL(B) → hM(B) → hN(B) → 0 es

exacta para cada B ∈ B.

Corolario 3.5.8. La familia {hB}B∈B es una familia de generadores proyec-

tivos para Hom(Bop,Ab).

Demostración: Probaremos que para cada funtor T : Bop → Ab distinto del

funtor constante cero, Nat(hB, T ) �= {ζ}. Existe B ∈ B tal que 0 �= T (B),
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como θT,B : T (B) → Nat(hB, T ) es un isomorfismo de grupos, existe 0 �=
x ∈ T (B) tal que θT,B(x) = η �= ζ . Por lo tanto Nat(hB, T ) �= {ζ} para

cada T �= 0. Por la proposición 3.4.4 tenemos que cada hB es un generador

proyectivo.

Ejemplos 3.5.9. 1. Módulos. Sea A la categoría con un solo objeto {∗} y

cuyos morfismos son los elementos de un anillo A. Sea C una categoría

preaditiva. Un funtor aditivo T : A → C corresponde con un morfismo

de anillos

A = Hom(∗, ∗) ϕ→ Hom(T (∗), T (∗)) = Hom(C,C) dondeC = T (∗)

Un objeto C en una categoría junto con un morfismo de anillos ϕ :

A → Hom(C,C) se conoce como un A−objeto izquierdo en C. Dual-

mente un A−objeto derecho de C está dado por un morfismo de anillos

φ : Aop → Hom(C,C). Si consideramos C = Ab tenemos que ϕ(a) =

(a∆_) ∈ Hom(C,C) con T (∗) = C un grupo abeliano y A ∈ A, en-

tonces los A-objetos izquierdos en Ab son A−módulos. Con ello tene-

mos el isomorfismo de categorías A−Mod ∼= Hom(A,Ab).

2. Pregavillas. Sea X un espacio topológico. Una pregavilla abeliana F

en X asigna a cada abierto U de X , un grupo abeliano F (U) y asigna

a cada inclusión U ↪→ V un morfismo de grupos ρV,U : F (V ) → F (U).

La composición de dos inclusiones U ↪→ V ↪→ W bajo F se denota

ρW,U = ρW,V ◦ ρV,U Definimos IX cuyos objetos son los abiertos de X

y los morfismos son inclusiones. Entonces una pregavilla es un funtor

F : IopX → Ab.

3. Categorías de Diagramas. Sean C0, C1, C2 objetos en una categoría C.

Consideremos a los diagramas de la forma C0 → C1 → C2. Un morfismo
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entre ellos es una triada de morfismos f0, f1, f2 que hace conmutar los

cuadrados:

C0
��

f0
��

C1
��

f1
��

C2

f2
��

C ′
0

�� C ′
1

�� C ′
2

Sea I una categoría con solo tres objetos a, b, c y morfismos α : a→ b,

β : b→ c, β ◦ α : a→ c junto con las identidades en cada objeto. Sean

F,G : I → C funtores tales que:

I F �� C
a
α
��

C0

��

b
β
��

C1

��

C C2

I G �� C

a
α
��

C ′
0

��

b
β
��

C ′
1

��

C C ′
2

Un morfismo entre los dos diagramas anteriores es una transformación

natural η : F → G dada por ηa = f0, ηb = f1, ηc = f2. Así, la cate-

goría de diagramas en C es isomorfa a Fun(I, C). En general, si I es

una categoría pequeña, Fun(I, C) puede considerarse una categoría de

diagramas.

4. Sistemas dirigidos. Sea I un conjunto parcialmente ordenado. Decimos

que I es un conjunto dirigido si para cada pareja i, j ∈ I existe k ∈ I

tal que i ≤ k y j ≤ k. Un sistema dirigido de módulos consiste en un

módulo Mi para cada i ∈ I y un morfismo de módulos αi,j : Mi → Mj

para cada i ≤ j y un morfismo αi,i : Mi → Mi. Además si i ≤ j ≤ k

implica que αj,k ◦ αi,j = αi,k.
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3.6. Límites y Colímites

Definición 3.6.1. Sea I una categoría pequeña, consideremos un funtor F :

I → C. Si X es un objeto en C se tiene una familia de morfismos αi : X →
F (i) para cada i ∈ I , entonces decimos que la familia {αi}i∈I es compatible

si para todo λ : i→ j en I, αj = F (λ) ◦ αi.

Definición 3.6.2. Un límite para el funtor F : I → C es un objeto lim←−F en

C junto con una familia compatible de morfismos
{
ϕi : lim←−F → F (i)

}

i∈I
tal

que para cualquier otra familia compatible {ξi : X → F (i)}I existe un único

ξ : X → lim←−F tal que ϕi ◦ ξ = ξi.

Definición 3.6.3. Una categoría C es completa si el límite existe para todo

funtor F : I → C cuando I es pequeña.

Proposición 3.6.4. Si C es completa, entonces lim←− es un funtor de

Fun(I, C) → C donde I es pequeña.

Demostración: Sean F,G ∈ Fun(I,F) y η : F ⇒ G una transforma-

ción natural. Por hipótesis lim←−F y lim←−G existen en C, claramente definire-

mos lim←−(F ) = lim←−F para cada funtor en Fun(I, C). Además para cada

i tenemos el morfismo ηi : F (i) → G(i). Sean
{
ϕi : lim←−F → F (i)

}

I
y

{
γi : lim←−G→ G(i)

}

I
las familias compatibles de cada límite.

Veremos que la familia
{
ηi ◦ ϕi : lim←−F → G(i)

}

I
es compatible: Para λ :

i→ j en I tenemos que G(λ) ◦ ηi ◦ ϕi = ηj ◦ F (λ) ◦ ϕi = ηj ◦ ϕj se sigue de

la naturalidad de η y de que {ϕi} es una familia compatible.

i

λ

��

F (i)

F (λ)

��

ηi �� G(i)

G(λ)

��

j F (j)
ηj

�� G(j)

lim←−F
ϕi ��

ϕj
���

�������
F (i)

F (λ)

��

F (j)
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Por la propiedad universal de lim←−G existe un único morfismo

lim←−F → lim←−G al que denotaremos lim←−η que hace conmutar el siguiente

cuadrado para cada i:

lim←−F
ϕi ��

lim←−η
��

F (i)

��

lim←−G
γi �� G(i)

Veamos que ésta asignación es un funtor. Para la transformación natural

idF : F ⇒ F tenemos que lim←−(idF ) es el único morfismo con la propiedad de

que 1F (i) ◦ ϕi = ϕ ◦ lim←−(idF ) por lo tanto lim←−(idF ) = 1lim←−F .

Dadas η : F ⇒ G y µ : G ⇒ H transformaciones naturales, tenemos que

el cuadrado exterior conmuta, entonces por la propiedad universal de lim←−H ,

lim←−(µ) ◦ lim←−η = lim←−(µ ◦ η).

F

η

��

lim←−F

lim←−(µ◦η)

��

lim←−(η)

��

ϕi �� F (i)

ηi

��

G

µ

��

lim←−G
lim←−(µ)

��

γi �� G(i)

µi

��

H lim←−H
ψi �� H(i)

Por lo tanto lim←− es un funtor de Fun(I, C) en C.

Definición 3.6.5. Dualmente, el colímite de un funtor F : I → C es un objeto

lim−→F junto con una familia compatible de morfismos
{
ψi : Fi → lim−→F

}
que

es universal para familias compatibles {ξi : F (i) → X}.

Definición 3.6.6. Decimos que una categoría C es cocompleta si lim−→F existe

para todo funtor F : I → C con I pequeña.
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Ejemplos 3.6.7. 1. Productos y coproductos. Sea I una categoría discre-

ta, es decir, los objetos forman un conjunto y los únicos morfismos en la

categoría son las identidades. Dado un funtor F : I → C con C completa,

entonces tenemos una familia de morfismos
{
lim←−F → F (i)

}
para cada

i ∈ I sin condiciones para la compatibilidad, con lo que lim←−F =
∏
F (i).

Dualmente si C es cocompleta, se tiene lim−→F =
⊕

F (i).

2. Limites directos y límites inversos. Dado un sistema dirigido (Mi, αi,j)I
definido en el ejemplo 3.5.9 4. Consideramos la unión disjunta

⋃
Mi

y definimos una relación ∼ en
⋃
Mi como sigue: x ∼ y si x ∈ Mi,

y ∈ Mj y existe k ∈ I tal que i ≤ k, j ≤ k y αi,k(x) = αj,k(y) en

Mk. Se prueba que ∼ es una relación de equivalencia y que
⋃
Mi/ ∼

es también un módulo. Así el límite directo de (Mi, αi,j)I lo definimos

como lim−→Mi =
⋃
Mi/ ∼.

Denotaremos Dir (I, A−Mod) a la categoría de sistemas dirigidos de

módulos sobre el conjunto I . Un morfismo ϕ : (Mi, αi,j) → (Ni, βi,j)

consta de una familia de morfismos ϕi : Mi → Ni tal que si i ≤ j se

tiene que:

Mi

αi,j

��

ϕi �� Ni

βi,j

��

Mj
ϕj

�� Nj

conmuta. Entonces tenemos un funtor lim−→ : Dir (I, A−Mod) −→ A−
Mod.

3. Productos y coproductos fibrados. Sea I la categoría de diagramas de

la forma

k
λ ��

κ
��

��
��

��
��

i

j
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junto con los morfismos identidad. Si C es cocompleta y F : I → C es

un funtor, entonces el colímite de F es el coproducto fibrado de F (λ) y

F (µ).

F (k)

F (κ)

��

F (λ)
�� F (i)

��

F (j) �� lim−→F

Proposición 3.6.8. Si C tiene productos e igualadores, entonces es completa.

Demostración: Probaremos que en C el límite existe para cada funtor F :

I → C donde I es una categoría pequeña. Sea λ : i → j un morfismo en I
denotamos i = s(λ) y j = t(λ) (source y target).

Consideremos el producto
∏

I F (i) sobre los objetos de I , junto con las

proyecciones πs(λ) :
∏
F (i) → F (s(λ)) = F (i) y el producto

∏
Λ F (λ) sobre

Λ el conjunto de morfismos en I
Observemos que para cada λ ∈ Λ, tenemos un par de morfismos πt(λ) y

F (λ) ◦ πs(λ) del producto
∏

I(F (i)) en F (t(λ)) los cuales inducen un par de

morfismos de
∏

I F (i) → ∏
Λ F (t(λ)) dados por la propiedad universal del

producto; a los que denotaremos
(
πt(λ)

)
Λ

y
(
Fλ ◦ πs(λ)

)
Λ

respectivamente.

∏
I F (i)

(πt(λ))Λ
��

πt(λ)
�� F (t(λ))

∏
Λ F (t(λ))

πt(λ)

�������������

∏
I F (i)

(Fλ◦πs(λ))Λ
��

Fλ◦πs(λ)
�� F (t(λ))

∏
Λ F (t(λ))

πt(λ)

�������������

Sea E el igualador de éstos dos morfismos. Entonces
(
πt(λ)

)
Λ
◦ e =

(
Fλ ◦ πs(λ)

)
Λ
◦ e, si componemos con πt(λ) por la izquierda, obtenemos que e

es el igualador del par de morfismos πt(λ) y Fλ ◦ πs(λ) para cada λ.
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E
e ��

µi
���

��������
∏

I F (i)

πi

��

(πt(λ))Λ ��

(Fλ◦πs(λ))Λ

��

∏
Λ F (t(λ))

F (i)

Por otro lado, la familia de morfismos µi = πi ◦ e determina una transfor-

mación natural µ : ∆E ⇒ F donde ∆E : I → C es el funtor constante E;

pues para cada i se tiene Fλ ◦ πi ◦ e = Fλ ◦ πs(λ) ◦ e = πt(λ) ◦ e = πj ◦ e = µj .

i

λ

��

∆E(i) = E

1E

��

µi �� F (i)

F (λ)

��

j ∆E(j) = E
µj

�� F (j)

Esto nos da condiciones de compatibilidad para la famil-

ia {µi : E → F (i)}I . Consideremos ahora una familia compatible

{ξi : X → F (i)}I . Por la propiedad unviersal del producto, la familia

induce un morfismo ξ : X → ∏
I F (i) tal que ξi = πi ◦ ξ. Por la compati-

bilidad tenemos que ξj = Fλ ◦ ξi. Entonces πj ◦ ξ = Fλ ◦ πi ◦ ξ, es decir

πt(λ) ◦ ξ = Fλ ◦ πs(λ) ◦ ξ por lo tanto ξ iguala a πtλ con Fλ ◦ πs(λ). Como E es

el igualador, existe un único morfismo ϕ con la propiedad de que e ◦ ϕ = ξ.

E
e ��

∏
I F (i) ��

��

∏
Λ F (t(λ))

X

ϕ

��

ξ

											

Así ξj = πj ◦ ξ = πj ◦ e ◦ ϕ = µj ◦ ϕ y además Fλ ◦ ξi = Fλ ◦ πi ◦ ξ =

Fλπj ◦ e ◦ ϕ = Fλ ◦ µi ◦ ϕ, esto es que el siguente triángulo es conmutativo.
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X

ξi

��

ξj

��

ϕ

��

E
µi

��











 µj

���
��

��
��

�

F (i) Fλ �� F (j)

Es decir, {µi}I es universal para familias compatibles de morfismos. Por lo

tanto E = lim←−F .

Corolario 3.6.9. Si C es abeliana y F : I → C es un funtor, entonces

lim←−F = Ker

(
∏

I
F (i)

π−→
∏

Λ

F (t(λ))

)

Demostración: Consideremos πt(λ) y F (λ) ◦ πs(λ) como en la demostración de

arriba y definimos πλ = F (λ) ◦ πs(λ) − πt(λ) :
∏

I F (i) → F (t(λ)). Éste mor-

fismo induce un único π :
∏

I F (i) → ∏
Λ F (t(λ)). Observemos que consi-

derar el núcleo de π es equivalente a considerar el igualador de
(
πt(λ)

)
Λ

y
(
Fλ ◦ πs(λ)

)
Λ
, con lo cual los detalles de la prueba son similares a los de la

proposición anterior.

Sea u = ker(π), definamos ϕi = πi ◦ u para cada i y probemos que

forman una familia compatible: F (λ) ◦ ϕi = F (λ) ◦ πi ◦ u = πj ◦ u = ϕj .

Ahora si tenemos otra familia compatible {ξi : X → F (i)}I , ésta induce un

único morfismo ξ : X → ∏
I F (i) tal que ξi = πi ◦ ξ. Además πλ ◦ ξ =

(
F (λ) ◦ πs(λ) − πt(λ)

) ◦ ξ = F (λ) ◦ πs(λ) ◦ ξ − πt(λ) ◦ ξ = F (λ) ◦ ξi − ξj = 0̂,

entonces por la propiedad universal del núcleo, existe η : X → Ker(π) tal

que ξ = u ◦ η, que preserva la compatibilidad compuesta con ϕi. Concluimos

que lim←−F = Ker
(∏

I F (i)
π→ ∏

Λ F (t(λ))
)

.
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Proposición 3.6.10. Dualmente, si C tiene coproductos y conúcleos y F :

I → C es un funtor, entonces

lim−→F = Coker

(
⊕

Λ

F (s(λ))
ι−→

⊕

I
F (i)

)

Donde ι es el morfismo inducido por

ιλ = ιt(λ) ◦ F (λ) − ιs(λ) : F (s(λ)) →
⊕

I
F (i)

Corolario 3.6.11. Sean C una categoría completa y F : I → C un funtor.

Sea {αi : F (i) → C} una familia compatible de morfismos que inducen α :

lim←−F → C . Entonces Im(α) =
∑
Im(αi)

Demostración:

Sea α el morfismo inducido por la familia {αi}I y la propiedad universal

del coproducto. Observemos que Im(α) =
∑

I Im(αi), así podemos considerar

la factorización epi-mono α = µ ◦ ε que construimos a partir de la imagen de

cada αi; observemos que ε es un epimorfismo por la proposicion 1.4.1.

F (i)
��

�������������
εi
����

αi

���
���������

⊕
I F (i)

e
��










Im(αi)� 


��

�� �� C

∑
Im(αi)

��

µ

������������

Además podemos factorizar α a través de la imagen de α como α = q◦p◦u
donde u es el conúcleo de ι (proposición 3.6.10) y α = q ◦ p pues α = α ◦ u.

Es decir,
∑
Im(αi) = Im(α) = Im(α)
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F (i)
ϕi ��

� 


��

αi

���
����������
lim−→F

p

�� ���
��

��
��

��

α

��⊕
Λ F (s(λ)) ι ��

⊕
I F (i)

ε
����

α ��

u

�����������

C Im(α)��
q

��

Im(α)
��

µ

�������������

Definición 3.6.12. Sean C y D categorías preaditivas, decimos que un funtor

F : C → D preserva límites si para todo funtor F : I → C donde I es

pequeña y lim←−F existe; se tiene que T (lim←−F ) = lim←−TF
Proposición 3.6.13. Sea T : C → D un funtor aditivo entre dos categorías

abelianas. Son equivalentes:

i) T es exacto izquierdo.

ii) T preserva núcleos

iii) T preserva límites finitos.

Demostración:

i) ⇒ ii) T es un funtor exacto izquierdo. Sea 0 → A
α→ B

β→ C una sucesión

exacta en C, es decir α = ker(β). Entonces

0 −→ T (A)
T (α)−→ T (B)

T (β)−→ T (C)

es exacta, es decir T (α) = ker(T (β)). Por lo tanto T preserva núcleos.

ii) ⇒ iii) Sea I una categoría finita, F : I → C un funtor con límite en C.

Recordemos por la construcción del límite en la proposición 3.6.9 que

la siguiente sucesion es exacta:

0 −→ lim←−F
u−→

∏

I
F (i)

π−→
∏

Λ

F (t(λ))
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Como el funtor T preserva núcleos, tenemos el siguiente diagrama con-

mutativo con sucesiones exactas:

0 �� T (lim←−F )
T (u)

�� T (
∏

I F (i))
T (π)

��

T es aditivo
e I finito

∼=
��

T (
∏

Λ F (t(λ)))

∼=
��

0 �� lim←−TF ��
∏

I TF (i) ��
∏

Λ TF (t(λ))

Definimos para cada i ∈ I, ϕi = T (πi) ◦ T (u) : T (lim←−F ) → TF (i).

Notemos que TF (λ)◦ϕi = TF (λ)◦T (πi)◦T (u) = T (F (λ)◦πi)◦T (u) =

T (πj) ◦ T (u) = ϕj . Por lo tanto {ϕi}I es una familia compatible.

Ahora, sea ξi : X → TF (i) una familia compatible. Esta induce un mor-

fismo ϕ : X → ∏
I TF (i) dado por la propiedad universal del producto.

Entonces T (π) ◦ ξ = 0̂ si y sólo si πTF (t(λ)) ◦ T (π) ◦ ξ = 0̂. Cal-

culemos πTF (t(λ)) ◦ T (π) ◦ ξ = T (πF (t(λ))) ◦ T (π) ◦ ξ = T (πλ) ◦ ξ =

T
(
(F (λ) ◦ πi) − πt(λ)

) ◦ ξ =
(
TF (λ) ◦ T (πi) − Tπt(λ)

) ◦ ξ = TF (λ) ◦
T (πi) ◦ ξ − T (πt(λ)) ◦ ξ = TF (λ) ◦ ξi − TF (t(λ)) = TF (j)− TF (j) = 0̂

por lo tanto T (π) ◦ ξ = 0̂.

0 �� T (lim←−F )
T (u)

��
∏

I TF (i)
T (π)

��

T (πλ)
��������������

∏
Λ TF (t(λ))

πTF (t(λ))

��

X

ξ

���������������
TF (t(λ))

Como T preserva núcleos, T (lim←−F ) = T (Ker(u)) = Ker(T (u)). En-

tonces existe un único η : X → T (lim←−F ) tal que ξ = T (u) ◦ η. Así

ϕj ◦ η = T (πj) ◦ T (u) ◦ η = T (πj) ◦ ξ = ξj y ϕi ◦ η = T (πi) ◦ η =

T (πi) ◦ ξ = ϕi por lo tanto T (lim←−F ) tiene la propiedad universal del

límite de TF , es decir T preserva límites.
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iii) ⇒ i) Supongamos que T preserva límites. Sea I la categoría determinada

por Obj(I) = {i, j} y morfismos Hom(i, i) = {1.i}, Hom(j, j) = {1, j},

Hom(i, j) = {λ, µ} y Hom(j, i) = ∅.

Sea F : I → C un funtor y consideremos la familia de morfismos dada

con el límite de F . Entonces para λ y µ tenemos que F (λ) ◦ϕi = ϕj =

F (µ)◦ϕi, es decir ϕi iguala a F (λ) y F (µ). Además, para cualquier otro

morfismo xi : X → F (i) que los iguale, existe un único η : X → lim←−F
tal que x = ϕi ◦ η por la propieda universal del límite.

X

xi

�� ��

η
��

lim←−F
ϕi

���������� ϕi

���
�������

F (i)
F (λ)

��

F (µ)
�� F (j)

Por lo tanto ϕi es el igualador de F (λ) y F (µ). En particular si F (µ) =

0̂, ϕi = ker(F (λ)) y lim←−F = Ker(F (λ)). Dicho de otra manera, un

núcleo en C siempre lo podemos ver como el límite de un funtor.

Consideremos la sucesión 0 −→ lim←−F
ϕi−→ F (i)

F (λ)−→ F (j). Como T

preserva límites, T (Ker(F (λ))) = T
(
lim←−F

)
= lim←−TF = Ker(TF (λ)).

Es decir, la sucesión 0 −→ lim←−TF
T (ϕi)−→ TF (i)

TF (λ)−→ TF (j) es exacta.

Por lo tanto T es exacto izquierdo.

Proposición 3.6.14. Dualmente al teorema anterior: Son equivalentes para

un funtor aditivo T : C → D entre categorías abelianas.

i) T es exacto derecho.
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ii) T preserva conúcleos.

iii) T preserva colímites finitos.

Proposición 3.6.15. Si J es una categoría pequeña y C es completa, entonces

Fun(J , C) es completa.

Demostración: Sea I una categoría pequeña. Consideremos un funtor F :

I → Fun(J , C) y veamos que lim←−F existe en Fun(J , C). Observemos primero

que si λ es un morfismo en I , entonces F (λ) es una transformación natural:

I F �� Fun(J , C)

i
� ��

λ

��

F (i) : J → C
F (λ)

��
i′ � �� F (i′) : J → C

F (i)
F (λ) �� F (i′)

j

λ
��

F (i)(j)
F (λ)j

��

F (i)(µ)

��

F (i′)(j)

F (i′)(µ)
��

j′ F (i)(j′)
F (λ)j′

�� F (i′)(j′)

Definamos para F , el funtor F̌ : J → Fun(I, C).

J F̌ �� Fun(I, C)

j

µ

��

� �� F̌ (j) = Fj

F̌ (µ)=µ̌
��

j′ � �� F̌ (j′) = Fj′

Donde Fj y µ̌ están dados por los siguiente cuadrados conmutativos:

Es decir, µ̌i = F (i)(µ). Notemos que Fj hereda las propiedades funtoriales

de F . Por otro lado, dado que C es completa, lim←− : J → C es un funtor:
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I Fj
�� C

i

λ

��

� �� Fj(i) = F (i)(j)

Fj(λ)=F (λ)j

��

i′ � �� Fj(i
′) = F (i′)(j)

Fj
µ̌ �� Fj′

i

λ

��

Fj(i)
F (i)(µ)

��

Fj(λ)

��

Fj′(i)

Fj′ (λ)

��

i′ Fj(i
′)
F (i′)(µ)

�� Fj′(i
′)

j

µ

��

� �� lim←−Fj
lim←−µ̌
��

j′ � �� lim←−Fj′

Observemos que
(
lim←−F ◦ F̌

)
∈ Fun(J , C), es tal que para cada j ∈ J ,

(
lim←−F ◦ F̌

)
(j) = lim←−

(
F̌ (j)

)
= lim←−Fj . Probaremos que

(
lim←−F ◦ F̌

)
es el

límite para F .

Primero veamos que hay una familia compatible de transformaciones natu-

rales
{
ϕi :

(
lim←−F ◦ F̌

)
=⇒ F (i)

}

I
. Como lim←−Fj existe en C por ser completa,

existe una familia compatible

{
lim←−Fj

(ϕi)j−→ Fj(i)

}

I
, es decir, F (λ)i ◦ (ϕi)j =

(ϕi′)j para cada j ∈ J y cada λ ∈ I . Definimos (ϕi)j como el i-ésimo morfismo

compatible en la familia

{
lim←−Fj

(ϕi)j−→ Fj(i)

}

I
. Así tenemos una transformación

natural ϕi :
(
lim←− ◦ F̌

)
⇒ F (i) para cada i ∈ I .

Veamos ahora que la familia
{
ϕi :

(
lim←− ◦ F̌

)
⇒ F (i)

}
es compatible. Es-

to es, que para cada λ ∈ I el siguiente triángulo conmuta.

lim←− ◦ F̌

ϕi′
��������������

������������

ϕi �� F (i)

F (λ)

��

i

λ

��

F (i′) i′
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Demostraremos que en cada componente (F (λ) ◦ ϕi)j = (ϕi′)j . Si calcu-

lamos la componente j-ésima de las transformaciones naturales del triángulo

anterior, obtenemos el siguiente diagrama que conmuta porque
{

(ϕi)j

}
es

ya una familia compatible.

(
lim←− ◦ F̌

)
(j) = lim←−Fj

(ϕi)j
��

(ϕi′ )j   ���������������
Fj(i) = F (i)(j)

Fj(λ)

��

Fj(i
′) = F (i′)(j)

Por lo tanto {ϕi} es compatible.

Dado G ∈ Fun(J , C) junto con una familia compatible de transforma-

ciones naturales {γi : G⇒ F (i)}I . Induce una familia compatible de morfis-

mos (γi)j : G(j) → F (i)(j) = Fj(i), entonces por la propiedad universal de

lim←−Fj existe un único ηj que hace conmutar el siguiente diagrama:

Fj(i)

Fj(λ)

��

i

λ

��

G(j)

(γi)j
!!

ηj
��

(γi′ )j ""

lim←−Fj

(ϕi)j

											

(ϕi′ )j ���
��

��
��

��

Fj(i
′) i′

Así {ηj}J determina una transformación natural η tal que ϕi ◦η = γi para

cada i ∈ I . Concluimos que
(
lim←− ◦ F̌

)
tiene la propiedad universal de lim←−F .

Por lo tanto Fun(J , C) es una categoría completa.

Observación 3.6.16. Sean C una categoría completa e I y J categorías

pequeñas. Además F : I → Fun(J , C) y F̌ : J → Fun(I, C) funtores, como
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en la proposición anterior. Entonces

lim←−J
(
lim←−IF

)
= lim←−I

(
lim←−J F̌

)

Donde el subíndice del límite indica la familia compatible correspondiente.

Demostración: Sea
{
ϕi : lim←−IF ⇒ F (i)

}
. Como C es completa, entonces

existe lim←−J
(
lim←−IF

)
. Es decir, tenemos una familia compatible de morfis-

mos
{
ψj : lim←−J

(
lim←−IF

)
−→

(
lim←−IF

)
(j)

}

J
.

Por otro lado tenemos F̌ : J → Fun(I, C). Como Fun(I, C) es comple-

ta, podemos considerar el límite
{
ξj : lim←−J F̌ ⇒ F̌ (j)

}

J
y a su vez existe

{
ςi : lim←−I

(
lim←−J F̌

)
−→ lim←−J F̌

}

I

Como lim←−IF =
(
lim←− ◦ F̌

)
, entonces para cada i, existe un único morfismo

αi por la propiedad universal de lim←−IF tal que (ξj)i = (ϕi)j ◦ αi. Para cada

j ∈ J existe un único βj tal que (ϕi)j = βj ◦ (ξj)i.

(
lim←−IF

)
(j) =

(
lim←−Fj

)
(i)

(ϕi)j
��

βj

��

F (i)(j)

(
lim←−J F̌

)
(i)

(ξj)i

##���������������
αi

��

Definimos las transformaciones naturales α = {αi}I : lim←−F̌ (i) ⇒ lim←−F (j)

y β = {βj}J : lim←−F (j) ⇒ lim←−F̌ (i).

Con lo anterior, tenemos un par de familias compatibles {α ◦ ψj} y {β ◦ ςi}
que inducen ε y δ que hacen conmutar el diagrama de abajo. Por lo tanto

lim←−J
(
lim←−IF

)
= lim←−I

(
lim←−J F̌

)
en C
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lim←−J
(
lim←−IF

)

δ
��

ψj

$$

ψj′

%%

lim←−I
(
lim←−J F̌

)
ε

��

ςi

&&��������� ςi′

���
��������

(
lim←−J F̌

)
(i) ��

β

�� ��������

��������

(
lim←−J F̌

)
(i′)

β′

����������

��������

(
lim←−IF

)
(j) ��

α

����������

�������� (
lim←−IF

)
(j′)

α′

�� ��������

��������

Proposición 3.6.17. El funtor lim←−J : Fun(J , C) → C preserva límites.

Demostración:

Observemos primero que la correspondencia entre F y F̌ es biyecti-

va, es decir, tenemos un isomorfismo de categorías Fun(I, Fun(J , C)) ∼=
Fun(J , Fun(I, C)). Así simétricamente al resultado de la proposición

3.6.15 tenemos que lim←−J F̌ =
(
lim←−J ◦ F

)
y por la observación anterior

lim←−J
(
lim←−IF

)
= lim←−I

(
lim←−J F̌

)
= lim←−I

(
lim←−J ◦ F

)
que prueba que lim←−J

preserva límites.

Ejemplos 3.6.18. 1. Límites directos de módulos. El funtor

lim−→ : Dir (I, A−Mod) → A−Mod

definido en el ejemplo 3.6.7 2, es exacto. Entonces por la proposición

3.6.14, lim−→ preserva colimites.
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2. El funtor Hom. Como sabemos (por el ejemplo 3.1.3), el funtorHom(_, _) :

Cop → Ab es exacto izquierdo en cada variable, entonces preserva

colímites:

HomC
(
C, lim←−Di

) ∼= lim←−HomC (C,Di)

HomC
(
lim−→Ci, D

) ∼= lim←−HomC (Ci, D)

3. Coproductos. Sea {Ci}I una familia infinita de objetos, el coproducto

⊕

I

Ci = lim←−
⊕

J

Ci

Donde J ⊂ I , finito. La propiedad del límite se obtiene a partir de la

propiedad universal del coproducto.

4. Familias directas de subobjetos. Sea C una categoría cocompleta y C

un objeto de C. Decimos que una familia {Ci}I de subobjetos de C es

directa si I es un conjunto dirigido con el siguiente orden: i ≤ j si

Ci ⊆ Cj .

Observemos que lim←−Ci no es necesariamente un subobjeto de C . Sin

embargo existe un morfismo canónico α : lim←−Ci → Ci cuya imagen

conocemos por el corolario 3.6.11. Esto es Im(α) =
∑
Ci.

Proposición 3.6.19. Si {Ci}I es una familia de subobjetos de C , entonces el

límite directo de el sistema {C/Ci}I de objetos cociente es C/
∑
Ci

Demostración: La familia {fi : Ci � C}I induce una flecha a :
⊕

Ci → C

que es un monomorfismo. Por el lema 3.6.11 Im(a) =
∑
Ci y el ejemplo

anterior. Entonces

0 �� Ci
fi ��

� 


ιi
��

C

∼=
��

πi �� C/Ci ��

γi

��

0

0 ��
∑
Ci

im(a)
�� C

σi�� C/
∑
Ci �� 0
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Sea γi dado por la propiedad universal del conúcleo, con la propiedad de

que γi ◦ πi = σi ◦ 1C . Se prueba que la familia {γi : C/Ci → C/
∑
Ci}I es

compatible. Sea Ci ↪→ Cj , entonces induce un único k : C/Ci → C/Cj tal

que ki ◦ πi = πj ◦ 1C . y γi = γj ◦ k.

Sea
{
ψi : Ci → lim−→Ci

}

I
la familia compatible que nos da lim−→Ci, entonces

existe un único α : lim−→Ci → C tal que α ◦ ψi = fi para cada i ∈ I . Consi-

deremos la factorización de α sobre su imagen. De nuevo por el lema 3.6.11,

tenemos que Im(α) =
∑
Ci. Ahora apliquemos el funtor exacto derecho

lim−→ : Dir ({Ci} , I) → C a la sucesión exacta 0 → Ci → C → C/Ci → 0.

Obtenemos:

lim−→Ci
α ��

����

C

∼=
��

�� lim−→(C/Ci) ��

λ
��

0

∑
Ci �� C �� C/

∑
Ci

µ

��

�� 0

Entonces existen morfismos únicos λ y µ dadps por la propiedad universal

del conúcleo y del colímite, respectivamente, que hacen conmutar el cuadrado

de la derecha. Por lo tanto lim−→C/Ci = C/
∑
Ci

3.7. Funtores Adjuntos

Definición 3.7.1. Sean C y D dos categorías preaditivas y dos funtores S :

C → D y T : D → C. Decimos que T es adjunto derecho de S y lo denotamos

S � T (simétricamente S es adjunto izquierdo de T ) si hay una equivalencia

natural:

η : HomC ( , T ( )) =⇒ HomD (S ( ) , )
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de funtores de Cop × D → Ab. Es decir, para cada par de objetos C ∈ C y

D ∈ D existe un isomorfismo ηC,D : HomC (C, T (D)) → HomD (S (C) , D)

que es natural en C y en D. Esto es, si λ : C ′ → C y δ : D → D′ tenemos

los siguientes cuadrados conmutativos.

Hom(C, T (D))
ηC,D

��

Naturalidad en C_◦λ
��

Hom(S(C), D)

_◦S(λ)

��

Hom(C ′, T (D)) ηC′,D
�� Hom(S(C ′), D)

Hom(C, T (D))
ηC,D

��

Naturalidad en DT (δ)◦_
��

Hom(S(C), D)

δ◦_
��

Hom(C, T (D′)) ηC,D′
�� Hom(S(C ′), D)

Dicho de otra manera, la naturalidad en C y D de η se puede sintetizar

en el siguiente diagrama conmutativo:

Hom(C, T (D))
ηC,D

��

T (δ)◦_◦λ
��

Hom(S(C), D)

δ◦_◦S(λ)
��

Hom(C ′, T (D′))
ηC′,D′

�� Hom(S(C ′), D′)

Proposición 3.7.2. Si T y T ′ son adjuntos derechos de S : C → D entonces

T y T ′ son naturalmente equivalentes.

Demostración: Sean C en C y D en D. Entonces tenemos isomorfismos ηC,D :

Hom(C, T (D)) → Hom(S(C), D) y µ−1
C,D : Hom(S(C), D) → Hom(C, T ′(D)).

Consideremos λC,D = µ−1
C,D ◦ ηC,D y observemos que λC,D es también un iso-

morfismo y es natural en C y en D. Sean δ : D → D′ y γ : C ′ → C entonces

el cuadrado exterior conmuta dado que los cuadrados de adentro conmutan

por la naturalidad de η y µ respectivamente.
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Hom(C, T (D))

λC,D

''ηC,D
��

T (δ)◦_◦γ
��

Hom(S(C), D)
µ−1

C,D
��

δ◦_◦S(γ)

��

Hom(C.T ′(D))

T ′(δ)◦_◦γ
��

Hom(C ′, T (D′))

λC′,D′

((ηC′,D′
�� Hom(S(C ′), D′)

µ−1
C′,D′

�� Hom(C ′, T ′(D′))

Así tenemos una equivalencia natural λ : Hom(_, T (_)) ⇒ Hom(_, T ′(_)).

Consideremos λT (D),D : Hom(T (D), T (D)) → Hom(T (D), T ′(D)). Defi-

nimos ϕD = λTD,D(1T (D)) : T (D) → T ′D. Veamos que ϕD determina una

equivalencia natural ϕ : T ⇒ T ′. Primero observemos que ϕD es un isomor-

fismo para cada D.

Sustituyamos C = T (F ) en el cuadrado de la naturalidad de λ en D. Si

δ : D → D′, tenemos que el siguiente cuadrado conmuta:

Hom(T (D), T (D))
λT (D),D

��

T (δ)◦_
��

Hom(T (D), T ′(D))

T ′(δ)◦_
��

Hom(T (D), T (D′))
λT (D),D′

�� Hom(T (D), T ′(D′))

En consecuencia

λT (D),D′ (T (δ)) = T ′(δ) ◦ λT (D),D

(
1T (D)

)
= T (δ) ◦ ϕD (3.1)

Además, por el cuadrado de la naturalidad de λ en C y cuando consideramos

T (δ) : T (D) → T (D′) en C, se tiene el siguiente cuadrado conmutativo:

Hom(T (D′), T (D′))
λT (D′)D′

��

_◦T (δ)

��

Hom(T (D′), T ′(D′))

_◦T ′(δ)
��

Hom(T (D), T (D′))
λT (D),D′

�� Hom(T (D).T ′(D′))
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de donde

λT (D),D′ (T (δ)) = λT (D),D′
(
1T (D′)

) ◦ T ′(δ) = ϕD′ ◦ T ′(δ) (3.2)

De (3.1) y (3.2) tenemos que T ′(δ) ◦ ϕD = λT (D),D′ (T (δ)) = ϕD′ ◦ T ′(δ).

Esto es, el siguiente cuadrado conmuta para toda D en D.

T (D)
ϕD ��

T (δ)

��

T ′(D)

T ′(δ)
��

T (D′)
ϕD′

�� T ′(D′)

Por lo tanto ϕ = {ϕD}D : T ⇒ T ′ determina una equivalencia natural.

Proposición 3.7.3. Sea T adjunto derecho de S entonces el isomorfismo na-

tural η determina transformaciones naturales ξ : S ◦T ⇒ 1D y ς : 1C ⇒ T ◦S.

Demostración:

Definamos ξD = ηT (D),D

(
1T (D)

)
. Probaremos que {ξD}D determina una

transformación natural ξ : S ◦ T ⇒ 1D.

De la naturalidad de η en D tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

Hom(T (D), T (D))
ηT (D),D

��

T (δ)◦_
��

Hom(ST (D), D)

δ◦_
��

Hom(T (D), T (D′))ηT (D),D′
�� Hom(ST (D), D′)

Para 1T (D) ∈ Hom(T (D), T (D)) tenemos

δ ◦ ξD = δ ◦ ηT (D),D

(
1T (D)

)
= ηT (D),D′ (T (δ)) (3.3)

Por otro lado consideremos ξD′ = ηT (D′),D′
(
1T (D)

)
y el cuadrado de la

naturalidad de η en C aplicado a T (δ) : T (D) → T (D′).
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Hom(T (D′), T (D′))
ηT (D′),D′

��

_◦T (δ)

��

Hom(ST (D′), D)

_◦ST (δ)

��

Hom(T (D), T (D′))ηT (D),D′
�� Hom(ST (D), D′)

Entonces

ξD′ ◦ ST (δ) = (_ ◦ ST (δ)) ◦ ηT (D′),D′
(
1T (D′)

)
= ηT (D),D′ (T (δ)) (3.4)

Por lo tanto δ ◦ ξd = δ ◦ ηT (D),D′ (T (δ)) = ξD′ ◦ ST (δ). Es decir, tenemos

una transformación natural ξ : ST ⇒ 1D.

Dualmente definimos ς = η−1
C,S(C)

(
1S(C)

)
: C → TS(C) para cada C .

Consideremos el cuadrado conmutativo dado por la naturalidad de η en D:

C Hom(C ′, TS(C ′))

ST (γ)◦_
��

Hom(S(C ′), S(C ′))
η−1

C,T (C′)
��

S(γ)◦_
��

C ′

γ

��

Hom(C ′, TS(C)) Hom(S(C ′), S(C))
η−1

C′,S(C)
��

Entonces TS(γ) ◦ ςC′ = TS(γ) ◦ η−1
C′,s(C′)

(
1S(C′)

)
= η−1

C′,S(C) (S(γ)). Por

otro lado, tenemos el cuadrado de la naturalidad en C:

C Hom(C, TS(C))

_◦γ
��

Hom(S(C), S(C))
η−1

C,T (C)
��

_◦S(γ)

��

C ′

γ

��

Hom(C ′, TS(C)) Hom(S(C ′), S(C))
η−1

C′,T (C)
��

De donde obtenemos que η−1
C,T (C)

(
1S(C)

)◦γ = ςC ◦γ = η−1
C′,T (C) (S(γ)). Así

TS(γ) ◦ ςC′ = η−1
C′,S(C) (S(γ)) = ςC ◦ γ, es decir, tenemos una transformación

natural ς : 1C ⇒ T ◦ S.
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Proposición 3.7.4. Sean S : C → D y T : D → C funtores. Dada una

transformación natural ξ : ST ⇒ 1D.

Definimos ηC,D : Hom(C, TD) → Hom(SC,D) como ηC,D(α) = ξD◦S(α).

Si ηC,D es un isomorfismo para cada C y D entonces T es adjunto derecho

de S.

Demostración: Basta probar que ηC,D es natural en C y D. Sea γ : C → C ′.

Sea α ∈ Hom(C ′, T (D)) entonces ηC′,T (D) (α) = ξD ◦ S(α), entonces ξD ◦
S(α) ◦S(γ) = ξD ◦S(α ◦ γ) = ηC,D (α ◦ γ) por lo tanto el siguiente cuadrado

conmuta y hemos probado la naturalidad en C

Hom(C ′, T (D))
ηC′,D

��

_◦γ
��

Hom(S(C ′), D)

_◦S(γ)

��

Hom(C, T (D)) ηC,D

�� Hom(S(C), D)

Para probar la naturalidad en C , veamos que el cuadrado exterior conmuta

para β : D → D:

Hom(C, T (D))
S(_)

��

T (β)◦_
��

Hom(S(C), ST (D))

ST (β)◦_
��

ξD◦_
�� Hom(S(C), D)

β◦_
��

Hom(C, T (D′))
S(_)

�� Hom(S(C), ST (D))
ξD′◦_

�� Hom(S(C), D′)

El cuadrado de la izquierda conmuta dado que S es un funtor, el de

la derecha es conmutativo pues xi es una transformación natural, es decir

β ◦ ξD = ξD′ ◦ ST (β). Así, si α ∈ Hom(C, T (D)) entonces β ◦ ηC,D(α) =

β ◦ ξD ◦ S(α) = ξD′ ◦ ST (β) ◦ S(α) = ηC,D′ (T (β) ◦ α). Por lo tanto η es

natural en D y así probamos que T es adjunto derecho de S.

Proposición 3.7.5. Sea T un adjunto derecho de S : C → D. Entonces ξS(C) ◦
S(ςC) = 1S(C) y T (ξD) ◦ ςT (D) = 1T (D).
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Demostración: Como T es adjunto derecho de S, existen biyecciones ηC,D

para cada C y D, a partir de las cuales definiremos:

ξD = ηT (D),D

(
1T (D)

)
: ST (D) → D

ςC = η−1
C,S(C)

(
1S(C)

)
: C → TS(C)

Por las dos proposiciones anteriores tenemos que estos morfismos deter-

minan transformaciones naturales ξ y ς . Además podemos recuperar η a partir

de una de ellas, es decir, ηC,D (α) = ξD ◦S(α) para cada α ∈ Hom(C, T (D)).

Consideremos el caso particular ηC,S(C) (ςC) = ξS(C) ◦S(ςC) y el siguiente

cuadrado conmutativo:

Hom(S(C), S(C))
η−1

C,S(C)
�� Hom(C, TS(C))

S(_)
��

ηC,S(C)

))�����������������

Hom(S(C), S(C)) Hom(S(C), STS(C))
ξS(C)◦_
��

Entonces 1S(C) = ηC,S(C)◦η−1
C,S(C)

(
1S(C)

)
= ηC,S(D) (ςC) =

(
ξS(C)

)◦S(ςC) =

ξS(C) ◦ S(ςC).

Si consideramos el dual de 3.7.4 tenemos que η−1
T (D),D (ξD) = T (ξD)◦ςT (D).

Entonces el cuadrado conmutativo de abajo nos dice que 1T (D) = η−1
T (D),D ◦

ηT (D),D

(
1T (D)

)
= η−1

T (D),D (ξD) = T (ξD) ◦ ςT (D)

Hom(T (D), T (D))
ηT (D),D

�� Hom(ST (D), D)

T (_)
��

η−1
T (D),D

))�����������������

Hom(T (D), T (D)) Hom(TST (D), T (D))_◦ςT (D)

��

Observemos que la proposición anterior nos da la siguente conmutatividad

entre transformaciones naturales con componentes en C y D respectivamente:

A tal relación se le conoce como identidades triangulares.
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S
S◦ς ��

idS ��
��������

�������� STS

ξ◦S
��
S

T
ς◦T ��

idT ��
��������

�������� TST

T◦ξ
��
T

Proposición 3.7.6. Un funtor adjunto derecho preserva límites, mientras que

un adjunto izquierdo preserva colímites.

Demostración: Sea T : D → C adjunto derecho de S : C → D y F : I → D
con I una categoría pequeña tal que lim←−F existe en D.

Sea {χi : C → TF (i)}I una familia compatible de morfismos en C. Tene-

mos isomorfismos ηC,F (i) : Hom(C, TF (i)) → Hom(SC, F (i)) dados por la

situación adjunta. Consideremos la familia de morfismos
{
ϕi = ηC,F (i) (χi)

}
I

y veamos que es compatible en D. Por la naturalidad de η en D tenemos el

siguiente cuadrado conmutativo:

Hom(C, TF (i))
ηC,F (i)

��

TF (µ)◦_
��

Hom(S(C), F (i))

F (µ)◦_
��

Hom(C, TF (j)) ηC,F (j)

�� Hom(S(C), F (j))

Además por la compatibilidad de {χi}I podemos concluir que F (µ)◦ϕi =

F (µ) ◦ ηC,F (i) (χi) = ηC,F (j) (TF (µ) ◦ χi) = ηC,F (j) (χj) = ϕj , es decir {ϕi}I
es una familia compatible.

Sea
{
αi : lim←−F → F (i)

}

I
el límite de F entonces existe un único mor-

fismo ν : S(C) → lim←−F tal que αj ◦ ν = ϕj y αi ◦ ν = ϕi. Como tenemos

un isomorfismo Hom(S(C), lim←−F ) ∼= Hom(C, T (lim←−F )) entonces existe un

único λ que corresponde isomórficamente a ν que cumple con T (αi) ◦ λ = χi

y T (αj)◦λ = χj . Por lo tanto T (lim←−F ) tiene la propiedad del límite de T ◦F .

Por lo tanto T preserva límites.
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S(C)

ϕi

��

ϕj

��

ν
��

lim←−F
αi

**��
��

��
� αj

��
��

��
��

�

F (i)
F (µ)

�� F (j)

C

χi

++

χj

,,

λ
��

T (lim←−F )

Tαi

��











 Tαj

���
��

��
��

�

TF (i)
TF (µ)

�� TF (j)

Proposición 3.7.7. Sea S : C → D un funtor exacto entre dos categorías

abelianas. Si T es adjunto derecho de S y D es un objeto inyectivo de D,

entonces T (D) es inyectivo en C.

Demostración: Observemos que si fijamos D, tenemos una equivalencia na-

tural de funtores de C en Ab. η_,D : HomD(_, T (D)) =⇒ HomD(S(_), D).

Como D es un objeto inyectivo Hom(_, D) es un funtor exacto y S es

también exacto por hipótesis, entonces Hom(S(_), D) ∼= Hom(_, T (D)) es

también exacto. Por lo tanto T (D) es inyectivo.

Ejemplos 3.7.8. 1. Límites y colímites. Si C es una categoría completa

e I una categoría pequeña entonces el funtor lim←− : Fun(I, C) → C
es el adjunto derecho de K : C → Fun(I, C) definido en los objetos

como K(C) = kC : I → C el funtor constante, esto es, para cada

i ∈ I, kC(i) = C y kC(µ) = 1C para µ : i→ j. Observemos además que

toda α : C → C ′, corresponde con la componente de una transformación

natural kC ⇒ kC′ , i.e. (k(α))i = α para toda i.

Sea F ∈ Fun(I, C). Una transformación natural η ∈ Nat(kC , F ), induce

una familia compatible de morfismos {ηi : C → F (i)}I . Por la propiedad

del límite de F , existe un único morfismo ν : C → lim←−F . Esto prueba

que hay una correspondencia biyectiva Hom(C, lim←−F ) ∼= Nat(kC , F )
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2. Equivalencias. Sea S : C → D una equivalencia aditiva, es decir,

existe T : D → C y equivalencias natuales ξ : S ◦ T ⇒ 1D y ς :

T ◦ S ⇒ 1C . Nótese que estamos en las condiciones de la proposición

3.7.4. Por lo tanto T es adjunto derecho de S. Sin embargo tenemos

además otra equivalencia natural ς : T ◦S → 1C que, análogamente con

3.7.4, se prueba que S es adjunto derecho de T . Es decir, tenemos los

isomorfismos: Hom(C, T (D)) ∼= Hom(S(C), D) y Hom(T (D), C) ∼=
Hom(D,S(C)).

3. El producto tensorial Sean A y B anillos. Consideremos módulos

LA, AMB y NB . Entonces hay un isomorfismo HomB(L ⊗A M,N) ∼=
HomA(L,HomB(M,N)) natural en L y N . Es decir _ ⊗AM : Mod−
A → Mod − B es adjunto izquierdo de HomB(M, _) : Mod − B →
Mod− A.

Sea f ∈ Hom(L ⊗ M,N), definimos ηL,N(f) = f̂ ∈
Hom(L,Hom(M,N)) como

(
f̂(l)

)
(m) = f(l ⊗m).

Demostremos primero la naturalidad en L. Sea λ : L′ → L

entonces
(
f̂ ◦ λ

)
(l′)(m) =

(
f̂ (λ(l′))

)
(m) = f (λ(l′)) ⊗ m =

(f ◦ (λ⊗ 1M)) (l′ ⊗m) = ̂f ◦ (λ⊗ 1M) (l′,m). Es decir, el siguiente di-

agrama conmuta.

Hom(L⊗M,N)
ηL,N

��

_◦(λ⊗1M )

��

Hom(L,Hom(M,N))

_◦λ
��

Hom(L′ ⊗M,N) ηL′,N
�� Hom(L′, Hom(M,N))

Por otro lado, consideremos ν : N → N . Entonces
(
ν̂ ◦ f(l)

)
(m) =

(ν ◦ f) (l ⊗m) = ν (f (l ⊗m)) = ν
(
f̂(l)(m)

)
=

(
ν ◦ f̂(l)

)
(m) =

(
(ν ◦ _)

(
f̂(l)

))
(m) =

((
(ν ◦ _) ◦ f̂

)
(l)

)
(m). Por lo tanto
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Hom(L⊗M,N)
ηL,N

��

ν◦_
��

Hom(L,Hom(M,N))

(ν◦_)◦_
��

Hom(L⊗M,N ′) ηL,N′
�� Hom(L,Hom(M,N ′))

conmuta.
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3.8. Equivalencias de Morita

Proposición 3.8.1. Son equivalentes para un funtor S : Mod−A→Mod−B:

(a) S tiene adjunto derecho.

(b) S es exacto izquierdo y preserva sumas directas.

(c) S ∼= _ ⊗A P para algún bimódulo APB único salvo isomorfismo.

Demostración:

(c) ⇒ (a) Se tiene del ejemplo 3 en 3.7.8.

(a) ⇒ (b) S preserva colímites por ser adjunto izquierdo, en particular preserva

conúcleos y sumas directas.

(b) ⇒ (c) Sean M , N dos A-módulos derechos y a ∈ A, definimos para x ∈
S(M), ax = S(a · _)(x) que le da estructura de bimódulo a S(M), de

éste modo S(A) tiene estructura de A,B-módulo.

Consideremos ahora un morfismo f : M → N en A−Mod y la resolución

de N y M como cocientes de módulos libres. Es decir A(J) m1→ A(I) m2→
M → 0 y A(K) n1→ A(L) n2→M → 0.

Como A(I) es un módulo proyectivo, existe q : A(I) → A(L) con la

propiedad de n2 ◦ q = f ◦ m2. Por la propiedad universal del núcleo,

existe un único r : A(J) → A(K) que hace conmutativo el el cuadrado

de la izquierda.

A(J)

r

��

m1 �� A(I)

q

��

m2 ��M

f

��

�� 0

A(K)
n1 �� A(L)

n2 �� N �� 0
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Apliquemos S a la sucesión A(J) m1→ A(I) m2→ M → 0. Como S preserva

sumas directas, tenemos isomorfismos α : S
(
A(J)

) → S(A)(J) y β :
(
A(I)

) → S(A)(I). Además, por la definición de P = S(A) tenemos la

sucesión P (J) µ1→ P (I) µ2→ S(M) → 0.

Ahora apliquemos el funtor _⊗P a la sucesión de arriba. Como también

preserva sumas directas tenemos isomorfismos γ : P (J) → A(J) ⊗ P y

δ : P (I) → A(I) ⊗ P . Entonces tenemos el siguiente cuadrado conmu-

tativo donde ηM existe por la propiedad universal del conúcleo y es un

isomorfismo pues es epimorfismo y para cualquier x ∈ S(M) tal que

ηM(x) = 0 se prueba que x = 0.

S
(
A(J)

)

∼=α

��

S(m1)
�� S

(
A(I)

)

∼=β

��

S(m2)
�� S(M)

1S(M)

��

�� 0

P (J)

∼=γ

��

µ1
�� P (I)

∼=δ
��

µ2
�� S(M)

ηM

��

�� 0

A(J) ⊗ P
m1⊗1P�� A(I) ⊗ P

m2⊗1p
��M ⊗ P �� 0

Procedemos análogamente para el módulo N y su resolución como co-

ciente de un libre y obtenemos la cara delantera del siguiente diagrama.

La cara superior, inferior y media horizontal conmutan pues S y _ ⊗ P

son funtores. La cara media horizontal conmuta dado que S preserva

sumas directas. Estamos en condiciones de probar que la cara de la

derecha conmuta, de ser así tendríamos que η determina una equiva-

lencia natural entre S y _ ⊗ P .

Tenemos que ηN ◦S(f) ◦ 1M ◦S(m2) = ηN ◦S(f) ◦ µ2 ◦ β = (n2 ⊗ 1P ) ◦
φ ◦ S(q)◦, β = (n2 ⊗ 1P ) ◦ (q ⊗ 1P ) ◦ δ ◦ β = (f ⊗ 1P ) ◦ (m2 ⊗ 1P ) ◦ δ ◦
β = (f ⊗ 1P ) ◦ ηM ◦ S(m2). Como S es exacto derecho, S(m2) es un

epimorfismo entonces ηN ◦ S(f) = (f ⊗ 1P ) ◦ ηM .
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S
(
A(J)

)

∼=α

��

S(m1)
��

S(r)

--
��

��
��

��
��

S
(
A(I)

)

∼=β

��

S(m2)
��

S(q)

--
��

��
��

��
��

S(M)

1S(M)

��

��

S(f)

--
��

��
��

��
��

� 0

S
(
A(K)

)

∼=

��

S(n1)
�� S

(
A(L)

)

∼=

��

S(n2)
�� S(N)

1S(N)

��

�� 0

P (J)

∼=γ

��

µ1
��

S(r)

--
��

��
��

��
��

� P (I)

∼=δ

��

µ2
��

S(q)

--
��

��
��

��
��

� S(M)

ηM

��

��

S(f)

--
��

��
��

��
��

� 0

P (K)

∼=ε

��

ν1 �� P (L)

∼=φ

��

ν2 �� S(N)

ηN

��

�� 0

A(J) ⊗ P
m1⊗1P ��

r⊗1P

--
��

��
��

��
��

� A(I) ⊗ P
m2⊗1p

��

q⊗1P

--
��

��
��

��
��

� M ⊗ P ��

f⊗1P

--
��

��
��

��
��

� 0

A(K) ⊗ P
n1⊗1P �� A(L) ⊗ P

n2⊗1p
�� N ⊗ P �� 0

Corolario 3.8.2. Son equivalentes para un funtor S : Mod−B →Mod− A:

(a) S es una equivalencia

(b) Existen bimódulos APB y BQA e isomorfismos de bimódulos

α : P ⊗B Q→ A y β : Q⊗A P → B, y S = _ ⊗B Q.

Demostración:

(a) ⇒ (b) S es una equivalencia entonces existe T : Mod − A → Mod − B tal

que S ◦ T ∼= 1Mod−A y T ◦ S ∼= 1Mod−B . Más aún, T es adjunto derecho

e izquierdo de S. Por la proposición anterior tenemos que T ∼= _ ⊗ P



118 Resultados Importantes

con APB = T (A). Análogamente S ∼= _⊗Q con BQA = S(B). Entonces

tenemos los siguientes isomorfismos:

B ∼= T ◦ S(B) ∼= T (Q) ∼= Q⊗A P

A ∼= S ◦ T (A) ∼= S(P ) ∼= P ⊗B Q

(b) ⇒ (a) Consideremos el funtor _ ⊗A P y veamos que cumple con ser inverso

de S. Sea M en Mod − A. Calculemos (_ ⊗B Q) ◦ (_ ⊗A P ) (M) =

(M ⊗A P )⊗BQ ∼= M⊗AP⊗Q ∼= M⊗AA ∼= M . Análogamente tenemos

para N en ModB que (_ ⊗A P ) ◦ (_ ⊗B Q) (N) ∼= N . Estos resultados

nos proporcionan las componentes de las transformaciones naturales

(_ ⊗B Q) ◦ (_ ⊗A P ) ⇒ 1Mod−A y (_ ⊗A P ) ◦ (_ ⊗B Q) ⇒ 1Mod−B . Por

lo tanto S es una equivalencia.

Observación 3.8.3. Notemos que la condición (b) induce además una equi-

valencia QB ⊗ _ : B −Mod → A −Mod. Lo que implica que tenemos una

equivalencia entre B−Mod y A−Mod si y sólo si Mod−B es equivalente

con Mod− A.

Definición 3.8.4. Cuando una equivalencia tal existe, decimos que A y B son

anillos Morita Equivalentes.

Proposición 3.8.5. Sean A y B anillos Morita equivalentes con bimódulos

APB , AQB e isomorfismos de bimódulos α : P ⊗B Q→ A y β : Q⊗A P → B

y S = _ ⊗B Q. Entonces:

(a) PB , QA, BQ y AP son generadores proyectivos finitamente generados.

(b) HomB(P,B) ∼= Q, HomA(Q,A) ∼= P , HomB(Q,B) ∼= P

y HomA(P,A) ∼= Q
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(c) Los morfismos de anillos canónicos A ∼= HomB(P, P ), A ∼= HomB(Q,Q),

B ∼= HomA(Q,Q) y B ∼= HomA(P, P ).

Demostración: Sean A y B anillos Morita equivalentes, entonces existen

equivalencias

_ ⊗B Q : Mod−B →Mod− A y _ ⊗A P : Mod− A→Mod−B

QA ⊗ _ : A−Mod→ B −Mod y PB ⊗ _ : B −Mod→ A−Mod

Cuya composición es naturalmente equivalente con el funtor identidad

correspondiente y las componentes de dichas equivalencias naturales están

dadas por los isomorfismos de bimódulos α : P ⊗BQ→ A y β : Q⊗AP → B

y S = _ ⊗B Q como en 3.8.2.

Además como se trata de funtores equivalentes, podemos pensar en las

siguientes adjunciones: _⊗B Q � _⊗A P y QA⊗ _ � PB ⊗ _. Entonces por el

ejemplo 3 de 3.7.8 y la proposición 3.7.2, tenemos que _⊗BQ ∼= HomB(PB, _)

y _⊗AP ∼= HomA(QA, _). Simétricamente obtenemos equivalencias naturales

QA ⊗ _ ∼= HomA(AP, _) y PB ⊗ _ ∼= HomB(BQ, _).

(a) Así HomB(PB, _) es también una equivalencia y por lo tanto tiene ad-

junto derecho. Por la proposición 3.8.1, HomB(PB, _) es exacto derecho,

entonces PB es un módulo proyectivo. Un segundo hecho es que como

equivalencia HomB(PB, _) es un funtor fiel, en consecuencia PB es un

generador. Finalmente veamos que PB es finitamente generado.

Como Hom(P, _) preserva coproductos, tenemos que Hom(P,⊕Ni) ∼=
⊕Hom(P,Ni), es decir a cada f : P → ⊕Ni corresponde una familia

casi nula {pi ◦ f} en ⊕Hom(P,Ni). Consideremos a P como cociente de

un libre A(X) p→ P → 0. Como P es proyectivo, la sucesión se escinde,

es decir, existe i : P → A(X) tal que p ◦ i = 1P . Entonces si {ex}X es

la familia de generadores de A(X) y {mx}X la familia de generadores
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de P , tenemos que 0 = p ◦ i(mx) = mx para casi toda x ∈ X pues

la familia {p ◦ i} es casi nula. Por lo tanto mx es un conjunto finito,

es decir, P es finitamente generado. Los otros tres casos se prueban

análogamente.

(b) PB ∼= A⊗AP ∼= HomA(Q,A) y QA
∼= B⊗BQ ∼= HomB(P,B). Simétri-

camente AP ∼= PB⊗B ∼= HomB(Q,B) y BQ ∼= QA⊗A ∼= HomA(P,A).

(c) Tenemos isomorfismos B ∼= Q ⊗A P ∼= HomB(Q,Q) y A ∼= P ⊗B

Q ∼= HomB(P, P ) y simétricamente A ∼= QA ⊗ P ∼= HomA(P, P ) y

B ∼= PB ⊗Q ∼= HomB(Q,Q).

Proposición 3.8.6. Los Anillos Morita equivalentes tienen retículas isomorfas

de ideales bilaterales.

Demostración: Sean A y B anillos Morita equivalentes y un bimódulo APB

de acuerdo al corolario anterior tal que _ ⊗A P : Mod − A → Mod − B es

una equivalencia. Ésta induce un isomorfismo de retículas entre los ideales

de A y los B-submódulos de P .

[0, A]•
_⊗AP �� [0, P ]B

I• ≤ A � �� (I ⊗A P )B ≤ PB

Más aún, los ideales bilaterales de A pueden ser caracterizados como

los ideales derechos de A que son invariantes bajo todos los endomorfismos

de A. A ellos corresponden los submódulos de P invariantes bajo la imagen

de estos endomorfismos, que son justamente los B-submódulos de PB con

estructura de A-módulos derechos.

Recíprocamente, si M es un A-B submódulo de P , como _⊗AP es un funtor

fiel y pleno, existe un único submódulo de AA invariante bajo endomorfismos
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de A, es decir, un ideal bilateral de A. Por lo tanto tenemos un isomorfismo

de retículas • [0, A]• ∼=A [0, P ]B .

• [0, A]•
_⊗AP ��

A [0, P ]B

I
	 � ��

e

��

=

A

e

��

(I ⊗A P )B

e⊗AP
��

	 � ��

=

P

e⊗AP

��

I
	 � �� A (I ⊗A P )B

	 � �� P

Simétricamente tenemos un isomorfismo de retículas • [0, B]• ∼=A [0, P ]B

dado por la equivalencia PB ⊗ _ : B − Mod → A − Mod. Por lo tanto

• [0, A]• ∼=A [0, P ]B
∼=• [0, B]•.

En adelante construiremos la herramienta necesaria para decidir, cuando un

anillo A es Morita equivalente a otro. Y cuál es la forma expícita de ese

anillo.

Definición 3.8.7. 1. Sea A un anillo y dos A-módulos derechos MA y NA.

Sea B = HomA(M,M) y C = HomA(N,N). Definamos homomorfis-

mos:

α : HomA(M,N) ⊗B HomA(N,M) −→ C

β : HomA(N,M) ⊗C HomA(M,N) −→ B

Como α (f ⊗ g) = fg y β (g ⊗ f) = gf .

2. Denotamos N ≺ M si N es una sumando directo de una suma directa

de copias de M . Y en caso de que N ≺ M y M ≺ N , escribiremos

N ∼M .
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Lema 3.8.8. Las siguientes propiedades son equivalentes para α:

(a) α es un epimorfismo.

(b) β es un isomorfismo.

(c) N ≺M .

Demostración:

(a) ⇔ (b) Basta demostrar que α es un monomorfismo, es decir, si α
(∑

j f
′
j ⊗ g′j

)
=

0, entonces
∑

j f
′
j ◦ g′j = 0.

Como α es epimorfismo, existe
∑

i fi ⊗ gi ∈ HomA(M,N) ⊗B

HomA(N,M) tal que α (
∑

i fi ⊗ gi) =
∑

i figi = 1N . Entonces
∑

j f
′
j⊗

g′j =
∑

j f
′
j ⊗ g′j (

∑
i figi) =

∑
j f

′
j ⊗

∑
i g

′
jfigi =

∑
j,i f

′
j ⊗ g′jfigi =

∑
j,i f

′
jg

′
jfi ⊗ gi =

∑
j f

′
jg

′
j

∑
i fi ⊗ gi = 0. Por lo tanto α es un isomor-

fismo.

(a) ⇔ (c) N ≺ M si y sólo si N es sumando directo de Mn si y sólo si existen

fi : M → N y gi : N →M tales que
∑
figi = 1N , es decir, si y sólo si

Im(α) = C . Aseguramos la existencia de esos morfismos pues tenemos

N
ι
↪→ Mn

π� N y M
ui
↪→ Mn

pi� M a partir de los cuales definimos

fi = π ◦ ui y gi = pi ◦ ι que cumplen la condición.

Proposición 3.8.9. Si N y M son A-módulos derechos tales que M ∼ N ,

entonces B = HomA(M,M) y C = HomA(N,N) son anillos Morita equi-

valentes.

Demostración: Como N ≺ M tenemos el isomorfismo α : HomA(M,N) ⊗B

HomA(N,M) → C . Análogamente a la proposición anterior, tenemos que

M ≺ N implica que β : HomA(N,M) ⊗C HomA(M,N) → B es un isomor-

fismo, es decir, estamos en las condiciones del corolario 3.8.2 que inducen

una equivalencia entre Mod−B y Mod− C .
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Corolario 3.8.10. Si A ∼ M entonces A y HomA(M,M) son Morita equiv-

alentes.

Demostración: Consideremos el caso particular N = A. Entonces tenemos

isomorfismos α : HomA(M,A) ⊗B M → A y β : M ⊗A HomA(M,A) →
HomA(M,M).

Observemos de las hipótesis que A ≺M si y sólo si A es sumando directo

de Mn, es decir Mn ∼= A ⊕ K para algún A-módulo K . Es decir, M es un

generador para Mod−A. Por otro lado, M ≺ A nos dice que M es proyectivo

finitamente generado.

El corolario anterior nos da las condiciones que buscábamos para la equiva-

lencia de Morita entre A y HomA(M,M). Así tenemos el siguiente

Teorema 3.8.11. Sea M un A-módulo derecho y B = HomA(M,M). Los

funtores _ ⊗A HomA(M,A) y _ ⊗B M inducen una equivalencia de Morita

entre A y B si y sólo si M es un generador proyectivo finitamente generado

en Mod− A.

Ejemplo 3.8.12. Anillos de matrices. Sea A un anillo. Consideremos M = An.

Entonces tenemos la condición necesaria M ∼ A. Además HomA(M,A) ∼=A

An, HomA(M,M) ∼= Mn(A) y tenemos isomorfismos

α : HomA(M,A) ⊗Mn(A) M → A y β : M ⊗A HomA(M,A) →Mn(A)

Por lo tanto un anillo A y el anillo de matrices con coeficientes en A son

Morita equivalentes.
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