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Prefacio

El interés fundamental de este trabajo, es actualizar un sistema para gene-
racién de mallas estructuradas sobre regiones planas irregulares, que requiera
un minimo de recursos del sistema de computo, en este caso del sistema MS-
DOS'. En este sistema, la actualizacién consiste en implantar algunos de las
nuevas funcionales de drea y Cuasi-Armoénicas que son muy eficientes en regiones
irregulares.

En el primer capitulo hacemos una introduccién y una historia del problema
de generaciéon de mallas estructuradas sobre una regién plana.

En el segundo capitulo, presentamos los métodos variacionales continuos
que son el punto de partida para muchos de los métodos m4ds recientes. La idea
es elegir de todos los mapeos del cuadrado unitario en la regiéon dada, aquel
que optimice alguna propiedad geométrica y resolver la ecuacién diferencial que
caracteriza el mapeo 6ptimo.

En el tercer capitulo, desarrollamos la teorfa bdsica de los métodos varia-
cionales discretos, que se deducen siguiendo la teorfa que Ivanenko aplicé a la
funcional de suavidad o armdnica, como la llamaremos de ahora en adelante. La
idea fundamental consiste en discretizar la funcional en lugar de las ecuaciones
de Euler-Lagrange, asf en vez de resolver un sistema de ecuaciones diferenciales
parciales, lo que haremos serd resolver un problema de optimizacién de gran
escala.

En el capitulo cuatro consideramos el problema de generar mallas arménicas
minimizando ciertas funcionales que hacen sencilla la implementacién del algo-
ritmo de minimizacién y que ademds producen resultados adecuados. Ademéds
se introduce el concepto de e-convexidad, que permite eliminar la inestabilidad
numérica que se presenta al generar mallas convexas con la condicién de que el
drea de los tridngulos sea positiva para todos los tridngulos de la malla.

IMS-DOS son las siglas de MicroSoft Disk Operating System, Sistema operativo de disco
de Microsoft. Es un sistema operativo comercializado por Microsoft perteneciente a la familia
DOS. Fue un sistema operativo para el IBM PC que alcanzé gran difusién
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En el capitulo cinco explicamos las herramientas que se usan para obtener
mallas estructuradas armonicas de manera eficiente.

Primero damos las férmulas de la interpolacién transfinita, que se usan para
construir una malla inicial, luego se explica como para combinar funcionales es
necesario normalizarlas y como se lleva a cabo esta normalizacién, al final se
explica como se utiliza el método de Newton punto a punto para realizar la
optimizacién de un problema de gran escala.

En el capitulo seis, se presenta la descripcién del sistema.
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Capitulo 1

Conceptos Preliminares

"autn de 0TV N QuwuLos (Wn LA YIWWOKWOLY 0E TOU [OVOV
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KATA IQANNHN 17,3.

1.1. Solucién de ecuaciones diferenciales parciales

La modelacién matemédtica de problemas de la fisica y la ingenierfa da lugar
a ecuaciones diferenciales parciales sobre una regién en el plano o en el espacio
(region fisica) donde el modelo estd definido.

El problema de resolver numéricamente ecuaciones diferenciales parciales
surge del hecho de que las ecuaciones diferenciales parciales sélo se pueden
resolver de manera analitica para casos muy simples, por lo que es necesario
desarrollar métodos numéricos que proporcionen buenas aproximaciones y sean
lo mas eficientes posible.

La solucién de sistemas de ecuaciones diferenciales parciales por lo general
requiere de la discretizaciéon del dominio en un conjunto de celdas en las cuales se
realizan aproximaciones que transforman la ecuacién diferencial en un sistema
algebraico de ecuaciones el cual se resuelve numéricamente[30, 1, 39, 47].

1.2. Discretizacion del dominio

La discretizacién de la regién de interés consiste en dividir la regién en
pequenas regiones elementales, llamadas celdas, estas celdas son tridngulos,
cuadrildteros, hexdgonos, etc. En el caso de regiones en el espacio son tetraedros,
hexaedros, prismas, etc. En este trabajo solo estamos interesados en regiones
planas, esto es dividir regiones planas en celdas, es decir, si 2 es la region de
interés entonces



2 1. CONCEPTOS PRELIMINARES

N
Q= UQ,

i=1

donde N es el nimero de elementos en que se divide (2.

Este problema puede ser trivial, como seria el caso de dividir el cuadrado uni-
tario en rectdngulos o muy dificil si la regién es muy irregular como la superficie
de la repiblica mexicana.

Figural.l Discretizacién de una Figural.2 Discretizaciéon de una
regién Trivial. regién Complicada.
(e

>

En los tltimos 30 anos se ha empezado a desarrollar software que construye
estas divisiones y el drea que aborda esta temadtica se conoce como generacion
de mallas, ya que a la regién con subdivisiones en celdas se le llama una malla
de la region[30, 47].
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1.3. Generacion de mallas

Una regién se puede mallar de varias formas: en tridngulos ¢ rectdngulos 6
cuadrados.

Cuadrilateros

Fig. tomada de
http :  //www.scielo.cl/ fbpe/img/infotec/v1Tn3/ figl6 — 1.5pg

E 1'.:::'. ": "rkl':k.l' :l ."‘: EH " ‘k\'\;‘: f‘.‘_'\

ek e

e

Fig. tomada de
hitp . //mapserver.inegi.gob.mz/geografia/espanol /normatividad/mde/mde0l.jpg

Figura 1.3 Mallas generadas utilizando cuadrildteros.
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Tridngulos:
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Fig. tomada de

www.research.ibm.com/.../srf fit/sf prb.gifejemplos

Fig. tomada de

www.uoguelph.ca/ mgarvie/mesh _temp.jpg

Figura 1.4 Mallas generadas utilizando tridngulos.

Dos métodos numéricos fundamentales en la solucién de ecuaciones diferen-
ciales parciales son los de diferencias finitas y el método de elemento finito.
Algunas personas prefieren el método de diferencias finitas porque es muy f4-
cil numerar los nodos y las celdas y los sistemas algebraicos resultantes tienen
matrices con estructuras de tipo banda por bloques y otras propiedades que
resultan muy ttiles en la solucién numérica.

El problema que presenta la solucién usando diferencias finitas es que no se
puede aplicar ficilmente en regiones irregulares. Sin embargo desde hace apro-
ximadamente medio siglo se propuso usar cambio de variables y transformar un
problema sobre una regién arbitraria a un problema sobre el cuadrado unitario.
Para poder aplicar este método, es necesario construir una transformacién suave
y biyectiva entre la regién de interés y el cuadrado unitario. Este es el proble-
ma que abordaremos en los capitulos siguientes y se conoce con el nombre de
generacion numérica de mallas estructuradas sobre regiones planas irregulares.
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Otras personas prefieren el Método del elemento finito porque se puede
aplicar en mallas que no tienen que ser estructuradas.

1.4. Mallas estructuradas

Llamamos mallas estructuradas en una regiéon a una transformacién del
cuadrado unitario sobre la regién. Las regiones estandar son usualmente bo-
las unitarias bajo alguna norma. Nosotros consideraremos como regién estandar
al conjunto By = [0,1] x [0,1]. Pero de aqui en adelante usaremos el témino
bola unitaria.

1.4.1. Meétodos para generar mallas estructuradas
Métodos Algebraicos

Se basan en la transformacién de coordenadas de un dominio fisico; dada su
naturaleza algebraica se han aprovechado sus caracteristicas de célculo rdpido
con el que se generan en comparacién con los métodos que utilizan ecuaciones
diferenciales parciales; sin embargo este tipo de métodos no garantizan suavi-
dad de la malla. Entre los métodos més utilizados en la generacién de mallas
algebraicas se puede mencionar al método de interpolacién Lagrange, la inter-
polacién de Hermite, Splines o bien la interpolacién Transfinita (TFI por sus
siglas del inglés)[39, 47].

A continuacién se presentan algunas mallas generadas por medio de inter-
polacién transfinita (TFI).

Figura 1.5 Mallas generadas con TFI.

Regiones simples.
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Figura 1.6 Mallas generadas con TFI.

Regiones Complicadas.

Meétodos que utilizan Ecuaciones Diferenciales.

Meétodos Elipticos Los métodos elipticos se basan en la solucién de ecua-
ciones diferenciales parciales elipticas con algunas condiciones sobre ellas que
son los llamados términos fuerza (forcing terms). Este problema es formulado
por medio de un conjunto de ecuaciones de Poisson (ver Thompson 1977). La
solucién del sistema puede ser obtenida por medio de un método iterativo, por
ejemplo el método de sobrerelajaciones (SOR) o bien algin otro método ite-
rativo. Los sistemas elipticos producen mallas muy suaves, ademds pueden ser
utilizadas para suavizar mallas con picos.

Figura 1.7 Malla generada utilizando la ecuacién de Laplace.

Meétodos Hiperbdlicos Los métodos hiperbdlicos se basan en la solucién
de ecuaciones diferenciales del tipo hiperbdlico, estas son resueltas hacia afuera
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de la frontera del dominio.

La idea de utilizar ecuaciones diferenciales parciales hiperbdlicas es muy
efectiva para flujos externos donde se tiene paredes en las fronteras.

La formulacién béasica de mallas hiperbdlicas sienta su base en condiciones
sobre la ortogonalidad y el area de las celdas. Estos métodos operan suavizando
lineas en la malla y checando la ortogonalidad de las celdas.

Métodos Ortogonales Tinoco[46] define a las mallas ortogonales como:

Las mallas que tienen la propiedad de que sus lineas coordenadas son ortogo-
nales (6 casi ortogonales) son preferidas en la solucion numérica de ecuaciones
diferenciales parciales, debido a que con tales mallas el error de truncamiento
se ve reducido. También tienen la ventaja de que al transformar la ecuacion a
resolver, aparecen menos términos que para una malla no ortogonal y que las
condiciones de frontera se pueden representar mds facilmente. Una desventaja
es que requieren de una parametrizacion muy particular en la frontera. En la
practica, el encontrar una malla ortogonal para una region dada puede ser ex-
tremadamente dificil. Los sistemas ortogonales no mecesitan ser conformes, y
pueden ser generados tanto por sistemas hiperbdlicos como elipticos.

Meétodos Variacionales De entre los métodos que se han desarrollado en es-
ta drea estamos interesados en los que se obtienen por medio de una formulacién
variacional de las propiedades geométricas de la malla deseada. A esta rama se
le conoce como Generacién Variacional de Mallas. [13, 23, 24, 50]

Dentro de esta formulacién variacional se puede hacer una gran subdivisién
entre los métodos continuos y los discretos[15, 16, 2, 4, 5].

Métodos Variacionales Continuos Los métodos variacionales continuos para
la generacién de mallas fueron introducidos por Winslow en 1967 [50]. Brackbill

y Saltzman 1982 [13] retoman el trabajo de Winslow y proponen un método
adaptivo de zona, con el propdsito de tratar de obtener una malla mas suave.
Més tarde Roche y Steinberg! hacen una formulacién novedosa[42].

Métodos Variacionales Discretos Castillo? [16] propone construir ma-
llas optimizando funciones que midan las propiedades geométricas de las celdas,
a estas funciones se les llama las funcionales y solo dependen de los vértices de las
celdas de la malla, asi si uno desea una malla de m x n entonces la funcién solo
depende de los puntos internos de la malla (m-2) (n-2) y entonces el problema
que se tiene es el de encontrar el minimo de una funcién 2(m-2)(n-2) variables,
para lo cual se usa un método de optimizacién de gran escala, como el gradiente
conjugado no lineal o memoria limitada de Nocedal.[38]

Thttp://www.math.unm.edu/stanly/
Zhttp://www-rohan.sdsu.edu/ ~castillo/
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Castillo [16] introduce las funcionales® de longitud drea y de ortogonalidad
y usando combinaciones lineales de ellas puede generar mallas sobre regiones
no muy complicadas, sobre regiones irregulares es muy dificil encontrar una
combinacién que produzca mallas no dobladas®.

limmracion de mal lax

Figura 1.8  Malla generada con el funcional de suavidad, con el generador TTM.

Gonatrac lom do mallas

Figura 1.9 Malla generada con el funcional de drea+longitud+ortogonalidad

utilizando el generador TTM.

3Una funcional I(z) es una funcién definida sobre los mapeos x que pertenecen a un
subconjunto de un espacio de funciones.
4Celdas no convexas
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El grupo UNAMALLA I

Facultad de Ciencias

Universidad Nacional Auténoma de México

o s | | BT |

T

\

4!
|

Figura 1.10  Instituciones que participan en el grupo UNAMALLA.

En la facultad de ciencias de la UNAM?, el grupo de trabajo UNAMALLA ha
desarrollado una linea de investigacién sobre generacién de mallas estructuradas
desde finales de los anos 80’s, con la colaboracion del Instituto de Cibernética,
Matemética y Fisica (ICIMAF) de Cuba®, la Universidad Michoacana de San
Nicolas de Hidalgo (U.M.S.N.H)” y La Universidad Auténoma de Cohahuila
(UAdeC)®. Uno de los principales frutos obtenido de estas colaboraciones es el
sistema de cémputo UNAMALLA.

Esta drea de trabajo de generacién de mallas ha resultado muy fértil. Se han
obtenido buenos resultados en la creacién de nuevos funcionales (ver Barrera’
[2][10][9], Tinoco!®[46], Dominguez-Mota[22]'! ) para la generacién de mallas

Shttp://www.fciencias.unam.mx/
Shttp://www.icmf.inf.cu/
Thttp://www.fismat.umich.mx/web/
Shttp://www.mate.uadec.mx/
9http://www.matematicas.unam.mx/pablo/
Ohttp://garota.fismat.umich.mx/~jtinoco/
Uhttp://fismat.umich.mx/~dmota/
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y asf resolver el problema de celdas dobladas que se presentan en regiones
irregulares.

También se le ha dado segumiento a la implementaciéon de métodos eficientes
de optimizacién a gran escala. Para resolver el problema de generacién de ma-
llas, se utiliza un método de éptimizacién (ver Garcfa 12[23], Castellanos[14]?),
donde se inicia el proceso con una malla inicial. Entre los métodos que se han
implementado para este desarrollo en las diferentes versiones del sistema, es-
tan los métodos llamados de gran escala!? como son el método de Gradiente
conjugado no lineal , L-BFGS, Newton -Truncado, Newton punto a punto (ver
Nocedal[38] ), TRON'® (Ver More[40] ).

Por ultimo la parte fundamental es el ensamblaje de todos estos elementos
en el sistema de cémputo UNAMALLA en sus diferentes plataformas (ver Gén-
zalez'® [24, 25], De la Cruz [21], Ojeda[41]'", Garcia [23], Barrera[2, 4, 5, 6],
Castellanos[14] ). Una de las principales bondades del sistema es que es capaz
de generar mallas en regiones muy irregulares con excelentes resultados.

El sistema puede ser obtenido de la pagina del grupo'® , ademss podemos
obtener informacion adicional del grupo de trabajo y publicaciones relacionadas
con el sistema.

El sistema ha sido utilizado para obtener mallas éptimas sobre las cuales se
resuelven algunos problemas modelo de ecuaciones diferenciales parciales (Ver
Vézquez [49], De la Cruz[21], Chédvez).

2http:/ /www.cima.uadec.mx/index.php?seccion=igarcia

3http://www.icmf.inf.cu/grupos3_matematica.htm

MEstos métodos son excelentes en problemas que tienen un gran ndimero de variables y
cuando se tienen pocos recursos ademds de aprovechar la estructura generada por la funcién
que se desea resolver.

15Este es un método de regién de confianza que se utiliza en problemas de gran escala,
utiliza un método de proyeccién, para generar un paso de Cauchy, ademds de un método
de gradiente conjugado precondicionado, con una factorizacién incompleta de Cholesky para
generar la direccion, esto hace que sea un método éficaz que requiere de pocas iteraciones.

16http://www.matematicas.unam.mx/gfgf/
IThttp://www.cima.uadec.mx/index.php?seccion=rina_ojeda
18http://www.mathmoo.unam.mx/unamalla/downloads.html



Capitulo 2

Métodos Variacionales
Continuos

El problema de generacién de mallas estructuradas se puede plantear co-
mo el problema de construir transformaciones suaves y biyectivas del cuadrado
unitario en una regién dada. En este capitulo presentaremos los métodos varia-
cionales continuos que son el punto de partida para muchos de los métodos maés
recientes. La idea de estos métodos es elegir, de todos los mapeos del cuadrado
unitario en la regién dada, aquel que optimice alguna propiedad geométrica y
resolver la ecuacién diferencial que caracteriza el mapeo 6ptimo. La funcién a
optimizar se le llama funcional debido a que su dominio de definicién es un espa-
cio de funciones y asi presentaremos las funcionales de longitud, drea y suavidad
ademds de algunos ejemplos.

2.1. Meétodos Variacionales

Dada una region  en el plano estamos interesados en encontrar soluciones
al siguiente problema.

2.1.1. Problema

Encontrar un difeomorfismo de la bola unitaria By sobre {2 que mapee la
frontera de By a la frontera de €2; es decir:

Encontrar
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tal que
X
B —— 0
Figura 2.1 Mapeo de la frontera By a la frontera €).
1. T(0Bg) = 0.

2. T es biyectiva.
3. T es Cl.

En general este problema puede tener muchas soluciones.
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2.1.2. Ejemplos

A continuacién mostramos diferentes mallas sobre una misma region.

Figura 2.2 Ejemplos de Mallas sobre una misma region.

Por lo general necesitamos algtin criterio para elegir una solucién. Lo maés
usual en este caso es construir una medida de alguna propiedad geométrica de
la malla que nos interese y obtener una solucién que optimicé esta medida sobre
la region. Asi que usualmente las medidas son de la forma:

ral = [ 1@em)dedn
B

= (een) = ()

donde
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y fenCL

De lo anterior concluimos la siguiente definicién

Definicién 1 Un método variacional continuo para la gemeracion de mallas
estructuradas sobre 0 es uno que busca una solucion del problema variacional

siguiente:
i ([ £ (@e.w,) déd
= JJ

donde
e T:By—0Q

tal que

o T(9By) =09

f es una funcién dada de clase C*.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange del problema anterior son:

of d of d of

Oy  d§dye  dnOyy

2.2. Funcional de Longitud

Uno de los primeros intereses es que la malla sea suave y para esto se propuso
inicialmente controlar la longitud de los segmentos verticales y horizontales de
la malla por lo que el funcional de longitud se define como

i@ = [ [ (Il + o)) dedn
Ba

= //(m§+y§+x§+y§)d§dn
B2

entonces si deseamos encontrar T tal que:

min [; (T)
xT

sujeto a
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T(0By) = 09

Usualmente esta tiltima condicién se elige también y lo més comin es indicando
como se van a corresponder las fronteras.

CI
D c *
D'y
! ' ‘
A B A’ B

Figura 2.3 Correspondencia entre las fronteras del cuadrado y la region.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange de este problema son:

2 2
Tee tay, = 0
2 2
Yee Y Yy = 0
T (632) = 00

Como podemos observar las ecuaciones de Euler Lagrange son las ecuaciones de

Laplace para las componentes T = (z,y)

vz = 0 y Vy? =0

r(0By) = x(0%); y  y(0B2) =y(09)

Por lo que el problema se puede escribir como
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VZ2 = 0
Z(0By) = 09

Por lo que se obtienen problemas que son muy féciles de resolver numéri-
camente. Sin embargo las soluciones de este problema no son uno a uno en
regiones no convexas, por lo que para usar este funcional en la prictica, es
necesario combinarlo con algin otro funcional como el de &rea.

La solucién de Z nos proporciona un mapeo suave, por tal motivo en la
literatura se considera como una funcional de suavidad.

2.3. Funcional de Area

Otro de los objetivos en la generacién de mallas es el de tratar de obtener
celdas que tengan aproximadamente la misma drea, por lo cual se busca mini-
mizar:

@ = 5 [Pendan=3 [ [ - dein
B, B>

Las ecuaciones de Euler Lagrange de esta funcional son:

d (0J? d (0J*
- — + — ([ — — 0
d§ \ Oz dn \ Oz,

d <8J2) d <8J2>
d§ ay& d77 31/7;

Como

0J? 0J?

_— = N _— = —2
Ox¢ Yn Oy Ty
0.J? 0J?

o~ 9 9
Dye Jx, um Jxe

sustituyendo obtendremos:
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i@iﬁ d(2Jyy)
d€ Oz d¢

dJ
= 2Jye, + 2ynd—g

daJ? d (—2Jye)
dn Oz, dn

dJ
= —2Jyey — 21/5%

i@iﬂ _d(=2Jxzy)
d§ Oye dg§
dJ
= —2Jzey — and—f
i@iﬂ o d(—Qng)
dn dyy dn
dJ

= 2Jxzen+ 23:5%

Entonces las ecuaciones de Euler Lagrange pueden ser reescritas como

d d dJ dJ
d d dJ dJ
dg( an)-i-dn( Jxe) ( x"df +x5dn) 0

o bien, en forma matricial por

(o 3 (05)=(5)

HEEY
Yn  —Y¢

Si
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entonces

M(syJ)=0

donde J es el Jacobiano es decir
J = xeyy — e

es facil ver que
2
Je = Teeyy + TeYne — Tnele — TnYee

Iy = YnTne + Telnn — TomYe — Tying

de donde J
VJ = ( 5)
Iy
M < Teely + Tene — Tnele — TnYee ) _o
YnTne + TeYny — TynYe — TnlYne
Jeyy — Tnye = (TecYn + TeYne — TneYe — TnYee)Yn
—(@Ten¥n + TeYnn — TynYe — TnYen)Ye
x x
= (yf], — TyYy) ( 55) + (—2z¢yy, Teyy + TyYe) < En>
Yee Yen
x
e —aene) (27)
Ynm
—Jexy + JnTe = —(TeeYn + TeUne — TneYe — TnYee) Ty

—(Tenyn + TeYnn — TonYe — TnYen)Te

X X
= (~zgyy, ) ( 55) + (zeyy + Tyye, 2~’vsyn)< 5”)
Yee Yen

X
+ (—weye, a7) ( nn)

Ynm
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( y727 _xgyn > ( Teg ) + ( —2ynye TeYn + Tyl ) ( Ten )
—YnTy Ty Yee Teln + TnYe —2xy e Yen
Y2 —TeYe T
+ 5 2 m == 0
—YeTe Te Y

ahora que esto se puede escribir en la forma

Pxee + Qrey + Rxyyy = 0
Donde
~YnTn Ty
0 = ( “2ynYe  Teyy T TyYe )
TeYn + TnYe —2xyTe
y¢ —weye
R - 5 2
—YeTe T

El problema que presentan éstas ecuaciones es que no se puede garantizar la
existencia de soluciones.

2.4. Funcional de Suavidad

La idea es considerar el mapeo de la region dada €2, en el cuadrado unitario
y pedir que este mapeo sea armoénico es decir, pedir que minimice



20 2. METODOS VARIACIONALES CONTINUOS

Figura 2.4 Mapeo inverso de 2 a Bs.

Is(@ = // (€2 + € + 1P +17) dédn

Q

sobre la region. Obsérvese el parecido con la funcional de longitud, en ese caso el
mapeo que es armonico es el del cuadrado unitario en la regién €2, la desventaja
de esta formulacién es que nosotros lo que necesitamos es el mapeo del cuadrado
unitario en la regién, sin embargo la teoria no nos garantiza que el mapeo
sea 1 — 1 para la funcional de longitud y si lo garantiza para la funcional de
suavidad Ig, que llamaremos la funcional arménica. Hay toda una teoria sobre
los mapeos armoénicos, pero que aqui no nos detendremos en revisarla. Més
adelante indicaremos como podemos lograr mapeos 1 — 1 y suaves usando la
version discreta de esta funcional en los capitulos siguientes.

Para obtener el mapeo de interés lo que haremos es hacer un cambio de va-
riable para que la integral transformada esté definida sobre el cuadrado unitario.
Para ello nos ser4 titil el siguiente lema:

Lema 2 : Si%:Q — By es 1-1 y C? si 3 = (£(x,y),n(z,y)) y el mapeo
1NVerso es
T=(@) By —Q

y st ademds.

f:Q>R

en C?, entonces :

1.

fo = (ynfe—vefy) I

fy (mffn_xnfﬁ)‘]_l
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donde
J o= weyy — wnye
2.
few = (Ynfee = 2ueynfen + Y2 Fan) T2 + [ (Vavee — 29eYnyen + Y£Ymn)
(g fe — zefn) + (Ypwee — 2yeynTen + Yexny) (Wefy — ynfe)] T2
fyy = ("E?zfﬁﬁ — 2x¢xnfen + ngnn> J72 4 [ (xii‘/ﬁﬁ — 2xeTnYen + xgynn)

(znfe — e fn) + (ximéi — 2xernTen + xgxnn) (Yefn — ynfe)] J?

La demostracién se omite por ser muy larga pero automatica directa.

Usaremos ahora el lema anterior para transformar las ecuaciones de Euler-
Lagrange:

garx_l'fyy = 0
Mgz +Myy = 0

sujeto a las correspondientes condiciones a la frontera, en ecuaciones para el
mapeo

que van a ser de la forma

azee — 2BTen + YTy, = 0
ayee = 28Yen +Yypn = 0

Hagamos f = £ entonces aplicando el lema tenemos:

fgc = ynJ71§ gy:_an71

<
|

= TgYn — Tnle
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Donde
Cow = [Whvee — 20eunben + YEYnn) Ty — Un (VnTee — 2YeviTen + Ygan)| J~
€y = [3371(33313/& — 2xeTnyen + xgynn) — Yy (9”3;375& — 2z Ty + xgxm/)] J

Si ahora tomamos f =17, nos queda :

Ne = —Ye n, =z !
New = |—%e (Unvee — 2YeYnVen + Yeym) + Ve (Vntee — 2yeynTen + Yitny)] J
2 2 2 2 —
Nyy = [=%e (Thyee — 2emnYen + 28Ynn) + Ye (vhaee — 2wexnTey + 1iany)] J

de donde sustituyendo

+ (xz + 2/?) Y] — Yy [ (x% + yi) Teg
— (wen + Yeyy) Ten + (fﬂg + y?) Lo |

Si hacemos
o = 1327 + y,z7
B = ety +yeyn
v o= a
entonces
J3 (fm + §yy) = [z (aYee — 2BYen + VYnn)]

— [y (amee — 2Bxgey + Y1)
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de manera parecida obtenemos:

J? (nxx + nyy) = [_Jjé (ayif - 26y§”) + ’Yynn)}
+ [ye (awee — 2Bxen + yyn)]

como

o

New T Nyy =

o

sustituyendo en la ecuacién anterior y haciendo

er = Qg — 2B:L'57] —+ Ynn
€2 = QYee — 263/571 + YYnn
implican
In€a —Yn€1 = 0

—Tg€2 — Yelr =

El determinante del sistema es

TnYe = Teyy =  — (Teyn — Tyye) = —J
Si J#0 sobre By, es decir siel mapeo es 1 — 1y sobre, entonces
€1 = €9 = 0.

asi que para obtener el mapeo tenemos que resolver el sistema:

axee — 2Bxey + vy = 0
AYee — 26?-/571 + YYnn = 0

sujeto a las condiciones a la frontera

T(0By) = 09
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2.5. Funcional de Ortogonalidad

Entre los sistemas curvilineos més usados estdn aquellos que son ortogonales,
ya que son muy tutiles en la solucién de ecuaciones diferenciales. La condicién
para que los vectores tangentes Z¢, T, en el punto x({,n) sean ortogonales es
que

de aqui que es natural buscar en mapeos ZT(£,n) que sean lo més ortogonales

posibles dadas las condiciones a la frontera, esto nos lleva a considerar la fun-
cional:

L@ = 5/ [(@ew)aan
B>

1
= 5//($§y£+fﬂnyn)2d€dn
By

a la cual se le conoce como la funcional de ortogonalidad.

El problema de minimizar

min I, (T)
Z(OB2)=0Q

da lugar a las ecuaciones de Euler-Lagrange

(e 'En)fn)g + (e 'fn)fn)n =0

Desarrollando y agrupando obtenemos

Pzee + Qrey + Rrpy +5 = 0
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Donde P,Q,R,S son las matrices

TeYn + TpYe  AYeyy + 2TeTy

0 - ( drery + 2Yeyn  Teyn + TyYe )
( 3 x5y5>
TeYe

0

Este sistema de ecuaciones diferenciales, es cuasilineal no eliptico, por lo que
no es posible garantizar solucién atin en casos sencillos, razén por la cual esta
funcional siempre se utiliza combinado con otra funcional, ya sea con la de drea,
6 la de longitud 6 ambas.
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Ejemplos

Figura 2.6 Funcional de longitud.

e,
.»@Wﬁ*ﬂﬂﬂﬁﬁnﬁ

R

Figura 2.5 Funcional combinado Area con longitud.

26
2.6.

Figura 2.7 Funcional de suavidad.



Capitulo 3

Métodos Variacionales
Discretos

En este capitulo desarrollaremos la teoria bésica de los métodos variacionales
discretos. Estos métodos se deducen siguiendo las ideas que Ivanenko|[28, 29, 30]
aplicé a la funcional de suavidad o arménica como la llamaremos de ahora en
adelante, la idea fundamental consiste en discretizar la funcional en lugar de las
ecuaciones de Euler-Lagrange, asi en vez de resolver un sistema de ecuaciones
diferenciales parciales lo que haremos serd resolver un problema de optimizacién
de gran escala. Empezaremos por formular el problema y después veremos las
propiedades del mapeo bilineal que jugard un papel fundamental en el procedi-
miento general y por ultimo lo aplicaremos a las funcionales de longitud, drea
y suavidad.

3.1. Formulacién del Problema

El problema que tenemos de construir una malla estructurada sobre una
regién (2, simplemente conexa, se puede plantear, de la manera siguiente:

Problema 3 (A) Dada una region Q, encontrar un mapeo suave 1 — 1 del
cuadrado unitario sobre Q); de tal forma que las fronteras se correspondan, es
decir, encontrar

(x(&m),y(&m)

S
I

27
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Tal que
1. T es C!
2. T es 1-1
3. T (9B3) =00.
n 4 y
%

H
4

Figura3.1 Mapeo directo entre la region By y §Q.

Otra forma de plantear el problema es la siguiente:

Problema 4 (B) Construir un homeomorfismo ¢ de la frontera del cuadrado
unitario en la frontera de €.

¢ : 832—>Q

y ademds construir una extension del mapeo ¢ a todo Bs, es decir, encontrar

T : By—Q

1—-1, C' y tal que

T(0By) = ¢(0By) = 00

Usualmente ¢ se construye eligiendo cuatro puntos en la frontera de Q que
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indican como se van a corresponder las fronteras del cuadrado y las de €.

CF
D c x
D"
L ' 2 '
A B A: E!

Figura 3.2 Construccién del homeomorfismo ¢ por medio de

una correspondencia de las fronteras del cuadrado y ).

El problema que tenemos es como garantizamos que el mapeo que obtenga-
mos sea 1 — 1. Para ello necesitaremos que el Jacobiano

J(&m) = zeyy — Tyye

sea positivo en la regién y si las orientaciones se preservan, entonces tenemos el
siguiente teorema:

Teorema 5 Si T: By — ), C', satisface

f(aBg) = 00
J(ga 77) > 0 V(fﬂ?) € BQ

Entonces T (£,7n) es un homeomorfismo de Bs sobre (2.

Este resultado es dificil de usar en la préactica ya que no se cuenta con una
expresion analitica del Jacobiano por lo que buscaremos dividir la regién By en
regiones sencillas donde sea facil evaluar Jacobiano.

Si consideramos una malla {B;;} sobre el cuadrado unitario

1
1

1
1

n
m

By =

I

[N
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B, ==

L

Figura 3.3 Celda B;;.

Tenemos el siguiente resultado

Teorema 6 Sea
T:By — Q

continuo y {T;;} las restricciones de T a las celdas, es decir

Ty X | Bij — Q0
si {Ti;} son de clase C*, parai=1,..,m—1; j=1,..,n—1 con
T (0By) = 09Q.

y si los Jacobianos J;; de T;; satisfacen

Jij > 0, i=1,..,m-1; j=1,...,n—1.

entonces, T es un homeomorfismo de By sobre €.

Este resultado es el que vamos a usar en la préctica, para ello nos restringire-
mos a regiones {2 con frontera poligonal, simplemente conexas, y elegiremos los
mapeos T;; como funciones bilineales, asi que empezaremos por considerar el
mapeo bilineal.
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3.2. El Mapeo Bilineal

La regién plana mds simple para construir una malla es un cuadrildtero
y la transformacién mas simple que transforma el cuadrado unitario en un
cuadrildtero arbitrario PQRS, es el mapeo bilineal

7: By — OPQRS

(0,1) (1,1) ‘R

(0,0) (1,0) o

Figura 3.4 Representaciéon del mapeo bilineal.

que podemos reescribir en su forma vectorial como

donde

F=a+ bs+ct+dst

o 7 (b1 - _ (M = 51)
a_(%)’ b_<ﬁ2>’ C_(“Yz)’ d_<52 ’

Calculemos los coeficientes, imponiendo la condicién de que los vértices de
Bs se transformen en los vértices del PQRS
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7(0,0) = @a=P

7(1,0) = @a+b=@Q donde b=Q— P
7(1,1) = a+b+e+d=R

7(0,1) = a+c=S5 dondec=S5-P

sustituyendo se tiene que

T(s,t) = P+(Q—P)s+(S—P)t+[R+P—(S+Q)st
que también se puede escribir como

= P(l—s—t+st)+Q(s—st)+ Rst+ S(t — st)

= P1-s5)(1—-t)+Qs(1—1t)+ Rst+St(l—s)

El mapeo bilineal se puede obtener también de la forma siguiente; el lado
PS del cuadrildtero PQRS se puede reescribir como
T (t)=(1—-t)P+tS

S

Figura 3.5 Lado PS del cuadrildtero PQRS.
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De manera similar el lado QR se puede escribir, para 0 <t <1,

Z, (t) = (1—t)Q + LR.
R

=
-~

Figura 3.6 Lado QR del cuadrildtero PQRS.

Por tanto, el segmento T, (t) , T, (t) se puede ahora escribir como

r(s,t) = (1—98)T(t)+ sT, (1) 0<s,t<1

Figura 3.7 Segmento T (t), T, (t).

Es facil probar que este mapeo satisface las condiciones de frontera, es decir,
que la frontera de By va en la frontera de OPQRS.

T(s,t) = (1—s)(1—t)P+(1—s)tS+s(1—1)Q+stR

Un procedimiento similar puede ser aplicado para unir un punto T (s) en la
subfrontera T, y un punto Z, (s) en la subfrontera Z.
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T.(s) = (1—-5)S+sR

L |
I — 1
5

b=
-

Figura 3.8 Lado SR del cuadrildtero PQRS.

Figura 3.9 Lado PQ del cuadrildtero PQRS.

r(s, t)

P—t——0
xy(s)

Figura 3.10 Segmento T (t), T (t).

r(s,t) = (1 = t)Tp(s) + T+ (s)
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oy . . . . (]

(0,0) (1,0)

Figura 3.11 Mapeo Bilineal.

Nuestro siguiente punto a tratar serd estudiar las propiedades del mapeo
bilineal definido anteriormente.

Iniciaremos discutiendo de manera breve la definicién de tridngulos orienta-
dos y sus dreas, que son parte esencial de nuestro estudio.

Diremos que un tridngulo ABC est4 orientado positivamente si cuando nos

movemos sobre su frontera en el orden ABC el interior queda a mano izquierda,
en caso contrario, diremos que estd orientado negativamente.

R

—

A ¢

Figura 3.12 Orientacién negativa de un tridangulo.

Orientacién en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj (Orientacién
negativa) AABC (6 ABCA 6 ACAB).
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A B

Figura 3.12 Orientacién positiva de un tridngulo.

Podemos resumir esto diciendo que, un tridngulo orientado no se determina
simplemente por sus vértices, sino también por los tres vértices dados en cierto
orden.

Definicién 7 Por drea orientada de un triangulo orientado AABC, debe en-
tenderse aquel nimero cuyo valor absoluto, es igual al drea del tridngulo (no
orientado) que tiene los vértices A,B,C; el drea orientada del tridngulo es po-
sitiva, si el tridngulo estd orientado en sentido contrario al movimiento de las
manecillas del reloj y negativa si el tridngulo estd orientado en el sentido del
movimiento de las manecillas del reloj.

—a

A
B

Figura 3.14 Area Positiva del triangulo que tiene los vértices A,B,C.
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il
A ¢

Figura 3.15 Area negativa del triangulo que tiene los vértices A,B,C.

Cuando consideremos el drea de un tridngulo siempre se referird al drea
orientada.

Es fécil demostrar que:

1
area(A,B,C) = idet(B—A,C—A)

Figura 3.16 Tridngulo A,B,C que

muestra la definicién drea orientada.

Th — Tgq Te— g
Y —Ya  Yec — Ya

(B—A)" 1, (C - A),

N = N



38 3. METODOS VARIACIONALES DISCRETOS

donde
0 1
w5y

a (A, B,C) =2area(A (A, B,C))

Definicion 8

Si consideramos el cuadrildtero PQ RS orientado por el orden de sus vértices,
entonces este induce la orientacion en los 4 tridngulos:

Ay A(S,P,Q)
Ay : A(P,Q,R)
Az A(Q,R,S)
Ay A (R, S, P)

Q

Figura 3.17 Tridngulos definidos sobre un cuadrildtero a partir de sus vértices.
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R

P

Figura 3.18 Ejemplo de tridngulos orientados.

ASPQ — orientado positivamente.
APQR
AQRS

ARSP —— orientado negativamente.

— orientado positivamente.
— orientado positivamente.

Nos interesa la relaciéon de las dreas con el Jacobiano por lo que calculamos,
para el mapeo,

F(s,t) =P+ (Q—P)s+(S—P)t+[R+P—(5+Q)] st

Los vectores tangentes estan dados por:

g = F(st)=Q-P+[R+P—(S+Q)t
g = F(s,)=5—P+[R+P—(S+Q)s

r(s,t)

e = ()

Il
Yy
< 8
N
» »
NN
~__
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—
o
~+

Ty —Tp + [Tr +xp — (T5 + 24)]
Ys (8:1) = Yg—Ypt[Ur typ — (Ys T ¥g)| s

T

De manera similar,

x(s,t) = zs—xp+ [ +2p — (s +24)]t

Ye (5,t) = Ys —Yp T W +yp — (Ys +yg)] s

Como sabemos el jacobiano estd dado por

J (Sa t) = TsYt — TtYs,

por lo que si sustituimos las parciales en el jacobiano, tendremos:

J(s,t) = (vg—mp+[Tr+zp— (25 +2)] 1) % (Ys — Yp + [Yr + Yp — (s + Yg)] 5)
—(Ts —xp + [wr +2p — (25 + 7)) * (Yg — Yp + [Yr +Yp — (Ys +Yqg)] 5)
= AQ +A15+A2t

Evaluando el Jacobiano en las esquinas del cuadrildtero unitario tenemos

J(0,0) = —(=zp+zs)(~yp +Yg) + (—=2p + 24) (—Yp + s)
(g — 2p) (Ys — Yp) — (Yq — Yp) (Ts — Tp)

Tg—Tp Ts—Tp
Yg —Yp Ys —Yp

= det(P—-Q,5S—P)
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= 2area(ASPQ)

}\\
: n A

HQ

Figura 3.19 Tridngulo SPQ.

= a(S,P,Q) = J(0,0) = A

Anslogamente,

J(1,0) = —(=zq+2:)(=yp +Yqg) + (—2p + 2¢) (—Yp + yr)
= (@r —2¢)(Yp — Yg) — (Yr — Yg)(@p — Tg)

Ty —Tq Tp— Tg

Yr —Y¢ Yp — Yq

— det(R-Q.P-Q)

= 2area(APQR)

Figura 3.20 Tridngulo PQR.
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= a(P,Q.R)=J(1,0) = Ao+ A

J(0,1) = - (_xp +zs) (Yr — Ys) + (20 — z5) (_yp +Ys)
(@p = 25)(Yr — Ys) — (Yp — Ys) (@ — T5)

Yp —Ys Yr —Ys

= det(P—S,R—-S)

= 2area(ARSP)

5}9—4—r— R

|
v

P

Figura 3.21 Tridangulo RSP.
= Q(R,S,P):J(0,1)2A0+A2

J(L1) = (2 =) (g +yr) = (=g + 20) (Yr = ¥s)

Ts — Ty Tg— Ty
Ys — Yr Yqg — Yr

= det(S—R,Q—R)
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= 2area(AQRS)

Q

Figura 3.22 Tridngulo QRS.

= &(Q,R,S):J(l,l)ZAo—I—Al—i-AQ

Estos cédlculos se resumen en el siguiente teorema:

Teorema 9 El Jacobiano del mapeo bilineal es lineal sobre un cuadrildtero y
estd determinado por su valor sobre tres puntos distintos en Bs. En particular
el Jacobiano de la transformacion puede escribirse de la forma:

J(s,8) =(1—s—1)J(0,0) + sJ(1,0) +¢J(0,1)
Demostracién. Como ya vimos J(s,t) es lineal,

J(S,t) = Ag +sA; +tAs

con Ag, A; y Ay nimeros reales. Los valores del Jacobiano en las esquinas,
bajo esta representacién, son:

J(0,0) = A

J(1,0) = Ag+ A
J(L,1) = Ao+ A+ A,
J0,1) = Ao+ A,
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considerando que J(1,1) = J(1,0) + J(0,1) — J(0,0) si se sustituyen las
expresiones anteriores, se obtiene que

Ay = J(0,0)
A = J(1,0) - J(0,0)
Ay, = J(0,1) - J(0,0)

Asi que si se sustituyen estos valores se tiene que
J(s,t) = J(0,0)+ s[J(1,0) — J(0,0)] +¢[J(0,1) — J(0,0)]
(1-s—1)J(0,0)+ sJ(1,0) +¢tJ (0,1)
]
La validez del corolario que sigue se basa en el hecho de que la gréfica de J

estd sobre un plano. De la misma linealidad del Jacobiano se tiene que su valor
menor se alcanza en algunas de las esquinas de Bs.

Corolario 10

nsu’tn,](s,t) = min {J(0,0), J(1,0), J(1,1), J(0,1)}

Por tanto podemos concluir que el Jacobiano es positivo solo si lo es en
cada una de sus esquinas, es decir LJPQRS es convexo si y sélo si los cuatro
tridngulos tienen drea positiva.

Este serfa un criterio muy 1til en la préctica para saber si una malla es
convexa.

3.3. Discretizaciéon General

Procederemos ahora a describir un procedimiento general para obtener una
funcional discreta a partir de una continua.

Consideremos la funcional
I@) = [[t@em)dsdn
B

y una malla uniforme de m x n sobre By y sean {Bj;}, i =1,2,..,my
j=1,2,...,n, las celdas de la malla, entonces como By = UDB,; ;
i,j

i=1j=1

@ = YY) [[ 1 @em,) dean
Bij
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Ahora, hacemos una primera aproximacioén, el mapeo

T BQ—>Q,

vamos a aproximarlo por un mapeo

T : By —Q

donde 7 es bilineal por pedazos, es decir, en cada celda B;;, T estd dado por un
mapeo bilineal 7.

P: +1,+1

Figura 3.23 Mapeo de la celda B;; a la celda Cij.

entonces

Iy = [[r@em)aan~ [[ 1,7, den
B B;;

y esta iltima integral la aproximamos por la regla de cuadratura de los cuatro
puntos, que es el promedio de los valores en los cuatro vértices de B;;.

Obtenemos

Iij ~

[f (T, (P), 7, (P) + f (7, (Q),F,,, (Q) +

=

f (Fijg (R) ’?i;jn (R)) + f (Fijg (S) 7Fijn (S))] = Iij’
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donde

P = Py, Q=P 1, R=Pyijn, S=Pin

finalmente, nos queda

m—1 n

I(z) =~ ZZEJ:

i=1 j=1

= EZZ g I:Fij.s (Pi,j) 771‘;‘1, (Pi7j)]] + [? I:?ijg (Pi+1,j) 7Fij7] (PiJrl,j)]]

i=1j=1
+ F [?ijg (P)H-Lj-‘rl) 7?1']‘77 (H+17j+1)]] + [? I:?ijg (Pi7j+1) 7?1‘77; (R7j+1)]]

(1>

I ({Pi;})

El simbolo en la ultima relacién significa que esta expresién va a ser la funcional
discreta asociada a la funcional continia discretizada.

I;({P;;}) esuna funcién de los puntos P; ;, y lo que queremos es determinar
los puntos {P; ;} de la malla de tal forma que optimice la funcional I;({P;;}),
como suponemos de entrada que se tiene un homeomorfismo de la frontera de
B5 en la frontera de €2, esto significa que los puntos de la frontera de la regién
se definen como:

L = {Pi1,P1,...., Pna},
12 = {PM,la-Pm,27~~;Rn,n},
ls = {P1,7LaP2,na---aP7rL,n}7

l4 = {Pl,laP1,27-~-aP1,n}~
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son conocidos (ver figura 3.24).

Pl_}' P‘: Pmu.
P4
Py Paa Py Pu—11 Pma
—

Figura 3.24 Puntos de la frontera de la region.

Definicién 11 Una malla estructurada G de ), de m X n es una coleccion
{P; ;} de puntos de R? tales que los puntos

11 (G) {Pi1,P21,-., P},
12(G) = {Pn1,Pn2,-sPun},
I3(G) = {Pin,Pons-es Pant,
WG = {Pi1,Pia,...,Pin}.

estan sobre la frontera de G.
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13(6)

14(G)

(@)

Figura 3.25 Segmentos de la frontera de la region 2.

Asi, el problema que tenemos es determinar los puntos interiores de G, de tal
forma que la malla G tenga propiedades geométricas adecuadas.
Es decir, tenemos que resolver el problema
min I (G)
G
sobre todas las mallas G de m X n con los mismos puntos en la frontera de Q.

Pasaremos ahora a aplicar el procedimiento anterior para obtener las fun-
cionales discretas asociadas a las funcionales continuas del capitulo anterior.

Como necesitamos formulas precisas y el manejo de los indices debe ser muy
cuidadoso, usaremos un esquema general de tal forma que las funcionales queden

en la forma mads clara y compacta que sea posible.
Es decir, necesitamos unas férmulas sencillas para los mapeos bilineales,

Tij Bij — Cij,

donde B;; es la celda ij de By y Cj; es la celda ij de §2 .
Como ya tenemos el mapeo T (s, t) bilineal de By en el cuadrildtero PQRS,
entonces, podemos obtener el mapeo 7;; primero escalando la celda B;; a Ba,

ij Bij — Bs
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y luego aplicar el mapeo 7(s,t); donde el cuadrildtero PQRS es la celda C;;,
es decir, (vease la figura siguiente).

P = Py, Q=Pyi1j, R=Piijy; 5= Py

Pisrjer ™= R

r. xyls t)
yiils t)

(0.1 (L1)

(s, t)

By(s.t)
Donde:;
x5 6) = xy(slem, )
(0,0) (1.0) Vg5, 0) = vy (slEn),t(Em)

Figura 3.26 Mapeo de la celda B;; a B y aplicacién del mapeo 7(s,t).

esto es,
7(s,t) = Pl—s)(1—t)+St(l—s)+Qs(1—t)+ Rst.

Entonces tenemos:

7(0,0) = P=P;
7(1,0) = Q = Pi+1,j
7(1,1) = R= P
7(0,1) = § = Pij1
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To(s,8) =Rt —P(1—1)— St+Q(1—1)

7i(s,t) =Rs— P(1—5)+S(1—5)—Qs

7:(0,0) = Q-—P = Pii;—F;
7(L,0) = Q —P = Py, — Py
7s(1,1) = R—-S = Piijn—Pijn
7 (0,1) = R—S = Puyj—Pin
F(0,0) = S—P= Piji—Py

7(1,0) = § —P = PPy

T (L1) = R-Q= Piij+1— Pt
7:(0,1) = R-Q = Pyijn1 — Py

La matriz Jacobiana esta dada por

7 (5,1) = (Ta (5,8) | T4 (s,1)),
y entonces
7 (0,0)=[Q—P| S~ P
J(0,0) = det7 (0,0) =det[Q — P | S — P] = 2areaA (P,Q, S)

7 (1,00=[Q-P|R-Q)

J(1,0) = det7 (1,0) =det [R — Q| P — Q] = 2areaA (Q, R, P)

7 (1,1)=[R-S|R-Q)
J(1,1) =det7 (1,1) =det[R— Q | P — Q] = 2areaA (R, S,Q)

7 (0,1)=[R—5|5—P]
J(0,1) = det7 (0,1) = det [P — S| R — S] = 2area (S, P, R).

Pasemos ahora al mapeo a;;.
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# 1

[t 4 41§ (0,0)
:--] | =]

Figura 3.27 Mapeo a;;.

aij (§;m) = ( n;éi— 9;))

La matriz Jacobiana es

La primera columna es:

La segunda columna es:

da;j — —— (0
o Gijt =\ o,

Entonces el mapeo 7;; que queremos estd dado por

rij = T(ai; (§n))

y entonces

da;; ; m
aé- - aijs - 0

(1,0)
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Ji; = det (a;j) =mn

Ty = T (ai; (fﬂ?))az‘j

= r,(aij)<%@ 2)

r (i (fﬂ?))( %1 0 )

n

vy Em) = [Fije | Fign] = [Fije (€m) | Fign (€.1)]
orys 0
gfj &mn) = 87§T (aij (€,m))
67’ij

e = e ayen (g )

I
—~
=

(=)
=

Il
—~

—

=)
=

entonces

I
<
~—
o
=
=
S

S

Orij (4 ]
06 \m'n

Il
3

(Q —P)m = (Piy1;— P j)m
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Anédlogamente

87"” ( )
O ( t1j41
e ()

Orij (i j+1
9 \m’ n

Entonces tenemos
87"@- ) ]
on \m'n

de manera semejante,

Ory; (i+1
8 )
87“11 ( )
87“” i
m’

3 |
N———

Pasemos ahora a la integral

//f (rijesTijn) d€dn

Bij

= (Q@—-P)m=(Pi1;— P jm
= (R—=95)m=(Pi1j+1— Pij+1)m
= (R=95)m = (Pi1j+1— Pij+1)m

0
%T(aij (&m)

a6y € ()

or

= n(S—P)=n(Piy1; - P;)
= n(S—P)=n(Piy1;— Pij)
= (R Q) = n( i+1,5+1 — Pi-&-l,j)
= n(R-Q)=n(Pi1j+1— Piy1j)

mln/B;/f (rs,m¢) dsdt
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3.3.1. Discretizacién de la Funcional de Longitud

Aplicaremos ahora el proceso anterior a la funcional de longitud

5@ = [ [ (el + 1w )) dean
Bs
n—1lm-—1
::;;4!WW+Mﬁ%m

Si ahora aplicamos la aproximacién sobre B;; donde

fz?i]’

entonces tenemos que

[ (el + 1) dedn = [ [ (Irssel® + l1rs1?) e
Bij Bij

si efectuamos ahora el cambio de variables
Ti; = (aij(s,1))

tenemos

2 2
— 2 _ 2 1 7 m 7, O
//(H?"z‘jgﬂ + [Tijal )deﬁ = %// T (%‘)( 0 ) + |7 (aij) ( " ) dsdt.
B,jj B2
Aproximando por la regla de cuadratura de los 4 puntos
1 _ m 2 _ 0 2

2

o3

) 2+ r’(1,0)<

7 (1,0) (

S © 3o 3O

donde
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1
= P P
Q=PI m*+ S PI’n

1Q =PI m* +||R — Q||* n® +
IR = S|*m® + R~ Q| n® +
IR = S|*m® + ||S — P||* n®]

_ _ 1
[ (el + rsnl®) dsan = (2m? [1Q =PI + [ = ] +

B/L'j
2[Ils = PI* + IR - QI]
1
= o [m* |IQ-PI*+|R-SI°] +
n [Hs PIP + IR~ QI]]
donde
P = P R= P11
Q = PiJrl,j S = Pfi’jJrl.

Sustituyendo P, Q, R, S por sus valores

m—1,n—1 1

2 2
> / / el + llegl?) dgdn = S~ [m? [IPrsag = Pl + WPrsa o = Prgaal?] +

2 2
n? [|Pjin = Pyl + [P gn = Pyl
definimos la funcional discreta de longitud como

—1,n
1
(@) = 5o Z [ [IPusss = Pogll® + 1 Poaisn — Prgiall’] +

2 2
[||Pi,j+1 = Pl + 1Piy1j+1 — Pipr g™ ]

Fijemos ahora el primer término, asi obtenemos que este es la suma de todos
los segmentos horizontales de la malla por lo que es natural definir
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m—1n—1
2 2
Su (@) = D [IPir;— Pisl* + 1Pi1 1 — Pijiall”]
ij=1

efectuamos un proceso analogo para el segundo término que representa los seg-
mentos verticales.

m—1n—1

So(G) = > [IPijs1 = Pijl* + 1 Piyrjsr — Pijrall®]

i,j=1
Asi que podemos escribir la funcional como

I (G) = 5 (m*Sy (G) + 1”5y (G)) -

3.3.2. Discretizacién de la Funcional de Area

L@ = [ [7emnds
Bs
- //(xsyn*%y&fdfdﬁ
Bs
_ / / (2L Ty, ) dedn,
Bs

donde

—t . 0 1 | =y
xé - (‘rfﬁyf)7 ‘]2 - ( -1 0 ) .’I}n - < yn 3

entonces
Lie) = 3 [ [@trm,)dcan
i g

aproximando ¥ sobre B;; por 7;

/B | / (Tt JoTy) dEdn

%

/ / (FLjeJoTign)” dédn

Bi;
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y utilizando el cambio de variables

rij = T(aij (s,t))

entonces obtenemos

/37/ (ﬁjéJzﬂjnydﬁdn = "in/BQ/ l(r/ (ai;) ( 7(7)1 ))tJ2 (r/ (aij) ( 2 )>rdet'

Si ahora aproximamos por la regla de cuadratura de los cuatro puntos tendremos
que

[ [1msel? i acin = (7 ©.0)me) 2 (7 <o,o>ne2)r+

Bij
12
7

-(F/ (1,0) mel)t Ja (7‘ (1,0) 7162) +
:(r/ (1,1) mel)t Jo (?/ (1,1) neg>_ +

’

:(r/ (0,1) mel)75 Ja (7" (0,1) 7162)_ ]

1
= M[((Q—P)h(S—PDQ‘F
(Q—P)*h(R—-Q))* +
(R—9)*La(R—-Q))*+
(R—8)*J2(S — P))?] -m?n?
donde
P X R = Piy1jn
Q = Py S =P
m?n?
dmn
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- _ 2 mn
//(Tfjsjﬂ"z‘jn) dédn =~ T[ar@a(Pi,j»Pi+1,iji,j+1)2+
B”‘

2 2

area(Pit1j, Piv1j41, Pij)” +area(Pigji, Pija, Piva )
2
+area(Pi 1, Pij, Piy1j41)7 ]

Si nombramos los tridngulos como

T.,}] = AP, P, Pijn
Tijz = APL'_A,_LJ‘, ]Di+1,j+17 PiJ
T,} = APy 41, Pijir, Py
Ti;_l = Pij1,Pj, Piy1j11,

Podemos definir la funcional de drea discreta

m—1,n—1 4

I, (G) = Z Zarea (T;})Q ;

ij=1 k=1
en la préctica usaremos o (TS) = 2area (Ti’}) y entonces
N
2
1A (G) =) a(Ty);
g=1

donde N es el nimero total de tridngulos de G.

3.3.3. Discretizacién de la Funcional de Ortogonalidad

Io = //(fé'fn)dfdn
B>

m—1,n—1

> //(Eg-fn)dgd,,
Bij

ij=1

Si aproximamos T (§,7) por T;; (s,t) en B;; tenemos

m—1,n—1
Io~ ), //(?ijf'ﬂ‘jn)Qdéd??
=1 g
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Utilizando el cambio de variable

| [@oermragan = - [ [0 @s)ymen) (0 nea) P dsde,
B;j B

aproximando por la regla de cuadratura

T;n/B/ (7 (aij) mer) - (F (aij) neg)] dsdt =~ ﬁ [(? (0,0) mel) . (F/ (O’O)n@)r

[ (1,0) mel) . (?’ (1,0)neg)r+

('«
(7 @ yme) - (7 (1,1)ne2)}2+
(7

[ (0,1) mel) (7“/ (0,1)n62)r]

= TE@Q-P)-(S—P)*+
(P=Q) - (R— Q)+

(S—R)-(Q-R)*+

(B=9)"-(P=8)].

Si ahora utilizamos

P = P, R= P11
Q = Py S =Pij1,

para aproximar la funcional de ortogonalidad por los nodos interiores de la malla
tendremos

mn
= 5 [((Pisry = Py ) (Piji1— Pij )+

((Pij = Piy1j)' - (Pigrjer — Piy1y ) +

((Pijs1 = Piv1g41)' - (Praj — Pip1g4))? +

(P11 = Pijn)' - (Prj = Pijin))’] = %9(%)

y entonces definimos la funcional discreta de ortogonalidad como
m—1,n—1

Io(G)= Y 6()

ij=1
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donde

0(cij) = [(Py1;—Pij ) (Pijya—Pij )+
((Pij = Pix1j)" - (Piy1jr1 — Piyrg ) +
(P, i1 — Pit1 ]+1) : (}Di+1,j - i+1,j+1))2 +
((Piy141 = Pijp1)" - (Pij — Pijy1))?]

3.3.4. Discretizaciéon de la Funcional de Suavidad

(z + 7, +y£+yn / ||$£|| + |z,
dédn déd
// ¢ Z Ll

Si ahora aproximamos Z ~ 7;; en Bj;

— 2 — 112
||x§ﬂt+ﬂxn“ dﬁdn%/ ||T1]§|| +||T2]77|| dé-d

$§J2$7] wgJQTan
B'ij Brij

donde

e
Is ~ > / e 0T dgdn
i,j=1

2J5J2TU"/
Bij

haciendo el cambio de variable

2
+

dsdt

v’ (ai;) ( 2 )
, 0
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’ 2 ’
1 m2Hr (0,0)melH +n? Hr (0,0) negH

4dmn

~
~

mn ((r' (0,0) mey)" Jy (' (0,0) n€2))

! 2 ’
m? Hr (1,0) melH +n? HT (1,0) 7’L€2H
+

mn ((r' (1,0)mey)" Jy (' (1,0) n€2)>

’ 2 ’
mzHr (1,1)melH +n2Hr (l,l)negH

+ t
mn ((T/ (1,1)mey)” Jo (' (1,1) n62)>
’ 2 !
m? Hr (0,1)m61H —|—n2Hr (0,1)n62H
+ t
mn (17 (0,1)mea)' J> (' (0,1) nes))
Sustituyendo
P = Py R= P14
Q = Py S =P

tenemos

2 = 2 2 2
// ITisel” + WTignl” g gy L2 1@ =PI +27 IS - P
. TijeJarijn 4mn mn (Q — P)t J2 (S = P)

ij

L Q =PI 4+ n? |[R - QI
mn (P —Q)" J2 (R— Q)
L IR =S| +n? R - Q)
mn (S —R)' J (Q — R)
m?|R = S|* +n?||S — P|?
mn(R — S)2Jy(P — 5) }

m 2 n 2 m 2 n 2
L [;HQ—PH +RlS-P°  RIQ-PI"+ 2 |R-Q|

dmn ' (Q— P)' Jy(S— P) (P-Q) 2 (R-Q)
2IR-S°+2|R-Q|° , Z|R-S|*+2|IS—P|? |
(S—R)'J,(Q—R) (R— S)2Jy(P —5) ’

sustituyendo P, @, R, S por sus valores y si tomamos el caso particular en el
que m = n tendremos que
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2 2
/ HruéH + HTUWH dédn Z 1 ||PL+1J J” + ||P,J+1 - PM”
5 TijeJaTijn 4mn (Pit1, — ) J2 (P j+1 — Pij)
ij
2 2
P15 — Pijll” + | Piv1jv1 — Pyl
(Pij — Pi1,y) Jo (Pip1ge1 — Pisj)

2 2
| Piv1j+1 = Pijoall” + P11 — Pl

+

(P j41 — Pi+1,j+1) J2 (Pit1,j — Pig1,j+1)

]

2
| Pit1,4+1 — 'j+1|| +||ij+1— Pyl

Jr
(Piy1,j+1 — Piji1)tJ2(Pij — Pjy1)

Como podemos observar la funcional de suavidad se aproxima por los nodos
interiores de la malla.

Definimos
2 2
L(G) - Z HPlJrlaJ P‘,j + = 1Py — Pl
: -
4 H—LJ - ) J2( i,j+1 — Pi,j)
2
n ||Pz‘+1,j — Pjl* + Z||Py1j1 — Pyl
(Pij — Piy1j) Jz( i+1,5+1 — Pit1,5)
1 2
i 2 Pig,41 — Pi,j+1|| | Pigp1jv1 — Piya gl
(Pij+1 — Pit1j1)’ Jz( i1 — Piv1,+41)
2
Jr% P11 — Pijall” + 2 ||P‘,j+1 - P ]
(Piy1j+1 — Pij1)t Jz( =P j+1)

Si A, es un tridngulo genérico de GG, entonces definimos

™ g || + 2 |[b||” N
N4 (Aq) = afljzbq =1, (G) = Z\I’ (Aq)'

de otra manera:

Dado un tridngulo A,, consideramos las funciones

_ — 2
LA = gl + [|b]
a(Ay) = 2area(A;) = alJab,
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donde

Aq

Qq

Figura 3.28 Tridngulo A.

ag, by son los lados del tridngulo que forman parte de la malla y a(A,) es el
doble de la drea orientada. Escribiremos la funcional arménica como

N
H(G) = ZZ(AAZ))'

a(

q=1
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3.4. Ejemplos De Funcionales Cléasicas Discretas

En esta seccién se presentan algunos ejemplos de los funcionales clésicos
como son suavidad, drea y ortogonalidad!.

Ejemplos De la funcional de area I

Figura 3.29 Mallas 6ptimas generadas con la funcional de drea discreta.

1Para la generacién de estos ejemplos se utilizé Software creado por el grupo UNAMALLA.
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Ejemplos De la funcional de suavidad. I

Rt R TR RTTN N G

T

EREEESm

Figura 3.30 Mallas 6ptimas generadas con la funcional de Suavidad discreta.
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Capitulo 4

Funcionales
Cuasi-Armonicas y
Epsilon-Convexidad

En este capitulo consideramos el problema de generar mallas arménicas
usando funcionales que sean muy sencillas de implementar y que produzcan
resultados confiables. Ademds, se introducird el concepto de e-convexidad que
permitird eliminar la inestabilidad numérica que se presenta al generar mallas
convexas con la condicién de que el drea de los tridngulos sea positiva para todos
los tridngulos de la malla, es decir, que el problema no esté bien planteado.
4.1. Generacién numeérica de mallas

El procedimiento usual para obtener una malla sera:

= Construir una malla inicial Gg, por algin procedimiento algebraico.

= Seleccionar una funcional discreta, que generalmente serd una combinacién
de la forma

F = a1F1 +042F2
donde
a1 +ay = 1

67
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y Fi,F> son dos funcionales que reflejan las propiedades geométricas
deseadas y a1 ¥y a9 son los pesos que les asignaremos en base a las
propiedades anteriores y a la dificultad del problema.

= Posteriormente se resuelve el problema de optimizacién
mén F(G) = F(G)

donde G* es la malla generada con las propiedades deseadas.

Con frecuencia la suavidad y ortogonalidad de la malla 6ptima son las
propiedades mds requeridas tomando en cuenta que la convexidad de la malla
es esencial.

4.2. e-Convexidad

Un indicador de que la condicién para la convexidad de la malla era inadecua-
da, es que sobre algunas regiones muy irregulares se obtenfan mallas convexas,
que al guardarlas en un archivo se modificaban un poco debido al redondeo y
al leerlas después no resultaban convexas.

Una primera idea para corregir este problema serfa elegir un nimero pequeno
€ > 0 y cambiar la condicién

a(Ay) > 0 VA, € G".
por
a(Ag) > € VA, € G™.

sin embargo, el problema es cémo elegir la €, ya que se ve que la escala juega
un papel central y necesitamos que la seleccién de la € sea robusta, es decir
independiente de la escala.

Una clave para la eleccién de una e adecuada, es la siguiente propiedad de
las mallas.
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Si

69

n—1l,m—1
area(G) = Z area(c;;)

i,j=1

y si G es una malla orientada, de €2, es decir si las celdas c¢;; de G tienen
orientacién inducida por la frontera de ) entonces

area(G) = area(Q)

y si @(G) es el promedio del drea de los tridngulos de las celdas de la malla,
entonces

area())

(@) m—Dn-1

area (¢;;) = area (T;) + area (T:}) + area (T:j) +area (T4-)

ij

4

2area (c;j) = Zarea (T;;)

k=1

Ql
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Corolario 12 @(G) es independiente de G, sdlo depende de m,n y por lo tanto
escribimos

porque m,n estardn fijas.

Si
A : R>— R?

es lineal y no-singular, entonces si G = A(G)

(&) s

a(@ ~ @)

Demostraciéon. Si 51 = A(A;) donde A; es un tridngulo de G y ﬁl es su
imagen, entonces es fdcil verificar que

o (zi) = det(A)a(A),

lo que implica

Ql

a(é) — det(A)a(q).
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es decir, el cociente

7

a@)

es independiente de la escala. m

Definiciéon 13 Una malla G de € es e-convexra si

« (Aq)
a@ €

vV A, eq.

La expresion anterior se puede escribir en forma compacta si introducimos

a (G) = mina(A,)
ar (G) = mix a(Ag)

Definiciéon 14 Una malla G de Q es e-convezxa si

a_ (G)
a@ = ¢
Como
a_(G) < @(Q) <oy (G)
entonces
a_ (Q)
a@ =1

lo que significa que para que existan mallas € — convexas es necesario que € < 1.
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Asi que de ahora en adelante estaremos interesados en generar mallas e-
convexas, lo cual puede ser un problema muy dificil numéricamente si el valor

Ja (@)
max{ =) | G; malla de Q}

es muy pequeno.

Definicion 15

a_ (G)
(@)

kE(G) = méx{ | G; malla de Q}

es el numero de condicion de la malla.

Si k(G) << 1, el problema de generar mallas e-convexa es muy sensible a
errores.

4.2.1. Funcionales Cuasi—Armodnicas

Una malla G de €2 se dice que es armédnica si es un minimo de la funcional
armonica, es decir si

H(é) = min H(G)

donde

N
1@ = 3

q=1

dado que las mallas arménicas, son usualmente suaves, estamos interesados en
calcular G de manera econdémica.

El problema préctico que se presenta, al tratar de calcular el minimo de la
funcional arménica es que la funcional sélo tiene minimizadores sobre el conjunto
de mallas G que sean convexas.

Sea

My () = {G| G es una malla de m x n de Q convexa} .
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Como vamos a calcular el minimo de la funcional arménica por medio de un
método iterativo, necesitamos un método que dado una malla inicial Gy con-
vexa, Gg € My (), genere una sucesiéon Gy, Ga, ..., G, de mallas convexas que
converjan a G. Un método de optimizacién que realizara el problema anterior no
serfa muy econdémico ya que seria un método de optimizacién con restricciones,

a(A,) >0V, €G.

Adems3s de que, el costo de generar G inicial convexa puede ser muy alto si
la region €2 es muy irregular.

En 1996, Tinoco construyé una familia de funcionales que dependen de un
pardmetro k,

YA,
@ = Yoy

y demostré que es posible obtener econdmicamente una malla cuasi arménica G
a partir de cualquier malla inicial es decir

G = min{H,(@)|a_(G)>0 y |kl <<1}.
La idea es la siguiente dada una malla inicial Gg elegir kg tal que
ko+a(ly) > 0 VA, € Go.
y calcular el minimo Gy de la funcional
i (G1) = Bsoe (@)
Tinoco demostré que
a_ (G1) > a_(Go),

asf que elige k1 < kg, tal que

ky + a (él) > 0.
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empleando (G; como malla inicial y se calcula el minimo de la funcional

H;. (G = in Hyg, (G
k1( 2) a,?(l}l)r—ll-kl kl( )

y demostré que este proceso, en un nimero finito de pasos, obtiene una G tal
que

y ko] << 1.

A continuacién, veremos que es posible construir otra familia de funcionales
que dependan de un pardmetro de tal forma que al cabo de un nimero finito
de optimizaciones sencillas, se obtenga una malla arménica. La idea bdsica de

e . . . 1 .
la familia de funcionales es cambiar el denominador m por una funcién
e
q

parecida pero que penalice las dreas negativas y gradualmente penalice més
cuando el pardmetro se acerque a cero.

Figura 4.1 Grifica de la funcién ¢, (a).

Sea ¢, (a) la funcién dada por



4.2. <-CONVEXIDAD 75

1
donde I, (@) es la recta que pasa por (w, ) v tiene la misma tangente
w

que ese punto es decir

1 1
b@ = (o) @)
1 o 1
w w w
_ z_£_2w—a
T ow w2 w?

con esta familia ¢, (a) definiremos la familia de funcionales

A estas funcionales las llamaremos cuasi-drmonicas debido a la siguiente propiedad.

Si G es una malla arménica convexa, entonces es posible elegir w > 0 tal
que la funcional F, (G) y H (G) coincidan en G, es decir que G es una malla

6ptima de las dos

Demostracion.

Fo(G)=H(G) si  a_ (é) > w.
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Algoritmo para generar mallas usando la

funcional Cuasi-Armdnica -

calcule 4y = arp Huwy (G

CON Lrg COMO CONAICION 1MIC1a

1] N Cry 0

{1} U Ly &5 una malla armaonica

4.3. Nuevo Funcional de Area

Como el problema de generacién de mallas convexas es central en este tra-
bajo, a continuacién se presentan las nuevas funcionales que son mads simples y
mas econdémicas.

Las funcionales discretas de drea se originan en los trabajos de Castillo e
Ivanenko. Sin embargo el enfoque de este ltimo ha sido el més efectivo por lo
que lo consideraremos a continuacién. Siguiendo el procedimiento estructural
para la construccién de funcionales discretas, la funcional de drea queda como:

pero esta funcional no genera celdas convexas sobre regiones irregulares, por lo
que fue necesario hacer una modificacién. Tinoco en su tesis doctoral y otros
trabajos encontré que una funcional efectiva para la generacién de mallas es-
tructuradas convexas era la k — Area funcional que es totalmente similar a la
de k — Suavidad, y es la siguiente
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- 1
A (@) = Z;kJra(Aq)

donde k£ > 0 es un pardmetro que se elige para penalizar las celdas de area
negativa, la idea es la siguiente:

Dada G¢ una malla inicial elegir ko de tal forma que ko + a (A,) > 0, para
toda A, de la malla, encontrar el minimo de la funcional G, Ak, (G) y usar
este como nueva condicién inicial, eligiendo k1 < kg y repitiendo el proceso hasta
que al cabo de un nimero finito de pasos se obtiene k,, < 0, esto quiere decir
que hemos obtenido una malla convexa .

Recientemente Dominguez-Mota, en su trabajo de doctorado buscaba
generar mallas convexas lo mds ortogonales posibles, para ello observé que tenfa
que combinar la funcional de ortogonalidad con una funcional que garantice cel-
das convexas. La tnica conocida hasta entonces era la funcional de k — Area de
Tinoco, por lo que se planteé el problema de si esta era el tnica y qué propiedad
tenfa que le permitia generar mallas convexas. Dominguez-Mota encontré que
una de las propiedades fundamentales es que la funcién

1
k+a

para « > —k es convexa y monétona decreciente, por lo que propuso sustituirla
por una funcién convexa y monétona decreciente para toda «a, como por ejemplo
e~  esoes

n

A (G) =) 8

q=1

y encontré que esta, en efecto, cuando se optimizaba a partir de una malla
inicial GGp, obtenia una malla 6ptima (G, con un nimero menor de celdas no
convexas, pero que aln no era convexa completamente dado que esta funcién no
tiene ningin pardametro, la idea que propuso entonces era recalcular el problema
para que las celdas no convexas "sean mds no convexas", si aplicamos ahora la
funcional siguiente:

As. (G) = ZefM(Aq)

aplicamos ahora el proceso de optimizacién con malla inicial G; = CA}'O. Vemos
que en efecto la nueva malla 6ptima G; es mucho mejor, Dominguez-Mota de-
muestra que si el problema tiene solucién, entonces el proceso anterior, en un
nimero finito de repeticiones, produce una malla éptima G convexa.

Finalmente Dominguez-Mota hace notar que es posible usar una funcién mas
econémica de evaluar que la exponencial y propone la funcién
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glz) =1~ (a—1) + (a—1)*

obteniendo la funcional Ass
N
Ass (G) = 53 ().
qg=1

Dominguez-Mota demuestra que si existe una malla convexa G de 2, entonces
para un valor suficientemente grande de ¢, la funcional

N
As3 (tG) = 253 (t (AEI)) )

alcanza sus minimos en mallas convexas.

Algoritmo para generar mallas £ —convexas
usando la funcional 4%

Dada una malla inicial Gp, e >0 v t=1

caleule & = arg mindss(1G)

con Gp como malla imicial

Hacer
g — &
to—

repita &l proceso

| ——— Terminamos



Capitulo 5

Herramientas esenciales
para generar mallas
Armonicas y
Cuasi-Armonicas de manera
eficiente

En este capitulo explicaremos las herramientas que usamos para obtener ma-
llas estructuradas armoénicas de manera eficiente.Primero daremos las férmulas
de la interpolacién transfinita, que se usan para construir una malla inicial,
luego, se explica, como al combinar funcionales es necesario normalizarlos y
como se lleva acabo esta normalizacién y al final, se explica como se utiliza el
método de Newton punto a punto para realizar la optimizacién de un problema
de gran escala.

En nuestro caso elegimos esta opcién por que el objetivo de este trabajo
fue el diseno de un sistema de software que sea sumamente econémico y no
requiera de grandes recursos de cémputo. Nuestro sistema corre en cualquier
computadora con sistema operativo MS-DOS.

5.1. El Método de Interpolaciéon Transfinita

Los métodos mas simples usados en la generacién de mallas son los basados
en interpolacién. A continuacién presentaremos la definicién de interpolacién
transfinita.

El método de interpolacién transfinita tiene la ventaja de ser de facil imple-
mentacién y muy rapido en comparacién con los métodos variacionales continuos
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y discretos que veremos mas adelante. Tienen sin embargo la desventaja de que
transmiten la falta de suavidad de la frontera hacia el interior y atun mads, para
regiones que no sean convexas, a menudo dan lugar a mallas dobladas; esto es
a mapeos que no son 1 — 1. Sin embargo debido a que estos métodos son usa-
dos extensivamente en Disefio Asistido por Computadora (CAD) y a que las
mallas que producen son usadas como punto de partida por los métodos que
se estudian mé&s adelante, es conveniente revisar al menos la versién més usada
de ellos: el llamado método de interpolacién transfinita (TFI). El lector intere-
sado en obtener una mayor familiaridad con estos métodos algebraicos puede
consultar [16, 32, 34, 46].

Para generar una malla sobre una regién € es necesario conocer las imagenes
de los lados del cuadrado unitario; esto es, se requiere del conocimiento de las
cuatro partes en las cuales la frontera de 2 es dividida y que son imdgenes
de los correspondientes cuatros segmentos de frontera de Bs. Supdngase que la
descripcién de la frontera de €2 estd dada por cuatro ecuaciones paramétricas:

Lp (f) s Tt (f) ) 0

IN

£<1

z (n), z, (), 0 < <1

Aqui los subindices b, r, t, [ son abreviaturas en inglés de bottom, right,
top y left. Por supuesto que se debe conservar la orientaciéon y, para que x
sea continua, se debe cumplir que en las esquinas los correspondientes mapeos
coincidan; es decir,

7 (0) = 2;(0) = 200
xp (1) = x.(0) =zq0
z. (1) = x:(1)=a1
2 (0) = (1) =zn

La férmula bésica de la interpolacién transfinita usa estos cuatro mapeos
para generar una malla sobre :

z(&mn) = (L=n)a (&) +nz (§) + A =&z (n) + &xr (n) —
[Enze (1) + &M =)z (1) + 7 (1 =&z (0) + (1 =€) (1 —n) x5 (0)]

y se obtiene de combinar la interpolacién lineal vertical

Ty (§m) = (L =n) Ty (§) + 1T ()

y la interpolacién lineal horizontal

Ty (&m) = (1 =T () +E7r ()
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y corregir con la interpolacién bilineal sobre el cuadrilatero o, T10, T11, To1

wpir (§,m) = (1 = &) (1 =) Too + & (1 — 1) Tro + 02t (§) +EnT11 + (1 — &) o1

es facil checar que coinciden con  x (£), x¢ (€), 1 (n), z-(n) sobre la
frontera.

x,(¢)

L]
L
_ x,(n)
xi(n)
- - ) _.
& . iy ({}
Figura 5.1 Segmentos de frontera de 0f).

El tdnico uso que le daremos a este método es el de generar una malla inicial
para el proceso de optimizacién, aunque, para regiones sencillas, generalmente
es la mejor opcién.

5.2. Combinaciones interesantes entre funcionales
Nuevos y Clasicos

Cuando describimos los funcionales cldsicos hicimos hincapié en la necesi-
dad de realizar combinaciones que nos conduzcan a resultados adecuados a las
propiedades geométricas deseadas. En el transcurso del capitulo anterior descri-
bimos funcionales que de manera automética nos conducen a mallas convexas,
tal es el caso de las funcionales S3 y H,,s; ahora combinaremos sus propiedades
con la de las funcionales clésicos.

La combinacién de funcionales logra generar mallas con caracteristicas de-
seables acordes a la ponderacién de ellos. Para contar con una buena combi-
nacion, es imprecindible lograr una buena normalizacién de las funcionales, con
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el fin de que los elementos involucrados se encuentren en un mismo plano de
valores.

Castillo y Barrera observaron la necesidad de combinaciones convexas entre
funcionales de valores semejantes

FC:UF1—|—(1—O')F2.

Cada una de las funcionales, ain contando con el mismo dominio de defini-
ci6on miden propiedades geométricas de magnitudes reales muy distintas; si de-
seamos combinar propiedades para trabajar con diversas funcionales, las mag-
nitudes de los valores deben ser semejantes, ver [24, 25].

Utilizando una adecuada normalizacion ﬁl, fg de las funcionales involu-
cradas estamos en condiciones de llevar a cabo una combinacién objetiva de
las propiedades geométricas a observar. Para contar con una combinacién en
porcentajes, usaremos la combinacién convexa descrita anteriormente

Figura 5.2 Funcionales con orden de Figura 5.3 Funcionales con orden de
magnitud distinta. magnitud igual .
ﬁ‘c = O'ﬁl—l-(l—()')ﬁg OSO'Sl

y de esta forma ponderar las funcionales F; y F5 normalizadas obteniendo la
combinacién promedio deseada. Un problema interesante es cémo encontrar una
normalizacién lo més adecuada posible.
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5.2.1. Normalizacion de las funcionales

La forma mds sencilla de normalizar valores de las funcionales es hacerlo con
respecto al valor esperado o deseado que se alcance en el minimo. El caso de la
funcional de drea es clave para entender esta idea. En [3] se mostré que el éptimo
de esta funcional, tiende a construir configuraciones donde los tridngulos cuentan
con drea uniforme. De ésta manera, en regiones regulares y en configuraciones
donde es posible conseguirlo. El valor de la funcional I4 (G) éptima es

I = Na*

por lo que la funcional normalizada de drea vendria dado por

En combinacién con otras funcionales, como por ejemplo Longitud 6 k—Suavidad,
debemos ser muy cuidadosos al medir el rango de valores donde se espera en-
contrar cada funcional.

Barrera y Tinoco sugieren observar a la funcional de Longitud de la siguiente
forma

N
I (G) = Zl (Ag)s  L(Ag) =g
qg=1
N N N
= Zlq - QZaq + 2Zaq
g=1 qg=1 qg=1
N
= (lg = 2q) + 8area (£2)
q=1
donde ) )
L(AA1A2A3) = [[A1 — Ao|” + [| A5 — As|
y

para de esta forma relacionarlo con el drea de la regién. Por una parte,

lg =20 > 0
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luego el valor minimo posible para Iy, (G) vendria cuando [, — 2, = 0 y en con-
secuencia el valor 6ptimo esperado serfa 8 - area(€2), por lo que la normalizacién
de la funcional queda

- 1 N
ILG) = §aream 2l

Para el caso de la funcional de Suavidad, observemos que su valor sobre un
tridngulo estd dado por

se sabe que f (A) alcanza un valor minimo de 2 sobre los tridngulos rectdngulos
isésceles[46], por lo que la funcional cuasi-arménica H,,(G) queda normalizada
con

En lo sucesivo cuando hablemos de estas funcionales tendremos en mente a las
ya normalizadas, a menos que explicitamente se comente lo contrario.

5.3. Método de Newton punto a punto

Cuando se trabajan funciones con un gran nimero de variables, debemos
tratar de explotar cualquier estructura que presente la funcién para tener algo-
ritmos mas econémicos. Muchas de las funciones de gran escala que aparecen
en la practica poseen una propiedad conocida como separabilidad parcial y en
los tltimos anos se han desarrollado métodos que explotan esta estructura en la
funcién objetivo.

En un problema de optimizaciéon separable la funcién objetivo puede des-
componerse en una suma de funciones simples que pueden optimizarse de forma
independiente, si tenemos
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flx) = fi(@)+ fa(z2) + o+ fo (z0)

entonces podemos encontrar el éptimo de f(x) minimizando cada funcién f;,
i = 1,...,n, de manera independiente. En muchos casos, realizar n minimiza-
ciones unidimensionales es mds econémico que el realizar una minimizacién
n—dimensional.

En muchos problemas de gran escala, la funcién objetivo
fR" =R

no es separable, pero puede escribirse como suma de funciones simples conocidas
como funciones elementales. Para cada funcién elemental es posible definir una
base ortogonal en R" de tal forma que el valor de la funcién no varie al movernos
sobre estas direcciones base. Si esta propiedad se satisface para todas las fun-
ciones elementales decimos que f es parcialmente separable. Todas las funciones
cuyas Hessianas son sparse son parcialmente separables, pero también existe la
separabilidad parcial en funciones cuyas Hessianas no son sparse.

La forma mds simple de separabilidad parcial aparece cuando la funcién
objetivo puede escribirse como

f@) = Y

donde ne es el nimero de funciones elementales y cada f; () depende solo de
unos cuantas componentes de la variable x, entonces los gradientes V f; y las
matrices Hessianas V 2 f; de cada funcién elemental tipicamente contendran solo
unos cuantos elementos distintos de cero. El gradiente y la matriz Hessiana de
la funcién f estdan dados por

Vi o= ) Vi)
=1

Vi o= > Vi)
=1

y si se aplica un método tipo Quasi-Newton para resolver el problema de opti-
mizacion es mas econémico actualizar por el método Quasi-Newton cada matriz
Hessiana elemental /2 f; (z) en lugar de actualizar toda la matriz Hessiana total.



5. HERRAMIENTAS ESENCIALES PARA GENERAR MALLAS ARMONICAS Y
86 CUASI-ARMONICAS DE MANERA EFICIENTE

En el problema que tenemos de generacién de mallas, podemos observar
que la funcional total a optimizar se describe como la suma de una funcional
aplicada a cada celda o a cada tridngulo de la malla; esto es, la funcional total
a optimizar trabajando por celdas. Es de la forma

Ne
Fz) = Zfi (@)

con

donde ¢; es una celda representativa de la malla y N. es el niimero total de
celdas, esto es, la funcional es parcialmente separable.

Las funcionales a optimizar para generar las mallas éptimas, como ya hemos
mencionado, son funciones parcialmente separables. Tienen un subespacio in-
variante grande. Entonces se pensé en realizar una optimizacién considerando la
funcién como una funcién separable, donde cada funcién elemental dependiera
solo de dos variables: las coordenadas de un nodo interior; esto es, se propone
una optimizacién nodo a nodo.

La idea es la siguiente:

Al optimizar una malla los nodos a la frontera permanecen fijos y solo nos
interesa realizar la optimizacién para los nodos interiores de la malla. Si con-
sideramos una malla de 3 X 3 como en la figura 5.4, entonces al realizar la
optimizacién resulta un problema de dos variables:

z=(2z1,2) € R%

[
<

Figura 5.4 Malla de 3 X 3.
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Si tenemos una malla de m x n el valor de una funcional sobre una submalla
de 3x 3 no varfa si movemos un nodo interior de la malla ajeno a esta submalla de
3 x 3. Entonces resulta razonable realizar la optimizacién de la funcional solo de
manera local, esto es, para cada nodo interior P;; extraemos la submalla de 3 x 3
formada por sus nodos vecinos, como se muestra en la figura 5.5. Y optimizamos
el funcional restringido a esta submalla de 3x 3. Como ya mencionamos se realiza
una optimizacién de solo dos variables.

Una vez realizada la optimizacién sobre este nodo, se reinserta la submalla
de 3 x 3 ya optimizada a su posicién en la malla original. De esta forma solo se
altera el nodo P;; en toda la malla.

i Boiaa
PH'l.j—l i+1,j 4141
P Fuj
bi=1 Pijs1
P-' 1 T
i-1j-1
P:—l,j Pl—:l,j-i-l

Figura 5.5 Malla de 3x3 con nodos vecinos del punto P;;.

Este proceso se hace para cada nodo interior de la malla, con lo que los
requerimientos de memoria son muy bajos. No necesitamos almacenar matrices
de grandes dimensiones, solo vectores y matrices de 2 X 2 que se utilizan en la
optimizacién local.
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5.3.1. Optimizacién local
Veamos ahora como es el proceso de optimizacién local. Tenemos una malla

de 3 x 3 y una funcional definida sobre los tridngulos de sus celdas.

Figura 5.6 Extraccién de una submalla de 3 X 3.

3

Insertar

—

Figura 5.7 Insercién de una submalla de 3 X 3.

Hay 12 tridngulos en la malla de 3 x 3 en los que interviene el nodo interior P,

éstos se ilustran en la figura.

Figura 5.8 Tridngulos asociados al punto P;;.

Entonces la funcional local por optimizar es de la forma
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f o= Zf(Ai)

con f (4A;) la funcional sobre el trigngulo A;. Calculando el gradiente y la matriz
Hessiana locales de 2 x 2 analiticamente, el sistema hace la optimizacién local
utilizando algunas iteraciones del método de Newton en dos dimensiones. Co-
mo ya mencionamos, no necesitamos almacenar mas que un vector de grandes
dimensiones el vector de variables totales. Localmente solo se trabajan vectores
y matrices de 2 x 2, por lo que el sistema puede operar con pocos recursos.

Los resultados obtenidos han sido muy satisfactorios, hemos generado mallas
6ptimas de grandes dimensiones con este proceso de optimizaciéon punto a punto.

Algunas veces cuando la funcién a minimizar es mas dificil, conviene modi-
ficar el método de Newton usando una regla de seleccién del tamano del paso,
véase [20].

En nuestro caso utilizamos un proceso de seleccién del tamano del paso, que
se conoce como “regla de Armijo” que es muy 1til y sencillo de implantar.

Si en x la correccién de Newton es pr y Zx4; = x + pr no decrece el valor
de la funcién, entonces se aplica el procedimiento:

Algoritmo para implementar la regla de Armijo

Seaa=1 y ¢£(01) [ usualmente 10-4%)

Hepita hasta que

fin
Termina con o,

y entonces la nueva correccion esta dada por
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Capitulo 6

Diseno e implementacion de
un sistema para la
generacion de mallas
estructuradas armonicas

6.1. Ciclo de vida de un sistema de informacién

El ciclo de vida de un sistema de informacién es un enfoque por fases del
andlisis y diseno que sostiene que los sistemas son desarrollados de mejor manera,
mediante el uso de un ciclo especifico de actividades del analista y del usuario.

Segun James Senn (Ver [45]), existen tres estrategias para el desarrollo de
sistemas: el método cldsico del ciclo de vida de desarrollo de sistemas, el método
de desarrollo por anélisis estructurado y el método de construccién de prototipos
de sistemas.

El método de ciclo de vida para el desarrollo de sistemas es el conjunto de
actividades que los analistas, disenadores y usuarios realizan para desarrollar e
implementar un sistema de informacion.

Al ciclo de vida de los sistemas de informacién también se le denomina ciclo
de vida de desarrollo del software. Las etapas tipicas del ciclo de vida de de-
sarrollo del software son: la investigacion preliminar, la definicién de objetivos,
el analisis de actividades, identificacién de los requisitos, identificaciéon de las
estrategias para cumplir los requisitos, planificacion, disefio(incluyendo el dis-
efio de la base de datos), creaciéon de prototipos, implementacién, revisién y
mantenimiento.

Este ciclo de vida hace énfasis en la identificacién de las funciones que realiza
la institucién que desea implementar el sistema, ya sea educativa (o bien una
empresa) y en el desarrollo de las aplicaciones que lleven a cabo estas funciones.
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Podemos decir que €l ciclo de vida de desarrollo del software sigue un enfoque
orientado a funciones. Ya que los sistemas se ven desde el punto de vista de las
funciones que se llevan a cabo. Por esta razén, el andlisis estructurado hace
énfasis en los diagramas de flujo de datos; siguiendo el movimiento de los datos
a través de una secuencia de transformaciones, y refinando éstas a través de una
serie de niveles.

Lo mismo ocurre en el diseno estructurado, que ve a un sistema como una
funcién que se descompone sucesivamente en niveles o subfunciones; concen-
trandose en las funciones donde la estructura de los datos son manipulados por
las funciones. Sin embargo estos sistemas tienen valor durante poco tiempo en
relacion con las necesidades de los usuarios a largo plazo. Esto sucede debido
a que al poco tiempo de haber instalado un sistema, las funciones implemen-
tadas son en realidad un subconjunto de las funciones que los usuarios realmente
desean. Casi inmediatamente, los usuarios descubren una gran variedad de ser-
vicios adicionales que quisieran incorporar al sistema. Estas necesidades causan
problemas a los sistemas obtenidos con un disefio orientado a funciones; puesto
que este diseno puede requerir una revisiéon importante para acomodar las fun-
ciones adicionales.

En contraste, el enfoque orientado a datos centra el foco de atencién en
el andlisis de los datos utilizados por las funciones. Esto tiene dos ventajas:
La primera que los datos son una parte considerablemente méds estable que
las funciones. La segunda ventaja que la propia estructura de un esquema de
base de datos (archivo) requiere de un anélisis sofisticado, de los datos y de
sus relaciones. Una vez construido un esquema para el archivo de datos, se
disenaran las funciones necesarias para sacar provecho del mismo. Sin embargo,
sin un esquema, el archivo de datos sélo es 1itil para una aplicacién. Por tanto, el
enfoque orientado a funciones puede ser bueno para el desarrollo a corto plazo,
pero pierde su valor real a largo plazo. Usaremos un enfoque orientado a datos;
los datos pasan a ser los cimientos sobre los cuales se puede construir una gran
variedad de funciones diferentes. En este capitulo se van a estudiar cada una de
las etapas del ciclo de vida de desarrollo del software, desde la perspectiva del
desarrollo de una aplicacién de bases de datos; siguiendo un enfoque orientado a
datos. Las etapas que seguiremos para el diseno y la implementacién del sistema
se muestran a continuacion.
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Figura 6.1 Etapas para el disenio e implementacién del sistema.
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6.2. Etapa A : Investigacién Preliminar

El grupo de generacién de mallas del departamento de mateméticas de la
facultad de ciencias de la UNAM, se crea a finales de los anos 80’s y con ello
el desarrollo de software, debido a la necesidad de automatizar los procesos de
generacion de mallas. En el ano de 1989 se desarrolla el primer programa GRID,
en el cual se plantea la necesidad de diseniar e implementar un sistema que tu-
viera la capacidad de resolver el problema sobre la bahfa de La Habana; este
sistema primario considera la generacién de una malla, a partir de una coleccién
de tridngulos orientados, que permita resolver un problema de minimizacién de
dreas hasta obtener una malla convexa; otra aportaciéon fundamental de este
sistema fue la implementacion del funcional de drea Barrera—Pérez, el cual fue
comparado con el funcional de drea de Castillo. Este sistema fue escrito en
lenguaje FORTRAN 77 las rutinas fundamentales y en lenguaje C, el programa
principal, se utilizé un graficador independiente elaborado en QUICKBASIC,
esto implementado en sistema operativo MS-DOS, uno de los principales logros
alcanzados por este sistema fue poder implementar rutinas de interpolacién, op-
timizacién a gran escala con tan escasos recursos logrando excelentes resultados.

Después en el afio 90 se crea el sistema MALLA 1.0, el cual fue elaborado en
PASCAL, el graficador de mallas en Lenguaje C haciendo uso de la biblioteca
grafica de Microsoft. Las aportaciones de este sistema radicaron en definir los
archivos de entrada y salida del contorno de una regién poligonal, asi como
aceptar regiones que contengan agujeros; los funcionales que se consideraron
fueron el funcional de drea de Barrera-Pérez y el funcional de longitud. Se utiliza
la idea de usar nuevamente tridangulos orientados ademds de utilizar trapecios,
se integraron los mdédulos de generacién inicial de la malla y de optimizacién.
Paralelamente se desarrolla el sistema SEGRED, que permite suavizar los datos
de la regién por medio de un proceso de interpolacién lineal y splines ctibicos
paramétricos. Esto permite suavizar los datos de una region, poligonal antes de
construir una malla sobre ella. Este programa fue escrito en FORTRAN 77, la
interaccion del sistema se efectiia en PASCAL. Paralelamente se desarrollaron
moédulos de Optimizacion, los cuales fueron utilizados para resolver el problema
de generacion de mallas. Se utiliza el compilador de Fortran Lahey que permite
trabajar en una PC y en una estacién de trabajo, se desarrollan las bibliotecas
graficas con lo que se permite visualizar el proceso de optimizacién de mallas.

Hacia el afio de 1994 se desarrolla la versién del sistema UNAMALLA 1.0
en esta versién se incorporan todas las ideas hasta el momento estudiadas, se
incorporan las utilerias para la creacién y edicién grafica de los contornos, se
incorpora la generacién de malla inicial mediante el método de interpolacién
transfinita (TFI); es posible visualizar graficamente el proceso de optimizacion;
se incorpora el proceso de optimizacién de Memoria Limitada de Nocedal. Més
tarde se desarrollaron sistemas experimentales para el suavizamiento de con-
tornos utilizando splines racionales, lo que dio como resultado la generacién de
mallas suaves y convexas sobre algunas regiones usando la funcional de Area-
Ortogonalidad y de Suavidad Regularizado.
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A mediados de la decada de los 90’s se desarrolls y se valido, el sistema
TRIANG, el cual utiliza triangulaciones de Delaunay con el propésito de com-
parar los resultados con los funcionales de Barrera-Pérez y suavidad formulados
sobre tridngulos orientados. Este sistema fue desarrollado en lenguaje C ANSI
haciendo uso de las bibliotecas gréficas de Microsoft 6.0; se consideré un for-
mato sencillo para el intercambio de archivos, el cual pudo ser utilizado para
la resolucién de algunas ecuaciones diferenciales parciales utilizando el toolbox
PDETOOLS de MATLAB.

UMALLA es el resultado de los estudios realizados por Gerardo Tinoco,
en este programa se desarrollan funcionales adaptivas de drea y de suavidad,
se considera una modalidad de optimizacién puntual que permite manejar ma-
llas de grandes dimensiones este sistema fue escrito en lenguaje FORTRAN de
Lahey, haciendo uso de las bibliotecas graficas desarrolladas hasta entonces.

En 1998 Irma Garcia desarrolla un sistema UNAMALLA v.2.0 para PC. que
incorpora las nuevas funcionales de drea y de suavidad en combinacién con las
funcionales cldsicas, en el cual se incorpora la optimizacién puntual de Newton,
se incorpora una modalidad de homotopia para lograr la combinacién convexa
de las funcionales adaptivas de drea con longitud y la adaptiva de suavidad con
drea cldsica. Se implanté la interfase con el usuario de forma que fuera la més
manejable posible, se incorporé al sistema una modalidad de suavizamiento
que consiste en aplicarle a la malla algunos pasos del optimizador utilizando
la funcional de longitud para eliminar muchas celdas no convexas en mallas
dobladas.

M3s tarde en 2003 Guilmer Gonzalez Flores desarrolla el sistema UNAMA-
LLA v.2.0 para X-Windows, donde el sistema puede ser utilizado en UNIX y per-
mite utilizar bibliotecas graficas de libre distribucién y portables; se implemen-
taron las funcionales desarrolladas por Tinoco. Hacia Finales de los 90’s se inicia
con la programacion del sistema UNAMALLA utilizando MATLAB aprovechan-
do que varias de las rutinas creadas tanto en Fortran como en Lenguaje C pueden
ser compiladas en MATLAB obteniendo resultados gréficos de excelente calidad,
esto permite elaborar pruebas rapidas para la implementacién de nuevas fun-
cionales asf como distintos métodos de optimizacion.

En 2005 Adriana de la Cruz elabora un sistema en MATLAB para la gene-
racion numeérica de mallas Armonicas-Adaptivas.

En el mismo ano Francisco Dominguez Mota, desarrolla en su trabajo Doc-
toral métodos efectivos para generar mallas estructuradas, convexas y cuasi
ortogonales en regiones irregulares y propone los nuevos funcionales de drea que
generan y mantienen la convexidad de las mallas, que son C? en todo el dominio.

Recientemente en 2008 César Carreén Otanez adicioné un médulo para el
tratamiento de contornos en el sistema UNAMALLA 3.0 para MATLAB.

Actualmente se trabaja en el desarrollo del sistema UNAMALLA 3.0 para
varias plataformas como parte del Macroproyecto: Tecnologias para la Universi-
dad de la Informacién y la Computacion de la UNAM en colaboracién con El
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Instituto de Cibernética, Matematica y Fisica (ICIMAF) de Cuba. Este traba-
jo es el que ha motivado a seguir desarrollando la implementacién del sistema
UNAMALLA, el propésito de construir un sistema de informacién para PC
titulado UNAMALLA 3.0, es aprovechar las rutinas elaboradas dada su modu-
laridad y portabilidad y asi poder observar, como un sistema que requiere de
escasos recursos de equipo de computo puede utilizar métodos de optimizacion,
métodos de interpolacion y nuevas funcionales sofisticadas y modernas que per-
miten resolver el problema de generacién de mallas en regiones irregulares de
una manera eficiente, y que puede ser utilizado por instituciones educativas para
resolver problemas de manera sencilla. Las versiones de los sistemas elaborados
por el grupo UNAMALLA de la facultad de Ciencias de la UNAM han sido
utilizados en diferentes instituciones del mundo en paises como: Alemania, Es-
tados Unidos en donde generalmente los avances tecnoldgicos y cientificos estan
a la vanguardia en esta drea; es por esto que el desarrollo de este sistema resul-
ta atractivo. Sin embargo un paso fundamental para el éxito del desarrollo del
sistema es la validacién de la calidad del software que se implementa mediante
un buen planteamiento de proyecto del sistema.

6.3. Objetivos de la investigacion

6.3.1. Objetivo General

= Disenar e implementar el sistema UNAMALLA 3.0 para PC para la ge-
neracién de mallas estructuradas armoénicas.

6.3.2. Objetivos Especificos

= Establecer la sustentacién tedrica del sistema, para la generacién de mallas
estructuradas arménicas.

= Disenar un sistema para la generaciéon de mallas estructuradas armonicas
lo mas funcional posible.

= Implementar el sistema en lenguajes de programacién Fortran y C.

= Evaluar la eficiencia y la eficacia del sistema mediante pruebas de labora-
torio elaborando reportes escritos.

6.4. Etapa B : Andlisis de las actividades

6.4.1. Documentacion descriptiva de los procesos

La programacién del sistema UNAMALLA 3.0 para PC, tiene como objeti-
vo la implementacién de las nuevas funcionales desarrolladas; en particular la
funcional Cuasi-Armoénica (Barrera 2007) y la funcional S3 (Domingez-Mota y
Barrera 2001). Dichas funcionales actian como métodos de barrera cuando se
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resuelve el problema de generacién de mallas. Una de las principales caracterfs-
ticas de estas funcionales es que al combinarse con algunas funcionales clasicas
permiten obtener mallas convexas en regiones muy irregulares; entre las combi-
naciones de funcionales que se consideraran en la implementacién seran:

S3 — Longitud

S3 — Ortogonalidad

Ss — area — Ortogonalidad
Hws — area

Huws — Ortogonalidad

Hws — area — Ortogonalidad

Para alcanzar este objetivo, se desarrollaran dos médulos el primero para la
generacién de contornos y el segundo para la generacién de mallas.

= Mdédulo de generacién de contornos: Debe considerar la opcién de crear el
contorno y decidir cuando el contorno es convexo.

= Mddulo para la generacién de mallas: Se debe considerar crear un menu
que sea capaz de leer contornos previamente definidos, asi como un sub-
médulo para la optimizacién donde se elegird el tipo de funcional, que
puede ser Cuasi-Arménica y funcional de drea tipo Ss.

6.4.2. Clasificacion de las actividades

El sistema de generacién de mallas estructuradas arménicas se basard en el
modelo conceptual que parte de un modelo simbdlico que contiene el modelo
matematico y las reglas que se seguirdn para implementar el sistema. A su
vez el modelo matemédtico serd estatico, este es el que se ha desarrollado para
modelar el problema de generacién de mallas y el modelo dindmico, en el cual
se considera el modelo numérico que serd utilizado para resolver de manera
eficiente el problema de generaciéon de mallas numéricas.

Nuestras dos principales dreas, como mencionamos, serdn la construccién
de dos médulos principales: el médulo de generacién de mallas y el médulo de
generacion de contornos.

= Mdédulo de generacién de contornos:

Debemos hacer la lectura de los datos de un contorno desde un archivo
6 bien debemos poder definirlo. Los contornos deben ser cerrados, el usuario
podrd definirlos con la ayuda del mouse y el teclado, marcando los puntos en los
lugares que desee definir su regién, la cual puede ser lo méds irregular posible.
Una vez definido el contorno deberd ser suavizado a través de un proceso de
interpolacion.



6. DISENO E IMPLEMENTACION DE UN SISTEMA PARA LA GENERACION DE
98 MALLAS ESTRUCTURADAS ARMONICAS

= Mddulo de generaciéon de mallas.

Debemos permitir leer archivos de mallas existentes para poderlas gene-
rar de manera 6ptima o bien se debe permitir reutilizar mallas ya generadas
previamente y volverlas a utilizar. Debemos generar cédigos que contengan la
implementacién de las nuevas funcionales; es decir, desarrollaremos cédigos 6p-
timos. Debemos generar archivos con la informacién de las mallas éptimas con
el objetivo de ser reutilizadas.

Consideraremos las necesidades de todos los tipos de usuarios que utilizardn
el sistema UNAMALLA 3.0, debemos considerar a 2 tipos de usuarios los ex-
pertos que modificardan con facilidad cada uno de los procesos y los inexpertos
que generalmente serdn aquellos que tendran que aprender a modificar los para-
metros a través de la experiencia, realizando varias pruebas con el sistema y el
manual de uso del sistema, este tipo de usuarios generalmente serdn estudiantes
entusiastas que desean aprender el proceso de la generacién de mallas o bien
usuarios de la rama de ingenierfa que necesitan generar una malla inicial para
la solucién de algtin problema especifico. En la siguiente subseccién se presenta
el mapa de procesos que seguiremos en el diseno e implementacién del sistema
UNAMALLA 3.0 para PC.

Generacion de
Mallas
Estructuradas
Armonicas

Modelo Modelo
Simbdlico. Matematico.

Reglas a seguir
parael sistema Modelo

(Modelo Matematico. Exfatico Dhiagico
Numerico).
i
Analitico

Numérico

Generacion
Numérica de

Mallas

Figura 6.2 Modelo conceptual para generar mallas estructuradas armdénicas.
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Mapa de procesos
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Figura 6.3
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6.5. Etapa C : Identificacion de los Requisitos

6.5.1. Rango de alcance del sistema

El uso de tecnologias informédticas y de automatizaciéon dentro de la inves-
tigacion cientifica, abarca actualmente espacios muy importantes por la amplia
posibilidad que se aporta en la generacién y transmisién de los conocimientos,
debido a que este tipo de tecnologias requieren que sean dirigidas hacia la efi-
ciencia, esto implica que debamos prever este aspecto, el tipo de tecnologia a
utilizar y el alcance dentro del proyecto que estamos planteando.

Por tanto nosotros estamos interesados en que el sistema UNAMALLA 3.0
para PC, se disene e implemente con los mds importantes avances tecnolégicos
tanto en la construcciéon de nuevas funcionales, como en los métodos utilizados
para el proceso de optimizacién, de tal manera que el sistema en su conjunto
sea lo m&s econémico y eficiente posible, esto deberd ser respaldado por las de-
cisiones de los modeladores matematicos y los desarrolladores de Software, para
que la resolucién de generacién de mallas sea lo mds amigable posible para los
usuarios potenciales. Como usuarios potenciales se consideran a estudiantes uni-
versitarios y a cientificos de las areas relacionadas con problemas que requieran
de una generacién de mallas.

En el drea educativa sentaremos nuestra atencién en fomentar en los es-
tudiantes una actitud y capacidad intelectual amplia y diversa sobre tépicos
de la generaciéon de mallas estructuradas armoénicas, asi como en los conceptos
bésicos de optimizacién para adquirir experiencia en el manejo de los pardmetros
necesarios para los procesos que se desarrollan en el sistema.

En el area cientifica se pretende que especialistas en el tema se interesen
en los métodos utilizados para obtener mallas eficientes a través del sistema,
ademds de interesarse por los aspectos considerados en la calidad de las malla
(convexidad, drea, ortogonalidad, Epsilon—ConveXidad); asf como en los procesos
de optimizacién.

Areasz en las que se utilizara el sistema UNAMALLA 3.0

» Purs que o slumng us fsmilarion com problemsas centfioos ¥ s

& benpein e s o Formoonshes Sofislade
& npdement skt de mdtodos de optimipscion

Figura 6.4 Alcances del sistema UNAMALLA 3.0



6.5. ETAPA C : IDENTIFICACION DE LOS REQUISITOS 101

l sistema UNAMALLA 3.0 como competidor potencial ante sistemas desarrollados a nivel
mundialen el sector Educativoen [a generacion de mallas estructuradas armonicas

1 Crace constantementey permite
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| sstemassimilares ,-" Vi
'.‘_ Constantemente se renuevan s
Areade Funcionales \ / exigencias de los productos
(Requerimizntos)
—C\_
N

A

Setoman decisiones Acertadaspor parte
\‘j delos modeladores matematicos asicomo
porlos desarrolladores de Software

&
3 y [ Mtamente fcente y permie f8
-\ reduidndecastoscomputacionales
~ Mejoraconstante mantenimientoy /L \, w

actualzacion de Funcionales, Rutinas | —— e
(e Optimizacidn, i

\
bY

Resolucion de Problemas de Generacin de

Mallas
\l

S puede considerarcomounsistema
inteligente

Figura 6.5 Alcances y perspectivas del sistema UNAMALLA 3.0
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6.5.2. Requisitos Especificos

Requisito funcional 1: Ménu Principal.
= Resumen: Requeriremos de un entorno de trabajo donde se visualicen
los submenus de contornos y mallas y la salida del sistema.

= Entrada: Para ejecutar el sistema el usuario no requiere de ningiin pardmetro
de entrada.

= Procedimiento: Controla y distribuye las tareas principales del sistema.

= Salida: Todo el trabajo se realiza en curso y sobre el sistema.

Requisito funcional 2: Construccién de contornos.

= Resumen: Requeriremos de una herramienta que nos permita la cons-
truccién de un contorno.

= Entrada: No hay elementos de entrada, puesto que se lleva acabo la
construccién de la regién de trabajo.

= Procedimiento: Se definen los segmentos de contornos introduciendo los
puntos, aqui se hard uso del mouse. Conforme se vayan introduciendo los
datos para el contorno estos se anadiran a una lista en memoria para
desplegar posteriormente estos datos en la pantalla ya enumerados. No se
debe permitir que haya puntos repetidos.

= Salida: Al finalizar la captura, de la informacién del contorno esta per-
manecerd en memoria y el usuario podra trabajar con ella durante su
ejecucion.

Requisito funcional 3: Lectura de contornos.

= Resumen: El sistema debe poder efectuar la llamada de un archivo exis-
tente de datos de una regién determinada.

» Entrada: Nombre del archivo.

= Procedimiento: Mediante un browser el usuario debe elegir el nombre
del archivo y senalar la ubicacién.

» Salida: El contorno en memoria.

Requisito funcional 4: Definicién de fronteras.

= Resumen: Se deberd asignar los segmentos de frontera de la regién que
serd mapeada a las correspondientes fronteras del cuadrado unitario.
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= Entrada: Un contorno que ha sido definido con anterioridad, ya sea en
pantalla o bien en un archivo. Si las fronteras ya estan asignadas se tendra
la libertad de modificarlas.

= Procedimiento: Se debe de tomar en cuenta una modalidad para elegir
automaticamente una distribucién de segmentos de frontera, buscando
uniformidad a 4 partes del contorno. Utilizando opciones de control y
campos de entrada para modificar la eleccién permitiendo elegir la opcién
para que sea aceptable.

= Salida: Se contard con un contorno donde no haya un pico hacia adentro

y en principio se pueda obtener una malla convexa; es decir que no se
doble.

Requisito funcional 5: Guardar informacién del contorno.

» Resumen: Una vez creado el contorno es itil contar con la informacién
en disco en formato [nombre del archivo].con.

= Entrada: La informacién del contorno en memoria y el nombre del archivo
que se desea guardar.

= Procedimiento: Se desplegars en pantalla la opcién de guardar contorno.

» Salida: El archivo del contorno en disco.

Requisito funcional 6: Generacién de la malla inicial.

= Resumen: Una vez que se cuenta con un contorno aceptable, podemos
generar una malla por interpolacién que nos permita usarla como punto
de partida o inicial para el procedimiento de optimizacién involucrado en
la generacién de la malla por métodos discretos. El método TFI de inter-
polacién permite conservar la frontera de la regién poligonal y propaga las
singularidades al interior de la regién.

= Entrada: Un contorno aceptable en la asignacién de la frontera y la di-
mensién de la malla.

= Procedimiento: Por medio del campo de entrada se introducira la di-
mension de la malla y se generard de manera automatica la malla inicial.

= Salida: Si la eleccién de dimension de la malla es adecuada para obtener
una malla que conserve la forma poligonal sin que el contorno deje de
ser aceptable, tendremos una malla inicial. En caso contrario no se podra
trabajar con el resultado.

Requisito funcional 7: Lectura de mallas.
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= Resumen: Se requiere trabajar con mallas que se han generado previa-
mente o bien continuar con el trabajo que se realiza sobre ellas. Para llevar
a cabo este proceso se requerird llevar a la memoria una malla en disco.

= Entrada: Un archivo de mallas en formato [nombre del archivo].red.

= Procedimiento: Por medio del campo de entrada se introducira la di-
mensién de la malla y se generard de manera automatica la malla inicial.

= Salida: Si la eleccién de dimensién de la malla es adecuada para obtener
una malla que conserve la forma poligonal sin que el contorno deje de
ser aceptable, tendremos una malla inicial. En caso contrario no se podra
trabajar con el resultado.

Requisito funcional 8: Herramientas de despliegue grafico.

= Resumen: Una herramienta que ha abierto mucho el estudio posterior de
los métodos discretos es implementar la visualizacién de la malla conforme
se va obteniendo en la pantalla de la computadora, esto permitird observar
los puntos discretos y observar como se va obteniendo hasta que se obtenga
la convergencia, asi como para el andlisis de los resultados.

= Entrada: Una malla en memoria.

= Procedimiento: Con la malla en memoria se tendra una ventana subdivi-
dida en dos donde se desplegard la evolucién de la misma, en la subdivisién
continua se desplegard la informacién de los pardmetros més importantes.

= Salida: Despliegue en pantalla.
Requisito funcional 9: Optimizacién de la malla.

= Resumen: El proceso de optimizacién de una malla tiene como papel
fundamental lograr propiedades éptimas de acuerdo a las funcionales dis-
cretas, esto es que la malla que se obtenga esté cerca de las propiedades
de la funcional. Aqui se deberan utilizar las nuevas funcionales discretas
para la obtencién de mallas suaves y convexas.

» Entrada: Una malla en memoria.

= Procedimiento: A través de una serie de opciones y ments el usuario
podra elegir la opcién que desee 6 bien usar las predeterminadas. Al eje-
cutar la opcién de realizar el procedimiento deberd aparecer en pantalla
una ventana donde se muestre el desarrollo de las iteraciones asi como
en pantalla podré verse gréficamente como el proceso de optimizacién va
evolucionando hasta encontrar la malla éptima.

= Salida: Una malla optimizada.
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Requisito funcional 10: Guardar informacién de la malla a disco.

= Resumen: Una vez obtenida la malla serd necesario guardar la informa-
cién en disco para su uso posterior.

= Entrada: Una malla en memoria y el nombre del archivo donde se guardaran
los datos.

= Procedimiento: Se desplegard en pantalla la opcién de guardar archivo.
= Salida: El archivo de la malla en disco.

Requisito funcional 11: Eleccién del funcional a utilizar en la
optimizacién de la malla.

= Resumen: Antes de iniciar la optimizacién se debe elegir, una funcional
adecuada que serd utilizada como funcién objetivo en el proceso de la
optimizacion.

s Entrada: Una malla en memoria.

= Procedimiento: Se desplegard un submenid donde se debe elegir la fun-
cional a elegir.

= Salida: La funcional que se elige como funcién objetivo en el proceso de
optimizacion.

6.5.3. Requisitos de interfase externa

Interfase con el usuario.

1. La interfase con el usuario debe de ser amigable, se debe de utilizar recur-
sos como mouse y teclado.

2. Deseamos tener un sistema totalmente gréfico por lo que la interfase debe
de fécil manejable para el usuario.

3. Se debe tener interaccién entre las tareas de tal manera que los procesos
de contornos y mallas se encuentren totalmente identificados.

Interfase con el Hardware.
= Se debe contar con sistema operativo DOS.
Interfase con el Software.

= Para el despliegue grafico se utilizardn librerias creadas en lenguaje de
programacién C.
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6.5.4. Requisitos no funcionales

El sistema debe de contar con los siguientes atributos.

= Disponibilidad: El usuario debe de poder ejecutar el sistema en cualquier
momento, siempre y cuando se encuentre trabajando en el sistema de
ventanas de la computadora.

= Mantenimiento: El mantenimiento del sistema es un factor fundamental
en futuros desarrollos. Si se prevee que el sistema cuente con maédulos
que puedan ser actualizados mediante la sustituciéon de sus componentes
esto permitird su crecimiento con un costo minimo. Ademés si se cuenta
con una documentacién adecuada permitiremos que un mayor nimero de
usuarios puedan participar en desarrollos futuros.

6.6. Etapa D : Evaluacién de los sistemas exis-
tentes

El sistema que se evalué fue el sistema UNAMALLA para PC. 2.0. Este
sistema resuelve el problema de generar mallas 6ptimas en regiones planas irre-
gulares la manera de generar es por medio de un proceso de optimizacién. El
problema de generacién de mallas se resuelve siguiendo el orden siguiente:

Primero se genera una malla inicial a través de TFI (Interpolacién transfini-
ta), después se optimiza una funcional que refleja alguna propiedad geométrica
buscada en las mallas; después se genera una sucesién de mallas que convergen
a una malla éptima.

La programacion del sistema UNAMALLA para PC. 2.0. es modular lo que
permite que sea facil de modificar, este sistema tiene implementado el método
de Newton punto a punto para obtener mallas 6ptimas.

Este sistema considera 2 modos de interaccién el modo manual y el modo
automdtico; el modo automédtico contiene pardmetros determinados por tanto
no se requiere ser un usuario experto que domine los conceptos de generacién de
mallas, el modo manual permite que el usuario modifique parametros de acuerdo
a su experiencia en la generacién de mallas.

Este programa permite crear contornos y manejar contornos ya existentes,
ademds se pueden leer mallas 6ptimas y guardar mallas obtenidas; entre las
funcionales que se tienen implementados en esta versién del sistema se encuen-
tran disponibles cuatro combinaciones entre las funcionales bésicas de drea, k
-Suavidad, Longitud, k-area y Ortogonalidad.
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w(k — Suavidad) + (1 — w)area
w(area) + (1 — w)Longitud
w(k — area) + (1 — w)Longitud

area — Ortogonalidad

El usuario debe de dar un peso asociado a la primer funcional en la combi-
nacién convexa a trabajar la cual se escoge en el intervalo

0<w<0

Este sistema utiliza el método de Newton que requiere de utilizar la matriz
Hessiana y del gradiente de la funcional calculadas analiticamente esto per-
mite utilizar 2 métodos de solucién para resolver el sistema lineal, el método
componente a componente y el método simultaneo.

Ahora se presenta una serie de ejemplos de mallas generadas por el sis-
tema, para llevar estos se utilizaron las combinaciones entre la funcional de
k — Suavidad y drea Clasica con w = 0,25 y la combinacién entre k — area y
Longitud con w = 0,75.

Mallas obtenidas con las funcionales de k — Suavidad y drea Cl&isica.

Figura 6.6 Mallas generadas con las funcionales K-Suavidad y drea Clasica.
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Mallas obtenidas con las funcionales de k — area y Longitud. I

Figura 6.7 Mallas generadas con las funcionales k-area y Longitud
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6.7. Etapa E : Identificacion de las estrategias
para cumplir los requisitos

En esta seccion definiremos las estrategias necesarias para llevar a cabo cada
uno de los requisistos.

1. Hacer una detallada revisién del sistema UNAMALLA 3.0 para PC.

2. Identificaciéon de cada uno de los mdédulos del sistema UNAMALLA 3.0
para PC. (Generacién de la malla Inicial, proceso de optimizacién y la
eleccién de la funcional)

3. Analizar con detalle el médulo del proceso de optimizacién sobre todo
dedicar tiempo en el anélisis del método de Newton y observar su evolucién
durante el proceso de generacién de mallas.

4. Implementacién de las funcionales Arménicas y Cuasi-armonicas.

5. Validacién de la implementacién de las funcionales haciendo una serie de
pruebas con diferentes contornos sencillos (cuadrado, pentdgono etc); rea-
lizar el mismo proceso con regiones complicadas (la Habana, Sudamerica,
Rusia etc).

6. Si se detecta algiin problema en la solucién del problema de optimizacién
del tipo numérico solucionarlo de la manera mas eficiente.

7. Modificar salidas de resultados de tal manera que se obtengan ambientes
amigables que permitan que el usuario comprenda de manera sencilla cada
proceso que se involucra en el sistema.

6.8. Etapa F : Diseno del Sistema UNAMALLA
para PC 3.0

Para el diseno del sistema se debe de preservar la modularidad del sistema
en base a rutinas existentes de sistemas anteriores esto permite seguir agregando
modulos faciles de adaptar en sistemas posteriores. La base que se tomard sera el
sistema UNAMALLA para PC 2.0; ademds se adicionaran las funcionales Cuasi-
Arménicas y la Epsilon-Convexidad, para lograr este objetivo se procederd de
la siguiente manera:

1. Tendremos un menu principal el cual contars con las opciones de contorno,
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malla y salida del sistema.

Contornos

I Menu Principal I

Figura 6.8 Diagrama de bloques del médulo ment principal.

2. El mend contorno debe permitirnos contar con un submentd donde se ten-

drén las opciones de generar contorno, lectura de datos, guardar datos,
generar una malla inicial. Si nosotros deseamos generar un contorno se des-
plegard la opcién definir frontera, esta opcién deberd permitirnos definir
los segmentos de la frontera y hacer la definicién de las fronteras, la cual
podréd ser manual o bien deberd contar con la elecciéon automética de la
definicién de fronteras. Se tendrd la opcién de continuar y después se
desplegard un submenu para guardar la informacion, esta nos permitird
salvar el contorno que se ha definido por el usuario. Dentro de esta op-
cién también podremos proporcionar las dimensiones de la malla que sera
utilizada como malla inicial y a la cual se le aplicard una interpolacién
transfinita.

Generar Definicion de
Contorno frontera
Lectura
Contornos

e Guardar I

Generar Malla
Inicial

Figura 6.9 Diagrama de bloques del médulo de contornos.

El meni malla nos debera desplegar un submeni donde se desplegaran
las opciones de leer una malla existente, guardar una malla, optimizar,
definir el alfa limite y la opcién de salida. Si elegimos la opcién de leer
se desplegard el submeni malla en este se tendrdn las opciones de dar
nombre, buscar un archivo existente y la opcién de salir. Ya que elegimos
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el archivo se desplegard informacién de la malla en caso de leer un archivo
de una malla que fue creada con anterioridad. Si elegimos la opcién de
optimizar se desplegard el tipo de la funcional que se desea utilizar esta
puede ser Cuasi-Armoénica o bien del tipo S3, se debera desplegar otro
submenti donde se preguntard si se desean definir los pardmetros para
efectuar la optimizacién, esta podré ser hecha manualmente o bien de
forma automdtica con pardmetros preestablecidos. Si se elige de forma
manual se tendréan 2 subments uno para las funcionales Cuasi-Armoénicas
y otro para las funcionales del tipo S3. Se elegira el tipo de optimizacién
que se desea hacer Newton componente-componente o simultdneo, a su vez
se tendrd un submenu donde se desplegara si se desea hacer la optimizacién
utilizando las condiciones de Armijo o bien sin las condiciones de Armijo.

Lectura I

Graficas ]
Mallas I
Optimizacion I

Guardar

Figura 6.10 Diagrama de bloques del médulo mallas.

Area

Cuasi-Armdnico ﬂfluwnalldﬂl

Area-
Ortaganalid

Optimizacidn __.@
Longitud
33 Ortogonalid \

Area-
Ortogonali

Figura 6.11 Diagrama de bloques del médulo optimizacién.
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Comp-Comp

S5in Armijo

Q)—o[ﬂewton_

Simultaneo

Sin Armijo

Figura 6.12 Continuacién del diagrama de bloques del médulo optimizacion.

4. Después de haber definidos los mdédulos del sistema estos serdn ensam-
blados en un programa principal donde se seguird la estructura que se
muestra a continuacion.

Generar Definicion de

Contorno frontera

—_———— Lectura
jt ‘ Contornos —
o e
- = Guardar

.| Generar Malla

Menu Principal I Inicial
S
b
B I
" | Lectura
S R Graficas |
Mallas

A { Optimizacién

Guardar

Figura 6.13 Diagrama de bloques del sistema UNAMALLA 3.0
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6.9. Etapa G : Implementacién del Sistema

+H

UMAHALLA Generac [da do Hallas Sobre
By |omers: Flamas | b

Falla
Talida

URL: B tp: e, safenat cas . meism, serinanal s

Figura 6.14 Ment principal sistema UNAMALLA3.0.

= El menu principal nos muestra las opciones de contorno, malla y salida
del sistema.

UEERALLRA: Goweraciin de Fallss Sobre RO
Reglores Planas Irregulares

[f] Segmants
" de Frowlera

Bef. Segnentiox
i Elecc i fufo.

Figura 6.15 Submenu segmentos de frontera.

= Si el usuario elige la funcién contorno se desplegara el subment segmentos
de frontera aqui podemos elegir las opciones: Definiciéon de segmentos, ele-
ccién automética, una vez que hemos elegido la opcién deseada el usuario
podra elegir continuar
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UNBAALL W Comirac i5a & Mallis Sobew (K]
Regiones Ml Irregs lares

Figura 6.16 Opcién salvar contorno en el sistema UNAMALLA 3.0.

= Después el usuario podrd guardar la informacién generada, con la opcién
salvar contorno, por ultimo se seleccionard la opcién salvar contorno.

UNANBLLA: Damira i o M| ik Sl (i)
o bt Flanas [rrimliees

Figura 6.17 Definicién de las dimensiones il de la malla.
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BHANNLLA  Gowsracion de Sl Sobes .M
hegicomrs. Flaras Irigalasics

Bl fnic i de
ut dipee o

Bimer jom |1
I

Figura 6.18 Definicién de las dimensiones jl de la malla.

= Debemos definir las dimensiones de la malla esto lo podremos hacer con
il, jl.

URARALLA  Gesreciin de Ml lan Sobre
Boylcom: i [rrope lurms

Mlle
10T

Figura 6.19 Menu principal sistema UNAMALLA 3.0.

= Después de haber definido el contorno regresamos al meni principal donde
podremos elegir la opcién del mend malla.
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Figura 6.20 Mentd malla.

Ahora se desplegara un submenu de malla donde se tienen las opciones

= Leer : en esta opcién se permite elegir un contorno
generado previamente o bien una malla generada previamente.

DOBRALLE e b fallo S p.‘ﬁ
B fowtey: [Mlinary Bl

Figura 6.21 Opcién leer malla.
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= Guardar :  nos permite guardar la malla generada.

PEANBLLA:  Goseracin de Mallas Solre Ex M
Regimes Manis [rrogulices

[plulur
P 4 lin
Salir

Figura 6.22 Opcién guardar malla.
= Optimizar :  nos permite elegir el método para optimizar.

= Asigna a_limi : se define el valor de alfa minima, se despliega
un subment donde se tienen las opciones para asignar el valor de alfa esta
puede ser de forma manual o bien de forma automatica.

[ UMANELLE:  Ceersciin de malla Sober LN |
Begioms Flisi: [rrigelans

Tpinizar

Salir

Frlomaticy
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Figura 6.23 Opcién optimizar malla.

Figura 6.24 Opcién asignar valor de alfa.

= Si el usuario elige la opcién de optimizar se desplegard un submenu donde
se podra elegir el tipo de la funcional la cual puede ser del tipo armdnica
o bien del tipo S3. Si es del tipo cuasi armoénica, se desplegard el submenu
donde se presentan las diferentes combinaciones.

S3 — Longitud
S3 — Ortogonalidad
S3 — area — Ortogonalidad

de la misma manera se despliega un menu similar para las funcionales del tipo
cuasi armonica.

Hws — area
Hws — Ortogonalidad
Hws — area — Ortogonalidad
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UN@EALLR Eevwruc ion de Mallas Sobre x|
Bejhomes Plamss [rrogslares

Figura 6.25 Submenu elige funcional.

Fl siguiente meni que se desplegara serd el de la optimizacién la cual puede
efectuarse de manera automatica donde se utilizarén los pardmetros determina-
dos, o bien de manera manual se desplegara un submend con las opciones:

eMétodo de Newton Componente a Componente

eMétodo de Newton Simultaneo.

WOERNELLA:  Gewrahin de Ml Sobre Lt
Bogices Planes brrgulices

Figura 6.26 Subment elige método de optimizacion.
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6.10. Etapa H : Revisién posterior a la Imple-
mentacién

En esta etapa se efectuaron una serie de ejemplos; se eligieron 3 regiones
irregulares para nuestros ejemplos que son la regién de Sudamérica, Rusia y el
Cisne.

Primero se generaron mallas iniciales utilizando TFI, en ellas se observé que
las mallas no son convexas, después se procedié a optimizar las mallas utilizando
el método de Newton, se aplicaron 2 técnicas diferentes para resolver el sistema
la componente a componente y el método simultaneo, el objetivo de utilizar
estos métodos es observar la eficiencia de ellos en la solucién de un problema de
gran escala como es la generacién de mallas.

Otro punto de interés tratado durante esta etapa fue observar la eficiencia
de utilizar tanto la funcional S3 como la funcional H,,.

Ejemplos $; — Longitud I

UNAKALLA 3.8: Generacidn Hunerica de Mallas SUD3B.RED 39w 38

sobre Regiones Planas Irregulares

ILIK =

PACT = .1
PANT = .8
ECOHU=
AHIN = . 1Z65E-B1
AMAK = . 3531E+81

WRCTP = @
ICOPT = &
HITER Ey
IHOCOW = &

F = L 157HE+B1
VB = S3GHE-BZ

TIEHPO = @:31:60

ESPACIN = PAUSA

TERHINE OPTIMIZACION
UPRIHE UNA TECLA PARA CONTIHUAR

Figura 6.27 Ejemplo funcional S3-Long. Sobre regién Sudamérica 30x30 por lado.
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IMNPRLLE 2B Goserstidm Mmerice de Malles [L BN 1 ] 4
wohre Regiones Mlasas [rrequleres

TIE =

EFCIT = PR

TOMINE OPTIH RIS
SPRIRT WA TEILA Pl COWTIHAS

Figura 6.28 Ejemplo funcional S3-Long. Sobre regién Habana, 40x40 por lado.

USFPRLIA 3.8: Genpracicn Maserice de Malbss e« ®
sabra Begloees Plams Irrequlases

M =
3G =
WE TR}

LA
T =
Mt

fin IS
PN =
5

L Hi
IIET =
NIER

TN =

Po=
G

CICID = FER

TERAINE OFT|MI2AC 10N
(FRIFE W [ICLA PRAR CONT IHLRE

Figura 6.29 Ejemplo funcional S3-Long. Sobre regién Cisne, 40x40 por lado.
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EJ emplos S3 — Ortogonalidad I

IMAHALLA 3.8 Generacidn Mumerice do Hellas WDA.RED GEx 30
sobre Reqlones Planas [reegulares

b1 = 407
ECONU= 1Ak
AHIN = .
AN = GHEAE

HRCTE = 7
ICOPT = G
HITER = 4
IR = #

¥ = . 1RA3E-GH
HITHER vrei

TIEHPD = 2:10; &

ESFACID = PSR

TERHINE OFTIHIZACION
OFAIME UNA TECLA PARR COMTINLAR

Figura 6.30 Ejemplo funcional S3-Ort. Sobre regién Sudamérica, 30x30 por lado.

el 38 Geverscion Meserbce de tallis hE_1 0 [ ]
whre Roglones Pl Irregularss

DN s GFE N[N
CPRISE W4 TECLA Prie CONT IMLRR

Figura 6.31 Ejemplo funcional S3-Ort. Sobre regién Habana, 40x40 por lado.
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LA 3.8 Geweracitn Memerica de Malles CESELE kD #
wbre Megioes Flones [rovplares

nK =
T
M=

Kin
T -
BT =
et
LUE
L

WP -
IOET =
HITR =

|WIIN =

EEPRCID = TIER

TERINT (BFTIN[ZCIN
OFRIME O CTLLN PR CONI DA

Figura 6.32 Ejemplo funcional S3-Ort. Sobre regién Cisne, 40x40 por lado.
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EJ emplos Ss — area — Ortogonalidad I

IMRLLA 10 Genaracide Mesarica dé Mallus 0. N ]
sobri Regiomes Planat [rrogulanes

K -
ZI0W o
T

M
LT+
LE
BN
L L]
B

WL
1ot -
Nm =
Lie}

i =

P ENRCID « MEA
AL (PN
(I | TECLA [ CONCT DR

Figura 6.33 Ejemplo funcional S3-area-Ort. Sobre regién Sudamérica, 30x30 por lado.

el 38 Geverecioe Meserics de Sallis hE_1 0 [ ]
whre Raglones Plasss Irregularss

DN N QP T MIZRC 0N
CPRIAE WA TECLA PriRe COWT MR

Figura 6.34 Ejemplo funcional S3-area-Ort. Sobre regién Habana, 40x40 por lado.
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SMILLA 3.8 Ceweracion Memerics de Malles ClEdE kD #
wobre Begiowes Floses [rrvgulares

K
10 -
M=

Hin
Lin]
FEl =
et i
[ ILE
L

WCIF =

TEmisT @TIRIGEIN
[FIRE O TN i GO DA

Figura 6.35 Ejemplo funcional S3-area-Ort. Sobre regién Cisne, 40x40 po rlado.



6. DISENO E IMPLEMENTACION DE UN SISTEMA PARA LA GENERACION DE

126 MALLAS ESTRUCTURADAS ARMONICAS
Ejemplos Hws — area I
IMRFLLE 18 Comerachia Meerice deMelln  SNRE ¢ R

wobre Fegiomss Planas Lrregulares

Figura 6.37 Ejemplo funcional Hws-area. Sobre regién Habana, 40x40 por lado.
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Figura 6.38 Ejemplo funcional.

NPHALLA 3.8: Cereracion Nunerica de Yllas
soire Regiaes Flanas Irregulares

CISRHD 4+

==

.

==

=

TN =
16K =
HET000-

LK =

1100 -

ESHACIO = PALSH

TERMINE FTIHTZACION
OPRIHE UWA TECLA PRRA CONTINURR

Hws-area. Sobre regiéon Cisne, 40x40 por lado.
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EJ emplos Huws — Ortogonalidad'

LR L0 Gowrachin Mewerica de falla  WERAD 9: R
oiee Megioms Planss Ermegbicei

<3
ER

g% PgEAT §

-
B

i #1E
TR
11 -
[ RN
TEeDeE B IrI2C 00N
RIS ) LY 6 CNT IR

Figura 6.39 Ejemplo funcional Hws-Ort. Sobre regién Sudamérica, 30x30 por lado.

[WPFLLA 0 Deseraciin Meserica dealls  MALID 40 @
sbre Jogloms Planss |rreqlines

AN =

Lo | | we

I
KLl = £
BT = ]
e
W
m:
W
= W
1l
i -
i 11 +
kil 1« b
T FIIN

IPIDE WA TECLE PR OO IHA

Figura 6.40 Ejemplo funciona Hws-Ort. Sobre regiéon Habana, 40x40 por lado.
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UMMLLA 3.8: Generacin Nuerica de Malles  CISNE4B.RED ¢ x @8
sobre Regiones Planas Irregulares
IIIIII”/ . I =
il SIGHR =
,’,"/ﬁ'lﬂl/’/////l//%#/#/ HETODG:
Nt
ity e
PACT -
TN -
H0W-
M -
¢ =
fcte -
00T =
' HITER =
| INOCON = 3
FAY il
e :
iese »
s\
A ot -
Ui Ilﬂllllllfl’fmm’r’
| ESPACIO = PALSA
TEMINE OPTIMIZACION
OPRINE UNA TECLA PARA CONTINUAR

Figura 6.41 Ejemplo funcional Hws-Ort. Sobre regién Cisne, 40x40 por lado.
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EJ emplos Hws — area — Ortogonalidad I

UAllA 380 Gemeracicn Rumerica de Pallas U, RED S ]
sobre Reglones Planas [rrequlares

TERAIHE OFT[HIZAC I
OPRIHE Uy TECLA PRRA CONT MR

Figura 6.42 Ejemplo funcional Hws-AQO. Sobre regién Sudamérica, 30x30 por lado.

IHARLLA 3.8 Geseracidn umerica de Rallas H48_1. HED u 48
solire Reygiomes Flass [rregalares

B HHE

THAm =

PN = PRIER

Figura 6.43 Ejemplo funcional Hws-AQO. Sobre regién Habana, 40x40 por lado.
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|MAMLLA 3.H: Govweracion Hesorica de Mallas
sobire Feglomes Flanas |rrequlores

CISMESE.RED 1 = 48

N =)

SIGA = | UERIL-0E

HETIR:HTUTON -1
(W FEnlJ0

PLIH = L1 K]

PECT = | 1563641

PeNT = 115 i1

761 IH

L1

L

WCTP =

ot -

HITER -

|NNIH = B

F = | IMZE-A]

16 = 115300

TIENPD = H: TE?

ESPCID = Ptin

TERME OFT [RIZAC 10N
(IFR RS b TECLA PR COMT Mt

Figura 6.44 Ejemplo funcional Hws-AO. Sobre regién Cisne, 40x40 por lado.
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