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Introduccion

Las instituciones financieras con actividades crediticias juegan un papel
importante como intermediarias entre unidades econdémicas con posiciones
superavitarias y aquellas con posiciones deficitarias, de ahi la necesidad de
establecer principios de administracién y gestion de riesgos, coherentes con
las actividades y caracteristicas propias de dichas instituciones. En la bisque-
da de mejores practicas de administracion de riesgos financieros, sobresale el
interés por el estudio del riesgo de crédito, debido a que es la fuente princi-
pal de pérdidas tanto de instituciones bancarias como de las provocadas por
fracasos empresariales como los de Enron, Worldcom y Kmart.

Aun cuando este tipo de riesgo ha estado presente en las actividades de
las instituciones financieras, sélo recientemente diversas investigaciones se
han enfocado al desarrollo de metodologias y modelos analiticos orientados
a la valuacion y cuantificacion de sus efectos. Como bien es senialado en la
literatura financiera, el origen de dichos estudios se encuentra en los trabajos
de valuacion de opciones de Black y Scholes (1973), mismos que posterior-
mente fueron desarrollados en un marco mas analitico por Merton(1974), y
al cual siguieron y siguen una vasta cantidad de trabajos sobre el tema.

El objetivo de esta tesis es explicar el modelo JLT (1997), uno de los
primeros modelos en proponer el uso de calificaciones de crédito, y con ello
el del proceso de migracion de crédito (el proceso de cambio en la calidad
de crédito de un instrumento financiero), para propésitos de valuacién. Aun
cuando, en términos practicos, este modelo es uno de los més sencillos en su
tipo, la tarea principal serd explicar (en la medida de lo posible) los supuestos
probabilisticos que lo sustentan asi como las implicaciones y debilidades del
mismo. Para este fin, hemos estructurado el trabajo de la siguiente manera:
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INTRODUCCION X

= Capitulo 1. Debido a que los primeros trabajos sobre riesgo de crédito
tenfan como tarea principal cubrir pérdidas esperadas debidas a la ocu-
rrencia del evento de incumplimiento, resulta comprensible que tienda
a confundirse el concepto de riesgo de incumplimiento con el de riesgo
de crédito, de ahi la necesidad de que este apartado este dedicado a
la especificacion y diferencia entre uno y otro, ademas de contemplar
conceptos y aspectos basicos para la comprension del modelo a tratar.

= Capitulo 2. Dado que el modelo JLT tiene como supuesto principal que
el proceso de migracion de crédito puede ser visto como una cadena
de Markov homogénea en tiempo discreto, este capitulo involucra los
conceptos y resultados principales de este tipo de procesos estocasticos,
principalemente en un marco discreto; para el caso continuo se hace
la extensién correspondiente aunque no de manera tan profunda. La
mayoria de estos resultados pueden encontrarse en cualquier libro de
probabilidad y procesos estocasticos, razon por la cual la demostracién
de varios de ellos ha sido omitida.

= Capitulo 3. Corresponde al capitulo principal. En este apartado se ex-
plica la importancia y caracteristicas basicas del modelo JLT (1997),
asi como los supuestos y las dos principales aplicaciones en el ambito fi-
nanciero: el estudio de spread de crédito y la valuacién de instrumentos
sensibles a incumplimiento.

= Capitulo 4. En esta seccion se abordan algunos de los métodos de es-
timacién de matrices de transicion debido a que, dada la naturaleza
del modelo, son quienes caracterizan perfectamente al proceso de mi-
gracion de crédito. Se explica el problema de cadenas embedded, el cual
esté relacionado con las caracteristicas que debe cumplir una matriz es-
tocastica para ser considerada una matriz generadora de algin proceso
markoviano.

= Apéndices. Se enlistan conceptos basicos de teoria de la medida asi co-
mo resultados de valuacion de no-arbitraje: mercado de no-arbitraje,
mercado completo, la férmula de valuacién general de instrumentos
contingentes, medidas martingala equivalente y de manera particular,
la llamada medida martingala forward.



Capitulo 1

Riesgo y Crédito

El presente capitulo esta disenado para dar al lector un panorama general
sobre uno de los tipos de riesgo mas importantes en el sector financiero, el
riesgo de crédito. Con este fin, después de tratar aspectos conceptuales, expli-
caremos a rasgos generales el uso y caracteristicas de los principales modelos
cuantitativos para su analisis.

Esperamos que este marco conceptual nos permita mostrar que el evento
de migracion de crédito, objeto de estudio en esta tesis, constituye solo una
pequena parte en el estudio del riesgo de crédito tanto en el campo de la
industria financiera como en el campo de la investigacion.

1.1. Riesgo Financiero

En el ambito financiero no existe una inica definicién sobre lo que significa
la palabra riesgo, para nuestros propdsitos usaremos la siguiente

DEFINICION 1.1 (RIESGO). Incertidumbre o aleatoriedad en la obtencidn de
un resultado sequro en las diferentes actividades financieras desarrolladas.

Notese que en la definicién anterior damos cabida a la ocurrencia de bene-
ficios u oportunidades que el mismo entorno ofrece, es decir, no restringimos
nuestro concepto a la ocurrencia de eventos negativos, que dado el sector
de estudio, serian el equivalente a pérdidas financieras. Es importante men-
cionar que para lo subsecuente, los modelos a considerar estardn orientados
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a la cuantificacién del riesgo purol.

DEFINICION 1.2 (CREDITO). Contrato en el cual existe una transferencia de
dinero que debe ser devuelto después de un tiempo determinado; participan
un acreedor (quien transfiere el dinero), un deudor (quien lo recibe) y los
términos de crédito.

En sus actividades diarias, las instituciones financieras se ven afectadas
principalmente por los siguientes tipos de riesgo financiero:

Riesgo de Mercado o Sistematico. Incertidumbre sobre los rendimien-
tos futuros de una inversion como resultado de movimientos adversos en las
condiciones de los mercados financieros. Hace referencia no sélo a las pérdi-
das latentes, sino también a las ganancias potenciales; incluye el riesgo de
tipo de cambio, riesgo de tasa de interés y riesgo accionario.

Riesgo de Liquidez o de Financiamiento: Se refiere a las posibles pérdi-
das en el valor de un instrumento debidas a la necesidad de liquidarlo en
condiciones financieras poco propicias.

Riesgo de Crédito:? Surge cuando una de las partes en un contrato fi-
nanciero deja de cumplir con sus obligaciones, produciendo pérdidas financieras
a la contraparte.

NoOTA 1. Esimportante mencionar que la gestion de riesgos no solo considera
los riesgos financieros arriba senalados, también considera los denominados
riesgos no financieros tales como el riesgo operacional, riesgo de gestion,
riesgo legal y riesqo requlatorio, gemeralmente agrupados en el término de
riesgo operacional y legal. De igual modo, suelen identificarse otros tipos de
riesgo como lo son el riesqgo pais, riesqgo de moralidad y el riesgo soberano.

1.2. Riesgo de Crédito (RC)

Como se menciond anteriormente, la administracion de riesgo de crédito
es fundamental en la solvencia de cualquier institucién financiera. En aras

1Una clasificacién de riesgo: Riesgo puro (existe tinicamente posibilidad de pérdida) y
Riesgo especulativo (existe posibilidad de pérdida o ganancia)

20bservaciones sobre esta definicién, asi como definiciones més adecuadas seran desa-
rrolladas posteriormente
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de establecer una definiciéon apropiada resulta importante senalar que ain
cuando el evento crediticio por excelencia ha sido el denominado evento de
incumplimiento, no es el tinico que constituye al riesgo financiero en cuestién.

Dentro del ambito financiero suele darse la siguiente definicion de Riesgo
de Crédito:

Riesgo correspondiente a las operaciones de crédito, préstamo o
aval. Senala la posibilidad de incurrir en pérdidas por el incumpli-
miento, total o parcial, de los recursos prestados o avalados en una
operacién financiera al vencimiento de los pagos o rendimientos
pactados.

A primera vista, dicha definicién parece completa, no obstante hay que notar
que las pérdidas financieras pueden darse no solo por incumplimiento sino
también por la disminucién en la calidad de crédito. En general se tiene que
instrumentos financieros equivalentes emitidos por instituciones con diferen-
tes calificacién crediticias, presentan precios diferentes, teniendo un mayor
precio los emitidos por aquella entidad con mayor calidad de crédito. Asi,
una definiciéon mas acertada podria ser:

Posibilidad de pérdidas causadas por incumplimiento de la con-
traparte, o bien por aquellas causadas por cambios en la calidad
de crédito del emisor (Ver [2]).

Debido a que el tema de esta tesis involucra al evento de migracién de crédito,

la definicion que adoptaremos corresponde a la enunciada informalmente por
Bielecki & Rutkowski [4]:

DEFINICION 1.3 (RIESGO DE CREDITO). Posibilidad de pérdida financiera
asociada a la ocurrencia de cualquier tipo de evento crediticio como lo son el
evento de incumplimiento, el evento de migracion de crédito y el evento de
variacion de spread de crédito.

En el contexto de riesgo de crédito existen diversas definiciones de incum-
plimiento; la adopcién de una u otra depende del area de analisis en la que se
este trabajando. Por ejemplo, la més utilizada para valuacién de cartera se
refiere al impago de los intereses y/o el capital de una deuda por un periodo
determinado (por ejemplo, 90 dias para créditos al consumo o 180 dias para
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créditos comerciales); para propdsitos de valuacién de deuda riesgosa se en-
tiende por incumplimiento al momento en el que ocurre la reestructuracion
de alguna deuda, a la situacion en la que el valor de los activos de la empresa
es inferior al de sus pasivos o bien, a la bancarrota del deudor.

Por su parte, el spread de crédito es entendido como el exceso de re-
torno de un bono corporativo sobre un bono equivalente que se asume libre
de riesgo de crédito; puede expresarse como el diferencial entre el rendimiento
a la fecha de maduracién o entre las tasas forward instantaneas de ambos
bonos, la determinacion de este constituye la meta principal en la mayoria
de modelos de riesgo crédito.

Existen muchas razones por las cuales a iltimas fechas las investigaciones
financieras se han centrado especificamente en el estudio del riesgo de crédito,
entre ellas sobresalen las siguientes:

= Como se menciona en [27], ain cuando los préstamos constituyen la
fuente principal de riesgo de crédito se ha encontrado que éste se en-
cuentra presente en instrumentos financieros tales como aceptaciones,
transacciones entre bancos, financiamiento comercial, transacciones de
divisas extranjeras, contratos financieros a futuro, operaciones swap,
bonos, acciones, opciones, en la extension de compromisos y garantias,
y liquidacién de transacciones.

= La expansion y desarrollo del mercado de derivados extrabursétiles
(OTC) que usualmente no son garantizados por la existencia de ins-
tituciones como Camaras de Compensacion.

= El aumento en las tasas de incumplimiento en anos recientes, asi como
un crecimiento significativo del impacto de crisis financieras tales co-
mo la crisis asidtica (1997), las crisis bancarias en paises desarrollados
(Suiza y Japén), la crisis del peso mexicano (1994-1995), la devaluacién
del rublo ruso en 1998 y muy recientemente el fracaso del crédito en
Argentina (2001).

» El surgimiento de derivados de crédito en los cuales el riesgo de crédito
actia como unidad o activo subyacente permitiendo asi una amplia
variedad de formas para protegerse del riesgo asociado a las actividades
financieras.
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La caida en la calidad promedio de los créditos, a la par de méargenes
0 spreads mas pequenos.

Los avances tecnologicos, principalmente en sistemas de cémputo, que
han dado la oportunidad de implementar modelos altamente sofistica-
dos.

La insatisfaccion con respecto a las medidas impuestas después de 1992
por el Banco Internacional de Pagos BIS (Bank for International Set-
tlements) y los bancos centrales con respecto a los requerimientos de
capital de crédito.

La posibilidad de utilizar metodologias internas de valuacién de ries-
go de crédito para la obtencion de requerimientos de capital como se
estableci6 en el Acuerdo del Comité de Basilea 2006.

1.2.1. Clasificaciéon de Riesgo de Crédito

Aun cuando no existe una clasificaciéon de riesgo de crédito generalmente
aceptada, adoptaremos la siguiente (Ver [4]):

a)

Riesgo Crédito de Referencia (Reference credit risk). Dado un con-
trato, es el riesgo asociado a una tercera parte conocida como entidad
de referencia, es decir, ambas partes del contrato se asumen libres de in-
cumplimiento, sin embargo debido a especificaciones del contrato, esta
parte de riesgo se relaciona con una tercera parte a la que denominare-
mos entidad de referencia (reference entity). *

Riesgo Crédito de Contraparte (Counterparty credit risk). Riesgo
en el que los participantes de un contrato se exponen a que la otra
parte incumpla (no hay garantias ante la ausencia de camaras de com-
pensacién). Este tipo de riesgo es tipico en contratos como: reclamos
vulnerables (vulnerable claims) y swaps de incumplimiento (defaultable
swaps). Se clasifica en:

e Riesgo de incumplimiento unilateral

e Riesgo de incumplimiento bilateral

3Los derivados de crédito tienen como objeto transferir completa o parcialmente este
tipo de riesgo.
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c) Riesgo de Spread de Crédito ( Credit spread risk). Riesgo de pérdida

financiera debida a cambios en el nivel de spread de crédito. Los modelos
de spread de crédito abarcan curvas, volatilidades y correlaciones de
spread de crédito.

1.2.2. Aplicacién de Modelos de RC

La aplicaciéon de modelos de riesgo de crédito se centra en dos areas
principalmente:

a)

b)

Administracién de riesgo de crédito. El objetivo es determinar
la distribucion de pérdida de una deuda o de un portafolio de instru-
mentos sensibles a RC en un periodo de tiempo fijo, asi como calcular
medidas de riesgo basadas en dicha distribucién.

El aspecto bésico en esta area corresponde a la administracién de
portafolios. El andlisis de RC en esta perspectiva se enfoca en el calculo
de:

1. probabilidad de incumplimiento (probability of default,PD)
2. pérdida dado el incumplimiento (loss given default, LGD)

3. exposicién al incumplimiento (exposure at default, EAD)
4

requerimientos de capital y reservas.

En la actualidad, contamos con diversas técnicas para estos propdsitos:
modelos expertos* y modelos paramétricos como las metodologias de
andlisis discriminante o modelos de scoring (Z-scoring, Z-model), el mo-
delo de frecuencias esperadas de incumplimiento KMV Credit Monitor
y Portfolio Manager, la metodologia de matrices de transicién de J.P.
Morgan (Credit Metrics), el modelo de anélisis actuarial CreditRisk®,
las metodologias de Moody’s ( Creditscore y RiskCalc) y de McKinsey’s
(McKinsey’s CreditPortfolioView).

Analisis de instrumentos expuestos a riesgo de crédito. En este
marco, la aplicacién de tales modelos cubre los principales aspectos que
se presentan en el contexto de la valuacién de contratos derivados|2]:

4Modelos basados en criterios subjetivos y el juicio o la experiencia del analista de
cartera
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Valuacion de deuda bancaria y bonos corporativos, generalmente
sensibles al incumplimiento.

Valuacion de derivados de crédito sujetos a riesgo de incumpli-
miento de la contraparte.

Valuacion de derivados de crédito libres de incumplimiento de la
contraparte

Valuacién de opciones libres de riesgo escritas sobre bonos ries-
gO0S0S.

En virtud de lo anterior, se tiene que los principales instrumentos sen-
sibles de riesgo de crédito son:

i)

ii)

iii)

1.2.3.

Bonos Corporativos: Instrumentos de deuda emitidos por corpora-
ciones, en los cuales se comprometen a hacer pagos especificos en
fechas futuras y a cambio de una cierta prima; constituyen parte de
la estructura de la firma. En este caso, el evento de crédito puede
darse por parte de la firma al no poder cumplir, en determinado
momento, con los pagos a que se ha comprometido ocasionando
al tenedor del bono una pérdida financiera.

Reclamos Vulnerables: Contratos contingentes operados en OTC,
pueden ser con riesgo de incumplimiento unilateral (opciones vul-
nerables) o bien, bilateral (swaps de incumplimiento).

Derivados de Crédito: Instrumentos financieros derivados en los
cuales el riesgo de crédito actia como activo subyacente.

Clasificacion de Modelos de RC

Gran cantidad de modelos cuantitativos se han desarrollado para el anéli-
sis del riesgo de crédito. Los primeros trabajos se enfocaron a la valuacién
de bonos de riesgo de crédito o instrumentos similares; posteriormente se ex-
tendieron para abarcar derivados que involucraban el crédito.

Dentro de toda esta investigacién matematica se distinguen como aspectos
mas estudiados los siguientes:

i) tiempo de incumplimiento. En este aspecto se ha buscado modelar el
tiempo de ocurrencia del evento de incumplimiento.



CAPITULO 1. RIESGO Y CREDITO 8

ii) tiempo de migracién. Asociado a cambios en la calidad de crédito de
deuda corporativa, se busca modelar el tiempo aleatorio de migracion
de crédito.

iii) tasas de recuperacién.”: Corresponde a la cantidad que serd pagado al
tenedor del instrumento financiero en caso de que el incumplimiento
ocurra antes de la fecha de maduracién.

Dada la gran cantidad de modelos desarrollados hasta la fecha, resulta con-
veniente tener una clasificacién de ellos. De acuerdo a su formulacion, las
metodologias que han sido utilizados para cubrir los tres puntos anteriores,
pueden clasificarse en [4]:

a) Modelos Tradicionales.

Se caracterizan por su facilidad de célculo, los principales son:

1. Sistemas de Calificacion de crédito.

2. Modelos VaR (Creditmetrics, RiskMetrics, etc.).
3. Basados en datos historicos.

4. Basados en precios de bonos.

b) Modelos Estructurales

Se les denomina asi por modelar la estructura de capital de la firma, aunque
también se les conoce como modelos de valor de la firma o modelos especificos
de la firma. El primer modelo de incumplimiento, considerado también como
el primer modelo estructural, es el de Merton(1974).

Estudian el riesgo de crédito especifico de un deudor corporativo particular
(una firma); es decir, son utilizados para la valuacién y proteccién de deuda
corportiva, contratos comercializados entre instituciones financieras y entre
inversionistas OTC. La mayor parte de modelos estructurales estan orienta-
dos al evento crediticio de incumplimiento de la firma a través del analisis
de movimientos (aleatorios o no) del valor de la firma. Asi, los principales
aspectos de estudio en estos modelos corresponden a:

5Puede depender de la prioridad que tenga la deuda con respecto a otras obligaciones
de la misma firma. Vedse Wong (1998) para un estudio sobre ellas.
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D.

la evolucién del valor total de los activos de la firma®
la estructura de capital de la firma,

el evento de incumplimiento,

las reglas de recuperacion en caso de incumplimiento,

otros aspectos econdmicos tales como tasas de interés.

En este tipo de modelos el riesgo de crédito es visto como una opcién escri-
ta sobre el valor de la firma’; de modo que suponen que el incumplimiento
ocurre si la variable (o proceso) estocdstico que representa el valor de los
activos de la firma, cae bajo un valor referencial (threshold) que corresponde
al valor de los pasivos de la misma a la fecha de maduracion.

Caracteristicas generales:

Usan el valor de la firma para determinar el tiempo de incumplimiento,
el cual es visto como un tiempo de paro predecible con respecto a la
informacién disponible a los operadores (traders).

Relacionala calidad de crédito de una firma con las condiciones econdémi-
cas y financieras de la misma.

En algunos casos, el incumplimiento es visto de manera enddgena al
modelo como en el caso del modelo de Merton (1974); en otros se es-
pecifica un umbral de incumplimiento exdgeno, Longstaff y Schwartz
(1995).

La tasa de recuperacion es determinada por los activos y pasivos de la
firma al tiempo del incumplimiento, es decir se definen endégenamente.

Las estrategias de cobertura son directas; permiten una replicacion per-
fecta tanto de reclamos libres de incumplimiento como de reclamos de
incumplimiento.

6El valor total de la firma es igual al valor de los activos de la firma, més la deduccién
de impuestos(del pago de cupones) menos el valor de costos de bancarrota; de igual modo
no deben confundirse los conceptos de wvalor total de la firma y valor de mercado de las
acciones de la firma.

"Por esta razén también son conocidos como option-theoretic approach
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- Permiten el estudio de la estructura de capital éptima (el tiempo mas
favorable para la decisién de bancarrota).

- Se utilizan en la valuacién de deuda corporativa que puede ser ejerci-
da antes de la fecha de maduracion; también pueden utilizarse en la
valuacion de bonos convertibles.

c) Modelos de Primer Tiempo de paso®.

Fueron introducidos por Black y Cox (1976) como una extensién del modelo
de Merton por lo que algunos autores los consideran un tipo de modelo es-
tructural.

Caracteristicas Generales:

- Permiten hacer valuaciones de instrumentos de deuda con horizontes
de tiempo ya sea finitos o infinitos.

- Son utilizados para estudiar el tiempo de bancarrota 6ptimo, momento
en el que el valor de los equities se méaximiza o equivalentemente, en el
que el valor de la deuda es minimizado.

- El tiempo de incumplimiento se asocia al primer tiempo de paso de
algun proceso aleatorio especifico, generalmente se considera el momen-
to en el que el valor de los activos de la firma caen bajo una barrera o
umbral de incumplimiento? preestablecido.

- Permiten incumplimiento o bancarrota prematura.

- Las tasas de interés involucradas pueden o no considerarse como pro-
cesos estocasticos. En virtud de esto, suelen identificarse dos tipos:
modelos que involucran tasas de interés estocasticas y aquellos de tasa
corta (deterministic short-therm default-free interest rate).

- En general, las tasas de recuperacion son independientes del valor de
la firma, salvo en el modelo de Black y Cox.

8First-passage-time models

9Punto en el cual el valor de los activos se considera insuficiente para que la empresa
siga funcionando, puede considerarse como un proceso aleatorio (en cuyo caso se denomina
proceso barrera)
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- El umbral de incumplimiento puede fijarse endégena o exdégenamente
en el modelo.

Dentro de la larga lista de trabajos dedicados a los modelos estructurales y
a los modelos de primer tiempo de paso, podemos mencionar los siguientes:
Merton (1974), Black y Cox (1976), Galai y Masulis (1976), Geske (1977),
Brennan y Schwartz (1977,1978, 1980), Mason y Bhattacharya (1981), Pitts y
Selby (1983), Cooper y Mello (1991), Rendleman (1992), Kim et. al. (1993a),
Nielson et al. (1993), Leland (1994), Longstaff y Schwartz (1995), Anderson
y Sundaresan (1996, 2000), Leland y Toft (1996), Mella-Barral y Tychon
(1996), Briys y de Varenne (1997), Crouhy (1998), Duffie y Lando(1998),
Ericson y Reneby (1998),Cathcart y El-Jahel (1998), Anderson y Sundaresan
(2000), Buffet (2000) y Ericsson (2000).

d) Modelos de Forma Reducida'®

Tienen sus origenes en los trabajos de Jarrow & Turnbull (1995) y en los de
Duffie-Singleton(1999). No hacen referencia al concepto de valor de la firma
ni al de estructura de capital. En éstos, el evento de crédito es especificado
en términos de algin proceso de salto definido de manera exdégena. Permiten
modelar tiempos de incumplimiento aleatorios u otros eventos de crédito no
predecibles. Por el evento de crédito que estudian, pueden distinguirse los
siguientes:

1. Modelos basados en la intensidad: Concernientes inicamente al evento
de incumplimiento, se basan en la ocurrencia y severidad de este visto
como un proceso de salto cuya intensidad!! representa el riesgo de in-
cumplimiento en un intervalo de tiempo dado.

Caracteristicas generales:

- El tiempo de incumplimiento no es un tiempo de paro predecible,
de modo que la cobertura perfecta de reclamos de incumplimiento
con el uso de valores libres de incumplimiento es imposible.

0También conocidos como Intensity and ratings based approaches.

ULa intensidad de incumplimiento, denotado generalmente por ) , corresponde a la
probabilidad de salto del cumplimiento al incumplimiento de la firma; conocida en inglés
como hazard rate of default, de ahi que también dichos modelos sean identificados como
hazard rate models
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- No es necesario especificar la estructura prioritaria de las obli-
gaciones de la firma.

- Dado que el proceso de incumplimiento modela tnicamente el
tiempo de incumplimiento, la tasa de recuperacion se asume ex-
ogéna

Podemos distinguir los siguientes trabajos referentes a dichos modelos:
Pye (1974), Ramaswamy y Sundaresan (1986), Litterman e Iben (1991),
Jarrow y Turnbull (1995,2000), Duffie (1996), (1996,1998a, 1998b),
Lando (1997, 1998), Monkkonen (1997) y Madan y Unal (1998).

2. Modelos de migraciones de crédito: Se enfocan en el estudio del evento
de migracion entre diversas calificaciones de crédito (credit rating) y se
clasifican en:

a) Modelos de calificacién de crédito unica (single credit rating mo-
del). Aquellos en los que la migracién entre diversas calificaciones
de crédito no es permitida.

b) Modelos de calificacién de crédito multiples (multiple credit ra-
tings model). Aquellos en los que se permite el cambio de calidad
de crédito a diferentes ratings.

La modelacion estocastica de migracién de crédito se debe principal-
mente a: Das y Tufano (1996), Jarrow et. al (1997), Duffie y Singleton
(1998), Kijima (1998), Kijima y Komoribayashi (1998), Thomas et.
al (1998), Huge y Lando (1999), Bielecki y Rutkowski (2000), Lando
(2000a) y Schénbucher (2000).

3. Estructura de incumplimiento a plazos (defaultable term structure):
Tienen como objetivo modelar la estructura a plazos de incumplimien-
to de tasas de interés ( en inglés the defaultable term structure of interest
rates). Se acostumbra comenzar con algin modelo de la estructura a
plazos libre de incumplimiento (en inglés the default-free term struc-
ture) para cada clase de crédito incluido en el modelo, por ejemplo:
modelar en términos de la tasa de interés instantanea (Vasicek (1977),
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Cox et. al. (1985a)), en términos de tasas forward instantaneas (Heath
et. al. (1985b)), o bien tasas de mercado como tasas forward LIBOR
(Brace et. al. (1997))

NoTA 2. Se habla también de los llamados modelos generales de forma re-
ducida propuestos por Wong(1998) y Bélanger et. al. (2001) como la gener-
alizacion de los modelos estructurales y los de forma reducida. También se
identifican los modelos de forma reducida con variables estado y los modelos
hibridos que constituyen una variante de los de intensidad con variables de
estado.

1.3. Observaciones Generales

Como hemos visto en este primer capitulo, el estudio de riesgo de crédito
es relativamente reciente y se ha incrementado por los grandes avances tec-
nolégicos sobre todo en el ambito computacional. Queremos mencionar que,
ain cuando hemos adoptado una definicién para el riesgo de crédito como el
riesgo de pérdida asociado a la ocurrencia de algiin evento crediticio, estamos
concientes de que en el ambito financiero no existe una definicion universal.
La definicion utilizada aqui, es aquella que consideramos més adecuada dado
que distingue entre el estudio del tiempo de incumplimiento, del spread de
crédito y del proceso de migracion de crédito, siendo este ultimo el objeto de
interés en esta tesis.

De igual modo, enfantizamos que dependiendo el enfoque, o el tipo de
evento a estudiar, la clasificacion de modelos para el analisis de riesgo de
crédito también es muy variada; sin embargo, esperamos que la manera en
la que se abord6 permita al lector identificar las principales diferencias entre
los modelos de mayor relevancia en el aspecto tedrico. El capitulo siguiente
esta tiene como fin proporcionar la herramienta probabilistica necesaria para
el estudio del proceso de migracién de crédito mediante un modelo de forma
reducida de calificaciones de crédito multiples (visto como una cadena de
Markov Homogénea en tiempo discreto) para su incorporacién en la valu-
acién de instrumentos financieros, es decir para el modelo JLT (1997).

Finalmente, queremos mencionar que aiin cuando el panorama presentado
en este capitulo tiene como objetivo el mostrar, al menos en un aspecto muy
general, que el evento de migracién de crédito constituye solo una pequena
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parte en el estudio del riesgo de crédito, ello no significa que sea un aspecto
poco importante; veremos que éste constituye una de las principales preo-
cupaciones en la industria financiera, no solo en el marco de valuacién de
instrumentos financieros, sino también en su uso para la administracion de
riesgos.



Capitulo 2
Cadenas de Markov

Las Cadenas de Markov! juegan un papel fundamental en tanto consti-
tuyen los modelos matematicos més simples para el estudio de fenémenos
que involucran el tiempo. Una cadena de Markov sera entendida como un
proceso estocastico cuya propiedad caracteristica corresponde a la llamada
pérdida de memoria que, en términos practicos, se reduce a decir que el es-
tado actual del proceso es el tinico que tiene influencia sobre el siguiente.

Esta seccién pretende exponer los resultados necesarios sobre la teoria de
Cadenas de Markov debido a que son el modelo clasico para el estudio
del proceso de migracion de crédito . Para el desarrollo de este capitulo
hemos retomado gran parte de las definiciones y resultados de Bielecky y
Rutkowsky([4], los cuales han sido complementados en donde se ha considera-
do oportuno. Asi, se abordaran los siguientes aspectos: definiciéon de cadenas
de Markov, tiempos aleatorios asociados (tiempos de salto y de absorcién) y
su comportamiento bajo el uso de medidas de probabilidad equivalentes.

2.1. Notacion
s N:={1,2,3,...} C{0,1,2,3,...} = N*.
n R:=(—00,00), RT:=]0,00).

'El estudio de estos procesos fue iniciado por el matemético ruso Andrei Andreevich
Markov (1856-1922) en 1907.

15
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= Las letras n, m, k denotaran nimeros enteros mientras que ¢ y s deno-
taran nimeros reales.

w (2, F,P),[F):= base estocastica donde la terna (€2, F,P) representa
al espacio de probabilidad subyacente sobre el cual estaran definidos
los procesos en cuestién: €) corresponde al espacio muestral?, F a una
o—élgebra de subconjuntos de €2 y P una medida de probabilidad).
Mientras que F = (F,)nen+ denotara alguna filtracion en (2, F,P) tal
que F¢ C F; se le denomina filtracién subyacente o fundamental.

= El conjunto finito K := {1,2,3,..., K} representara el espacio de esta-
dos. El espacio de estados es el conjunto de valores distintos que toma
un proceso estocastico, cuando dicho conjunto es numerable o finito®
(como es el caso) el proceso es llamado cadena.

= Trabajaremos con sucesiones de variables aleatorias (C,),en+ para el
caso discreto, y con (Cp);er+ para el caso continuo, definidas sobre
(Q, F,P) con valores en K es decir, C; : 2 — K con i € N* (caso
discreto) o bien, ¢ € Rt (caso continuo).

s FC = (FY),en- corresponde a la filtracion natural generada por el
proceso C, de modo que FC :=oa(Cy: k=0,...,n).

. pl(-;z)(m) = P(Cppsn = J | Cn = 1)) probabilidad de transicion en n
pasos, es decir la probabilidad de llegar al estado j en n pasos dado
que en el tiempo m el proceso (discreto) se encuentra en el estado 7 .

Para n = 1, simplemente usaremos la notacién p;;(m). Para cadenas
(n)

homogéneas usaremos p;;” y pi; respectivamente.

w pij(s,s+t) = P(Csyy = j | Cs = 1)) denota la probabilidad de llegar
al estado j en el tiempo s 4+t dado que en s el proceso (continuo) se
encuentra en el estado i. Para cadenas homogéneas usaremos p;;(t).

w1 := [po(i)1<i<ix = [P{Co = i}]1<i<k €l vector renglén K —dimensional
denotara la distribucién de probabilidad inicial para la cadena de Markov
C bajo la medida de probabilidad P.

2Trataremos tinicamente con los llamados espacios discretos: finitos o numerablemente
infinitos. Un elemento arbitrario de €2 serd denotado por w y diremos que E es un evento
sikECQ

3Dado que K es finito, es claro que cualquier funcién h : K — R es acotada y medible
tomando la o-algebra potencia
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w = [u(i)1<i<x = [P{C; = i}]1<i<k el vector renglén K —dimensional
denotara la distribucién de probabilidad de C en el tiempo (.

NoTA 3. En adelante P denotard la medida de probabilidad original (real),
mientras que P se referird a la matriz de transicion asociada a una cadena
de Markov bajo tal medida. Del mismo modo, P* hard referencia a la medida
de probabilidad equivalente a PP, con matriz de transicion P*.

2.2. Cadenas de Markov: Tiempo Discreto

2.2.1. Conceptos Preliminares

Dada la base estocéstica ((2, F,P),F) , donde F es la o-algebra potencia
(29), y el conjunto finito K = {1,..., K} introducimos la siguiente

DEFINICION 2.1 (CADENA DE MARKOV). Sea C = (Cp)nen= diremos que C
es una Cadena de Markov bajo P con respecto a F (en adelante una F-Cadena
de Markov) si para cualquier funcion h : KK — R se satisface lo siguiente:

Ep(h(Chim) | Fn) = Ep(h(Chim) | 0(Ch)), Vn,m € N*. (2.1)
Observaciones:

s la Ep(h(Chim) | 0(Cy)) corresponde a Ep(h(Cpirm) | Cn) Vn,m € N*
debido a que el proceso en cuestion es discreto.

= lapropiedad de Markov dada en (2.1) puede generalizarse para cualquier
funcién h: IC x --- x K — R y cada my, ..., mg, n € N* como

EP(B(Cn-l-mU s 7Cn+mk)|fn) = EP(B(Cn+m1> s 7Cn+mk)|cn)

» bajo el supuesto de que F¢ C F, se sigue que si C es una F-cadena de
Markov bajo P entonces es una F¢-cadena de Markov (el reciproco no
necesariament es cierto).

DEFINICION 2.2 (CADENA DE MARKOV HOMOGENEA). Sea C = (Cp,)nen-
diremos que C es una Cadena de Markov Homogénea bajo P con respecto a TF
(en adelante una F-Cadena de Markov Homogénea) si es una F-Cadena de
Markov y satisface

Ep(h(Crim) | Fn) = Ep(h(Crim) | Cr), Vn,m,k € N*.
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Dado que el conjunto K es finito, las definiciones anteriores pueden simplifi-
carse a las definiciones equivalentes siguientes:

DEFINICION 2.3 (CADENA DE MARKOV). Sea C = (Cp)nen= diremos que C
es una Cadena de Markov bajo P con respecto a F (en adelante una F-Cadena
de Markov) siVn,m € N* yVj € K se cumple

DEFINICION 2.4 (CADENA DE MARKOV HOMOGENEA). Sea C = (Cp,)nen-
diremos que C es una Cadena de Markov Homogénea bajo P con respecto a TF
(en adelante una F-Cadena de Markov Homogénea) si es una F-Cadena de
Markov y Vn,m, k € N* yVj € K son validas

P{Cn-l-m =] | fn} = P{Cn-l—m =] | Cn} = IP){Ck+m =] | Ck}'

Es decir, el proceso C es una cadena de Markov si la probabilidad de
encontrarse en el estado j en el tiempo n + m, dado que se cuenta con la
informacién del proceso acumulada hasta el tiempo n (representada por la
filtracion JF,,), es igual a la probabilidad de encontrarse en el estado j toman-
do, inicamente, la informacién del proceso en el tiempo n (representada por
Cn, 0(Cy)), es decir, el futuro es independiente del pasado dado el presente
inmediato (propiedad de Markov). Y es homogénea o estacionaria si la prob-
abilidad de ir de un estado a otro es independiente del tiempo del cual parte.

NOTA 4. De la definicion anterior puede verse que tratar con cadenas ho-
mogéneas simplifica el manejo de las probabilidades de transicion al hacerlas
dependientes de dos pardmetros unicamente, los estados i y 7, y no de tres,
como lo harian las cadenas homogéneas, para las cuales se requeriria también
el tiempo.

La nota anterior nos lleva a tratar con cadenas homogéneas. Veremos que
dada una cadena de Markov, bastara determinar sus probabilidades de transi-
cion para caracterizarla completamente, para ello introducimos los siguientes
conceptos

DEFINICION 2.5 (MATRIZ ESTOCASTICA). La matriz M es una matriz es-
tocdstica si satisface que

a) M tiene entradas no negativas, es decir m;; >0, Vi, j e ;

b) Cada renglon de M suma uno, esto es Zj my; =1, Vielk.
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DEFINICION 2.6 (MATRIZ DE TRANSICION). Dada C una F-cadena de Markov
homogénea, la matriz de transicion de un paso asociada a C denotada por P =
(pij)1<ij<k, corresponde a la matriz estocdstica de dimension | IC | x | K |
con entradas

Pij = ]P){Cn—l—l =] | Crn = Z} (2-0)

para cada n € N* y estados arbitrariosi,] € IC, es decir

P11 P12 ... DPLK
P — . . .

Prk1 PKr2 ... PKK

la cual contiene toda la informacion necesaria para describir la dindamica del
proceso entre los elementos de K.

Una vez que el proceso C ha sido definido, lo deseable seria explicar su
evolucién en dos diferentes escalas de tiempo, digamos a corto y mediano
plazo. El estudio a corto plazo esta determinado por la igualdad (2.0). Para
el estudio del segundo, se hace necesaria la siguiente

DEFINICION 2.7 (MATRIZ DE TRANSICION EN m PAsos). Dada C una F-
cadena de Markov homogénea, la matriz de transicion de m pasos, m € N*
asociada a C denotada por P™ = (pz(';n))lﬁi,jSK’ corresponde a la matriz
estocdstica de dimension | K | X | K | cuyas entradas quedan determinadas
por las probabilidades de transicion®

Pgn ]P){Cn—l—m =J | Cn = 'é}, Vn € N*.

Proposicién 2.8 (Ecuacién de Chapman-Kolmogorov). Dada C una
F-cadena de Markov homogénea, Ym,n,r € N*, se cumple

pgﬁ? Zp pkj m—+n). (2.0)

Observaciones:

1. La proposicién (2.0) tiene como consecuencia que P™ (m) no depende
de m, ya que P (m) = P™(m)PM(m +n) y P™(m) = P, la
n—ésima potencia® de P.

4Se define para m =0, plo) = ;5
®Debido a que (2.0) corresponde a la férmula para la multiplicacién de matrices
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2. Por la observacion anterior, en adelante usaremos la siguiente notacion:
P™ .= P™(m) y pgl) = pgl)(m), Vm € N* por lo que (2.0) queda
expresada como

Py = szk Py = Zplkpkj. (2.1)

3. En términos matriciales, la igualdad (2.1) se escribe como

Pt — pp), (2.2)

4. PO =1d, donde Id corresponde a la matriz identidad K —dimensional.
5. De (2.1) y (2.2) se siguen
» el andlisis del primer paso
P = PP™ vp e N, (2.3)
» el andlisis del ultimo paso

P — PP Vp e N (2.4)

Las ecuaciones (2.3) y (2.4) pueden reescribirse respectivamente, con la
ecuaciones de Kolmogorov siguientes

i) Ecuacion hacia atrds (backward) de Kolmogorov

APCH) _ APO) PO _1d, Ve N,

ii) Fcuacion hacia adelante (forward) de Kolmogorov

APCH) PN PO _1d, Vne N,

donde
- AP = prtl) _p(),

- A =P —1Id es conocida como la matriz generadora asociada a la
matriz estocastica P.
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Observaciones:

1. Notese que las entradas sobre la diagonal de la matriz A son nimeros
no positivos.

2. Cada rengléon de A suma 0.

3. En este contexto, las ecuaciones backward y forward de Kolmogorov
coinciden.

Para concluir esta seccién, enunciaremos el resultado que permite rela-
cionar las probabilidades de encontrarse en un determinado estado en tiempos
futuros con el estado inicial del proceso; con este fin introducimos la siguiente

DEFINICION 2.9 (DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD INICIAL). La distribu-
cion de probabilidad inicial para C bajo la medida de probabilidad P corres-
ponde al vector renglon

to = [po(i)1<i<x = [P{Co = i}]1<i<k,

De manera andloga definimos la distribucion de probabilidad al tiempo n,
Vn € N* como

fin = [pn(D]1<icic = [P{Cn = it|1<i<k-

LEMA 2.1. Vm,n € N* se verifica
Lngn = Mop(m+n) — ,umP(") — ,unp(m)

NotA 5. Todo lo anterior muestra que el proceso estocdstico en cuestion
queda determinado completamente una vez que la matriz de transicion P y la
funcion de masa inicial py son especificados, es decir, el estudio de cadenas
de Markov se reduce al estudio de propiedades algebraicas de matrices.

2.2.2. Cambio de Medida de Probabilidad

En esta seccién enunciaremos los resultados de Bielecki y Rutkowski[4]
referentes a las condiciones bajo las cuales el proceso C, una F—cadena
de Markov bajo P, preserva dicha propiedad bajo el cambio a una medi-
da de probabilidad equivalente P*. Si la propiedad se preserva, veremos co-
mo se relacionan las probabilidades de transicion dependientes del tiempo
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pij(n) = P{Cny1 = j|C, = j} con las probabilidades bajo la medida original.

Dado un horizonte de tiempo 7% < oo fijo, definimos el conjunto (ordenado)
de fechas 7 = {0,1,...,7*}. Si P* es una medida de probabilidad equivalente
a P sobre (€2, Fr+) entonces la derivada de Radon-Nicodym se define como

dp*
dTP|]-‘T* = M7=, P—c.s (25)

y satisface lo siguiente:

i) mr« es una variable aleatoria Fp-—medible y estrictamente positiva
P—c.s.

ii) Ep(nr-) = 1.
Observaciones:

= puede demostrarse que el proceso 7, sigue una martingala estrictamente
positiva bajo la medida P, es decir n,, = Ep(nr+|F,), VneT.

= una expresion equivalente a (2.5) y que permite ver de manera mas
clara el uso de la derivada de Radon-Nicodym para expresar a la primer
medida en términos de la segunda es

P*(A) = /A (@ dP{w},  AcF,

= la derivada de Radon-Nicodym es 1til en el calculo de la esperanza de
cualquier proceso integrable X, mediante el cambio a una medida de
probabilidad equivalente determinado por la siguiente expresion (ver

[7]):

Ep.[X] = /Q X (W)dP* () = /Q X(w)ag dP(w) = E {Xﬁ}.

Recuérdese que el objetivo perseguido es el de explicar la relacion entre
las probabilidades de transicion reales y las de riesgo neutral, los resultados
siguientes son también tomados de Bielecki y Rutkowsky, quienes muestran
las condiciones bajo las cuales es posible establecer dicha relacion.
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Condicién 1. La v.a. 0, 'n,.1 es 0(Cy,Cpi1)—medible Vo € 7\ {T*}. En
otras palabras,

D i1 = Gn(CoyCogr)  Vn€ T\ {T*),

para alguna funcién g, : K x K — R .

Proposicion 2.10. Si C sigue una F—cadena de Markov homogénea bajo P
y st se satisface la condicién 1, entonces

i) C sigue una F—cadena de Markov bajo P*,
ii) pj;(n) = pijgn(i, j) para estados arbitrarios 4,7 € Ky Vn € T\ {T*}.

Demostracion. Sean € N* fijo, s = 1 y para cualquier estado j € K, de (2.1)
sabemos por hipotesis que C es una F—cadena de Markov bajo P, es decir

E]P’{H{Ct+1=j}|~7:t} = EP{H{CHl:j}wt}’

queremos demostrar que si P* es una medida de probabilidad equivalente a
P entonces C es una F—cadena de Markov bajo P*, i.e.

Ep- {H{Ct+1=j}|~7:t} = Ep- {H{Ct+1:j}|ct}7

partiendo del lado izquierdo de la igualdad anterior y utilizando el teorema
de Bayes se obtiene

EP{H{Ct+1=j}77T* |‘7:t}

By (-1 71] (2:6)

Ep- {H{Ct+1=j}|‘7:t} =

Ademas, por propiedad de la esperanza condicional se tienen las siguientes
igualdades para el numerador de la ecuacion anterior, para F; C Fyiq

Ee{lic,, .=y« | Fi} = Ep [Ee{lie,,,=jynre | Frs1 }| Fe]
= Ep [Lc,.,—p Ep{nr- | Fri } Fe
=Ep [H{Ct+1=j}77t+1|‘7:t} (2'7)
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sustituyendo (2.7) en (2.6) se tiene

Er [Tic,, =y 0e+11F]
Ep{nr-|F:}
 Ep [Lie =iy | F]
o
= Ep [H{Ct+1=j}7715_177t+1|~7:t}
= Ep [Iic,,1=119(Ct, Cei1 ) | F2) (2.8)

Ep- {H{Ct+1=j}|‘7:t} =

Hasta aqui, lo tinico que podemos concluir de (2.8) es que Ep-{Ii¢,,,—j3|F:}
es una variable aleatoria o(C;)—medible. Con este resultado y el hecho de
que o(C;) C F;, y de las propiedades de esperanza condicional se tiene que

Ep-{Iic,,,=j3|Fi} = Ep+ [Ep{Iic,,, =53 | Fi}|o(Co)]
= Ep- {H{Ct+1=j}|0(ct)}
= Ep~ {H{Ct+1=j} |Ct} (2'9)

Por lo tanto hemos demostrado que C sigue una F—cadena de Markov ba-
jo P*. La demostracién del inciso ii) se obtiene de varias de las igualdades
utilizadas anteriormente

Pz}(t) = ]P)*{Ct—l—l = j|Ct = Z}
= EP{Ut_IUtHH{CtH:jHCt =i}
= Ep{9:(Ct, Co1)lie =3 |Gt = i}
= pijg(i, ) (2.10)

Observacion:

= De la proposicién (2.10) se tiene que, suponiendo cierta la condicién
1), la propiedad de Markov se preserva bajo la medida de probabilidad
equivalente P*, sin embargo no se garantiza que ocurra lo mismo con
la homogeneidad®.

6Existen casos especiales en los que la homogeneidad también se conserva.
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En [4], Bielecki y Rutkowsky introducen la siguiente condicién con el
objetivo de encontrar una representacién mas clara de la relacién entre las
probabilidades de transicién reales con las de riesgo neutral.

Condicién 2. Existe un conjunto finito A, tal que VYn € 7 \{T™*}, el producto
N 1nne1 admite la siguiente representacion

775177n+1 =1+ ngmg—i—h (211)
acA

donde

- m% es 0(C,)—medible, es decir m? = §%(C,) para alguna funcién g :
K — R.

- mg,, es 0(Cp, Cpy1)—medible, es decir m&,; = g5, (Cn,Crp1) para al-
guna funcién g;_ , : K x K — R.

La condicién anterior y la proposicién (2.10) permiten obtener el siguiente
resultado

Corolario 2.11. §i C sigue una F—cadena de Markov homogénea bajo P y
suponemos cierta la condicién 2, entonces

i) C sigue una F—cadena de Markov bajo P*

ii) Vi, € Ky VneT\{T*} se sostiene la siguiente relacién

() = (14 X031 0.)) (212)

aEA

NoOTA 6. Hasta aqui hemos visto que bajo la condicion 1), o su equivalente
la condicion 2), la propiedad de Markov se conserva bajo el uso de medidas
de probabilidad equivalentes aun cuando no necesariamente ocurre lo mis-
mo con la homogeneidad. Ademds, (2.12) proporciona una relacion’ entre las
probabilidades de transicion originales con las probabilidades de la medida
equivalente.

"Es posible obtener una relacién més conveniente para (2.12), para ello constltese [4],
seccién 11.
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2.2.3. Tiempo de Absorcion

Los estados de una cadena de Markov puden ser agrupados en clases de
acuerdo a si, dado un estado de una cierta clase, se puede acceder a este a
partir de otros estados de la misma clase.

DEFINICION 2.12. Para i,j € K decimos que j es accesible® desde i (i — j)

st An € N tal que pgl) > 0, esto es, si con probabilidad positiva la cadena

puede visitar al estado j habiendo iniciado en i.

DEFINICION 2.13. Para i,j € K decimos que ambos se comunican (i < j) si
i—jyi—i

La definicién 2.13 establece una relacién de equivalencia® que particiona
al espacio de estados en clases de equivalencia, dando lugar a la siguiente
clasificacién:

a) Cadena irreducible: si la relaciéon de equivalencia (2.13) induce tnica-
mente una clase de equivalencia, es decir el proceso es irreducible si
todos los estados se comunican entre si.

b) Cadena reducible: si la relacion de equivalencia (2.13) induce a més de
una clase de equivalencia.

DEFINICION 2.14. Dado © € K decimos que i es un estado

i) recurrente!® sila probabilidad de retornar al estado i en un tiempo finito
es uno'', es decir

P{C, =i,C,#i,k=1,2,...,n—1|Co =i} = 1.

i1) transitorio si no es recurrente, es decir

P{C, =i,Cr#i k=12 ...,n—1|C =i} <L

8También suele decirse que i se comunica con j

9Fs decir, es: reflexiva, simétrica y transitiva

0Para un estudio més profundo sobre recurrencia en cadenas de Markov consultar
Karlin, seccién 5,6 y 7 de capitulo 2.

1 Otra condicién para que i sea recurrente es que el nimero esperado de retornos sea
infinito.
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DEFINICION 2.15 (ESTADO ABSORBENTE). Diremos que un estado k € K
es absorbente para una F—cadena de Markov bajo P st

P{C, =k|Cr =k} =1, VYnmeN' ' m<n (2.13)

Dado el interés por el comportamiento del proceso bajo un cambio de
medida de probabilidad equivalente, se tiene la siguiente proposicion

Proposicién 2.16. Sea P* una medida de probabilidad sobre (Q, F) equiv-
alente a P, y sea C una F—cadena de Markov bajo P y bajo P*. Entonces
k € K es un estado absorbente para C bajo P si y solo si k es absorbente para

C bajo P*.

Demostracion. Por hipétesis, C es una F—cadena de Markov bajo P y ba-
jo P*, medida martingala equivalente a P, de modo que por la proposicién
2.10, tenemos que se cumple la condicion 1), de ahi que es vélida la relacién
siguiente entre las probabilidades reales y las de riesgo neutral

pij(n) = pijgnli, g), i, €K,  VYneT\{T"}.
Sea 1 = K, de la igualdad anterior tenemos lo siguiente
Pij(n) = prign(K,5),  JEK,  VneT\{I"},

pero como K es un estado absorbente se tiene que pg; = 0, entonces

=0 Ve, Vne T \{T"}

Por lo tanto, K es un estado absorbente para C bajo P*. O

Observaciones:

1. Si K es el unico estado absorbente para C una F—cadena de Markov
bajo P con matriz de transicién P, se tiene

P11 - PLK-1 P1,K
P =
Pk-11 .-+ PK-1,K-1 PK-1,K
0 o 0 1

donde p;; < 1 paracadat=1,..., K —1
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2. La matriz generadora asociada A toma la siguiente forma

pii—1 ... P1,K—1 P1,K
A=
PK-11 --- PK-1,Kk-1— 1 Drx_1K
0 . 0 0

DEFINICION 2.17 (PRIMER TIEMPO DE SALTO AL ESTADO ABSORBENTE).
El tiempo aleatorio T corresponde al primer tiempo en el que el proceso C
salta al estado absorbente K. En términos matemdticos queda determinado
por la siguiente expresion

T=min{n >0:C, = K}

NoOTA 7. Para propositos posteriores, nos interesard encontrar la distribucion
de probabilidad para T bajo P y bajo la medida equivalente P*, razon por la
cual el resto de la seccion presentard resultados referentes a ello.

Notacion:

= P = [jij]1<ij<i—1 denotard la matriz cuadrada K — 1-dimensional que
se obtiene de suprimir el Ultimo renglén y la ultima columna de P.

» PF = [Dijli<ij<k—1 denota la k—ésima potencia de P.

Para un estudio mas profundo de la siguiente proposicién, remitimos al
capitulo 2 de Bhattacharya y Waymire (1990) ([3]).

Proposicion 2.18. Seai € K,i # K, Vn € N, se satisface
K-1
P{r <nlCo=i}=1->_ 5 (0) (2.14)
j=1

Corolario 2.19. Sea i € K,i # K, Vn € N | se satisface

K-1
P{r <nlCo=i}=1-> p{(0) (2.15)
j=1
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Observaciones:

1. Para cualquier estado inicial i = 1,..., K — 1, se sabe (Ver [3]) que
P{r = o0|Cy = i} = 0 si y solo si todos los estados i = 1,..., K — 1 de
C son transitorios, o equivalentemente si el estado K es el iinico estado
recurrente.

2. Asumiremos que K es el unico estado recurrente en C, ello implica que
K es el inico estado absorbente bajo la medida P.

Sea P* cualquier medida de probabilidad equivalente a P sobre (Q, F%.)
y utilizando una notaciéon equivalente a la de la medida P para las probabi-
lidades de transicion en n pasos, se sigue que

P*"(m) = ﬁ P*(m + u) (2.16)

DEFINICION 2.20 (TIEMPO DE ABSORCION TRUNCADO). Dada C una F
cadena de Markov, definimos el tiempo de absorcion truncado como

™ =min{n=0,...,7":C, = K}

La distribucién de probabilidad de 7* bajo P* queda establecida en el siguien-
te

Corolario 2.21. Para cadan =1,...,T* y cada i # K tenemos

K-1
P{r" <nlCo=i} =1~ p;"(0),
j=1
Y
PHr" =o0|Cp =i} =1—-P{r" > T"|Cy = i}. (2.17)

2.3. Cadenas de Markov: Tiempo Continuo

2.3.1. Conceptos Preliminares

Sea C = (Ct)ser+ un proceso continuo por la derecha sobre (2, F,P), con
valores en K, y sea FC la filtracién natural generada por el proceso C y
alguna filtracién tal que F¢ C F.
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DEFINICION 2.22 (CADENA DE MARKOV EN TIEMPO CONTINUO). Sea C =
(Ct)ier+ diremos que C es una Cadena de Markov en tiempo continuo bajo
P con respecto a ¥ (en adelante una F-Cadena de Markov) si para cualquier
funcion h : K — R se satisface lo siguiente:

Ee(h(Civs) | Fo) = Ep(h(Cirs) | 0(Cr)), Vit s €RT

DEFINICION 2.23 (MATRIZ DE PROBABILIDADES DE TRANSICION). Sea C
una F-cadena de Markov en tiempo continuo la familia de dos pardmetros
P(s,t),s,t € RT,s < t de matrices estocdsticas es llamada la familia de
matrices de probabilidades de transicion asociada a C si

]P){Ct - ]|Cs = Z} = pij(s>t)> \V/Z,] € IC
Observacion:
» En la definicién (2.23), Vt € RT se satisface la igualdad P(¢,t) = Id.

Al igual que en el caso discreto, para efectos de aplicacién resultara conve-
niente el uso de cadenas de Markov Homogéneas, por tal motivo enunciamos
las siguientes definiciones equivalentes al caso discreto

DEFINICION 2.24 (CADENA DE MARKOV HOMOGENEA EN TIEMPO CONTI-
NUO). Sea C = (Ct)ier+ diremos que C es una Cadena de Markov Homogénea
en tiempo continuo bajo P con respecto a F (en adelante una F-Cadena de
Markov Homogénea en tiempo continuo) si es una F-Cadena de Markov en
tiempo continuo y satisface

Ep(h(Cirs) | Ct) = Ep(h(Cuss) | Cu), Vs, t,u € RT

DEFINICION 2.25 (MATRIZ DE PROBABILIDADES DE TRANSICION). Sea C
una F-cadena de Markov homogénea en tiempo continuo, la familia de un
pardmetro P(t),t € RT de matrices estocdsticas es llamada la familia de
matrices de probabilidades de transicion asociada a C si

P{Csts = jICs = i} = py;(t), Vi,j€K. (2.18)
Observaciones:

1. SiP(t),t € R" esla familia de matrices de transicién para C entonces
para cualquier subconjunto A C K tenemos

P{Ciis € AlC} = pe,(s), Vst €RY

jEA
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2. En el caso continuo no existe la nocién de tiempo de paso ya que el
parametro t es continuo, por ello es importante estudiar la distribucién
del tiempo de permanencia del proceso en el estado ¢ antes de saltar a
cualquier otro estado (S;). Dado el supuesto de Markov se sabe que S;
sigue una distribucién exponencial (Ver, Norris (1998)). Esto significa
que para cada estado ¢ € IC, J\; tasa constante positiva tal que, una
vez que el proceso alcanza el estado i, permanece ahi por una canti-
dad de tiempo determinada por la variable aleatoria S; ~ exp(—\;t),
independiente de la historia pasada. Ya que el tiempo de permanencia
se distribuye exponencialmente!? entonces la probabilidad de que una
transicién ocurra durante un intervalo corto de tiempo esta dada por

Por otra parte, la probabilidad de transicién de ¢ a j en el intervalo
(t — At,t] es P(C; = j|Ci—ar = 7). De la propiedad de Markov se tiene
que

P(C; = j|Ci—ar = 1) = P(Car = j|Co =1

Ahora definimos \;; por

P _ —
)\ij = lim (CAt ]|CO Z)

At—0 At (220

asumiendo que el limite por la derecha existe en [0, 00). Por definicién
Aij debe ser no negativo. Para construir una trayectoria del proceso
de cadena de Markov continua y homogénea, considere la probabilidad
condicional de migrar del estado ¢ al estado j, dado un salto desde la
calificacién ¢, definido por

(Ct = j|Cione = 1)
(Ct # i|Cront = 1)

‘ , , P
P(C: = jICi—nt = 1,C # 1) = P
Usando (2.19) y (2.20), tenemos

P(C; = j|Cint = 1, C # i) = m.

12Gignifica también que el niimero de saltos sigue una distribucién Poisson.
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Tomando el limite cuando At — 0, tenemos

‘ : N Ay
]P)(Ct :]|Ct_ :Z,Ct 7é'l) = )\—J

la cual representa la probabilidad condicional de que el proceso entre
a un nuevo estado 7, dado un salto desde el estado 7. Ya que existen
K — 1 posibles estados para el salto, la conservacién de la probabilidad

requiere que
K
=15

De aqui que todo lo que necesitamos para construir una trayectoria del
proceso es el paramétro A;;.

3. Analogo al caso discreto, si C es una F-cadena de Markov homogénea
en tiempo continuo, entonces satisface las ecuaciones de Chapman-
Kolmogorov dadas por

P(t+s) =P(t)P(s) = P(s)P(t), Vs, t€R*,

o equivalentemente, para cada 7,7 € K y s,t € RT

pZJ t_l' S szk pkj szk pkg

4. Puede demostrarse que

tirs = poP(t + s) = e P(s) = usP(t), Vs, t € RT.

5. Bajo el supuesto de que la familia P(-) es continua por la derecha en
t =0, es decir lim; o P(t) = P(0) y por el punto 2) se sigue que

HmP(t +s) = P(t), Vit >0,

s—0

y asi
lirré P{Ciis =j|C, =i} =0 Vi,jeK,t>0. (2.21)
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6. La continuidad por la derecha implica la diferenciabilidad por la derecha
en t = 0 de dicha familia, especificamente para cada i, j € K los siguien-
tes limites existen

g P ) — %5

t10 t t10 t

)\ij — lm Dij (t) — Dij (0) (2‘22)

DEFINICION 2.26 (MATRIZ GENERADORA INFINITESIMAL). La matriz A :=

[Nijli<ij<i es llamada la matriz generadora infinitesimal para una cadena de
Markov asociada con la familia P (-) via (2.18)

Observaciones:

1. Paracadai##j, \ij >0y N\ =— Zﬁil,j#i Aij

2. A también es conocida como la matriz de intensidad debido a que cada
entrada \;; representa la intensidad de transicién del estado ¢ al estado

J

3. Para el caso continuo, las ecuaciones de Kolmogorov se definen por:

i) Fcuacion backward de Kolmogorov

dz_f) _ AP(f), P(0)=Id. (2.23)

ii) Fcuacion forward de Kolmogorov

dP(t)

== =P\ P(0)=Id (2.24)

ambas ecuaciones tienen la misma solucién (dnica) dada por:

L AR

A

P(t)=e"=)" — Ve RY. (2.25)
n=0

Resultado que permite concluir que la matriz generadora A deter-

mina de manera tunica todas las propiedades probabilisticas rele-

vantes de una cadena homogénea.
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Otro modo de llegar a la ecuacion (2.25) es notanto que la matriz de proba-
bilidad de transicién para el intervalo At puede expresarse como

P(t,t + At) = Id + AtA + o(At),

De modo que la matriz de probabilidades de transicién en el periodo m € R*
(recuerde la diferencia, no es el m—ésimo paso como en el caso discreto)
puede obtenerse de manera similar. Sea s =t + mAt, entonces

P(t,s) ~ (Id + AtA)™

_ (Id + MA)m . (2.26)

m
Tomando el limite m — oo tenemos

P(t,s) = exp((s — 1)A)
Asi, al calcular la matriz exponencial de una matriz generadora A, podemos
obtener la matriz de probabilidades de transicién para un periodo arbitrario
s —1t.
Observacion:

= Bajo el supuesto de que K es el inico estado absorbente, se cumple lo

siguiente
pii—1 ... P11 PLK
lim exp(hA) — D =
h—o0 PK-11 --- PK-1,Kk-1 — 1 DKr-1K
0 . 0 0

2.3.2. Cadenas de Markov Embedded

Sean C = (Ci)ier+ una F—cadena de Markov homogénea bajo P con
generadora infinitesimal A. Sea 7,,,n € N la sucesién aleatoria de tiempos
de salto sucesivos de C, definida como (por convencién 75 = 0):

Tn = inf{t > Tp—1 - Ct 7é CTn71}'

Puede demostrarse que
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i) el tiempo aleatorio que transcurre entre un salto y su consecutivo sigue
una ley de probabilidad condicional con pardametro —\; > 0, es decir
Vn e NyVteR"

P{r, — Tho1 > tC,,_, =i} =€ Vi=1,... K. (2.27)
ii) las probabilidades condicionales de transicién satisfacen

Aij o .
]P){CTn = j|CTn—1 = Z} = pij == _ﬁ?’é’ \V/Z,] € IC>Z 7é J- (228)
NoTA 8. Ya que C es una cadena homogénea, las leyes de probabilidad es-
pecificadas arriba no dependen del nimero de transiciones en el pasado (esto
es, den) sino unicamente del valor tomado por C después del salto previo.

DEFINICION 2.27 (CADENA DE MARKOV ” EMBEDDED” . TIEMPO DISCRE-
TO). La cadena de Markov en tiempo discreto (fn =C,,,n € N*, es llamada
la cadena de Markov encajada correspondiente a la cadena de Markov en
tiempo continuo C. La sucesion C' es una cadena de Markov homogénea bajo
P con matriz de transicion dada por P = [p;j|i<ij<k-

DEFINICION 2.28 (ESTADO ABSORBENTE). Sea Ci,t € RY una F—cadena
de Markov homogénea, decimos que un estado k € KC es absorbente si

P{C, =k|C; =k} =1, Vt,scR" t<s.
Observacion:

1. De (2.22), es claro que si un estado k € K es absorbente, entonces
tenemos \; = 0 para cada j =1,..., K.

De ahora en adelante, asumiremos que:

= El estado K es el tnico estado absorbente dentro del espacio de es-
tados, ello implica que la generadora infinitesimal de C bajo P queda
determinada por la matriz de intensidad

Mi o oo ALE—1 ALK

A =
AK—11 -+ AK—1,K-1 AK-1K
0 .. 0 0
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= El estado inicial Cy = = # K es fijo

» El tiempo aleatorio de absorcién'® en K es un FC—tiempo de paro y
un F—tiempo de paro. Ademds 7 < oo, P—casi seguramente'?.

NoTA 9. Aun cuando las definiciones y resultados anteriores pueden exten-
derse al caso de cadenas de Markov condicionales, no los expondremos en
este capitulo debido a que el modelo desarrollado en lo subsecuente solo uti-
lizard cadenas de Markov no condicionales en tiempo discreto.

2.4. Observaciones Generales

El objetivo del capitulo ha sido dar al lector la herramienta basica de ca-
denas de Markov homogéneas en tiempo discreto para comprender el modelo
que sera expuesto en el siguiente capitulo. Gran parte de las definiciones y
resultados que fueron enunciados aqui pueden encontrarse en cualquier li-
bro de cadenas de Markov y de procesos estocasticos en general, por lo que
muchas demostraciones han sido omitidas. Los resultado mas importante de
este capitulo y los cuales deben tenerse en mente para lo subsecuente corres-
ponden a los siguientes:

- La proposicién (2.10) la cual establece que dada una F—cadena de
Markov homogénea bajo la medida de probabilidad real P, es posi-
ble mantener la propiedad markoviana bajo el cambio a la medida de
probabilidad equivalente P* , todo esto bajo el supuesto de que 7; '7:41
es 0(Ct,Cry1)—medible ( con nps la derivada de Radon-Nidodym como
se define usualmente a partir de P y P* ). Recuérdese que con dicho
supuesto nada se garantiza sobre la preservacion de la homogeneidad.

- El Corolario 2.21 porque muestra como obtener la distribucion del tiem-
po de absorcién del proceso C bajo la medida martingala equivalente
P*, que en términos del modelo JLT se traduce en la distribucién del
estado de incumplimiento del deudor.

= La ecuacién 2.16 tendra gran relevancia debido a que, derivada del
supuesto de homogeneidad del proceso C, permitira obtener las proba-

3Definido como 7 = inf{t > 0:C; = K}
1 Dicho supuesto implica que el estado K es el tinico estado recurrente para C
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bilidades de transicion de riesgo neutral en n pasos y que resultara 1til
en el proceso de calibracién del modelo.

- Ain cuando no se desarrollard de manera detallada el modelo JLT
(1997) en el caso continuo, se recomienda no dejar de lado dicha seccién
asi como los resultados derivados de ello, es decir lo referente a cadenas
de Markov embedded la cuales seran ttiles en el iltimo capitulo.

Los resultados de la tltima seccion, como una generalizacion del caso
discreto, tendran relevancia en el ultimo capitulo referente a las condiciones
bajo las cuales una matriz estocastica puede considerarse proveniente de una
cadena de Markov, asi como de algunos métodos para obtener su matriz
generadora.



Capitulo 3

Modelo JLT de Migracion de
Crédito

En este capitulo abordaremos el modelo propuesto en Jarrow, Lando y
Turnbull(1997), formalizado posteriormente por Bielecki y Rutkowski en [4],
el cual permite el estudio del proceso de migracién de crédito via una cadena
de Markov homogénea. Trataremos tanto el caso discreto como su extension
al caso continuo, aunque este ultimo de manera muy general. La formalizacion
matemadtica ha sido tomada de [4] y de [22] bésicamente.

3.1. Calificaciones de Crédito

Una de las principales preocupaciones de los participantes del mercado
consiste en la cuantificacién del riesgo de incumplimiento de la contraparte,
para este fin se han desarrollado diversas metodologias de entre las que sobre-
salen aquellas basadas en calificaciones de crédito (también llamadas rating
de crédito,'), asi como las provenientes de modelos estructurales?.

Dado que nuestro interés se enfoca en las metodologias asociadas a califica-
ciones de crédito, consideramos importante distinguirlas de lo que se conoce
como score de crédito (credit scoring), término utilizado en el estudio del
riesgo de crédito al consumo.

Leredit rating o credit quality
2Por ejemplo el modelo de Merton (1974), el cual se basa en datos de balance y en
volatilidades histéricas de los titulos de la empresa en cuestién.

38
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El score de crédito se asigna cuando los prestatarios son agentes
econémicos individualizados y los prestamistas generalmente son
entidades bancarias (Ver [?]). Su contraparte en riesgo de crédito
comercial es el rating, el cual se asigna cuando los prestatarios
son grandes empresas o instituciones y los prestamistas grandes
empresas o agentes econémicos individualizados(pequenas y me-
dianas empresas y consumidores).

DEFINICION 3.1 (CALIFICACION DE CREDITO). Medida de la calidad de
crédito o de la propension de incumplimiento de una firma. Evalia la ca-
pacidad de la institucion financiera para cumplir o incumplir con el pago de
los compromisos adquiridos con los agentes economicos al tiempo que pro-
porciona una clasificacion de su deuda corporativa justificada para propdsitos
especificos.

Observaciones:

1.

La calificacion de crédito puede ser especifica de la firma o bien, especifi-
ca de la emision. En adelante, referiremos al rating como la calificacion
de crédito del instrumento financiero proveniente de la calificacion aso-
ciada a la institucién que lo emite.

Las calificaciones de crédito no corresponden tunicamente a aquellas
atribuidas por agencias de calificacién comercial como lo son: Moody’s
Investors Service, Standard & Poor’s Corporation y Fitch IBCA &
Phelps®, de hecho a raiz de las recientes modificaciones del Acuerdo de
Basilea, gran parte de instituciones financieras mantienen sus propios
sistemas de calificacion basados en metodologias desarrolladas interna-
mente (internal ratings).

Formalmente, la calidad de crédito en deuda corporativa es represen-
tada como un elemento de un conjunto finito de clases de calificacion

de crédito? (mutuamente disjuntas) denotado de ahora en adelante por
K={1,...,K}.

Las calificaciones de crédito no permanecen constantes, éstas son cambiantes
en el tiempo y dicho cambio depende del deterioro o la mejora de la calidad

3Referimos a las siguientes paginas para obtener mds informacién: www.moodys.com,

www. standardandpoors.com 'y www.fitchratings.com.

4 Credit rating classes o credit grades.
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de crédito del instrumento en cuestién. Dicho fenémeno corresponde a la
siguiente

DEFINICION 3.2 (MIGRACION DE CREDITO). Cambio en el tiempo de la
calificacién de crédito de un instrumento de deuda entre varias® clases de
crédito.

Observacion:

= En calificaciones otorgadas por agencias comerciales el deterioro o mejo-
ra en la calidad de crédito de una firma no implica un cambio inmediato
en su calificacion, ya que en general la recalificacion ocurre anualmente.

Importancia del Proceso de Migracion de Crédito.

Recientemente el estudio del proceso de migracion de crédito ha tomado
mayor importancia por las siguientes razones:

= Los modelos VaR de crédito requieren del célculo de matrices de tran-
sicién para su implementacion.

= El nuevo acuerdo de Basilea permite el uso de sistemas de calificacion
interna para determinar requerimientos minimos de capital.

= Los ratings son entradas clave en modelos referentes a la estructura a
plazos de spreads de crédito, asi como para la valuacién de derivados
de crédito tales como bonos incumplibles® o bonos step-up.

» A nivel internacional, las calificaciones de crédito soberanas’ y sus pro-
cesos de migracion juegan un papel determinante en la valuacion y
asignacion de capital internacional.

Como se mencioné anteriormente, las agencias calificadoras habian sido las
encargadas de proporcionar informacion referente a transiciones en la califi-
cacion de crédito, del mismo modo en el que KMV lo ha sido en las medidas

5Fs la generalizacién de los estudios que consideraban solamente dos clases: incumpli-
miento y no incumplimiento.

5Bono corporativo que paga una cantidad constante X en la fecha de maduracién T si
no hay incumplimiento y si lo hay, paga una cantidad de recuperacion X.

"El presente trabajo se enfoca tinicamente al proceso de migracién de deuda corpora-
tiva.Ver [18] para procesos de migracién soberanos.
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de distancia al incumplimiento. Sin embargo, al permitir el uso de califica-
ciones internas, el Acuerdo de Basilea ha sido determinante para el desarrollo
de nuevas metodologias para la cuantificacién del riesgo de crédito de las ins-
tituciones financieras.

Modelos de migracion de crédito.

DEFINICION 3.3 (MODELOS DE CALIFICACION DE CREDITO MULTIPLES).
Término genérico referido a modelos de riesgo de crédito correspondientes al
estudio del proceso de migracion de crédito.

Como fue senalado en el primer capitulo, los principales modelos basados
en calificacion de crédito corresponden a la categoria de modelos de forma
reducida, cuya principal caracteristica consiste en que el evento de incumpli-
miento es visto como un evento determinado por alguna variable independi-
ente del proceso de valor de la firma, a saber, el proceso de migracion.

Dentro de la literatura que involucra el estudio del proceso de migracién
de crédito encontramos los siguientes enfoques:

a) Modelos para el estudio del riesgo de incumplimiento. Tienen como prin-
cipales autores a Altman y Kao (1992), Lucas y Lonsky (1992), Carty y Fons
(1994), Belkin, Suchower y Forest (1998), Duffee (1998) y Helwege y Turner
(1999), entre otros.

b) Modelos para la valuacién de instrumentos financieros que involucran al
proceso de migracién. También son conocidos como modelos Markovianos
debido a que utilizan cadenas de Markov para explicar la migracién de crédi-
to. Los principales estudios corresponden a Jarrow, Lando y Turnbull (1997),
Kijima y Komoribayashi (1998) y Lando (2000).

3.2. Modelos Markovianos

El evento de migracion de crédito entre varias calificaciones es modelado ge-
neralmente via el proceso de migracion de crédito C asociado a una cadena
de Markov (condicional o no) en tiempo discreto o continuo, con espacio de
estados finito K. Una ventaja importante de estos modelos es el hecho de
que las calificaciones de crédito son consideradas como variables de estado
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observables, lo que no ocurre necesariamente al considerar otro tipo de mo-
delos como lo son los modelos de difusién.

Notacion

Mantendremos la notacién establecida en el capitulo anterior para cadenas
de Markov, la reinterpretaremos en el contexto financiero de nuestro interés
y agregaremos algunos nuevos conceptos.

n ((Q,F,P),G):= base estocéstica que permitird modelar al proceso de
migracion de crédito. En general consideraremos a la filtracion G tal
que F¢ C G.

m T*:= fecha terminal de las actividades econdémicas en consideracién
(horizonte de tiempo), se supone a 0 < T* < oo.

» C:= cadena de Markov® en tiempo discreto con espacio de estados finito,
que describe al proceso de migracién de crédito del instrumento de
deuda en cuestién®.

s K = {1,..., K} := espacio de estados del proceso de migracién C.
Cada j € K representa una calificacién de crédito (por convencién se
ordenan de forma decreciente de modo que K corresponde al evento de
incumplimiento).

» [FC.=filtracién natural generada por el proceso de migracién C. Es decir,
es la informacién disponible a los participantes del mercado, generada
unicamente por el proceso de migracion de crédito.

» )\;;:= intensidad de migracién de la calificaciéon de crédito 7 a la ca-
lificacion j, bajo la medida de probabilidad real P. Andlogamente A};
referira las intensidades de migracion pero bajo la medida martingala
spot (medida de riesgo neutral) P*.

= B(t,T) := precio al tiempo t de un bono cupén cero libre de riesgo que
paga $1 a la fecha de maduracién T (0 <t < T < T%).

8Cuando expliquemos el caso discreto del modelo utilizaremos como indicadores del
tiempo a n, m, k y para el caso continuo ¢, s; tal y como se usé en el capitulo anterior.

9En el desarrollo de este modelo usaremos como instrumento de deuda a un bono
corporativo.
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B, := proceso de descuento libre de riesgo al tiempo t.

ry := proceso estocastico de tasa corta de interés. No se especifica
ninguno en particular.

D(t,T) := precio en t de un bono corporativo con valor nominal de $1 y
fecha de maduracién T con t < T < T™*. Si el esquema de recuperacién
es delta, D°(t,T).

D;(t,T) := precio en t de un bono corporativo con valor nominal de
$1 y fecha de maduracion T con t < T < T* y calificacién de crédito
inicial 7. Si el esquema de recuperacion es delta, D?(¢, T).

T:=tiempo de paro que representa al tiempo de incumplimiento, es
decir es el primer tiempo en el cual el proceso de migracién C alcanza
el estado de incumplimiento K.

7 ={0,1,2,...,T*}:= conjunto de fechas de operacién del mercado.
Usaremos lanotaciéon 7o = T\{0} , Tp« = T\{T*} y To.r- = T\{0, T*},
(notacién andloga se usard para el espacio de estados K).

En el desarrollo del modelo deben tenerse en cuenta los siguientes aspec-

tos:

a)

El proceso de descuento libre de riesgo al tiempo t se define como es
usual en teoria de valuacion de instrumentos financieros. Para el caso
discreto

t—1
By =[]+,
u=0
y para el caso continuo

t
Bt:exp(/ rudu), vt e {0,1,...,7"}
0

El modelo JLT tiene como objetivo la valuaciéon de instrumentos fi-
nancieros sujetos a riesgo de crédito, pero por simplicidad seguiremos
los mismos resultados de Bielecky y Rutkowsky, es decir la teoria se
expondra tnicamente para la valuacién de bonos corporativos cupon
cero.



CAPITULO 3. MODELO JLT DE MIGRACION DE CREDITO 44

NotA 10. Sugerimos tener presente los resultados del capitulo anterior re-
ferentes a las condiciones necesarias para la preservacion de la propiedad
markoviana bajo el cambio de la medida de probabilidad real a la medida de
probabilidad equivalente; debido a que ello serd necesario para la compresion
de los supuestos establecidos en el Modelo JLT.

3.2.1. Motivacion.

Dado un mercado libre de arbitraje y completo'®, bajo un esquema de
recuperacién fraccional d constante, se tiene que el precio al tiempo t con
t <T <T* de un bono corporativo con fecha de maduracion 7', es

D(t,T) = BEp(By (lirsry + Lizery)|Ge).- (3.1)

La ecuacién (3.1) depende de tres parametros!!: a) la tasa de recuperacién
J, la cual se asume constante; b)el proceso de tasa corta r, para el cual puede
asumirse algiin modelo'? y ¢) el tiempo aleatorio de incumplimiento T, sobre
el cual aiin no se ha supuesto nada y para el que resulta necesario establecer
una distribucion.

Si suponemos independencia condicional de 7 y del proceso de tasa de
interés {r:}, y si ademds suponemos que B(t,T), t <T < T* esuna familia
de precios relativos de bonos libres de arbitraje!® es posible simplificar (3.1)
como sigue

DY(t,T) = B(t, T)(5 + (1 — &)P*{T < 7|G,}). (3.2)

9Decimos que un mercado es completo sii todo reclamo contingente es replicable o bien,
sii existe una tnica medida martingala equivalente

11Si el incumplimiento ocurre antes de T entonces D°(t,T) = 6 B(t, T), es decir el precio
de un bono riesgoso se colapsa en la parte fraccional de un bono libre de riesgo.

12Existen varios modelos estocastico de tasas de interés: Vasicek, Ingerssol etc.
Constiltese [7].

13Ver Anexo para la definicién de este concepto
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Demostracion. El supuesto de condicionalidad entre el proceso 7 y el proceso
de tasa de interés r implica lo siguiente

D(t,T) = BEp[Br (61gr<ry + Lirary) |Gl
= B/Ep: B |G Ep (6L <1y + Lirary) |G
= BEp[B |G (6 + (1 — §)P{T < 7|G,}) (3.3)

Ahora bien, tenemos que V1" € {0,1,...,T7*} el proceso Z*(t,T) = B(t,T)/B;
sigue una P*—martingala, es decir

B(t, T
Ep (Z°(T,T)|G) = Z*(t,T) = (B ),
t
pero, por definicién
B(T,T
Z*(T,T) = (LT) _, * Bn' = B,
T

sustituyendo en la igualdad anterior llegamos a lo siguiente

B, T
B (8510 = DT,
t

despejando de la igualdad anterior se llega a que

B(t,T) = BEp (B;[Gy). (3.4)
Sustituyendo (3.4) en (3.3) se obtiene el resultado buscado
D°(t,T) = B(t,T)(6 + (1 — OP*{T < 7|G:}).
0

NoTA 11. La ecuacion (3.2) muestra que la evolucion de la estructura a
plazos de deuda riesgosa queda determinada de manera unica, toda vez que
se cuenta con la distribucion del tiempo de incumplimiento, P*{T < 7|G;}. El
modelo JLT permite determinar de manera explicita tal distribucion a través
del uso de una cadena de Markov con espacio de estados finito determinado
por calificaciones de crédito.
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3.2.2. Modelo de Jarrow, Lando y Turnbull

Desarrollado por Robert A. Jarrow, David Lando y Stuart M. Turnbull

en 1997, fue el primer modelo de no-arbitraje en incorporar informaciéon de
calificaciones de crédito para propédsitos de valuacion. De igual modo permite
modelar la estructura a plazos de spreads de riesgo de crédito y su evolucion
en el tiempo. Sus caracteristicas generales son:

1.

Incorpora el efecto de calificaciones de crédito como indicador de la
propension a incumplir en instrumentos riesgosos.

Utiliza probabilidades de transicién histéricas para determinar proba-
bilidades de riesgo neutral'?.

Permite la valuacion y cobertura de deuda corporativa con opciones in-
cluidas, de derivados extrabursatiles con contraparte riesgosa, de bonos
gubernamentales sujetos a riesgo de incumplimiento y de derivados de
crédito, ademas de ser aplicable en administracion de riesgos.

En administracién de riesgos permite generar la distribucién de la ex-
posicién de crédito en contratos individuales o en portafolios, asi como
calcular perfil de exposicién maxima y perfil de exposicién esperada.

Excluye el incumplimiento miltiple; es decir, la clase de incumplimien-
to queda representada por un estado absorbente (K'). Explicitamente:
una vez que el proceso ha alcanzado la clase de incumplimiento se en-
tendera que no hay oportunidad de que se recupere y salte a una mejor
calificacién'® y con ello, no habra posibilidad de que vuelva a incumplir.

Condiciones de Mercado

= Suponemos un mercado sin friccién’

6 completo y libre de arbitraje con

horizonte de tiempo finito, 7% > 0, fijo.

= Bonos cupoén cero libres de riesgo y riesgosos, con fecha de maduracion

T, VT, 0 <T <T* son operados en dicho mercado

M También conocidas como pseudo-probabilidades

15 Aunque es un supuesto irrealista, facilita la teorfa.

16No existen costos de transaccién, bancarrota o impuestos y no hay problemas de
divisibilidad en los activos.
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Asumiremos que la economia puede ser modelada con la base estocésti-
ca (2, F,P),G) con P la medida de probabilidad real y G = (G;)o<t<7+
la filtracion que modela el flujo de informacién disponible a los inver-
sionistas.

Supuestos Iniciales

S1

S2

S3

Existe una tnica medida de martingala!” P* equivalente a P sobre
(Q,Gr+), tal que el proceso de descuento de bonos cupén cero libres
de incumplimiento y de bonos cupén cero riesgosos siguen una G-
martingala bajo P*. Este supuesto es equivalente a considerar que se
cuenta con una familia de precios relativos de bonos libres de arbitraje
tanto para bonos corporativos como para bonos libres de riesgo.

La tasa de interés corta (spot) libre de riesgo {r:}o<t<r+, €s vista como
un proceso estocastico F—adaptado, con I subfiltracion de G.

El tiempo de incumplimiento 7 y el proceso de tasa de interés libre de
riesgo {r:}, son variables aleatorias condicionalmente independientes
dada la filtracién G bajo la medida P*. Es decir, para cualquier ¢
funcional integrable del proceso r y cualquier funcién integrable f(7),

Ep- (¢(r) f(7)|Gr) = Ep-(¢(r)|Ge)Ep- (f(7)|Gr), Vt € RT.

Recuérdese que por la secciéon anterior tenemos que el precio de un
bono riesgoso esta determinado por

D°(t,T) = BEp-(B7"' (01grsry + Lirary)|Ge),

aplicando la versién abstracta del teorema de Bayes'®, y sin utilizar el
supuesto de condicionalidad entre 7 y r, se obtiene que el precio del
bono corporativo en términos de la medida martingala forward ' Pr
con T < T, corresponde al precio de un bono equivalente libre de

I7El supuesto de no arbitraje garantiza la existencia de P* medida de riesgo neutral
o medida martingala equivalente, mientras que la unicidad queda determinada por la
completez del mercado. Consiltese Mathematics of Financial Markets, para un estudio
sobre medidas martingala equivalentes, Cap. 2.

8Ver [25]

9Es decir, la medida de probabilidad sobre (Q,Gr) dada por dPp/dP* =
1/B(0,T)Bp, P* c.s. Ver Anexo.
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riesgo multiplicado por el payoff esperado (en pesos) en el tiempo T,
explicitamente

D(t,T) = B(t, T)(§ + (1 — §Pp{r > T|G,}. (3.5)

Por otro lado, sabemos que suponiendo cierto el supuesto de condi-
cionalidad se llega a que

D°(t,T) = B(t,T)(6 + (1 — §P*{T < 7|G}).
Asi, de (3.5) y de la igualdad anterior se sigue que

P {1 > T|G:} =Pr{r > T|G:}, ec.s.

S4 Los bonos corporativos estan sujetos a esquemas de recuperacién frac-
cional ?° constante (exégeno). Puede elegirse cualquier tipo de recu-
peracion siempre y cuando sea constante. Actualmente existen varias
extensiones a este modelo las cuales relajan este supuesto al permitir
el uso de recuparaciones estocasticas.

Caso Discreto

NoTA 12. Para denotar el tiempo discreto en este apartado utilizaremos las
letras n,m.

Considérese un modelo de mercado discreto?!, con fechas de operacién dadas
por el conjunto 7 = {0,...,T*} con horizonte de tiempo** (finito) T™* € N*.
Dado un bono incumplible con fecha de maduracion 71" y calificacion inicial
Co, el cambio futuro en su calificacion crediticia esta descrito por el proceso
estocastico C = (Cy)ner, conocido como el proceso de migracion.

NoTA 13. La calificacion crediticia en el tiempo n, de un bono incumplible
coincide con el valor asociado al proceso de migracion C en el tiempo n, es
decir al valor que corresponde a la variable aleatoria C,.

20Es decir, un bono incumplible, paga a la fecha de maduracién una fraccién fija de su
valor a la par.

21Corresponde a modelos en los cuales todas las cantidades relevantes toman un nimero
finito de valores.

22Fecha terminal de las actividades econémicas en consideracién
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Supuestos Adicionales.

S5 El proceso de migracion C sigue una G—cadena de Markov homogénea
irreducible en tiempo discreto, bajo la medida de probabilidad real PP,
con matriz de transicién

pPip ... P1LK-1 Pk
P = ,
Pk-11 .-+ PK-1,K-1 PK-1,K
0 e 0 1
y matriz generadora
pa—1 ... P1LE-1 P1LK
A= ,
PK-11 --- PK-1,Kk-1— 1 Drx_1K
0 e 0 0
con espacio de estados IC = {1,..., K} correspondientes a las califica-

ciones de crédito posibles??, donde el estado 1 representa el rating més
alto y K el mas bajo (incumplimiento). Este tltimo, el estado K, es el
unico estado absorbente.

Observaciones:

= Dado que C sigue una G—cadena de Markov homogénea entonces sigue
una cadena de Markov homogénea ordinaria es decir una F¢—cadena de
Markov homogénea, ello significa que la evolucion probabilistica futura
de calificacion de crédito del bono en cuestion no depende de la historia
del mercado (representada por la filtracién G) ni de la calificacién pasa-
da del bono (representada por la filtracién F€), sino tinicamente de la
calificacion actual. En el &mbito financiero ello significa que el mercado
es eficiente, ello es, la informacién se acumula de manera eficiente en
la dltima observacion.

23Fn el caso de portafolios corporativos cada elemento de K representa el rating asignado
internamente por el prestamista o externamente por una agencia de calificacién. En el caso
de portafolios de consumo (retail portfolio) cada estado puede definirse como un rango de
score correspondiente a un nivel especifico.
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= El establecer transiciones en tiempo discreto significa que de ocurrir un
cambio en el rating, este se dara inicamente después de un periodo fijo
de tiempo (6 meses, 9 meses, 1 afo, etc.).

= El supuesto de homogeneidad implica que las probabilidades de tran-
siciéon no cambian en el tiempo.

= Por simplicidad estamos asumiendo que K es el inico estado absorbente
(pxj = 0,Yj € Kk y pxx = 0). El tiempo de incumplimiento se define?*
como el primer momento en el que el proceso de calificacién alcanza el
estado K, es decir

T:=inf{n e T :C, = K}
por convencion inf ¢ = +oo.

= Se sabe que si el proceso de migracion tiene un estado absorbente en-
tonces la matriz de transicién satisface

00 1

00 1
lim P" — ,

00 ... 1

es decir, el estado de incumplimiento se alcanza a largo plazo (desde
cualquier estado) sin importar la calificacién inicial.

= Dada la ordenacion de los estados, las probabilidades de incumplimien-
to de un paso satisfacen la siguiente desigualdad?®

pix <pig, 1<i<j<K. (3.6)

24Para una firma que en el tiempo n tiene asignado el rating i, se define como

Ti=inf{m>n,me7T:C, =K}

Z>Monotocidad estocastica para cadenas de Markov, ver [28], Cap. 7.
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= Las matrices de transicion de un paso pueden obtenerse empiricamente
(usando datos histéricos?). Estas matrices se caracterizan por concen-
trar las entradas distintas de cero alrededor de la diagonal®’(matrices
diagonalmente dominantes).

NoTA 14. Sobre el supuesto de homogeneidad del proceso de migracion des-
cansan la gran parte de criticas al modelo, debido a que diversos estudios
con datos historicos muestran que la calificacion crediticia se ve afectada por
otros factores tales como ciclos economicos.

S6 El proceso de migracién C sigue una G—cadena de Markov no necesaria-
mente homogénea bajo la medida martingala P* con estado absorbente
K y matriz de transicién dependiente del tiempo

pian) o Piga(n)  pig(n)
PK—1,1(n) e pK—l,K—l(n) PK—LK(n)
0 . 0 1
Observaciones:

= Recuérdese que la existencia y unicidad de P* quedo garantizada al
asumir un mercado completo y libre de arbitraje.

= Las probabilidades (de riesgo neutral) pj;(n) satisfacen
b p:}(n) 2 O,VZ,] € IC>Z %]7
" K

e py(n)=1- Zj:l,j;éi pij(n) y

e pj;(n) >0,Vi,j,i# j,siysolosip,; >0,0<n<7-1
En el capitulo anterior se establecieron las condiciones bajo las cuales la
propiedad de Markov relativa a la filtracién de referencia G, bajo el cambio a
una medida de probabilidad equivalente, se preserva; asi como su efecto sobre

las probabilidades de transiciéon de un paso. Para aplicar tales resultados
Jarrow et. al (1997) establecen la siguiente condicién técnica

26Para hacerlo, existen diversos métodos, algunos de los cuales serds explicados en el
siguiente capitulo.

27Como senalan JLT, movimientos de dos o més ratings son eventos raros o inexistentes
en lapsos de un ano.
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S7 Las probabilidades de transicién bajo P y las probabilidades de transi-
cion bajo P* satisfacen

pi(n) = mi(n)py, Vj#i, i.j €K, (3.7)

en forma matricial se tiene que

pii(n) ... Pl g (n) P g (1)
P*(n) = . . .
Pr—11(M) - Pix_1kx-1(n) Pk_1 k()
0 c.. 0 1
m1(n)p1,1(n) e m1(n)p1,x—1(n) m1(n)p1, i (n)
T mepr ) L R k) T PR ()
0 . 0 m(n) * 1

o bien, haciendo un reacomodo se puede expresar como
P*(n) —Id = II(n)[P — 1d]

con Id matriz identidad K-dimensional y I1(n) = diag(m(n), ..., 7x—_1(n), 1)
matriz diagonal K-dimensional.

Observaciones:

= 7;(n) es independiente de j y es una funcién (no negativa) deterministi-
ca dependiente del tiempo interpretada como prima de riesgo® (ajuste
aplicado a las probabilidades reales para obtener probabilidades de ries-
go neutral).

= Del dltimo renglén de la matriz tenemos que Vn, mx(n) = 1, llamaremos
a (m(n),...,mx_1(n)) el vector de prima de riesgo en el tiempo n.

» S7 implica que p};(n) =1+ m(n)(pi; — 1), es decir

1= pn) 71 (n)p1,x-1(n) 71 (n)p1,k (n)
P*(n) = : p : :
me—1(n)pr—11(n) ... 1=y iuk 1Prk-1,;(n) mTr_1(n)pKr_1,K(n)

NoTA 15. En términos prdcticos la condicion S7 establece que para cualquier
estado i, la probabilidad bajo la medida martingala P* de saltar al estado j # i
se asume proporcional a la probabilidad correspondiente bajo la probabilidad
real P, con factor de proporcionalidad dependiente de i y n, pero no de j.

28La independencia con el estado j implica que moverse del estado i al 1 asigna la misma,
prima de riesgo que si se transita del estado ¢ al estado K.
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3.2.3. Aplicaciones del Modelo

Recordemos que JLT plantearon y describieron la dinamica de incumpli-
miento como una cadena de Markov, con el objeto de analizar la estructura
a plazos de spread de crédito, para lo cual requerian encontrar el valor de un
bono incumplible, el proceso se explica a continuacion.

a) Valuacién de bonos incumplibles

Dado un bono incumplible cupén cero con calificacién de crédito deter-
minada por el proceso C en el tiempo n y asumiendo ciertos S1-S7, la proba-
bilidad de que el incumplimiento ocurra después de la fecha de maduracién?®
T, corresponde a

P {7 >T|G,} =P{r > T|C.}
= sz’nj(n> T)

K
=1—-pp x(n,T), n=0,....,T (3.8)

ysiC,=1,paracada 0 <n<m<T,

pij(n,m) :==P{Cy, = jIC, =i}, Vi,jeK. (3.9)

de modo que el precio de un bono con calificacién 7, queda determinado por
la siguiente ecuacién

D}(n,T) = B(n,T)[1— (1 =8P (r <T)]
=B(n,T)[5+(1-0)>_ pj;(n.T)]. (3.10)

i#K
Observaciones:

= En (3.10) usamos el hecho de que P*{r > T'|C,,} = 1 —-P*{r < T|C,},
de ahi que

P{r <TIC} =1-) 1t ;(n,T)
JAK
= pe,x(n, T). (3.11)

29En [22] se les denomina probabilidad de solvencia en fechas futuras
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= Las probabilidades pj;(n, m) pueden obtenerse de las probabilidades de
una paso pj; (n) y utilizando las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov.

Combinando la ecuacion (3.9) con (3.2), y bajo los supuestos S1-S7, ob-
tenemos la siguiente

Proposicion 3.4. Si el valor en el tiempo n de un bono incumplible con
fecha de maduracion T, esquema de recuperacion fraccional 6 y rating de
crédito i, se define como

D)(n,T) :=Ep (D} (n,T)|C, = i), Vi€ Kk,

entonces
D)(n,T)=B(n,T)(0+ (1—06) Y _ pj(n.T)), (3.12)
i#K
donde

D’(n,T) =D} (n,T) = B(n, T)(6+ (1 =6) Y _p},;(n,T)).  (3.13)
J#K

En el caso en el que se cuenta tinicamente con dos clases de crédito (incum-
plimiento y no incumplimiento) denotadas por i = 1, i = 2, las férmulas
(3.12) y (3.13) se convierten en

DS(n,T) = B(n,T)(6 + (1 — &P {r > T|C, = 1}, (3.14)

D%(n,T) = D¢, (n,T) = B(n,T)(0 + (1 — 8P {r > T|C,}). (3.15)

NoTA 16. La ecuacion (8.12), al proporcionar el precio tedrico del instru-
mento de deuda, permite ademds de la cobertura, la identificacion de opor-
tunidades de arbitraje con dicho instrumento. El procedimiento para ello re-
quiere la disponibilidad de la matriz de probabilidades de transicion reales, P,
y la del vector de primas de riesgo (mi(n),...,mx_1(n)), ya que ambos son
utilizados para el cdlculo de las probabilidades de riesgo neutral necesarias
para obtener el precio terico. El capitulo siguiente mostrard algunos métodos
para encontrar la matriz P y en la seccion de calibracion de este apartado se
dara el procedimiento para encontrar las primas de riesgo.
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b) Spread de Crédito.

DEFINICION 3.5 (PROCESO DE SPREAD DE CREDITO). El proceso de spread
de crédito, Sc,(n,T) se define como el diferencial entre la tasa forward de
un paso sobre un bono incumplible en la fecha futura T' (gc, (n,T)) y la tasa
forward de un paso para un bono libre de incumplimiento (f(n,T)), vistas en
n < T, especificamente

(3.16)

Se,. (n.T) = ge, (m T) — f(n.T) = In ( RSl PUEY 3, S IGEY ) ,

S+ (1=06) > 2k Pg, ;(n, T +1)

D, ’I’L,T n,
donde gc,(n,T) := —In (%) Yy f(n,T):=—1In (BJ(B(nTJJ:)l)) .

Observaciones:

= En particular, sobre el conjunto {C,, =i}, g;(n,T') representa el retorno
forward de un paso sobre un bono incumplible que en el tiempo n se
encuentra en la clase de crédito ¢ (por supuesto, gx(n,T) = f(n,T)).

s El spread de RC es dado en términos de la tasa de recuperacién d y la
matriz de transicion para clases de crédito.

= La ecuacién (3.16) muestra que Se, (n,T') es estrictamente positivo en
el modelo, excepto en el incumplimiento.

3.2.4. Calibraciéon

El objetivo de este apartado es calibrar la versién discreta del modelo
de JLT. Esta calibracién corresponde a la propuesta en [4], la cual tiene
como objetivo determiar la matriz de probabilidades de riesgo neutral P*
que hace que los precios de mercado observados D;(0,7T") de un bono riesgoso
con calificacion de crédito ¢, coincidan con los valores tedricos dados por el
modelo a través de la ecuacién®

Di(0,T) = B(0,T) (1 — (1 - 8)P*(r < T))

= B(0,T)(6+ (1 —0) Y _ p;;(0,T)). (3.17)
J#K

30En (3.12), usése n = 0.



CAPITULO 3. MODELO JLT DE MIGRACION DE CREDITO 56

La expresion anterior y el conocimiento de la estructura a plazos ini-

cial del bono libre de incumplimiento permitiran la identificacién de posibles
oportunidades de arbitraje en el mercado financiero.

Procedimiento:

Dada (3.17), y suponiendo disponible la siguiente informacion:

1.

La estructura a plazos inicial de un bono libre de incumplimiento, es
decir los valores de mercado B(0,7),VT € 7Ty.

La estructura a plazos inicial de bonos incumplibles para cada una
de las distintas clases de crédito: D;(0,7),VT € Ty y Vi € Kg. Si el
objetivo es analizar inicamente los bonos con calificacién i, bastara la
estructura a plazos para esa unica calificacién i, no obstante en este
procedimiento esbozaremos el proceso general.

La matriz de probabilidad real P la cual es estimada con datos histori-
cos sobre migraciones de crédito como se vera en el siguiente capitulo.

Paso I. De (3.17) es claro que debemos encontrar el valor de >, p;(0,T),
de ahi la necesidad de obtener la matriz de transicién de riesgo de neutral
P*(0,7)

1.

Sabemos que P*(0,T) = [pj;(0,T)]1<ij<x para T € Ir«, de modo que

P*(0,7T) = 1:[ P*(n), (3.18)

esto es, las probabilidades de transicién p;-kj(O,T ) se obtienen a partir
de las probabilidades de un paso pjj(n) via las ecuaciones de Chapman-
Kolmogorov.

Bajo S7, se tiene que para n € T,
P*(n) =II(n)A + 1d (3.19)
donde

s A =P — Id es la matriz generadora discreta,
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= [I(n) es la matriz diagonal II(n) = diag[mi(n), ..., mx-1(n), 1],

s Id es la matriz identidad K-dimensional.

Paso II. Notemos que (3.19) indica que nuestro problema se reduce a deter-
minar la sucesién II(n),n € Tp-.

1. Ahora bien, si i € K representa la calificacién inicial del bono Cy = 1,
entonces de (3.11) tenemos que para cada fecha de maduracién T' € 7

P* (T S T) = pE’OK(0> T) = p:K(0> T)>

2. Despejando P*(7 < T') en la primer parte de (3.17) e igualando al
resultado anterior obtenemos

B(0,T) — D;(0,T)

P;o(r < T) = pjg(0,T) = B(0,T)(1—29)

Vie K,VT €T. (3.20)
Paso III. Utilizando un proceso recursivo utilizaremos la igualdad (3.7) para

encontrar los elementos de la matriz de transicién de riesgo neutral P*(0,7)
dados por (3.20).

1. Para n =0 calculamos los valores iniciales de prima de riesgo
(m1(0), ..., mx-1(0)), igualando (3.7) con (3.20) y obtenemos

B(0,1) — D;(0,1)

BO, (1 = oy SR

2. De (3.7) y (3.18) podemos calcular la matriz de transicién de riesgo
neutral de un paso P*(0,1) como

P*(0) =1d + I1(0)(P — 1d).
y obtenemos

1+m(0)(p11—1) ... m1(0)(p12) m1(0)(P1x)

P*(0) = : : :

Txk-10)(pr-11) - 1+7x1(0)(px-1,x-1—1) 7x-1(0)(PK-1,K)
0 0 75 (0)

3. Para n =1, los valores de prima de riesgo corresponden a lo siguiente

B(0,1) — D;(0,1)

B0, 1)(1 —0)pixc Vi€ Kk
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4. De (3.7) y (3.18) podemos calcular la matriz de transicién de riesgo
neutral de un paso P*(1) como

P*(1) =1d + II(1)(P — 1d).
y obtenemos

1+m()(pnn—-1) ... m1(1)(p12) m1 (1) (P1x)
I~ ) : }

7FK71(1).(PK71,1) 1+7FK71(1)(1’;K71,K71_1) WK—l(l)&pK—l,K)
0 0 (1)

Asi, hasta el momento podemos obtener P*(0,2) como

P*(0,2) = P*(0,1)P*(1,2) (3.21)
=P*(0)P*(1)
5. Generalizando, Vn < T se obtienen las primas de riesgo (71(n), . .., 7x-1(n))

como

B(0,n) — D;(0,n)

B(0,n)(1 — 0)pirc Vi€ K.

mi(n) =

Con este vector de primas de riesgo y con la matriz empirica P, se
calcula la matriz de transicién de riesgo neutral de un paso, P*(n).
Este ultimo resultado junto con las matrices P*(0), P*(1),...,P*(n)
permite el encontrar la matriz de transicién de n + 1 pasos como

P (0,7 +1) = P*(0)P*(1) - -- P*(n)
=P*(0,)P*(1,2)---P*(n— 1,n)P*(n,n+ 1)
= P*(0,n)[Id + II(n)(P — Id)] (3.22)

Como lo indican Bielecki y Rutkowsky, en este procedimiento deben tenerse
en cuenta los siguientes puntos:

= Dado un conjunto de datos iniciales disponibles, no hay garantia de que
para cada n las matrices P*(n) que resultan de (3.7) sean realmente
matrices de transicion ya que puede darse inconsistencia de datos con
el modelo.

= Notese que el proceso de calibracién descrito involucra la estimacién de
tasas de recuperacion ¢, las cuales al igual que las matrices de transicién
estadisticas P, pueden obtenerse de datos historicos.
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= El supuesto de homogeneidad establecido en el modelo tiene como ob-
jeto el simplificar la estimaciéon de la matriz de transicion de C bajo P.
Este modelo es el mas sencillo para el estudio de migraciones de crédito
sin embargo su facilidad proviene de los supuestos que maneja; diver-
sos estudios muestran que resulta mas conveniente utilizar modelos de
Markov condicionales.

Caso Continuo.

NoTA 17. En este apartado, el tiempo se detonard por las letras s,t como es
usual.

Para el caso continuo, Jarrow y otros (1997) sustituyen los supuestos S5-S6
por las contrapartes continuas siguientes

S5c¢ Bajo la medida de probabilidad real P, el proceso de migracién C sigue
una G—cadena de Markov homogénea en tiempo continuo con espacio
de estados K finito, con matriz de intensidad

A1 o ALk—1 ALK
A= : ,
AK-11 - AK—1K-1 AK-1.K
0 0 0 0

tal que Ai; > 0,Vi,j y A= —Y 0, A Vi€ K

Observacion:

= El supuesto de continuidad permite que el cambio en la calidad de
crédito ocurra en cualquier periodo de manera tal que podamos contar
con matrices de transicién para cualquier tiempo t € R*.

» Las entradas \;; representan la proporcién o tasa de transicién del
estado ¢ al estado j.

= El tiempo de permanencia de la firma en la calificacion de crédito i se
distribuye exponencialmente con parametro ¢; = Z;il i Qig-

= Dada una transicién en la calificacién i, la probabilidad condicional de
que una firma migre a una nueva calificacién j es multinomialmente
distribuida con g;;/¢;.
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= Al igual que en el caso discreto, K es el tnico estado absorbente. La
cadena es irreducible.

S6c¢c Bajo la medida martingala P*, el proceso de migracién de crédito C
sigue una G—cadena de Markov no homogénea con matriz de intensidad
dependiente del tiempo

Aa@) e A ALk()
A(F) = S : :
ko1 () o Ak Ao k(1)
0 0 0 0

donde cada entrada es una funcién Aj; : [0,7*] — R*. Al igual que en
el caso discreto, se asume que A satisface las condiciones de monotonia
para las probabilidades de incumplimiento.

Para el caso continuo, el tiempo de incumplimiento se define como
T:=inf{t € [0,7"] : C; = K}.
y la condicién técnica S7 se transforma en

S7c Existe una funcién matricial U(t) de la forma

uLl(t) e 0 0

v =| Tt
0 e UK—l,K—l(t) 0
0 0 0 1

tal que u;(t),i € Kg son funciones estrictamente positivas, integrables3!
y tales que la matriz de intensidad real y la de riesgo neutral satisfacen
A(t)* = U(t)A para cada t € [0,T7].

3 Tui(t)dt < oo, Vi=1,...,K—1.
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a) Férmula de Valuacién de un Bono.

Al igual que en el caso discreto, las probabilidades de solvencia en fechas
futuras quedan determinadas por la siguiente relacion

P{r > T|G:} =P {r > T|C}
i#K
=1- paK(t>T)> le [0>T] (323)
ysiC, =1, paracada 0 <t < s <T™

pi;(t,s) :=P{Cs = j|C, =i}, Vi,jeK. (3.24)
Asi, una vez que las probabilidades de transicién pfj(t, s) son disponibles, se

aplica la misma férmula de valuacion que en el caso discreto para determinar
el precio de un bono incumplible, a saber

DX(t,T) = B(t,T)[0 + (1 — 8)(1 — p§, (¢, T))]. (3.25)
Observaciones:
» Dada P*(t,s) = [pj;(t, s)|1<ij<x v considerando la funcién de prima de
riesgo como constante, es decir
U(t) =U :=diagluy, ..., ux—1,1], YO<t<T*

se puede comprobar®? que P*(t,s) = exp(UA(s — t)), para cada 0 <
t<s<TH

b)Spread de Crédito.

DEFINICION 3.6 (SPREAD DE CREDITO FORWARD INSTANTANEO). El pro-
ceso de spread de crédito forward instantdneo, Se,(t,T) se define como el
diferencial entre la tasa forward instantdnea sobre un bono incumplible en la
fecha futura T y la tasa forward instantdnea para un bono libre de incumpli-
miento, vistas ent < T, es decir

(1-9) o0t 1.7)

Se,(t,T) =g, (t,T) — f(t,T) = b+ (1—-0)1—ptt,T) 0T

donde
32Ver [4]
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dln De, (¢, T
. ge,(t,T) = — 220D,
= f(1T) = 2B,
Observacion:

= En particular, sobre el conjunto {C; =i}, ¢;(t,T') representa el retorno
forward de un paso sobre un bono incumplible que en el tiempo ¢ se
encuentra en la clase de crédito ¢ (por supuesto, gx(t,7) = f(¢,T)).

Calibracién

Al igual que en el caso discreto, el objetivo de la calibracién es identificar
las matrices de intensidad de riesgo neutral, A*(¢), que hacen que los precios
de mercado D;(0,7T) coincidan con los valores teéricos determinados por la
ecuacion siguiente

Di(t,T)=B(t, T)(6 4+ (1 —86)(1 — pix(t,T))). (3.26)

Asumiendo disponible la siguiente informacion:

= La estructura a plazos inicial de bonos libres de incumplimiento, es
decir los precios B(0,T') para T € [0, T7].

= La estructura a plazos inicial de bonos incumplibles para varias clases
de crédito, esto es: D;(0,7) para cada T" € [0,77] y cualquier i =
L., K—1

P

Procedimiento

Paso 1. Estimar la tasa de recuperacion ¢ y la matriz generadora estadistica
A.

Paso II. Una vez que se cuenta con d y A,se procede al calculo de la prima
de riesgo de crédito, U(t), discretizando el intervalo de tiempo y haciendo
uso del procedimiento recursivo explicado en el caso discreto.

NotA 18. Aun cuando existen diversos métodos, la estimacion de la matriz
generadora asociada a una cadena de Markov en tiempo continuo resulta ser
una tarea dificil.
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3.3. Observaciones Generales

El modelo JLT(1997) ha sido de gran importancia por el hecho de que
ha permitido la incorporacién del riesgo de crédito en la valuacion de ins-
trumentos de deuda corportiva mediante el uso de calificaciones de crédito.
Ademads de ello ha sido la base para nuevos modelos markovianos entre los
cuales podemos mencionar los siguientes:

Kijima y Komoribayashi. Este modelo mantiene los supuestos S1-S6 y tnica-
mente hace una ligera modificacién al supuesto S7. Recordemos, el supuesto
7 establecia que

pi;(t) = m(n)piy, Vi #i,

La modificacién es la siguiente
pi;(t) = mi(n)pij, Vj# K,

con la cual garantiza que si las probabilidades de incumplimiento p;x son su-
ficientemente chicas se siga cumpliendo este supuesto, ya que con el supuesto
del modelo JLT éste deja de satisfacerse.

Das y Tufano. Extiende el modelo JLT suponiendo que la tasa de recu-
peracion sigue un proceso estocastico correlacionado con tasas forward libres
de incumplimiento.

Millossovich. También extiende el modelo JLT, reemplaza las tasas de re-
cuperacion constante por tasas de recuperacién estocasticas introduciendo
varias clases de incumplimiento (cada una con su tasa de recuperacién cor-
respondiente).

Para finalizar haremos las siguientes observaciones sobre el modelo JLT an-
teriormente explicado:

1. La interpretacién financiera de suponer que el proceso de migracién
de cradito sigue una Cadena de Markov se refiere no exactamente a
que la calificaén futura del instrumento en cuestién es independiente
de las calificaciones anteriores, sino al hecho de que se cuenta con un
mercado que permite que la informacién anterior se acumule de manera
eficiente en la ultima observacion. Asi, la propiedad markoviana supone
la existencia de un mercado eficiente.
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2. El supuesto de homogeneidad es uno de los supuestos que mas han
sido cuestionados y sobre el cual descansan gran parte de las criticas a
este modelo ya que existen varios estudios basados en datos histéricos
que muestran que el proceso de migracién es dependiente de ciclos
econdmicos.

3. Notese que tedricamente, los modelos de Markov para el proceso de
migracion no hacen uso propiamente de la filtracién natural, utilizan
una filtracién més grande (F¢ C G), lo que nos lleva al concepto de
G—cadena de Markov o bien a una cadena de Markov condicional.
Que la filtracion G sea mayor a la natural puede interpretarse diciendo
que existen varias fuentes de incertidumbre como lo son el riesgo de
mercado, el riesgo de crédito y otras debidas a factores econémicos[4].

4. Un supuesto importante y el cual no debe dejarse de lado, tiene que ver
con suponer que el proceso en estudio sigue también una G—cadena de
Markov bajo el uso de la medida de probabilidad equivalente P*. La
discusion, ain no resuelta, tiene que ver con las condiciones bajo las
cuales la preservacion de la propiedad markoviana tiene sentido bajo
el cambio a la medida de probabilidad equivalente cuando esta afecta
todas las fuentes de incertidumbre del modelo [4].

5. En el capitulo anterior, se establecieron las condiciones sobre las derivadas
de Radon-Nicodym que harian posible la preservacion de la propie-
dad markoviana. No obstante, dichas condiciones son poco aplicables
a modelos de riesgo de crédito dado que se asume que las derivadas
de Radon-Nikodym son ¢ —adaptadas y no G—adaptadas. Tal proble-
ma tiene como solucion el establecer propiedades estructurales sobre la
filtracién G: el riesgo de mercado y el riesgo de crédito son independi-

entes, lo que lleva a exigir que la filtracion G tenga la descomposicién
G=TF@F° [4].



Capitulo 4

Estimacion de Matrices de
Migracion

En el capitulo 3 vimos que el estudio de una cadena de Markov se reduce
al correspondiente estudio de la matriz de transicion asociada a ella. De mo-
do que, al identificar al proceso de migracién de crédito con una cadena de
Markov, bastara determinar su matriz de probabilidades de transicion para
caracterizarlo completamente.

En este capitulo presentaremos algunos métodos de estimacion de matri-
ces de transicién tanto para el caso discreto como para el caso continuo; para
este ultimo, siguiendo [6] y [21], desarrollaremos el problema de cadenas em-
bedded referente a las condiciones de existencia e identificacién de matrices
generadoras de cadenas de Markov en tiempo continuo, resultados que per-
miten determinar si en realidad el proceso en estudio es o no compatible
con una estructura markoviana. Concluimos el capitulo exponiendo algunas
medidas de comparacién de matrices de transicién.

4.1. Matrices de Transicion

Las matrices de transicién constituyen la parte esencial en el estudio de ca-
denas de Markov debido a que son ellas quienes encierran toda lo informacién
del proceso. Su uso para medir el riesgo de crédito inicio con el surgimiento
de la aplicacion Creditmetrics de JP Morgan en 1997. Aplicado al estudio de
migraciones de crédito supone que el proceso de migracién sigue una cadena

65
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de Markov homogénea en tiempo discreto, es decir, asume el cumplimiento
de las dos hipétesis fundamentales siguientes:

1. Dependencia Markoviana de orden 1. La calificacién de crédito en un
instante futuro depende unicamente de su calificacion en el estado an-
terior. Asi, el tiempo de permanencia en la clase de crédito actual o
cualquier otra variable, no influye en la probabilidad de transicién ha-
cia otra calificacion en un instante futuro.

2. Homogeneidad temporal. Las probabilidades de transiciéon de una cal-
ificacién a otra no dependen del instante de tiempo de ocurrencia sino
unicamente del lapso de tiempo transcurrido.

Una matriz de transicion en este contexto muestra la probabilidad histoéri-
ca de que un instrumento financiero cambie o mantenga su calificaciéon en un
periodo de tiempo especifico. Se construyen mediante un arreglo cuadrangu-
lar de n filas por n columnas donde cada fila se etiqueta con una clase de
crédito que representa la calificacién al inicio del periodo; las mismas etique-
tas se utilizan para las columnas pero estas representan la calificacién del
instrumento al final del periodo de analisis. Los elementos de este arreglo se
interpretan del siguiente modo:

= Los elementos de la diagonal representan la probabilidad de que un
instrumento mantenga su rating al final del periodo.

= Los elementos bajo la diagonal representan la probabilidad de que el
instrumento aumente su calidad de crédito.

= Los elementos sobre la diagonal representan la probabilidad de que el
instrumento disminuya su calificacién.

El estudio del RC resulta méas complejo que el estudio de RM, entre otras
razones debido a que los eventos crediticios son menos frecuentes' que los
cambios presentados en variables de mercado, ocasionando un monitoreo de-
ficiente que se ve reflejado en el pausamiento o escasez de datos. Asi, los
métodos actuales de estimacién de matrices de transicion son variados y
estan en funcién de los datos disponibles: datos discretos o datos continuos.

1Sobre todo si el periodo de estudio es corto.
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En el caso de matrices de migracién de crédito debemos tener en cuenta

los siguientes aspectos:

1.

Las principales empresas calificadores (Standard & Poor’s y Moody’s)
actualizan y publican de manera anual las matrices de transicién de
calificaciones de crédito e informacién relacionada. No obstante, la re-
ciente modificacién del acuerdo de Basilea permite que las instituciones
financieras utilicen metodologias internas para el estudio del RC.

El general de matrices de transicion son estimadas en intervalos de
tiempo de un ano, aunque es posible hacer la estimacién en periodos
mas cortos, requiriendo con ello menos observaciones que para periodos
grandes, sin que ello implique que la estimacién es menos confiable?.

En la administracién de RC frecuentemente se requiere la estimacion de
probabilidades de incumplimiento de eventos raros®, ain cuando datos
de incumplimiento reales sobre ellos no existen.

La limitacion de datos es dependiente del tiempo y tipo de exposicion,
por ejemplo existe mayor escasez cuando el proceso de migracion co-
rresponde a préstamos especializados o a deuda soberana (donde muy
pocos incumplimientos han sido observados en el tiempo).

En aplicaciones bancarias, un modelo continuo es més apropiado que un
modelo discreto, lo que lleva a requerir datos de calificacion observados
continuamente para la estimacion de matrices de transicion.

A rasgos generales, la estimacion de matrices de transicién depende de

los datos con los que se cuenta, es decir si contamos con:

a) Datos Discretos. La primer opcién consiste en hacer una estimacién

directa de la matriz de transicion y asi utilizar el modelo de Markov
Discreto; la segunda opcién se refiere a usar las observaciones discretas
para construir un generador y con ello obtener el modelo continuo. Para
este tltimo caso referimos a [20] y a [5].

2Este tipo de estimaciones es necesaria para propésitos de valuacién como para swaps
de incumplimiento

3Por ejemplo, el incumplimiento de un instrumento con calificacién de crédito alta;
gran parte de estudios se han orientado al analisis de deuda corporativa con calificaciones
bajas, para el cual se requiere una cantidad minima de observaciones histéricas mientras
que para calificaciones altas, los datos son escasos en periodos cortos.



CAPITULO 4. ESTIMACION DE MATRICES DE MIGRACION 68

b) Datos Continuos'. Estimar intensidades de transicién para construir la
matriz generadora y a partir de ella obtener la matriz de probabilidades
de transicion y asi recurrir al modelo de Markov continuo.

4.2. Estimacion Directa

Los principales métodos de estimacién directa de matrices de transicién
requieren del uso de datos discretos de transiciones individuales, es decir
aquellos en los que las calificaciones de crédito han sido observadas solo en
puntos discretos®. Para fines practicos consideraremos que el instrumento
de deuda en cuestion corresponde a bonos cupén cero con valor nominal de
MXN 1.00.

Supuestos

m Sea T™ la fecha terminal de las actividades econdémicas en consideracién
(horizonte de tiempo), se supone a 0 < t < T* < oo con t la fecha
actual.

= El mercado financiero es tal que la calificaciéon de crédito de los bonos
cupédn cero con valor nominal de 1.00 y fecha de maduracion t < T' < T*
corresponde a la calificacién de la institucion financiera que lo emite,
dando lugar a bonos equivalentes pero con diferentes calificaciones de
crédito.

= El conjunto de clases de crédito que pueden tomar los bonos corpora-
tivos corresponden al conjunto K = {AAA, AA, A, BBB, BB, B, D}.

= El periodo de observacion del cambio de calificaciones de crédito se
registra en puntos discretos anuales.

4Un registro continuo significa que las transiciones de una firma entre diferentes ratings
son registrados en las fechas en que ocurren y que el registro es completo en el sentido de
que todos los cambios son registrados, de aqui que los registros continuos pueden entenderse
como observaciones diarias.

5Por ejemplo, observaciones mensuales, anuales o bi-anuales.
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Datos

Se cuenta con una secuencia temporal de observaciones discretas de cada
deudor de las cuales podemos obtener

(Nyj(w,u+1) : Vi,jeK), VYue{0,1,...,t—1}

donde:

Nij(u,u+ 1) denota el nimero de instrumentos que migraron de la cali-
ficacién 7 a la calificacién j en el periodo anual comprendido entre las fechas
uy u+ 1 (la fecha t corresponde a la fecha actual).

Modelo

El proceso de migracion para bonos cupon cero sujetos a riesgo de crédi-
to con valor nominal de 1.00 y fecha de maduracion T, sigue una cadena de
Markov Homogénea en Tiempo Discreto C = (C,,) con espacio de estados K,
cada C; representa el valor de la calificacién del bono en el tiempo .

Métodologias Las tres metodologias siguientes realizan la estimacion direc-
ta de la matriz de transicién P, asociada al proceso de migracién C.

M¢étodo de Cohorte (Goodman y Anderson (1957)). La funcién de méxi-
ma verosimilitud se obtiene de K distribuciones independientes multi-
nomiales y esta dada por

De lo anterior tenemos que las probabilidades de transicién p;; tienen
como estimador maximo verosimil a

Bii = o Nij(u, u+ 1)
LS Ni(uu 1)

(4.1)

donde N;(u,u+ 1) = Z;il Nij(u,u + 1), denota el nimero de instru-
mentos que tienen la calificaciéon ¢ al inicio del periodo de observacion.
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Debido a que en esta metodologia se considera globalmente el flujo mi-
gratorio en todo el periodo de observacién tiene la desventaja de que
cambios imprevistos o transiciones anémalas no se vean reflejadas.

Método de matriz promedio (Collins (1972)).

Dada una secuencia temporal de flujos de migracion de crédito, la esti-
macion para las probabilidades de transicion se obtiene como la media
aritmética de los cambios de calificaciones entre los distintos instantes
de tiempo consecutivos del periodo de observacion, es decir

Ig
pzy—t

u

[y

Nij(u,u—l— 1)
Nl(u,u—l— 1) ’

i
o

Procedimiento markoviano (Faura Martinez y Gémez Garcia (2001)).

Al igual que en el método de Cohorte, la matriz de transicion se ob-
tiene por maxima verosimilitud utilizando la informacién del flujo de
migracién més reciente (el correspondiente al periodo entre las fechas
t — 1y t). Las probabilidades estimadas se obtienen como sigue

Nij(t —1,1)
S Nyt —1,1)

Pbij =

Observaciones:

= Los tres métodos anteriores proporcionan una matriz de transicion
constante la cual se utiliza como una matriz de proyeccion para ins-
tantes de tiempo futuros.

= El estimador dado en (4.1) arroja probabilidades iguales a 0 para aque-
llos eventos para los cuales no se observé ninguna transicién del estado
1 al estado j, lo que dificulta su uso para aplicaciones en las cuales se
requieren probabilidades de eventos atipicos (incumplimiento de deu-
dores con calificaciones altas).

= Cuando las transiciones individuales son desconocidas y solo se cuenta
con proporciones o cocientes agregados. Mattew T. Jons mostrdé que
si la serie disponible es lo suficientemente grande, es posible obte-
ner estimadores maximo verosimiles usando métodos de programacion
cuadratica. Ver [24].
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4.3. Estimacion de Matrices de Intensidad.

Cuando el registro en tiempo continuo de todas las transiciones es dis-
ponible, asi como las fechas exactas en las cuales las firmas suben, bajan o
incumplen, existe una féormula explicita para el estimador méaximo verosimil
de las intensidades de transicién.

Modelo
El proceso de migracién C sigue una cadena de Markov en Tiempo Continuo.

Procedimiento
Realizar la estimacién de la matriz de intensidades de transicién Q y a partir
de ella obtener la matriz de transicion P.

Datos
Dadas las observaciones continuas de cada deudor C = {C;|0 <t < T}y
asumiendo que la probabilidad del estado inicial es conocida.

Métodologias

(Lando y Skodeberg (2002)) Basados en Kuchler y Sorensen (1997),
sugieren como estimador directo para la matriz generadora de obser-
vacione sobre el intervalor [0, 7. el estimador de maxima verosimilitud
puede expresarse como

L(Q) = exp(—qi(fz — 71))qij exp(—¢q;(73 — 72))qjk - - -

- HH )N exp(—q;Ri(T)), (4.2)

i=1 i#j

donde R;(t) = [0Ijc,_;ds, el cual es el valor total del tiempo de
permanenma en la calificacién ¢ hasta el tiempo t. N;;(t) es el nimero
de transiciones de 7 a j hasta el tiempo t. Tomando el logaritmo tenemos

log L(Q Z > log(gis) Nig(T) = > ) i Ra(T). (4.3)

i=1 j#i i=1 j#i
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De ahi que el estimador maximo verosimil para los elementos de la
matriz generadora infinitesimal estan dados explicitamente por
. Ny(T)
qu - RZ(T) )

(4.4)

Observaciones:

s Bl numerador denota el nimero de transiciones observadas en el inter-
valo [0,77] .

= El denominador cuenta el nimero de firmas que se mantienen en el
estado 1.

= Robert A. Jones®, muestra que la matriz de transicién para un intervalo
unitario obtenida con Q dada por (4.4), seria diferente a la obtenida
utilizando datos discretos.

Cuando el conjunto de datos es incompleto en el sentido de que solo es
disponible la informacion de las calificaciones de las firmas en ciertos puntos
en el tiempo (datos discretos), la estimacién de Q esta relacionadaa con el lla-
mado problema de cadenas embedded. Recordemos que existe una coneccion
entre la matriz generadora y la matriz de probabilidades de transicion, via
la funcién exponencial, misma que desarrollaremos en la siguiente seccion.

NoTA 19. Hasta aqui, hemos vistmo métodos para estimar a la matriz gen-
eradora Q para posteriormente obtener a la matriz de transicion P. Lo si-
guiente serd utilizar a la matriz de transicion P para obtener a la matriz

generadora; dicho problema es lo que se conoce como el problema de cadenas
embedded.

4.3.1. Problema de cadenas ” Embedded”

Fue planteado por Elfinvg (1937) y estudiado posteriormente por King-
man (1962), Chung (1967), Johansen (1973, 1974); aplicado al contexto de
procesos sociales por Singer y Spilerman, Coleman, y varios mas, fue imple-
mentado en el marco financiero por Jarrow y otros (1997) y més reciente-
mente por Israel y otros. Consiste en establecer las condiciones bajo las cuales

6Christensen, Jens y David Lando, Confidence sets for continuous-time rating transition
data.
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es posible afirmar que los resultados de un proceso son compatibles con la
estructura de alguna’ cadena de Markov en tiempo continuo con espacio de
estados finito. Si este no es el caso, veremos que tan lejos se encuentra de
alguna otra matriz que si sea embeddable.

Planteamiento de Bielecky y Rutkowsky [4]

Proposicion 4.1. Dado un proceso estocdstico con espacio de estados finito
IC, asumiendo que sus probabilidades de transicion satisfacen las ecuaciones
diferenciales ordinarias

dP(t

T _qp@), PO)-14 (4.5
con P(t) y Q matrices K—dimensionales. Si Q es una matriz de intensidad,
entonces las funciones P(t),t > 0, las cuales son soluciones de (4.5), corres-
ponden a las matrices de transicion de una cadena de Markov estacionaria
en tiempo continuo.

Puede demostrarse que (4.5) tiene como solucién la férmula exponencial
P(t) = exp(Qt), t>0, (4.6)
Observaciones

Por lo anterior, este problema puede ser planteado como sigue:

Dada C una G cadena de Markov homogénea en tiempo continuo
con espacio de estados I . Bajo el supuesto de que contamos
con la matriz de probabilidades de transicién correspondiente al
tiempo t = 1, P(1) = [pi;(D))1<ij<xk, Vi,j € Ky Vt € RT, tal que

pij(1) =P{Ci = j|Co = i} = P{Ci11 = jIC; = i}.

Buscaremos encontrar una matriz A = [\;j]1<; j<x de dimensién
K x K tal que

"Podria ocurrir que las observaciones sean consistentes con més de una estructura
markoviana, aunque veremos mas adelante que en el caso de matrices de migraciones de
crédito se garantiza la unicidad.
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= todas las entradas fuera de la diagonal sean no-negativas
(Aij = 0,Vi,j € K,i # j),

= la suma por renglones sea igual a cero,

» ed = P(1) , es decir se satisface
Ni=—Y Aj, Vi=1,...,K
j#i
Observaciones:
= Q proporciona informacién sobre la estructura de nuestros datos:
i) _qT’ := probabilidad de transicién del estado 7 al estado j, dada

la ocurrencia de una transicion.

ii) % := tiempo esperado de que una firma en el estado ¢ permanez-
1
ca en ese mismo estado.

= Sit =1y suponemos que los terminos cuadraticos y de orden mayor
pueden ser ignorados®, se sigue que Q = P — 1.

= Los términos de mayor orden capturan la posibilidad de multiples tran-
siciones dentro del intervalo t.

= La expresion (4.6) permite calcular probabilidades de incumplimiento
y sobrevivencia sobre intervalos de longitud arbitraria.

= Los elementos fuera de la diagonal de Q tienen la siguiente interpreta-
cia’on: son las intensidades de un proceso Poisson independiente de
transitar del estado ¢ al estado j.

= Los elementos sobre la diagonal, g;;, se interpretan como la intensidad
de llegada desde cualquier estado al estado i.

Para matrices de 2 x 2, la solucién al problema de embeddability fue
dada por D.G. Kendall®, mientras que para matrices de dimensién mayor

8En [23] se menciona que en matrices de transicién de calificaciones de crédito gene-
ralmente a partir del quinto término todos los elementos de las matrices son menores que
107?

9Probé que una matriz de 2 x 2 es compatible con un Proceso de Markov continuo si
y solo si la suma de las entradas de la diagonal es mayor que uno.
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Kingman(1962) y Johansen (1973) proporcionaron criterios mateméticos que
aun hoy resultan computacionalmente deficientes. Las soluciones propuestas
al problema de encontrar un generador a partir de la matriz de transicién
empirica se listan a continuacién.

Jarrow, Lando y Turnbull(1997).

Jarrow, Lando y Turnbull fue de los primero en la aplicacién de métodos
para encontrar matrices generadoras en el &mbito financiero. Para ello, supuso
que no existe mas de una transiciéon anual y eliminé los datos referentes al
movimiento de firmas a la categori de no-calificados. En tal método la matriz
Q queda establecida del siguiente modo

Qii:lnpii, zzl,n

. pij (In pji .,
Qij = %> Vi #i (4.7)

No debemos olvidar que la matriz asi obtenida es solo una aproximacion
a Q, de modo que e® es muy cercano a P.

Zahl(1955)

Uno de los criterios que resulté erréneo fue el propuesto por Zahl[21],
quien pretendié determinar la compatibilidad con cadenas de Markov en
funcién de la convergencia de la serie de potencias

(~1)" ! [P(r) — Td)"

Hloa(P() =+ > (4.8)

m=1

El uso de la serie (4.8) resulté ineficiente por las siguientes razones:

1. el hecho de que (4.8) converja no garantiza que log(P(t)) € Q-, algunas
entradas fuera de la diagonal podrian ser negativas.

2. si (4.8) no converge, ain podrfamos encontrar Q tal que P = 9.

3. dado que (4.8) esta asociada a la rama principal Log P, en caso de que
converja no dara informacion sobre la existencia de multiples soluciones
para la ecuacién P = Q.
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Por lo anterior, surge la siguiente pregunta respecto al modelo de cadena
de markov homogéneo utilizado:

¢Por qué la solucion P no pertenece a las soluciones buscadas? .

La primera explicacién posible es porque la matriz de probabilidades de tran-
scion real P no es "embedded” es decir no proviene de un proceso de Markov
continuo homogéneo.

Yasunari Inamura proporciona un ejemplo en donde la condicié anterior
se cumple, para una matriz de transicién con un horizonte de tiempo de 22
anos, la no existencia del generador como se sabe puede provenir de que la
propiedad de Markov asi como la homogeneidad no es satisfecha por el pro-
ceso de migracién. El supuesto de homogeneidad en un modelo de CMTC
puede ser dudoso para horizontes de tiempo grandes (mayores a 20 anos). En
este caso, modelos no markovianos y no homogeneos resultan mas preferibles,
sin embargo su uso se dificulta cuando tinicamente son disponibles datos ob-
servaciones discretas y limitadas.

Al parecer el supuesto de homogeneidad es dependiente del instrumento
en estudio y del horizonte de tiempo. Kiefer y otros (2004) mostré que el
supuesto markoviano homogéneo es validos para la calificacién de bonos mu-
nicipales hasta por cinco anos, mientras que bonos soberanos sostienen los
mismo supuestos pero bajo horizontes de tiempo mayores.

Por lo tanto, tenemos que el supuesto markoviano homogeneo sigue siendo
un problema abierto, Inamura considera una segunda explicacion: la matriz
de probabilidades de transcion real P puede considerarse "embedded” de
ahaf que si existe Q matriz que determina a P, pero la matriz observada P
no es "embedded” debido a la variabilidad y a la discretizacion de los datos
de migracién de crédito observados. Existen varios estudios para tratar con
este problema y se veran a continuacién.

NotTA 20. Por lo anterior tenemos que la descripcion técnica del problema
de cadenas embedded consiste en establecer criterios sobre las entradas de la
matriz estocdstica observada P(t),t < 0o, las cuales garanticen que tal matriz
puede ser escrita como en (4.6) para alguna matriz de transicion Q, teniendo
en cuenta que la existencia de una solucion para el problema planteado no
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necesariamente implica la existencia de la matriz generadora infinitesimal
para C.

Israel, Rosenthal y Wei (2001).

Israel y otros (2001) proporcionan condiciones necesarias para la existen-
cia de un generador exacto valido. Muestran que si el problema de embbe-
dability tiene solucion, es posible expresarlo por la siguiente expansion en
series

P-12 P-1) P-D

Q=P 1)~ 5t g (4.9)

Observacion:
= Notese que la expresion (4.9) corresponde a la expansion en serie de la
funcién logaritmo en el caso de escalares, es decir es la inversa de la
funcién exponencial.

= Jgual que en el método anterior, la matriz asi obtenida es solo una
aproximacion, de hecho podria suceder que elementos fuera de la diag-
onal resulten negativos, en cuyo caso los mismos autores proponen dos
métodos de correccién que veremos mas tarde.

= El métodos dado por (4.9) puede ser aplicado si la matriz de transicién
de entrada es por un intervalo diferente a un ano, por ejemplo si la
matriz de entrada fuera de dos anos el generador anual podra obtenerse
dividiendo el resultado arrojado por (4.9) entre dos.

4.3.2. Condiciones Necesarias

En busca de determinar la compatibilidad de P con una cadena de Markov
continua, serd necesario verificar como primera paso el que se cumplan las
condiciones necesarias siguientes|21]:

1. (Austin & Ornstein) Si p;j(t) = 0 implica que pgl) (t) =0,Yn € Ny si
pi;(t) # 0 implica que pgl) (t) #0,Vn € N.
2. (Kingman 1962) Si el det(P) > 0.

3. (Elfving 1937) Ningun eigenvalor \; de P puede satisfacer |\;| = 1 a
menos que A = 1. Ademads cualquier eigenvalor negativo debe tener
multiplicidad algebraica par.
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4. (Runnenberg 1962) Todos los eigenvalores de P deben permanecer den-
tro de la region H del plano complejo , acotada por la curva x(v)+iy(v),

con
2 2
z(v) = {exp (—v + vcos—ﬂ)] cos (vsin—ﬂ) (4.10)
r r

y(v) = {exp (—v + vcos%”)] sin (vsin%”) (4.11)

con su respectiva imagen simétrica con respecto al eje real

En las formulas paramétricas anteriores, r corresponde a la dimension
de la matriz y v esta restringida a 0 < v < 7 /(sin(27/r)).

NoTA 21. Las condiciones anteriores refieren a condiciones necesarias, es-
to es, si nuestro proceso no satisface alguna de ellas podremos decir que no
es compatible con un modelo de Markov continuo, es decir no existe Q tal
que P = €Q. No obstante, el hecho de que P cumpla todas las condiciones
anteriores no garantiza que sea compatible con nuestro modelo, para ello ten-
dremos que establecer condiciones de suficiencia, las cuales estardn ligadas
al comportamiento y caracteristicas de todas las versiones de logP.

4.3.3. Condiciones de no Existencia

La pregunta que deseamos responder es el saber si existe Q tal que P =
eQ, para ello ser 1til la siguiente

Proposicion 4.2. Sea P una matriz de transicion y suponga que se cumple
alguna de las condiciones siguientes

a) det (P) # 0;
b) det (P) > ;py;
c) existen estados i, j tales que j es accesible desde i, pero p;; =0

entonces no existe un generador aproximado para P.
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Observacion:

= Gran parte de las matrices de transicion empiricas satisfacen la condi-
cién ¢). Por ejemplo, inversiones con calificaciénes altas tienen a exhi-
bir en la matriz de probabilidades de transiciéon probabilidades de in-
cumpimiento iguales a cero, ain cuando la verdadera probabilidad no
lo es. Sin embargo, el estado de incumplimiento es accesible desde una
calificacion alta si se consideran descensos sucesivos.

= Notese que si p; > 0,5,Ve € K entonces necesariamente se satisface que
det(P) > 0.

NoTA 22. Basados en el método de serie de matrices, daremos otro criterio
mas para saber si existe o no un generador exacto, en caso contrario daremos
métodos de aprorimacion a un generador.

4.3.4. Encontrando un Generador

Sea P una matriz de transiciéon de Markov homogénea K —dimensional, el
objetivo es encontrar Q una matriz de intensidad'? de las mismas dimensiones
tal que exp(tQ) = P(t), sin perdida de generalidad asumiremos que P es
anual (t =1).

Método con serie de matrices.

Este método esta basado en la siguiente

Proposicién 4.3. Sea P como antes, si S = |A — 1] < 1,V eigenvalor de
P, entonces la serie
P-1? ®P-1° @P-I7

(P—T) gt g~ (4.12)

converge geométricamente a la matriz Q cuyos renglones suman cero y es tal

que exp(Q) = P.

10Por renglones suma cero, entradas fuera de la diagonal positivas y sobre la diagonal
negativas
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Observaciones:

= Sila serie (4.12) no converge o converge a Q una matriz que no satisface
la no-negatividad fuera de la diagonal, ello no elude la posibilidad de
que aun exista un generador para P.

= La condicion S < 1 no es mas que una condicién necesaria que gene-
ralmente es cierta en el ambito de matrices de transicién de riesgo de
crédito por la siguiente

Proposicion 4.4. Si las entradas de la diagonal de P matriz de transi-
cion son tales que py; > %, Vi € K (la matriz es estrictamente dominante
diagonalmente), entonces S < 1, es decir la convergencia de la serie
(4.12) queda garantizada.

NoTA 23. La proposicion (4.3) nos permite obtener de manera sencilla una
matriz Q que cumple con casi todas las propiedades de un generador vdlido
( no garantiza la no-negatividad fuera de la diagonal). Para aquellos casos
en los que la serie (4.12) converja a una matriz con entradas fuera de la
diagonal con signo negativo, serd posible hacer correcciones sobre tal matriz
de modo que podamos encontrar un aprorimador para el generador buscado,
tal y como se explica a continuacion.

Si la serie (4.12) converge a Q una matriz con entradas negativas fuera
de la diagonal, tenemos la posibilidad de utilizar al menos dos métodos de
correccion: colocar ceros en las entradas negativas y compensar ese cambio
ya sea en la diagonal (primer método) o bien a lo largo de todo el renglén
(segundo método).

Asi, dada Q, obtendremos un generador aproximado Q con entradas deter-
minadas por

Método a)

Dada Q obtendremos Q un generador de la siguiente manera
¢i; = max(q;,0), j #4; Qi = Gi + Z min(g;;, 0). (4.13)
J#i

Esta técnica es considerada en Zahl, (1955).
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Método b)
(} . i F7Y 45 <0
dij = Gij — Bildij|/Gi, st G; >0
qij siG; =0
donde

Gi = |(jz’l| + E HléX((jij, 0), BZ = E méX(—(jij, 0)
J#i J#i
Observacién:

= Los métodos anteriores transforman a Q en una matriz de intensidad,
sin embargo este no satisface exactamente exp(Q) = P.

Existencia de miiltiples generadores.

Los siguientes resultados fueron tomados de [?], y ellos corresponden a
pruebas que indicarian cuando una matriz de transicién P tiene uno o més
generadores exactos.

Proposicién 4.5 (Condiciones de Unicidad.). Sea P es una matriz de
transicion con eigenvalores reales distintos

a) Si todos los eigenvalores de P son positivos entonces Q = LogP es la
unica matriz real tal que exp(Q) = P.

b) Si P tiene algin eigenvalor negativo, entonces existe una matriz con
entradas complejas tal que exp(Q) = P.

Proposicion 4.6. Sea P una matriz de transicion.

a) Si el det (P)> 3, entonces P tiene al menos un generador.

b) Sieldet (P)>1 | P—1|<3 (usando cualquier norma), entonces el

unico posible generador para P es Log (P).

™

c) Si P tiene eigenvalores distintos y det(P )> e™™, entonces el inico posi-

ble generador para P es Log(P).

De ambas proposiciones se sigue el siguiente corolario
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Corolario 4.7 (Condiciones de no existencia de un generador vali-
do.). Sea P una matriz de transicion tal que al menos una de las siguientes
tres condiciones se sostiene

« det (P> Ly||P 1<} 0

™

» P tiene eigenvalores distintos y det (P)>e " o
n P tiene eigenvalores reales distintos.

y suponga ademds que la serie (1) converge a una matriz Q con entradas
negativas fuera de la diagonal, entonces no existe un generador vdlido para
P.

NoOTA 24. No debemos olvidar que para propdsitos de valuacion las matrices
empiricas no son del todo utiles, requerimos transformarlas bajo la medida
de Riesgo Neutral (a travds de la prima de riesgo) que garantice que la nueva
matriz no permite arbitraje.

Métodos de comparacién

Suponganse que hemos utilizado métodos diferentes para el calculo de
matrices generadoras aproximadas, la pregunta normal que surge es: jcual es
la més precisa?. Para dar respuesta a esta pregunta, es necesario el uso de
métodos de comparacién como los siguientes:

[1]

Calcular la norma L' de la matriz'! P — exp(Q;) para todo Q; generador
aproximado de P y de ellos elegir el minimo.

NoTA 25. Debemos tener en cuenta, que el método dado anteriormente es
aplicable para la eleccion entre varios aproximadores, mds adelante se es-
tablecerdn métodos de eleccion entre generadores exactos, requiriendo antes
de ello establecer criterios que indiquen cuando una matriz de transicion
tiene mds de un generador vlido.

Si la matriz de transicion P tuviera multiples generadores podriamos uti-
lizar alguno de los siguientes métodos para elegir el més adecuado

' Esta norma corresponde a la suma de todas las entradas de la matriz en cuestién.
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Método 1.
Tomar el generador tal que produzca el valor mas pequeno dado por

T =1 —illagl,
1,5

Razén: Esta medida minimiza la oportunidad de que haya saltos en-
tre estados demasiado distantes, lo que se justifica por el hecho de que en
matrices de transicién empiricas generalmente la calificacion de crédito son
parecidas en periodos de tiempo cortos.

NoOTA 26. En el contexto de riesgo de crédito, las matrices de transicion
dificilmente presentardn la existencia de mds de un generador vdlido, esto es
facilmente comprobable de la proposicion (4.6) inciso a).

4.4. Observaciones finales

= El cuestionamiento sobre el cumplimiento del supuesto de homogenei-
dad temporal del proceso de migracién tiene como fundamento la evi-
dencia empirica de diversos estudios los cuales han mostrado la depen-
dencia de este proceso a numerosos factores tales como ciclos econémi-
COs.

= Con la finalidad de flexibilizar el supuesto de homogeneidad y de pro-
piedad markoviana han surgido los llamados modelos semi-markovianos
los cuales consideran que las probabilidades de migracién son funciones
del tiempo de ocupacién en la clase de crédito actual.

= La importancia de la estimacién de matrices de transicién en el modelo
JLT radica en el hecho de que a través de ellas se hace la incorporacién
del riesgo de crédito para la valuacion de instrumentos financieros ries-
g0s0s, sin embargo su uso es ampliamente conocido como técnica para el
otorgamiento y seguimiento de los créditos que hace el sector financiero
para prever pérdidas en caso de incumplimiento de sus clientes. Final-
mente, para un mayor detalle referimos a [21] y [6], que corresponden
a las fuentes principales de este capitulo.



Capitulo 5
Conclusiones

Todo el mundo quisiera marchar por la senda del conocimiento.
Unos la buscan afanosamente; otros dicen haberla encontrado ya.
Mads un dia una voz clamard: ”No hay ruta ni sendero”.

Omar Ibn Ibrahim El Khayydm.

La importancia del modelo JLT radica en el hecho de que fue el primero
en plantear la valuacion de deuda corporativa sujeta a riesgo de crédito, me-
diante el uso de calificaciones de crédito. Para ello fue necesaria la bisqueda
de un modelo adecuado para el proceso de migracién de crédito. No es de ad-
mirarse el hecho de que se haya pensado en modelar este fendmeno mediante
cadenas de Markov, ya que este tipo de procesos estocésticos forman parte de
las herramientas més importantes para andlisis de procesos que involucran
el tiempo y el espacio.

Como se mencioné a lo largo del trabajo, este modelo es teéricamente el
mas sencillo, utiliza supuestos como el de homogeneidad, supuesto que ha
derivado gran cantidad de estudios (sustentados en evidencia empirica) que
muestran la debilidad de dicho supuesto, ya que en la realidad el fenémeno de
migracion de crédito se encuentra influenciado por diversos factores econémi-
Cos.

Los estudios mencionados nos muestran (aunque de hecho los autores
mismos lo indican) que los supuestos realizados tienen como fin la facilidad
de calculo; es decir, se busca adecuar el modelo a la realidad y no al revés.
Ello no quiere decir que haya una limitante en la ciencia probabilistica y
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matematica, que impida crear modelos mas cercanos a la realidad, de hecho
existen modelos mas sofisticados tedricamente que se adecuan mejor al pro-
ceso de estudio, vedse por ejemplo los modelos semi-markovianos en [8].

Surge la pregunta, ;qué tipo de modelos son los que realmente se uti-
lizan para fines practicos?. Al menos en lo referente a la industria financiera
suele optarse por los modelos menos complicados, debido entre otras cosas,
a la insuficiencia de informacién que es requerida por este tipo de modelos,
y ain mds, por la premura para obtener resultados (propia de este tipo de
actividades). Es por ello que el modelo de cadenas de Markov es ampliamente
utilizado en el estudio de migraciones de crédito en la industria financiera.

En el presente trabajo se enunciaron los resultados de JLT y Bielecki
y Rutkowsky sobre que condiciones probabilisticas hacen posible considerar
al proceso de migracion como cadena de Markov discreta para propositos
de valuacion; no obstante en el ultimo capitulo se explicaron algunos de los
problemas e inconsistencias resultantes de este supuesto y se enunciaron las
condiciones necesarias, a nivel matriz de transicién, para que este supuesto
se cumpla. Asi, hemos visto que el supuesto basico del modelo JLT es la pro-
piedad Markoviana sin embargo, a pesar de que en la practica no se satisface
(como ya se ha expuesto), sigue siendo de los modelos mas adecuados para
el estudio de este proceso.



Apéndice A
Glosario

» Comité de Basilea. E1 Comité de Basilea (Basel Committee) fue fun-
dado por los gobernadores de los bancos centrales del G-10 en 1975. Es
un comité de bancos centrales y supervisores reguladores de los paises
mas industrializados del mundo que se retune cada tres meses en el
BIS. Formula estandares y pautas generales de supervisién bancaria, el
primer documento referente a ello corresponde al Acuerdo de Capital
de Basilea (Basilea I) en el cual propone una metodologia para medir
el riesgo crediticio segin la estructura de activos mantenido por una
entidad bancaria y detalla las reglas para determinar los requerimientos
minimos de capital que las instituciones bancarias deben cumplir. En
junio de 2004 se aprobé el Nuevo Acuerdo de Capital (Basilea II). En
el Acuerdo del Comité de Basilea de 1988 se establecié que el capital
minimo corresponderia al 8% sobre los activos ponderados por ries-
go, modelo RAR (Risk Asset Ratio ). Para un estudio general de las
diferencias entre Basilea I y Basilea II, ver [12]

= Bonos step-up. Bono corporativo con cupones cuyo pago depende de la
calidad de crédito del emisor, el pago de cupdn incrementa cuando la
calidad de crédito del emisor declina, y viceversa.

» Credit Monitor™ . Software para la estimacién de probabilidades de
incumplimiento utilizando informacién de mercado. La principal salida
de este software es la llamada Frecuencia Esperada de Incumplimiento
(Ezpected Default Frequency'™ EDF), misma que actualmente puede
obtenerse haciendo uso de la herramienta llamada Credit Edge’™ tam-
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bién de KMV

» CreditMetrics'™ . Pertenece a RiskMetrics'™ del banco JPMorgan; sus
autores fueron Gupton, Finger y Bhatia. El principal producto es el

conocido CreditManager™ el cual tiene una funcionalidad similar a la
de Portfolio Manager™ de KMV.

s Mercado completo. Un mercado es completo si todo reclamo contingente
es replicable o bien, si y solo si existe una tunica medida martingala
equivalente.

= Modelos VaR. Metodologias de valoracion del riesgo que proporciona
la minima pérdida potencial que un activo o portafolio presentara con
determinado nivel de probabilidad durante un periodo predefinido de
tiempo. En la industria financiera el estdndar es calcular el VaR con
un nivel de significancia del 5%, lo que significa que una de cada veinte
veces el activo en cuestion perdera de su valor a lo menos el factor VaR
calculado.

» Portfolio Manager™ . Software de KMV para la administracién de
riesgo de portafolios de crédito; obtiene la distribucién de pérdida del
portafolio dado.

= Prima de Riesgo. Es el sobrecoste que una entidad financiera cobra por
un préstamo debido al riesgo estadistico de impago que este representa.
Ajuste de riesgo necesarias para la transformacion de las probabilida-
des reales en pseudo-probabilidades para la valuacion de instrumentos
financieros.

» Riesgo de Tipo de Cambio: Posibilidad de que el valor de un instru-
mento financiero pueda fluctuar como consecuencia de variaciones en
las cotizaciones de las monedas.

» Riesgo Operacional y Legal: Se refiere a la posibilidad de pérdida de-
bida al incumplimiento de disposiciones legales y administrativas, por
procesos sin control, fallas en la operacién de sistemas, etc.

s Riesgo de Tasa de Interés. Consiste en la posibilidad de fluctuacion
del valor presente de los flujos de efectivo futuros de un instrumento
financiero por variaciones en la estructura de las tasas de interés.

'KMYV fue fundada hace 20 afios y recientemente adquirida por Moody’s
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= Riesgo Accionario. Posibilidad de fluctuacion del precio de un instru-
mento como consecuencia de cambios en los precios de mercado inde-
pendientemente de que sean causados por factores especificos al titulo
0 a su emisor, o bien por factores inherentes al mercado en el que se
operan.

= Swaps de incumplimiento. Es un contrato mediante el cual ambas partes
acuerdan intercambiar flujos de efectivo sobre un cierto principal a
intervalor regulares de tiempo durante un periodo dado. Es un contrato
de swap de incumplimiento, un vendedor de riesgo crediticio paga a otra
parte por el derecho de recibir un pago en el caso de que se produjera
el cambio acordado entre ellos en el estatus crediticio del crédito de
referencia, usualmente un titulo corporativo.

s Tusa de recuperacion. Proporcion de una deuda que se podra recuperar
una vez que la contraparte ha caido en incumplimieto.



Apéndice B
Teoria de la Medida

DEFINICION B.1 (ALGEBRA SOBRE (). Diremos que la coleccion A de sub-
conguntos de 2 es un dlgebra sobre 2 si satisface los siguiente

i) Qe A,
i) SiFe A= F :=Q\F € A,
i) SiF,Ge A= FUG € A

DEFINICION B.2 (0-ALGEBRA SOBRE (). Diremos que la coleccion S de
subconjuntos de 2 es o-dlgebra sobre € si

i) S es un dlgebra sobre €2,
ii) SiF,eS, neN= UF, €S8§.
Dada C una clase de subconjuntos de €2

DEFINICION B.3 (0-ALGEBRA GENERADA POR C, o(C)). Es la mds pequenia
o-dlgebra de conjuntos de 2,5, tal que C C S, es decir, es la interseccion de
todas las o-dlgebras sobre €2, las cuales tienes a C como una subclase.

DEFINICION B.4 (EsSPACIO DE MEDIDA). Sea (€, 0q) un espacio medible
(0q es una o-dlgebra sobre Q). Un mapeo p : o — [0,00] es llamado una
medida sobre (S, 0q) si p es numerablemente aditiva. (£, 0q, ) es llamado
un espacio de medida.

Si pu(2) = 1, p es conocida como una medida de probabilidad y (£, oq, i) se
conoce como espacio de probabilidad.
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DEFINICION B.5 (FUNCION F—MEDIBLE). Suponga que h : S — R. Para
A CR se define h™'(A) := {s € S: h(s) € A}, entonces h es F—medible si
h™':B — F, esto es si h"'(A) € F, VA € B.

DEFINICION B.6 (VARIABLE ALEATORIA). Dado (Q,F) un espacio medible,
una variable aleatoria X es una funcion F — medible sobre Q2. Es decir,

X:Q—-R, X':B->F

DEFINICION B.7 (0—ALGEBRA GENERADA POR UNA COLECCION DE FUN-
CIONES DE Q). Dada una coleccion (Y, : v € C) de funciones Y, : Q@ — R
entonces

Y:=0Y,:7€C)

se define como la o—dlgebra mds pequena de subconjuntos de 2 tal que cada
funcion Y, (v € C) es Y—medible.
Nota:

no(Y,:yelC)=0c{we:Y,(w)e B} :ye C,B e B)

= si X es variable aleatoria para algin (2, F) entonces o(X) C F

DEFINICION B.8 (EsPAciO DE ESTADOS). i) El espacio de estados X es
llamado numerable si X es discreto, con un numero de elementos finito
o numerable, y con la sigma-dlgebra potencia.

it) El espacio de estados X es llamado general si esta dotado con una
sigma-dlgebra generada numerablemente.

i11) El espacio de estados X es llamado topoldgico si posee una topologia

metrizable, separable y localmente compacta con la sigma dlgebra de
Borel.

DEFINICION B.9 (PROCESO ESTOCASTICO). Familia de variables aleatorias
definidas sobre un mismo espacio muestral €2, indizadas en un conjunto I
tales que

» Si I es numerable, (X1, Xo,...) es conocido como un proceso en tiempo
discreto.
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n Si I es no-numerable {X;}i>0 es conocido como un proceso en tiempo
continuo.

Nota:

= Un proceso estocéstico es algunas veces visto como una funciéon de dos
variables, X;(w) = X (t,w). Para t fija, la funcién es una variable aleato-
ria. Para w fija, la funcién con valores reales resultante es conocida como
una realizacién de t (sample path).

DEFINICION B.10 (T1EMPO DE PARO). Sea {X, : n = 0,1,2,...} un pro-
ceso estocdstico con espacio de estados numerable, definidos sobre el espacio
de probabilidad (2, F,P). Una variable aleatoria T definida sobre el mismo
espacio se dice que es un tiempo de paro si satisface lo siguiente

» Asume dnicamente valores enteros (incluyendo posiblemente oo).

» Para cada entero no-negativo m, el evento {w : T(w) < m} esta deter-
minado por las variables aleatorias X1, Xa, ..., Xp,.



Apéndice C
Valuacién de no-arbitraje.

Consideraremos una base estocéstica ((€2, F,P),F), con F continua por
la derecha y un horizonte de tiempo finito 0 < 7™ < oo

DEFINICION C.1 (MEDIDA MARTINGALA EQUIVALENTE). Una medida de
probabilidad P* sobre el espacio (2, F) es una medida martingala equivalente
alP s

i) Py P* son medidas equivalente, esto es P(A) =0 < P*(A) = 0,VA €
g,

it) la derivada de Radon-Nikodym %= € L* (es decir, es cuadrado inte-
grable con respecto a P),

i11) el proceso de valor del activo descontado D(0,.)S es una P*-martingala.
Observaciones:

= Py P* definidas sobre el mismo espacio (€2, F) son equivalentes, P* ~ P,
si coinciden sobre los mismos conjuntos de F que se sostienen casi
seguramente.

Cuando dos medidas son equivalentes, es posible expresar a la primera en
términos de la segunda a través de la derivada de Radon-Nikodym. Asi,
existe una martigala nr« sobre ((Q, F,P),F) tal que

P*(A) = /AnT* (w)dP(w), A€ Fr«,
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la cual puede ser escrita en forma mas concisa como

dP*
dTP |]—‘T* = N~

el proceso nr+ es llamada la derivada de Radon-Nikodym de P* con respecto
a P restringida a Fp-.

La tarea de valuar reclamos contingentes involucra como elemento funda-
mental los métodos probabilisticos, de ahi el uso de martingalas como mode-
los probabilisticos de un juego justo. El método clésico para la valuacién de
instrumentos derivados es el llamado método martingala cuya caracteristica
principal es encontrar una medida de probabilidad P* equivalente a P tal que
el proceso de precios del stock descontado (proceso de precios relativo) S*,
definido como

St =S,  Sp=BSr,

sigue una P*—martingala; es decir, S§ = Ep«(S5). De ahi que P* es conocida
como la medida martingala para el proceso de precios descontado S*.

Esta metodologia tiene como supuesto principal el de ausencia de arbitra-
je, razon por la cual se le conoce también como enfoque de equilibrio parcial.
Asi, tenemos la siguiente

DEFINICION C.2 (MERCADO DE NO-ARBITRAJE). Un modelo de mercado
M= {S, B, ®} es de no-arbitraje o libre de arbitraje si P € ® para el cual

Vo()=0,Vr(¢) >0 vy P{Vr(¢) >0} >0.
donde

n S = (St)ee(osr), proceso estocdstico en tiempo discreto estrictamente
positivo que modela el precio del instrumento subyacente.

» B:= proceso financiero del proceso de precios de un instrumento libre
de riesgo.

s &= conjunto de todos los posibles portafolios de bonos y stock que repli-
can el valor del instrumento financiero derivado que pretende valuarse.
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Notas:

= La importancia del uso de medidas martingala, radica en el hecho de
que son ellas quienes garantizan la unicidad del precio de cualquier
instrumento financiero derivado.

= La idea basica de valuacién de no arbitraje esta ligada a la existencia
de un portafolio que replica exactamente el valor del stock a la fecha
de maduracion.

= Noétese que no se supone que la economia real es de riesgo neutral.
Slo se introduce una medida equivalente que simplifica la valuacion de
instrumentos derivados y lo hace en términos de precios relativos.

= Kl precio de arbitraje tiene como soporte a la medida de probabilidad
subjetiva P, pero es invariante con respecto a la eleccién de la medida de
probabilidad equivalente. En términos financieros dirifamos que todos
los inversionistas concuerdan en el rango de las fluctuaciones futuras
de los precios del instrumento subyacente, no obstante tienen diferentes
perspectivas de las probabilidades subjetivas correspondientes.

= El uso de una medida martingala P* en valuaciéon de arbitraje corres-
ponde al supuesto de que todos los inversionistas son de riesgo neutral
es decir, no diferencian entre instrumentos riesgosos y no riesgosos con
las misma tasa de retorno esperada.

DEFINICION C.3 (CUENTA BANCARIA O CUENTA DEL MERCADO DE DINERO).
Definimos B(t) como el valor en el tiempo t < T, de una inversion libre de
riesgo (incrementa a la tasa libre de riesgo que prevalece en el mercado),
donde By =1 y para el mercado discreto

B(t)=> (1+r)' tinN, t<T

t

y para el mercado continuo

B(T) = exp ( /0 t rsds)

el término ry corresponde a la tasa spot (instantdnea para el caso continuo).
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La definicién anterior es un elemento importante en valuacion de no-
arbitraje debido a que suele utilizarse como numeraire, para el cual tenemos
la siguiente definicién

DEFINICION C.4 (NUMERAIRE). Un numeraire es cualquier activo positivo
que no paga dividendos.

Intituitivamente un numeraire es un activo de referencia que es elegido
para normalizar el precio de los otros activos con respecto a este, nos permite
relacionar precios en diferentes tiempos.

DEFINICION C.5 (FACTOR DE DESCUENTO). El factor de descuento By entre
dos instantes de tiempo t y T corresponde a la cantidad en el tiempo t que
es equivalente a $1 que serd pagado en el tiempo T, y se define como

Bi= i = e (—/tTrsds).

= Si la tasa spot, {r} se supone una funcién deterministica del tiempo,
como se hace para aplicar la férmula de Black-Sholes, tanto la cuenta
bancaria B(t) como el factor de descuento B, resultan funciones deter-
ministicas del tiempo.

Observaciones:

= Sisuponemos que {7} es una proceso estocdstico como se hace en la val-
uacién de instrumentos de tasa de interés, entonces B(t) y B, también
seran procesos estocasticos.

DEFINICION C.6 (BoNO CUPON CERO). Un bono cupdn cero, con fecha de
maduracion T (bono de descuento puro) y valor nominal o valor de cardtula
de $1, es un contrato que garantiza a su tenedor el pago de $1 en la fecha T,

sin pagos intermedios. El valor del contrato en el tiempo t < T es denotado
por B(t,T), de ahi que B(T,T) =1 para toda T

Observaciones:

= Sila tasa r es deterministica entonces B, = B(t,T') para todo (t,T)
cont <T.

= Si 7 es estocastica entonces B; también lo es y se vera que el precio
de un bono cupén cero B(t,T) puede verse como la esperanza de la
variable aleatoria B; bajo la medida de probabilidad martingala.
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DEFINICION C.7 (MERCADO COMPLETO). Diremos que un mercado M es
completo sii para todo reclamo contingente existe al menos una estrategia de
replicado.

Proposicion C.8. Si el mercado M es libre de arbitraje entonces cualquier
reclamo contingente con estrategia de replicado es replicado de manera unica.

Uno de los resultados méas importantes en valuaciéon corresponde a Har-
rison y Pliska (1981), quienes probaron que la existencia de una medida
martingala equivalente implica la ausencia de oportunidades de arbitraje.
En (1983) probaron que el mercado es completo sii existe una unica me-
dida martingala equivalente. La importancia de la unicidad de la medida
martingala equivalente radica en que no solo hace que el mercado sea libre
de arbitraje, sino que permite la unicidad del precio asociado a cualquier
reclamo contingente.

Podemos resumir la teoria de no-arbitraje como sigue:

= El mercado es de no-arbitraje sii existe al menos una medida martingala
equivalente.

= El mercado es completo sii la medida martingala es tnica.

= En un mercado libre de arbitraje, no necesariamente completo, el precio
de cualquier instrumento financiero puede ser inicamente determinado
o por el valor de la estrategia de replicado asociada, o por la esperanza
de riesgo neutral del payoff descontado bajo cualquiera de las medidas
martingala de riesgo neutral equivalente.

Lo anterior fue formalizado por Harrison y Pliska (1981), en la siguiente

Proposicion C.9. Dado M un mercado libre de arbitraje. Para cualquier
reclamo contingente X con fecha de maduracion T, el precio de arbitraje
asociado a X, m(X), corresponde al determinado por la formula de valuacion
de riesgo neutral siguiente

7Tt(X) :EP*(BtX|ft), ‘v’th,

con P* cualquier medida martingala equivalente a la medida de probabilidad
real P (asociada a la eleccion de B(t) como numeraire).
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En 1995, Geman y otros observaron que si el factor de descuento es es-
tocastico entonces la medida martingala P* puede no ser muy conveniente
para la valuacion del reclamo contingente X, ya que el calculo de la esperan-
za condicional puede ser muy complicado. En tal caso, se sugiere un cambio
de medida por ejemplo el uso de una medida martingala forward; antes de
pasar a este punto daremos dos resultados importantes en lo referente a el
uso de un numeraire adecuado.

1. El precio de cualquier activo dividido por un activo de referencia, positivo
y que no paga dividendos (llamado numeraire) es una martingala (sin deriva)
bajo la medida asociada con dicho numeraire.

2. En el tiempo t, el precio de riesgo neutral

Payof f (T)}

7, = EP {B(t) BT

es invariante al cambio de numeraire. Suponga que S es otro numeraire,
entonce
Payof f(T )]
St

. Es decir, la formula de valuacién es invariante a cambios de numeraire.
Para finalizar esta seccién introducimos la siguiente definicién

Ty = Ef |iSt

DEFINICION C.10 (FAMILIA DE PRECIOS DE BONOS LIBRES DE RIESGO).
La familia B(t,T), t<T <T* de procesos adaptados al espacio de proba-
bilidad (2, F,P) es una familia libre de arbitraje de precios de bonos relativos
al proceso de tasa de interés r si

i) BT,T)=1, NTeT,

i1) Existe P* medida martingala equivalente a P sobre (Q, Fr+), tal que

VT'eT
B(t,T)

B,

Z*(t,T) = VteT,
sigue una martingala bajo P*.

De la definicién anterior se tiene el siguiente resultado

B(t,t) = BEp-(B:'|F), VteT.
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ya que se tiene que

BT
27t T) = (;’ ) wierT,

t

y como se esta suponiendo que es una martingala bajo P* entonces
E(Z*(T,T)|F) =Z*(t,T), VvVteT,
mientras que por definicién Z*(T,T) = B(T,T)/Br = B;', entonces

E(Z*(T,T)|F:) = Z*(t,T), VteT (C.1)
E(B;YF) = Z*(t,T), VteT (C.2)
E(B:F) = B(;’ T), VteT (C.3)

(C.4)

despejando B(t,T') se tiene que

B(t,t) = BiEp-(B;'|F), VteT.
Medida Forward

En algunos casos resulta conveniente utilizar como numeraire a un bono
cupén cero B(t,T), de tal modo que en la ecuacién del punto 2 anterior,
tendriamos que Sy = B(T,T) = 1, de manera que el precio en el tiempo
t, de un instrumento derivado con fecha de maduracion 7' se obtiene por la
formula de valuacion

7 = B(t, T)E'{X7|F}, 0<t<T. (C.5)

donde X7 denota el payoff del reclamo contingente; mientras que E” refiere a
la esperanza bajo la medida martingala forward, es decir a la medida asociada
al bono cupoén cero con fecha de maduracion 7' como numeraire. Notese que
si By = B(t)/B(T') entonces la ecuacién anterior queda como sigue

7(X) = BiEp-(B7Y|F),  Vt<T,

La razén por la cual esta medida se conoce como medida martingala
forward se encuentra en los siguientes resultados.
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Proposicion C.11. Cualquier tasa forward simplemente compuesta preva-
lenciente en el intervalo con fecha final T sigue una martingala bajo la medida
T—forward, es decir

ET{F(t,S5,T)|F.} = F(t,S,T), (C.6)

para cada 0 < t < S < T. En particular la tasa forward prevaleciente en
el intervalo [S,T] es la esperanza, bajo la medida forward, de la tasa futura
spot simplemente compuesta en el tiempo S y con fecha de maduracion T, es
decir

ET{L(S,T)|.F} = F(t,5,T) (C.7)

para cada 0 <t < S <T.

La ecuacion C.7 puede extenderse a tasas instantaneas como lo establece
la siguiente

Proposicion C.12. El valor esperado de cualquier tasa de interés spot in-
stantdnea, bajo la medida forward correspondiente, es iqual a la tasa forward
istantanea relacionada es decir,

E'{rr|F}=ft,T), 0<t<T.
Recuerdése la formula de valuacié de riesgo neutral siguiente:
pit(X) = BEp- (XB:YF),  Vte[0,7). (C.8)

En virtud de esta férmula, podemos expresar el precio de un bono cupoén
cero con fecha de maduracion 1" como sigue

B(t,T) = B;Ep-(B;'|F;),  Vte[0,T], (C.9)

para cualquier fecha de maduracion 0 < T < T™ . Lo deseable seria conocer
la ley de probabilidad de la variable aleatoria Br la cual es F;—medible.
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