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Introducción 
 
Esta tesis muestra los resultados acerca de la clase de las distribuciones matriz exponenciales, 
destacando principalmente su definición equivalente como la clase de las distribuciones que tienen 
transformada de Laplace racional, para poder describir los modelos estocásticos de flujos como 
distribuciones matriz exponenciales y determinar la probabilidad de ruina en un modelo de riesgo 
con distribuciones matriz exponenciales. 
 
Las distribuciones matriz exponenciales son una clase más amplia que las distribuciones tipo fase; 
éstas tienen funciones de distribución de la misma forma que las distribuciones tipo fase pero sus 
representaciones no necesariamente tienen una interpretación probabilística simple. Por este 
motivo es necesario describir las distribuciones tipo fase, que basan su análisis en modelar 
intervalos aleatorios de tiempo como un número de segmentos distribuidos exponencialmente, y 
aprovechar la estructura Markoviana para simplificar el análisis, así como describir los procesos de 
Markov. 
 
Una variable aleatoria que es definida como el tiempo de paro de la absorción de una cadena de 
Markov absorbente a tiempo continuo se dice que tiene una distribución tipo fase. Las 
distribuciones y funciones de densidad de una distribución tipo fase pueden ser expresadas en 
términos de un vector de distribución inicial α  de tamaño 1 m×  y una matriz generadora 
infinitesimal T  de tamaño m m×  de la cadena de Markov. Los parámetros ( , )α T  son conocidos 

como una representación de orden m  de la distribución tipo fase. 
 
Las distribuciones tipo fase, así como las distribuciones matriz exponenciales, pertenecen a la 
rama de la probabilidad computacional conocida como métodos analíticos matriciales. La 
probabilidad computacional fue descrita por Neuts (1981) como el estudio de los modelos 
estocásticos con un interés particular por la viabilidad algorítmica sobre un amplio rango de 
parámetros y valores. 
 
Los métodos analíticos matriciales nos llevan al análisis de modelos estocásticos, particularmente 
sistemas de colas, usando métodos matriciales para desarrollar soluciones algorítmicamente 
tratables. El crecimiento de esta área se debe en gran parte a la capacidad de las computadoras 
para realizar cálculos numéricos más sofisticados. 
 
Aunque las distribuciones matriz exponenciales no pertenecen en un estricto sentido a los métodos 
analíticos matriciales, los modelos estocásticos que utilizan distribuciones matriz exponenciales en 
lugar de distribuciones tipo fase tienen mayor flexibilidad y generalidad pero no siempre tienen 
interpretaciones probabilísticas simples. 
 
Previo a las computadoras, algunos problemas en modelos estocásticos estaban relacionados con 
la transformada de Laplace y los métodos de análisis complejo para su solución.  
 
Gracias a las computadoras, el campo de la probabilidad computacional así como también los 
métodos analíticos matriciales han redefinido el significado de una solución a un problema en los 
modelos estocásticos: un algoritmo implementable en el sistema que se está analizando. Por lo 
tanto, el número de sistemas que ahora pueden ser modelados estocásticamente se ha 
incrementado significativamente. 
 
Durante las últimas dos décadas ha habido un incremento en la teoría y la aplicación de los 
métodos analíticos matriciales. Debido a esto, la complejidad de los modelos estocásticos que 
pueden ser analizados también ha crecido considerablemente. 
 
Las áreas de aplicación han incluido planeación, teoría del riesgo, mantenimiento de máquinas, 
análisis de supervivencia y cinética de los medicamentos. La mayor actividad de investigación, 
dada la explosión en el tráfico de datos durante los últimos años, ha sido indudablemente en 
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análisis del funcionamiento de sistemas de telecomunicaciones. La literatura acerca de 
telecomunicaciones y la ingeniería electrónica ha sido inundada con aplicaciones de métodos 
analíticos matriciales. 
 
Debido a esto, este trabajo se desarrolla en seis capítulos de la siguiente manera: 
 
En el capítulo 1 se definen y se discuten algunos conceptos preliminares como los procesos de 
riesgo, los principales métodos que se utilizan y el proceso de superávit de reclamaciones; también 
se define formalmente la transformada de Laplace y se describen sus propiedades principales; se 
describen las ecuaciones diferenciales de Kolmogorov; por último se describen algunos resultados 
de álgebra matricial. 
 
En el capítulo 2 se definen los procesos de Markov; se describen sus principales propiedades tales 
como la estructura básica, la construcción minimal y la matriz de intensidad entre otras. 
 
En el capítulo 3 se definen las distribuciones tipo fase como la distribución del tiempo de paro 
hasta la absorción para un proceso de Markov finito de saltos; se describen sus propiedades, 
representaciones y caracterizaciones; así como también las distribuciones tipo fase multivariadas. 
 
En el capítulo 4 se definen las distribuciones matriz exponenciales como las distribuciones con 
transformada de Laplace racional; se describen sus propiedades, representaciones y 
caracterizaciones; también se describen claramente los modelos estocásticos de flujos como 
distribuciones matriz exponenciales; se describen los procesos de renovación donde la distribución 
entre los arribos es matriz exponencial y finalmente se describe un modelo de riesgo donde la 
distribución de las reclamaciones es matriz exponencial. 
 
En el capítulo 5 se describen claramente los modelos estocásticos de flujos como distribuciones 
matriz exponenciales; se describen los procesos de renovación donde la distribución entre los 
arribos es matriz exponencial y finalmente se describe un modelo de riesgo donde la distribución 
de las reclamaciones es matriz exponencial. 
 
En el capítulo 6 se describe la clase de las distribuciones matriz exponenciales multivariadas como 
una extensión natural de la definición de las distribuciones matriz exponenciales univariadas y son 

definidas como las distribuciones en n
+ℝ  que tienen transformada de Laplace racional 

multidimensional; además se describen las funciones racionales en términos de fracciones 
continuas, así como también las matrices de Hankel. 
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Capítulo 1: Conceptos Preliminares 
 
1.1 Introducción 
 
En este capítulo se definen y se discuten algunos conceptos preliminares relacionados con la 
teoría que se presenta a lo largo del presente trabajo, como los procesos de riesgo y el proceso 
de superávit de reclamaciones, se define formalmente la transformada de Laplace (Assmusen, 
2000) y sus propiedades principales, se describen las ecuaciones diferenciales de Kolmogorov 
y por último algunos resultados acerca del álgebra matricial (Rolski et al. 1999). 
 
1.2 El Proceso de Riesgo 
 
El estudio moderno de las probabilidades de ruina, también conocido como teoría del riesgo, se 
inició en Suecia en la primera mitad del siglo XX. 
 
La escuela sueca no solo fue pionera en teoría del riesgo, sino también en probabilidad 
aplicada. En particular muchos resultados y métodos sobre caminatas aleatorias se originan en 
esta escuela y también en las áreas relacionadas, como la teoría de colas. 
 
El término teoría de riesgo es interpretado en un sentido amplio como el estudio de las 
probabilidades de ruina de una compañía aseguradora. 
 
Un proceso de riesgo 0{ }t tR ≥ , es un modelo para la evolución de la reserva de una compañía 

aseguradora en el tiempo. La probabilidad de ruina ( )uψ  es la probabilidad de que la reserva 

de la compañía aseguradora con una reserva inicial u  al tiempo 0t ≥  sea menor que 0 . Esto 
es  
 

( )uψ =P ( )00
inf 0t
t

R R u
≥

< =                                           (1.2.1)  

 
La probabilidad de ruina antes del tiempo T  es 
 

( , )u Tψ =P ( )
0
inf 0t

t T
R

≤ ≤
< .                                            (1.2.2) 

 
Nos referimos a (1.2.1) y (1.2.2) como las probabilidades de ruina de horizonte infinito y 
horizonte finito respectivamente. 
 
Frecuentemente es más conveniente trabajar con el proceso de superávit 0{ }t tS ≥  definido por  

 

t tS u R= − . 

 
Definimos el tiempo de ruina como 
 

( ) inf{ 0 : 0} inf{ 0 : }t tu t R t S uτ = ≥ < = ≥ > , 

 
el máximo con horizonte infinito como 
 

0
sup t

t

M S
≤ <∞

=  

 
y el máximo con horizonte finito como 
 

0
supT t

t T

M S
≤ <

= . 
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Las probabilidades de ruina pueden ser escritas alternativamente como: 
 

( )uψ =P ( ( ) )uτ < ∞ =  P ( )M u> , 

 

( , )u Tψ =P ( ( ) )u Tτ < =  P ( )TM u> . 

 
Existe sólo un número finito de reclamaciones en intervalos de tiempo finitos. Esto es, el 
número tN  de arribos en [0, ]t  es finito. Denotamos a los tiempos entre los arribos de las 

reclamaciones por 2 3, ,...T T ; es decir, 1T  es el tiempo de la primera reclamación. Así, el tiempo 

de arribo de la n -ésima reclamación es 
 

1 ...n nT Tσ = + +  

 
y 
 

1min{ 0 : } máx{ 0 : }t n nN n t n tσ σ+= ≥ > = ≥ ≤ . 

 
El tamaño de la n -ésima reclamación es denotada por nU . 

 
Las primas fluyen a una tasa p (prima de tarifa), por unidad de tiempo; por lo tanto, 

 

1

tN

t k
k

R u pt U
=

= + −∑  

 
y 

 

1

tN

t k
k

S U pt
=

= −∑ . 

 
Los modelos que consideramos tienen generalmente la propiedad de que existe una constante 
ρ  tal que 

 

.

1

1 tN
c s

k
k

U
t

ρ
=

→∑ , t → ∞ ,                                           (1.2.3) 

 
donde ρ  se interpreta como el monto promedio de las reclamaciones por unidad de tiempo. 
Una cantidad básica es la carga de seguridad η  definida como el monto relativo por el cual la 

prima de tarifa excede a ρ  

 
p ρη

ρ
−= . 

 
La compañía aseguradora debe tratar de garantizar que 0η > . 
 
Proposición 1.2.1:  Supongamos que (1.2.3) ocurre. Si 0η < , entonces M = ∞  casi 

seguramente y por lo tanto ( ) 1uψ =  para toda u . Si 0η >  entonces M < ∞  casi 

seguramente y por lo tanto ( ) 1uψ <  para toda u  suficientemente grande. 
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Demostración: Se sigue por (1.2.3) que 
 

.1

tN

k
c st k

U pt
S

p
t t

ρ=

−
= → −
∑

, t → ∞ . 

 

Si 0η < , entonces este límite es mayor que cero lo cual implica .c s
tS →∞  y por lo tanto 

M = ∞  casi seguramente. Si 0η > , entonces lim 0tS

t
< , .c s

tS → −∞ , y M < ∞  casi 

seguramente. 
■ 

 
Las clases más populares de distribuciones B  que son utilizadas para modelar las 
reclamaciones 1 2, ,...U U  pueden clasificarse en dos grupos: las distribuciones de colas ligeras 

donde la función generadora de momentos es finita; es decir, ˆ[ ]B s < ∞  para alguna 0s > ; y 
las distribuciones de colas pesadas donde la función generadora de momentos es infinita; es 

decir, ˆ[ ]B s = ∞  para toda 0s > . 
 
Las distribuciones con las que trabajaremos a lo largo del presente trabajo son distribuciones 
de colas ligeras. 
 
Una variable aleatoria exponencial es aquella cuya función de densidad está dada, para alguna 

0λ > , por 
 

( ) xf x e λλ −=  si 0x ≥ . 
 

La función de distribución está dada por 
 

( ) 1 xF x e λ−= − . 
 

Las variables aleatorias exponenciales son las más simples para hacer frente a la teoría de 
riesgo. 
 
La característica fundamental de las variables aleatorias exponenciales es la propiedad de la 
pérdida de memoria. 
 

( ) ( )X s t X t X s> + > = >P � P  para toda , 0s t ≥ .                       (1.2.4) 

 
La condición (1.2.4) es equivalente a 
 

( , )
( )

( )

X s t X t
X s

X t

> + > = >
>

P
P

P
 

 
ó 
 

( ) ( ) ( )X s t X s X t> + = > >P P P . 
■ 
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Una variable aleatoria gamma con parámetros ( , )α λ , 0α > , 0λ >  cuya función de 

densidad está dada por 
 

1( )
( )

( )

xe x
f x

λ αλ λ
α

− −

=
Γ

 si 0x ≥ , 

 
donde ( )αΓ  es la función gamma, definida como 
 

1

0
( ) xe x dxαα

∞ − −Γ = ∫ . 

 
La función generadora de momentos está dada por 
 

ˆ[ ]B s
s

αλ
λ
 =  − 

. 

 
La esperanza de una variable aleatoria gamma está dada por 
 

( )X
α
λ

=E  

 
y la varianza  
 

2
( )Var X

α
λ

= . 

 

La forma exacta de la cola ( )B x  está dada por la función gamma incompleta ( , )x αΓ , 
 

( , )
( )

( )

x
B x

λ α
α

Γ=
Γ

 donde 1( , ) t

x
x t e dtαα

∞ − −Γ = ∫ . 

 

Si α  es entero y X  es una variable aleatoria gamma ( , )α λ , entonces 1

D

X X Xα= + +…  

donde 1 2, ,X X …  son variables aleatorias exponenciales independientes idénticamente 

distribuidas con parámetro λ . Este caso especial de una variable aleatoria gamma también se 
conoce como una variable aleatoria Erlang con parámetro α . 
 
Una distribución hiperexponencial generalizada tiene función de distribución, definida para 

0u ≥ , de la forma 
 

1

( ) (1 )i

n
u

i
i

F u a e λ−

=
= −∑ , 

 

donde 1 2, , , na a a…  son todos reales con 
1

1
n

i
i

a
=

=∑ , y 1 2 0nλ λ λ> > > >… . 

 
Una distribución tipo fase es la distribución del tiempo de absorción en un proceso de Markov 
con espacio de estados finito, de los cuales un estado es absorbente y los demás estados son 
transitorios. (Ver Capítulo 3) 
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Los casos más importantes son las distribuciones exponenciales, Erlang e hiperexponenciales. 
Esta clase de distribuciones juega un papel importante dentro de las formas exactas 
computacionalmente tratables de la probabilidad de ruina ( )uψ  que pueden ser obtenidas. 
 
Los parámetros de una distribución tipo fase son el conjunto E  de estados transitorios, la 
matriz de intensidad T  del proceso de Markov y el vector renglón ( )i i Eα ∈=α  de 

probabilidades iniciales. 
 

Las distribuciones B  tienen transformada de Laplace racional si 
( )ˆ[ ]
( )

p s
B s

q s
=  con ( )p s  y 

( )q s  polinomios de grado finito. Las caracterizaciones equivalentes consisten en que las 

densidades ( )b x  tienen las siguientes formas: 
 

∑
=

=
q

j

xj
j

jexcxb
1

)( η
                                                                                       (1.2.5) 

 
31 2

1 1 1

( ) cos( ) sen( )j j j

qq q
x x xj j j

j j j j j
j j j

b x c x e d x a x e e x b x e
η δ ς

= = =

= + +∑ ∑ ∑               (1.2.6) 

 
donde los parámetros en (1.2.5) pueden ser valores complejos mientras que los parámetros en 
(1.2.6) son valores reales. 
 
Esta clase de distribuciones es popular en teoría del riesgo y teoría de colas, pero la tendencia 
actual en probabilidad aplicada es restringir la atención a las distribuciones tipo fase (Ver 
Capítulo 3) y a las distribuciones matriz exponenciales (Ver Capítulo 4). 
 
1.3 Métodos 
 
La teoría del riesgo puede ser vista como una de las diversas áreas de la probabilidad aplicada. 
Otras áreas son: procesos de ramificación, modelos genéticos, teoría de colas, procesos de 
almacenaje, confiabilidad, sistemas de interacción de partículas, ecuaciones diferenciales 
estocásticas, series de tiempo, procesos Gaussianos, teoría de valores extremos, geometría 
estocástica, procesos puntuales, etc. 
 
Las áreas más relacionadas con la teoría del riesgo son la teoría de colas y los procesos de 
almacenaje. 
 
1.3.1 Soluciones Exactas 
 
Lo ideal es poder encontrar soluciones de forma cerrada para las probabilidades de ruina 

( )uψ , ( , )u Tψ . Los casos para la probabilidad de ruina de horizonte infinito ( )uψ  donde esto 
es posible son básicamente los siguientes: 
 
El modelo Poisson compuesto con una tasa constante 1p =  y con una distribución 

exponencial B  para el tamaño de las reclamaciones. 
 
El modelo Poisson compuesto con una tasa constante 1p =  y con una distribución B  tipo 

fase para el tamaño de las reclamaciones. En este caso ( )uψ está dada en términos de una 

función matriz exponencial, la cual puede ser expandida en una suma de términos 
exponenciales por diagonalización. 
 
El modelo Poisson compuesto con una distribución para el tamaño de las reclamaciones 
degenerada en un punto. 
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El modelo Poisson compuesto con una tasa ( )p x  dependiendo de la reserva y con una 

distribución exponencial B para el tamaño de las reclamaciones. 
 
Un proceso de Levý α  estable con flujo donde ( )uψ  está dada como una serie infinita 
involucrando a la función de Mittag Leffer. 
 
También los modelos Brownianos de caminatas aleatorias con ciertos saltos de libertad nos 
conducen a soluciones explícitas. Un hecho notable es la forma explícita de la probabilidad de 

ruina cuando { }tR  es un proceso de difusión con flujo infinitesimal ( )xµ  y varianza 2( )xσ  

 

20

20 0

( )
exp 2

( ) ( )
( ) 1

( )( )
exp 2

( )

x

u

x

y
dy

y S u
u

Sy
dy

y

µ
σψ
µ

σ

∞

∞

 − 
 = = −

∞ − 
 

∫ ∫

∫ ∫
, 

 
donde  
 

20 0

2 ( )
( ) exp

( )

u x y
S u dy

y

µ
σ

 
= − 

 
∫ ∫ , 

 
es la escala natural. 
 
Para la probabilidad de ruina de horizonte finito ( , )u Tψ , el ejemplo de una expresión explícita 

es el modelo Poisson compuesto con una tasa constante 1p =  y con una distribución 

exponencial para el tamaño de las reclamaciones. 
 
1.3.2 Métodos Numéricos 
 
Además de una solución de forma cerrada, la mejor alternativa después de esta es un 
procedimiento numérico que nos permita calcular los valores exactos de las probabilidades de 
ruina. 
 
1.3.3 Inversión de la Transformada de Laplace 
 
A menudo es más fácil encontrar las transformadas de Laplace 
 

0
ˆ ( ) ( )sus e u duψ ψ

∞ −− = ∫ , 
0 0

ˆ ( , ) ( , )su Ts e u T dudTωψ ω ψ
∞ ∞ − −− − = ∫ ∫  

 
en forma cerrada que las probabilidades de ruina por sí mismas. Considerando que esto puede 
llevarse a cabo, ( )uψ , ( , )u Tψ  pueden ser calculadas entonces numéricamente por algún 
método de inversión de la transformada de Laplace. 
 
1.3.4 Métodos Analíticos Matriciales 
 
Este enfoque es relevante cuando la distribución del tamaño de la reclamación es tipo fase o 
matriz exponencial (distribuciones con transformada de Laplace racional), y en algunos casos 

la probabilidad de ruina ( )uψ  está dada por una función matriz exponencial ueU  que puede 
ser calculada por diagonalización, como la solución de ecuaciones lineales diferenciales o por 
alguna expansión en serie. En el proceso Poisson compuesto, U  es explícito en términos de 
los parámetros del modelo, mientras que para el modelo con arribos de renovación o los 
modelos derivados de procesos de Markov, U  se tiene que calcular numéricamente como la 
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solución iterativa de un problema de punto fijo o encontrando la forma diagonal en términos de 
las raíces complejas de ciertas ecuaciones trascendentales. 
 
1.3.5 Ecuaciones Diferenciales e Integrales 
 
La idea de este enfoque es expresar la probabilidad de ruina (1.2.1) o (1.2.2) como la solución 
de una ecuación diferencial o integral, y obtener una solución por algún método numérico. Un 
ejemplo donde podemos obtener una solución mediante una adecuada elección de variables es 
el caso donde las reclamaciones son de tipo fase. 
 
1.3.6 Aproximaciones 
 
1.3.6.1 Aproximación de Cramér-Lundberg 
 
Este es uno de los resultados más importantes de la teoría del riesgo. Para el modelo Poisson 
compuesto con 1p =  y con una distribución para el tamaño de las reclamaciones B con 

función generadora de momentos [ ]B̂ s , señala que 

 

( ) uu Ce γψ −
∼ , u → ∞ .                                                   (1.3.6.1) 

 

Donde ( )
(1 )

ˆ[ ]
C

B

ρ
β γ

−=
−

 y 0γ >  es la solución de la ecuación de Lundberg 

( )ˆ[ ] 0Bβ γ γ− − = . 

 
Frecuentemente γ  es llamado el coeficiente de ajuste. La aproximación de Cramér-Lundberg 
tiene generalizaciones para los modelos con arribos de renovación en un ambiente 
Markoviano. Sin embargo, en algunos casos la evaluación de C  es más complicada. De 
hecho, cuando la distribución del tamaño de las reclamaciones es tipo fase, la solución exacta 
es tan sencilla de calcular como la aproximación de Cramér-Lundberg. 
 
1.3.6.2 Aproximaciones de Difusión 
 
Aquí la idea es aproximar el proceso de riesgo mediante un movimiento Browniano ajustando el 
primer y segundo momentos, y usar el hecho de que las primeras probabilidades de transición 
son calculadas más fácilmente por difusiones que por los procesos de riesgo. Las 
aproximaciones de difusión son sencillas de calcular pero no son muy precisas en su 
implementación. Sin embargo, las aproximaciones de difusión corregidas son por mucho lo 
mejor que se puede hacer en términos de probabilidades de ruina de horizonte finito ( , )u Tψ . 
 
1.3.6.3 Aproximaciones de reclamaciones grandes 
 
Para que la aproximación de Cramér-Lundberg sea válida, la cola de la distribución del tamaño 

de las reclamaciones ( )B x  debe tener un decrecimiento exponencial. Las aproximaciones 

para ( )uψ son tan precisas como para ( , )u Tψ  para u  suficientemente grandes. 

 
1.3.7 Límites y desigualdades 
 
El resultado principal en el área es la desigualdad de Lundberg 
 

( ) uu e γψ −≤ . 
 

Comparado con la aproximación de Cramér-Lundberg (1.3.6.1), esta tiene la ventaja de no 
involucrar aproximaciones y también como regla general, siendo algo más fácil generalizar más 
allá del ajuste del modelo Poisson compuesto. 
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1.3.8 Métodos estadísticos 
 
Todos los métodos y resultados mencionados anteriormente asumen que los parámetros del 
modelo son completamente conocidos. En la práctica, los parámetros deben ser estimados de 
los datos observados en el proceso de riesgo en el intervalo de tiempo [0, ]T . Este 
procedimiento es por sí mismo transparente. Sin embargo, la dificultad se presenta cuando 
tratamos de inferir acerca de las probabilidades de ruina. ¿Cómo podemos producir un 
intervalo de confianza? Y más importante aún, ¿Podremos confiar en los intervalos de 
confianza para valores grandes de u , los cuales son de interés? Según Assmussen (2000) 
esta extrapolación de los datos observados se debe a la extrema sensibilidad de las 
probabilidades de ruina de la cola de la distribución del tamaño de las reclamaciones. La 
sugerencia es observar que la media de la vida residual 
 

0

1
( ) ( )

( )
U x U x y x B dx

B x

∞
 − >  = −  ∫E  

 
normalmente tiene un límite finito en el caso de las colas ligeras y tiende a ∞  en el caso de las 
colas pesadas, y graficar la media empírica de la vida residual para observar algún 
comportamiento restrictivo que sea aparente en la cola de la distribución, es decir, graficar 
 

( ) ( )
1

1
( )

N

i k
i k

U U
N k = +

−
− ∑  

 
como función de ( )kU , donde (1) (2) ( ), , , NU U U…  son los estadísticos de orden basados en 

N variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas que son las reclamaciones 

1 2, , , NU U U…  para observar comportamientos aparentes en la cola. 

 
1.3.9 Simulación 
 
El desarrollo de las computadoras ha hecho a la simulación una herramienta popular en todas 
las ramas de la probabilidad aplicada y de la estadística, y desde luego este método es 
relevante en la teoría del riesgo. La simulación puede ser usada para obtener alguna idea 
acerca del proceso bajo estudio: simular algunas trayectorias muestrales, y observar cuáles de 
ellas exhiben el comportamiento esperado o algún comportamiento o resultado inesperado. Sin 
embargo, la situación más común es realizar una simulación Monte Carlo para estimar 
probabilidades, esperanzas o distribuciones que no están disponibles analíticamente.  
 
El caso de las probabilidades de ruina de horizonte infinito presenta una dificultad, porque al 
parecer requiere una simulación infinita. Un truncamiento a un problema de horizonte finito ha 
sido usado, pero no es muy satisfactorio. Existen buenos métodos para un gran número de 
modelos y están basados en representar la probabilidad de ruina ( )uψ  como el valor esperado 

de una variable aleatoria la cual puede ser generada por una simulación. El problema es 
enteramente análogo a estimar características estables por simulación en teoría de colas, y de 
hecho métodos de otras áreas pueden ser usados frecuentemente en teoría de riesgo. Sin 
embargo, la dificultad principal es un evento con una probabilidad mínima de ocurrencia. 

 
1.4 La Transformada de Laplace 
 
La transformada de Laplace-Stieltjes de la función de distribución F  en X , está definida de la 
siguiente manera: 
 

ˆ( )l s = E ( ) ( )sX sxe e dF x
∞− −

−∞
= ∫ . 
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Además de la transformada de Laplace-Stieltjes, consideraremos la transformada de Laplace 
 

( ) ( )stF s e f t dt
∞ −

−∞
= ∫ , 

 
de una función :f +→ℝ ℝ . 

 
Claramente si la función de distribución F  es continua con densidad f , entonces su 

transformada de Laplace-Stieltjes es igual a la transformada de Laplace de f . 
 
Una transformada integral de la función :g +→ℝ ℝ es una función gɶ  de la forma 

 

( ) ( , ) ( )g K x g x dxθ θ
∞

−∞
= ∫ɶ  donde θ ∈ℂ , 

 
donde una función dada g  se transforma en otra función gɶ  por medio de una integral. Se dice 

que la función gɶ  es la transformada de g  y la función K  se llama kernel de la transformación. 

La idea general es aplicar la relación ( ) ( , ) ( )g K x g x dxθ θ
∞

−∞
= ∫ɶ  a fin de transformar un 

problema para g  en un problema más sencillo para gɶ , resolver este problema más simple y 

luego recuperar la función deseada g  a partir de su transformada gɶ . 
 
La transformada de Laplace de g  es definida por la función  

 

ˆ ( ) ( )xg e g x dxθθ
∞ −

−∞
= ∫  donde θ ∈ℂ , 

 

siempre que esta integral exista. En esta transformada se usa el kernel ( , ) xK x e θθ −= . 
 
Frecuentemente, existen funciones g  que están definidas en [0, )∞  con transformada de 
Laplace 
 

0
ˆ ( ) ( )xg e g x dxθθ

∞ −= ∫ . 

 
Pensamos en ĝ  como una función de una variable real θ . 

 
Bajo ciertas condiciones tales como la existencia y la continuidad, la transformada de Laplace 
tiene las siguientes propiedades: 
 
Inversión. La función g  puede ser recuperada al conocer a ĝ  mediante la fórmula de 
inversión 
 

Convolución. Si ( ) ( ) ( )k x g x y h y dy
∞

−∞
= −∫  entonces ˆ ˆˆ( ) ( ) ( )k g hθ θ θ=  

 

Diferenciación. Si :[0, )G ∞ → ℝ  y 
dG

g
dx

=  entonces ˆ ˆ( ) ( ) (0)G g Gθ θ θ= +   
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1.5 Ecuaciones Diferenciales de Kolmogorov 
 
En esta sección mostraremos la correspondencia uno a uno entre la función matriz de 
transición y sus matrices de intensidad. 
 
Teorema 1.5.1:  Para toda ,i j E∈  y 0h ≥ , las funciones de transición ( )ijp h  son 

diferenciables y satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales 
 

(1)( ) ( )ij ik kj
k E

p h q p h
∈

=∑ .                                                (1.5.1) 

 
Demostración:  Sea 0h′ >  . Por la ecuación de Chapman-Kolmogorov tenemos que 
 

                            ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ij ij ik kj ij
k E

p h h p h p h p h p h
∈

′ ′+ − = −∑  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) 1) ( )ij ij ik kj ik ij
k i

p h h p h p h p h p h p h
≠

′ ′ ′+ − = + −∑ . 

 
Similarmente 
 

                    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ij ij ij ik kj
k E

p h h p h p h h p h p h h
∈

′ ′ ′ ′− − = − − −∑  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) 1) ( )ij ij ik kj ii ij
k i

p h h p h p h p h h p h p h h
≠

′ ′ ′ ′ ′− − = − − − − −∑ . 

 

Dividiendo por h′ , haciendo 0h′ ↓  y usando la continuidad de ( )ijp h obtenemos (1.5.1). 

 
Por el Teorema 1.5.1 
 

0

1
lim ( ) ( ) ( )ik kj ik kj
h

k i k i

p h p h q p h
h′↓ ≠ ≠

′ =
′∑ ∑  

 
y 
 

0

1
lim ( ) ( ) ( )ik kj ik kj
h

k i k i

p h p h h q p h
h′↓ ≠ ≠

′ ′− =
′∑ ∑ . 

 
Las ecuaciones diferenciales en (1.5.1) son llamadas las ecuaciones diferenciales de 
Kolmogorov. En notación matricial (1.5.1) toma la forma 
 

(1)( ) ( )h h=P QP                                                     (1.5.2) 
 
para toda 0h ≥ . De la misma forma como fue demostrada (1.5.1) se puede mostrar que  
 

(1)( ) ( )h h=P P Q                                                     (1.5.3) 
 
para toda 0h ≥ , la cual es la notación matricial de la ecuación diferencial de Kolmogorov. La 
condición inicial para ambas ecuaciones de Kolmogorov es (0) =P I  
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Suponemos que todas las matrices consideradas tienen dimensión l l×  y los vectores tienen 
dimensión 1 l× . La convergencia de las sucesiones de matrices es de la siguiente manera: si 

{ }nA es una sucesión de matrices, n →A 0  conforme n → ∞  significa que ( ) 0n ij →A  para 

toda , 1, ,i j l= … . Introducimos las siguientes normas: para un vector ( )1, , lx x=x … , 

definimos 
1

l

i
i

x
=

=∑x  y, para una matriz ( )ija=A  de l l×  definimos 
, 1,

ij
i j l

a
=

= ∑A
…

. 

Notemos que para h ∈R  tenemos que h h=A A y que 0=A si y solo si =A 0 . Es 

claro que n →A 0  si y solo si 0n →A . Además, para 0a ≥  y matrices arbitrarias A , B  

 

+ ≤ +A B A B , ≤AB A B , a a=A A                        (1.5.4) 

 

Lema 1.5.1:  La serie 
( )

0 !

n

n

h

n

∞

=
∑

A
converge uniformemente con respecto a [ ]0 0,h h h∈ − , para 

cada 0 0h > . 

 

Demostración:  Sea [ ]0 0,h h h∈ −  y m ∈N . Por la desigualdad del triángulo, deducida de 

(1.5.4), tenemos que 
 

( ) ( ) ( ) 0

0 0 1 1 1! ! ! ! !

n nn n n n nm

n n n m n m n m

h hh h h

n n n n n
ε

∞ ∞ ∞ ∞

= = = + = + = +

− = ≤ ≤ <∑ ∑ ∑ ∑ ∑
A AA A A

 

 

para cada m  suficientemente grande, uniformemente en [ ]0 0,h h h∈ − . La serie 
( )

0 !

n

n

h

n

∞

=
∑

A
 es 

por lo tanto una función matricial bien definida y es continua con respecto a h  en ℝ . 
Llamaremos a esta función la función matriz exponencial y la denotaremos por 
 

( ) ( )
exp

!

n
h

h h
n

= + + + +
A

A I A … …                                   (1.5.5) 

■ 

Sea ( )hA  una función matricial tal que todas sus entradas son funciones diferenciables de h . 

Definimos la matriz derivada por 
 

( ) ( ) ( )( )(1) 1

0
lim
h

h h h h h−

′→
′ ′= + −A A A . 

 

Lema 1.5.2:  La función matriz exponencial ( )exp hA  es diferenciable en los números reales y 

 

( ) ( ) ( )exp
exp exp

d h
h h

dh
= =

A
A A A A .                                (1.5.6) 
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Demostración:  Tenemos que 
 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )1

1 1 1

exp exp
,

! ! !

n n n n n
n

n
n n n

h h h h h h
nh h r h h

h h n n n

∞ ∞ ∞
−

= = =

′+ − ′+ −
′ ′= = +

′ ′∑ ∑ ∑
A A A A A

, 

 
donde 
 

( ) ( )( )0 , 1 2
n

nr h h n n h′≤ ≤ − ,                                           (1.5.7) 

 

para h h′ ≤ . El límite (1.5.7) es obtenido por una serie de Taylor de la función 

( )( )
n ng x h x h= + − . Así obtenemos ( )( )

2
21( ) 1

2
nn x

g x xnh n n h xθ −−= + − + , donde 

0 1θ≤ ≤ . Por lo tanto, haciendo 0h′ →  obtenemos que 
 

( ) 1

1

exp

!

n
n

n

d h
nh

dh n

∞
−

=

=∑
A A

. 

 
Claramente 
 

( ) ( )1

1 1 1! ! !

n nn
n

n n n

h h
nh

n n n

∞ ∞ ∞
−

= = =

= =∑ ∑ ∑
A AA

A A . 

■ 
 
Dos matrices A , ′A  de tamaño l l× son conmutativas cuando ′ ′=AA A A y tenemos que 
para las matrices conmutativas 
 

( ) ( ) ( )exp exp exp′ ′+ =A A A A .                                      (1.5.8) 

 
Lema 1.5.3:  Sea Q  una matriz de tamaño l l×  arbitraria tal que 0ijq ≥  para i j≠  

y t =Qe 0 . Entonces la función matriz exponencial ( )exp( ), 0h h >Q  es una función matriz de 

transición que resuelve las ecuaciones diferenciales de Kolmogorov (1.5.2) y (1.5.3). 
 
Demostración:  Notemos que para =Q 0  el enunciado es obvio. Supongamos ahora que 

≠Q 0 . Primero verificaremos que exp( )hQ  es una matriz estocástica para toda 0h > . Si 
t =Qe 0 , tenemos que n t =Q e 0  para toda 1,2,n = …y además exp( ) t th =Q e e . Para 

demostrar que todas las entradas de exp( )hQ  son no negativas, sea 

{ }máx : 1, ,iia q i l= − = … . Entonces, Pɶ  definida por 

 
1a−= +P Q Iɶ . 

 

Es una matriz no negativa y entonces 1t t t ta−= + =Pe Qe Ie eɶ , la matriz Pɶ  es estocástica. El 

que las entradas de exp( )hQ  son no negativas se siguen de la representación 

 

( )( ) ( )
0

( )
exp( ) exp

!

nn

ah

n

ah
h ah e

n

∞
−

=

= − =∑
P

Q P I
ɶ

ɶ . 
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En esta igualdad la ecuación (1.5.8) ha sido usada junto con el hecho que ( )exp ahah e−− =I I . 

Además la ecuación (1.5.8) implica que exp( )hQ  cumple con la ecuación de Chapman-

Kolmogorov. Usando la ecuación (1.5.6) notamos que Q  es la matriz de intensidad de la 

función matriz de intensidad exp( )hQ . 
 
Teorema 1.5.2:  La función matriz de transición ( )( ), 0h h ≥P  puede ser representada por su 

matriz de intensidad Q  por medio de 
 

( ) exp( )h h=P Q . 
 
Demostración:  Por el Lema 1.5.3, ( ) exp( )h h′ =P Q es una solución a la ecuación hacia atrás 

de Kolmogorov y cumple las condiciones iniciales (0)′ =P I . De la teoría de sistemas de 

ecuaciones diferenciales ordinarias lineales sabemos que esta solución es única. Así 
( ) ( )h h′ =P P , para cada 0h ≥ . 

 
Si los valores propios 1, , lθ θ…  de Q  son distintos, entonces la representación espectral de 

nQ  puede ser usada para determinar la función matriz exponencial ( ) exp( )h h=P Q . En este 
caso tenemos que  
 

1

( ) i

l
h t

i i
i

h e θ φ ψ
=

=∑P , 

 
donde iφ , iψ  son los vectores propios por la derecha y por la izquierda correspondientes a iθ . 

 
Por lo tanto para cada par fijo i , j E∈  la función ( )ijp h es idénticamente cero o siempre 

positiva en (0, )∞ . 

■ 
 
Notemos que la suposición de un espacio de estados finito es fundamental para el resultado 

del teorema. Si el espacio de estados es infinito { }1,2,E = …  puede haber muchas funciones 

matriz de transición correspondientes a una matriz de intensidad. 
 
1.6 Álgebra Matricial 
 

La función exponencial escalar ate  puede representarse por la serie de potencias 
 

∑
∞

=

+=
1 !

1
n

nn
at

n

ta
e , 

 
que converge para toda t . Al reemplazar ahora el escalar a  por la matriz constante A  de 

nn ×  y considerar la serie correspondiente, podemos obtener el desarrollo de teA  por la serie 
de potencias. 
 

2 2

1

...
! 2! !

n n n n
t

n

t t t
e t

n n

∞

=

= + = + + + +∑A A A A
I I A .                           (1.6.1) 
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Cada término en la serie es una matriz nn × . Es posible demostrar que cada componente de 

esta suma matricial converge para toda t  cuando ∞→n  porque ( )nn kO n λ=A  para algún 

entero k p< , donde λ  es el valor propio más grande en valor absoluto, es decir, 

{ }máx : sp( )λ µ µ= ∈ A  y sp( )A  es el conjunto de todos los valores propios de A  

 

( ) { }sp : sp( )e eλ λ= ∈A A . 

 

Por lo tanto, la serie define con su suma una nueva matriz, que se denota por teA ; es decir  
 

∑
∞

=

+=
1 !n

nn
t

n

t
e

A
IA . 

 
Al derivar término a término la serie se obtiene 
 

t

n

nn

n

nn
t e

n

t

n

t
e

dt

d AA A
A

IA
A =








+=

−
= ∑∑

∞

=

∞

=

−

11

1

!)!1(
)( . 

 

Por lo tanto, teA  satisface la ecuación diferencial 
 

tt ee
dt

d AA A=)( . 

 
Supongamos que las matrices son de dimensión ll ×  y los vectores son de dimensión l×1 . 
 
Denotaremos por )(Aii θθ = , li ,...,1= , a los valores propios de la matriz Ejiija ∈= ,)(A ; 

},...,1{ lE = . 

 
Lema 1.6.1: Si a b′ = +A A I  para algunas constantes ,a b  ∈  ℝ , entonces 
 

( ) ( )i ia bθ θ′ = +A A ,    li ,...,1= .                                      (1.6.2) 

 
Lema 1.6.2: Sea A  no negativa. Entonces, 
 

1
1 1

min máx ,máx
l l

ij ij
i E j E

j j

a aθ
∈ ∈= =

 
≤  

 
∑ ∑ .                                   (1.6.3) 

 

Demostración: Tenemos que 1
1

l

i ij j
j

aθ φ φ
=

=∑ , li ,...,1= , donde 1( ,..., )lφ φ=φ . Así 

obtenemos que 1
1

máx
l

i ij k
k E

j

aθ φ φ
∈=

≤∑ , li ,...,1= , y en consecuencia 

1
1

máx máx máx
l

i ij k
i E k E

j

aθ φ φ
∈ ∈=

≤ ∑ . 
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Así 1
1

máx
l

ij
i E

j

aθ
∈ =

≤ ∑ . La demostración de que 1
1

máx
l

ij
i E

j

aθ
∈ =

≤ ∑  es similar porque TA  tiene 

los mismos valores propios que A . 
■ 

 
La restricción dada en el Lema 1.6.2 puede ser utilizada para demostrar que para cierta clase 
de matrices, la parte real de todos los valores propios es no positiva. Es decir, que )( ijb=B  

es una matriz de subintensidad, si 0ijb ≥  ( )i j≠  y 
1

0
l

ij
j

b
=

≤∑ , donde para al menos una 

i E∈ , 
1

0
l

ij
j

b
=

<∑ . 

 
Teorema 1.6.1: Si B  es una matriz de subintensidad, entonces ( ) 0iθ =B  o ( ( )) 0iθℜ <B , 

para cada li ,...,1= . 
 
Demostración:  Sea B  una matriz de subintensidad y máx( )ii

i E
c b

∈
> − . Entonces c′ = +B B I  

es una matriz no negativa. Por el Lema 1.5.1, tenemos que ( ) ( )i i cθ θ ′= −B B . Además por el 

Lema 1.6.2 tenemos que ( )i cθ ′ ≤B . Entonces 1 2( ) ( ) ... ( )lθ θ θ′ ′ ′≥ ≥ ≥B B B . 

■ 
 
Corolario 1.6.1: Una matriz de subintensidad B  es no singular si y solo si ( ( )) 0iθℜ <B , para 

cada li ,...,1= . 

 
Demostración: Es suficiente notar que 0  no es un valor propio de B  si y solo si B es no 
singular. 

■ 
 
En el siguiente teorema se dará una fórmula para la representación de una función matriz 
exponencial exp( )tA  de una matriz arbitraria A . 
 
Teorema 1.6.2: Sean 1,..., lθ θ  los valores propios de A . Entonces  

 

1 1exp( ) ( ) ... ( )l lt a t a t= + +A A A                                       (1.6.4) 

 

donde ( )ka t , kA  están dadas recursivamente por 1
1( ) ta t eθ= , 1 =A I  y 

( )

0 1
( ) ( )k

t t x
k

k
a t e a x dxθ −

−
= ∫ , 1 1( )...( )k kθ θ −= − −A A I A I  para 2,...,k l=  

 
Demostración: Supongamos primero que diag( )=A θ  con 1( ,..., )lθ θ=θ  y todos sus 

valores propios 1,..., lθ θ  son distintos. Entonces por la definición (1.6.1) de exp( )tA , tenemos 

que 1exp( ) diag( ,..., )lttt e eθθ=A  y (1.6.4) es obvia para 1l = . Supongamos que (1.6.4) se 

cumple para alguna 1l n= − . Entonces el lado derecho (1.6.4) puede ser escrito como 
 

11

1

1

1 1

diag( ,..., )
( )

( ) ( )

n tt

n

kn
k k

k k n i
k i

e e

a t
a t

θθ

θ θ

−

−

=
= =

 
 =  − 
 

∑
∑ ∏

0
A

0
. 
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Tenemos que demostrar que, para toda 1,2,...n =  

 
1

1 1

( ) ( ) n

kn
t

k n i
k i

a t eθθ θ
−

= =

− =∑ ∏ .                                                 (1.6.5) 

 
Para 1n = , (1.6.5) es obvio. Además, para 2k ≥  tenemos que 
 

      
3

2 3 2 1 2( ) ( )
20 0 0

( ) ... ... ...
k

k k
t x x t x x x x

k ka t e e e dx dxθ θ θ− −= ∫ ∫ ∫  

 

      1 2 3 3 1 2 2( ) ( ) ( )
2 20 0

( ) ... 1(0 ... ) ... ...k k k k
t tt x x x

k k ka t e x x e e e dx dxθ θ θ θ θ θ θ− − − −= < < < ×∫ ∫  

 

( )2 2
2 1 2 3 31 2 ( ) ( ) ( )

3 3 20 0 0
( ) ... 1(0 ... ) ... ...k k k k

t t x t xt x x xx
k k ka t e e x x e e dx dx dxθ θ θ θ θθ −

− −− − −= < < < ×∫ ∫ ∫  

 
Supongamos que (1.6.5) ocurre para alguna 1n j= − , 
 

1 1

1 1
1 21 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
jk kn

k j i j k j i
k ki i

a t a t a tθ θ θ θ θ θ
− −

= == =

− = + − −∑ ∑∏ ∏  

 

                           21 2

1
( )

1 1 20
1 1

( ) ( ) ( ) ( ) j

kn t t xx
k j i j

k i

a t a t e e dxθθθ θ θ θ
−

−

= =

− = + −∑ ∏ ∫  

 

                          ( )11

1
( )

1 1

( ) ( ) 1j j j

kn
t t tt

k j i
k i

a t e e e eθ θ θ θθθ θ
−

−

= =

− = + − =∑ ∏  

 
Así, (1.6.5) ocurre para toda 1n ≥ . En consecuencia, para diag( )=A θ  y 1,..., lθ θ  distintos, 

(1.6.4) es cierta para todo 1l ≥ . Supongamos ahora que A  es una matriz arbitraria con 

distintos valores propios 1,..., lθ θ . Entonces no es difícil mostrar que 

 

( )1 1exp( ) diag ,..., lttt e eθθ −=A Φ Φ ,                                     (1.6.6) 

 

donde ( )T T
1 ,..., lφ φ=Φ  es una matriz de l l×  que consiste de la columna derecha de los 

valores propios de A . Entonces por la primera parte de la demostración tenemos que  
 

                                    
1

1

1 1

exp( ) ( ) (diag( ) )
kl

k i
k i

t a t θ
−

−

= =

 = − 
 
∑ ∏A Φ θ I Φ  

 

( )
1

1 1

1 1

exp( ) ( ) diag( )
kl

k i
k i

t a t θ
−

− −

= =

= −∑ ∏A Φ θ Φ ΦΦ  

 

                                   ( )
1

1 1

exp( ) ( )
kl

k i
k i

t a t θ
−

= =

= −∑ ∏A A I . 

 
Si no todos los valores propios de A  son distintos, 
 

1−=A CDC , 
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donde D  es una matriz triangular superior y C  es una matriz no singular. Notemos que 
 

( ) ( )1 1

1

det( ) det
l

i
i

s s sθ − −

=

− = − = −∏ A I CDC CC  

 

                                  ( ) ( )
1 1

det( )
l l

i ii
i i

s s d sθ
= =

− = − = −∏ ∏D I . 

 
Así, los valores propios de A  y D  coinciden, y es equivalente a 11 1{ ,..., } { ,..., }ll ld d θ θ= . 

 
Consideremos una matriz triangular  ( )ijd′ ′=D  tal que ij ijd d ′=  para i j≠  y ′D  tiene distintos 

elementos diagonales iid ′  con ii iid d ε′ − <  para toda 1,...,i l=  y alguna 0ε > . Entonces, la 

matriz 1−′ ′=A CD C  también tiene distintos valores propios y por (1.5.4) 
 

( ) 1 1l ε− −′ ′− = − ≤A A C D D C C C  

 

Por otra parte, no es difícil mostrar que ( ) ( )exp exp 0t t′ − →A A  siempre que 

0′ − →A A . 

 
Si los valores propios 1,..., lθ θ  de A  son distintos, entonces (1.6.6) inmediatamente implica 

que lim exp( )t

t
e tϑ−

→∞
=A 0  para cada máx ( )i

i E
s θ

∈
> ℜ . De hecho, usando (1.6.6) tenemos que 

 

( )1 ( )( ) 1exp( ) diag ,..., l s ts tste t e e θθ −−− −= →A Φ Φ 0 . 

■ 
 
Lema 1.6.3: Si )(tA  y )(tA′  son dos funciones diferenciales matriciales, entonces 
 








 ′+′






=′ )()()()())()(( t
dt

d
ttt

dt

d
tt

dt

d
AAAAAA . 

 
Lema 1.5.4: Si A  es no singular, entonces 
 

))exp()(exp()exp( 1 AAAA vtdxx
t

v
−= −

∫ . 

 
Si todos los valores propios de A  tienen parte real negativa, entonces 
 

1

0
)exp( −∞

−=∫ AA dxx . 

 
Demostración: Sea la matriz de funciones )(tF  diferenciable. Entonces 

 

                    )()()()1( vtdxx
t

v
FFF −=∫  para tv < . Sea )exp()( 1 AAF xx −=  

 

)exp()exp()exp()exp( 111 AAAAAAAA xxx
dx

d
x

dx

d ==






=






 −−− .                   ■ 
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Capítulo 2: Procesos de Markov 
 
2.1 Introducción 
 
A veces es conveniente tener un modelo que describa situaciones donde los estados cambian en 
puntos del tiempo arbitrarios. Esto se logra considerando una colección de variables aleatorias 

{ }( ), 0X t t ≥  donde t +∈R . Un proceso de Markov es un proceso estocástico { }( ), 0X t t ≥  

donde t +∈R  con un espacio de estados discreto o continuo, tal que 
 

( ) ( )1 1 11 1 0 1, , , (0)
n n n nt n t n t t n t nX i X i X i X i X i X i

− −− −= = = = = = =…P P , 

 
donde P  denota la probabilidad de ocurrencia del evento (Bladt, 2004). 
 

Sea E  un espacio de estados discreto (finito o contable) y { }( ), 0X t t ≥  un proceso de Markov 

con espacio de estados E  con semigrupo de transición { } 0t
P

≥
. Escribimos 

( , ) ( )t t
ij i tp P i j X j= = =P  donde ( )i ⋅P  denota la probabilidad de que el proceso de Markov 

{ }( ), 0X t t ≥  pase del estado i  a cualquier otro estado del espacio de estados E  al tiempo 

0t ≥ , y podemos identificar el semigrupo de transición por la familia 0 0( )t t
t ij tP p≥ ≥=  de matrices 

de transición. Las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov t s t s+ =P P P  pueden ser interpretadas en 
el sentido usual de la multiplicación matricial. (Asmussen.2000) 
 
Una estructura de salto puro puede ser interpretada como el tiempo de estancia en cada estado 
donde esta sea positiva para que las trayectorias muestrales sean constantes por pedazos. Para 
un proceso de saltos puro, denotamos el tiempo de saltos por 0 1 20 ...S S S= < < < , los tiempos 

de espera por 1n n nT S S+=  y la secuencia de estados visitados por 0 1, ,...Y Y . Así las trayectorias 

muestrales son constantes entre tiempos de saltos consecutivos nS  y definimos el valor en nS  

continuo por la derecha, i.e. 
nS nX Y= . El proceso puede ser absorbido en i . En ese caso hay un 

último nS  (tiempo de absorción) finito y se usa la convención 1n nT T += = = ∞⋯ , 

1n nY Y i+= = =⋯ . Esto es una estructura muy simple de trayectorias. Un problema desde este 

punto de vista es la posibilidad de que el tiempo de explosión ( ) supn nSω ∆ =  sea finito. Esto 

parece contrario a la intuición en muchos casos, pero es perfectamente posible desde el punto de 
vista de la teoría general  
 
Teorema 2.1.1: Un proceso de Markov 0{ }t tX ≥  tiene la propiedad fuerte de Markov i.e.  

 

( ) ( )
1 11 1 0, , , , ( )

n nt h t h n t h t h nX i X i F X i X i X Xτ τσ+ + + += = = = = =… …P P  

 
con respecto a cualquier tiempo de paro τ  el cual asume solamente un número contable de 

valores, 1 2{ , , ,...}s sτ ∈ ∞ . 
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Definición 2.1.1: Sea { }( ), 0X t t ≥  un proceso estocástico en tiempo discreto definido sobre un 

espacio de probabilidad ( ), ,FΩ P  y tomado valores en un conjunto discreto E . { }( )X t  es una 

cadena de Markov si y solo si 
 

( ) ( )1 1 0 0 1 1, , , , , ,t m t m t t t t t m t m t t t tX i X i X i X i X i X i X i+ + + + + + + += = = = = = = =… … …P P  

 

para toda ,t m ∈N , 1, , t mi i E+ ∈… . Además { }( ), 0X t t ≥  es homogéneo en tiempo si 

( )1t tX j X i+ = =P  no depende de t . En caso afirmativo se denota dicha probabilidad ijp  y se 

interpreta como la probabilidad de transición del estado i  al estado j . 
 
El siguiente resultado describe la estructura básica de un proceso de Markov de saltos hasta el 
tiempo de explosión. 
 
Teorema 2.1.2:  Consideremos un proceso de Markov de saltos. Entonces la distribución conjunta 

de las secuencias { }nY  de estados visitados y de los { }nT  tiempos de espera está dada por: (i) 

{ }nY  es una cadena de Markov; (ii) existe ( ) 0iλ ≥  tal que, dada { }nY , el lT  es independiente, 

con kT  siendo distribuida exponencialmente con intensidad ( )kYλ . 

 
Demostración:  La distribución conjunta de nY  y nT  está especificada completamente por 

probabilidades de la forma i nFP  donde 1{ ( ), ( ), 1,..., }n k kF Y i k T t k k n−= = > = . Denotemos a 

(0)i i= . El teorema es equivalente a  
 

( 1) ( )
1

exp{ ( ( 1)) ( )}
n

i n i k i k
k

F q i k t kλ−
=

= − −∏P                                  (2.1.1) 

 
para alguna matriz de transición Q  e intensidades convenientes ( )iλ . Es claro que el único 

candidato posible para Q  es 1( )ij iq Y j= =P . Para determinar ( )iλ , sea 0( ) ( )iz t T t= >P . 

Entonces tX i=  en 0{ }T t> , la propiedad de Markov nos conduce a 

 

( )0 0 0( ) ( ; ) ( ); ( ) ( )i i s i j iz t s T t s X s t T s T t z s z tσ  + = > + ≤ = > > E P E P  

 
Entonces z  es no creciente con (0) 1z = , hechos elementales en las ecuaciones fundamentales 

nos conduce a ( )( ) i tz t e λ−=  para alguna ( ) 0iλ ≥ . 
 
Aplicando la propiedad de Markov una vez más obtenemos 
 

                                     ( )1 0 1 0( , ) ,i i i tY j T t Y j T t F= > = = >P E P  

 

[ ] ( )
1 0 1 0( , ) ( ); i t

i i i ijY j T t Y j T t q e λ−= > = = > =P E P  
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la cual es (2.1.1.). El caso para 1n >  se sigue por inducción y la propiedad fuerte de Markov. 

Evaluando i nFP   condicionando sobre 1( ; )s nX s Sσ −≤  obtenemos de 
1 1nS nX Y

− −=  que 

 

1

( )
1 0 1( ( ), ( ));

Sn

i t
i n i X n ijF Y i n T t n F q e λ

−

−
−

 = = > =
 

P �E P  

 

                                 ( )( 1) 1 0 1( ), ( ) ( )i n i n i nF Y i n T t n F− −= = >P �P P  

 

                                ( )( ( 1)) ( )
( 1) ( ) 1

i n t n
i n i n i n i nF q e Fλ− −

− −=P P . 

■ 
 
2.2 Construcción minimal 
 
La descripción intuitiva de un modelo práctico es usualmente dada en términos de las intensidades 

( )iλ  y las probabilidades de salto ijq  en lugar de en términos de las matrices de transición tP  las 

cuales son difíciles de evaluar. Por lo tanto surge la pregunta si cualquier conjunto de ( )iλ , ijq  

nos lleva a un proceso de Markov de saltos. 
 
La construcción es inmediatamente sugerida por el Teorema 2.1.2. 
 
Suponemos por lo tanto que dado un conjunto ( ) 0iλ > , i E∈ , y una matriz de transición Q  en 

E (la matriz Q del Teorema 2.1.2. tiene la propiedad 0iiq =  si y solo si ( ) 0iλ > , pero esto no es 

supuesto aquí) . Sea E∆ ∉  algún estado extra (necesario para describir el proceso después de 

una posible explosión), definimos { }E E∆ = ∪ ∆  y ( ) 0λ ∆ = , 1q∆∆ = . Se considera el espacio 

muestral 
 

( ] ( ){ }0 1 0 10, , , , , , : 0 ,k kE t t y y t y E∆ ∆Ω = ∞ × = < ≤ ∞ ∈… …

N N  

 
y sean 0 1 0 1, , , , ,T T Y Y… …  las proyecciones en Ω . Las probabilidades en Ω  tienen las siguientes 

propiedades: 
 

1. { }nY  es una cadena de Markov con matriz de transición Q  y 0( ) 1i Y i= =P ; 

2. dados { }nY , los lT  son independientes, con kT  distribuida exponencialmente con 

intensidad ( )iλ  en { }kY i= . 

 
Construimos 0{ }t tX ≥  hasta el tiempo de la explosión simplemente invirtiendo la construcción de los 

kY , sea 0 0S = , 

 

0 1...n nS T T −= + + , 0 1( ) sup ...nS T Tω ∆ = = + + , 

 

k
t

Y
X


= ∆

 
si

si
 1

( )
k kS t S

t ω
+≤ <

≥ ∆
 

Teorema 2.2.1 : 0{ }t tX ≥  es un proceso de Markov de saltos en E∆ . 



 23 

Necesitamos estudiar el tiempo residual de estancia tR , al tiempo t , i.e. ( )t n tR S t= − , donde 

( ) min{ : }nn t n S t= > . 

 
Lema 2.2.1:  Dado ( ; )sX s tσ ≤ , la distribución de tR  es exponencial con intensidad ( )tXλ . 

 
Demostración:  Dado ( ; )sX s tσ ≤ , la distribución de ( ) 1n tT −  de T  dado T u> , donde 

( ) 1n tu t S −= −  y T  es exponencial con intensidad ( ) 1( ) ( )n t tY Xλ λ− = . Debemos demostrar que  

 

( ), [exp{ ( ) }; ]i t i tR r A X r Aλ> = −P E                                       (2.2.1) 

 

para toda r < ∞  y toda ( ; )sA X s tσ∈ ≤ . Si { ( ) }A tω⊆ ∆ ≤ , entonces ambos lados son i AP  de 

modo que podemos asumir { ( ) }A tω⊆ ∆ >  y entonces es suficiente considerar a A  de la forma 

{ ( ) 1 , } { , , }n n n n nn t n F F S t S T t− = = ≤ + > . Así, si condicionamos sobre las kY , 1kT − , 1,...,k n=  

y usamos la fórmula ( ) ( )rT t r e T tλ−> + = >P P  para la distribución exponencial, podemos 

evaluar ( , )i tR r A>P  como 

 
( ( ))( , , ) ( , , )i n r

i n n n n i n n n nF S t S T t r e F S t S T tλ−≤ + > + = ≤ + >P P . 

■ 
 
Demostración del Teorema 2.2.1:  0{ }t tX ≥  es un salto puro, de modo que es suficiente demostrar 

que en { }tX i=  la distribución condicional de 0{ }t s sX + ≥  dado ( ; )sX s tσ ≤  es la iP  distribución 

de 0{ }t s sX + ≥ . Definimos  

 

( ) ( ) 1 ( ) 1 ( )( , ,..., , ,...)t n t n t n t n tM T T Y Y+ −= . 

 
Entonces 0{ }t s sX + ≥  es construida de ( , )t tR M  de la misma forma que 0{ }t tX ≥  es construida de 

 

0 0 0 0 0 1 0 1( , ) ( , ) ( , ,..., , ,...)R M T M T T Y Y= = . 

 
Por lo tanto mostraremos que en { }tX i= , la distribución condicional de ( , )t tR M dado 

( ; )sX s tσ ≤  es la iP  distribución de 0 0( , )R M  en la distribución condicional, ,t tR M  son 

independientes, tR  tiene la iP  distribución de 0R , tM  tiene la iP  distribución de 0M .  

 
Ahora {( , )}n nY T  es una cadena de Markov con espacio de estados (0, )E∆ × ∞  y kernel de 

transición dado por  
 

P
( )

1 1( , ( , : )
n

j t
n n k k Y jY j T t Y T k n q e λσ −

+ += > ≤ =                                (2.2.2) 
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También ( ) 1n t −  es un tiempo de paro con respecto a la cadena y debemos evaluar la distribución 

de ( , )t tR M  condicionalmente sobre ( ; )sX s tσ ≤  primero condicionando sobre la σ -álgebra 

( , : ( ) 1)k kY T k n tσ ≤ −  entonces ( ) 1n t tY X− = , la propiedad fuerte de Markov y (2.2.2) implican que 

dado ( , : ( ) 1)k kY T k n tσ ≤ − , tM  tiene la 
iXP  distribución de 0M , mientras que tR  es 

degenerado. Estos hechos y la medibilidad de tX  implican que ,t tR M  son independientes y que 

tM  tiene la iP  distribución de 0M , mientras que tR  tiene la iP  distribución de 0R  por el Lema 

(2.2.1). 
 

Proposición 2.2.1: Definimos 1

0

( )i
i

R Yλ
∞

−

=

=∑ . Entonces para cualquiera i E∈ , los conjuntos 

{ ( ) }ω ∆ < ∞  y { }R < ∞  coinciden iP  casi seguramente. 

 

Demostración:  Condicionando sobre { }nY , 
0

( ) sup n i
i

S Tω
∞

=

∆ = =∑  se distribuye como 

1

0

( )i i
i

Y Vλ
∞

−

=
∑ , donde las iV  son variables aleatorias exponenciales independientes idénticamente 

distribuidas con parámetro 1. El resultado por lo tanto proviene por hechos estándar en las sumas 
ponderadas de variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas. Así R < ∞  implica 

que ( )ω ∆ < ∞  porque de R =E 0 1( ( ) , ,..)Y Yω ∆ , y la implicación inversa puede ser vista, 

aplicando el criterio de las tres series. 
■ 

 

Proposición 2.2.2:  Criterios suficientes para ( ( ) ) 0i ω ∆ < ∞ =P  para toda i E∈  son los 

siguientes: sup ( )i E iλ∈ < ∞ ; E  es finito; { }nY  es recurrente. 

 
Demostración:  Se sigue de la Proposición 2.2.1 que ( )nYλ → ∞  en { ( ) }ω ∆ < ∞ . Por lo tanto la 

suficiencia de sup ( )i E iλ∈ < ∞  es clara, y que E  sea finito es consecuencia de que el 

sup ( )i E iλ∈ < ∞ . Si { }nY  es recurrente, y 0 0X Y i= = , entonces ( )iλ  es un punto límite de 

{ ( )}nYλ . Así ( )nYλ → ∞  no puede ocurrir, para que R = ∞  y ( ( ) ) 0i ω ∆ < ∞ =P . 

■ 
 
2.3 La matriz de intensidad 
 
2.3.1 Definición y Unicidad 
 
Ahora supongamos que 0iiq =  cuando ( ) 0iλ >  y definimos la matriz de intensidad 

,( ( , ))i j Ei jλ ∈=Λ  del proceso por 

 
( , ) ( ) iji j i qλ λ= , j i≠ , ( , ) ( )i i iλ λ= −                                      (2.3.1.1) 
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Proposición 2.3.1:  Una matriz Λ  de E E×  es la matriz de intensidad de un proceso de Markov 

de saltos { }tX  si y solo si 

 

( , ) 0i iλ ≤ , ( , ) 0i jλ ≥ , j i≠ , ( , ) 0
j E

i jλ
∈

=∑ .                                (2.3.1.2) 

 
Además, Λ  está en correspondencia uno a uno con la distribución del proceso minimal. 
 
Demostración:  Si Λ es una matriz de intensidad, se sigue de (2.3.1.1) considerando los casos 

( ) 0iλ =  y ( ) 0iλ >  separadamente tal que ( , ) ( )
j i

i j iλ λ
≠

=∑  y por lo tanto (2.3.1.2) ocurre. 

Inversamente si (2.3.1.2) se satisface, entonces sea ( ) ( , )i i iλ λ= − , definimos ijq  por (2.3.1.1) y 

0iiq =  si ( ) 0iλ > , y sea ij ijq δ=  en otro caso. Entonces Q  es la matriz de transición, y 

claramente el proceso de Markov de saltos determinado por Q  y los ( )iλ  tienen la matriz de 

intensidad Λ . 
■ 

 
2.3.2 Ecuaciones Diferenciales de Kolmogorov 
 
Teorema 2.3.2.1:  Sea Λ  una matriz de intensidad en E  y { }tX  el proceso de Markov de saltos 

minimal correspondiente en E , ( )t
ij i tp X j= =P . Entonces las matrices de E E×  ( )t t

ijp=P  

satisfacen la ecuación t td

dt
  = 
 

P ΛP , i.e. 

 

( , )
t
ij t

kj
k E

dp
i k p

dt
λ

∈

=∑                                                  (2.3.2.1) 

 

y la ecuación t td

dt
  = 
 

P P Λ , i.e.  

 

( , )
t
ij t

ik
k E

dp
p k j

dt
λ

∈

=∑ .                                                (2.3.2.2) 

 
Demostración:  Condicionando sobre 0T s=  

 
t
ijp =P ( )

0 0
( ) ( )

t i s t s
i ij ik kj

k i

T t i e q p dsλδ λ − −

≠

> + ∑∫  

 

                                         ( ) ( )

0
( , )

tt i t i s s
ij ij kj

k i

p e i k e p dsλ λδ λ−

≠

 = + 
 

∑∫ . 
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El integrando ( )( ) ( , ) i s s
kj

k i

f s i k e pλλ
≠

=∑  está bien definido con sup ( )s T f s≤  para toda 

T < ∞ entonces ( , ) 2 ( )i k iλ λ= < ∞∑ . Esto muestra primero que t
ijp  es continua y a partir de 

esto ( )f s  es continua. Por lo tanto t
ijp  es diferenciable con derivada 

 

( ) ( )

0
( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( , )

ti t i t t t t
ij ij kj kj

k i k E

i e f s ds e f t i p i k p i k pλ λλ δ λ λ λ− −

≠ ∈

 − + + = − + =
   ∑ ∑∫ . 

 

La demostración de la ecuación t td

dt
  = 
 

P P Λ  solamente se dará bajo la suposición  

 
sup ( )
i E

iλ
∈

< ∞                                                         (2.3.2.3) 

 

la cual puede ser usada para inferir que 
( )s

kj kjp

s

δ−
 está uniformemente acotada en , ,s j k . Se 

sigue entonces que 
 

( )

0
0 ( )

ss k u
kjp k e duλλ −≤ ≤ ∫ , k j≠  

 

                                                   ( )

0
0 1 ( )

ss k u
kkp k e duλλ −≤ − ≤ ∫  

 

y (2.3.2.2) se obtiene por convergencia dominada (usando t
ikp < ∞∑ ) de 

 

( , )
t s t s
ij ij kj kjt t

ik ik
k E k E

p p p
p p k j

s s

δ
λ

+

∈ ∈

− −
= →∑ ∑ . 

■ 
 
En el caso de un espacio de estados finito E , los resultados sobre existencia y unicidad de los 

sistemas de ecuaciones diferenciales lineales junto con 0 =P I  nos lleva al siguiente corolario. 
 

Corolario 2.3.2.1 : Si E  es finito, entonces 
0 !

n
t t n

n

t
e

n

∞

=

= =∑ΛP Λ , 0t > . 
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2.4 Estacionalidad y resultados límite 
 
2.4.1 Clasificación de Estados 
 
Proposición 2.4.1.1:  Las siguientes propiedades son equivalentes:  
 
(a) { }nY  es irreducible;  

 

(b) para cualquier ,i j E∈  tenemos que 0t
ijp >  para alguna 0t > ;  

 

(c) para cualquier ,i j E∈  tenemos que 0t
ijp >  para toda 0t > . 

 
Demostración:  Denotemos por  
 

( ) inf{ 0 : , lim }t s
s t

i t X i X iω
↑

= > = ≠                                    (2.4.1.1) 

 
al tiempo de llegada a i  si 0X i≠  y el tiempo de recurrencia de i  si 0X i= . Entonces j  tiene un 

tiempo de arribo exponencial. Es claro que 0t
ijp >  si y sólo si ( ( ) ) 0i j tω ≤ >P . Ahora 

( ( ) ) 0i j tω ≤ >P  si y solo si alguna trayectoria 1... nii i j  de i  a j  es posible para { }nY , y en ese 

caso podemos evaluar la distribución condicional F  de ( )jω  dado ( )jω < ∞  condicionando en 

las trayectorias. Así F  es una mezcla de convoluciones de distribuciones exponenciales con 
intensidades 1 1 2( , ), ( , ),...i i i iλ λ  y por lo tanto tiene una densidad mayor que cero en (0, )∞ . Así 

( ( ) ) 0i j tω ≤ >P  si y solo si { }nY  puede llegar a j  desde i . 

■ 
 
2.4.2 Medidas Estacionarias 
 

Una medida ≠v 0  es estacionaria si 0 jv≤ < ∞  y t =vP v  para toda t . 

 
Teorema 2.4.2.1:  Supongamos que { }tX  es irreducible y recurrente en E . Entonces existe una 

medida estacionaria v . Esta v  tiene la propiedad 0jv >  para toda j  y puede ser encontrada de 

una de las siguientes maneras: 
 
(i) para algún estado fijo y arbitrario i , jv  es el tiempo transcurrido esperado entre entradas 

exitosas de j  a i . Esto es, con ( )iω  dado por  

 
( )

0
( )

i

j i tv I X j dt
ω

= =∫E                                               (2.4.2.1) 

 

(ii) 
( )

j
jv

j

µ
λ

= , donde µ  es estacionario para { }nY ; 

 
(iii) es solución de =vΛ 0  
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Demostración:  Primero probaremos la unicidad considerando la cadena de Markov 0 1, ,...X X . 

Esta es irreducible, entonces todas las entradas 0t
ijp > , y cualquier v  estacionario para { }tX  es 

también estacionario para { }nX , entonces si la cadena es irreducible y recurrente existe una 

medida estacionaria v , que satisface 0jv >  para toda j  y es una constante multiplicativa única, 

entonces tenemos que demostrar que { }nX  es recurrente. Pero para cualquier i , la secuencia 

1 2, ,...U U  de tiempos de espera de i  es infinita, entonces i  es recurrente. Las kU  son 

independientes idénticamente distribuidas con P ( 1) 0kU > >  tenemos que 1kU >  y por lo tanto 

también nX i= . 

 

Para (i) mostramos la estacionalidad de (2.4.2.1)  evaluando el j -ésimo componente de hvP . 

Primero notemos que  0{ }t t hX ≤ ≤  y ( ) 0{ }i t t hXω + ≤ ≤  tiene la misma iP  distribución porque ( )iX iω = .  

 
Por lo tanto 
 

 
( ) ( ) ( ) ( )

0 ( )
( ) ( ) ( )

h i i h i i h

j i t i t i th i h h
v I X j dt I X j dt I X j dt

ω ω ω ω

ω

+ +     = + = = + = = =
          ∫ ∫ ∫ ∫ ∫E E E  

 

     
( )

0
( )

i

j i t hv I X j dt
ω

+= =∫E  

 
notemos que la primera igualdad es válida también si ( )i hω < . Así 
 

( )
0 0

, ( ) ( ( ) )
t

h
j i t h t i X hv X j i t F dt p I i t dtω ω

∞ ∞

+= = > = >∫ ∫E P E  

 

                            
0

( , ( ) )h h
j kj i t k kj

k E k E

v p I X k i t dt v pω
∞

∈ ∈

= = > =∑ ∑∫E  

 

demostrando h =vP v  y (i). Con ( ) inf{ : }ni n Y iτ = = , tenemos que  

 

                                         
( ) 1( )

0
0

( ) ( )
ii

j i t i n n
n

v I X j dt T I Y j
τω −

=

= = = =∑∫E E  

 

                                         0
0

; , ( ) { }j i i n n n
n

v T Y j i n Yτ
∞

∞

=

 = = > ∑E E  

 

0

1 1
( , ( ) )

( ) ( )
j

j i n
ni i

v I Y j i n
j j

µ
τ

λ λ µ

∞

=

= = > =∑E  

 

Esto es, jv  es proporcional a 
( )

j

j

µ
λ

, demostrando (ii) 
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Para (iii), notemos que de acuerdo con (ii) v  es estacionario para { }tX  si y solo si ( ( ))j j Ev jλ ∈  es 

estacionario para { }nY , i.e. si y solo si  

 

( ) ( )i ij j
i E

v i q v jλ λ
∈

=∑  para toda j E∈ , 

 
entonces 0iiq = , si y solo si  

 

0 ( ) ( , ) ( , )j i i
i j i E

v j v i j v i jλ λ λ
≠ ∈

= − + =∑ ∑ . 

 
Finalmente, 0 jv< < ∞  se sigue fácilmente por (ii), entonces en el caso recurrente 0 ( )jλ< < ∞  

■ 
 
En este capítulo se mostraron los procesos de Markov, sus propiedades, las ecuaciones 
diferenciales de Kolmogorov para los procesos de Markov; por último se describió la clasificación 
de estados y las medidas estacionarias. 
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Capítulo 3: Distribuciones Tipo Fase 
 
3.1 Introducción 
 
Las distribuciones tipo fase están basadas en el método de estados, una técnica introducida por 
Erlang (1917) y generalizada por Neuts (1975). La idea principal es modelar intervalos aleatorios 
de tiempo como un número de segmentos distribuidos exponencialmente y aprovechar la 
estructura Markoviana para simplificar el análisis. 
 
Erlang definió una variable aleatoria no negativa como el tiempo que toma moverse a través de un 
número fijo de estados, utilizando una cantidad de tiempo exponencial con una tasa fija positiva 
cada una hasta la absorción. 
 
La distribución de una variable aleatoria es definida a través de una matriz; su función de densidad, 
momentos, etc. están expresados en términos de esta matriz. 
 
Las distribuciones tipo fase proporcionan una estructura simple para demostrar cómo se pueden 
extender resultados sobre distribuciones exponenciales a modelos más complejos sin perder la 
manejabilidad computacional. 
 
Las distribuciones tipo fase han sido usadas en una amplia gama de aplicaciones de modelación 
estocástica en áreas tan diversas como las telecomunicaciones, modelación del tráfico, 
bioestadística, teoría de colas, cinética de los medicamentos, teoría de la credibilidad, análisis de 
supervivencia y teoría del riesgo (Fackrell. 2003) 
 
Las distribuciones tipo fase constituye una clase de distribuciones muy versátil que están definidas 
en los números reales no negativos; eso lleva a modelos que son algorítmicamente tratables. Su 
formulación también permite la estructura de Markov de modelos estocásticos cuando reemplazan 
a la distribución exponencial. 
 
Si un problema puede ser resuelto explícitamente cuando las distribuciones son exponenciales, 
entonces el problema puede admitir una solución algorítmica involucrando un razonable grado de 
esfuerzo computacional si uno permite la suposición más general de estructura tipo fase. 
 
3.2 Definición y Propiedades Básicas de las Distrib uciones Tipo Fase 
 
Consideremos un proceso de Markov con espacio de estados {1,..., }=E m . Supongamos que 

ninguno de los estados {1,..., }∈ =i E m del proceso de Markov es absorbente (Neuts. 1981). 

 
Extenderemos el espacio de estados E  agregando un estado que denotaremos como 1m +  y el 
cual supondremos que es absorbente. Para el espacio de estados extendido {1,..., 1}′ = +E m , 

consideraremos la matriz de intensidad de un proceso de Markov no terminal Ejiijq ′∈= ,)(Q escrita 

por bloques de la siguiente forma: 
 

0

 
=  
 

T t
Q

0
 

 

donde ( )1 mt t ′=t …  es un vector columna de dimensión l  con componentes no negativos it , 

( )ijt=T  es una matriz de m m×  con 0ijt ≥  para ji ≠  y 0iit ≤  tal que 0+ =t Te , entonces 

= −t Te . Donde e  es un vector columna con todos sus componentes iguales a uno. 
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La interpretación del vector columna t  es el vector de la tasa de salida, i.e. el i -ésimo componente 

it  brinda la intensidad en el estado i  para dejar E  

 
Para asegurar la absorción en tiempo finito con probabilidad uno, se asume que cada estado no 
absorbente es transitorio. 
 
Una condición equivalente está dada por el siguiente lema. 
 
Lema 3.2.1:  Los estados 1,...,m  son transitorios si y solo si la matriz T  es no singular. 
 
Demostración: Sea ia , 1 i m≤ ≤  la probabilidad de absorción en el estado 1m + , iniciando en el 

estado i . Las probabilidades ia  satisfacen el sistema de ecuaciones lineales 

 

( ) ( )1 1
i i ii iv ii v

v i

a t T T T a− −

≠

= − + −∑ , para 1 i m≤ ≤  

 
o equivalentemente, 0+ =t Ta . 
 
Si T  es no singular, la solución =a e  es única, para que la absorción desde cualquier estado i  
sea forzosa. 
 
Se muestra que si la absorción desde cualquier estado es forzosa, la matriz T  es no singular. 
 
Si la matriz T  es singular, existe un vector positivo y , tal que =yT 0 . Esto implica que el 

producto punto exp( )x =y T e ye  es positivo para toda 0x ≥ . Además, el vector 

limexp( )
t

x
→∞

=u T e  no desaparece, entonces 0= >yu ye . Esto muestra que al menos hay un 

estado inicial {1,..., }i m∈  del cual la probabilidad 1 iu−  de una eventual absorción es menor que 

uno. Se sigue por contradicción que una absorción eventual desde cada estado inicial implica que 
T  es no singular. 

■ 
 
La variable aleatoria η  definida a continuación es llamada el tiempo de paro de { }tX . Esta 

distribución es determinada por la distribución inicial 1 1( ,..., )mα α +′ =α  de { }tX  y por la matriz de 

subintensidades T . Notemos que, en vez de α′ , es suficiente considerar la función de 

probabilidad 1 1( ,..., )mα α +=α  en E . 

 

Definición: La distribución del tiempo de paro hasta la absorción inf{ 0 0}tt Xη = ≥ =  para un 

proceso de Markov finito de saltos { }tX  con espacio de estados {1,..., 1}E m′ = +  es llamada 

distribución tipo fase con parámetros ( , )α T . Denotaremos la distribución por ( , )PH α T  (Bladt 

2004). 
 
Lema 3.2.2:  
 

exp( ) exp( )
exp( )

1

x x
x

− 
=  
 

T e T e
Q

0
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Demostración: Para 1n ≥  tenemos que  
 

0

n n
n  −

=  
 

T T
Q

0
 

 
usando que = −t Te . Entonces, si nI  es la matriz identidad de dimensión n n× , tenemos que  

 

                                    
0

exp( )
!

n n

n

x
x

n

∞

=

=∑
Q

Q  

 

                                    1
1

exp( )
!

n n

p
n

x
x

n

∞

+
=

= +∑
Q

Q I  

 

                                   1
1

( ) ( )
exp( ) ! !

0

n n

p
n

x x
x n n

∞

+
=

 
− = +

  
 

∑
T T

Q I
0

 

 

1

exp( ) (exp( ) )
exp( )

0
p p

p

x x
x +

− − − 
= +  

 

T I T I e
Q I

0
 

 

                                  
exp( ) exp( )

exp( )
1

x x
x

− 
=  
 

T e T e
Q

0
 

■ 
 
Lema 3.2.3: La distribución ( )F ⋅  del tiempo de absorción en el estado 1m + , correspondiente al 

vector de probabilidades iniciales 1 1( ,..., )mα α +  está dada por 

 
( ) 1 exp( )F x x= −α T e , para 0x ≥ .                                         (3.2.1) 

 
Demostración: Las probabilidades ( )jv x , que el proceso este en el estado j  al tiempo x , 

satisface el sistema de ecuaciones diferenciales 
 

( ) ( )x x′ =v v T , para 0x >  
 
con condiciones iniciales  (0) =v α . La solución está dada por 
 

( ) exp( )x x=v α T . 
 
Sustituyendo ( )xv  en la ecuación ( ) 1 ( )F x x= − v e  tenemos que  

 
( ) 1 exp( )F x x= −α T e . 

■ 
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Teorema 3.2.1: Consideremos el tiempo de absorción η  con distribución tipo fase ( , )PH α T . 

Entonces, para cada 0≥t .  
 

( ) exp( )t tη > = α T eP  
 
Demostración: Se tiene que { } { 0}tt Xη > = ≠  si y solo si {1,2,..., }tX p∈  y consecuentemente 

por la ley de la probabilidad total  
 

1 ( ) ( ) ( {0,2,..., 1})tF t t X lη− = > = ∈ −αP P  

 

                                         
1

0

( ) ( )
l

t
j

t X jη
−

=

> = =∑ αP P  

 

( )
1

0 0
0 0

( ) ( )
l l

t
j i

t X j X i X iη
−

= =

> = = = =∑∑P P P  

 

                                         
1 1

0 0

( ) ( ( ) ) ( )
l l

i ij
i j

t X t l p tη α
− −

= =

> = ≠ =∑∑P  

 

                                         
exp( ) exp( )

exp( )
1

t t
t

− 
=  
 

T e T e
Q

0
 

■ 
 
Lema 3.2.4: Sea T  una matriz de subintensidad. Entonces s −I T  es no singular para cada 0s ≥  

y todas las entradas de 1( )s −−I T  son funciones racionales de 0s ≥ . Además, para toda 0s ≥ , 

n∈ℕ , 
 

1

0
exp( ( )) ( )t s dt s

∞ −− + = −∫ I T I T  

 
y 
 

1 1( ) ( 1) !( )
n

n n
n

d
s n s

ds
− − −− = − −I T I T  

 
Demostración: Sea 0s ≥ . Todos los valores propios de s−T I  tienen parte real negativa. Por lo 
tanto s −I T  es no singular. Demostraremos por inducción con respecto a n . Usando la regla de 
derivación tenemos que 
 

1 1 1(( )( ) ) ( ) ( ) ( )
d d d

s s s s s
ds ds ds

− − −= = − − = − + − −0 I I T I T I T I T I T  

 
en consecuencia  
 

1 2( ) ( )
d

s s
ds

− −− = − −I T I T  
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Suponemos que es cierto para 1,2,...,n k= . Entonces 

 
1

1 1 1
1
( ) ( ) ( 1) ! ( )

k k
k k

k k

d d d d
s s k s

ds ds ds ds

−
− − − −

−

 
− = − = − − 

 
I T I T I T  

 

                          
1

1 1 ( 1) 1
1
( ) ( 1) ( 1)!( )

k
k k

k

d
s k s

ds

−
− + − + −

− − = − + −I T I T  

 
porque 
 

                                        ( )1 1( ) ( )k kd
s s

ds
+ − −= − −0 I T I T  

 

1 1 1( 1)( ) ( ) ( )k kd
k s s s

ds
− + − −= + − + − −0 I T I T I T . 

■ 
 
Teorema 3.2.2: Supongamos que 00 =α  y T  es una matriz de subintensidad no singular. Si F  

( , )F PH α T∼ , entonces F es continua con 
 

Función de densidad ( ) xf x e= Tα t ,    0≥t  
 

Transformada de Laplace 1ˆ( ) ( )l s s −= −α I T t  
 

n-ésimo momento ( ) ( 1) !n n nnµ −= − αT e  
 
Demostración:  
 

( ) ( ) ( )x xd
f x x e e

dt
η= − > = − =T T

α Tet α tP  

 

0 0

ˆ( ) ( )sx sx xl s e f x dx e e dx
∞ ∞− −= =∫ ∫ T

α t . 

 

Puesto que exp( )sxe sx− = −I I  entonces 
 

0

ˆ( ) exp( )exp( )l s sx x dx
∞

= −∫ α I T t . 

 
Puesto que exp( )exp( ) exp( ( ))sx x x s− = − +I T I T  entonces 
 

0

ˆ( ) exp( ( ))l s x s dx
∞

= − +∫α I T t  

 

                                                     1ˆ( ) ( )l s s −= −α I T t . 
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Tomamos la n-ésima derivada de la transformada de Laplace. Entonces 
 

( ) 1 1ˆ ( ) ( ) ( 1) ! ( )
n

n n n
n

d
l s s n s

ds
− − −= − = − −α I T t α I T t  

 

Sustituyendo 0s =  obtenemos que ( ) ( )ˆ( ) ( 1) (0) ( 1) !n n n n n nX l nµ= = − = − αT eE . 
■ 

 
Un requerimiento adicional en la representación ( , )PH α T  es que no existan estados superfluos. 
Las condiciones para que no existan estos estados se dan a conocer en la siguiente sección. 
 
3.3 Representaciones Irreducibles 
 
Se supone que en el estado 1m + , se realizan instantáneamente ensayos multinomiales 

independientes con probabilidades 1 1,..., ,m mα α α +  hasta que una de las m  alternativas ocurra. 

Reiniciando el proceso Q  en el estado correspondiente, se considera el tiempo de la siguiente 
absorción y se repite el mismo procedimiento. Se observa que continuando el procedimiento 
indefinidamente se construye un nuevo proceso de Markov en el cual el estado 1m +  es un estado 
instantáneo. Cuando el proceso entra al estado instantáneo, la probabilidad de que permanezca 

ahí para transiciones 1r ≥  está dada por 1
1 1(1 ) r

m mα α −
+ +− , y los números de visitas al estado 

instantáneo son independientes con una distribución geométrica común. 
 
Si además consideramos la versión del proceso de Markov en el cual las funciones de la 
trayectoria son continuas por la derecha, se obtiene un proceso de Markov en {1,..., }m  con 

generador infinitesimal 
 

* 0 0= +Q T T A                                                          (3.3.1) 
 

donde 0T  es una matriz de m m×  con columnas idénticas 0T  y 
0 1

1 1 1(1 ) diag( ,..., )m mα α α−
+ += −A . La matriz 0 0T A  puede ser escrita como  

 
0 0 1 0

1(1 )mα −
+= − ⋅T A T α                                                 (3.3.2) 

 
Se verifica que las visitas sucesivas al estado instantáneo forma un proceso de renovación con 
distribución ( )F ⋅ , dado por (3.2.1). El proceso puntual obtenido es un proceso de renovación tipo 
fase. 
 

Definición 3.3.1: La representación ( , )α T  es denominada irreducible si y sólo si la matriz *Q  es 
irreducible. 
 
Lema 3.3.1: Cada componente de ( ) exp( )t t=v α T , 0t ≥ , es estrictamente positivo para toda 

0t > , o idénticamente cero para 0t ≥ , en el último caso la matriz *Q  es irreducible. 
 
Demostración: Si 0ijT ≥ , para i j≠ , la matriz exp( )tT  es no negativa para toda 0t ≥ . Se sigue 

que ( )t ≥v 0 , pero entonces ≠α 0 . 
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Se supone ahora que en 0 0t > , algunos componentes de 0( )tv  son cero. 

Renombramos los índices para que 0( ) 0iv t > , para 11 i m m≤ ≤ < , y 0( ) 0iv t = , para 

1 1m i m+ ≤ ≤ . Tenemos que 

 
1

0 0
1

( ) ( )
m

j i ij
i

v t v t T
=

′ =∑ , para 1 1m j m+ ≤ ≤  

 
Si cualquiera de los elementos ijT , 11 i m≤ ≤ , 1 1m j m+ ≤ ≤ , son positivos, entonces para 

alguna j , 1 1m j m+ ≤ ≤ , 0( ) 0jv t′ > , y por lo tanto 0( ) 0jv t ε− = , 0ε > , lo cual es una 

contradicción. Por lo tanto la matriz T  es de la forma  
 

1

3 4

 
=  
 

T 0
T

T T
. 

 
Ahora se divide α  y ( )tv  en 1 2,α α  y 1 2( ), ( )t tv v  respectivamente. Se sigue entonces que  

 

2 2 4( ) exp( )t t=v α T , para 0t ≥ . 

 
La matriz 4exp( )tT  es no singular. Entonces 2 0( )t =v 0 , se sigue que 2 =α 0 , y por lo tanto 

2( )t =v 0 , para 0t ≥ . Esto implica que *Q  es reducible y  

 

1 1 1( ) 1 exp( )F t t= −α T e , para 0t ≥ . 

■ 
 

Teorema 3.3.1: Si la matriz *Q  es reducible, podemos eliminar columnas y renglones de Q  

correspondientes al subconjunto de índices de 1,...,m  para obtener una representación más 

pequeña e irreducible 1 1( , )α T  de ( )F ⋅ . 

 

Demostración: Si *Q  es reducible, se puede escribir de la forma 
 

0 0 0 0
* 1 1 1 2 1 2

0 0 0 0
3 2 1 4 2 2

 + +
=  + + 

T T A T T A
Q

T T A T T A
 

 

donde 0 0
1 1 1+T T A  y 0 0

4 2 2+T T A  son de orden 1m  y 1m m−  respectivamente, y 0 0
2 1 2+ =T T A 0 . 

Entonces los elementos por debajo de la diagonal de *Q  son no negativos, se sigue que 2 =T 0 , y 
0 0

1 2 =T A 0 . 
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Si 0jα > , para alguna j  con 1 1m j m+ ≤ ≤ , se sigue que 0
1 =T 0 . Entonces T  es de la forma  

 

1

3 4

 
 
 

T 0

T T
 

 
esto implicaría que la matriz 1T  y por lo tanto también la matriz T  son singulares. Esto contradice 

la hipótesis inicial, por lo que se tiene que 2 =α 0 . 

 
Evaluamos la distribución ( )F ⋅  y obtenemos 

 

1 1
1

3 4 2

( ) 1 ( , )expF x x
    

= −     
   

T 0 e
α 0

T T e
 

 
                                              1 1 1( ) 1 exp( )F t t= −α T e ,  para 0t ≥ . 

 
( )F ⋅  también tiene la representación más pequeña 1 1( , )α T . 

■ 
 
Corolario 3.3.1: Para una representación irreducible ( , )α T , los vectores exp( )tα T  y 

0exp( )tT T  son estrictamente positivos para 0t > . 
 
Demostración: El mismo argumento muestra que cada componente de ese vector es 
idénticamente cero o positivo para toda 0t > . Si fuese el i -ésimo componente cero, la 
probabilidad de absorción en el proceso Q , iniciando en el estado i  sería cero. Esto es una 
contradicción. 

■ 
 

Corolario 3.3.2: Para 0s ≥ , los vectores 1( )s −−α I T y 1 0( )s −−I T T  son positivos. 
 
Por lo tanto siempre podemos asumir que una representación ( , )α T  de una distribución tipo fase 
es irreducible.  
 
3.4 Propiedades de Cerradura de las Distribuciones Tipo Fase 
 
Algunas operaciones con las distribuciones tipo fase nos conducen nuevamente a distribuciones 
tipo fase obteniendo una nueva representación para la distribución tipo fase obtenida. Esto es 
algorítmicamente útil cuando las operaciones involucradas, las cuales en general requieren 
integraciones numéricas, pueden ser reemplazadas por operaciones matriciales. 
 

Si 0T  es un vector columna de tamaño m  y β  es un vector renglón de tamaño n , denotaremos 

por 0 0T B  a la matriz obtenida del producto escalar 0 ⋅T β , con elementos 0
i jT β⋅ . 

 
Probaremos que la familia de las distribuciones tipo fase es cerrada bajo convoluciones y mezclas. 
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Teorema 3.4.1: Si ( )F ⋅  y ( )G ⋅  son distribuciones tipo fase ambas continuas o ambas discretas 

con representaciones ( , )α T  y ( , )β S  de órdenes m  y n  respectivamente, entonces su 

convolución * ( )F G ⋅  es una distribución tipo fase con representación ( , )γ L , en el caso continuo 
dada por:  
 

1[ , ]mα +=γ α β  

 
0 0 

=  
 

T T B
L

0 S
.                                                     (3.4.1) 

 
Demostración: La transformada de Laplace de la distribución tipo fase con representación ( , )γ L  
está dada por 
 

       
1

1
1 0 2 0 1 1 0 2 1 21

2

( )ˆ( ) ( ) ( ) ( , ( ) ) ( , )
( )

s
l s

s

−

−

 −
= +  − 

I T A
α α α α α t t

0 I T
ɶ  

 
1 0 1 0 1 0 0 1 0

1 1 1 1
ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m n n ml s s s s sα β β α− − − −

+ + + += + − + − + − −α I T T β I S S α I T T B I S S  

 

El último término se simplifica a 1 0 1 0( ) ( )s s− −− ⋅ −α I T T β I S S , por lo tanto la transformada de 
Laplace es igual a 
 

1 0 1 0
1 1

ˆ( ) ( ) ( )m nl s s sα β− −
+ +   = + − + −   α I T T β I S S  

 

                                   1 2
ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )l s l s l s= . 

■ 
 
Es interesante notar la relación del proceso de Markov con matriz 
 

0 0

0 0

 
 
 

T T B

S A S
 

 
con el proceso de renovación alternante con distribuciones ( )F ⋅  y ( )G ⋅ . 
 
Si al tiempo t  el proceso de Markov está en el conjunto de estados {1,..., }m , el punto t  es 

cubierto por un intervalo con distribución ( )F ⋅ . Una interpretación similar se obtiene para la 

estancia en el conjunto { 1,..., }m m n+ + . Transiciones del conjunto {1,..., }m  al conjunto 

{ 1,..., }m m n+ + , y viceversa, corresponden a las renovaciones. 
 
Definimos el vector π  como el vector de probabilidad estacionario del generador irreducible 
(3.3.1). Claramente el vector positivo π  es la única solución a las ecuaciones  
 

0 0( )T T A+ =π 0 , 1=πe                                                (3.4.3) 
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Las siguientes fórmulas serán utilizadas posteriormente 
 

0 0 1 1 0 1
1(1 ) ( )mα− − −

+= − = − −π πT A T πT αT ,                                 (3.4.4) 

 
0 1 1

1 1(1 )mα µ− −
+

′= −πT                                                  (3.4.5) 

 

donde 1µ ′  es la esperanza de ( )F ⋅ . 

 
Teorema 3.4.2:  Si ( )F ⋅  es una distribución tipo fase con representación ( , )α T , entonces 
 

*

0
1

1
( ) [1 ( )]

´

x
F x F u du

µ
= −∫ , para 0x ≥  

 
es una distribución tipo fase con representación ( , )π T . 
 
Demostración: 
 

* 1

0
1 1

1 1
( ) exp( ) [exp( ) ]

´ ´

x
F x u du x

µ µ
−= = −∫ α T e αT T I e  

 

                                 * ( ) exp( )F x x= −1 π T e , 
 

por la función generadora de momentos ( 1) !n n
i nµ −′ = − αT e  y por (3.4.4). 

■ 
 

Los momentos *
iµ  de * ( )F ⋅  están dados por 

 

* 1 1 1

1

!
( 1) ! ( 1)

´
i i i

i

i
iµ

µ
− + − −= − = −πT e αT e  

 

                                               * 1 1

1

´

( ) ´i i i

µµ
µ

+=
+

, para 1i ≥ . 

 
Teorema 3.4.3: La convolución de dos distribuciones tipo fase 1 1 1( , , )PH Eα T  y 2 2 2( , , )PH Eα T  

es una distribución tipo fase con parámetros ( , , )Eα T , donde 1 2E E E= ∪ , 

 

1

1 0 2

( )

( ) ( )
i

i
i

α 
= 


α

α α
    

si

si
 

1

2

i E

i E

∈
∈

 

 
y 
 

1 1 2

2

 
=  
 

T t α
T

0 T
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donde ( )k iα  es el i -ésimo componente de kα , y k k= −t T e , 1,2.k =  

 

Demostración: Sean ˆ( )l s , 1̂( )l s , 2̂( )l s , las transformadas de Laplace de ( , , )PH Eα B , 

1 1 1( , , )PH Eα T  y 2 2 2( , , )PH Eα T  respectivamente. Entonces, es suficiente probar que 

1 2
ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )l s l s l s=  para 0s ≥ . Notemos que 

 

1 1 2

2

s
s

s

− − 
− =  − 

I T t α
I T

0 I T
. 

 
Primero demostraremos que la matriz s −I B  es invertible. Esto es equivalente a mostrar que 
existe una matriz A  para la cual  
 

1
1 1 2 1

1
2 2

( )

( )

s s

s s

−

−

− −  − 
× =  − −   

I T t α I T A
I

0 I T 0 I T
. 

 

Es decir, A  debe satisfacer 1
1 1 2 2( ) ( ) 0s s −− − − =I T A t α I T  

 
1

1 1
1 1

2

( )
( )

( )

s
s

s

−
−

−

 −
− =  − 

I T A
I T

0 I T
, 

 

donde 1 1
1 1 2 2( ) ( )s s− −= − −A I T t α I T . Sea 1tɶ  el vector que satisface 1 1 2( )+ + =t T α e 0ɶ  y es 

equivalente 1 2 0 1( )=t α tɶ  

Utilizando la transformada de Laplace ˆ( )l s  de ( , , )PH Eα T  
 

                       
1

1
1 0 2 0 1 1 0 2 1 21

2

( )ˆ( ) ( ) ( ) ( , ( ) ) ( , )
( )

s
l s

s

−

−

 −
= +  − 

I T A
α α α α α t t

0 I T
ɶ  

 
1 1

1 0 2 0 1 1 1 1 2 1 0 2 2 2
ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )l s s s− −= + − + + −α α α I T t α At α α I T tɶ  

 

                       ( )( )1 1
1 0 1 1 1 2 0 2 2 2

ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )l s s s− −= + − + −α α I T t α α I T t  

 

                       1 2
ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )l s l s l s= . 

                                                                                                                                                            ■ 
 
Este teorema puede ser generalizado para la convolución 1 1 1( , , ) *...* ( , , )n n nPH E PH Eα T α T  de 

n  distribuciones tipo fase es una distribución tipo fase para 2n ≥ . Sus parámetros ( , , )Eα T  

están dados por 
1

n

k
k

E E
=

=∪ , 
1

0
1

( ) ( )
k

j k i
j

−

=
∏ α α  si ki E∈ , donde 1,...,k n= .  
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Las mezclas infinitas de distribuciones tipo fase en general no son de tipo fase. 
 
Teorema 3.4.4:  Sea 0 1p< < . La mezcla 1 1 1 2 2 2( , , ) (1 ) ( , , )pPH E p PH E+ −α T α T  es una 

distribución tipo fase con parámetros ( , , )Eα T  donde 1 2E E E= ∪  

 

1

2

( )

(1 )( )
i

i
i

p

p
α 

=  −

α

α
   

si

si
 

1

2

i E

i E

∈
∈

 

 

1

2

 
=  
 

T 0
T

0 T
. 

 
Este teorema implica que para 2n ≥  y para cualquier función de probabilidad 1( ,..., )np p , la 

mezcla 
1

( , , )
n

k k k k
k

p PH E
=
∑ α T  es una distribución fase con parámetros ( , , )Eα T , donde 

1

n

k
k

E E
=

=∪ , ( )i k k ipα = α  si ki E∈  y 

 

1

2

n

 
 
 =
 
 
 

T 0 0

0 T 0
T

0 0 T

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯

. 

 
Mostraremos que la clase de las distribuciones tipo fase es densa en la clase de todas las 
distribuciones de variables aleatorias no negativas. Es decir, para cualquier distribución F  definida 
en +ℝ , existe una sucesión de distribuciones tipo fase nF  tales que lim ( ) ( )n

n
F x F x

→∞
=  para cada 

punto de continuidad x  de F . 
 
Lema 3.4.1:  Sea { }nX  una sucesión de variables aleatorias evaluadas en ℝ  y x ∈ℝ . Si 

lim ( )n
n

X x
→∞

=E  y 2 2lim ( )n
n

X x
→∞

=E , entonces 

 
lim ( ( )) ( )n
n

f X f x
→∞

=E  

 
para cada función acotada :f →ℝ ℝ  siendo continua en x . 
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Demostración:  Sin pérdida de generalidad, suponemos que sup ( ) 1y f y ≤ . Para cada 0ε >  

elegimos 0δ >  tal que ( ) ( )f x f y ε− ≤  siempre que x y δ− ≤ . Entonces 

 

     ( ( ) ( ) ( ) ( )n nf X f x f X f x− ≤ −E E  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ; ( ) ( ) ;n n n n nf X f x f X f X X x f X f X X xδ δ− ≤  − − ≤  +  − − >    E E E  

 

     ( )( ) ( ) 2n nf X f x X xε δ− ≤ + − >E P  

 
Por la desigualdad de Chebyschev 
 

( )
2 2 2

2 2

( ) ( ) 2 ( ( ))n n n
n

X x X x x x X
X x δ

δ δ
− − + −− > ≤ =E E E

P . 

■ 
 
Teorema 3.4.5:  La familia de las distribuciones Tipo Fase es densa en el conjunto de todas las 

distribuciones en +ℝ . 

 
Demostración:  Sea F  una distribución arbitraria en +ℝ , definimos 

 

0
1

1
(0) Erl( , )n

k

k k
F F F F k n

n n
δ

∞

=

 −    = + −    
    

∑  

 
 para 1n ≥ . Mostraremos que lim ( ) ( )n

n
F x F x

→∞
=  para cada 0x ≥  con ( ) ( )F x F x= − . Notemos 

que 
 

,
0 0

( )
( ) ( ) ( )

!

k
nx

n n x
k

k nx
F x F e F t dG t

n k

∞∞
−

=

 = = 
 

∑ ∫  

 

donde ,
0

( )

!
k
n

k
nx

n x
k

nx
G e

k
δ

∞
−

=

=∑ . 

 
Además 
 

1

,
0 10

( ) ( )
( )

! ( 1)!

k k
nx nx

n x
k k

k nx nx
tdG t e x e x

n k k

∞ −∞ ∞
− −

= =

= = =
−∑ ∑∫  

 
y 
 

2 1 2 2
,

0

( )n xt dG t n x x x
∞

−= + →∫  conforme n → ∞ . 
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Entonces por el Lema 3.4.1  
 

( ),

0

( ) ( ) ( ) ( )n x nF t dG t E F X F X
∞

= →∫ , 

 
 donde nX  tiene distribución ,n xG . Ahora sea 

 

( )
2

0
1

1
(0) ( ) Erl( , )

n

n
k

k k
F F F n F F k n

n n
δ

=

 −    ′ = + + −    
    

∑ . 

 
Entonces cada distribución Erlang es tipo fase.  

■ 
 
3.5 Reclamaciones Tipo Fase 
 
Consideremos un proceso de riesgo (Bladt 2004). 
 

0

tN

t n
n

R u pt U
=

= + −∑  

 
donde tN  es un proceso Poisson con intensidad β , las reclamaciones 1 2, ,U U …  son variables 

aleatorias independientes idénticamente distribuidas tipo fase ( , )π T  de dimensión d . Suponemos 

sin pérdida de generalidad que 1p = . 
 
Consideramos el proceso de superávit de las reclamaciones como 
 

0

tN

t t n
n

S u R U t
=

= − = −∑ . 

 
La probabilidad de ruina se puede escribir como 
 

0
( ) sup t

t
u S uψ

≥

 = > 
 
P . 

 

Sea ( )inf 0 0tt Sτ + = ≥ > . Cuando 0tS >  por primera vez, ocurre una reclamación. Esta 

reclamación está generada por un proceso de Markov subyacente { }tM . Iniciando el proceso 

desde el nivel ( )S τ+
 y corriendo en sentido vertical, el proceso subyacente cruzara el nivel cero al 

tiempo ( )S τ+
. Al cruzar el nivel cero el proceso subyacente { }tM  se encuentra en uno de los 

estados 1,2, ,d… . Definimos 
( )

( )i Sv M i
τ+

= =P  i.e. la probabilidad que al cruzar el nivel 0  el 

proceso { }tM  lo hará en el estado i . 

 
 
 
 



 44 

Definimos  
 

{ }( )( 1) inf 0 t nn t S Sττ
++ + = ≥ >  

 
( )nτ +  es la n -ésima vez que tS  llegará a un nuevo nivel máximo global. 

 
La distribución del exceso ( 1) ( )n nS Sτ τ+ ++ −  es tipo fase ( , )v T  y el proceso escalonado ascendente 

forma un proceso de renovación propio y defectuoso con distribución entre llegadas tipo fase 
( , )v T . La ruina ocurre si y solo si la vida del proceso de renovación rebasara el nivel u  lo cual es 

equivalente a que el proceso de renovación se encuentre en uno de los estados 1,2, ,d…  al 

tiempo u . Esta probabilidad es 
 

exp(( ) )u+v T tv e , 
 
la cual es la probabilidad de ruina. 
 
Lema 3.5.1:  Para cualquier 0t >  
 

*
D

u t t u uS S S S−= − =  

 
Demostración: 
 

                                               *
u t t uS S S −= −  

 
( ) ( )

*

0 0

( )
N t N t u

u j j
j j

S Y pt Y p t u
−

= =

 
= − − − − 

 
∑ ∑  

 

                                               
( )

*

0

N uD

u j
j

S Y pu
=

= −∑  

 

                                              *
u uS S=  

 

Lema 3.5.2:  ( )R+ ⋅  es 
1

p
 veces la medida de Lebesgue restringido a ( ,0)−∞  

 
Demostración:  Notemos que  
 

{ } ( )
0 0

( ) , ,t tR A I S A t dt S A t dtτ τ
∞ ∞

+ + += ∈ > = ∈ >∫ ∫E P  
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Por Lema (3.5.1) y usando que * *
u t t uS S S −= −  tenemos 

 

( ) ( ), , 0,0t t uS A t S A S u tτ+∈ > = ∈ ≤ ≤ ≤P P  

 

( ) ( )* * *, , 0,0t t t t uS A t S A S S u tτ + −∈ > = ∈ − ≤ ≤ ≤P P  

 

( ) ( )* * *, , 0,0t t t t uS A t S A S S u tτ + −∈ > = ∈ ≤ ≤ ≤ ≤P P  

 

                                  ( ) ( ), , 0,0t t t t uS A t S A S S u tτ + −∈ > = ∈ ≤ ≤ ≤ ≤P P  

 

                                  ( ) ( ), , 0,0t t t uS A t S A S S u tτ +∈ > = ∈ ≤ ≤ ≤ ≤P P  

 
Entonces  
 

                                      ( )
0

( ) , 0,0t t t uR A S A S S u t dt
∞

+ −= ∈ ≤ ≤ ≤ ≤∫ P  

 

{ }
0

( ) , 0,0t t t uR A I S A S S u t dt
∞

+ −= ∈ ≤ ≤ ≤ ≤∫E  

 
Entonces ( )R A+  es el tiempo esperado en el que tS  se encuentra en A  y en un valor mínimo. 

Como tS → −∞  y tS  es continua fuera de los saltos, entonces eventualmente tS  pasará por 

todos los puntos en A . La pendiente de tS  fuera de los saltos es de p−  y pasará por A  p  

veces más rápido. 
■ 

 
Teorema 3.5.1:  La probabilidad de ruina está dada por 
 

( ) exp(( ) )u uψ += +π T tπ e  donde 1β −
+ = −π πT . 

 
Demostración: Un proceso subyacente cruzará el nivel cero en el estado j  por primera vez a 

tiempo t  si y solo si ut τ≤  y si el proceso subyacente pasara de algún estado inicial i  al estado j  

durante el tiempo tS −− . La probabilidad de que en [ , )t t dt+  habrá una llegada es de dtβ . 

Entonces por la ley de la probabilidad total 
 

                                                  { }
0

1

t

d
S

i i ij
i

v p I t dtπ τ β−
∞ −

+
=

 = ≤ 
 
∑∫ E  

 

 { }
0

1

t

d
S

i i ij
i

v p I t dtβ π τ−
∞ −

+
=

 = ≤ ∑ ∫ E  

 

                                                 
0

1

t

d
S

i i ij
i

v p dt
τ

β π +
−−

=

 =   ∑ ∫E  
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Definimos 
 

0
( ) }tR A IS A dt

τ +

+
 = ∈  ∫E  

 
Notemos que R+  está concentrado sobre ( ,0)− = −∞ℝ . En teoría de la medida para cualquier 

función medible no negativa tenemos que 
 

0

0
( ) ( ) ( )tf y R dy f S dt

τ +

+−∞
 =   ∫ ∫E . 

 
Entonces  
 

0
1

t

d
S

i i ij
i

v p dt
τ

β π + −

=

 =   ∑ ∫E  

 

                                                         
0

1

( )
d

y
i i ij

i

v p R dyβ π −
+−∞

=

= ∑ ∫  

 

                                                         
0

1

( )
d

y
i i ij

i

v p R dyβ π
∞

+
=

= −∑ ∫  

0
1

( )
d

y
i i ij

i

v p R dyβ π
∞

+
=

 = − 
 
∑∫  

 
donde la primera ecuación resulta por la probabilidad de un arribo a tiempo t  es cero. Por el Lema 

3.5.2, ( ) ( )R dy dyλ+ − =  donde λ  es la medida de Lebesgue restringido a ( ,0)−∞ . Entonces  

 

0
1

( )
d

y
i i ij

i

v p R dyβ π
∞

+
=

= −∑∫  

 

                                                         
0

1

d
y

i i ij
i

v p dyβ π
∞

=

= ∑∫  

 
resultando en 
 

1

0

ye dyβ β
∞ −= = −∫ Tv π πT                                                         ■ 

 
3.6 Ejemplos de Distribuciones Tipo Fase 
 

La distribución exponencial con función de densidad ( ) uf u e λλ −=  tiene una representación   
 

( )1=α  

 

( )λ= −T  
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La distribución hiperexponencial con función de densidad 
1

( ) i

p
u

i i
i

f u e λα λ −

=

=∑  donde, para 

1,...,i p= , 0iα >  y  
1

1
p

i
i

α
=

=∑ , tiene una representación 

 

( )1 2 pα α α=α …  

 

1

2

0 0

0 0

0 0 p

λ
λ

λ

− 
 − =
 
  − 

T

…

⋱

⋮ ⋱ ⋱ ⋮

…

 

 
 

La distribución Erlang con parámetro p  con función de densidad 
1

( )
!

p p uu e
f u

p

λλ − −

=  tiene una 

representación 
 

( )1 0 0=α ⋯  

 

0 0

0 0

0 0 0

0 0 0

λ λ
λ λ

λ

λ

− 
 − 
 = −
 
 
 − 

T

⋯

⋯

⋱

⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋮

⋯

 

 
La distribución Coxian con parámetro p  tiene representaciones de la forma 

 

( )1 2 pα α α=α ⋯  

 

1 1

2 2

3

0 0

0 0

0 0 0

0 0 0 p

λ λ
λ λ

λ

λ

− 
 − 
 −=
 
 
 − 

T

⋯

⋯

⋱

⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋮

⋯

 

 
donde 1 20 pλ λ λ< ≤ ≤ ≤…  
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3.7 Distribuciones Tipo Fase Multivariadas 
 
Existen diversas definiciones concernientes a distribuciones multivariadas de tipo exponencial o 
gamma. Estas distribuciones tienen distribuciones marginales exponenciales o gamma. Un número 
de estas distribuciones marginales tienen una transformada de Laplace racional multidimensional. 
También, la clase de las distribuciones tipo fase, la cual es la generalización de cierto tipo de 
distribuciones gamma, han sido extendidas al ámbito multivariado por Assaf. et al. (1984) y 
posteriormente por Kulkarni (1989).La última clase, la cual contiene un caso especial, provee una 
construcción elegante de distribuciones tipo fase multivariadas en términos de un proceso 
subyacente de Markov de salto. Además tiene una generalización natural a las distribuciones 
matriz exponenciales multivariadas. 
 
Assaf et al. (1984) introdujo una clase de distribuciones tipo fase multivariadas, considerando los 
tiempos de llegada a diferentes subconjuntos del espacio de estados. Más específicamente, 
consideramos un generador tipo fase (matriz de subintensidades) T  de dimensión m  y sea 

{ } 0t t
J

≥
 el proceso de Markov subyacente de salto. Sea iΓ , 1,2, ,i n= …  los subconjuntos 

absorbentes del espacio de estados. Sea iX  el primer tiempo de llegada de { } 0t t
J

≥
 a iΓ . 

Entonces el vector n-dimensional 1( , , )nX X=X …  tiene una distribución tipo fase en la clase de 

las distribuciones tipo fase multivariadas. 
 

El tiempo de estancia para kX es acumulada con tasa de 1 en estados pertenecientes a c
kΓ , 

donde c
kΓ  es el complemento de kΓ . Basado en esta interpretación, Kulkarni (1989) introdujo una 

generalización de la clase de las distribuciones tipo fase multivariadas. En esta clase el tiempo de 
estancia iX  es acumulado en el estado j  con tasa ijK . No existe alguna restricción para el 

generador tipo fase T . Si el tiempo total de estancia en el estado j  antes de la absorción es 

denotado por jY , definimos un vector aleatorio n-dimensional  
1

m

i ij j
j=

=∑X K Y . 

 
El siguiente teorema nos proporciona una caracterización alternativa en términos de todas las 
proyecciones no negativas. 
 
Teorema 3.7.1:  Una distribución en la generalización de la clase de las distribuciones tipo fase 
multivariadas puede ser caracterizada por ,〈 〉a X  estando distribuidas tipo fase con representación 

( , ( ))α T a  con 1( ) ( )−=T a ∆ Ka T , donde ( )b∆  es la matriz diagonal con b  en la diagonal. 
 
Demostración:  Sea X  una variable aleatoria con una distribución la generalización de la clase de 

las distribuciones tipo fase multivariadas. Entonces el i-ésimo componente iX  de X  puede ser 

escrito como  
 

1 1

kNm

i ij jk
j k= =

=∑∑X K Z  

 
donde kN  denota el número de visitas al estado transitorio k  en la cadena de Markov a tiempo 

continuo 1m + -dimensional con m  estados transitorios y un estado absorbente. Así, esta cadena 
de Markov define una distribución tipo fase a tiempo continuo. Denotamos la parte transitoria de la 
matriz generadora por T . Las variables aleatorias jkZ  son la k -ésima estancia en el estado j , 
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mientras ijK  son constantes reales no negativas. Considerando las distribuciones de la familia de 

proyecciones dadas por ,〈 〉a X  obtenemos 
 

1 1 1 1 1

,
kNn m m n

i ij jk ij i j
i j k j i

a K Z K a Z
= = = = =

 
〈 〉 = =  

 
∑ ∑∑ ∑ ∑a X  

 

con 
1

kN

j jk
k

Z Z
=

=∑ . De aquí en adelante asumiremos que 0>Ka . Si esta condición no se satisface 

podríamos obtener una representación tipo fase inadecuada. Bajo la condición 0>Ka  

observamos que ,〈 〉a X  se distribuye tipo fase con matriz generadora 1( )−∆ Ka T . 
■ 

 
En este capítulo se mostraron las distribuciones tipo fase univariadas y multivariadas, sus 
propiedades, representaciones y caracterizaciones; así como también se describió un proceso de 
reclamaciones tipo fase. A lo largo de este capítulo se observó que las distribuciones tipo fase son 
una clase versátil de distribuciones definidas en los números reales no negativos que agregan 
flexibilidad al modelado estocástico en distintas áreas. 
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Capítulo 4: Distribuciones Matriz Exponenciales 
 
4.1 Introducción 
 
Las distribuciones matriz exponenciales son distribuciones definidas en los números reales no 
negativos y con transformada de Laplace racional. La clase de las distribuciones tipo fase es un 
subconjunto propio de las distribuciones matriz exponenciales. Muchos resultados válidos para las 
distribuciones tipo fase también son válidos para las distribuciones matriz exponenciales. 
 
Las distribuciones matriz exponenciales tienen funciones de distribución de la misma forma que las 
distribuciones tipo fase pero sus representaciones no necesariamente tienen interpretaciones 
probabilísticas simples. 
 
Dada una función racional o una forma equivalente matriz exponencial, no hay procedimientos 
factibles para asegurar cuáles de ellos corresponden a distribuciones de probabilidad. 
 
Por otro lado, la representación de una distribución tipo fase puede requerir de un número excesivo 
de parámetros, mientras que las representaciones matriz exponenciales pueden estar dadas por 
distribuciones de probabilidad con transformadas de Laplace racionales. 
 
También la dimensión es una cuestión importante en las aplicaciones. Generalmente las 
representaciones matriz exponenciales de distribuciones tipo fase serán de orden menor que sus 
correspondientes representaciones tipo fase. Por lo tanto es benéfico representar distribuciones 
tipo fase con matriz exponenciales de orden menor. 
 
4.2 Definición y Propiedades Básicas de las Distrib uciones Matriz Exponenciales 
 
Una variable aleatoria X  se distribuye conforme a una distribución matriz exponencial si la función 
de distribución, definida para 0x ≥  de la forma (Asmussen y Bladt. 1997): 
 

0

1

,
( )

1 exp( ) ,
B x

x

α
−


= 

+ α T T s
    

0

0

>
=

x

x
                                          (4.2.1) 

 
donde, para 1n ≥ , α  es un vector renglón de 1 n× , T  es una matriz de n n× , y s  es un vector 

columna de 1n× . Es claro 00 1α≤ ≤ . Además 0α  es la función de distribución continua por la 

derecha para 0x = . Esto es 
 

1
0

0
lim(1 exp( ) )
x

x α
+

−

→
+ =α T T s . 

 
La transformada de Laplace de ( )B x , definida para s ∈ℂ , está dada por 
 

1
00

ˆ ( ) ( ) ( )sxf s e dB x s α
∞ − −= = − +∫ α I T s  
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Proposición 4.2.1:  Las siguientes proposiciones son equivalentes 
 

][ˆ sB  es una función racional                                                                                                     (4.2.2) 

( ) xb x e= Tα s ;                                                                                                                             (4.2.3) 

∑
=

=
q

j

xj
j

jexcxb
1

)( η
;                                                                                                                  (4.2.4) 

31 2

1 1 1

( ) cos( ) sen( )j j j

qq q
x x xj j j

j j j j j
j j j

b x c x e d x a x e e x b x eη δ ς

= = =

= + +∑ ∑ ∑ ;                                         (4.2.5) 

 
donde los parámetros en (4.2.3) y (4.2.4) pueden ser valores complejos mientras que los 
parámetros en (4.2.5) son valores reales. 
 
Demostración: La demostración de que (4.2.2) y (4.2.3) son equivalentes se sigue de la 

Proposición (4.2.3) (Ver a continuación). Si ][ˆ sB  es racional, se sigue por expansión fraccional y 
transformada inversa que (4.2.3) ocurre; la inversa se sigue haciendo el cálculo explícito 
 

∫
∞

++
−=

0 1)(

!
)1(

j

xjsx

s

j
dxexe

η
η , 

 
por la fórmula de Euler 
 

2
)cos(

ixix ee
x

−+= , sen( )
2

ix ixe e
x

i

−−= .                                   (4.2.6) 

 
Por otra parte (4.2.4) implica (4.2.5), mientras que la inversa es trivial. 

■ 
 
Usaremos (4.2.3) como la caracterización básica, nos referiremos al vector ( , , )α T s  como la 

representación de la distribución B  para una distribución matriz exponencial en K  y p para la 
dimensión de la representación. 
 
Algunas condiciones necesarias para saber cuándo una representación ( , , )α T s  define una 

distribución matriz exponencial son dadas fácilmente, por ejemplo 1 1− =αT s  y 0≥αs . 
 
Es bien conocido que una distribución tipo fase es matriz exponencial con representación ( , , )α T s  

donde = −s Te  es el vector de tasa de salida. 
 
Las siguientes propiedades de las distribuciones matriz exponenciales, las cuales son análogas de 
las fórmulas dadas para las distribuciones tipo fase. 
 
Proposición 4.2.2: Sea KB ∈ con representación ( , , )α T s . Entonces: 
 

(a) La función de distribución es 1( ) 1 xB x e −= + Tα T s   

(b) La función generadora de momentos está dada por 1ˆ[ ] ( )B s s −= − −α I T s  

(c) El n -ésimo momento está dado por 1 1( 1) !n nn+ − −− αT s  
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Demostración: 
 

(a) se sigue de la integración de la densidad y la fórmula 1 1x x xe dx e e− −= =∫
T T TT T ; mientras que 

(b) se sigue de 
 

][ˆ sB = ( )

0 0

sx x s xe e dx e dx
∞ ∞ +=∫ ∫

T I T
α s α s  

                                                ][ˆ sB = ( )

0

s xe dx
∞ +
∫

I T
α s  

                                                ][ˆ sB = 1( )s −− −α I T s . 
 
Para (c), se diferencia la función generadora de momentos n  veces, usando (b), y sustituyendo 

0s = . 
■ 

 
La representación de una distribución matriz exponencial no es única. Una representación 
( , , )α T s  de una distribución matriz exponencial B  es llamada minimal si tiene la menor dimensión 
posible. 
 
Proposición 4.2.3:  La transformada de Laplace de una distribución matriz exponencial puede ser 
escrita como 
 

nn
nn

n
n

asasas

sbsbsbb
sf

++++
++++

=
−

−

−

1
1

1

12
321

...

...
)(ˆ ,                                        (4.2.7) 

 
para alguna 1≥n  y para algunas constantes nn bbaa ,...,,,..., 11 . Notando que 1na b= . Nos 

referimos a los polinomios 2 1
1 2 3( ) ... n

nb s b b s b s b s −= + + + +  como el numerador y a 
1

1 1( ) ...n n
n na s s a s a s a−

−= + + + +  como el denominador de la transformada de Laplace. Definimos 

las raíces de la transformada de Laplace como las raíces de ( )b s  y los polos de la transformada 

de Laplace como las raíces de ( )a s . Además, la función de densidad tiene la siguiente 

representación 
 

( ) xf s e= Tα t  
 
donde 
 

1 2( , ,..., )nb b b=α  

 

1 2 1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

n n na a a a− −

 
 
 
 =
 
 
 − − − − 

T

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯

⋯
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0

0

1

 
 
 =
 
 
 

t
⋮

 

■ 
 
Esta proposición es muy importante debido a que es el primer vínculo de la expresión de la 
transformada de Laplace y por lo tanto también la función generadora de momentos en una 
representación; notemos también que la ecuación característica de una matriz de la forma  
 

1 2 1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

n n na a a a− −

 
 
 
 =
 
 
 − − − − 

T

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯

⋯

 

 
es 
 

1
1 1... 0n n

n ns a s a s a−
−+ + + + =  

 
los valores propios de T  son idénticos a las raíces de la transformada de Laplace, además 
muestra que siempre es posible encontrar una representación sencilla de una distribución matriz 
exponencial; por último la razón más importante es, que existe una correspondencia uno a uno 
entre la transformada de Laplace de una distribución matriz exponencial y una representación 
minimal de la forma 
 

1 2( , ,..., )nb b b=α  

 

1 2 1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

n n na a a a− −

 
 
 
 =
 
 
 − − − − 

T

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯

⋯

 

 

0

0

1

 
 
 =
 
 
 

t
⋮

 

 
para esta. Para probar este resultado tenemos que probar antes el siguiente lema. 
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Lema 4.2.1:  Si la transformada de Laplace de la forma (4.2.7) corresponde a una distribución 
matriz exponencial entonces 
 

1
0

1

1
b

a
α = − . 

 
Demostración: Tenemos que  
 

32

1 1 1 1

1

1

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

na aa

a a a a

−

 − − − − 
 
 

=  
 
 
 
 

T

⋯

⋯

⋮ ⋱ ⋮ ⋱ ⋮

⋯

⋯

 

 

Utilizando que 1
0

0
lim(1 exp( ) )
x

x α
+

−

→
+ =α T T s  y la representación ( , , )α T s  tenemos que 

 
1

0
0

lim ( ) 1
x

F xα
+

−

→
= = +αT s  

 

                                                         1
0

1

1
b

a
α = −  

■ 
 
Lema 4.2.2: La inversa de s −I T , { }ija=A , esté dada por 

 

nn
nn

jnjn
jnjn

j asasas

asasas
a

++++
++++

=
−

−
−−−

−−−

1
1

1

1
1

1
1 ...

...
, 1,...,2,1 −= nj  

 

                               
nn

nnn asasas
a

++++
=

−
−

1
1

1
1 ...

1
 

 
mientras que para 1>i , 
 

nn
nn

ji
n

i
jn

i
jn

ij
asasas

sasasa
a

++++
+++

−=
−

−

−−−
−+

−
−+

1
1

1

13
2

2
1

...

...
, 1,...,2,1 −= ij  

 
y para niij ,...,1, +=  
 

)...(
...

1
1

1
1

1

1

jn
jnjn

nn
nn

i

ij asas
asasas

s
a −

−−−

−
−

−

+++
++++

=  
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Demostración: Consideremos solo el caso ( )s −A I T puesto que el caso ( )s −I T A es similar. 

Entonces el primer renglón de A  es diferente en estructura al resto de la matriz; empezaremos a 
revisar el producto entre el primer renglón de A  y la j-ésima columna de ( )s −I T  
 

1 2 1

0 1 0 0
0 0

0 0 1 0
0 0

0
0 0 0 1

0 0
n n n

s

s
s

s
a a a a− −

 
   
   
   − = −
   
   
   − − − − 

I T

⋯
⋯

⋯
⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
⋮ ⋮ ⋱

⋯
⋯

⋯

 

 

1 2 2 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

n n n

s

s

s

s

a a a a s a− −

− 
 − 
 − =
 − 
 − − − + 

I T

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯

 

 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯

1 2 2 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

n n n

s

s

s

a a a a s a− −

− 
 − 
 
 − 
 − − − + 

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯

 

 
Si 1=j ; existen solamente dos contribuciones a este producto 
 

nnaasa 111 + = n
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Para 1>j ; tenemos tres contribuciones 
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−+−

+−
−+−

1
1

1

11
1

11
1

...

......
 

 
01111,1 =++− +−− jnnjj aasaa  

 
Ahora consideremos el producto del i -ésimo renglón de A  y la primera columna de ( )s −I T  para 

1i > . Entonces las únicas contribuciones son de la primera y última entrada del renglón. 
 

=+ nini aasa 1 s
asasas

sa

nn
nn

i
n

++++
−

−
−

−

1
1

1

2

...
+ n

nn
nn

i

a
asasas

s

++++ −
−

−

1
1

1

1

...
 

 

             =+ nini aasa 1
nn

nn

i
n

asasas

sa

++++
−

−
−

−

1
1

1

1

...
+

nn
nn

i
n

asasas

sa

++++ −
−

−

1
1

1

1

...
 

 
             01 =+ nini aasa  

 
En seguida consideremos el producto del i -ésimo renglón de A  y la j -ésima columna ( )s −I T . 

Entonces existen tres contribuciones, una de 1−  en la columna, una de s  y una de 1n ja + − . Si 

i j<  tenemos que  
 

1 1
1 1

, 1 1 1
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1 1 1
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( )

( )

i n j n j
n j

i j ij in n j n n
n n

i n j n j i
n j n j

n n n n
n n n n

s s a s a
a a s a a

s a s a s a

s s a s a s a
s

s a s a s a s a s a s a

− − + −
− +

− − + −
−

− − − − −
− − +

− −
− −

+ + +
− + + = − +

+ + + +

+ + +
+

+ + + + + + + +

…

…

…

… …

 

 

011, =++− +−− jninijji aasaa  
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Si i j=  la contribución es 
 

2 3 0
2 3

, 1 1 1
1 1

1 1 1
1 1

1 1
1 1 1 1

( )

i i
n i n i n

i i ii in n i n n
n n

i n i n i i
n i n i

n n n n
n n n n

s a s a a s
a a s a a

s a s a s a

s s a s a s a
s

s a s a s a s a s a s a

− −
− + − +

− − + −
−

− − − − −
− − +

− −
− −

+ + +− + + = +
+ + + +

+ + + +
+ + + + + + + +

…

…

…

… …

 

 
1

1 1
, 1 1 1

1 1

1
n n

n n
i i ii in n i n n

n n

s a s a s a
a a s a a

s a s a s a

−
−

− − + −
−

+ + + +− + + = =
+ + + +

…

…
 

 
Si 1i j≥ +  tenemos que  
 

2 3
2 3

, 1 1 1
1 1

2 1 1
1 1

1 1
1 1 1 1

i i i j
n j n j n

i j ij in n j n n
n n

i i j i
n j n n j

n n n n
n n n n

s a s a a s
a a s a a

s a s a s a

s a a s s a
s

s a s a s a s a s a s a

− − −
− + − +

− − + −
−

− − − −
− + − +

− −
− −

+ + +
− + + = −

+ + + +

+ +
+

+ + + + + + + +

…

…

…

… …

 

 
011, =++− +−− jninijji aasaa  

                                                                                                                                                            ■ 
 
Demostración de la Proposición 2.3: Primero demostraremos que la transformada de Laplace de 
una distribución matriz exponencial tiene la forma (4.2.7). Sea ( , , )β S s  una representación de la 
distribución. Entonces la transformada de Laplace está dada por 
 

1ˆ ( ) ( )f s s −= −β I S s . 
 
Usando la descomposición de Jordan  
 

1

2
1

1

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0
m

m

−

−

 
 
 
 =
 
 
 
 

J

J

S P P

J

J

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

⋯

⋯

, 

 
donde iJ  es una matriz de i in n× , 1 2 dim( )mn n n S+ + + =… , y 

 

1 0 0

0 1 0

0 0 0 1

0 0 0

i

i

i i

i

λ
λ

λ

λ

 
 
 
 =
 
 
 
 

J

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋱

⋯
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es la matriz de Jordan correspondiente al valor propio iλ  de S  con multiplicidad  in . Entonces 

tenemos que  
 

1
12

1
2 1

1

2

1 1 1 1
( 1) ( 1)

1 1 1
0 ( 1) ( 1)

1 1
0 0

1
0 0 0

i i

i i

i i

i i

n n
n n

i i i i

n n
n n

i i i

i

i i

i

λ λ λ λ

λ λ λ

λ λ

λ

+
−

−
− −

−

 − − − 
 
 

− − 
 
 =
 
 −
 
 
 
 
 

J

⋯

⋯

⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮

⋯

⋯

 

 
y 
 

1 1
1 1

1
2 2

1
1 1

1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
m m

m m

− −

−

−
− −

−

  
  
  
   =
  
  

   
   

J J
J J

J J
J J

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

⋯ ⋯

⋯ ⋯

. 

 

Sea ( )
ii i ns s= −J J Iɶ . Entonces  

 

                                         1ˆ ( ) ( )f s s −= −β I S s  
 

1
1

1
2

1

1
1

1

0 0 0

0 0 0
ˆ( )

0 0 0

0 0 0
m

m

f s sβ

−

−

−

−
−

−

 
 
 
 = −
 
 
 
 

J

J
P P

J

J

ɶ ⋯

ɶ ⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

ɶ⋯

ɶ⋯

. 
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Pero 
 

1
12

1
2 1

1

2

1 1 1 1
( 1) ( 1)

( ) ( ) ( )

1 1 1
0 ( 1) ( 1)

( ) ( )

( )

1 1
0 0

( )

1
0 0 0

i i

i i

i i

i i

n n
n n

i i i i

n n
n n

i i i

i

i i

i

s s s s

s s s

s

s s

s

λ λ λ λ

λ λ λ

λ λ

λ

+
−

−
− −

−

 − − − − − − −
 
 

− − − − − 
 =
 
 −
 − −
 
 
 − 

J

⋯

⋯

ɶ ⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮

⋯

⋯

, 

 

introduciendo los vectores ′ = −β βP  y 1−′ =s P s  en forma de bloque partido 1( , , )m′ ′ ′=β β β…  

 y 1( , , )m′ ′ ′=s s s…  podemos escribir  

 

1

1

ˆ ( ) ( )
m

i i i
i

f s s−

=

′ ′=∑β J sɶ , 

 

lo cual muestra que ˆ ( )f s  puede en general ser rescrita como (4.2.7). 
 

Ahora demostraremos que la transformada de Laplace (4.2.7) coincide con 1( )s −−α I T t , donde 

α , T  y t . Entonces t  tiene un 1 en la última posición y 0  en las demás, entonces 1( )s −−I T t  

es simplemente la columna derecha en la matriz 1( )s −−I T . Pero por el Lema 4.2.1 tenemos que  
 

1

1
1 1

i

in n n
n n

s
a

s a s a s a

−

−
−

=
+ + + +…

 

 
así 
 

1

1 1
1

1 1

( )

n
i

i
i

n n
n n

b s
s

s a s a s a

−

− =
−

−

− =
+ + + +

∑
α I T t

…
. 

                                                                                                                                                            ■ 
 
El siguiente corolario muestra que, aún cuando la relación = −t Te  no ocurre, siempre es posible 
elegir una representación en la cuál este caso ocurre. 
 
Corolario  4.2.1: Para cualquier distribución matriz exponencial, existe una representación 
( , , )α T t tal que = −t Te . 
 
Debe haber una representación que tiene un orden más pequeño o mínimo. Una representación 
que tiene el orden más pequeño es llamada una representación mínima 
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Demostración:  Consideremos la representación mínima ( , , )π S s de la distribución, y sea f  la 

densidad de la distribución 
 

( ) xf x e= Sπ s  
 
donde π , S , s  son como en la Proposición 4.2.1. Entonces tomamos una matriz no singular M  y 
escribimos 
 

1 1( ) xf x e
− −= M SM

πM M s . 
 

De aquí se sigue que el requisito es 1 1− −= −M SMe M s  o equivalentemente  
 

1−= −Me S s  
 
Usando la estructura de S  por la proposición anterior observamos que las constantes en M  son 

tales que de los renglones 2  al n  suman 0  mientras que el renglón 1 suma 
1

na
. Por otra parte 

elegiremos M  de tal manera que sea no singular, una posible elección es 
 

1
0 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0

0 0 1 1 0 0

0 0 0 0 1 1

1 0 0 0 0 1

na
 
 
 
 −
 −=  
 
 

− 
 
 

M

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯

⋯

 

 
La matriz M  existe puesto que 0na ≠ , el cual de hecho es el caso, porque la representación es 

mínima con 1 nb a=  y ˆ ( ) 1f =0 . Entonces sustituyendo 1−=T M SM , 1−=t M s  y =α πM  se 

sigue el resultado. 
■ 

 
Mientras que para las distribuciones tipo fase la cuestión de las representaciones mínimas es un 
problema abierto importante y difícil, veremos que en el caso matriz exponencial existe una 
solución simple. Por este motivo, necesitaremos la siguiente notación. Definimos 
 

{ }1, ,..., p
pR span −= s Ts T s { }1, ,..., p

pL span −= α αT αT  

 

                                 { }: 0,1,2,...iR span i∞ = =T s { }: 0x
eR span e x= ≥T s  

 

                                 { }: 0,1,2,...iL span i∞ = =αT { }: 0x
eL span e x= ≥T

α  
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Definición 4.2.1: La pareja ( , )T s  tiene la propiedad por la derecha ( )dim pR p= . 

Análogamente, la pareja ( , )α T  tiene la propiedad por la izquierda ( )dim pL p= . 

 

Equivalentemente, la propiedad por la derecha ocurre si 1, ,..., p−s Ts T s  son linealmente 
independientes. 
 
El principal resultado acerca de las representaciones mínimas es el siguiente: 
 
Teorema 4.2.1: Una representación ( , , )α T s  de una distribución matriz-exponencial B  es mínima 

si y sólo si la pareja ( , )T s  tiene la propiedad por la derecha y la pareja ( , )α T  tiene la propiedad 
por la izquierda. 
 
Lema 4.2.3: p eR R R∞= = . 

 

Demostración: Obviamente pR R∞⊆ . Por el teorema de Cayley-Hamilton pT  es una 

combinación lineal de 1, ,..., p−I T T . Por lo tanto también lo son 1 2, ,...p p+ +T T , de modo que 
i

pR∈T s  para toda i  (no solo para i p< ), y por lo tanto pR R∞= . 

 

Consideremos la expansión en serie de 
0 !

n
x n

n

x
e

n

∞

=

=∑T s T s . Es obvio que 
0 !

nK
n

n

x
R

n ∞
=

∈∑ T s  para 

toda K , entonces R∞  es cerrado (es un vector de espacio finito dimensional), tenemos que 

0

lim
!

nK
n

K
n

x
R

n ∞→∞ =

∈∑ T s . Así si ey R∈  entonces 
0 !

n
x n

n

x
y e R

n

∞

∞
=

= = ∈∑T s T s  para alguna 0x ≥ . 

Entonces eR R∞⊆ . 

 
Para la inversa, notemos que también eR  es cerrado. Tomando 0x = observamos que eR∈s . 

También x
ee R∈T s  y por lo tanto también ( )1 x

ee R
x

− ∈T s s . Entonces eR  es cerrado y obtenemos 

que 
 

0
lim

x

e
x

e
R

x↓

−= ∈
T s s

Ts  

 
Igualmente 
 

2
20

lim 2
x

e
x

e x
R

x↓

− −= ∈
T s Ts s

T s  

 
Para toda n  tenemos que  
 

{ }, ,..., n
espan R⊆s Ts T s . 

 



 62 

Por la propiedad de cerradura de eR  obtenemos que 

 

{ }: 0,1,2,...n
e eR span n R R∞ = = ⊆ ⊆T s  

 
(El caso p eL L L∞= =  es similar). 

■ 
 
Proposición 4.2.4:  Sean ( , , )α T s , ( , , )β T s  dos representaciones de la misma distribución matriz 

exponencial. Si la pareja ( , )T s  tiene la propiedad derecha, entonces =α β , mientras que si la 

propiedad derecha falla, entonces es posible obtener ≠α β . 
 
Demostración:  Supongamos que la propiedad derecha se cumple. Por igualdad de medidas, 

tenemos que x xe e=T Tα s β s  pata toda 0x ≥ . Por lo tanto −α β  es ortogonal a p
e pR R= = ℝ , de 

modo que =α β . 
 
Supongamos ahora que la propiedad derecha falla. Entonces existe 0≠γ  tal que γ  es ortogonal 

a pR . Entonces p eR R= , γ  es también ortogonal a cada xeT s . Así, si ( , , )α T s  es una 

representación de la distribución matriz exponencial, también lo es ( , , )+α γ T s . 

■ 
 
Se puede probar que si ( , , )α T s  y ( , , )α T t  son dos representaciones de la misma distribución 

matriz exponencial entonces: si ( , )α T  tiene la propiedad izquierda entonces =s t , mientras que 

si la propiedad izquierda falla es posible elegir ≠s t . 
 
Proposición 4.2.5:  Sea ( , , )α T s  una representación n -dimensional de una distribución matriz 

exponencial que no satisface la propiedad derecha. Sea dim( )R nd R n= <  y sea 1,..., Rdx x  una 

base para nR . Definimos la matriz ( )1,..., Rd=A x x  de Rn d×  y definimos la transformación de 

cambio de base B  (matriz de Rd n× ) tal que i i=Bx e  para 1,..., Ri d=  donde  1,..., Rde e  denotan 

los vectores base Euclidianos. Entonces 
 

( , , )αA BTA Bs                                                         (4.2.8) 
 
es una representación para la distribución matriz exponencial de dimensión Rd n< . Similarmente, 

supongamos que la distribución no satisface la propiedad izquierda. Sea dim( )L nd L n= <  y sea 

1,..., Rdy y  una base para nL . Definimos la matriz de Ld n×  

 

1

2

Ld

 
 
 =
 
  
 

y

y
C

y

⋮
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y D  (matriz de Ln d× ) tal que i i′=y D e  para 1,..., Li d= . Entonces 

 
( , , )αD CTD Cs                                                         (4.2.9) 

 
es una representación de la distribución matriz exponencial de dimensión Ld   

 
Demostración: Primero observamos que =αBy y  para toda nR∈y , y definimos  

 

=α αAɶ  =T BTAɶ  =s Bsɶ  
 

Entonces mostramos que ( ), ,α T sɶɶ ɶ  es una representación de la distribución matriz exponencial  

 
Esto se sigue por 
 

                                             ( )n n=αT s α ABT ABsɶɶ ɶ  

                                             ( )n n=αT s α ABT sɶɶ ɶ  (entonces nR∈s ) 

                                             1( ) ( )( )n n−=αT s α ABT AB Tsɶɶ ɶ  
1( )n n−=αT s α ABT Tsɶɶ ɶ  (entonces nR∈s ) 

⋮  

                                             n n=αT s αT sɶɶ ɶ  
 

y por lo tanto x xe e=T T
α s α s
ɶ
ɶ ɶ  para toda x . 

 
Esto ocurre de manera similar para 
 

=α αDɶ  =T CTDɶ  =s Bsɶ  
 

y de la misma forma n n=αT s αT sɶɶ ɶ  y por lo tanto x xe e=T T
α s α s
ɶ
ɶ ɶ  para toda x . 

                                                                                                                                                            ■ 
 
Definimos yB  como la distribución de X y−  dada X y>  donde X  tiene distribución B . 

 
Lema 4.2.3: Si B  es matriz exponencial con representación ( , , )α T s , entonces yB  es matriz 

exponencial con representación ( , , )yα T s donde  

 

1

y y

y yz

y

e e

ee dz
∞ −= =
∫

T T

TT

α α
α

α T sα s
. 

  
Demostración: En términos de la densidad, tenemos que  
 

( )( )
( )

1 ( )

x y
x

y y
x

y

b x y e
b x e

B y e dz

+

∞

+= = =
− ∫

T
T

T

α s
α s

α s
. 

                                                                                                                                                            ■ 
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Demostración del Teorema 4.2.1: Se sigue de la Proposición 4.2.4 que una representación no 
puede ser minimal si la propiedad derecha falla. El caso donde la propiedad izquierda falla es 
simétrico, y así mostraremos que una representación que satisface las propiedades izquierda y 
derecha, es minimal. 
 
Para una distribución matriz-exponencial B  dada, sea 0p  el orden de la representación minimal, y 

sea q  la dimensión de { : 0}xV span B x= ≥ , dim( )q V= . Consideramos una representación 

( , , )α T s  de dimensión p . Se sigue por el Lema 4.2.2 que V  es el espacio de medidas matriz 

exponencial con representación ( , , )β T s  para alguna e pL L∈ =β . Por lo tanto dim( )eq L p≤ ≤ . 

Además si la propiedad derecha ocurre, entonces β  es único por la Proposición 4.2.2 tal que 

dim( )eq L= ; si también la propiedad izquierda ocurre, entonces dim( )eL p=  y así p q= . Esto 

muestra que en cualquier caso, 0q p≤ , y que q p=  si las propiedades izquierda y derecha 

ocurren. Así, si las propiedades izquierda y derecha ocurren, 0p p≤  tal que 0p p=  y la 

representación es minimal. 
■ 

 
El siguiente corolario es consecuencia de la proposición anterior. 
 
Corolario 4.2.3: La dimensión de la representación minimal es R Ld d∧ . Además, si R Ld d<  es 

una representación minimal, y si R Ld d>  es una representación minimal. Si R Ld d=  entonces 

ambas son representaciones minimales. 
 
Entonces una matriz T  que tiene forma diagonal significa lo siguiente 
 

1 1

p p

i i i i i i
i i

λ λ
= =

= = ⊗∑ ∑T h v h v                                              (4.2.10) 

 
donde las ih  son vectores columna y las iv  son vectores renglón (necesariamente vectores 

propios) que satisfacen i j ijδ=v h . Usando el Teorema 4.2.1 obtenemos el siguiente corolario. 

 
Corolario 4.2.4: Supongamos que B es matriz exponencial con representación ( , , )α T s  donde 

T tiene la forma diagonal (4.2.10). Entonces la representación es minimal si y sólo si 0i ≠αh  para 

toda i  y 0j ≠v s  para toda j . 

 
Como veremos más adelante, la teoría de renovación nos conduce a expresiones donde T  es 
reemplazada por una matriz de la forma ( )+T sβ . Así el siguiente resultado es básico. 

 
Proposición 4.2.6: Si la pareja ( , )T s  tiene la propiedad derecha, entonces también la tiene 

( , )+T sβ s  para cualquier vector renglón β . 
 
Demostración: Mostraremos por inducción que para 0, , 1i p= −…  
 

}{ }{, ( ) ,..., ( ) , ,...,i ispan span+ + =s T sβ s T sβ s s Ts T s                       (4.2.11) 
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El caso para 0i =  es obvio. Suponiendo que es cierto para i , necesitamos mostrar que  
 

}{1 1( ) , ,...,i ispan+ ++ ∈T sβ s s Ts T s  

 

Sin embargo, por la hipótesis de inducción podemos escribir 
0

( )
i

i j
ij

j

c
=

+ =∑T sβ s T s  y así 

 

                                               1( ) ( )( )i i++ = + +T sβ s T sβ T sβ s  
 

                                               1

0

( ) ( )
i

i j
ij

j

c+

=

 
+ = +  

 
∑T sβ s T sβ T s  

 

( ){ }1 1

0

( )
i

i j j
ij

j

c+ +

=

+ = +∑T sβ s T s s βT s  

 

                                               }{1 1( ) , ,...,i ispan+ ++ ∈T sβ s s Ts T s , 

 

notemos que jβT s  es un número complejo. Así probamos que 
 

}{ }{, ( ) ,..., ( ) , ,...,i ispan span+ + ⊆s T sβ s T sβ s s Ts T s  

 
La inclusión inversa se sigue reemplazando T  por −T sβ  
                                                                                                                                                            ■ 
 
Algunos ejemplos de distribuciones matriz exponenciales son: 
 
Distribuciones Tipo Fase.  Cada distribución tipo fase tiene una representación matriz exponencial 
( , , )−α T Te  donde α  es el vector de probabilidades de estados iniciales y T  es el generador 
infinitesimal de una cadena de Markov de estados finitos a tiempo continuo.  
 
Distribuciones Hiperexponenciales Generalizadas.  Tienen funciones de distribución, definidas 
para 0u ≥ , de la forma 
 

1

( ) (1 )i

n
u

i
i

F u a e λ−

=

= −∑  

 

donde 1 2, , , na a a…  son todos reales con 
1

1
n

i
i

a
=

=∑ , y 1 2 0nλ λ λ> > > >… . 
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Cada distribución hiperexponencial generalizada tiene una representación matriz exponencial 
( , , )α T t , donde  
 

( )1 2 na a a=α ⋯  

 

1

2

0 0

0 0

0 0 n

λ
λ

λ

− 
 − =
 
 − 

T

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯

 

 

1

2

n

λ
λ

λ

 
 
 =
 
 
 

t
⋮

 

 
Distribuciones cuyas transformadas de Laplace son e l recíproco de un polinomio.  Estas 
distribuciones  tienen transformadas de Laplace racional por definición y son, por lo tanto, 
distribuciones matriz exponenciales. 
 
4.3 Funciones de Distribución 
 
Definición 4.3.1:  Una función F  es la función de distribución de una variable no negativa X  si 
tiene las siguientes propiedades 
 

( )F x  es no negativa para 0x ≥  
 

( )F x es no decreciente para 0x ≥ ; es decir, si x y<  entonces ( ) ( )F x F y<  
 

F  es continua por la derecha; es decir, para 0x ≥ , 
0

lim ( ) ( )
h

F x h F x
+→

+ =  

 

( ) 0F x =  para 0x =  y lim ( ) 1
x

F x
→∞

=  

 
El siguiente lema simplifica la demostración del teorema de caracterización para distribuciones 
matriz exponenciales. 
 
Lema 4.3.1:  Sean a  y b  definidos de la siguiente manera: 
 

1 2( )na a a=a ⋯  

 

1 2( )nb b b=b ⋯  

 
Sea 
 

1
1 1( ) ...n n

n na s s a s a s a−
−= + + + +  
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y 
 

1 2 1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

n n na a a a− −

 
 
 
 =
 
 
 − − − − 

T

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯

⋯

.                                    (4.3.1) 

 
Si, para 0x >  
 

( ) exp( ) 0f x x= ≥b T s                                                   (4.3.2) 
 
y 
 

0
( )f x dx

∞
< ∞∫ ,                                                       (4.3.3) 

 
entonces existe una raíz de ( )a s  de la parte real que es real y negativa. 
 
Demostración:  Sean 1 2, , , qξ ξ ξ…  las distintas raíces de ( )a s  con sus respectivas multiplicidades 

1 2, , , qn n n… . Supongamos sin pérdida de generalidad que 1 2( ) ( ) ( )qξ ξ ξℜ ≤ ℜ ≤ ≤ ℜ… . 

Supongamos por contradicción que no existe una de ( )a s  de la parte real que sea real. Entonces 

existirá r  con 1
2

q
r  ≤ ≤   

, pares complejos conjugados que son las raíces de la parte real. Para 

2 1, 2 2, ,j q r q r q= − + − + … , están dados por 

 

j jiξ γ β= +  

 
donde γ  y 0jβ ≠  son reales. Notemos que para 2 1, 2 2, , 1j q r q r q= − + − + −… , 

1 0j jβ β += − >  sin pérdida de generalidad, y todos los jβ ´s son distintos. Las raíces restantes 

1 2 2, , , q rξ ξ ξ −… , tienen parte real menor que γ . 

 
Entonces las raíces de ( )a s  son idénticos a los valores propios de T ; por lo tanto, tenemos que  
 

2
( )

2 1 1

( ) ( ) ( )j j

q q r
i u u

j j
j q r j

f u P u e P u eγ β ξ
−

+

= − + =

= +∑ ∑  

 
donde para 1,2, ,j q= … , ( )jP u  son todos los posibles polinomios complejos de grado 1jn − . 

Sea 2 1 2 2máx( , , , ) 1q r q r qn n n n− + − += −… . Consideremos 

 
2

( )

2 1 1

( ) ( ) ( )j j

q q r
i u un u n n

j j
j q r j

u e f u u P u e u P u eβ γ ξγ
−

− −− − − −

= − + =

= +∑ ∑  



 68 

Ahora para cualquier 1 0ε > , existe una 1 0K >  tal que, para 1u K> , 

 
2

( )
1

1

( ) j

q r
un

j
j

u P u e γ ξ ε
−

− −−

=

<∑                                                 (4.3.4) 

 
entonces, para 1,2, , 2j q r= −… , ( )jγ ξ> ℜ . También, para cualquier 2 0ε > , existe una 

2 0K >  tal que, para 2u K> , 

 

2
2 1 2 1

( ) j j

q q
i u i un

j j
j q r j q r

u P u e A eβ β ε−

= − + = − +

− <∑ ∑                                   (4.3.5) 

 

donde, para 2 1, 2 2, ,j q r q r q= − + − + … , jA  es el coeficiente de nu  en ( )jP u .Ahora 

consideremos  
 

1

2 1 2 1
2

cos senj

q q
i u

j j j j j
j q r j q r

saltosde

A e B u C uβ β β
−

= − + = − +

= +∑ ∑                               (4.3.6) 

 
donde, para 2 1, 2 3, , 1j q r q r q= − + − + −… , jB  y jC  son reales. Consideremos la situación 

donde para 2 1, 2 3, , 1j q r q r q= − + − + −… , jβ  es racional, esto es 
j

j
j

r

s
β =  donde jr  y js  

son enteros. Ahora para cualquier 1 1 2máx( , )u K K> , existe un 2 1u u>  tal que 

 

2

1 2 1
saltosde2

cos sen 0
qu

j j j ju
j q r

B u C u duβ β
= − +

 
 + =
  
 

∑∫                                   (4.3.7) 

 
como el integrando es periódico. Eligiendo 
 

2 1 2 1 2 3 1 2q r q r qu u s s s π− + − + −= + ×…  

 
es suficiente. Entonces (4.3.6) no es idénticamente cero para 1 2u u u< < ; las funciones 

trigonométricas son todas linealmente independientes porque los jβ ´s son todos distintos y al 

menos uno de los jB ´s y jC ´s es distinto a cero entonces existe alguna 1 2máx( , )u K K>  con 

1 2u u u< <  y 3 0ε >  tal que 

 

3
2 1

2

cos sen
q

j j j j
j q r
saltosde

B u C uβ β ε
= − +

+ < −∑                                        (4.3.8) 

 
Si cualquier jβ  es un número irracional aproximando es arbitrariamente cercano por un número 

racional de la forma (4.3.8). 
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Ahora elegimos 1ε  y 2ε  tal que 1 2 3ε ε ε+ < . Esto puede ser logrado porque (4.3.7) ocurre para 

cualquier 1 1 2máx( , )u K K> . Ahora tenemos una 1 1 2máx( , )u K K> , con 1 2u u u< < , tal que 
2

( )

2 1 1

( ) ( ) ( )j j

q q r
i u un u n n

j j
j q r j

u e f u u P u e u P u eβ γ ξγ
−

− −− − − −

= − + =

= +∑ ∑  

 

                               2 1
2 1

( ) j

q
i un u

j
j q r

u e f u A e
βγ ε ε− −

= − +

< + +∑  

 

                              3 2 1( )n uu e f uγ ε ε ε− − < + +  

 

                              ( ) 0n uu e f uγ− − <  
 
La primera desigualdad ocurre de (4.3.4) y (4.3.5), y la segunda de (4.3.8). Así existe una 0u >  tal 
que ( ) 0f u < . Esto contradice (4.3.2), por lo tanto existe un cero de ( )a s  de la máxima parte real, 
que es real. 
 
Supongamos que existe un cero ( )a s  de la máxima parte real, que es real y no negativa. Sin 

pérdida de generalidad, sean estos ceros 0qξ σ= ≥ . El polinomio ( )a s  debe tener un número de 

ceros en los pares complejos conjugados cuya parte real es igual a σ . Sean el número de pares 

conjugados que son distintos de s , donde 
1

0
2

q
s

−≤ ≤ . Esto es, para 

2 , 2 1, , 1j q s q s q= − − + −… , 
 

j jiξ σ η= + , 

 
donde 0jη ≠  es real. Notemos que para 2 , 2 2, , 2j q s q s q= − − + −… , 1 0j jη η += − >  sin 

pérdida de generalidad. Los ceros restantes 1 2 2 1, , , q sξ ξ ξ − −… , todos tiene partes reales menores 

que σ . Tenemos que  
 

1 2 1
( )

2 1

( ) ( ) ( ) ( )j j

q q s
i u uu

q j j
j q s j

g u Q u e Q u e Q u e
σ η ξσ

− − −
+

= − =

= + +∑ ∑ ,                     (4.3.9) 

 
donde para 1,2, ,j q= … , ( )jQ u  es posiblemente un polinomio complejo de grado 1jη − . Si 

0σ >  entonces (4.3.9) diverge conforme u → ∞ . Si 0σ =  entonces (4.3.9) puede divergir, 
oscilar o aproximarse a una constante distinta de cero conforme u → ∞ . En cualquier caso (4.3.3) 
no se satisface. Esto es una contradicción y por lo tanto cualquier cero de ( )a s  de la máxima parte 
real debe ser también negativa. 
                                                                                                                                                            ■ 
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Teorema 4.3.1: Sea ( )f u , definida por (4.3.2) tal que (4.3.3) ocurre. Los vectores a  y b  

corresponden a una distribución matriz exponencial no trivial si y solo si 
 

( ) 0f u ≥  para 0u >  

 

1

1

0 1
b

a
< <  

 
existe un cero de ( )a s  de la máxima parte real tal que es real y negativa. 
 
Demostración: Supongamos que los vectores a  y b  corresponden a una distribución matriz 
exponencial no trivial. Si T  es definida por (4.3.1) entonces la distribución tiene una 
representación ( , )α T . La correspondiente función de distribución ( )F u , la cuál satisface las 

condiciones de la Definición 4.3.1 es de la forma (4.2.1). Tenemos que 
 

00
( ) ( )

u
F u f t dt α= +∫                                                  (4.3.10) 

 
donde 00 1α≤ ≤ . Entonces ( )F u  es no decreciente para 0u ≥ , ( ) 0f u ≥  para 0u > . 

 
4.4 Teoría de Renovación 
 
Consideraremos un proceso de renovación donde la distribución entre arribos B  es matriz 
exponencial con representación ( , , )α T s . 
 
Teorema 4.4.1: La densidad de renovación está dada por  
 

 ( )( ) iu t e += T sαα s                                                         (4.4.1) 
 
Demostración del Teorema 4.4.1 para distribuciones tipo fase: Consideremos el proceso de 
Markov por pedazos de los procesos de Markov terminales en los cuales los tiempos de vida son 
los tiempos entre los arribos. Entonces existen dos tipos de saltos en este proceso, los saltos en 
los procesos de Markov terminales y los saltos que surgen de los arribos. Entonces la transición del 
estado i  al j  toma lugar de dos maneras, cualquiera dentro del proceso de Markov terminal el 

cuál nos lleva a una intensidad ijt , o si un proceso de Markov termina en el estado i  y el siguiente 

proceso de Markov inicia en el estado j  el cuál nos lleva a una intensidad de i jt α . Por lo tanto la 

intensidad de transición del estado i  al estado j  es simplemente la suma de las intensidades 

ij i jt t α+ . Por lo tanto la matriz de intensidad está dada por +T sα , de ahí la matriz de transición 

está dada por exp{( ) }tP t= +T sα . Ahora, la densidad de renovación tiene la interpretación 

( )u t dt = probabilidad de una renovación en [ , )t t dt+ , entonces de acuerdo con la ley de la 
probabilidad total 
 

1

( )
p

t
j ji i

j

u t dt p t dtα
=

=∑  

 
entonces it dt  es la probabilidad de salir en el estado i  en el tiempo dt .                                        ■ 
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En el caso de las distribuciones matriz-exponencial ninguna interpretación probabilística parece 
inherente y esto puede ser por lo tanto inesperado. Sin embargo la prueba es más formal y está 
basada en el siguiente lema. 

Lema 4.4.1: 
1

1
1

( )
( )

1 ( )

s
s

s

−
−

−

− −− − − =
− − −
β I T s

β I T sα s
α I T s

  

 
Demostración: 
 

( ) 11 1 1 1( )
−− − − −+ = +A UBV A UB B BVA UB BVA  

 
con s= − −A I T , = −U s , =B I  y =V α . Tenemos que 
 

                                 1 1( ) ( )s − −− − − = −β I T sα s β A sα s  
 

( ){ }11 1 1 1 1( )s
−− − − − −− − − = + −β I T sα s β A A s I αA s αA s  

 

                                1 1 2
2

1

( )
1

s
γ γγ

γ
−− − − = +

−
β I T sα s  

 

                                1 2 1 2 1 2

1

( )
1

s
γ γ γ γ γ

γ
− − +− − − =

−
β I T sα s  

 

                                1 2

1

( )
1

s
γ

γ
−− − − =

−
β I T sα s  

 

donde 1
2γ −= βA s  y 1

1γ −= αA s  

 
Demostración del Teorema 4.4.1 . Por la definición de u es claro que la transformada es 
 

1

1
1

ˆ( ) ( )ˆˆ( ) ( )
ˆ 1 ( )1 ( )

n

n

b s s
u s b s

sb s

α
α

−∞

−
=

− −= = =
− − −−∑

I T s
I T s

 

 
También la transformada de (4.4.1) es 
 

1ˆ ( ) ( )nu s sα −= − − −I T sα s  
 
(las funciones están definidas al menos para 0ℜ <s ). Por el Lema 4.4.1 con =β α  se sigue que 

*ˆ ˆu u= . Por lo tanto *u u= . 
■ 

 
Ahora encontraremos la densidad de renovación de un proceso de renovación retrasado. 
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Corolario 4.4.1: Consideremos un proceso de renovación retrasado con 0( ) xb x eβ= T s  y 

( ) xb x e= Tα s , donde 0b  es la densidad retrasada y b  es la densidad entre los arribos. Entonces la 

densidad de renovación del proceso de renovación retrasado está dado por: 
 

( )
0( ) xu x e += T sαβ s . 

 
Demostración:  La transformada de un proceso retrasado está dada por  
 

1 0
0 0

1

ˆ
ˆ ˆˆ

ˆ1
i

i

b
u b b

b

∞
−

=

= =
−∑  

 

y usando el lema anterior junto con la transformada de Laplace de ( )xe +T sαβ s  obtenemos el 
resultado. 

■ 
 
Sea ξ t( )  el exceso de vida al tiempo t , i.e. al tiempo de espera hasta el siguiente arribo. 
 

Teorema 4.4.2:  ξ t( )  es matriz exponencial con representación ( , , )tβ T s  donde ( )t
t e += T sαβ α . 

Una representación alternativa es ( )( , , )te +T sαα T s . En el caso retrasado 0( ) xb x e= Tβ s , el mismo 

resultado ocurre con ( )t
t e += T sα
β β . 

 
Demostración: Primero demostraremos el Teorema 4.4.2. para las distribuciones tipo fase. 
Consideremos el proceso de Markov en el eje real positivo el cual está dado juntando los procesos 
de Markov de saltos terminales. Entonces, la matriz de transición del proceso es exp(( ) )t+T sα , 

así la distribución del proceso al tiempo t  es ( )t
t e += T sαβ β  ( =β α  en el caso no retrasado), y por 

lo tanto esta es la distribución inicial para un proceso de Markov terminal con matriz de intensidad 
T . 
 
Ahora demostraremos el Teorema 4.4.2 para el caso matriz exponencial. En el caso no retrasado, 
la distribución del exceso de tiempo de vida es fácilmente vista que cumpla la ecuación de 
renovación. 

 

                      P
0

( ( ) ) ( ) ( ) ( ( ) ) ( )
t

t z B t z B t t x z b x dxξ ξ≤ = + − + − ≤∫ P  

 
la cuál tiene una solución única 
 

P 
0

( ( ) ) ( ) ( ) ( ( ) ( )) ( )
t

t z B t z B t B t z x B t x u x dxξ ≤ = + − + + − − −∫ . 

 
Tomando la derivada con respecto a z  nos lleva a la densidad ( ) ( )tf zξ  de  ( )tξ como 

 

( ) 0
( ) ( ) ( ) ( )

t

tf z b t z u x b t z x dxξ = + + + −∫                                    (4.4.2) 
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ahora la integral es 
 

( )( )

0

t z x
t xe e dx+ −+
∫

TT sα
α sα s  

 
notemos que  
 

( ) ( ) ( )x xd
e e

dx
+ += +T sα T sα T sα  

 
entonces  
 

( ) ( ) ( )x x xd
e e e

dx
+ + += −T sα T sα T sαsα T  

 
Insertando esto y usando integración parcial 
 

        ( ) 0
( ) ( ) ( ) ( )

t

tf z b t z u x b t z x dxξ = + + + −∫  

 

        { } ( )( ) ( )
( ) 0

( ) ( ) t z x
t x xd

t dxf z b t z e e e dxξ
+ −+ += + + −∫

TT sα T sα
α T s  

 

        ( ) ( )( ) ( )
( ) 0 0

( ) ( ) t z x t z x
t tx xd

t dxf z b t z e e dx e e dxξ
+ − + −+ += + + −∫ ∫

T TT sα T sα
α s α T s  

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) 0 00

( ) ( ) t z x t z x t z x
t t tx x x

tf z b t z e e e e dx e e dxξ
+ − + − + −+ + + = + + + −  ∫ ∫

T T TT sα T sα T sα
α s α T α T s  

 

        ( )
( ) ( ) ( ) ( )zt
tf z b t z e e b t zξ

+= + + − +TT sα
α s  

 

        ( )
( ) ( ) zt
tf z e eξ

+= TT sα
α s  

 
Mostrando la representación alternativa, en lugar de escribir 
 

( ) 0
( ) ( ) ( ) ( )

t

tf z b t z u x b t z x dxξ = + + + −∫  

 
escribimos  
 

( ) 0
( ) ( ) ( ) ( )

t

tf z b t z b t z x u x dxξ = + + + −∫  

 
y usamos esto también 
 

( ) ( )( )x xd
e e

dx
+ += +T sα T sαT sα  
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Finalmente, en el caso retrasado condicionando antes de la última renovación antes del tiempo t  
obtenemos 
 

( ) 0 0
( ) ( ) ( ) ( )

t

tf z b t z u x b t z x dxξ = + + + −∫ . 

 
El resto de los cálculos son similares que en el caso no retrasado. 

■ 
 
Una distribución matriz-exponencial B  con representación ( , , )α T s  es defectuosa si la masa total 

1B −= −αT s  es menor que uno. Usualmente, esta es interpretada como una distribución que 

tiene un átomo con masa 11 1B −− = +αT s  en ∞ . Si esta masa perdida es reemplazada por 0 , 

llamaremos a la distribución cero-modificada. 
 
Corolario 4.4.2: El tiempo de vida ζ  de un proceso de renovación con distribución matriz-

exponencial defectuosa B  con representación ( , , )α T s  es matriz-exponencial cero-modificada 

con representación ( )( )1, , 1 −+ +α T sα αT s s . 

 
Demostración: En términos de la función de distribución G  y de la función de densidad g , 
tenemos  
 

( )G x = P ( )xζ > =P ( ) ( ) 1

0
( ( ) ) yx xx e e dy eζ

∞ + + −< ∞ = = −∫
TT sα T sα

α s α T s  

 
( ) 1 ( ) 1( ) ( ) (1 )x xg x e e+ − + −= + = +T sα T sαα T sα T s α αT s s . 

                                                                                                                                                            ■ 
 
4.4.1 Diagonalización 
 
Asmussen y Bladt (1997) presentaron un método el cual permite escribir +T αs  de forma diagonal 
y directamente obtener la función matriz exponencial necesitada para la densidad de renovación. 

La herramienta básica son las raíces de la ecuación ˆ[ ] 1B s− = . Escribimos 
( )ˆ[ ]
( )

q s
B s

r s
=  donde 

( )q s , ( )r s  son polinomios sin raíces comunes y extendiendo el dominio de definición al plano 

complejo entero con las raíces de ( )r s eliminadas. 

 
Por conveniencia supondremos que la representación es minimal. 
 
Lema 4.4.1.1: Si ( , , )α T s  es la representación minimal de B , entonces ningún valor propio λ  de 

T  puede ser solución de ˆ[ ] 1B λ− = . 
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Demostración: Supongamos que ( , , )α T t  es una representación minimal. Además supongamos 

que λ  satisface ˆ[ ] 1B λ− = . Tenemos que demostrar que λ  no es un valor propio de T . 
Supongamos lo contrario. Haciendo la descomposición de Jordan como en la demostración de la 
Proposición 4.2.3 podemos escribir 
 

1

1

ˆ[ ] ( )
m

i j i
i

B γ γ−

=

′ ′− =∑α J tɶ  

 

donde ( )
ii i ns s= −J J Iɶ . 

 

Por continuidad en una vecindad de λ  tenemos que ˆ[ ] 1B γ− →  conforme γ λ→ . Pero entonces 

λ  es un valor propio para T , digamos jλ , entonces conforme γ λ→  todas las entradas 

triangulares superiores de 1( )j γ−J  convergen a ∞ . Así debemos tener que 1( ) 0i j iγ−′ ′ =α J tɶ , pero 

entonces podemos escribir también 
 

1ˆ[ ] ( )
m

i j i
i j

B γ γ−

≠

′ ′− =∑α J t  

 
de la cuál se sigue que la dimensión de está representación es menor que la representación 
original ( , , )α T s , pero esto es imposible porque por hipótesis ( , , )α T s  es la representación 
minimal. 

■ 
 
Proposición 4.4.1.1: Supongamos que ( , , )α T s  es una representación minimal. Entonces λ  es 

el valor propio para la matriz +T sα  si y sólo si ˆ[ ] 1B λ− = . En este caso, los correspondientes 
vectores propios izquierdo y derecho están dados respectivamente por: 
 

1( )λ −= −r T I s                                                          (4.4.1.1) 
 

1( )λ −= −l α T I .                                                         (4.4.1.2) 
 
Demostración: Considere la ecuación ( ) λ+ =T sα h h . Entonces ( ) ( )λ− = − = − ⋅T I h sαh α h s  

donde “ ⋅ ” denota el producto escalar. Sea k = − ⋅c α h . Entonces 

 
                                             ( )λ = +h T sα h  
 

                                             1( )( ) kλ λ −= + −h T sα T I c s  

 

                                             1( )( ) kλ λ λ λ −= − + + −h T I I sα T I c s  

  

{ }1 1( ) ( ) kλ λ λ λ− −= + − + −h I T I sα T I c s  

 

                                            1( )k kλ λ λ −= + + −h c s h sα T I c s  
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que nos da  
 

1( ) k kλ −− = −sα T I c s c s . 

 
Entonces 0kc ≠ (por minimalidad), esta ecuación es equivalente a 

 
1( ) 1λ −− = −α T I s . 

 
Cálculos similares nos muestran que los vectores propios sugeridos son en verdad los vectores 
propios. 

■ 
 
El siguiente teorema da una fórmula general para la densidad de renovación. 
 

Proposición 4.4.1.2: Supongamos que la representación es minimal y la ecuación ˆ[ ] 1B s− =  tiene 

p  distintas soluciones 1 2, ,..., pλ λ λ  y sean kr , kl  definidos como en (4.4.1.1) y (4.4.1.2) con 

kλ λ= . Entonces la densidad de renovación puede ser escrita como 

 

1

( ) k

p
x

k
k

u x c eλ

=

=∑ , donde 
( )( )k k

k
k k

c
⋅ ⋅=

⋅
α r l s

l r
 

 
Demostración: Se sigue por las identidades de la diagonalización estándar 
 

1

p
k k

k
k k k

λ
=

+ =
⋅∑

r l
T sα

l r
,  

1

k

p
k k

k k k

e eλ+

=

=
⋅∑T sα r l

l r
 

                                                                                                                                                            ■ 
 
Esta proposición tiene algunas consecuencias inmediatas para la función de renovación 

0
( ) ( ) 1 ( )

x

tU x N u t dt= = + ∫E  y la varianza ( )tVar N  donde tN  es el número de renovaciones 

hasta el tiempo t . 
 

Proposición 4.4.1.3: Supongamos que la representación es minimal y la ecuación ˆ[ ] 1B s− =  tiene 

p  distintas soluciones 1 2, ,..., pλ λ λ , y sean kr , kl  definidos de la siguiente manera: 

 
1( )λ −= −r T I s  

 
1( )λ −= −l α T I  

 
con kλ λ= . Entonces la densidad de renovación puede ser escrita como 

 

1

( ) k

p
x

k
k

u x c eλ

=

=∑ , donde 
( )( )k k

k
k k

c
⋅ ⋅=

⋅
α r l s

l r
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Demostración:  Se sigue por la representación de la diagonalización estándar 
 

1

p
k k

k
k k k

λ
=

+ =
⋅∑

r l
T sα

l r
, 

1

k

p
k k

k k k

e eλ+

=

=
⋅∑T sα r l

l r
 

                                                                                                                                                            ■ 
 
Proposición 4.4.1.4:  Supongamos las condiciones de la Proposición 4.4.1.3 y tomamos 1 0λ = . 

Entonces la función de renovación y la varianza están dadas respectivamente por: 
 

( )1
2

( ) 1 1k

p
tk

j k

c
U t c t eλ

λ=

= + + −∑  

 

( )

( ) ( )

2

1 1 12
2 2 1 2

2

, , 1 2

2
( ) 2 4 2 1 2

2 1
( )

i i

j i i

p p p p
t ti i i i i i

t
i i i ii i i i i i

p
t ti j ti

i j i j ii j i i

c c c c c c
Var N c t c e c te

c c c
e e

λ λ

λ λ λ

λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ

= = = =

−

≠ > =

     
= − + + − − + − +     

     

 
− − −  

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

 

 
Demostración: El resultado acerca de la función de renovación se sigue por integración simple, 
mientras que la fórmula para la varianza se sigue de la fórmula 
 

2

0
2 ( ) ( ) ( )

t

tN U t x u x dx U t= − +∫ . 

                                                                                                                                                            ■ 
 
En este capítulo se mostraron las distribuciones matriz exponenciales, sus propiedades, 
características básicas y la función de distribución de las distribuciones matriz exponenciales. 
También se muestran los procesos de renovación donde la distribución entre arribos B  es matriz 
exponencial y el método que permite escribir +T αs  de forma diagonal y directamente obtener la 
función matriz-exponencial necesitada para la densidad de renovación. 
 
En el siguiente capítulo se dará a conocer la interpretación física que Bladt y Neuts (2003) ofrecen 
acerca de las distribuciones matriz exponenciales; así como también los principales resultados y 
propiedades que se derivan de esta interpretación. 
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Capítulo 5: Interpretación Física de las Distribuci ones Matriz Exponenciales 
 
5.1 Introducción 
 
Cualquier distribución matriz exponencial tiene una representación de la forma ),,( SeSα − . 

También es verdad; aunque no está explícitamente indicado que tal representación tiene 1=αe . 
Está representación es usada por Bladt y Neuts (2003) en su interpretación física de las 
distribuciones matriz exponenciales. 
 
Consideremos un sistema de m  contenedores cada uno con una marca en cero que pueden tener 
una cantidad positiva, negativa o nula de líquido. Se permite que el líquido fluya 
determinísticamente de contenedor a contenedor. Para ,,...,2,1 mi =  denotemos como Ri ∈α  a 

la cantidad inicial de líquido en el contenedor i . Tenemos un contenedor más, el contenedor 1+m  

el cual inicialmente contiene una  cantidad de líquido 1+mα  que satisface 10 1 <≤ +mα . 

Supongamos que 1... 11 =+++ +mm ααα .  

 
El líquido fluye del contenedor i  al contenedor j , con i≤1 , mj ≤ , ji ≠ , a una tasa constante 

RS ij ∈ . Esto significa que si el contenedor i  alcanza la cantidad ( )iv t  al tiempo t  entonces una 

cantidad ( )i ijv t S dt  fluye del contenedor i  al contenedor j  durante [ , )t t dt+  Para ,,...,2,1 mi =  

el líquido fluye al contenedor 1+m  con una tasa constante Rsi ∈ . Definimos, para ,,...,2,1 mi =  

 

∑
≠
=

−−=
m

ij
j

iijii sSS
1

.                                                      (5.1.1) 

 
Definimos mjiijS ,...,1,)( ==S . Sean los componentes del vector ))(),...,(()( 1 tvtvt m=v  la cantidad 

de líquido en los primeros m contenedores. Los componentes de )(tv  son funciones deterministas 

de t . Sea ),...,( 1 mαα=α  Se observa que is  es el i -ésimo componente de Se− . 

 
Proposición 5.1.1:  Para 0≥t , el vector )(tv  satisface que 

 
Svv )()( tt =′ , αv =)0( . 

 

Por lo tanto tet Sαv =)( . 
 
Demostración:  Obtenemos para mi ≤≤1 , 
 

∑∑
≠
=

≠
=

+
















−−=+
m

ij
j

jiji

m

ih
h

ihii dtStvdtsdtStvdttv
11

)(1)()( . 

 

La primera ecuación de la proposición se sigue de ∑
≠
=

−−=
m

ij
j

iijii sSS
1

 haciendo tender dt  a cero; 

mientras que la segunda es obvia.                                                                                                      ■ 
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Bladt y Neuts (2003) definieron un flujo válido con parámetros ),( Sα  como un flujo donde la 

cantidad de líquido en el contenedor 1+m  no decrece a través del tiempo y donde eventualmente 
todo el líquido fluye dentro del contenedor. 
 
Definición:  Un flujo ),( Sα  es válido si y sólo si la cantidad de líquido )(1 tvm+  en el contenedor 

1+m  al tiempo t , es una función no decreciente de t  y 1lim ( ) 1m
t

v t+→∞
= . 

 
Los flujos válidos existen. La representación ),( Sα  de una distribución matriz exponencial 

determina un flujo válido. En particular, si α  es no negativa y S  es un subgenerador, entonces 
),( Sα  es un flujo válido. Es decir, los parámetros de cualquier flujo válido corresponden a una 

distribución matriz exponencial. 
 
El resultado más importante que probaron fue que cualquier variable aleatoria matriz exponencial, 
con representación ( , )α S  con 1=αe , se distribuye como el tiempo de paro aleatorio de un flujo 

valido con parámetros ( , )α S . Esto es, el tiempo que toma a 1( )mv t+  alcanzar un nivel U  donde 

U  es una variable aleatoria uniforme en )1,0[ , se distribuye como una distribución matriz 

exponencial con representación ( , )α S  con 1=αe . 
 
Teorema 5.1.1:  Sea Y  una variable aleatoria con distribución matriz exponencial ),( Sα . 

Consideremos el flujo válido generado por ),( Sα . Sea ]1,0[∈x  y )(xT  el tiempo desde que el 

líquido comienza a fluir hasta que el contenedor 1+m  alcanza el nivel x . Entonces Y  se 
distribuye como )(UT  donde U  se distribuye como una variable aleatoria uniforme ]1,0[ . 
 
Demostración: El flujo que recibe el contenedor 1+m  durante el intervalo ),[ dttt +  es la 

cantidad de líquido en los primeros m contenedores en el instante t  por la tasa a la cual el líquido 
fluye al contenedor 1+m  de cada contenedor por el intervalo de tiempo dt . 
 

∑
=

=
m

k
kkt dtstvdtI

1

)(  

 
donde U  se distribuye como una variable aleatoria uniforme ]1,0[ ; la probabilidad de que U  esté 

contenida en el intervalo ))(),([ 11 dtItvtv tmm +++  es simplemente dtI t . Por lo tanto la densidad 

g  de )(UT  está dada por 
 

sdtedtstvdtIdttg t
m

k
kkt

S
α=== ∑

=1

)()(  

 
Por lo tanto )(UT  se distribuye como Y . 

■ 
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Proposición 5.1.2:  La función de distribución de una variable aleatoria F  que se distribuye matriz 
exponencial ),( Sα está dada por. 
 

eexF xSα−= 1)(  
 
donde e  es un vector columna de unos. 
 
Demostración: Para el flujo válido correspondiente a la distribución matriz exponencial ),( Sα los 

contenedores m,...,1  contendrán cada uno xeS
α  al tiempo x . El contenido total de los 

contenedores m,...,1  al tiempo x  es por lo tanto ee xS
α . Si el contenido de todos los 

contenedores suma 1, el contenido en el contenedor 1+m  al tiempo x  es entonces ee xS
α−1 . 

Por lo tanto xUT ≤)(  si y sólo si eeU xSα−≤ 1 , y 
 

( ) ( ( ) ) ( 1 ) 1x SxF x T U x U e e e eα= ≤ = ≤ − = −SαP P  
■ 

 
5.2 Cálculo con Flujos: Teoría de Renovación 
 
En la teoría de las distribuciones tipo fase, se construye la cadena de Markov con generador 

infinitesimal * = +Q S sα . Después de eliminar los estados superfluos, este generador puede ser 

siempre irreducible. El generador * = +Q S sα  es útil para derivar resultados teóricos de 
renovación con argumentos simples. Construimos un proceso aleatorio determinista por pedazos, 
llamado flujo con reinicio que juega un rol análogo en la teoría de renovación con distribuciones 
matriz exponenciales. 
 
Sean 1 2, ,...U U  una sucesión de variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas 

con distribución uniforme en el intervalo [0,1] . Sea ( )n nX T U=  el tiempo correspondiente de 

flujo del flujo válido correspondiente a alguna distribución matriz exponencial con 
parámetros ( , )α S  donde ( )T ⋅  es definido en el Teorema 5.1.1. Entonces el proceso de renovación 
con tiempos de arribo matriz exponencial puede ser modelado uniendo la secuencia de los flujos 
terminales. Esto genera un proceso de Markov  determinista por pedazos, donde los saltos 
corresponden a arribos ocurridos cuando el líquido del sistema se rellena a la cantidad inicial α . 
 
Consideremos un proceso de renovación representado por un flujo con reinicio. Sea ( )iU t el 

contenido del contenedor i  al tiempo t , y definimos ( )( ) ( )i iz t U t= E . Los m  vectores renglón 

( )tU  y ( )tz  tienen componentes ( )iU t  y ( )iz t  respectivamente. 

 
Lema 5.2.1: La densidad de renovación ( )tφ  puede ser expresada como sigue: 

 
( ) ( )t z tφ = s . 
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Demostración: 
 

                                            ( )( ) arribo en [ ,  ]t dt t t dtφ = +P  

 

( )( )( ) arribo en [ ,  ] ( )t dt t t dt U tφ = +E P  

 

                                            ( ) ( )k k
k

t dt U t s dtφ  =  
 
∑E  

 

                                            ( ) ( )k k
k

t dt z t s dtφ =∑ . 

 
Lema 5.2.2: Para 0t ≥ , el vector ( )z t  está dado por 
 

( )( ) expz t t= +  α S sα . 

 
Demostración 1: En el evento donde el flujo original que inició al tiempo 0  hasta el tiempo t , el 
contenido esperado del vector es exp( )tα S . En el evento complementario donde ha habido un 

flujo que reinicia en [0, )t , condicionando en el tiempo u  del primer reinicio, la contribución del 

vector esperanza ( )z t  está dado por: 

 

[ ]
0

exp ( ) ( )
t

t u u du−∫ α S sz . 

 
Por lo tanto, 
 

[ ]
0

( ) exp( ) exp ( ) ( )
t

z t t t u u du= + −∫α S α S sz . 

 
Consideramos la matriz ( )tV  definida por  
 

[ ]
0

( ) exp( ) exp ( ) ( )
t

t t t u u du= + −∫V S S sz . 

 
Multiplicando por exp( )t−S  y diferenciando nos conduce al sistema lineal de ecuaciones 
diferenciales 
 

( ) ( ) ( )t t t′ = +V SV sz , con (0) =V α  
 
Reemplazando ( )tz  por ( )tαV , e integrando obtenemos el resultado. 

■ 
 
Demostración 2: Fijamos un tiempo t . En el evento A  donde no hay arribos en [ , )t t dt+ , 
tenemos que 
 

( )( )1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k A k j jk k kj k k
j k j k

U t dt t U t U t S dt U t S dt U t s dt
≠ ≠

+ = + − −∑ ∑UE  
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cuando el desarrollo de ( )kU t  en A  es determinista y el contenido del contenedor k  al tiempo 

t dt+  es el contenido del tiempo t  más el flujo neto. Tomando la esperanza, 
 

( )( )1 ( ) ( ) ( ) ( )k A k j jk k kj k k
j k j k

U t dt z t z t S dt z t S dt z t s dt
≠ ≠

+ = + − −∑ ∑E  

 

En el evento complementario, cA , habrá un salto en algún punto en [ , )t t dt+ . Aquí sabemos que 

la esperanza condicional ( )( ) ( )c
k kU t dt A o dtα+ = +E . Así 

 

               ( )kz t dt+ = E ( )1 ( ) 1 ( )cA k kA
U t dt U t dt+ + +  

 

               ( )kz t dt+ = E ( )1 ( ) ( )A kU t dt U t+ +  E ( ) ( )( ) c c
kU t dt A P A+  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k j jk k kj k k k j j
j k j k j

z t dt z t z t S dt z t S dt z t s dt z t s dtα
≠ ≠

+ = + − − +∑ ∑ ∑  

 

Entonces, si ii ij i
i j

S S s
≠

= − −∑ , tenemos que 

 

( ) ( ) ( ) ( )k k j jk i i k
j i

z t dt z t z t S dt z t s dtα+ = + +∑ ∑ . 

 
Esto nos lleva a las ecuaciones diferenciales  
 

( )( ) ( )k jk j k j
j

z t S s z tα′ = +∑ , 

 
para 1 k m≤ ≤ , cuya solución es 
 

( )( ) expz t t= +  α S sα . 

■ 
 
Teorema 5.2.1: La densidad de renovación ( )tφ  correspondiente a ( )F ⋅  está dada por 
 

( )( ) expt S tφ = +  α sα s . 

 
Demostración: Se obtiene al combinar los resultados de los dos lemas anteriores. 

■ 
 
En cuanto a distribuciones tipo fase podemos explotar la interpretación de flujos para obtener 
propiedades adicionales para procesos de renovación con tiempos entre arribos matriz 
exponenciales. Así fácilmente se obtiene el siguiente teorema. 
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Teorema 5.2.2: El tiempo de vida residual al tiempo x , xV , el cual es definido como el tiempo 

desde x  hasta el próximo arribo, tiene una distribución matriz exponencial con representación 
 

( )( )( )exp ,s xα +S S  

 
Demostración Si el contenido de los m  contenedores es ( )U x al tiempo x  y el próximo arribo 

ocurre en [ , )x y x y dy+ + + , entonces del tiempo x  al x y+  el líquido fluye de manera 

determinista, entonces el contenido de los contenedores al tiempo x y+  es ( ) exp( )U x yS . Así la 

probabilidad de renovación en [ , )x y x y dy+ + +  dado ( )U x , es ( ) exp( )U x y dyS s . Por lo tanto 

 

( )( ) ( )0( [ , )) [ , ) ( ) ( ) exp( )x xV y y dy V y y dy U x U x y dy∈ + = ∈ + = S sP E P E  

 

                 P 0( [ , )) ( ) exp( )xV y y dy z x y dy∈ + = S s . 

■ 
 
5.3 Modelo de Teoría del Riesgo 
 
A continuación daremos una pequeña descripción del modelo de Asmussen y Bladt (1999) . 
 
La reserva de riesgo al tiempo t  de un fondo de seguro es tR , con 0 0R u= > . La reserva crece a 

una tasa ( )p r  la cual depende de la reserva actual r , y es equivalente a que, entre las 

reclamaciones, la reserva se desarrolla determinísticamente como ( )t t

d
R p R

dt
  = 
 

. La reserva 

decrece por saltos iguales al tamaño de las reclamaciones. Suponemos que el tamaño de las 
reclamaciones sucesivas es independiente con la misma distribución común ( )B ⋅ . 

 
Supongamos que ( )B ⋅  es una distribución matriz exponencial con parámetros ( , )α S  y es 
representada por el correspondiente flujo válido. Supongamos que las reclamaciones llegan 
conforme a un proceso Poisson homogéneo con parámetro β . El monto de las reclamaciones 
corresponde a la duración del flujo. Correspondiendo a cada punto en el salto hacia abajo de la 
reclamación, hay un vector de contenidos bien definido en el modelo de flujo. Denotaremos por 

( )iv u  a la cantidad esperada de líquido en el contenedor i  en el primer momento que descienda 

del nivel u , condicional en la reserva al tiempo 0  siendo u . 
 
Teorema 5.3.1: Para 0u >  y 1 i m≤ ≤ , las cantidades ( )iv u satisfacen el sistema de ecuaciones 

diferenciales no lineales 
 

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
m m

i i i j j j ji
j j

p u v u v u p u v u s p u v u Sβα β
= =

 
′− = + − + 

 
∑ ∑               (5.3.1) 

 
Demostración: Tomaremos en cuenta todo lo que puede ocurrir en [0, )dt .Con probabilidad dtβ , 

habrá una reclamación en este intervalo. En este caso u  inmediatamente desciende por debajo 

del nivel de u  y el contenido de i  a ese tiempo es iα . Con la probabilidad del evento 
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complementario 1 dtβ− , que no haya algún arribo en [0, )dt  y la reserva crece a ( )u p u dt+ . 

Para que exista un descenso por debajo del nivel de u , debe existir un descenso por debajo del 
nivel de ( )u p u dt+ . Consideremos la reclamación que resulta en el primer descenso por debajo 

de ( )u p u dt+ . Existen dos alternativas: que el modelo del flujo para la reclamación termine en 

[ , ( ) )u u p u dt+  o que continúe y también descienda por debajo del nivel u . 
 
Consideremos el caso en el cual el modelo del flujo para la reclamación termine en 

[ , ( ) )u u p u dt+ . Sea 1
kU  el contenido del contenedor k  sobre el nivel ( )u p u dt+  y sea 

( )1 1 1
1 ,..., mU U=U . Entonces la probabilidad de que ocurra este caso es la probabilidad de que el 

descenso se detenga en ( , ( ) ]u u p u dt+  
 

E
1 ( ) ( ( ) ) ( )k k k k

k k

U s p u dt v u p u dt s p u dt
  = + 
 
∑ ∑ . 

 
Condicionando en este evento, el contenido esperado del contenedor i  hasta que descienda del 

nivel u  es simplemente ( )iv u  y el proceso esencialmente inició sobre el nivel u . En el otro caso 

calculamos el evento A  que el proceso cruce por debajo del nivel u . Condicionando en el 

contenido 1U  del nivel ( )u p u dt+  obtenemos que en A  el contenido cuando cruce por debajo 

del nivel u  del contenedor i , 2
iU , debe satisfacer 

 

E ( )2 1 1 1 1 11 ( ) ( ) ( )i A i j ji i ij i i
j i j i

U U U S p u dt U S p u dt U p u dts
≠ ≠

= + − −∑ ∑U . 

 
Tomando esperanzas obtenemos  
 

( )( ) ( ) ( )2 1 1 1 1 11 ( ) ( ) ( )i A i j ji i ij i i
j i j i

U U U S p u dt U S p u dt U p u dts
≠ ≠

   
= + − −   

   
∑ ∑UE E E E E E  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 1 11 ( ) ( ) ( )i A i j ji i ij i i
j i j i

U U U S p u dt U S p u dt U p u dts
≠ ≠

= + − −∑ ∑E E E E E  

 

( )21 ( ( ) ) ( ( ) ) ( ) ( ( ) ) ( ) ( ( ) ) ( )i A i j ji i ij i i
j i j i

U v u p u dt v u p u dt S p u dt v u p u dt S p u dt v u p u dt p u dts
≠ ≠

= + + + − + − +∑ ∑E  

 

( )21 ( ( ) )(1 ( ) ) ( ( ) ) ( )i A i ii j ji
j i

U v u p u dt S p u dt v u p u dt S p u dt
≠

= + + + +∑E  

 

( )2

1

1 ( ( ) ) ( ( ) ) ( )
m

i A i j ji
j

U v u p u dt v u p u dt S p u dt
=

= + + +∑E . 
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Ahora agregando las contribuciones al contenido esperado de i , tenemos que  
 

1 1

( ) (1 ) ( ( ) )( ( ) ) ( ( ) ) ( ) ( )
m m

i i j ji ji j j i
j j

v u dt dt v u p u dt p u dtS v u p u dt s p u dt v uα β β δ
= =

 
= + − + + + + ⋅ ⋅ 

 
∑ ∑

 
(5.3.2) 

 
para 1 i m≤ ≤ . Ahora usando ( ( ) ) ( ) ( ) ( )j j jv u p u dt v u v u p u dt′+ = +  y simplificando, obtenemos 

(5.3.1). 
 
Sea ahora ( )uψ  la probabilidad condicional que, comenzando en u , la reserva eventualmente 

cruce el nivel 0 . En términos de las funciones ( )iv u , la probabilidad de ruina ( )uψ  puede ser 

obtenida de la siguiente manera: 
 

Teorema 5.3.2: La probabilidad de ruina está dada por  
1

( ) ( )
m

i
i

u uψ λ
=

=∑ , donde las funciones 

( )j uλ  son soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales 

 

1 1

( ) ( ) ( ) ( )
m m

i j i j j ji
i j

t t v u t s t Sλ λ λ
= =

′ = − +∑ ∑                                    (5.3.3) 

 
para 1 i m≤ ≤  y sujeto a (0) ( )i iv uλ =  

 
Demostración: 
 
Comenzando en el nivel u , consideramos la primera reclamación cuando el proceso llega por 
primera vez por debajo del nivel u . Existen dos alternativas. El primer toma toda la trayectoria del 
proceso por debajo de 0  o la reserva después de la reclamación es 0u u′− > , donde u′  es el 
monto causado por la reclamación. En el último de los casos, repetimos el procedimiento iniciando 
con reserva u u′−  y posiblemente obtenemos un segundo punto u u u u u u′′ ′ ′ ′′− = − + −  donde 
u′′  es el monto de la primera reclamación la cual cruzó por debajo del nivel u u′− . Continuando 
de esta manera descomponemos la trayectoria que nos conduce a la ruina de acuerdo con los 
valores sucesivos de , ,u u′ ′′… . Nos referimos a la variable independiente generada por , ,u u′ ′′…  
como el tiempo virtual para distinguirlo del tiempo real del proceso de riesgo. 
 
Juntamos los flujos correspondientes a los sucesivos trayectorias por debajo de u . En el modelo 
de riesgo con reserva inicial u , la ruina ocurre si y sólo si esta concatenación de trayectorias por 
debajo de u  dura al menos hasta el tiempo virtual u . 
 
Para 0t ≥ , sea ( )jU t  el contenido del contenedor al tiempo virtual t  y ( )j tλ  la cantidad 

esperada del contenedor j . Sea 1( ) ( ( ),..., ( ))mt U t U t=U . Sea A  el evento en el que el flujo 

actual al tiempo virtual t  continua hasta [ , )t t dt+ . Entonces 
 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 ( ) ( ) , ( )C C
i i A iU t dt t U t dt t U t A A t+ = + +U U U UE E E P        (5.3.4) 
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En A  y condicionando sobre ( )tU  obtenemos que 

 

( )( )1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i A i j ji i ij i i
j i j i

U t dt t U t U t S dt U t S dt U t s dt
≠ ≠

+ = + − −∑ ∑UE  

 

                    ( )
1

( )1 ( ) ( ) ( )
m

i A ij ji j
j

U t dt t S dt U tδ
=

+ = +∑UE . 

 
Para el evento complementario, 
 

( )( ) ( )C
j j

j

A t U t s dt=∑UP  

 
mientras que 
 

( )( ) , ( ) ( )C
i iU t dt A t v u t+ = −UE  

 
entonces el tiempo virtual t  corresponde al nivel u t−  de la reserva. 
 
Introduciendo estas expresiones en (5.3.4) y tomando esperanzas obtenemos que 
 

1

( ) ( )[ ( )]
m

i j ji ji j i
j

t dt t S dt s dt v u tλ λ δ
=

+ = + + ⋅ −∑ , para 1 i m≤ ≤ .                (5.3.5) 

 
Para flujos válidos, la suma de los contenidos al tiempo virtual t  de los contenedores i , 1 i m≤ ≤ , 

es precisamente la probabilidad que el flujo no haya terminado. Por lo tanto, 
1

( )
m

j
j

uλ
=
∑  es la 

probabilidad que al tiempo virtual u  un flujo este activo. Esta es precisamente la probabilidad de 
ruina. 
                                                                                                                                                            ■ 
 
5.4 Procesos de Arribo Racionales  
 
Assmussen y Bladt (1997) desarrollaron una interpretación física para las distribuciones matriz 
exponenciales para los procesos de arribo racionales. Los procesos de arribo racionales son una 
extensión de los procesos de arribo Markovianos. Un proceso de arribo Markoviano es un proceso 
puntual Markoviano definido en un espacio de estados finito donde la transición entre estados sin 
un arribo o evento ocurrido es gobernada por una matriz D . Si α  es la distribución inicial de los 
estados entonces ( , , )α C D  es una representación del proceso de arribo Markoviano. Los 

procesos de arribo racionales son procesos puntuales que permiten tiempos entre arribos 
distribuidos matriz exponenciales. 
 
Consideremos lo siguiente. Sea una variable aleatoria X  definida en los números reales no 
negativos tiene función de distribución F . Para 0t ≥ , sea ( ) ( ) ( )tF x F x t F x= − −  la distribución 

del tiempo de vida residual X t− . Si ( )span F  denota el vector espacio de medida, consistente en 

todas las combinaciones lineales de tF , donde 0t ≥ , entonces tenemos que una distribución F  

es una distribución matriz exponencial si y solo si ( )span F  es finito dimensional.  
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La dimensionalidad finita permite representar un proceso de arribo racional como un proceso de 
Markov determinista por pedazos de dimensión p 1 2( ) ( ( ), ( ), , ( ))pt A t A t A t=A … , donde 0t ≥ . 

Un proceso de Markov determinista evoluciona determinísticamente conforme a una ecuación 
diferencial multidimensional y a un tiempo aleatorio los puntos cambian de estado. El espacio de 
estados es el conjunto de todos los posibles vectores ( )tA  donde 0t ≥ . Entre los saltos el 

proceso de Markov determinista por pedazos que representa el proceso de arribo racional 
evoluciona conforme a la ecuación diferencial 
 

( ( )) ( ) ( ( ) ) ( )
d

t t t t
dt

= −a a C a Ce a                                           (5.4.1) 

 
donde  1 2( ) ( ( ), ( ), , ( ))pt a t a t a t=a …  es el estado del proceso al tiempo 0t ≥  con ( ) 1t =a e . La 

solución de la ecuación diferencial (5.4.1), la cual esta definida para 0t ≥ , está dada por 
 

(0)exp( )
( )

(0)exp( )

t
t

t
= a C

a
a C e

 

 
Cuando el proceso de Markov determinista por pedazos esta en el estado ( )ta , un salto aleatorio 

ocurre con intensidad ( )ta D . Si el salto ocurre cuando *t t=  el proceso evoluciona 
determinísticamente conforme a (5.4.1) entonces inicia de nuevo con  
 

*

*

( )

( )

t

t

a D
a De

 

 
como el estado inicial.  
 
Asmussen y Bladt (1999) representan la evolución de un proceso de arribos racional con una 
representación de orbitas, esto es, como una trayectoria en el subespacio ( 1)p −  dimensional 

1 2 1px x x+ + + =…  de p
ℝ  gobernado por la ecuación paramétrica ( ) ( )t t=x A . La trayectoria 

entera ( )tx , para 0t ≥ , es una sucesión de orbitas en las cuales el vector ( )tx  satisface (5.4.1). 

Cuando un salto ocurre la trayectoria cambia a otra órbita. Si el proceso de arribos racional es un 
proceso de renovación la trayectoria reiniciará en la misma órbita en el mismo punto inicial después 
de cada salto. 
 
En los procesos de arribos racionales si el estado del proceso al tiempo t , esto es, ( )ta  es 
conocido, la evolución futura es independiente del pasado. 
  
A continuación daremos una interpretación física de los procesos de arribo racionales. Sean C  y 
D  las matrices de coeficientes de un proceso de arribo racional junto con el vector de contenido 
inicial. Entonces, con =s De , la densidad conjunta ng  para los primeros n  tiempos entre arribos 

es  
 

1 1 2( , , ) exp( ) exp( ) exp( )n n ng x x x x x= α C D C D D C s… … . 
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Ahora consideremos el siguiente esquema de flujo. Inicialmente, los contenedores 1, , m…  

contienen niveles 1, , mα α… . La tasa de flujo entre los contenedores son los elementos de C . Así 

también existe un flujo creciente que entra al contenedor 1m + . El flujo del contenedor i  al 

contenedor 1m +  es ( ) ( )i i is = − =Ce De . Cuando un flujo se detiene debido a un arribo y el 

vector contenido de contenedores 1, , m…  justo antes el arribo es β , entonces los contenedores 

son rellenados al vector contenido 
( )

βD
βDe

. Este esquema de flujo nos provee una interpretación 

física de los procesos de arribo racionales. Consideremos los flujos como fueron descritos. 
Entonces, 
 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )1

2 1 2 2 2 1 2 1 2 1
1

exp
, exp exp

exp

x
g x x g x x g x x x

x
= = ⋅

α C D
C s α C s

α C De
 

 

                 ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2, exp expg x x x x= α C D C s  

 
Por inducción, la densidad conjunta de los primeros n  tiempos entre arribos en el esquema de 

flujo ng  es 

 

( ) ( ) ( )1 1, , exp expn n ng x x x x= α C D D C s… …  

■ 
 
En este capítulo se mostró la interpretación física que Bladt y Neuts (2003) ofrecen acerca de las 
distribuciones matriz exponenciales definiendo el flujo válido para poder definir la relación entre Y  
que es una variable aleatoria con distribución matriz exponencial ),( Sα y )(UT  donde U  se 

distribuye como una variable aleatoria uniforme ]1,0[ . También se mostraron resultados 

importantes sobre los procesos de renovación con tiempos de arribo matriz-exponencial modelados 
como secuencias de flujos terminales 
 
También se mostró el modelo de riesgo que Asmussen y Bladt (1999) modelaron bajo la 
interpretación física de flujos y la interpretación física para los procesos de arribo racionales con 
una representación de orbitas. 
 
En el siguiente capítulo se mostrarán las distribuciones matriz exponenciales multivariadas como 
una extensión natural del caso univariado; así como también la teoría de renovación. 
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Capítulo 6: Distribuciones Matriz Exponenciales Mul tivariadas 
 
6.1 Fracciones Continuas 
 
Una fracción continua es una expresión de la forma 
 

1
0

2
1

3
2

3

c
d

c
d

c
d

d

+
+

+
+…

. 

 
Es conveniente usar una notación más compacta 
 

1 2 3
0

1 2 3

c c c
d

d d d
+ + + +⋯  

 
Se dice que una fracción continua es finita si la suma de arriba contiene un número finito de 
términos. De interés particular para nuestro análisis son las fracciones C -continuas, las cuales 
tienen expresiones de la forma 
 

31 2
31 2

1
1 1 1

rr r c sc s c s
+ + + +⋯  

 
Si consideramos la función generadora de momentos ( )M s  de una variable aleatoria distribuida 
matriz exponencial, entonces su expansión en serie de potencias es 
 

2
1 2( ) 1M s s sµ µ= + + +…  

 

donde iµ  esta definida como 
!
i

i

M

i
µ = , 0,1,i = …  

Notemos que 0iµ >  para toda i . De acuerdo con Perron (1957), cualquier serie de potencias con 

término constante 1 corresponde únicamente a una fracción C -continua. Si además la serie es 
una expansión en series de potencias de una función racional, entonces la correspondiente 
fracción continua es finita. Por lo tanto son tratables las fracciones C -continuas, donde 1ir =  para 

toda i  
 
Lema 6.1.1 : Sea ( )M s la función generadora de momentos de una variable aleatoria distribuida 

matriz exponencial. Entonces la expansión en series de potencias de 2
1 2( ) 1M s s sµ µ= + + +…  

corresponde únicamente a una fracción C -continua. 
 
Demostración : Sabemos por Perron (1957) que existe una fracción C -continua finita, entonces lo 

que tenemos que demostrar es que 1ir =  para toda i . 
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Por lo tanto  
 

1
2 1

0 1 2
1

( ) 1 1
( )

rc s
B s s s

B s
µ µ= + + + = +… , 

 
 
donde 
 

32
32

1( ) 1
1 1 1

r rr c s c sc s
B s

υ
υ= + + + +⋯ . 

 
El primer término de la expansión en series de potencias 0( ) 1B s −  es 1sµ . Por lo tanto 1ir = . Así 

 

1
1 2

0 1 2

( ) 1
( )

( ) 1 1

s
B s

B s s s

µ
µ µ

= =
′ ′− + + +…

, 

 

donde 
1

0i
i

µµ
µ

′ = ≠  para toda i . Entonces el primer término en la expansión en series de 

potencias de 1( ) 1B s −  es otra vez de primer orden. Continuando de esta forma hasta que 

obtenemos que ( ) 1B sυ = probamos el resultado. 

■ 
 

Para cualquier fracción continua nos podemos aproximar a ella por una de orden menor n , donde 
n υ<  para el caso finito, 
 

1 2 3
0

1 2 3

nn

n n

c c c cC
d

D d d d d
= + + + + +⋯ . 

 

La fracción finita n

n

C

D
 es llamada una aproximación a la fracción continua. El siguiente esquema de 

recursión es utilizado para las aproximaciones de diferentes órdenes 
 

1 2n n n n nC d C c C− −= +  

 

1 2n n n n nD d D c D− −= +  

 
con las siguientes restricciones 1 1C− = , 0 0C d=  y 1 0D− = , 0 1D = . Si aplicamos estas 

ecuaciones recursivas a las fracciones C -continuas obtenemos que los polinomios ( )nC s  y 

( )nD s  satisface  

 

1 2

1 2

1 2
1 0

( ) 1
j

j

n
j

n i i i j
j i i i n j

C s s c c c+ + +
= ≤ < < < < −

 
= +   

 
∑ ∑

…

…  
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1 2

1 2

1 2
1 1

( ) 1
j

j

n
j

n i i i j
j i i i n j

D s s c c c+ + +
= ≤ < < < < −

 
= +   

 
∑ ∑

…

… , 

 
donde asumimos que las sumas sobre conjuntos vacíos. Así podemos escribir  
 

2
2 ,1 ,2 ,( ) 1 n

n n n n nC s s s sα α α= + + + +…  

 
2

2 ,1 ,2 ,( ) 1 n
n n n n nD s s s sβ β β= + + + +…  

 
2

2 1 ,1 ,2 ,( ) 1 n
n n n n nC s s s sγ γ γ− = + + + +…  

 
2

2 1 ,1 ,2 ,( ) 1 n
n n n n nD s s s sδ δ δ− = + + + +…  

 
En particular tenemos que , 2 4 2n n nc c cβ = …  y , 1 3 2 1n n nc c cγ −= …  las cuales se convierten en 

expresiones útiles. 
 
Ahora consideremos la función generadora de momentos ( )M s y su expansión en serie de 
potencias en términos de los momentos reducidos. La expansión en potencias de la aproximación 

de k -ésimo orden es k

k

C

D
. Entonces los primeros k  términos de ambas series de potencias 

coinciden Perron (1957). Por lo tanto podemos escribir  
 

2 1
1 2 11 k kk

k k
k

C
s s s s

D
µ µ µ µ +

+= + + + + + +ɶ… … , 

 
donde iµɶ  son algunas constantes. Ahora insertando la expresión de arriba para ( )kC s  y ( )kD s  

con 2k n=  y 2 1k n= −  tenemos que 
 

,1 , 2 2 1
1 2 2 1

,1 ,

1
1

1

n
n n n n n

n nn
n n n

s s
s s s

s s

α α
µ µ µ

β β
+

+

+ + +
= + + + + +

+ + +
…

ɶɶ… …
…

                   (6.1.1) 

 

,1 , 2 1 2
1 2 1 2

,1 ,

1
1

1

n
n n n n n

n nn
n n n

s s
s s s

s s

γ γ
µ µ µ

δ δ
−

−

+ + +
′= + + + + +

+ + +
…

ɶɶ… …
…

 

 
Podemos ahora resolver para las constantes ,n iα , ,n iβ , ,n iγ  y ,n jδ , 1, ,i n= … , 1, , 1j n= −… ; 

multiplicando los numeradores de las fracciones por el lado derecho de la ecuación e igualando los 

coeficientes de los términos is , 1, 2, ,2i n n n= + + … .  
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Obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones 
 

1 1 , 2 , 1 ,10 n n n n n n nµ µ β µ β µ β+ −= + + + +…  

 

2 2 , 3 , 1 1 ,10 n n n n n n nµ µ β µ β µ β+ − += + + + +…  

⋮  

2 , 1 , 1 2 1 ,10 n n n n n n n n nµ µ β µ β µ β+ − −= + + + +…  

 
que es lo mismo que 
 

1 1 , 2 , 1 ,1n n n n n n nµ µ β µ β µ β+ −− = + + +…  

 

2 2 , 3 , 1 1 ,1n n n n n n nµ µ β µ β µ β+ − +− = + + +…  

⋮  

2 , 1 , 1 2 1 ,1n n n n n n n n nµ µ β µ β µ β+ − −− = + + +… . 

 
Por la regla de Cramér, 
 

1 1

2 2 1

2 2 1
,

1 2

2 3 1

1 2 1

n n

n n

n n n
n i

n

n

n n n

µ µ µ
µ µ µ

µ µ µ
β

µ µ µ
µ µ µ

µ µ µ

+

+ +

−

+

+ −

−
−

−
=

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯ ⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯

. 

 
En particular, para ,n nβ  tenemos que 

 

1 1
, ( 1)n n

n n
n

ψβ
φ

− += − , 

 
donde nψ  y nφ  son los determinantes de Hankel definidos por 

 

1 2

2 3 1

1 2 1

n

n
n

n n n

µ µ µ
µ µ µ

φ

µ µ µ

+

+ −

=

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯

 y 

2 3

3 4 1

1 2 2

n

n
n

n n n

µ µ µ
µ µ µ

ψ

µ µ µ

+

+ −

=

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯

                           (6.1.2) 
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para toda 1,2,n = …  para nφ  y para 2,3,n = …  para nψ . Así 

 
1

, 1( 1)n
n n n nβ φ ψ−

+= − . 

 

Similarmente igualando para 2 1

2 1

( )

( )
n

n

C s

D s
−

−

. Tenemos que 

 
1

, ( 1)n
n n n nγ ψ φ−= − , 1,2,n = …  

 
con 1 1ψ = . 

 
Insertando las expresiones , 2 4 2n n nc c cβ = …  y , 1 3 2 1n n nc c cγ −= …  tenemos que 

 
1

2 4 2 1( 1)n
n n nc c c φ ψ−

+= −…  

 
1

1 3 2 1 ( 1)n
n n nc c c ψ φ−

− = −…  

 
Si la función generadora de momentos es una función racional de n -ésimo orden, entonces la 

fracción continua correspondiente tiene al menos 2n  términos distintos de cero 0 1c = , 

1 2 2, , , nc c c…  y 0cυ =  para 2nυ > . Entonces 1 0nφ + =  por la segunda ecuación y por lo tanto 

2 0nψ + =  por la primera ecuación. Por lo tanto todos los determinantes de Hankel de orden mayor 

0υφ =  para nυ >  y 0υψ =  para 1nυ > + . Además, podemos reescribir las constantes 

1 2, ,c c …  en términos de las matrices de Hankel definiendo 0 1φ =  y 

 

1 1c φ= , 1 1
2

n n
n

n n

c
ψ φ

ψ φ
+ −= − , 1

2
1

n n
n

n n

c
φ ψ
ψ φ

+

+

= −  

 
cuando los coeficientes sean distintos de cero. 
 
El término ,n nα  puede ser calculado similarmente considerando las mismas ecuaciones pero 

igualando de is , , 2, ,2 1i n n n= + −…  en lugar de is , 1, 2, ,2i n n n= + + … . Así tenemos que  
 

1 2

1 2 3 1

1 2 2 1
,

2 3

3 4 1

1 2 1

1 n

n

n n n n
n n

n

n

n n n

µ µ µ
µ µ µ µ

µ µ µ µ
α

µ µ µ
µ µ µ

µ µ µ

+

+ + −

+

+ −

=

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯
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Si la función generadora de momentos es una función racional de orden n , entonces ,n nα  es el 

coeficiente de ns  en el numerador y debe ser cero. Por lo tanto también hemos probado que el 
determinante de Hankel 
 

1 2

1 2 3 1

1 2 2 1

1 n

n
n

n n n n

H

µ µ µ
µ µ µ µ

µ µ µ µ

+

+ + −

=

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯

 

 
es cero cuando n  es el orden de la función racional. El rango de la matriz correspondiente a nH  

es 1n −  entonces el menor subdeterminante derecho es distinto de cero de acuerdo con el análisis 

previo. Por lo tanto 1 0nH − ≠  y por un argumento similar podemos concluir que 0mH ≠  cuando 

m n< . El orden de la distribución matriz exponencial puede ser verificando los determinantes 
siendo la primera vez que son distintos de cero. 
 
Teorema 6.1.1 : Consideremos una variable aleatoria X  con distribución matriz exponencial y con 

momentos reducidos 
( )

!

i

i

X

i
µ =
E

. Entonces la función generadora de momentos racional de X  

puede ser escrita como una fracción C -continua finita 
 

1 2 21
1 1 1

nc s c s c
+ + + +⋯ . 

 
Los coeficientes ic  pueden ser calculados en términos de los determinantes de Hankel (6.1.2) 

como sigue: 
 

1 1c φ= , 1 1
2

n n
n

n n

c
ψ φ

ψ φ
+ −= − , 1

2 1
1

n n
n

n n

c
φ ψ
ψ φ

+
+

+

= − , 

 
donde 0 1φ = . Los determinantes de Hankel 0mφ =  para m n>  y 0mψ =  para 1m n> + . 

 
6.2 Distribuciones Matriz Exponenciales Multivariad as 
 
Definiremos las distribuciones matriz exponenciales multivariadas como una extensión natural del 
caso univariado (Bladt y Nielsen. 2008) 
 

Definición:  Un vector aleatorio no negativo ( )1, , nX X=X …  de dimensión n  tiene una 

distribución matriz exponencial multivariada si la transformada de Laplace conjunta 

( )( ) exp ,L  = − s s XE �  es una función racional multidimensional, esto es, una fracción entre 

dos polinomios multidimensionales. Aquí ,⋅ ⋅  denota el producto punto en n
R  y ( )1, , ns s=s … . 

 



 95 

Teorema 6.2.1:  Un vector ( )1, , nX X=X …  tiene una distribución matriz exponencial multivariada 

si y solo si 
1

,
n

i i
i

a X
=

=∑a X  tiene una distribución matriz exponencial univariada para todos los 

vectores no negativos ≠a 0 . 
 
Demostración:  Supongamos que X  tiene una distribución matriz exponencial multivariada. 
Entonces usando 
 

( ) ( )exp , exp ,s s   − = −   a X a XE E  

 
Concluimos que el lado izquierdo de la ecuación es una función racional de s  entonces el lado 
derecho es, por definición, racional en sa . 
 

Ahora suponemos que ,a X  tiene una transformada de Laplace racional, y por lo tanto tiene 

función generadora de momentos, para toda ≠a 0  no negativa. Las dimensiones de las 

representaciones para ,a X  están restringidas para algunas m . Suponemos lo contrario. La 

dimensión de cualquier distribución no será afectada normalizando a  por ae . Entonces a  es no 

negativa y podemos restringir la atención al conjunto compacto { }: 1≥ =a 0 ae . Si la dimensión no 

está restringida entonces existe una sucesión 0n →a a  en el conjunto compacto tal que la 

dimensión correspondiente tiende a infinito, contradiciendo la hipótesis de que 0,a X  tiene una 

transformada de Laplace racional. En adelante asumiremos que las dimensiones de las 
representaciones son siempre de orden m , las cuales podrían ser no minimales. 
 

Sea 
( ),

( )
!

i

i i
µ =

a X
a
E

 los momentos reducidos de ,a X  como una función de a . Entonces 

( )iµ a  es una suma de monomios i -dimensionales en a . Por el Teorema 6.1.1 tenemos que la 

función generadora de momentos de ,a X  puede ser escrita como una fracción C -continua de 

orden a lo más 2m . Los determinantes de Hankel son de nuevo sumas de monomios en a . Por lo 
tanto, colapsando la fracción continua a una función racional concluimos que la función generadora 
de momentos y por lo tanto su transformada de Laplace es una función racional en a . El 

determinante de Hankel ( )nφ a  puede eliminarse, pero a lo más en un conjunto de medida cero. La 

continuidad de de la transformada de Laplace multidimensional nos asegura que los coeficientes 
de la transformada de Laplace univariada en el conjunto nulo es obtenido como un límite de los 
coeficientes de la transformada de Laplace univariada fuera de este conjunto. 
 
Se sigue que, las funciones ( )if a  y ( )ig a  son también funciones racionales en a . 

■ 

Corolario 6.2.1:  Sea ( )1, , nX X=X …  un vector que tiene una distribución matriz exponencial 

multivariada y sea A  una matriz no negativa de tamaño m n× . Entonces =Y AX  tiene una 
distribución matriz exponencial multivariada. En particular, todas las distribuciones marginales son 
de nuevo distribuciones matriz exponenciales. 
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Demostración : De acuerdo con el Teorema 6.2.1. Y es una distribución matriz exponencial 

mutivariada si y solo si ,b Y  tiene una distribución matriz exponencial para todos los vectores no 

negativos ≠b 0 . Ahora , ,=b AX bA X  y por lo tanto tiene una distribución matriz 

exponencial. 
■ 

 

Teorema 6.2.2:  Sea ( )1, , nX X=X …  un vector que tiene una distribución matriz exponencial 

multivariada. Entonces podemos escribir la función generadora de momentos para ,a X  como 

 
1 2

1 2 1
1

0 1 1

( ) ( ) ( ) 1

( ) ( ) ( ) 1

m m
m

m m
m

f s f s f s

g s g s g s

− −
−

−
−

+ + +
+ + +

a a a
a a a

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ
, 

 

donde los términos ( )if aɶ  y ( )ig aɶ  son sumas de monomios en a  de orden m i− . 

 

Demostración:  Por Teorema 6.2.1 sabemos que la función generadora de momentos de ,a X  

puede ser escrita como 
 

* 1 * 2 * *
1 2 1

* * 1 * *
0 1 1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

m m
m m

m m
m m

f s f s f s f

g s g s g s g

− −
−

−
−

+ + +
+ + +

a a a a
a a a a

, 

 

donde * ( )if a  y * ( )ig a  son sumas de monomios en a  de orden ( 1)m m i+ − . Para ver esto, 

notemos que el orden de los monomios de *
0( )g a  esta dado por la suma de los índices de la 

diagonal de 1mψ +  en (6.1.2) la cual es ( 1)m m + . Aquí * *( ) ( )m mf g=a a  son de orden 
2( 1)m m m m+ − = . La proposición del teorema es equivalente a la divisibilidad de todos los 

coeficientes * ( )if a  y * ( )ig a  por * ( )mf a . 

 
Dividiendo el numerador y denominador entre * ( )mf a  obtenemos la expresión 

 
1 2

21 2 1
1 21

0 1 1

( ) ( ) ( ) 1
1 ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 1

m m
m

m m
m

f s f s f s
s s

g s g s g s
µ µ

− −
−

−
−

+ + + = + + +
+ + +

a a a
a a

a a a

ɶ ɶ ɶ
…

ɶ ɶ ɶ
,                (6.2.1) 

 

Donde ( )if aɶ  y ( )ig aɶ  son ahora funciones racionales en a . Esta ecuación es similar a (6.1.1) con 

, 0m mα = , , ( )m i m ifα −= aɶ  y , ( )m i m igβ −= aɶ  la cual es resuelta considerando (6.1.2). 

 
Escribimos ( ) ( ) ( )i m i m ig P E− −= +a a aɶ  donde ( )m iP − a  es una suma de todo, si cualquier monomio 

de orden m i−  que aparece en la expresión para ( )ig aɶ  mientras ( ) ( ) ( )m i i m iE g P− −= −a a aɶ . Sea 

( )1 2( ) ( ), , ( )m m mµ µ+
′=µ a a a… , ( )n nφ φ= a  la matriz de Hankel (6.1.2) que ahora depende de a , 

( )1( ) ( ), , ( )m mP P=P a a a…  y ( )1( ) ( ), , ( )m mE E=E a a a… .  
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Entonces 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )m m m m mφ φ− = +µ a a P a a E a . 

 
Consideremos la j -ésima ecuación. Aquí ( )m j+µ a  es una suma de monomios de orden m j+  

que son los términos correspondientes de ( ) ( )m mφ a P a . Entonces ( ) ( )m mφ a E a  es racional en a  y 

no contiene monomios de orden m j+ , entonces concluimos al igualar coeficientes que 
 

( ) ( )m mφ =a E a 0  

 
Entonces ( )mφ a  es no singular y tenemos que ( )m =E a 0  y por lo tanto todos los términos ( )ig aɶ  

son sumas de monomios. De (6.2.1.) podemos ver que los términos ( )if aɶ  son sumas de 

monomios multiplicando ambos lados de la ecuación con el numerador e igualando coeficientes. 
■ 

 
Corolario 6.2.2:  El número de de momentos libres para , 2m n =  es a lo más  
 

Demostración:  Definimos los momentos reducidos cruzados, 
( )1 2

, ( ! !)

i j

i j

X X

i j
κ =

E
. En particular, 

,0iκ  y 0,iκ  son los momentos reducidos usuales de i -ésimo orden de 1X  y 2X  respectivamente. 

Entonces  
 

1 2 ,
0

i
j i j

i j i j
j

a aµ κ−
−

=

=∑ . 

 

Por el Teorema (6.2.2) sabemos que 2
2 1µ µ−  divide 3 1 2µ µ µ−  y 2

3 1 2µ µ µ−  respectivamente. 

Entonces existen constantes ,i jc , tal que 

 

( )( )2
3 1 2 1,0 1 0,1 2 2 1c a c aµ µ µ µ µ− = + −                                                 (6.2.2) 

 

( )( )2 2 2 2
2 1 2,0 1 1,1 1 2 0,2 2 2 1c a c a a c aµ µ µ µ− = + + −                                (6.2.3) 

 
Igualando coeficientes en (6.2.2) tenemos 
 

                                            ( )2
3,0 1,0 2,0 1,0 2,0 1,0cκ κ κ κ κ− = −  

 

                              ( ) ( )2
2,1 1,0 1,1 0,1 2,0 0,1 2,0 1,0 1,0 1,1 1,0 0,1c cκ κ κ κ κ κ κ κ κ κ− − = − + −  

 

                                            ( )2
0,3 0,1 0,2 0,1 0,2 0,1cκ κ κ κ κ− = −  

 

( ) ( )2
1,2 0,1 1,1 1,0 0,2 1,0 0,2 0,1 0,1 1,1 0,1 1,0c cκ κ κ κ κ κ κ κ κ κ− − = − + − . 
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Cuando 2
2,0 1,0κ κ≠  y 2

0,2 0,1κ κ≠  vemos que 1,2κ  y 2,1κ  están dadas únicamente en términos de 

otras κ ´s. La ecuación (6.2.3) establece una conexión entre 1,2κ  y 2,1κ , la cual es compatible con 

las restricciones de (6.2.2). 
 

Ahora, 2 3
2,0 1,0 3,0 1,0κ κ κ κ= ⇒ =  y 2 3

0,2 0,1 0,3 0,1κ κ κ κ= ⇒ = , lo cual completa la demostración. 

■ 
 

Basado en el Teorema 6.2.1 proponemos la siguiente definición de una distribución tipo fase 
multivariada. 
 

Definición:  Un vector ( )1, , nX X=X …  tiene una distribución tipo fase multivariada si ,a X  

tiene una distribución tipo fase univariada para todos los vectores no negativos ≠a 0 . 
 
La siguiente definición es una extensión natural de la estructura tipo fase multivariada de las 
distribuciones matriz exponenciales. 
 
Definición:  Sea MME* la subclase de las distribuciones matriz exponenciales multivariadas, donde 

,a X  tiene representación ( )( )( )1
, ,

−
∆γ Ka T t  donde γ , K , T  son vectores constantes y 

matrices y ( )( ) 1−
= − ∆t Ka Te . Decimos que ( , , )γ T K  es una representación MME* de la 

distribución multivariada. 
 
Es un problema abierto cuáles MME* son un subconjunto propio o igual que la clase de las 
distribuciones matriz exponenciales multivariadas. 
 
Teorema 6.2.3 : Existen distribuciones matriz exponenciales multivariadas donde cuyo orden es 
estrictamente menor que las MME* 
 
Demostración:  La prueba está basada en la inexistencia de una representación tridimensional 
MME* de Krishnamoorthy y Parthasaraty exponencial multivariada para 3n = . La distribución es 
definida a través de la transformada de Laplace conjunta 
 

1
( )

−+ ∆I R s  

 
donde R  es la matriz de correlación. Para encontrar un representación para 3m =  en MME*(3) 
primero parametrizamos  
 

1

1

1

ρ τ
ρ η
τ η

 
 =  
 
 

R  

 
Entonces 
 

                                      ( )2 2 2
0 1 2 3 1 2g a a a ρτη ρ τ η= + − − −ɶ  

 

( ) ( ) ( )( )2 2 2
1 1 2 1 3 2 31 1 1g a a a a a aρ τ η= − + − + −ɶ  
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                                      2 1 2 3g a a a= + +ɶ  

 

                                      1 0f =ɶ  

 

                                     2 0f =ɶ . 

 

Y la transformada de Laplace de ,X a  está dada por 

 

3 2 1
0 1 2

1

s g s g s g+ +ɶ ɶ ɶ
 

 
Suponemos ahora que tenemos una representación MME* ( , , )γ T K  para esta distribución en 

MME*. Es claro que tenemos que tener =K I . De la igualdad de la transformada de Laplace 
tenemos que 
 

2 2 2

1

1 2ρτη ρ τ η
−=

+ − − −
Τ  

 

11 12

2 2 2
21 22

1

1 2

T T

T T ρτη ρ τ η
=

+ − − −
 

 

11 13

2 2 2
31 33

1

1 2

T T

T T ρτη ρ τ η
=

+ − − −
 

 

22 33

2 2 2
32 33

1

1 2

T T

T T ρτη ρ τ η
=

+ − − −
 

 
2

11 2 2 2

1

1 2
T

η
ρτη ρ τ η

−=
+ − − −

 

 
2

22 2 2 2

1

1 2
T

τ
ρτη ρ τ η

−=
+ − − −

 

 
2

33 2 2 2

1

1 2
T

ρ
ρτη ρ τ η

−=
+ − − −

 

 

( ) 12 13 11 1311 12
1 2 1 2

22 23 21 2321 22

0
T T T TT T

T T T TT T
γ γ γ γ+ − + =  

 

( ) 11 13 12 13 11 12
1 3 1 3

31 33 32 33 31 32

0
T T T T T T

T T T T T T
γ γ γ γ+ + + =                            (6.2.4) 
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( ) 22 23 21 23 21 22
2 3 2 3

32 33 31 33 31 32

0
T T T T T T

T T T T T T
γ γ γ γ+ + − =  

 

( )1 11 12 13 0T T Tγ + + =  

 

( )2 21 22 23 0T T Tγ + + =  

 

                                                             ( )3 31 32 33 0T T Tγ + + = . 

 
Debemos tener al menos una 0iγ ≠ . Debido a la simetría podemos eliminar sin pérdida de 

generalidad 1 0γ ≠ . Entonces tenemos que ( )11 12 13 0T T T+ + = . Ahora denotemos los 

coeficientes de jγ  en la i -ésima ecuación de (6.2.4) por ijC . Tenemos 

 

11 11 22 12 21 12 23 13 22C T T T T T T T T= − − +  

 

12 11 22 12 21 11 23 13 21C T T T T T T T T= − + −  

 

21 11 33 13 31 12 33 13 32C T T T T T T T T= − + −  

 

23 11 33 13 31 11 32 12 31C T T T T T T T T= − + −  

 

32 22 33 23 32 21 33 23 31C T T T T T T T T= − + −  

 
                                                  33 22 33 23 32 21 32 22 31C T T T T T T T T= − − + . 

 
Sustituyendo 11 12 13T T T= − −  en las primeras cuatro ecuaciones tenemos 

 

                                                   ( )11 12 21 22 23C T T T T= − + +  

 

( )( )12 12 13 21 22 23C T T T T T= − + + +  

 

                                                   ( )21 13 31 23 33C T T T T= − + +  

 

                                                   ( )( )23 12 13 31 32 33C T T T T T= − + + + . 

 
Como 1 12 3 23 0C Cγ γ= =  tenemos que  

 

( )1 11 1 12 21 22 23 0C T T T Tγ γ= + + =  

 

                                                    ( )1 21 1 13 31 23 33 0C T T T Tγ γ= + + = . 
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No podemos tener 12T  y 13T  iguales a cero y tampoco podemos tener 21 22 23 0T T T+ + =  y 

31 23 33 0T T T+ + = . Debido a la simetría podemos suponer sin pérdida de generalidad que 13 0T =  

y 21 22 23 0T T T+ + =  mientras que 12 0T ≠  y 31 23 33 0T T T+ + ≠ ; por lo tanto 

 

                                                   ( )32 23 31 23 33C T T T T= − + +  

 

( )( )33 21 23 31 32 33C T T T T T= − + + + . 

 
Entonces 21 22 23 0T T T+ + =  tenemos que 3 0γ =  y no podemos tener 13T  y 23T  igual a cero, 

entonces concluimos que 2 0γ = . Finalmente tenemos que  

 

3311
11 33 2 2 2 2 2

1

1 1 1 2

TT
T T

η ρ ρτη ρ τ η
= = =

− − + − − −
 

 
La cual sólo se cumple cuando τ ρη= . Podemos encontrar una representación en las 

distribuciones tipo fase multivariadas con 
 

( )( )

2 2

2 2 2

2 22 2

2

2 2

1 1
0

1 1

1 1

1 11 1

1
0

1 1

ρ ρ
ρ η ρ

ρ ηρ η

η
η η

 
 −

− − 
 − = −
 − −− −
 
 − − − 

T  

 
Es posible obtener una representación en MME* siempre que una de las tres ecuaciones τ ρη= , 

ρ τη= , o η ρτ= es cierta. 

■ 
 
6.3 Distribuciones Matriz Exponenciales Multivariad as y Teoría de Renovación 
 
Mostraremos las aplicaciones de las distribuciones matriz exponenciales multivariadas como la 
teoría de renovación. 
 
Lema 6.3.1 : Sea tA  y tR  la edad y el tiempo que resta de vida respectivamente en un proceso de 

renovación estacionario con función de densidad del tiempo entre arribos ( )f x . La distribución 

conjunta de tA  y tR  esta dada por 

0

( )

( )

f x y

xf x dx
∞

+

∫
. 

 

Demostración:  La distribución conjunta de ( ),t tA R  en un proceso de renovación está dada por  

( ) ( ), 1 ( ) ( )
t

t t t y
R x A y F t x u dU u

−
≥ < = − + −∫P , 
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Obtenemos el resultado, insertando 
1

( )XE
 como la densidad de renovación estacionaria y 

diferenciando. 
■ 

 
Teorema 6.3.1:  Un proceso de renovación estacionario con tiempos entre arribos distribuidos 

matriz exponencial con representación ( ),α C , la distribución conjunta de edad y vida residual es 

una MME* con representación 
 

1

1

( )
, , ,

µ

− −     −
            

C C e 0α C
0

0 C 0 e
,                                         (6.3.1) 

 
Donde m  es la dimensión de C . 
 
Demostración:  Denotemos la densidad de la distribución matriz exponencial con representación 

( ),α C  por ( )f x . La media correspondiente es denotada por 1µ . Usando el Teorema (6.2.1) 

observamos que para 1 0a >  y 2 0a > , la variable aleatoria ,Z = a X , tiene densidad ( )g z  

dada por 
 

1 1 1
1 10

1 2 2

1 1
( ) exp

x

a
z a x

g z C x cdx
a aµ

  −= +   
  

∫ α . 

 
Para 1 2a a≠  tenemos 

 

1

11 1 2 2 2

2

1 1
( ) exp exp exp

1

z z z c
g z

a a a a a
a

µ
−       

= −      
      −

αC C C I C  

 
 

                       
1 2 1 1 2

1 1
( )

z z
g z F F

a a a aµ
    

= −     −     
 

 
la cual es también la densidad de una distribución matriz exponencial con la representación dada 
por (6.3.1). Esto puede ser visto evaluando directamente la cola. Para 1 2a a=  tenemos 

1

( )

z
zf

a
g z

aµ

 
 
 = . Otra vez por verificación directa, también obtenemos la densidad evaluando 

(6.3.1) para 1 2a a=  

■ 
 
En este capítulo se analizó la clase de las distribuciones matriz exponenciales multivariadas 
definidas como distribuciones con transformada de Laplace racional multidimensional, se mostró el 
teorema de caracterización principal, así como resultados acerca del orden de las distribuciones 
matriz exponenciales multivariadas. 



 103 

Conclusiones 
 
El propósito de este trabajo fue mostrar los resultados acerca de las distribuciones matriz 
exponenciales y aprovechar la correspondencia uno a uno que existe entre estas y las 
distribuciones con transformada de Laplace racional, para poder describir los modelos 
estocásticos de flujos como distribuciones matriz exponenciales y determinar la probabilidad de 
ruina en un modelo de riesgo con distribuciones matriz exponenciales. 
 
Por otro lado mostrar que las distribuciones matriz exponenciales ofrecen soluciones 
algorítmicamente tratables. 
 
Se definieron algunos conceptos preliminares que fueron utilizados a lo largo de este trabajo 
debido a que basamos gran parte de la teoría en éstos. Algunos de los conceptos más 
interesantes son los procesos de riesgo y el proceso de superávit de reclamaciones que son 
modelos para la evolución de la reserva de una compañía aseguradora en el tiempo; también 
se describieron los principales métodos  que se utilizan en la teoría del riesgo aunque a lo largo 
del presente trabajo nos enfocamos en los métodos analíticos matriciales. Se definió 
formalmente la transformada de Laplace y se describieron sus propiedades principales. 
Además fueron descritas las ecuaciones diferenciales de Kolmogorov y por último se 
describieron algunos resultados de álgebra matricial que fueron utilizados en los capítulos 
posteriores. 
 
Se describieron los procesos de Markov que son modelos que describen situaciones donde los 
estados cambian en puntos del tiempo arbitrarios. Estos procesos son gobernados por una 
matriz de intensidad la cual es única para la distribución del proceso de Markov minimal. 
También se mostraron los resultados correspondientes a las ecuaciones diferenciales de 
Kolmogorov para los procesos de Markov, la clasificación de los estados y las medidas 
estacionarias de estos procesos. 
 
Se mostraron las distribuciones tipo fase como la distribución del tiempo de paro hasta la 

absorción inf{ 0 0}tt Xη = ≥ =  para un proceso de Markov finito de saltos { }tX  con espacio 

de estados {1,..., 1}E m′ = +  en el caso univariado y multivariado, se mostraron sus 
propiedades, representaciones y caracterizaciones; así como también las propiedades de clase 
de las distribuciones tipo fase. Además se analizó un proceso de riesgo donde las 
reclamaciones se distribuyen tipo fase. Finalmente se mostraron las distribuciones tipo fase 
multivariadas y su caracterización. 
 
Se analizaron las distribuciones matriz exponenciales y dada la correspondencia uno a uno 
entre la transformada de Laplace racional y las representaciones de las distribuciones matriz 
exponenciales se obtuvieron resultados importantes en términos de los vectores a  y b . 
También se mostraron los procesos de renovación donde la distribución entre arribos B  es 
matriz exponencial y el método que permite escribir +T αs  de forma diagonal y directamente 
obtener la función matriz exponencial necesitada para la densidad de renovación. 
 
Se mostró la interpretación física que Bladt y Neuts (2003) ofrecen acerca de las distribuciones 
matriz exponenciales definiendo el flujo válido para poder definir la relación entre Y , que es 
una variable aleatoria con distribución matriz exponencial ),( Sα , )(UT  donde U  se 

distribuye como una variable aleatoria uniforme ]1,0[ . Además se mostraron resultados 
importantes sobre los procesos de renovación con tiempos de arribo matriz exponencial 
modelados como secuencias de flujos terminales y el modelo de riesgo que Asmussen y Bladt 
(199) modelaron bajo la interpretación física de flujos. Por último se mostró la interpretación 
física para los procesos de arribo racionales con una representación de órbitas. 
 
Se analizó la clase de las distribuciones matriz exponenciales multivariadas definidas como 
distribuciones con transformada de Laplace racional multidimensional. Esta clase de 
distribuciones generaliza clases de distribuciones exponenciales y gamma multivariadas. 
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Se mostró el teorema de caracterización principal, el cual demuestra que las distribuciones 
matriz exponenciales multivariadas que son proyecciones en cualquier dirección son 
distribuciones matriz exponenciales multivariadas. Basado en la teoría de fracciones continuas 
se probó un resultado importante correspondiente al orden de las distribuciones matriz 
exponenciales y la desaparición del determinante de Hankel de los momentos reducidos. 
 
A lo largo de esté trabajo hemos podido observar las ventajas que presentan las distribuciones 
matriz exponenciales en los modelos estocásticos que las utilizan al tener mayor flexibilidad y 
generalidad. El resultado más interesante en este trabajo es sin duda alguna la interpretación 
física de las distribuciones matriz exponenciales y la interpretación matemática de los flujos 
válidos para simplificar el análisis de las distribuciones matriz exponenciales y obtener 
importantes resultados en teoría de renovación y aplicar estos a distintas áreas particularmente 
en la teoría del riesgo y así poder calcular probabilidades de ruina. 
 
Existe material bibliográfico que profundiza aún más, acerca de la distribuciones matriz 
exponenciales donde se describe la estructura del espacio de probabilidad pΩ  de las 

distribuciones matriz exponenciales de dimensión p , algoritmos para identificar distribuciones 

matriz exponenciales, así como también el ajuste de datos a distribuciones matriz 
exponenciales por medio de la estimación de máxima verosimilitud (Ver Fackrell 2003). 
 
Actualmente existe poco material bibliográfico acerca de las distribuciones matriz 
exponenciales multivariadas y sus posibles aplicaciones; por este motivo es importante dirigir la 
investigación a las aplicaciones de las distribuciones matriz exponenciales multivariadas en 
distintas áreas. 
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