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Introduccién

Esta tesis muestra los resultados acerca de la clase de las distribuciones matriz exponenciales,
destacando principalmente su definicién equivalente como la clase de las distribuciones que tienen
transformada de Laplace racional, para poder describir los modelos estocasticos de flujos como
distribuciones matriz exponenciales y determinar la probabilidad de ruina en un modelo de riesgo
con distribuciones matriz exponenciales.

Las distribuciones matriz exponenciales son una clase mas amplia que las distribuciones tipo fase;
éstas tienen funciones de distribucién de la misma forma que las distribuciones tipo fase pero sus
representaciones no necesariamente tienen una interpretacion probabilistica simple. Por este
motivo es necesario describir las distribuciones tipo fase, que basan su analisis en modelar
intervalos aleatorios de tiempo como un nimero de segmentos distribuidos exponencialmente, y
aprovechar la estructura Markoviana para simplificar el analisis, asi como describir los procesos de
Markov.

Una variable aleatoria que es definida como el tiempo de paro de la absorcién de una cadena de
Markov absorbente a tiempo continuo se dice que tiene una distribucion tipo fase. Las
distribuciones y funciones de densidad de una distribucion tipo fase pueden ser expresadas en
términos de un vector de distribucion inicial o de tamafio 1Xm y una matriz generadora
infinitesimal T de tamafio Mxm de la cadena de Markov. Los parametros (@, T) son conocidos

como una representacion de orden m de la distribucién tipo fase.

Las distribuciones tipo fase, asi como las distribuciones matriz exponenciales, pertenecen a la
rama de la probabilidad computacional conocida como métodos analiticos matriciales. La
probabilidad computacional fue descrita por Neuts (1981) como el estudio de los modelos
estocasticos con un interés particular por la viabilidad algoritmica sobre un amplio rango de
parametros y valores.

Los métodos analiticos matriciales nos llevan al analisis de modelos estocasticos, particularmente
sistemas de colas, usando métodos matriciales para desarrollar soluciones algoritmicamente
tratables. El crecimiento de esta area se debe en gran parte a la capacidad de las computadoras
para realizar calculos numéricos mas sofisticados.

Aunque las distribuciones matriz exponenciales no pertenecen en un estricto sentido a los métodos
analiticos matriciales, los modelos estocasticos que utilizan distribuciones matriz exponenciales en
lugar de distribuciones tipo fase tienen mayor flexibilidad y generalidad pero no siempre tienen
interpretaciones probabilisticas simples.

Previo a las computadoras, algunos problemas en modelos estocasticos estaban relacionados con
la transformada de Laplace y los métodos de analisis complejo para su solucion.

Gracias a las computadoras, el campo de la probabilidad computacional asi como también los
métodos analiticos matriciales han redefinido el significado de una solucién a un problema en los
modelos estocésticos: un algoritmo implementable en el sistema que se esta analizando. Por lo
tanto, el nimero de sistemas que ahora pueden ser modelados estocasticamente se ha
incrementado significativamente.

Durante las Ultimas dos décadas ha habido un incremento en la teoria y la aplicacion de los
métodos analiticos matriciales. Debido a esto, la complejidad de los modelos estocasticos que
pueden ser analizados también ha crecido considerablemente.

Las areas de aplicacion han incluido planeacién, teoria del riesgo, mantenimiento de maquinas,
analisis de supervivencia y cinética de los medicamentos. La mayor actividad de investigacion,
dada la explosion en el trafico de datos durante los Ultimos afios, ha sido indudablemente en



andlisis del funcionamiento de sistemas de telecomunicaciones. La literatura acerca de
telecomunicaciones y la ingenieria electrénica ha sido inundada con aplicaciones de métodos
analiticos matriciales.

Debido a esto, este trabajo se desarrolla en seis capitulos de la siguiente manera:

En el capitulo 1 se definen y se discuten algunos conceptos preliminares como los procesos de
riesgo, los principales métodos que se utilizan y el proceso de superavit de reclamaciones; también
se define formalmente la transformada de Laplace y se describen sus propiedades principales; se
describen las ecuaciones diferenciales de Kolmogorov; por ultimo se describen algunos resultados
de algebra matricial.

En el capitulo 2 se definen los procesos de Markov; se describen sus principales propiedades tales
como la estructura basica, la construccién minimal y la matriz de intensidad entre otras.

En el capitulo 3 se definen las distribuciones tipo fase como la distribucion del tiempo de paro
hasta la absorciéon para un proceso de Markov finito de saltos; se describen sus propiedades,
representaciones y caracterizaciones; asi como también las distribuciones tipo fase multivariadas.

En el capitulo 4 se definen las distribuciones matriz exponenciales como las distribuciones con
transformada de Laplace racional; se describen sus propiedades, representaciones y
caracterizaciones; también se describen claramente los modelos estocasticos de flujos como
distribuciones matriz exponenciales; se describen los procesos de renovacion donde la distribucion
entre los arribos es matriz exponencial y finalmente se describe un modelo de riesgo donde la
distribucion de las reclamaciones es matriz exponencial.

En el capitulo 5 se describen claramente los modelos estocéasticos de flujos como distribuciones
matriz exponenciales; se describen los procesos de renovacion donde la distribucion entre los
arribos es matriz exponencial y finalmente se describe un modelo de riesgo donde la distribucion
de las reclamaciones es matriz exponencial.

En el capitulo 6 se describe la clase de las distribuciones matriz exponenciales multivariadas como
una extensién natural de la definicion de las distribuciones matriz exponenciales univariadas y son

definidas como las distribuciones en Rj que tienen transformada de Laplace racional

multidimensional; ademéas se describen las funciones racionales en términos de fracciones
continuas, asi como también las matrices de Hankel.



Capitulo 1: Conceptos Preliminares

1.1 Introduccién

En este capitulo se definen y se discuten algunos conceptos preliminares relacionados con la
teoria que se presenta a lo largo del presente trabajo, como los procesos de riesgo y el proceso
de superavit de reclamaciones, se define formalmente la transformada de Laplace (Assmusen,
2000) y sus propiedades principales, se describen las ecuaciones diferenciales de Kolmogorov
y por ultimo algunos resultados acerca del algebra matricial (Rolski et al. 1999).

1.2 El Proceso de Riesgo

El estudio moderno de las probabilidades de ruina, también conocido como teoria del riesgo, se
inicié en Suecia en la primera mitad del siglo XX.

La escuela sueca no solo fue pionera en teoria del riesgo, sino también en probabilidad
aplicada. En particular muchos resultados y métodos sobre caminatas aleatorias se originan en
esta escuela y también en las areas relacionadas, como la teoria de colas.

El término teoria de riesgo es interpretado en un sentido amplio como el estudio de las
probabilidades de ruina de una compafiia aseguradora.

Un proceso de riesgo {R} ., , €s un modelo para la evolucion de la reserva de una compaiiia
aseguradora en el tiempo. La probabilidad de ruina {/(U) es la probabilidad de que la reserva

de la compaiiia aseguradora con una reserva inicial U al tiempo t =0 sea menor que 0. Esto
es

w(u) =IP>(itng R <O|R, = u) (1.2.1)
La probabilidad de ruina antes del tiempo T es
wu,T) =JP>(OiQIT R <o). (1.2.2)

Nos referimos a (1.2.1) y (1.2.2) como las probabilidades de ruina de horizonte infinito y
horizonte finito respectivamente.

Frecuentemente es mas conveniente trabajar con el proceso de superavit { S} ., definido por
S =u-R.
Definimos el tiempo de ruina como
r(u)=inf{t=0: R <0} =inf{ t0D: S >u ,
el maximo con horizonte infinito como

M =sup§

O<t<oo

y el maximo con horizonte finito como

M; =sup§.

0st<T



Las probabilidades de ruina pueden ser escritas alternativamente como:

¢Y(u)=P(r(u) <w) = P(M >u),

Yu,T)=P(r(u)<T)= P(M; >u).

Existe s6lo un namero finito de reclamaciones en intervalos de tiempo finitos. Esto es, el
namero N, de arribos en [0,t] es finito. Denotamos a los tiempos entre los arribos de las

reclamaciones por T,,T;,...; es decir, T, es el tiempo de la primera reclamacion. Asi, el tiempo
de arribo de la N-ésima reclamacion es

o, =T +.+T,

N, =min{n=0:0,,, >t} =max{n=0:0,<t.
El tamafio de la N-ésima reclamacién es denotada por U ..

Las primas fluyen a una tasa P (prima de tarifa), por unidad de tiempo; por lo tanto,

N
R =u+ pt_zuk
k=1

N
S :zuk —pt.
k=1

Los modelos que consideramos tienen generalmente la propiedad de que existe una constante
P tal que

1o
> U, 08 p,t -, (1.2.3)
ti=

donde O se interpreta como el monto promedio de las reclamaciones por unidad de tiempo.
Una cantidad basica es la carga de seguridad /7 definida como el monto relativo por el cual la
prima de tarifa excede a O

La compaiiia aseguradora debe tratar de garantizar que 77 > 0.

Proposicion 1.2.1: Supongamos que (1.2.3) ocurre. Si 77<0, entonces M = casi
seguramente y por lo tanto (/(U) =1 para toda U. Si /7>0 entonces M <o casi
seguramente y por lo tanto /(U) <1 paratoda U suficientemente grande.



Demostracion: Se sigue por (1.2.3) que

Si 17 <0, entonces este limite es mayor que cero lo cual implica § [ - o y por lo tanto

M =oo casi seguramente. Si 77 >0, entonces Iim%<0, SOH- -0,y M <o casi

seguramente.
|

Las clases mas populares de distribuciones B que son utilizadas para modelar las
reclamaciones U ,U,,... pueden clasificarse en dos grupos: las distribuciones de colas ligeras

donde la funcién generadora de momentos es finita; es decir, B[S] <o para alguna s>0;y
las distribuciones de colas pesadas donde la funcién generadora de momentos es infinita; es

decir, L3>[s] = oo paratoda S>0.

Las distribuciones con las que trabajaremos a lo largo del presente trabajo son distribuciones
de colas ligeras.

Una variable aleatoria exponencial es aquella cuya funcion de densidad esta dada, para alguna
A>0, por

f(x) =A™ si x=0.
La funcion de distribucion esta dada por
F(x)=1-¢e™.

Las variables aleatorias exponenciales son las mas simples para hacer frente a la teoria de
riesgo.

La caracteristica fundamental de las variables aleatorias exponenciales es la propiedad de la
pérdida de memoria.

P(X >s+t|X >t)=P(X >s) paratoda s,t 2 0. (1.2.4)

La condicién (1.2.4) es equivalente a

P(X >s+t, X >t)

Poxsn LX)

P(X >s+t) =P(X > 9)P(X >t).



Una variable aleatoria gamma con parametros (a,A), @ >0, A>0 cuya funcién de
densidad esta dada por

f(x):%sixzo,

donde (@) es la funcion gamma, definida como
— [* a-xya-1
M (a) —jo e "x“7dx.
La funcion generadora de momentos esta dada por
- A1)
B[g=|-2"—|.
A-s

La esperanza de una variable aleatoria gamma esta dada por

a
E(X)=—
(X) ;
y la varianza
a
Var(X):?

La forma exacta de la cola B(X) esta dada por la funcién gamma incompleta I (X, @),

B(X) 2% donde (X, a) = J.:ota_le_tdt :

D
Si a esenteroy X es una variable aleatoria gamma (a,A4), entonces X=X, +...+ X,
donde Xl, XZ,... son variables aleatorias exponenciales independientes idénticamente
distribuidas con parametro A . Este caso especial de una variable aleatoria gamma también se

conoce como una variable aleatoria Erlang con parametro & .

Una distribucion hiperexponencial generalizada tiene funcién de distribucion, definida para
u=0, de laforma

Fu)=Yad-e"),

n
donde &,a,,...,a, son todos reales con Zai =1L,y A>A,>...>A >0.

i=1

Una distribucion tipo fase es la distribucion del tiempo de absorcién en un proceso de Markov
con espacio de estados finito, de los cuales un estado es absorbente y los demas estados son
transitorios. (Ver Capitulo 3)



Los casos mas importantes son las distribuciones exponenciales, Erlang e hiperexponenciales.
Esta clase de distribuciones juega un papel importante dentro de las formas exactas

computacionalmente tratables de la probabilidad de ruina ¢/(u) que pueden ser obtenidas.

Los parametros de una distribucion tipo fase son el conjunto E de estados transitorios, la
matriz de intensidad T del proceso de Markov y el vector renglon a =(q;),z de
probabilidades iniciales.

Las distribuciones B tienen transformada de Laplace racional si é[s] = con p(s) y

1)
S

g(s) polinomios de grado finito. Las caracterizaciones equivalentes consisten en que las
densidades b(X) tienen las siguientes formas:

a
b(x) = c;x'e" (1.2.5)
[
N 7% N i ;X S j SiX
b(x) —Z;cjx e +Z‘1djx cos@,x g +Z‘1ejx serif, x ¢ (1.2.6)
1= 1= j=

donde los parametros en (1.2.5) pueden ser valores complejos mientras que los parametros en
(1.2.6) son valores reales.

Esta clase de distribuciones es popular en teoria del riesgo y teoria de colas, pero la tendencia
actual en probabilidad aplicada es restringir la atencién a las distribuciones tipo fase (Ver
Capitulo 3) y a las distribuciones matriz exponenciales (Ver Capitulo 4).

1.3 Métodos

La teoria del riesgo puede ser vista como una de las diversas areas de la probabilidad aplicada.
Otras areas son: procesos de ramificacién, modelos genéticos, teoria de colas, procesos de
almacenaje, confiabilidad, sistemas de interacciéon de particulas, ecuaciones diferenciales
estocasticas, series de tiempo, procesos Gaussianos, teoria de valores extremos, geometria
estocastica, procesos puntuales, etc.

Las areas mas relacionadas con la teoria del riesgo son la teoria de colas y los procesos de
almacenaje.

1.3.1 Soluciones Exactas

Lo ideal es poder encontrar soluciones de forma cerrada para las probabilidades de ruina
Y(u), ¢(u,T). Los casos para la probabilidad de ruina de horizonte infinito ¢/(u) donde esto
es posible son basicamente los siguientes:

El modelo Poisson compuesto con una tasa constante P=1 y con una distribucion
exponencial B para el tamafio de las reclamaciones.

El modelo Poisson compuesto con una tasa constante P =1 y con una distribucion B tipo

fase para el tamarfio de las reclamaciones. En este caso (/(U) esta dada en términos de una

funcion matriz exponencial, la cual puede ser expandida en una suma de términos
exponenciales por diagonalizacion.

El modelo Poisson compuesto con una distribucion para el tamafio de las reclamaciones
degenerada en un punto.



El modelo Poisson compuesto con una tasa P(X) dependiendo de la reserva y con una
distribucién exponencial B para el tamafio de las reclamaciones.

Un proceso de Levy @ estable con flujo donde {/(uU) esta dada como una serie infinita
involucrando a la funcion de Mittag Leffer.

También los modelos Brownianos de caminatas aleatorias con ciertos saltos de libertad nos
conducen a soluciones explicitas. Un hecho notable es la forma explicita de la probabilidad de

ruina cuando { R} es un proceso de difusién con flujo infinitesimal £/(X) y varianza 0 (X)

@ _x o H(Y)
w(u):j” exp{ L) y}=1— =0
J‘:GXP{‘J- Z,U(Y) dy} S(e0)

a’(y)

donde

0= ool L2}
es la escala natural.

Para la probabilidad de ruina de horizonte finito ¢/(u,T), el ejemplo de una expresion explicita

es el modelo Poisson compuesto con una tasa constante P =1 y con una distribucion
exponencial para el tamafio de las reclamaciones.

1.3.2 Métodos Numéricos

Ademas de una solucion de forma cerrada, la mejor alternativa después de esta es un
procedimiento numérico que nos permita calcular los valores exactos de las probabilidades de
ruina.

1.3.3 Inversién de la Transformada de Laplace

A menudo es mas facil encontrar las transformadas de Laplace

P(-9)=[ epu)du, §(-s,~w) = [ [ &> “y(u,T)dudT

en forma cerrada que las probabilidades de ruina por si mismas. Considerando que esto puede
llevarse a cabo, ¢/(u), ¢/(u,T) pueden ser calculadas entonces numéricamente por algin
método de inversion de la transformada de Laplace.

1.3.4 Métodos Analiticos Matriciales

Este enfoque es relevante cuando la distribucién del tamafio de la reclamacioén es tipo fase o
matriz exponencial (distribuciones con transformada de Laplace racional), y en algunos casos
la probabilidad de ruina (/(U) esta dada por una funcion matriz exponencial e que puede
ser calculada por diagonalizacion, como la solucién de ecuaciones lineales diferenciales o por
alguna expansion en serie. En el proceso Poisson compuesto, U es explicito en términos de
los parametros del modelo, mientras que para el modelo con arribos de renovacion o los
modelos derivados de procesos de Markov, U se tiene que calcular numéricamente como la



solucién iterativa de un problema de punto fijo o encontrando la forma diagonal en términos de
las raices complejas de ciertas ecuaciones trascendentales.

1.3.5 Ecuaciones Diferenciales e Integrales

La idea de este enfoque es expresar la probabilidad de ruina (1.2.1) o (1.2.2) como la solucién
de una ecuacion diferencial o integral, y obtener una solucién por algin método numérico. Un
ejemplo donde podemos obtener una solucién mediante una adecuada eleccién de variables es
el caso donde las reclamaciones son de tipo fase.

1.3.6 Aproximaciones
1.3.6.1 Aproximacion de Cramér-Lundberg

Este es uno de los resultados mas importantes de la teoria del riesgo. Para el modelo Poisson
compuesto con P=1 y con una distribucién para el tamafio de las reclamaciones B con

funcion generadora de momentos é[s] , sefiala que
Yu)~Ce”™, u- oo, (1.3.6.1)

1-p)

Donde C = = y ¥ >0 es la solucion de la ecuacién de Lundberg
(8-81)

(8-811)-y=o0.

Frecuentemente ) es llamado el coeficiente de ajuste. La aproximacion de Cramér-Lundberg
tiene generalizaciones para los modelos con arribos de renovacion en un ambiente
Markoviano. Sin embargo, en algunos casos la evaluaciéon de C es mas complicada. De

hecho, cuando la distribucion del tamafio de las reclamaciones es tipo fase, la solucion exacta
es tan sencilla de calcular como la aproximacién de Cramér-Lundberg.

1.3.6.2 Aproximaciones de Difusion

Aqui la idea es aproximar el proceso de riesgo mediante un movimiento Browniano ajustando el
primer y segundo momentos, y usar el hecho de que las primeras probabilidades de transicién
son calculadas mas facilmente por difusiones que por los procesos de riesgo. Las
aproximaciones de difusiébn son sencillas de calcular pero no son muy precisas en su
implementacion. Sin embargo, las aproximaciones de difusién corregidas son por mucho lo

mejor que se puede hacer en términos de probabilidades de ruina de horizonte finito ¢/(u,T).

1.3.6.3 Aproximaciones de reclamaciones grandes

Para que la aproximacién de Cramér-Lundberg sea vdlida, la cola de la distribucién del tamafio
de las reclamaciones B(X) debe tener un decrecimiento exponencial. Las aproximaciones
para {/(u) son tan precisas como para {/(u,T) para U suficientemente grandes.

1.3.7 Limites y desigualdades

El resultado principal en el area es la desigualdad de Lundberg

yu<e™.

Comparado con la aproximacién de Cramér-Lundberg (1.3.6.1), esta tiene la ventaja de no
involucrar aproximaciones y también como regla general, siendo algo mas facil generalizar mas
alla del ajuste del modelo Poisson compuesto.



1.3.8 Métodos estadisticos

Todos los métodos y resultados mencionados anteriormente asumen que los parametros del
modelo son completamente conocidos. En la practica, los parametros deben ser estimados de

los datos observados en el proceso de riesgo en el intervalo de tiempo [0,T]. Este

procedimiento es por si mismo transparente. Sin embargo, la dificultad se presenta cuando
tratamos de inferir acerca de las probabilidades de ruina. ¢Cémo podemos producir un
intervalo de confianza? Y mas importante aun, ¢Podremos confiar en los intervalos de
confianza para valores grandes de U, los cuales son de interés? Segun Assmussen (2000)
esta extrapolacion de los datos observados se debe a la extrema sensibilidad de las
probabilidades de ruina de la cola de la distribucién del tamafio de las reclamaciones. La
sugerencia es observar que la media de la vida residual

E[U -xU >x] :ﬁj:(y—x)B(dx)

normalmente tiene un limite finito en el caso de las colas ligeras y tiende a % en el caso de las
colas pesadas, y graficar la media empirica de la vida residual para observar algun
comportamiento restrictivo que sea aparente en la cola de la distribucion, es decir, graficar

1 N
N —k»;l(u(” ~Uw)

como funcién de U, donde U, ,U,,...,.U y, son los estadisticos de orden basados en

N variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas que son las reclamaciones
U,,U,,...,U para observar comportamientos aparentes en la cola.

1.3.9 Simulacién

El desarrollo de las computadoras ha hecho a la simulacién una herramienta popular en todas
las ramas de la probabilidad aplicada y de la estadistica, y desde luego este método es
relevante en la teoria del riesgo. La simulacién puede ser usada para obtener alguna idea
acerca del proceso bajo estudio: simular algunas trayectorias muestrales, y observar cudles de
ellas exhiben el comportamiento esperado o algin comportamiento o resultado inesperado. Sin
embargo, la situacion mas comun es realizar una simulacion Monte Carlo para estimar
probabilidades, esperanzas o distribuciones que no estan disponibles analiticamente.

El caso de las probabilidades de ruina de horizonte infinito presenta una dificultad, porque al
parecer requiere una simulacion infinita. Un truncamiento a un problema de horizonte finito ha
sido usado, pero no es muy satisfactorio. Existen buenos métodos para un gran ndmero de

modelos y estan basados en representar la probabilidad de ruina ¢/(u) como el valor esperado

de una variable aleatoria la cual puede ser generada por una simulacién. El problema es
enteramente analogo a estimar caracteristicas estables por simulacién en teoria de colas, y de
hecho métodos de otras areas pueden ser usados frecuentemente en teoria de riesgo. Sin
embargo, la dificultad principal es un evento con una probabilidad minima de ocurrencia.

1.4 La Transformada de Laplace

La transformada de Laplace-Stieltjes de la funcién de distribucion F en X, esta definida de la
siguiente manera:

(9 =E@Ee™)= j e dF (x).
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Ademas de la transformada de Laplace-Stieltjes, consideraremos la transformada de Laplace
F(s) :j_‘” e s f(t)dt,
de unafuncion f:R - R, .

Claramente si la funcion de distribucion F es continua con densidad f , entonces su
transformada de Laplace-Stieltjes es igual a la transformada de Laplace de f .

Una transformada integral de la funcion g:R — R, es una funcién § de la forma

6(6) = | K(6,)9(x)dx donde H0IC,

donde una funcién dada g se transforma en otra funcién § por medio de una integral. Se dice
que la funcion § es la transformada de g y la funcion K se llama kernel de la transformacion.

La idea general es aplicar la relacion §(6) :J._m K(8,x)g(x)dx a fin de transformar un

problema para g en un problema mas sencillo para §, resolver este problema mas simple y
luego recuperar la funciéon deseada g a partir de su transformada § .

La transformada de Laplace de g es definida por la funcion
G(6) = [_e™g(x)dx donde H0C,

siempre que esta integral exista. En esta transformada se usa el kernel K (&, X) = e,

Frecuentemente, existen funciones ¢ que estan definidas en [0,0) con transformada de
Laplace

~ — © _5
g(H)—J'0 e g(x)dx.
Pensamos en § como una funcién de una variable real &.

Bajo ciertas condiciones tales como la existencia y la continuidad, la transformada de Laplace
tiene las siguientes propiedades:

Inversién. La funcién Q puede ser recuperada al conocer a §§ mediante la férmula de
inversion

Convolucion. Si K(X) = j_‘” g(x—y)h(y)dy entonces K(8) = §(8)h(6)

Diferenciacion. Si G:[0,0) - R y g =(:j—G entonces 6’é(6’) =§(0) +G(0)
X

11



1.5 Ecuaciones Diferenciales de Kolmogorov

En esta seccion mostraremos la correspondencia uno a uno entre la funcién matriz de
transicion y sus matrices de intensidad.

Teorema 1.5.1: Para toda i,JUUE y h=0, las funciones de transicion p;(h) son
diferenciables y satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

pl(jl)(h) = z Gi Py (h). (1.5.1)

kOE

Demostracién: Sea h' >0 . Por la ecuacién de Chapman-Kolmogorov tenemos que

p; (h+ h’) - p; (h) = z P (') P, (M) = p; (h)

kOE

p; (h+h)-p;(h)= Z Py (h) pg (h) + (P, (h) =) p; (h).

k#i

Similarmente

By (h=h)- B; (h) = B; (h=-h)- z Pic (M) Py (h=h)

kOE

B; (h-h)- By (h) = _Z P (M) Py (h=h)—( B (M) -1 By (h—=h’).

k#i
Dividiendo por h', haciendo h' | 0 y usando la continuidad de p; () obtenemos (1.5.1).

Por el Teorema 1.5.1

'AE‘S%Z P () py(h) =" Gy Py (h)

k#i k#i

im- " p,(M) Py (n=M) = 3", ().

k#i k#i

Las ecuaciones diferenciales en (1.5.1) son llamadas las ecuaciones diferenciales de
Kolmogorov. En notacién matricial (1.5.1) toma la forma

P®(h) = QP(h) (1.5.2)
para toda h=0. De la misma forma como fue demostrada (1.5.1) se puede mostrar que
P®(h) =P(h)Q (1.5.3)

para toda h=0, la cual es la notacion matricial de la ecuacion diferencial de Kolmogorov. La
condicion inicial para ambas ecuaciones de Kolmogorov es P(0) = |

12



Suponemos que todas las matrices consideradas tienen dimension | x| y los vectores tienen
dimension 1x| . La convergencia de las sucesiones de matrices es de la siguiente manera: si

{An} es una sucesion de matrices, A, — O conforme N — oo significa que (A ), — O para
toda 1, =1,...,l. Introducimos las siguientes normas: para un vector X:(X1 ..... X,),

definimos ||X||:IZ|)§| y, para una matriz A:(a”) de | x| definimos ||A||: z ‘au‘

= ij=L.1
Notemos que para h[OR tenemos que ||hA|| =|h|||A||y que ||A|| =0siysolosi A=0. Es

claroque A, — O siysolosi ||An|| — 0. Ademas, para a= 0 y matrices arbitrarias A, B

|A+B]<[Al+]B]. [AB]<[Al[B]. [ar]=a]A] (154)

Lema 1.5.1: La serie Z converge uniformemente con respecto a hD[—hO,hO] , para

cada h, >0.

Demostracion: Sea hD[—h),ho] y MON. Por la desigualdad del triangulo, deducida de
(1.5.4), tenemos que

() (ha)') s ()T s A g AT
; nt nzzc:) n! H_ n=zm+1 n! Snzm;rl n nzm;rl <€
~ . o S (A)
para cada M suficientemente grande, uniformemente en hD[—hO, ho] . La serie z o es
n=0 -

por lo tanto una funcién matricial bien definida y es continua con respecto a h en R.
Llamaremos a esta funcién la funcién matriz exponencial y la denotaremos por

(ha)’

exp(hA) =1 +hA+...+ -

+... (1.5.5)

|
Sea A (h) una funcion matricial tal que todas sus entradas son funciones diferenciables de h.
Definimos la matriz derivada por

O (h) = lim -1 " —
A% (h) =lim h*(A (h+H)-A(h)).
Lema 1.5.2: La funcion matriz exponencial eXp(hA) es diferenciable en los nUmeros reales y

dexp(hA)

& =Aexp(hA) = exghA)A. (1.5.6)
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Demostracion: Tenemos que

exp((h+h ) exr( ) ih+h) hnAn i —1An+h’ir(hh) n

h' ~ h' ~ n! n!

donde
<r,(h,n)<n(n-1)(2n)", (15.7)

para |h’|s|h|. El limite (1.5.7) es obtenido por una serie de Taylor de la funcién

2
g(x)=(h+ X)n —-h". Asi obtenemos g(X)=xnh"" +X7n(n—1)(h+6’x)n_2, donde

0< @<1. Por lo tanto, haciendo h' — O obtenemos que

dexp( ) _ z hn_1An

Claramente

oA (hA) e (hA)
nZ:;‘nh n!_AnZ:; n! _nZ; no
|

Dos matrices A, A’ de tamafio | x| son conmutativas cuando AA’'=A’A 'y tenemos que
para las matrices conmutativas

exp(A+A") = exdA) expA’). (1.5.8)

Lema 1.5.3: Sea Q una matriz de tamafio | x| arbitraria tal que ¢; =20 para i# ]
ert =0. Entonces la funcién matriz exponencial (eXp(hQ),h > Q es una funcion matriz de

transicion que resuelve las ecuaciones diferenciales de Kolmogorov (1.5.2) y (1.5.3).

Demostracion: Notemos que para Q =0 el enunciado es obvio. Supongamos ahora que
Q #0. Primero verificaremos que exp(hQ ) es una matriz estocastica para toda h>0. Si

Q€ =0, tenemos que Q"€ =0 para toda N=1,2,..y ademas exphQ)x =€ . Para
demostrar que todas las entradas de exphQ) son no negativas, sea

a= méx{ -g, i=1,.. ]} . Entonces, P definida por
P=a’Q+l.

Es una matriz no negativa y entonces Pe' = a‘lQet +1€ =€, la matriz P es estocastica. El
que las entradas de exp(hQ ) son no negativas se siguen de la representacion

) = (ah)" (P)"
exphQ )= ex;(ah(P—l)) :Z;%eah

14



En esta igualdad la ecuacién (1.5.8) ha sido usada junto con el hecho que exp(—ahl ) e ™.

Ademas la ecuacion (1.5.8) implica que eXp(hQ ) cumple con la ecuacién de Chapman-
Kolmogorov. Usando la ecuacion (1.5.6) notamos que Q es la matriz de intensidad de la
funcion matriz de intensidad exphQ ).

Teorema 1.5.2: La funcién matriz de transicion (P(h), h> O) puede ser representada por su

matriz de intensidad Q por medio de

P(h) =exphQ).

Demostracion: Por el Lema 1.5.3, P'(h) = exp(hQ )es una solucion a la ecuacion hacia atras

de Kolmogorov y cumple las condiciones iniciales P'(0)=1. De la teoria de sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias lineales sabemos que esta solucion es Unica. Asi

P'(h) =P(h), paracada h=0.

Si los valores propios 491,...,6} de Q son distintos, entonces la representacion espectral de

Q" puede ser usada para determinar la funcién matriz exponencial P(h) =exphQ ). En este
caso tenemos que

P(h) =2 " du,.

donde @, ; son los vectores propios por la derecha y por la izquierda correspondientes a Q .

Por lo tanto para cada par fijo i, jUE la funcién p;(h)es idénticamente cero o siempre
positiva en (0,c0).

Notemos que la suposicion de un espacio de estados finito es fundamental para el resultado
del teorema. Si el espacio de estados es infinito E ={1, 2,...} puede haber muchas funciones
matriz de transicidn correspondientes a una matriz de intensidad.

1.6 Algebra Matricial

., . t . .
La funcién exponencial escalar € puede representarse por la serie de potencias

gue converge para toda t. Al reemplazar ahora el escalar a por la matriz constante A de

NXn y considerar la serie correspondiente, podemos obtener el desarrollo de e por la serie
de potencias.

[ NgN 242 NgN
ef“:|+zAt :|+At+At +...+At .
=1 2'

- " (1.6.1)
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Cada término en la serie es una matriz N X N. Es posible demostrar que cada componente de

esta suma matricial converge para toda t cuando N — o porque A" = O(nk |/1|n) para algun

entero K< p, donde A es el valor propio mas grande en valor absoluto, es decir,

|/1| = méx{|,u| 10 sp@A } y SP(A ) es el conjunto de todos los valores propios de A

sp(eA) :{e” A0 sp@ }

. . . At .
Por lo tanto, la serie define con su suma una nueva matriz, que se denota por € " ; es decir

Al derivar término a término la serie se obtiene

o nn—l © ng N
FCRRD) fl). ('+2At]=Ae‘“-

At . ., . .
Por lo tanto, € satisface la ecuacion diferencial

d At At
—((e™V)=Ae".
Olt( )

Supongamos que las matrices son de dimension | x| y los vectores son de dimension 1x| .

Denotaremos por & =6 (A), i =1...|, a los valores propios de la matriz A =(&;); o

E={1...1}.
Lema 1.6.1: Si A' =aA +bl para algunas constantes a,b 0 R, entonces
(A)=ad(A)+b, i=1..]l. (1.6.2)

Lema 1.6.2: Sea A no negativa. Entonces,

6] < mln{%gxza, ,maxZa\l} (1.6.3)
!
Demostracion:  Tenemos que 6@ =Zaﬁ¢1 , 1=1...1, donde @=(g,....9). Asi
!
<M a
obtenemos que |6|¢| < Z:; 3 rDDaEX|¢{<| , Y en consecuencia

|
|6 méx|g| < méx;a, mafy|.
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| |
Asi |91| < r%(élxz a; - La demostracion de que |91| < r%(élxz a; es similar porque A" tiene
= =

los mismos valores propios que A .
|

La restriccion dada en el Lema 1.6.2 puede ser utilizada para demostrar que para cierta clase

de matrices, la parte real de todos los valores propios es no positiva. Es decir, que B = (b”)

|
es una matriz de subintensidad, si b; 20 (i # ) y Zb” <0, donde para al menos una
=

|
i0E, > b, <0.

=1
Teorema 1.6.1: Si B es una matriz de subintensidad, entonces 8 (B)=0 o (8 (B)) <0,
paracada i =1,...,| .

Demostracion: Sea B una matriz de subintensidad y €>max(-h, ). Entonces B' =B +cl
i0E

es una matriz no negativa. Por el Lema 1.5.1, tenemos que 8 (B) =8 (B') —c. Ademas por el

Lema 1.6.2 tenemos que |6f(B')| < C. Entonces |6’1(B')| > |92(B')| >..2 |9, (B')| .

Corolario 1.6.1: Una matriz de subintensidad B es no singular siy solo si [1(8(B)) <0, para
cadai=1....

Demostracion: Es suficiente notar que O no es un valor propio de B siy solo si Bes no

singular.
|

En el siguiente teorema se dard una férmula para la representacion de una funcién matriz
exponencial exXpA ) de una matriz arbitraria A .

Teorema 1.6.2: Sean 6’1, ,Hl los valores propios de A . Entonces

expAt)=a t)A,+..+a (A, (1.6.4)

donde a.(t), A, estan dadas recursivamente por a(t)=e*, A =l vy

a (t)= j; e‘gk“‘x’ak_l(x)dx, A, =(Ag-1)..(AG_,—1)para k=2,..]

Demostracion:  Supongamos primero que A =diag@®) con 0=(8,....) y todos sus
valores propios 8,...,8 son distintos. Entonces por la definicion (1.6.1) de exp(At ), tenemos
que exp(At)= diag€? ,..e" y (1.6.4) es obvia para | =1. Supongamos que (1.6.4) se
cumple para alguna | =n—1. Entonces el lado derecho (1.6.4) puede ser escrito como

) diage® ,...e%") 0
t Ak = n k-1 ]
230 0o Tan[]6-8)
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Tenemos que demostrar que, paratoda N=1,2,...

n k-1
Zak(t)rj 6,-6)=¢"". (1.6.5)
k=1 1=
Para N =1, (1.6.5) es obvio. Ademas, para K = 2 tenemos que
AW=[[ [l [ e e, o

a, (t) =eM LZJ'; 1(0< X, < ..< %, e glltxg@rfXagy gy,

qmzﬂé%&“@Uj?J?ﬁm<&<m<&yé%ﬂwué%@wmym&d&

Supongamos que (1.6.5) ocurre para alguna N = j —1,

Zn_:ak(t)lj 6, -8)=a,(t)+(6 —01)2ak(t)|j 6, -8)
i ak(t)lk__Jl (6] _6|) = ai(t) + (0] —01).[; e‘glxzegi (t_xz)dxz

n k-1
- ot (1 _ (6-6)t) _ 8,
3a0] 6 -a)=¢ +e 16" ) =¢"

Asi, (1.6.5) ocurre para toda N=1. En consecuencia, para A =diag@®) y &,...,§ distintos,

(1.6.4) es cierta para todo | =1. Supongamos ahora que A es una matriz arbitraria con
distintos valores propios 6’1, ,Hl . Entonces no es dificil mostrar que

exp([A):(I)diag(eglt ,...eﬂt)(I)‘l, (1.6.6)

T

donde @ :(QT,...,W ) es una matriz de | x| que consiste de la columna derecha de los

valores propios de A . Entonces por la primera parte de la demostracion tenemos que

exp(tA):cb(Zak ¢)[] (diage -6 )jdfl

expth )= Y a, )] (@ diag 7 - qoo)

exptA)=a, O] (A=)

Si no todos los valores propios de A son distintos,

A =CDC™,
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donde D es una matriz triangular superior y C es una matriz no singular. Notemos que
|
|‘J (8 -s) =det(A - sl )= de(CDC™ -sCC™)

1=

| |

rj (8 -s)=detD -4l )= I_l (d;-s).

1= 1=

Asi, los valores propios de A y D coinciden, y es equivalente a {d,,,...,d,} ={ 6,..., 6} .
Consideremos una matriz triangular D" =(d;) tal que d; =d; para i # j y D' tiene distintos
elementos diagonales d;; con |di'i —dii| <& paratoda i =1,...] yalguna &>0. Entonces, la

matriz A' =CD'C™ también tiene distintos valores propios y por (1.5.4)
|A-Al=|c(D-D)c?|<l|c]|c|e

Por otra parte, no es dificl mostrar que Hexp(tA')—eXF(tA)H - ( siempre que
|a-A] - 0.

Si los valores propios 9,...,9, de A son distintos, entonces (1.6.6) inmediatamente implica

que lim e exp(tA)=0 para cada S> mD%XD @ ). De hecho, usando (1.6.6) tenemos que
Ny} I

e ¥ exptA )=<I)diag(e“’l‘5)t - ‘S)t)q)‘l - 0.

"
Lema 1.6.3: Si A(t) y A'(t) son dos funciones diferenciales matriciales, entonces
Seoam=($a0 o ag §a0)
dt dt dt
Lema 1.5.4: Si A es no singular, entonces
.[Vt exp(xA)dx = A (exptA) — exp{A)) .
Si todos los valores propios de A tienen parte real negativa, entonces
J': exp(xA)dx =-A".
Demostracion: Sea la matriz de funciones F(t) diferenciable. Entonces
j‘ FO(x)dx = F(t) - F(v) para v<t.Sea F(X) = A exp(xA)
d), 4(d 4
[deA expA) = A [dxj exp(xA) = ATAexp(xA) = exp(xA). "
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Capitulo 2: Procesos de Markov
2.1 Introduccién

A veces es conveniente tener un modelo que describa situaciones donde los estados cambian en
puntos del tiempo arbitrarios. Esto se logra considerando una coleccion de variables aleatorias

{X(t),tZO} donde tOJR". Un proceso de Markov es un proceso estocastico {X(t),tZO}

donde tOJR" con un espacio de estados discreto o continuo, tal que

X, =i

ty — n-10c

B(X, =i, X, =10, X(0) =) =P (X, =i,[X,, =i,,).

donde PP denota la probabilidad de ocurrencia del evento (Bladt, 2004).

Sea E un espacio de estados discreto (finito o contable) y {X(t),t = 0} un proceso de Markov
con espacio de estados E con semigrupo de transicion {P}tzo' Escribimos
pltj =P'(i, j)=P(X, =) donde P (0] denota la probabilidad de que el proceso de Markov
{X(t),t 20} pase del estado i a cualquier otro estado del espacio de estados E al tiempo
t =0, y podemos identificar el semigrupo de transicion por la familia Ptt20 = (plt] )so de matrices

de transicion. Las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov P =p'P* pueden ser interpretadas en
el sentido usual de la multiplicacion matricial. (Asmussen.2000)

Una estructura de salto puro puede ser interpretada como el tiempo de estancia en cada estado
donde esta sea positiva para que las trayectorias muestrales sean constantes por pedazos. Para

un proceso de saltos puro, denotamos el tiempo de saltos por § =0<§ <, <..., los tiempos
de espera por T, =S, ,;S, y la secuencia de estados visitados por Yy,Y,,.... Asi las trayectorias
muestrales son constantes entre tiempos de saltos consecutivos S, y definimos el valor en S
continuo por la derecha, i.e. XSh =Yn. El proceso puede ser absorbido en i. En ese caso hay un

dltimo S, (tiempo de absorcién) finito y se usa la convencion T =T, =---=o,

Y, =Y, = =i. Esto es una estructura muy simple de trayectorias. Un problema desde este

punto de vista es la posibilidad de que el tiempo de explosion () =sup, S, sea finito. Esto

parece contrario a la intuicibn en muchos casos, pero es perfectamente posible desde el punto de
vista de la teoria general

Teorema 2.1.1: Un proceso de Markov { X },., tiene la propiedad fuerte de Markov i.e.

P( Xy =i X, =ia|F ) 2P (X, Thareens Xy, =i X, =0(X,))

con respecto a cualquier tiempo de paro T el cual asume solamente un nimero contable de
valores, 7[0{,s,s,,...}.
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Definiciéon 2.1.1: Sea {X(t),t 2 O} un proceso estocastico en tiempo discreto definido sobre un

espacio de probabilidad (Q, F,IP’) y tomado valores en un conjunto discreto E. {X(t)} es una
cadena de Markov si y solo si

P( Xy =1 X, =i =i X,y =i

X oo Xo =i ) =P(X

t+m t+mrc o t+1 t+m t+myc e t+1 xt - It)

para toda t,mON, i,...,i, 0E. Ademas {X(t),tZO} es homogéneo en tiempo si

}P’(Xt+1 = j|Xt :i) no depende de t. En caso afirmativo se denota dicha probabilidad p; y se

interpreta como la probabilidad de transicion del estado i al estado | .

El siguiente resultado describe la estructura basica de un proceso de Markov de saltos hasta el
tiempo de explosién.

Teorema 2.1.2: Consideremos un proceso de Markov de saltos. Entonces la distribucién conjunta
de las secuencias {Y,} de estados visitados y de los {T } tiempos de espera esta dada por: (i)

{Y.} es una cadena de Markov; (ii) existe A(i) =0 tal que, dada {Y,}, el T, es independiente,

con T, siendo distribuida exponencialmente con intensidad A(Y, ).

Demostracién: La distribucién conjunta de Y, y T  est4d especificada completamente por
probabilidades de la forma P.F, donde F,={Y, =i(k), T, >t(k),k=1...,n}. Denotemos a
1(0) =i . El teorema es equivalente a

PF, = ﬂ G s XPL-A( (K-D)t(K)} 1.1

para alguna matriz de transicion Q e intensidades convenientes A(i). Es claro que el Unico
candidato posible para Q es ¢, =P (Y, = ). Para determinar A(i), sea z(t) = (T, >t).

Entonces X, =i en {T, >}, la propiedad de Markov nos conduce a
2(t+9) =EP, (T, >t +s|o(X;s<t)) =E [ B (T, >9);T, >t | () (1)

Entonces z es no creciente con z(0) =1, hechos elementales en las ecuaciones fundamentales

~ (i)t

nos conduce a z(t) =€ para alguna A(i) = 0.

Aplicando la propiedad de Markov una vez méas obtenemos

P(Y,=,T,>t)=EP (Y, =T, >t|F)

P(Y, =T >0 =E [B(Y, = )T, >t] =q,e""

21



la cual es (2.1.1.). El caso para n>1 se sigue por induccion y la propiedad fuerte de Markov.

Evaluando P.F, condicionando sobre (X ;S< S, _,) obtenemos de Xsh_1 =Y, que
BF,=E[ Py (4 =i(0),T, >t()iF,, =g,
PF, =Py (Y, =i(n), Ty > () B (F,.)

PF, = qi(n—l)i(n)e_/‘(i(n_l»t(n)Pi (Fn—l) .

2.2 Construcciéon minimal

La descripcién intuitiva de un modelo practico es usualmente dada en términos de las intensidades
A(i) y las probabilidades de salto ¢; en lugar de en términos de las matrices de transicion P' las
cuales son dificiles de evaluar. Por lo tanto surge la pregunta si cualquier conjunto de A(i), ¢

nos lleva a un proceso de Markov de saltos.

La construccion es inmediatamente sugerida por el Teorema 2.1.2.

Suponemos por lo tanto que dado un conjunto A(i) >0, i JE, y una matriz de transicion Q en
E (la matriz Q del Teorema 2.1.2. tiene la propiedad ¢, =0 siy solosi A(i) >0, pero esto no es

supuesto aqui) . Sea ALJE algin estado extra (necesario para describir el proceso después de
una posible explosion), definimos E, = EL{A} y A(A)=0, q,, =1. Se considera el espacio
muestral

Q =(0,00] " xEy ={(ty,tyr.., You Yooo.) 10 <ty <00,y OE,}

ysean T,,T,...,Y,,Y,,... las proyecciones en Q. Las probabilidades en Q tienen las siguientes
propiedades:

1. {Y.} esunacadena de Markov con matriz de transicion Q y P (Y, =i) =1;
2. dados {Y}, los T son independientes, con T, distribuida exponencialmente con
intensidad A(i) en {Y, =i}.

Construimos { X,},,, hasta el tiempo de la explosion simplemente invirtiendo la construccion de los

Y,..sea § =0,

S =T, +.+T ., &A)=supS, =T, +T, +....

X _ Yk SI SKSt<SK+1
Cla s tzad)

Teorema 2.2.1: { X,},,, €s un proceso de Markov de saltos en E, .
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Necesitamos estudiar el tiempo residual de estancia R, al tiempo t, ie. R =S, —t, donde
n(t) =min{n:S, >t}.

Lema 2.2.1: Dado 0(X,;S<t), ladistribucién de R es exponencial con intensidad A(X,) .

Demostracién: Dado O(Xg;S<t), la distribucién de T, de T dado T >u, donde

U=t-S,,, ¥ T esexponencial con intensidad A(Y,, ) =A(X;). Debemos demostrar que

B,(R >r,A) =E [ep{-A(X)r}: A (22.1)

paratoda r <o ytoda AOO(X,;s<t).Si AO{aw(A)<t}, entonces ambos lados son P A de

modo que podemos asumir A{a(A) >1} y entonces es suficiente considerar a A de la forma
{n(t)-1=n,F} ={F,,S <t,S +T, >t}. Asi, si condicionamos sobre las Y,, T,;, k=1...,n

y usamos la formula P(T >t+r)=¢e"P(T >t) para la distribucion exponencial, podemos

evaluar P(R >r, A) como

P(F,,S,<t,S,+T >t+r)=e’{™'P(F S <t,S +T, >t).

Demostracion del Teorema 2.2.1:  { X}, es un salto puro, de modo que es suficiente demostrar
que en { X, =i} la distribucién condicional de { X,,.}., dado g(X,;s<t) es la [P, distribucion

de {X Definimos

t+s} s=0"

M, =Ty Tayenr==1 Yoz Yy r+-) -

Entonces { X,,.} <o s construida de (R, M,) de la misma forma que { X,},,, es construida de

(RsMg) =(T5, M) = (T4, Ty, s Y5, Yisn0)

Por lo tanto mostraremos que en {X, =i}, la distribucién condicional de (R,M,)dado
O(X,;s<t) es la B distribucion de (R,,M,) en la distribucion condicional, R,M, son
independientes, R tiene la [P, distribucién de R,, M, tiene la I} distribucién de M.

Ahora {(Y,,T,)} es una cadena de Markov con espacio de estados E, x(0,o) y kernel de
transicion dado por

P (Yo = JiToy > o (Y, T, tksn) = q, 0" (2.2.2)
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También n(t) —1 es un tiempo de paro con respecto a la cadena y debemos evaluar la distribucion
de (R,M,) condicionalmente sobre o(X,;S<t) primero condicionando sobre la O -algebra
o(Y,, T, :k<n(t) -1 entonces Y, , = X,, la propiedad fuerte de Markov y (2.2.2) implican que
dado o(Y,,T,:k<n(t)-1), M, tiene la P, distribucion de M,, mientras que R es
degenerado. Estos hechos y la medibilidad de Xt implican que R, Mt son independientes y que

M, tiene la I, distribucién de M, mientras que R tiene la I, distribucién de R, por el Lema
(2.2.1).

Proposicion 2.2.1: Definimos R=Z)I(Yi)_l. Entonces para cualquiera i JE, los conjuntos
i=0
{a(D) <o} y {R <00} coinciden P, casi seguramente.

Demostraciéon: ~ Condicionando sobre {Y.}, «(A)=supS, = ZTI se distribuye como
i=0

Z:/i(Yi)_l\/i , donde las V, son variables aleatorias exponenciales independientes idénticamente

i=0

distribuidas con parametro 1. El resultado por lo tanto proviene por hechos estandar en las sumas
ponderadas de variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas. Asi R< oo implica

que @(A) <o porque de R=E(w(A)|YO,Y1,..), y la implicacion inversa puede ser vista,

aplicando el criterio de las tres series.

Proposicion 2.2.2:  Criterios suficientes para P (aw(A) <o) =0 para toda iJE son los

siguientes: sup,c A(i) <oo; E esfinito; {Y,} es recurrente.

Demostracion: Se sigue de la Proposicion 2.2.1 que A(Y,) — o en {a(A) <oo}. Por lo tanto la
suficiencia de SUP A(1) <o es clara, y que E sea finito es consecuencia de que el
sup,e A(i) <. Si {Y} es recurrente, y X, =Y, =i, entonces A(i) es un punto limite de
{A(Y,)} . Asi A(Y,) - o no puede ocurrir, para que R=c0 y P, (@A) <00)=0.

2.3 La matriz de intensidad

2.3.1 Definicién y Unicidad

Ahora supongamos que @; =0 cuando A(i)>0 y definimos la matriz de intensidad

A =(A(i, ])); jce del proceso por

A, ))=A0)q;, j#i, A®i,i) =-A() (2.3.1.1)
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Proposicién 2.3.1: Una matriz A de EXE es la matriz de intensidad de un proceso de Markov
de saltos { X,} siy solo si

A(i,i)<0, A, )20, j#i, YA€, j)=0. 2.3.1.2)

j0E
Ademads, A esta en correspondencia uno a uno con la distribucién del proceso minimal.

Demostracion: Si A es una matriz de intensidad, se sigue de (2.3.1.1) considerando los casos
A@l)=0 y A(i) >0 separadamente tal que Z)I(i, j)=A(i) y por lo tanto (2.3.1.2) ocurre.
i
Inversamente si (2.3.1.2) se satisface, entonces sea A(i) =—A(i,i), definimos ¢, por (2.3.1.1) y

en otro caso. Entonces Q es la matriz de transicion, y

q; =0 si A(i)>0, y sea q; =9,

1j
claramente el proceso de Markov de saltos determinado por Q y los A(i) tienen la matriz de
intensidad A .

2.3.2 Ecuaciones Diferenciales de Kolmogorov

Teorema 2.3.2.1: Sea A una matriz de intensidad en E y { X} el proceso de Markov de saltos

minimal correspondiente en E, p,‘j =P (X, =]). Entonces las matrices de EXE P =(p,tj)

satisfacen la ecuacion (%j P'=AP',ie.

dp! .

_dtJ =" AG,K) P, (2.3.2.1)
kOE

., d t _ St .
y la ecuacion (—j P =PA,ie.
dt

dp |

% => piAK, ). (2.3.2.2)
kOE

Demostracién: Condicionando sobre T, =S

t \qA)s -s
B =P, (T, >1)3, + [ A()e”"*Y" g, pj°ds

k#i

pl = -‘(”{5” +I;Z/](i,k)e”“)sp§ds]

k#i
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El integrando f(S)=Z/1(i,k)eMi)Spifj esta bien definido con sup., f(S) para toda

k#i

T < o entonces Z|/1(i,k)| =2A(i) <o . Esto muestra primero que pitj es continua y a partir de

esto f(S) es continua. Por lo tanto pitj es diferenciable con derivada

~A(i)e" [5” +[; f(s)ds]+e‘“‘” F()=-A0) P} + 2 A k) Py = X AGK) Py -

k#i kOE

d
La demostracion de la ecuacion (E P' =P'A solamente se dara bajo la suposicién

SUpA(i) <oo (2.3.2.3)

i0E

(p; -3)
S

la cual puede ser usada para inferir que esta uniformemente acotada en S, j,K. Se

sigue entonces que

o< p; sA(k)jOSe‘Mk)“du, K# |

0<1-pg < AK)[ e du

y (2.3.2.2) se obtiene por convergencia dominada (usando Z pfk <o) de

t+s _

: t 5 =0,
R IR e WV )
S o S kOE

| |

En el caso de un espacio de estados finito E, los resultados sobre existencia y unicidad de los

sistemas de ecuaciones diferenciales lineales junto con P° =1 nos lleva al siguiente corolario.
0 n

Corolario 2.3.2.1 : Si E es finito, entonces P' =e* = Z—IA” , 1>0.
n=o0 N
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2.4 Estacionalidad y resultados limite
2.4.1 Clasificacién de Estados

Proposicién 2.4.1.1: Las siguientes propiedades son equivalentes:

(@ {Y,} esirreducible;
(b) para cualquier i, ] [1E tenemos que pitj >0 para alguna t > 0;

(c) para cualquier i, j [ E tenemos que p,tj >0 paratoda t >0.

Demostracién: Denotemos por
e(i) =inf{t >0: X, =i,lim X, #i} (2.4.1.1)
st

al tiempo de llegada a i si X, Zi y el tiempo de recurrencia de i si X, =i. Entonces | tiene un

tiempo de arribo exponencial. Es claro que p,tj >0 si y solo si P,(aj)<t)>0. Ahora
P, (aX]) <t) >0 siy solo si alguna trayectoria ii,...1,] de i a | es posible para {Y,},y en ese

caso podemos evaluar la distribucion condicional F de () dado aX]) <o condicionando en

las trayectorias. Asi F es una mezcla de convoluciones de distribuciones exponenciales con
intensidades A(i,i,),A(i;,1,),... y por lo tanto tiene una densidad mayor que cero en (0,) . Asi

P,(a])<t) >0 siysolosi{Y,} puedellegara j desde i.

2.4.2 Medidas Estacionarias

Una medida Vv # O es estacionaria si 0< V, <oy vP' = v paratoda t.

Teorema 2.4.2.1: Supongamos que {Xt} es irreducible y recurrente en E. Entonces existe una

medida estacionaria V. Esta V tiene la propiedad v, > 0 paratoda | y puede ser encontrada de
una de las siguientes maneras:

(i) para algtn estado fijo y arbitrario i, Vv, es el tiempo transcurrido esperado entre entradas

exitosas de | a i. Esto es, con aXi) dado por

v =E [ 10X, = )t (2.4.2.1)

(i) v, =/]L donde p es estacionario para {Y,} ;

(i) es solucion de VA =0
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Demostracién: Primero probaremos la unicidad considerando la cadena de Markov XO, Xl,....
Esta es irreducible, entonces todas las entradas pitj >0, y cualquier V estacionario para {Xt} es
también estacionario para { X}, entonces si la cadena es irreducible y recurrente existe una
medida estacionaria V, que satisface v, > O para toda | y es una constante multiplicativa tnica,
entonces tenemos que demostrar que {Xn} es recurrente. Pero para cualquier i, la secuencia

U,,U,,... de tiempos de espera de i es infinita, entonces i es recurrente. Las U, son
independientes idénticamente distribuidas con P (U, >1) >0 tenemos que U, >1 y por lo tanto
también X, =1 .

Para (i) mostramos la estacionalidad de (2.4.2.1) evaluando el j-ésimo componente de vP".
Primero notemos que { X }oqan ¥ { X i)t} osisn tiene la misma IP; distribucion porque X, =1

Por lo tanto

v =E, UO“ H (%, = j)dt} =, U“’“)*“ 1, = j)dt} =, U:’“”W (X, = j)dt}

(i) h
(i) .
V=B [ (X, = )t

notemos que la primera igualdad es vélida también si a(i) <h. Asi
v, =Eij0 P (X, = j,ai) >t|F, ) dt :Eijo P}l (i) > t)clt

v =X B ], 106 =k ot > et = v, P}

kOE kOE
demostrando VP" =V y (). Con 7(i) =inf{n:Y, =i}, tenemos que

r(i)-1

(i) . .
v, =Eij0 (X, = ))dt=E Y T,I(Y,=])
n=0

VJ = iEiEi [Tn;Yn = J’T(I) > I’]|{Yn}°0°}

1 ¢ o 1 4,
== NI, =] ==
Y B & e E > m = e

. H; "
Estoes, V; es proporcional a I L_  demostrando (ii)

(1)
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Para (iii), notemos que de acuerdo con (i) V es estacionario para { X} siy solo si (V;A(])), es

estacionario para {Y,} , i.e. si y solo si

Z\/i)l(i)qij =V;A(]) paratoda jUE,

i0E

entonces @, =0, siy solo si
0=-v,A(j)*+ X vAGi, )) = 2 VA i)
i#] i0E
Finalmente, 0<V; < se sigue facilmente por (ii), entonces en el caso recurrente 0 < A(j) <o
u
En este capitulo se mostraron los procesos de Markov, sus propiedades, las ecuaciones

diferenciales de Kolmogorov para los procesos de Markov; por ultimo se describi6 la clasificacion
de estados y las medidas estacionarias.
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Capitulo 3: Distribuciones Tipo Fase
3.1 Introduccién

Las distribuciones tipo fase estan basadas en el método de estados, una técnica introducida por
Erlang (1917) y generalizada por Neuts (1975). La idea principal es modelar intervalos aleatorios
de tiempo como un numero de segmentos distribuidos exponencialmente y aprovechar la
estructura Markoviana para simplificar el analisis.

Erlang definié una variable aleatoria no negativa como el tiempo que toma moverse a través de un
namero fijo de estados, utilizando una cantidad de tiempo exponencial con una tasa fija positiva
cada una hasta la absorcion.

La distribucion de una variable aleatoria es definida a través de una matriz; su funcion de densidad,
momentos, etc. estan expresados en términos de esta matriz.

Las distribuciones tipo fase proporcionan una estructura simple para demostrar como se pueden
extender resultados sobre distribuciones exponenciales a modelos mas complejos sin perder la
manejabilidad computacional.

Las distribuciones tipo fase han sido usadas en una amplia gama de aplicaciones de modelacién
estocastica en areas tan diversas como las telecomunicaciones, modelacion del tréafico,
bioestadistica, teoria de colas, cinética de los medicamentos, teoria de la credibilidad, analisis de
supervivencia y teoria del riesgo (Fackrell. 2003)

Las distribuciones tipo fase constituye una clase de distribuciones muy versatil que estan definidas
en los nimeros reales no negativos; eso lleva a modelos que son algoritmicamente tratables. Su
formulacién también permite la estructura de Markov de modelos estocasticos cuando reemplazan
a la distribucion exponencial.

Si un problema puede ser resuelto explicitamente cuando las distribuciones son exponenciales,
entonces el problema puede admitir una solucién algoritmica involucrando un razonable grado de
esfuerzo computacional si uno permite la suposicién mas general de estructura tipo fase.

3.2 Definicién y Propiedades Bésicas de las Distrib  uciones Tipo Fase

Consideremos un proceso de Markov con espacio de estados E ={l,...,m}. Supongamos que
ninguno de los estados | [JE ={l,...,m} del proceso de Markov es absorbente (Neuts. 1981).

Extenderemos el espacio de estados E agregando un estado que denotaremos como m+1 vy el
cual supondremos que es absorbente. Para el espacio de estados extendido E'={l,...,m+1},

consideraremos la matriz de intensidad de un proceso de Markov no terminal Q = (qU ), joe escrita

=[5 o

I
donde t = (tl tm) es un vector columna de dimensién | con componentes no negativos t;

por bloques de la siguiente forma:

T =(t;) es una matrizde mxm con t; 20 para i # j y t; <0 tal que t+Te=0, entonces

t =—Te. Donde € es un vector columna con todos sus componentes iguales a uno.
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La interpretacion del vector columna t es el vector de la tasa de salida, i.e. el i -ésimo componente
t, brinda la intensidad en el estado i para dejar E

Para asegurar la absorcién en tiempo finito con probabilidad uno, se asume que cada estado no
absorbente es transitorio.

Una condicion equivalente esta dada por el siguiente lema.

Lema 3.2.1: Los estados 1,...,m son transitorios si y solo si la matriz T es no singular.

Demostracion: Sea @, 1<i<m la probabilidad de absorcion en el estado m+1, iniciando en el

estado i . Las probabilidades @, satisfacen el sistema de ecuaciones lineales
— -1 -1 i
a = (_tiTii )+Z(_TivTii )av’ para 1<si<m

o equivalentemente, t +Ta=0.

Si T es no singular, la solucion a=e€ es Unica, para que la absorciéon desde cualquier estado i
sea forzosa.

Se muestra que si la absorcion desde cualquier estado es forzosa, la matriz T es no singular.

Si la matriz T es singular, existe un vector positivo Yy, tal que YT =0. Esto implica que el

producto punto yexp(Tx)p=ye es positvo para toda X=0. Ademas, el vector

u=limexp(Tx)e no desaparece, entonces yu =ye>0. Esto muestra que al menos hay un
to o0

estado inicial i [J{1,...,m} del cual la probabilidad 1—U, de una eventual absorcién es menor que

uno. Se sigue por contradiccién que una absorciéon eventual desde cada estado inicial implica que
T es no singular.

u
La variable aleatoria /7 definida a continuacién es llamada el tiempo de paro de {X} . Esta

distribucion es determinada por la distribucion inicial @' = (a;,...,d,,.,) de { X} y por la matriz de

subintensidades T . Notemos que, en vez de @', es suficiente considerar la funcion de
probabilidad a =(a;,....a,,,) en E.

Definicion: La distribucion del tiempo de paro hasta la absorcion 77 =inf{t =0 |Xt =0} para un

proceso de Markov finito de saltos { X} con espacio de estados E'={l,...,m+1} es llamada

distribucion tipo fase con parametros (a,T). Denotaremos la distribucion por PH (a,T) (Bladt
2004).

Lema 3.2.2:

exp(OX)= (expgl'x) e- exlpﬂ'x )ej
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Demostracion: Para N =1 tenemos que
Qn _ Tn _Tn
0 0

usando que t =—Te. Entonces, si | , €s la matriz identidad de dimension NXnN, tenemos que

epQx)= 3
exp@x)=1 ., + i an(
o [(M9" _(TX)"
exp@x)=1,,+ Y| nl Nl
) 0

S ety

expOX)= (expgrx) e- exlp(l'x )3)

Lema 3.2.3: La distribucion F ()] del tiempo de absorcion en el estado m+1, correspondiente al

vector de probabilidades iniciales (@, ...,&,,,, ) esta dada por
F(X)=1-aexp(x)y, para x=0. (3.2.1)

Demostracion: Las probabilidades v, (X), que el proceso este en el estado | al tiempo X,
satisface el sistema de ecuaciones diferenciales

V'(X) =Vv(X)T, para x>0
con condiciones iniciales V(0) = a. La solucién esta dada por
V(X) =aexp(Tx).

Sustituyendo V(X) en la ecuacion F(x) =1-v(x)e tenemos que

F(X)=1-aexpxEk.
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Teorema 3.2.1: Consideremos el tiempo de absorcion #7 con distribucion tipo fase PH (a,T).
Entonces, paracada t =2 0.

P(7>1) =aexp(T e

Demostracion: Se tiene que {#7>8 H X, A0} siysolosi X, [{1,2,...,p} y consecuentemente
por la ley de la probabilidad total

1-F(t)=P(7 >t)=Pa(X, 0{0,2,...| - 1))

P(7>1)= 3 Pa(X, = )

j=0

-1

P(n>t) = > P(X, = j|X, =i)P(X, =i)

P(>0=(XO#) =Y. > a0
exp(tQ)=[eX%(tT) oot ﬂ

Lema 3.2.4: Sea T una matriz de subintensidad. Entonces Sl — T es no singular para cada s=0
y todas las entradas de (Sl —T)™ son funciones racionales de S>0. Ademas, para toda S=0,
nUN,

[Cexpt sl +T)ydt= @ -T)*

dn
ds”

(sl -T) ™" =(-1)"ni(sl -T)™"*

Demostracion: Sea S=0. Todos los valores propios de T —Sl tienen parte real negativa. Por lo

tanto Sl —T es no singular. Demostraremos por induccioén con respecto a N. Usando la regla de
derivacién tenemos que

Oz—g—l:—g—«sl—1)(§-—T)*):(sl—17‘1+(§-—T)£1(§-—T)”
ds ds ds

en consecuencia

d Aol T2
EE(SI—T) =—(sl =T)
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Suponemos que es cierto para N=1,2,...K. Entonces

0 s A8 ) gl g oy
dSk_l(sl -T) _ds( (sl =T) j—( 1) k!ds(sl T)

k-1
%(Sl —T)‘l = (—]_)k+1(k + 1)|(S| _T)—(k+1)_1

porque
0 :i((sl -T)(sl —T)‘k‘l)
ds

0=(k+1)(sl -T) ™"+ (sl —T)k*ldis(sl -T)™* ™

Teorema 3.2.2: Supongamos que @, =0y T es una matriz de subintensidad no singular. Si F
F ~PH(a,T), entonces F es continua con

Funcién de densidad f(X) =ae™, t=0
Transformada de Laplace IA(S) =a(sl -T)'t

n-ésimo momento 4" = (-1)"nlaT "e

Demostracion:

f(x)= —%IP’(/] >x) =ae™(-Tet) =ae™t

I(s) = jo“’ &5 f (X)dx = jo & Sae™tdx.
Puesto que € %1 =exp(~sxl ) entonces
I(s) = j:aexp(—sx| )explx Jdx.
Puesto que exp(=sxl )exp(Tx = expX £sl +T ) entonces
() =a j: exp(X sl + T ))xt

() =a(sl -T)t.
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Tomamos la n-ésima derivada de la transformada de Laplace. Entonces

n

IA(n)(s) =d_nu(SI _T)_lt = (_1)nn!(1(3| _T)—n—lt
ds

Sustituyendo $=0 obtenemos que E(X") = 1™ =(-1)"[ (0)= (-1f'nlaT"e.
u

Un requerimiento adicional en la representacion PH (a, T) es que no existan estados superfluos.
Las condiciones para que no existan estos estados se dan a conocer en la siguiente seccion.

3.3 Representaciones Irreducibles

Se supone que en el estado M+1, se realizan instantAneamente ensayos multinomiales

independientes con probabilidades a;,...,a,, ,d,,,, hasta que una de las M alternativas ocurra.

Reiniciando el proceso Q en el estado correspondiente, se considera el tiempo de la siguiente
absorcion y se repite el mismo procedimiento. Se observa que continuando el procedimiento

indefinidamente se construye un nuevo proceso de Markov en el cual el estado m+1 es un estado
instantaneo. Cuando el proceso entra al estado instantaneo, la probabilidad de que permanezca

ahi para transiciones =1 esta dada por (1—am+1)a;;11, y los nimeros de visitas al estado

instantaneo son independientes con una distribucién geométrica comun.

Si ademas consideramos la version del proceso de Markov en el cual las funciones de la
trayectoria son continuas por la derecha, se obtiene un proceso de Markov en {l,...,m} con

generador infinitesimal
Q =T+T°A° (3.3.1)

donde T° es wuna matiz de mxXm con columnas idénticas T° y
A°=(1-a_,) ‘diag@,,...@,., ) Lamatriz T°A° puede ser escrita como

m+l
T°A°=(1-a,,,) T4 (3.3.2)

Se verifica que las visitas sucesivas al estado instantdneo forma un proceso de renovacién con
distribucion F(0l, dado por (3.2.1). El proceso puntual obtenido es un proceso de renovacion tipo
fase.

Definicion 3.3.1: La representacion (a,T) es denominada irreducible si y sélo si la matriz Q* es
irreducible.

Lema 3.3.1: Cada componente de V(t) =aexp(Tt), t=0, es estrictamente positivo para toda

t >0, o idénticamente cero para t = 0, en el Gltimo caso la matriz Q es irreducible.

Demostracién: Si T; 20, para i # |, lamatriz €xp(T't) es no negativa para toda t = 0. Se sigue

que V(t) =0, pero entonces a % 0.
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Se supone ahora que en t; > 0, algunos componentes de V(to) son cero.
Renombramos los indices para que Vi(t,) >0, para 1<ism<m, y V(t))=0, para

m +1<i<m. Tenemos que

m
Vj'(to) =;Vi(to)Tij ,para m+1< j<m

Si cualquiera de los elementos T

j» 1ism, m+1<j<m, son positivos, entonces para

alguna j, m+1l<j<m, Vj'(t0)>0, y por lo tanto V;(t,—€£)=0, £>0, lo cual es una

contradiccién. Por lo tanto la matriz T es de la forma

T 0
T= .
T, T,

Ahora se divide a0 y V(t) en a,,a,y V,(t),V,(t) respectivamente. Se sigue entonces que
V,(t) =a,exp(T,t), parat=0.

La matriz exp(T,t) es no singular. Entonces V,(t,) =0, se sigue que a, =0, y por lo tanto

V,(t) =0, para t = 0. Esto implica que Q" es reducible y

F(t)=1-a,expt ), parat=0.

Teorema 3.3.1: Si la matriz Q es reducible, podemos eliminar columnas y renglones de Q
correspondientes al subconjunto de indices de 1,...,m para obtener una representacion mas

pequefa e irreducible (a,,T,) de F (0l
Demostracion: Si Q* es reducible, se puede escribir de la forma

o :(T1+T1°Af T2+TfA‘;J
T, +TA] TH+TAAS

donde T1+T1°A2 y T, +T§Ag son de orden M y M-—m respectivamente, y T, +T10A2 =0.
Entonces los elementos por debajo de la diagonal de Q* son no negativos, se sigue que T, =0,y
TPAS=0.
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Si a; >0, para alguna J con m +1< j<m, se sigue que Tl0 =0. Entonces T es de la forma

T, T,
esto implicaria que la matriz T, y por lo tanto también la matriz T son singulares. Esto contradice

la hipétesis inicial, por lo que se tiene que a, = 0.

Evaluamos la distribucion F ()] y obtenemos

F(x)=1-(a,,0 Looe
(X) =1-(a,,0) ex X(Tg TJ (ezj

F(t)=1-a,exp(t), parat=0.

F (0Y también tiene la representacion mas pequefa (a,,T,).
| |

Corolario 3.3.1: Para una representacion irreducible (a,T), los vectores aexp(Tt) y

exp(Tt )T son estrictamente positivos para t > 0.

Demostracién: El mismo argumento muestra que cada componente de ese vector es
idénticamente cero o positivo para toda t>0. Si fuese el i-ésimo componente cero, la
probabilidad de absorcion en el proceso Q, iniciando en el estado | seria cero. Esto es una

contradiccion.
| |

Corolario 3.3.2: Para $20, los vectores a(sl —T)™y (sl = T)™T? son positivos.

Por lo tanto siempre podemos asumir que una representacion (o, T) de una distribucion tipo fase
es irreducible.

3.4 Propiedades de Cerradura de las Distribuciones Tipo Fase
Algunas operaciones con las distribuciones tipo fase nos conducen nuevamente a distribuciones
tipo fase obteniendo una nueva representacion para la distribucion tipo fase obtenida. Esto es

algoritmicamente (til cuando las operaciones involucradas, las cuales en general requieren
integraciones numéricas, pueden ser reemplazadas por operaciones matriciales.

Si T° es un vector columna de tamafio M y B es un vector renglén de tamafio N, denotaremos

por T°B° a la matriz obtenida del producto escalar T° [B, con elementos T.° LB,

Probaremos que la familia de las distribuciones tipo fase es cerrada bajo convoluciones y mezclas.
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Teorema 3.4.1: Si F(Q) y G([)) son distribuciones tipo fase ambas continuas o ambas discretas
con representaciones (a,T) y (B,S) de drdenes m y n respectivamente, entonces su

convolucion F* G([)] es una distribucion tipo fase con representacion (y,L), en el caso continuo
dada por:

Y = [(l, am+1B]
T T°B°
L = o s | (3.4.1)

Demostracion: La transformada de Laplace de la distribucion tipo fase con representacion (y,L)
esta dada por

(sl -T)™ A

IA(S) = (ay)o(@) ot (ay () o 2)( 0 (sl -T,)?

jm,tz)

() =a +B.0(s -T) ' T +a_, p(sl —9)*SC+a(sl -T) *TB sl -9)™S*

m+1/~n+1

El Gltimo término se simplifica a a(sl —T) ™ T°[P(sl —S)™'S°, por lo tanto la transformada de
Laplace es igual a

[(8) =[G +a(s ~T)'TO|[ B +B(Sl =) 7'S°]

[(9) = 1,(9)1,(9).

Es interesante notar la relacion del proceso de Markov con matriz

T T°B°
SA° S

con el proceso de renovacion alternante con distribuciones F(Ql'y G([).

Si al tiempo t el proceso de Markov esta en el conjunto de estados {l,...,m}, el punto t es
cubierto por un intervalo con distribucion F(0l. Una interpretacion similar se obtiene para la
estancia en el conjunto {m+1,...,m+n}. Transiciones del conjunto {1,...,m} al conjunto
{m+1,...,m+n}, y viceversa, corresponden a las renovaciones.

Definimos el vector @ como el vector de probabilidad estacionario del generador irreducible
(3.3.1). Claramente el vector positivo 7t es la Unica solucién a las ecuaciones

n(T+T°A% =0, ne=1 (3.4.3)
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Las siguientes férmulas seran utilizadas posteriormente

n=—nT’AT*'=-(1-a,,) ' @T )T, (3.4.9)
aT’=1-a )" (3.4.5)

donde 4 es la esperanza de F (1),

Teorema 3.4.2: Si F([)J) es una distribucion tipo fase con representacion (a, T), entonces
x 1 (x
F (X :—,I [1-F(u)ldu, para x=0
My =0

es una distribucion tipo fase con representacion (z, T).
Demostracion:

F' () =— [ aexp(Tu)ie=—=aT~ [explTx )1
TR 1

F (X)=1-mexp(Txe,

por la funcién generadora de momentos ,ui' = (—1)”n!uT‘”e y por (3.4.4).

Los momentos £ de F ([ estan dados por

) ) il .
U= (- ilaT%e= (-1 " aT e

1

f= 'ul_” ~, para i 1.
(i+i)14

Teorema 3.4.3: La convolucion de dos distribuciones tipo fase PH (a,, T;,E;) y PH(a,,T,,E,)

es una distribucion tipo fase con parametros (a, T,E), donde E=E UE,,

_ (), si i0E
B (0)o(ay); s IUE,

T= T, ta,
0 T,



donde (@, ); es el i -ésimo componente de a,,y t, =-T,e, k=1,2.

Demostracién:  Sean F(s) IAl(S) IAZ(S) las transformadas de Laplace de PH(a,B,E),
PH(e,, T,,E;) v PH(a,,T,,E,) respectivamente. Entonces, es suficiente probar que

r(S) = |A1(S)|A2(S) para S= 0. Notemos que

§-T= si-T, -ta,
0 s-T,)

Primero demostraremos que la matriz Sl —B es invertible. Esto es equivalente a mostrar que
existe una matriz A para la cual

si-T, —ta, o (s -T)™ A -
0 d-T, 0 (sl -T)*")

Es decir, A debe satisfacer (sl =T,)A -t,a,(sl =T,)" =0

(8 -T)" = (sl -T)™ A

' 0 (s -T,)*)
donde A =(sl —T,)ta,(sl —T,) " Sea i, el vector que satisface f,+(T,+a,)e=0 y es
equivalente t, = (a,)t,

Utilizando la transformada de Laplace IA(S) de PH(a,T,E)

(s -T)™ A

f(s)z(al)o(a2>o+<a1,(a]>0a9( o (s-T)

j(fl,tz)

lA(S) = (al)o(a2)0+a1(8| —T])‘lf 1o At ot (a ) (((1 )(Sl =T )_lt
[(9) = (o) + o (sl =T)"t,) (@) p+e £ =T )7t )
[(9) =1,(8)I,(9).

Este teorema puede ser generalizado para la convolucion PH (e, T,,E,)*...* PH(a, T ,E,) de

n distribuciones tipo fase es una distribucién tipo fase para N=2. Sus parametros (a,T,E)
n k-1

estan dados por E = U E.. [ |(a,),(a,); siiTE,, donde k =1,...,n.
k=1 i=
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Las mezclas infinitas de distribuciones tipo fase en general no son de tipo fase.

Teorema 3.4.4: Sea 0<p<1l La mezcla pPH(a,, T, E)+@-p)PH (@,,T,E,) es una
distribucion tipo fase con parametros (e, T,E) donde E=E [ E,

_ [ p(ay), s i0E
~|@-p)e,) s i0E

1o
o T1,)

Este teorema implica que para N=2 y para cualquier funcion de probabilidad (pl,...,pn ), la

n
mezcla ZkaH(ak,Tk,Ek) es una distribucion fase con parametros (a,T,E), donde

k=1
E:UEk’ai:pk(ak)i siilE y
k=1
T O 0
- 0 Tz 0
0 O T

Mostraremos que la clase de las distribuciones tipo fase es densa en la clase de todas las
distribuciones de variables aleatorias no negativas. Es decir, para cualquier distribucion F definida

en R, , existe una sucesion de distribuciones tipo fase F, tales que lim F (X) = F(X) para cada
n-oo

punto de continuidad X de F .

Lema 3.4.1: Sea { X} una sucesion de variables aleatorias evaluadas en R y XOR. Si

imE(X,) =Xy limE(X?) = x?, entonces
limE(f(X,)) = f(X)

para cada funcion acotada f :R — R siendo continua en X.
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Demostracion: Sin pérdida de generalidad, suponemos que Sup/|f (y}s 1 Para cada £€>0

elegimos J >0 tal que | f () = f (y)| < & siempre que |[X—y|< J. Entonces
[B(F(X,)- f(Q|<B|f(X,)-f(X)
E|f(X,) = f ([ <E[|f(X,) = f(X);|X, =X <F]+E[| f(X,) = f(X)];|X, =X >7]
E|f(X,)- f(x)|<e+2P(|X, -X>J)

Por la desigualdad de Chebyschev

E(X,-X)? _E(X?)-x*+2x(x—-E(X,))
»¥ o? '

P(|X,-¥>3d)<
]

Teorema 3.4.5: La familia de las distribuciones Tipo Fase es densa en el conjunto de todas las
distribuciones en R, .

Demostracién: Sea F una distribucién arbitraria en R, , definimos

F. =F(0)3, +i(F(Ej— (knlijn(k n)

para N=1. Mostraremos que lim F,(X) = F(X) para cada X=0 con F(X)=F(x—). Notemos
Nooo

que
F.(x) = ZF( je (”X) j F(t)dG, (1)
donde G, Ze_”x (nx) 5%
Ademas
T - K (nX) = (M)
Jude =2 R L oy
y

J-tszn’x(t) =n"'x+Xx* - x*conforme N - .
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Entonces por el Lema 3.4.1

[F®dG,.0=E(F(X,) - FX).

donde X, tiene distribucién G, . Ahora sea

k=1 n

F.=(F(0)+F(n)o, +Z(F (5] -F (—k _1DErI(k,n).
n
Entonces cada distribucién Erlang es tipo fase.

3.5 Reclamaciones Tipo Fase
Consideremos un proceso de riesgo (Bladt 2004).
Nl
R=u+pt-3 U,
n=0

donde N, es un proceso Poisson con intensidad [, las reclamaciones U,,U,,... son variables
aleatorias independientes idénticamente distribuidas tipo fase (7, T) de dimension d . Suponemos
sin pérdida de generalidad que p =1.

Consideramos el proceso de superavit de las reclamaciones como
Ny
S§=u-R=>U, -t.
n=0
La probabilidad de ruina se puede escribir como
Yu)= P(sup& > u) :
t=0

Sea 1, =inf (t20|5 >O). Cuando § >0 por primera vez, ocurre una reclamacion. Esta

reclamacion esta generada por un proceso de Markov subyacente {Mt}. Iniciando el proceso
desde el nivel S(, » corriendo en sentido vertical, el proceso subyacente cruzara el nivel cero al
tiempo S(T ) Al cruzar el nivel cero el proceso subyacente {Mt} se encuentra en uno de los

estados 1,2,....,d. Definimos V, =]P)(Ms(,) =1) i.e. la probabilidad que al cruzar el nivel O el

proceso {Mt} lo hara en el estado i .
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Definimos
r,(n+1)= inf{t = O‘S > Sf+(n)}

7,(n) esla n-ésimavez que § llegara a un nuevo nivel maximo global.

La distribucién del exceso S, ., =S

() €S tipo fase (v,T) y el proceso escalonado ascendente

forma un proceso de renovacion propio y defectuoso con distribucion entre llegadas tipo fase
(v, T). La ruina ocurre siy solo si la vida del proceso de renovacion rebasara el nivel U lo cual es

equivalente a que el proceso de renovacion se encuentre en uno de los estados 1,2,....,d al
tiempo U. Esta probabilidad es

vexp((T +tvue,

la cual es la probabilidad de ruina.

Lema 3.5.1: Para cualquier t >0

§=5-5.°5

Demostracion:
S =S-S.
N N(t-u)
S=2Y - pt-( 2 Y- p(t-u)j
j=0 i=0

D N

§=2.Y,—pu
i=0
S=5
1 _ .
Lema 3.5.2: R, () es — veces la medida de Lebesgue restringido a (-, 0)

Demostracién: Notemos que

R+(A):EJ:I{S OAT, >t} dt:j:P(s OAT, >t)dt

44



Por Lema (3.5.1) y usando que S, =S —S§_, tenemos
P(SOAT, >t)=P(SOAS,<0,0sust)

P(SOAT, >t)=P(§ OAS -S,<0,0sus<t)

P(SOA7, >t)=P(SOAS<S,<0,0sus<t)

(

P(SOA7, >t)=P(§ OAS <§,<0,0sust)
(
(

P(SOAT7, >t)=P(SOAS<S <0,0sust)

Entonces

R.(A) = j (SOAS<S.,<0,0sust)dt

R(A)=E[ 1{SOAS<S,<0,0<usthd

Entonces R, (A) es el tiempo esperado en el que S[ se encuentra en A y en un valor minimo.
Como § — —% y § es continua fuera de los saltos, entonces eventualmente § pasard por

todos los puntos en A. La pendiente de S[ fuera de los saltos es de —p y pasard por A p

veces mas rapido.
|

Teorema 3.5.1: La probabilidad de ruina esta dada por

W) =mn, exp((T +tx)u)e donde ©t, =BT .

Demostracion: Un proceso subyacente cruzara el nivel cero en el estado | por primera vez a
tiempo t siy solosi t <7, y si el proceso subyacente pasara de algun estado inicial i alestado |

durante el tiempo —S_. La probabilidad de que en [t,t+dt) habra una llegada es de [dt.
Entonces por la ley de la probabilidad total

=-[0wELleﬂims_l {r. st}}ﬁdt
v, :ﬁém.[:]E[p,}S-l {z. st}]dt

d

v, =f ﬂiE[ [ p.f*‘dt}
-1
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Definimos
R.(A) = ]EUO 1S O A}dt}

Notemos que R, esta concentrado sobre R_ =(—c0,0). En teoria de la medida para cualquier

funcién medible no negativa tenemos que
0 T,
I f R @)= [ f(S)at ]

Entonces

d

V=B ﬂiEUO“ pﬁdt}
v=pynf prR@)

v =B 7] p/R.(~dy)

i=1

v, = :(ﬂ ﬂip.jyja(—dy)

=1

donde la primera ecuacion resulta por la probabilidad de un arribo a tiempo t es cero. Por el Lema
3.5.2, R (—dy) = A(dy) donde A esla medida de Lebesgue restringido a (—o0,0). Entonces

V.=, BERR (-dy)

w d
Vi = jo ﬁzlzi-pijydy
i=1
resultando en
v= j: pBre”dy =BT .

3.6 Ejemplos de Distribuciones Tipo Fase

La distribucién exponencial con funcién de densidad f (u) =Ae™" tiene una representacion
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p
La distribucion hiperexponencial con funcion de densidad f(u)ZZ(]iAie_"‘” donde, para
=1

p
[ :1,...,p, a, >0y Zai =1, tiene una representacion
i=1

o= (a1 a, ap)
-A4 0 0
7= © _.fiz 0
0 0 -A,
A pu p—le—/\u
La distribucién Erlang con parametro p con funcion de densidad f (u) = tiene una
representacion
e=(1 0 - 0
-4 A 0 0
0O -1 A 0
T={0 0 -4 0
O 0 O -A

a= (a1 a, ap)
S 0
0 -A, A, 0
T=| 0 0 -4 0
0 0 O -2

donde 0<A <4, <...€A)
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3.7 Distribuciones Tipo Fase Multivariadas

Existen diversas definiciones concernientes a distribuciones multivariadas de tipo exponencial o
gamma. Estas distribuciones tienen distribuciones marginales exponenciales o gamma. Un ndmero
de estas distribuciones marginales tienen una transformada de Laplace racional multidimensional.
También, la clase de las distribuciones tipo fase, la cual es la generalizacion de cierto tipo de
distribuciones gamma, han sido extendidas al &mbito multivariado por Assaf. et al. (1984) y
posteriormente por Kulkarni (1989).La Ultima clase, la cual contiene un caso especial, provee una
construccion elegante de distribuciones tipo fase multivariadas en términos de un proceso
subyacente de Markov de salto. Ademas tiene una generalizacién natural a las distribuciones
matriz exponenciales multivariadas.

Assaf et al. (1984) introdujo una clase de distribuciones tipo fase multivariadas, considerando los
tiempos de llegada a diferentes subconjuntos del espacio de estados. Mas especificamente,

consideramos un generador tipo fase (matriz de subintensidades) T de dimension M y sea
{Jt}po el proceso de Markov subyacente de salto. Sea I',, i =1,2,...,n los subconjuntos

a I;.

Entonces el vector n-dimensional X = (Xl,...,Xn) tiene una distribucion tipo fase en la clase de
las distribuciones tipo fase multivariadas.

absorbentes del espacio de estados. Sea Xi el primer tiempo de llegada de {‘]t}t>0

El tiempo de estancia para X, es acumulada con tasa de 1 en estados pertenecientes a FE,

donde FE es el complemento de I', . Basado en esta interpretacion, Kulkarni (1989) introdujo una
generalizacién de la clase de las distribuciones tipo fase multivariadas. En esta clase el tiempo de
estancia X; es acumulado en el estado | con tasa K- No existe alguna restriccién para el

generador tipo fase T . Si el tiempo total de estancia en el estado | antes de la absorcién es

m
denotado por Y, definimos un vector aleatorio n-dimensional X; = ZK i Y-
j=1

El siguiente teorema nos proporciona una caracterizacion alternativa en términos de todas las
proyecciones no negativas.

Teorema 3.7.1: Una distribucién en la generalizacion de la clase de las distribuciones tipo fase
multivariadas puede ser caracterizada por (@, X) estando distribuidas tipo fase con representacion

(a,T(a)) con T(a) =A(Ka)™T, donde A(b) es la matriz diagonal con b en la diagonal.

Demostracion: Sea X una variable aleatoria con una distribucion la generalizacion de la clase de
las distribuciones tipo fase multivariadas. Entonces el i-ésimo componente X, de X puede ser
escrito como

Ny

X :ZZKHZJK
=L k=1

donde N, denota el nimero de visitas al estado transitorio K en la cadena de Markov a tiempo

continuo M+ 1-dimensional con M estados transitorios y un estado absorbente. Asi, esta cadena
de Markov define una distribucion tipo fase a tiempo continuo. Denotamos la parte transitoria de la

matriz generadora por T . Las variables aleatorias ij son la K-ésima estancia en el estado |,
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mientras K, son constantes reales no negativas. Considerando las distribuciones de la familia de

proyecciones dadas por {a, X) obtenemos

@x)=)ay > Kz, =Z(Z Kijaijzi
i=1  j=1k=1 j=1\i=1

Ny
con Z]. = Z ij . De aqui en adelante asumiremos que Ka > 0. Si esta condicion no se satisface
k=1

podriamos obtener una representacion tipo fase inadecuada. Bajo la condicion Ka>0

observamos que (&, X) se distribuye tipo fase con matriz generadora A(Ka)™'T .
|

En este capitulo se mostraron las distribuciones tipo fase univariadas y multivariadas, sus
propiedades, representaciones y caracterizaciones; asi como también se describié un proceso de
reclamaciones tipo fase. A lo largo de este capitulo se observé que las distribuciones tipo fase son
una clase versatil de distribuciones definidas en los nimeros reales no negativos que agregan
flexibilidad al modelado estocéstico en distintas areas.
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Capitulo 4: Distribuciones Matriz Exponenciales
4.1 Introduccién

Las distribuciones matriz exponenciales son distribuciones definidas en los niumeros reales no
negativos y con transformada de Laplace racional. La clase de las distribuciones tipo fase es un
subconjunto propio de las distribuciones matriz exponenciales. Muchos resultados validos para las
distribuciones tipo fase también son validos para las distribuciones matriz exponenciales.

Las distribuciones matriz exponenciales tienen funciones de distribucién de la misma forma que las
distribuciones tipo fase pero sus representaciones no necesariamente tienen interpretaciones
probabilisticas simples.

Dada una funcion racional o una forma equivalente matriz exponencial, no hay procedimientos
factibles para asegurar cuales de ellos corresponden a distribuciones de probabilidad.

Por otro lado, la representacion de una distribucion tipo fase puede requerir de un niimero excesivo
de parametros, mientras que las representaciones matriz exponenciales pueden estar dadas por
distribuciones de probabilidad con transformadas de Laplace racionales.

También la dimensiébn es una cuestion importante en las aplicaciones. Generalmente las
representaciones matriz exponenciales de distribuciones tipo fase seran de orden menor que sus
correspondientes representaciones tipo fase. Por lo tanto es benéfico representar distribuciones
tipo fase con matriz exponenciales de orden menor.

4.2 Definicion y Propiedades Basicas de las Distrib ~ uciones Matriz Exponenciales

Una variable aleatoria X se distribuye conforme a una distribucién matriz exponencial si la funcion
de distribucién, definida para X =0 de la forma (Asmussen y Bladt. 1997):

a,, =
B(x)={ ° i x=0 (4.2.1)
1+aexpx)'s, x>0

donde, para N=1, o es un vector renglén de 1xn, T es una matriz de NXN,y S es un vector
columna de Nx1. Es claro 0<a, < 1. Ademéas @, es la funcién de distribucion continua por la

derecha para X=0. Esto es

lim(L+aexpTx)T's)=a,.
x-0"
La transformada de Laplace de B(X), definida para SCJC, esta dada por

f(s)= jo‘” e>dB(x) =a(sl - T)'s+a,
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Proposicién 4.2.1: Las siguientes proposiciones son equivalentes

B[s] es una funcion racional (4.2.2)

b(x) = ae™s; (4.2.3)
q _

b(x) = c;x'e"”; (4.2.4)
j=1
% o d2 ]_ . 5] j cx

b(x) =) ¢, x'e" +> d;x  cos@,x " +> ex! senlfx §*; (4.2.5)
j=1 =1 i=1

donde los parametros en (4.2.3) y (4.2.4) pueden ser valores complejos mientras que los
parametros en (4.2.5) son valores reales.

Demostracién: La demostracion de que (4.2.2) y (4.2.3) son equivalentes se sigue de la

Proposicion (4.2.3) (Ver a continuacion). Si B[S] es racional, se sigue por expansion fraccional y
transformada inversa que (4.2.3) ocurre; la inversa se sigue haciendo el calculo explicito

® Xy afX —(— JI
Le x'e™dx = ( 1)7(/7+s)“1'

por la férmula de Euler

cos(x) = e+2e, senf ):%_ (4.2.6)
i

Por otra parte (4.2.4) implica (4.2.5), mientras que la inversa es trivial.
u

Usaremos (4.2.3) como la caracterizacion basica, nos referiremos al vector (a,T,S) como la

representacion de la distribucion B para una distribucién matriz exponencial en K y ppara la
dimensién de la representacion.

Algunas condiciones necesarias para saber cuando una representacion (a,T,S) define una

distribucion matriz exponencial son dadas facilmente, por ejemplo aT 's=1 y as=0.

Es bien conocido que una distribucion tipo fase es matriz exponencial con representacion (a, T,S)
donde s=-Te es el vector de tasa de salida.

Las siguientes propiedades de las distribuciones matriz exponenciales, las cuales son analogas de
las férmulas dadas para las distribuciones tipo fase.

Proposicion 4.2.2: Sea B K con representacion (a, T,S) . Entonces:

(a) La funcion de distribucion es B(X) =1+ae™T's
(b) La funcién generadora de momentos esta dada por L5>[s] =a(-sl-T)7's

(c) El N-ésimo momento esta dado por (-1)"*nlaT "'s
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Demostracion:
(a) se sigue de la integracion de la densidad y la formula J.eTXdX =e*T'=T"e™; mientras que

(b) se sigue de

B[s]= .|'°° e*oe"six = “J.m e M *dxs
0 0
0
B[s]=a(-sl -T)™"s.
Para (c), se diferencia la funcion generadora de momentos N veces, usando (b), y sustituyendo

s=0.

La representacion de una distribucion matriz exponencial no es Unica. Una representacion
(a, T,S) de una distribucion matriz exponencial B es llamada minimal si tiene la menor dimension

posible.

Proposicién 4.2.3: La transformada de Laplace de una distribucién matriz exponencial puede ser
escrita como

. +b,s+b,s” +...+b, "
f(S)=b1n = =, 4.2.7)
s"+as" +..+a,S+ta,
para alguna N=1 y para algunas constantes a,,...,a,, ,...,bn. Notando que &, :bl. Nos

referimos a los polinomios b(s) =b, +b,s+b,s’+...+0b s"™" como el numerador y a
a(s)=s"+ als”‘l +...ta,.,S+4a, como el denominador de la transformada de Laplace. Definimos

las raices de la transformada de Laplace como las raices de b(S) y los polos de la transformada
de Laplace como las raices de a(S). Ademas, la funciéon de densidad tiene la siguiente
representacion

f(s) =ae™t
donde
a=(b,b,,...b,)
0 1 0 0
0 0 1 0
T= :
0 0 o - 1
8 A R, TRy
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Esta proposicion es muy importante debido a que es el primer vinculo de la expresién de la
transformada de Laplace y por lo tanto también la funcién generadora de momentos en una
representacion; notemos también que la ecuacion caracteristica de una matriz de la forma

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1
a, &, &, " Tq

es
-1 —
s'"+as" " +..+a,_,5+a, =0

los valores propios de T son idénticos a las raices de la transformada de Laplace, ademas
muestra que siempre es posible encontrar una representacion sencilla de una distribucién matriz
exponencial; por Ultimo la raz6n mas importante es, que existe una correspondencia uno a uno
entre la transformada de Laplace de una distribucién matriz exponencial y una representacion

minimal de la forma

a=(b,b,,...b,)

0 1 0 0
0 0 1 0
T=| : : : .
0 0 0 1
-4, "&, &, " Tq

0

t=
0
1

para esta. Para probar este resultado tenemos que probar antes el siguiente lema.
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Lema 4.2.1: Si la transformada de Laplace de la forma (4.2.7) corresponde a una distribuciéon
matriz exponencial entonces

aozl—ﬂ.
a
Demostracién: Tenemos que

% L3 _a 1
a & a a4
T 1 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0

Utilizando que lim (1+aexp(Tx)T 's)=a, y la representacion (a, T,S) tenemos que
x-0"

a, = llfrg F(X) =1+aT's

a,=1-

Lema 4.2.2: Lainversade sl =T ,A ={a} , esté dada por

n-j n-j-1
s +as" T+ +a_,s+a

a; = - , ] =22,...,n-1
: s"+as"+..+a _s+a
a, = 1
" s"+as"t+..+a _s+a,
mientras que para | >1,
i-2 i-3 i-j-1
a 3, ST, ST 4 i=12..i-1
: s"+as" +..+a ,s+a,
ypara j=i,i+1...n
Si—l
n-j n-j-1
a, (s +as" T+ +a, )

= n n-1
s"+as" +..+a _S+a,
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Demostracion: Consideremos solo el caso A(Sl —T) puesto que el caso (S| —T)A es similar.

Entonces el primer renglén de A es diferente en estructura al resto de la matriz; empezaremos a
revisar el producto entre el primer renglén de A vy la j-ésima columna de (sl —T)

0 1 0 0
S -0
0 0 1 0
s -~ 0 .
sl-T= -
. 0
0 0 0 1
0 0 .- s
& T4, a4, 8
S -1 0 0 0
0 S -1 0 0
s -T= :
0 0 0 S -1
-8, —&, ~&. a, s+a,
a S -1 0 0 0
Ay 8y Ay .
0 0 0O - s -1
a, a, - a,

-8, “&, &, & S+a

Si ] =1; existen solamente dos contribuciones a este producto

s"t+as"?+..+a,, 1
a118+a1nan: n n-1 S+ n n-1 an
s"+as"™+..+a_s+a, s'+as"t+..+a _S+a,
s"+as"t+..+a_.s a
a,;Staa, = a:_l " t n-1 :
s"+as"™+..+a_s+a, s"+as"+..+a_S+a,
n n-1
a5+ 2, _s"+asT+.tasta,
T "tas™ 4. ta sta,
ailS+a1nan:1
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Para j >1; tenemos tres contribuciones

n-j+1 n-j n-j n-j-1
~ ta s+aa __ ST HasT bra,  sTIrasT 4 ta o
al,j—l alj ain n-j+1 — n 4 n—1+ + + ny n-1 + o+ +
s"+as" +..+a,_Ssta, s"+as" +..+a_s+a,

! a
n n-1 n—j+1
s"+as" +..+a,_Sta,

n]+1 n—j+1 n—j
ais —..=8,j, S +a s’ +.+s53
_al,j—l+a1jS+a1nan—j+1: + n n-1 +
s"+as"'+..+a ,Ss+a, s"+as"t+..+a_s+a
an—j+1

n n-1
s"+as"t+...+a,,S5+a,

n j+1_

as"l -..—a,_,,ts" " +as +. +a
n-1
s"+as"™ +..+a _s+a,

n—j+1

- al,j—l + a:l.jS+ a1na'n—j+1 -

o, tq;staa, i, =0

Ahora consideremos el producto del i -ésimo renglon de A 'y la primera columna de (S| —T) para
i >1. Entonces las Gnicas contribuciones son de la primera y Ultima entrada del renglon.
as gt

a'ilS+ainan =~ n n-1 : S+ n n-1 a
S +813 +...+an_1s+an S +81$ +...+an_ls+an

n

i-1 i-1
a,s a,s

a'ilS+ainan = n n-1 + n n-1
S +81$ +...+an_ls+an S +81$ +...+an_ls+an

a,5+a,a, =0

En seguida consideremos el producto del i -ésimo rengléon de A yla ] -ésima columna (sl —T).

Entonces existen tres contribuciones, una de -1 en la columna, una de S y una de &,,,_;. Si
I <] tenemos que

SUST s 4, )

-a . .+tas+aa . ..=—
a1,] 1 au aman j+1 S”+a18n_l+...+an_ls+an

-1 -1 i-1

s(s '+a18”‘ tota) S8, ju
s"+as"t+...+a _s+a s”+ais”‘1+...+ah_ls+aﬁ
_a1,j 1+a S-'-a'man j+1 0
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Si i =] lacontribucion es

S8, *+578, , *...+8S"
s"+as"+...+a,_S+a,

ST HasT L Aay) S8, i

s"+as"t+...+a _s+a, s"+as''+...+a_s+a

Q. tgstaa, i, =

s'+ast+...+a_s+a, 1

T8t ST R85 = s"+as"t+...+a _S+a,

Si i = j+1 tenemos que

i-2 i-3 i—j
Sa, ., tS A sttty s
s"+as"™+...+a,_S+a,
Si_za‘n—jﬂ-'-"'-'-ansi_j_1 S+ Si_1a‘n—j+1
s"+as"+...+a,_s+a, Ss'+as’t+..+a_s+a,

—a,,%tgs+tq,a, ., =

- a'i,i—l + a'iiS+ a'inan—j+1 =0
| |

Demostracion de la Proposicion 2.3:  Primero demostraremos que la transformada de Laplace de
una distribucién matriz exponencial tiene la forma (4.2.7). Sea (B,S,S) una representacion de la
distribucién. Entonces la transformada de Laplace est4 dada por

f(s)=p(s -9)7's.

Usando la descomposicién de Jordan

J 0 0 0
0 J, 0 0
S=P : P,
0 0 J, O
0 0 0 J,

donde J; esunamatrizde n xn, n+n,+...+n, =dim(S),y

A1 0 - 0
A1 0

=l A :
000" 1
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es la matriz de Jordan correspondiente al valor propio /1i de S con multiplicidad n . Entonces

tenemos que

1 1
A A
o L
A
J1t= '
0 O
0 O
y
J 0 0
0 J, 0
0 O J. .
0 O 0

Sea J,(s)=J, -l « - Entonces

f(s)=p(sl -9)'s

f(9=-pP

1
(_1)"\ Air\ -1
21
- 1
( 1)“ Air\ -2
1
/]i
0
T3t o
0o J;
0 0
0 0
0 0
J;! 0
0 L
0 0
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1
-1 F
1
)z
1
/1i
0 O
0 O
310
0o J!
0
0
:|PTs
0
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Pero

1 1 1 a1
i-s g-y 7 ot OV gty
1 a1 ~ 1
g B gtee Yoty
s =| : ,
o o S 1
A-s (A -9
0 0 0 i
A-s

introduciendo los vectores B’ =—BP y S =P's en forma de bloque partido B' = (B,...,B",)

m

y S =(s,,...,S,,) podemos escribir
f(9=2 B39,
i=1

lo cual muestra que f (S) puede en general ser rescrita como (4.2.7).

Ahora demostraremos que la transformada de Laplace (4.2.7) coincide con a(sl —T)_lt, donde
a, T y t.Entonces t tiene un 1 en la dltima posicion y O en las demas, entonces (sl —T)™'t

es simplemente la columna derecha en la matriz (Sl —T)_l. Pero por el Lema 4.2.1 tenemos que

i-1

B S
A = s"+as+...+a,_S+a,
asf
>e
a(sl -T) 't = B

n n-1 '
s'+as" +...+a,_St+a,
| |

El siguiente corolario muestra que, ain cuando la relacién t =—Te no ocurre, siempre es posible
elegir una representacion en la cual este caso ocurre.

Corolario 4.2.1: Para cualquier distribucion matriz exponencial, existe una representacion
(o, T,t)talque t =-Te.

Debe haber una representacién que tiene un orden mas pequefio o minimo. Una representacion
que tiene el orden mas pequefio es llamada una representacion minima
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Demostracion:

Consideremos la representacion minima (7,S,S) de la distribucién, y sea f la
densidad de la distribucion

f (x) = ne¥s
escribimos

donde @, S, S son como en la Proposicion 4.2.1. Entonces tomamos una matriz no singular M y

f(x)=aMeM ™M s,

De aqui se sigue que el requisito es M "'SMe=—-M s o equivalentemente

Me=-S's

Usando la estructura de S por la proposicion anterior observamos que las constantes en M son
tales que de los renglones 2 al n suman O mientras que el renglon 1 suma — . Por otra parte
elegiremos M de tal manera que sea no singular, una posible eleccién es
1
— 0 0 O 0 O
a,
0O -1 1 0 0O O
M 0O 0 -11 0O O
o 0 0o 0. -11
1 0 0 O - 0 1

sigue el resultado.

La matriz M existe puesto que a, # 0, el cual de hecho es el caso, porque la representacioén es
minima con b =a, vy 1?(0) =1. Entonces sustituyendo T=M'SM , t=M7'sy a=aM se

u
Mientras que para las distribuciones tipo fase la cuestion de las representaciones minimas es un
problema abierto importante y dificil, veremos que en el caso matriz exponencial existe una
solucién simple. Por este motivo, necesitaremos la siguiente notacién. Definimos

R, = span{s,Ts,...,Tp‘ls} L, = span{a,uT,...,an‘l}

R, =span{T's:i=0,1,2,.} R, = span{e™s: x>}
L, :span{(ﬂi ‘i

0,1,2,..}. L. = span{azeTx ; sz}
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Definicion 4.2.1: La pareja (T,S) tiene la propiedad por la derecha dim(Rp)= p.
Analogamente, la pareja (a,T) tiene la propiedad por la izquierda dim(Lp) =p.
Equivalentemente, la propiedad por la derecha ocurre si S,TS,...,T‘HS son linealmente
independientes.

El principal resultado acerca de las representaciones minimas es el siguiente:

Teorema 4.2.1: Una representacion (a,T,S) de una distribucion matriz-exponencial B es minima
si y solo si la pareja (T,S) tiene la propiedad por la derecha y la pareja (o, T) tiene la propiedad
por la izquierda.

Lema4.2.3: R =R, =R.

Demostracién: ~ Obviamente R, LJR,. Por el teorema de Cayley-Hamilton TP es una

combinacion lineal de |, T,....,TP™. Por lo tanto también lo son TP™ TP*2 ... de modo que

T'sO R, paratoda i (no solo para i < p),yporlotanto R =R,.

[*) Xn K Xn
Consideremos la expansion en serie de €'*s= Z—IT”S. Es obvio que Z—IT”SDRM para

—o N! —o N}

n=0 n=0

toda K, entonces R, es cerrado (es un vector de espacio finito dimensional), tenemos que

n

X X
lim Z—IT”SDR,O. Asi si YOR entonces y=e€*s= Z:—IT”SDRo para alguna X=0.
0 n n=0 n!

K -
n=

Entonces R, I R, .

Para la inversa, notemos que también R, es cerrado. Tomando X =Qobservamos que S[R,.

1
También e™s[JR, y por lo tanto también —(eTXS—S) UR,. Entonces R, es cerrado y obtenemos
X

que
TX
. €e'S—S
Ts=lim——0OR,
xi10 X
Igualmente
s .. e¥s-Tx-s
T°s=1lim2 5 OR,
X0 X

Para toda N tenemos que

span{s,Ts,...,T“s} OR,.
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Por la propiedad de cerradura de & obtenemos que
R, =span{T"s:n=0,1,2,.} OR OR

(Elcaso L, =L, =L, es similar).

Proposicion 4.2.4: Sean (a,T,S), (B, T,S) dos representaciones de la misma distribucion matriz
exponencial. Si la pareja (T,S) tiene la propiedad derecha, entonces a =, mientras que si la
propiedad derecha falla, entonces es posible obtener a # 8 .

Demostracion: Supongamos que la propiedad derecha se cumple. Por igualdad de medidas,
tenemos que o€"*s=Be’’s pata toda X=0. Por lo tanto & — es ortogonal a R=R,= RP, de

modo que a =f .

Supongamos ahora que la propiedad derecha falla. Entonces existe y # O tal que y es ortogonal
a R,. Entonces R, =R,, y es también ortogonal a cada e’™s. Asi, si (a,T,s) es una

representacion de la distribucién matriz exponencial, también lo es (a +v,T,S).
u

Se puede probar que si (a,T,S) y (a,T,t) son dos representaciones de la misma distribucion
matriz exponencial entonces: si (a, T) tiene la propiedad izquierda entonces S=t, mientras que
si la propiedad izquierda falla es posible elegir S#1t .

Proposicién 4.2.5: Sea (a,T,S) una representacién Nn-dimensional de una distribucion matriz
exponencial que no satisface la propiedad derecha. Sea d; =dim(R,)<n y sea XXy, UNQ
base para R,. Definimos la matriz A :(Xl,...,de) de nxd; y definimos la transformacion de

cambio de base B (matriz de dg xn) tal que BX, =€ para i =1,...,d; donde €,,...,€, denotan
los vectores base Euclidianos. Entonces

(eA,BTA,Bs) (4.2.8)

€s una representacion para la distribucion matriz exponencial de dimensién dR <nNn. Similarmente,
supongamos que la distribucion no satisface la propiedad izquierda. Sea d, =dim(L,)<n y sea

Yi1--Yq, Unabase para L, . Definimos la matriz de d, xn

VA
c=| 72

Yo,
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y D (matriz de nxd, ) tal que y,D =€ para i =1,...,d, . Entonces
(aD,CTD,Cs) (4.2.9)
es una representacion de la distribucién matriz exponencial de dimension d,_

Demostracién: Primero observamos que @By =Yy paratoda y LR,y definimos

a=0aA T=BTA $=Bs
Entonces mostramos que (&,T,é) es una representacion de la distribucién matriz exponencial

Esto se sigue por

y por lo tanto @e*$ = ae'™s para toda X.

Esto ocurre de manera similar para
d=aD T=CTD 3=Bs
y de la misma forma @1 "$=aT"s y por lo tanto €& = ae™s para toda X.
Definimos B, como la distribucién de X —y dada X >y donde X tiene distribucién B.

Lema 4.2.3: Si B es matriz exponencial con representaciéon (a,T,S), entonces By es matriz

exponencial con representacion (ay,T,S)donde

ae” _ ae”

y T e - Tyl
I aeTsz ae T S
y

a

Demostracion: En términos de la densidad, tenemos que

_b(x+y) _ 0e™™s
1-B0) [ aesiz
y

b, (x)

—_ TX
—uye S.
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Demostracién del Teorema 4.2.1: Se sigue de la Proposicién 4.2.4 que una representacién no
puede ser minimal si la propiedad derecha falla. El caso donde la propiedad izquierda falla es
simétrico, y asi mostraremos que una representacién que satisface las propiedades izquierda y
derecha, es minimal.

Para una distribucién matriz-exponencial B dada, sea P, el orden de la representacién minimal, y
sea ( la dimension de V =spar{B : x>0} , q=dim(V). Consideramos una representacion
(o, T,S) de dimension p. Se sigue por el Lema 4.2.2 que V es el espacio de medidas matriz
exponencial con representacién (B, T,s) para alguna BO0L, =L . Por lo tanto g<dim(L,)< p.
Ademas si la propiedad derecha ocurre, entonces f es Unico por la Proposicién 4.2.2 tal que
g=dim(L,); si también la propiedad izquierda ocurre, entonces dim(L,)=p y asi p=(. Esto
muestra que en cualquier caso, (< [3,, y que = P si las propiedades izquierda y derecha

ocurren. Asi, si las propiedades izquierda y derecha ocurren, p<p, tal que P=p, y la
representacion es minimal.

El siguiente corolario es consecuencia de la proposicion anterior.

Corolario 4.2.3: La dimension de la representacion minimal es dg 0d, . Ademas, si d; <d, es

una representacion minimal, y si Oy >d, es una representacion minimal. Si d; =d, entonces
ambas son representaciones minimales.

Entonces una matriz T que tiene forma diagonal significa lo siguiente
p p
T=) Ahyv,=> Ah Oy, (4.2.10)
i=1 i=1
donde las hi son vectores columna y las V; son vectores renglon (necesariamente vectores
propios) que satisfacen Vihj = 5” . Usando el Teorema 4.2.1 obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.2.4: Supongamos que B es matriz exponencial con representacion (a,T,S) donde
T tiene la forma diagonal (4.2.10). Entonces la representacion es minimal si y solo si (lhi # 0 para

toda i y v;S#0 paratoda ] .

Como veremos mas adelante, la teoria de renovacién nos conduce a expresiones donde T es
reemplazada por una matriz de la forma (T +SB). Asi el siguiente resultado es basico.

Proposicion 4.2.6: Si la pareja (T,S) tiene la propiedad derecha, entonces también la tiene
(T +B,s) para cualquier vector renglén .

Demostracion: Mostraremos por induccién que para i =0,...,p—1

span{s, (T+sP)s,... T +sB)g = span{s,Ts,...,T‘s} (4.2.11)
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El caso para | =0 es obvio. Suponiendo que es cierto para i, necesitamos mostrar que
(T +sp)**sO span{s, Ts, ...,T”ls}
Sin embargo, por la hipétesis de induccién podemos escribir (T +sf)'s= ZC”-T'S y asi
j=0

(T+s)"'s=(T+sB)(T +sP)'s

(T+S|3)i”8=(T+SI3)(Zi:QjTJSJ

(T +sp) s = Zi:c,j {Ts+s(pTs)}

(T +sp)**sO span{s, Ts, ...,T”ls} :
notemos que BTjS es un namero complejo. Asi probamos que

span{s, (T+sP)s,...,(T +sﬁ)s} a span{s,Ts,...,Tis}

La inclusién inversa se sigue reemplazando T por T —sB

Algunos ejemplos de distribuciones matriz exponenciales son:

Distribuciones Tipo Fase. Cada distribucion tipo fase tiene una representacién matriz exponencial
(,T,—Te) donde a es el vector de probabilidades de estados iniciales y T es el generador

infinitesimal de una cadena de Markov de estados finitos a tiempo continuo.

Distribuciones Hiperexponenciales Generalizadas. Tienen funciones de distribucion, definidas

para u=0, de la forma

FU)=Ya0-e")

n
donde &,,a,,...,a, son todos reales con Zaﬁ =1,yA>A,>..>A>0.

i=1
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Cada distribucién hiperexponencial generalizada tiene una representaciébn matriz exponencial
(o, T,t), donde

az(a a - a)

-A 0 0
1ol 0 A 0
0 0 -
Al
i=| %
An
Distribuciones cuyas transformadas de Laplace son e | reciproco de un polinomio. Estas

distribuciones tienen transformadas de Laplace racional por definicion y son, por lo tanto,
distribuciones matriz exponenciales.

4.3 Funciones de Distribucion

Definicién 4.3.1: Una funcion F es la funcion de distribucién de una variable no negativa X si
tiene las siguientes propiedades

F(X) es no negativa para Xx=0

F (X) es no decreciente para X = 0; es decir, si X<y entonces F(X)<F(y)

F es continua por la derecha; es decir, para x>0, lim F(x+h) = F(X)
h-0*

F(x) =0 para x=0y limF(x) =1

El siguiente lema simplifica la demostracién del teorema de caracterizacion para distribuciones
matriz exponenciales.

Lema 4.3.1: Sean a y b definidos de la siguiente manera:
a=(a a - a,)
b=( b, - b)

Sea

a(s)=s"+as" " +..+a _;s+a,
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0 1 0 0
0 0 1 0
T=| : : : I (4.3.1)
0 0 o - 1
8 Ta Ta., v T
Si, para X>0
f(X)=bexp(Txk=0 (4.3.2)
y
jo‘” f (X)dx < oo, (4.3.3)

entonces existe una raiz de a(s) de la parte real que es real y negativa.

Demostracion: Sean 51,32,... ,fq las distintas raices de a(S) con sus respectivas multiplicidades
n,N,,...,N,. Supongamos sin pérdida de generalidad que [1(&)<0(&,)<...<0(S,).
Supongamos por contradiccién que no existe una de a(s) de la parte real que sea real. Entonces

q

existird r con 1<r < {EJ , pares complejos conjugados que son las raices de la parte real. Para

j=q-2r+19- 2+ 2,.. g, estan dados por
§=y+ip

donde ) y B;#0 son reales. Notemos que para [j=(Q-2r+1gq-2+2,..09-]
,BJ. = —,[S’jﬂ >0 sin pérdida de generalidad, y todos los ,8]. ’s son distintos. Las raices restantes

$1:$5s--- 142 » tienen parte real menor que /.

Entonces las raices de a(S) son idénticos a los valores propios de T ; por lo tanto, tenemos que

J g, £u
fuy= > Pue™" +> P (u)e”
=1

j=gq-2r+1

donde para | =1,2,... q, P (u) son todos los posibles polinomios complejos de grado n, —1.

Sea N=mMax(, 5. Ny-z+2»-- N, )= 1 Consideremos
q X g-2r —(y-¢
ule”fu)= > uTPU)E + > uTP (u)e "
j=q-2r+1 j=1
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Ahora para cualquier & >0, existe una K, >0 tal que, para u>K,,

q-2r o

DUuTP (e < g (4.3.4)
=1

entonces, para j=1,2,..,0— 2, y>0(¢;). También, para cualquier &, >0, existe una

K, >0 tal que, para u>K,,

q

) q )
Y ourRet - Y At <, (435)

j=q-2r+1 j=g-2r+1

donde, para j=Q-2r+1q-2+2,..0, A es el coeficente de U" en P (u).Ahora
consideremos

q . q-1
> A€"= Y B cospu+C sefu (4.3.6)
j=q-2r+1 j=q-2r+1
saltosde2
donde, para j=q-2r+1q-2+3,.. g— . B, y C,; son reales. Consideremos la situacion

r
. . , —
donde para j=q-2r+1,g-2+3,.. 4— . [, es racional, esto es [, ey donde I; y S
]
son enteros. Ahora para cualquier U, > max(K, K, ), existe un u, >u, tal que

U, g
J'ul > Bjcospu+C,sepu |du= (4.3.7)

j=q-2r+1
saltosde2

como el integrando es periddico. Eligiendo

u2 = ul + Sq—2r+1sq— 2+3 Sq— lx 2

es suficiente. Entonces (4.3.6) no es idénticamente cero para U <U<U,; las funciones
trigonométricas son todas linealmente independientes porque los ,Bj ‘s son todos distintos y al
menos uno de los B, sy Cj ’s es distinto a cero entonces existe alguna u>max(K; ,K, ) con

u <u<u,y & >0 tal que

q
Y. B,cosBu+C,sepfu<-¢, (4.3.8)

j=q-2r+1
saltosde2

Si cualquier ,Bj es un numero irracional aproximando es arbitrariamente cercano por un ndmero
racional de la forma (4.3.8).
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Ahora elegimos & y &, tal que & +¢&, <&;. Esto puede ser logrado porque (4.3.7) ocurre para

cualquier u, >max(K, K, ). Ahora tenemos una U, > max(K, ,K,), con u, <u<u,, tal que

q . g-2r
ure”fu)= > uTP e’ + > uTP (u)e "
j=q-2r+1 j=1

q )
N~ I,E-U
u'e”f(u)< E Ae" te, te,
j=q-2r+1

ueMf(u)y<gte,+e
u"e™f(u)<0

La primera desigualdad ocurre de (4.3.4) y (4.3.5), y la segunda de (4.3.8). Asi existe una u >0 tal
que f(u)<O0. Esto contradice (4.3.2), por lo tanto existe un cero de a(s) de la maxima parte real,
gue es real.

Supongamos que existe un cero a(S) de la maxima parte real, que es real y no negativa. Sin
pérdida de generalidad, sean estos ceros 5q =0 20. El polinomio a(s) debe tener un nimero de
ceros en los pares complejos conjugados cuya parte real es igual a 0. Sean el nimero de pares

q-1

conjugados que son distintos de S, donde O0<s< Esto es, para

j=q-2s,0-2s+1,.. g~ 1

§=o+in;,

~

donde 77; #0 es real. Notemos que para j=(Q-2S,0-25+2,.. = 2 /]; =—/1;,, >0 sin

pérdida de generalidad. Los ceros restantes &,&,,... 'Eq—2s—1’ todos tiene partes reales menores
que O . Tenemos que

g-1 ) gq-2s-1
gU) =Q,We™+ Y Qe + > Q,(ue, (4.3.9)
j=q-2s j=1

donde para j=1,2,..,d, Q;(u) es posiblemente un polinomio complejo de grado 77, =1. Si
o >0 entonces (4.3.9) diverge conforme U — 0. Si g =0 entonces (4.3.9) puede divergir,
oscilar o aproximarse a una constante distinta de cero conforme U — . En cualquier caso (4.3.3)
no se satisface. Esto es una contradiccion y por lo tanto cualquier cero de a(s) de la maxima parte

real debe ser también negativa.
|
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Teorema 4.3.1: Sea f(u), definida por (4.3.2) tal que (4.3.3) ocurre. Los vectores a y b
corresponden a una distribucion matriz exponencial no trivial si y solo si

f(u)=0 parau>0

O<H<1
&

existe un cero de a(s) de la maxima parte real tal que es real y negativa.

Demostracion: Supongamos que los vectores @& y b corresponden a una distribucién matriz
exponencial no trivial. Si T es definida por (4.3.1) entonces la distribucion tiene una
representacion (a,T). La correspondiente funcion de distribucion F(u), la cual satisface las
condiciones de la Definicién 4.3.1 es de la forma (4.2.1). Tenemos que

F(u)= jo f(t)dt +a, (4.3.10)

donde 0<a, <1 Entonces F(u) es no decreciente para u=0, f(u)=0 para u>0.

4.4 Teoria de Renovacién

Consideraremos un proceso de renovacion donde la distribucion entre arribos B es matriz
exponencial con representacion (a,T,S).

Teorema 4.4.1: La densidad de renovacion esta dada por
u(t) = ae™'s (4.4.1)

Demostracion del Teorema 4.4.1 para distribuciones tipo fase: Consideremos el proceso de
Markov por pedazos de los procesos de Markov terminales en los cuales los tiempos de vida son
los tiempos entre los arribos. Entonces existen dos tipos de saltos en este proceso, los saltos en
los procesos de Markov terminales y los saltos que surgen de los arribos. Entonces la transicion del
estado | al ] toma lugar de dos maneras, cualquiera dentro del proceso de Markov terminal el
cual nos lleva a una intensidad tij , 0 si un proceso de Markov termina en el estado | y el siguiente
proceso de Markov inicia en el estado | el cual nos lleva a una intensidad de tia’j . Por lo tanto la
intensidad de transicion del estado | al estado | es simplemente la suma de las intensidades

t; +t.a;. Por lo tanto la matriz de intensidad esta dada por T +sa, de ahi la matriz de transicion

esta dada por P'=exp{(T +su)t}. Ahora, la densidad de renovacién tiene la interpretacién
u(t)dt = probabilidad de una renovacion en [t,t+dt), entonces de acuerdo con la ley de la
probabilidad total

p
u(t)dt => a, pitdt
j=1

entonces {, dt es la probabilidad de salir en el estado i en el tiempo dt . n
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En el caso de las distribuciones matriz-exponencial ninguna interpretacion probabilistica parece
inherente y esto puede ser por lo tanto inesperado. Sin embargo la prueba es méas formal y esta
basada en el siguiente lema.

B(-sl -T)'s
1-a(-sl-T)'s

Lema 4.4.1: B(—sl - T —su)'s=

Demostracion:
(A+UBV)"=A"UB(B+ BVA‘1UB)_1 BVA™

con A=-gl-T,U=-s,B=1 yV =a. Tenemos que

B(-sl =T -sa)*s=B(A-sa)'s

B(-sl =T —sa)'s= B{A‘1+A‘]s(l —aA‘]S)_l uA"} s

B(-sl -T-su)s=y,+ 222

1-n
B(_SI —T—Sa)_lS: y2_y1y2+yly2
1-n
B(-sl - T -sa)'s= L2
1-y

donde y, =BA7'sy y, =0A”'s

Demostracion del Teorema 4.4.1 . Por la definicién de U es claro que la transformada es

b(s) _ a(-s-T)'s
1-b(s) 1-a(-sl-T)'s

i(9) =3 6(9) =

n=1
También la transformada de (4.4.1) es
a"(s)=a(-sl -T-sa)™s

(las funciones estan definidas al menos para [1S<0). Por el Lema 4.4.1 con f§ =a se sigue que

G=0".Porlotanto U=U’.

Ahora encontraremos la densidad de renovacion de un proceso de renovacion retrasado.
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Corolario 4.4.1: Consideremos un proceso de renovacion retrasado con by (x) = Be™s y

b(x) = @e™s, donde b, es la densidad retrasada y b es la densidad entre los arribos. Entonces la
densidad de renovacion del proceso de renovacién retrasado esta dado por:

Uy (X) = pe'™ s,

Demostracion: La transformada de un proceso retrasado estd dada por

A~

0, =Y B = bo
i=1

O

y usando el lema anterior junto con la transformada de Laplace de |3e(T+S"L)x

resultado.

S obtenemos el

Sea {(t) el exceso de vida al tiempo 1, i.e. al tiempo de espera hasta el siguiente arribo.

Teorema 4.4.2: &(t) es matriz exponencial con representacién (B,,T,S) donde B, = ae™™",

e(T+sa)t

Una representacion alternativa es (a, T, S). En el caso retrasado b (X) =pe™s, el mismo

resultado ocurre con B, = peTrr,

Demostracion: Primero demostraremos el Teorema 4.4.2. para las distribuciones tipo fase.

Consideremos el proceso de Markov en el eje real positivo el cual esta dado juntando los procesos
de Markov de saltos terminales. Entonces, la matriz de transicién del proceso es exp((T +sa ) ),

asi la distribucion del proceso al tiempo t es B, = Be(T+S“)t (B =a en el caso no retrasado), y por
lo tanto esta es la distribucion inicial para un proceso de Markov terminal con matriz de intensidad

T.

Ahora demostraremos el Teorema 4.4.2 para el caso matriz exponencial. En el caso no retrasado,
la distribucién del exceso de tiempo de vida es facilmente vista que cumpla la ecuaciéon de
renovacion.

P(E(t) < 2) = B(t +2) - B(t) + j;p(g(t - X) £ 2)b(x)dx
la cudl tiene una solucién Unica
P (é(t)<2)=B(t+2) —-B(t) +I; (B(t+z—x)—B(t — x))u(x)dx.

Tomando la derivada con respecto a Z nos lleva a la densidad f (2) de &(t)como

fey(2) =b(t+2)+ E u(x)b(t +z—x)dx (4.4.2)
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ahora la integral es
! (T+&1)X T(t+z—x)
IO ae soe sdx

notemos que

i (T+sa) X - e(T+Sﬂ.)X(T +S(1)

dx

entonces

d
gT+sixgy = = g(Trsm)x _ o(T+su)x

Insertando esto y usando integracién parcial

fey(2) =b(t+2)+ _[; u(x)b(t + z— x)dx
f;(t) (Z) = b(t + Z) + J.;u{%e(ﬂsu)x _ e(T+Sa)X-I-} eT(HH)SdX
f{(t) (Z) = b(t + Z) + J.;u%e(Tm)xeT(“z_x)SdX— J.;ae(Tm)xTeT(“z_”de

feo (D =b(t+2) +[aeT e 5] + [ aeT = Tel dx— [ el T e sux
$(t) 0 0 o

fe(2) =b(t+2) +ae ™ e"s—b(t + 2)

T+sa)t AT

fry(2) = e ™" s

Mostrando la representacion alternativa, en lugar de escribir
t
e (2) =b(t+2) + [ u()b(t + 2= x)dx
escribimos
t
f{(t) (2)=Db(t+2)+ .[0 b(t + z— x)u(x)dx

y usamos esto también

E (T+sa)x — (T +Sa)e(T+su)x
dx
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Finalmente, en el caso retrasado condicionando antes de la Ultima renovacién antes del tiempo t
obtenemos

fr (2) =By (t+2) + [ u(x)b(t + 2= X)x.

El resto de los calculos son similares que en el caso no retrasado.
|

Una distribucién matriz-exponencial B con representacion (a,T,S) es defectuosa si la masa total

|| B|| =-aT™'s es menor que uno. Usualmente, esta es interpretada como una distribucién que

tiene un atomo con masa 1—||B|| =1+aT s en . Si esta masa perdida es reemplazada por O,
llamaremos a la distribucién cero-modificada.

Corolario 4.4.2: El tiempo de vida ¢ de un proceso de renovacion con distribucién matriz-
exponencial defectuosa B con representacion (a,T,S) es matriz-exponencial cero-modificada

con representacion (a, T+ Sa,(1+ aT_ls) S) .

Demostracion: En términos de la funcién de distribucion G y de la funcién de densidad @,
tenemos

G(X) =P (¢ >x) =P({(X) <) = I: ae Tl sdy = —ge T T g

9(x) = ae™ (T +s0) T s = ae™ > (1+aT's)s.

4.4.1 Diagonalizacion

Asmussen y Bladt (1997) presentaron un método el cual permite escribir T +asS de forma diagonal
y directamente obtener la funcién matriz exponencial necesitada para la densidad de renovacion.

- - S
La herramienta basica son las raices de la ecuacion B[—g] =1. Escribimos B[g] =496 donde
res

g(s), r(s) son polinomios sin raices comunes y extendiendo el dominio de definicion al plano
complejo entero con las raices de r(S) eliminadas.

Por conveniencia supondremos que la representacion es minimal.

Lema 4.4.1.1: Si (a,T,S) es la representacion minimal de B, entonces ningtn valor propio A de

T puede ser solucién de é[—/]] =1.
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Demostracion: Supongamos que (@, T,t) es una representacién minimal. Ademas supongamos

que A satisface é[—/l] =1. Tenemos que demostrar que A no es un valor propio de T .

Supongamos lo contrario. Haciendo la descomposiciéon de Jordan como en la demostracion de la
Proposicién 4.2.3 podemos escribir

Bl-/1 = a3/ (N
i=1
donde J,(s) =J, —sl o

Por continuidad en una vecindad de A tenemos que I§[—y] -1 conforme ) — A. Pero entonces

A es un valor propio para T, digamos )Il., entonces conforme ) — A todas las entradas

triangulares superiores de jj_l(y) convergen a oo. Asi debemos tener que ai'j}l(y)ti' =0, pero
entonces podemos escribir también

m
3 — 19-1, ]
B[-¥ _zai‘]j Nt
i%]
de la cual se sigue que la dimension de esta representacion es menor que la representacion
original (a,T,S), pero esto es imposible porque por hipétesis (a,T,S) es la representacion
minimal.

Proposicién 4.4.1.1: Supongamos que (a,T,S) es una representacién minimal. Entonces A es

el valor propio para la matriz T +So si y sdlo si B[—A] =1. En este caso, los correspondientes
vectores propios izquierdo y derecho estan dados respectivamente por:

r=(T-A)7"'s (4.4.1.2)
l=a(T-A1)" (4.4.1.2)

Demostracion: Considere la ecuacion (T +sa)h = Ah. Entonces (T —Al)h =-sah = —(a [hh)s

donde “L” denota el producto escalar. Sea C, = —a . Entonces
Ah = (T +sa)h
Ah =(T +sa)(T -Al)"c,s
Ah=(T = Al + Al +sa)(T - Al)"c,s
A ={I + AT =) +sa(T-A1) Y e

Ah=cs+Ah+sa(T-Al)"cs
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que nos da
so(T-Al)"c,s=-c,s.
Entonces ¢, # O (por minimalidad), esta ecuacion es equivalente a

a(T-A1)"s=-1.

Célculos similares nos muestran que los vectores propios sugeridos son en verdad los vectores
propios.
u

El siguiente teorema da una férmula general para la densidad de renovacién.

Proposicién 4.4.1.2: Supongamos que la representacion es minimal y la ecuacion é[—s] =1 tiene

p distintas soluciones /11,/12,...,/1p y sean r,, |, definidos como en (4.4.1.1) y (4.4.1.2) con

A = A, . Entonces la densidad de renovacion puede ser escrita como

(aln)(, (3)

p
u(x) => ce**, donde ¢, = O
k=1 k =k

Demostracién: Se sigue por las identidades de la diagonalizacion estandar

P p
r r
I+soz:§/1k “k,eT+S“:§e‘k Kk
per AT

Esta proposicion tiene algunas consecuencias inmediatas para la funcién de renovaciéon
X
U(x) =E(N,) =1+J'0 u(t)dt y la varianza Var(N,) donde N, es el nimero de renovaciones

hasta el tiempo t.

Proposicion 4.4.1.3: Supongamos que la representacion es minimal y la ecuacion B[—g] =1 tiene

p distintas soluciones A, 4,,...,4,, y sean r,, |, definidos de la siguiente manera:
r=(T-A)"s
| =a(T=A1)"

con A =/, . Entonces la densidad de renovacion puede ser escrita como

p
u(x) = ZCkeA"x , donde ¢, =M
= I,
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Demostracién: Se sigue por la representacion de la diagonalizacién estandar

P
r
el = e Kk
k=1 lkmk

- |
T+sa:2/1k |rk£
k=t Tk Sk
|

Proposicién 4.4.1.4: Supongamos las condiciones de la Proposicion 4.4.1.3 y tomamos /11 =0.
Entonces la funcién de renovacion y la varianza estan dadas respectivamente por:

U(t) =1+ct +Zp:%(e‘kt -1)

e R T
C

2 3 ()58 -]

i#]i,j>1

Demostracién: El resultado acerca de la funciéon de renovacion se sigue por integracion simple,
mientras que la férmula para la varianza se sigue de la formula

NZ = 2j;u (t = x)u(x)dx+U (t).

En este capitulo se mostraron las distribuciones matriz exponenciales, sus propiedades,
caracteristicas basicas y la funcidon de distribucién de las distribuciones matriz exponenciales.

También se muestran los procesos de renovacién donde la distribucién entre arribos B es matriz
exponencial y el método que permite escribir T +as de forma diagonal y directamente obtener la
funcién matriz-exponencial necesitada para la densidad de renovacion.

En el siguiente capitulo se dard a conocer la interpretacion fisica que Bladt y Neuts (2003) ofrecen

acerca de las distribuciones matriz exponenciales; asi como también los principales resultados y
propiedades que se derivan de esta interpretacion.
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Capitulo 5: Interpretacion Fisica de las Distribuci  ones Matriz Exponenciales

5.1 Introduccion

Cualquier distribucion matriz exponencial tiene una representacion de la forma (a,S,—Se).

También es verdad; aunque no esta explicitamente indicado que tal representacion tiene ae=1.
Esta representacion es usada por Bladt y Neuts (2003) en su interpretacion fisica de las
distribuciones matriz exponenciales.

Consideremos un sistema de M contenedores cada uno con una marca en cero que pueden tener
una cantidad positiva, negativa o nula de liquido. Se permite que el liquido fluya

deterministicamente de contenedor a contenedor. Para i =1,2,...,m, denotemos como a, OR a

la cantidad inicial de liquido en el contenedor i. Tenemos un contenedor més, el contenedor m+1

el cual inicialmente contiene una cantidad de liquido @, que satisface O0<a,, <1.

Supongamos que a, +...+a, +a,,, =1

El liquido fluye del contenedor i al contenedor j, con 1<i, j<m, i # j, a una tasa constante

S”- OR. Esto significa que si el contenedor i alcanza la cantidad V, (t) al tiempo t entonces una
cantidad Vi(t)det fluye del contenedor i al contenedor | durante [t,t+dt) Para i =1,2,...,m,

el liquido fluye al contenedor m+1 con una tasa constante S [J R. Definimos, para i =1,2,...,m,
m
S = _Z S -s. (5.1.1)
=

de liquido en los primeros M contenedores. Los componentes de V(t) son funciones deterministas

de t. Sea a = (a,,...,a,,) Se observaque S es el i -ésimo componente de —Se.
Proposicion 5.1.1: Para t 2 0, el vector V(t) satisface que

v'(t) =v()S, v(0) =a.
Por lo tanto V(t) = ae¥.

Demostracion: Obtenemos para 1<i<m,

v (t+dt) =v (1) 1- DS, dt —sdt [+ D v, (t)S;dt .
h=1 j=1

h#i j#i

m
La primera ecuacion de la proposicién se sigue de S; = —Z S; —s haciendo tender dt a cero;

j=1
J#i

mientras que la segunda es obvia. [ ]
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Bladt y Neuts (2003) definieron un flujo valido con parametros (a,S) como un flujo donde la

cantidad de liquido en el contenedor m+1 no decrece a través del tiempo y donde eventualmente
todo el liquido fluye dentro del contenedor.

Definicion: Un flujo (a,S) es valido si y sdlo si la cantidad de liquido V,,,(t) en el contenedor

m+1 al tiempo t, es una funcién no decreciente de t y limv,,,(t) =1.
too

Los flujos validos existen. La representacion (a,S) de una distribucion matriz exponencial

determina un flujo valido. En particular, si @ es no negativa y S es un subgenerador, entonces
(o, S) es un flujo valido. Es decir, los parametros de cualquier flujo valido corresponden a una
distribuciéon matriz exponencial.

El resultado mas importante que probaron fue que cualquier variable aleatoria matriz exponencial,
con representacion (a,S) con ae=1, se distribuye como el tiempo de paro aleatorio de un flujo

valido con parametros (a,S) . Esto es, el tiempo que toma a V,,,(t) alcanzar un nivel U donde
U es una variable aleatoria uniforme en [01), se distribuye como una distribucién matriz
exponencial con representacion (a,S) con ae=1.

Teorema 5.1.1: Sea Y una variable aleatoria con distribucion matriz exponencial (a,S).
Consideremos el flujo valido generado por (@,S). Sea X[01] y T(X) el tiempo desde que el

liquido comienza a fluir hasta que el contenedor m+1 alcanza el nivel X. Entonces Y se
distribuye como T(U) donde U se distribuye como una variable aleatoria uniforme [0,1] .

Demostracion: El flujo que recibe el contenedor m+1 durante el intervalo [t,t+dt) es la
cantidad de liquido en los primeros Mcontenedores en el instante  por la tasa a la cual el liquido
fluye al contenedor m+1 de cada contenedor por el intervalo de tiempo dt .

| dt= ivk (t)s at
k=1

donde U se distribuye como una variable aleatoria uniforme [0,1] ; la probabilidad de que U esté
contenida en el intervalo [V, (t),V,
g de T(U) esta dada por

() +1,dt) es simplemente |,dt. Por lo tanto la densidad

g(t)dt = I,dt = v, (t)s dt = ae® st
k=1

Por lo tanto T(U) se distribuye como Y .
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Proposiciéon 5.1.2: La funcién de distribucién de una variable aleatoria F que se distribuye matriz
exponencial (a,S) esta dada por.

F(X) =1-0e¥e
donde € es un vector columna de unos.

Demostracion: Para el flujo valido correspondiente a la distribucion matriz exponencial (a,S) los
contenedores 1,...,m contendran cada uno ae™ al tiempo X. El contenido total de los
contenedores 1,...,m al tiempo X es por lo tanto ae™e. Si el contenido de todos los

contenedores suma 1, el contenido en el contenedor m+1 al tempo X es entonces 1-aee.
Porlotanto T(U) < X siysélosi U <1-aee,y

F(X)=P(TU)<x)=PU <1-ae¥e) =1-ae>e

5.2 Célculo con Flujos: Teoria de Renovacién

En la teoria de las distribuciones tipo fase, se construye la cadena de Markov con generador
infinitesimal Q* =S+su . Después de eliminar los estados superfluos, este generador puede ser

siempre irreducible. El generador Q =S+so es util para derivar resultados teéricos de
renovacion con argumentos simples. Construimos un proceso aleatorio determinista por pedazos,

llamado flujo con reinicio que juega un rol analogo en la teoria de renovacién con distribuciones
matriz exponenciales.
Sean Ul,UZ,... una sucesién de variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas

con distribucion uniforme en el intervalo [0,1] . Sea X, =T(U,) el tiempo correspondiente de

flujp del flujo valido correspondiente a alguna distribucibn matriz exponencial con
parametros (a,S) donde T ()) es definido en el Teorema 5.1.1. Entonces el proceso de renovacion

con tiempos de arribo matriz exponencial puede ser modelado uniendo la secuencia de los flujos
terminales. Esto genera un proceso de Markov determinista por pedazos, donde los saltos
corresponden a arribos ocurridos cuando el liquido del sistema se rellena a la cantidad inicial .

Consideremos un proceso de renovacion representado por un flujo con reinicio. Sea Ui(t) el
contenido del contenedor i al tiempo t, y definimos z (t) =E(Ui(t)). Los M vectores renglén

U(t) y z(t) tienen componentes U, (t) y z(t) respectivamente.

Lema 5.2.1: La densidad de renovacion ¢(t) puede ser expresada como sigue:

@At) = z(t)s.
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Demostracion:

@t)dt =P (arriboent, t+dt])

@t)dt =E(P(ariboen|t, t+djU (1))

@(t)dt = E(Zuk(t)skdtJ

Pt)dt=>" 7 (t)sdt.
k
Lema5.2.2: Para t =20, el vector z(t) esta dado por
2(t) = aexp[ (S+sa)t].

Demostracion 1: En el evento donde el flujo original que inici6 al tiempo O hasta el tiempo t, el
contenido esperado del vector es a.exp(St) . En el evento complementario donde ha habido un

flujo que reinicia en [0,t), condicionando en el tiempo U del primer reinicio, la contribucién del
vector esperanza Z(t) esta dado por:

[ aexp[S(t-u)] sz(u)u.
Por lo tanto,
Z(t) = aexp(St) + J'; aexp[S(t -u)]sz(u)du.

Consideramos la matriz V (t) definida por

V(t) = exp(St) + [ exp[S(t - u)] sz(u)du.

Multiplicando por exp(—St) y diferenciando nos conduce al sistema lineal de ecuaciones
diferenciales

V'(t) =SV(t) +sz(t), con V(0) =a

Reemplazando z(t) por aV(t), e integrando obtenemos el resultado.
u

Demostracion 2: Fijamos un tiempo t. En el evento A donde no hay arribos en [t,t+dt),
tenemos que

E(U, (t+dt)L,|U(t)) =U, ) + DU, (©)S,dt - > U, (1)S,dt —U, (t)s dt

jzk j#k
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cuando el desarrollo de U, (t) en A es determinista y el contenido del contenedor K al tiempo

t +dt es el contenido del tiempo t mas el flujo neto. Tomando la esperanza,

E(U(t+dt)L,)=z(t)+ Dz )S,dt =D 7 (t)S,dt - z(t)s ot

%k £k

En el evento complementario, A°, habra un salto en algin punto en [t,t +dt) . Aqui sabemos que

A) = a, +o(dt). Asi

la esperanza condicional & (Uk(t +dt)
z,(t+dt) =E(LU, (t +dt) +1,U, (t +db))

7 (t+0) =E (LU, (t+d)|U () + E(U, (t+d)

K )P(#)

Z (t+dt) =z (t)+ >z, (1)S,dt - > 7z ()S,dt - 7 (t)s.dt +a, >z, (t)s, ot

jZk jZk j

Entonces, si S, = —Z S, — S, tenemos que

i
z (t+dt) =2z (t)+ Z z,(t)S, dt + z z (t)sdta, .
i i
Esto nos lleva a las ecuaciones diferenciales
Z(t)= ;(sjk +s,a,)z 1),
para 1< k <m, cuya solucion es

2(t) = aexp[ (S+sa)t].

| |
Teorema 5.2.1: La densidad de renovacion ¢(t) correspondiente a F ([)) esta dada por
@t) = aexp| (S+sa)t]s.
Demostracion: Se obtiene al combinar los resultados de los dos lemas anteriores.
| |

En cuanto a distribuciones tipo fase podemos explotar la interpretacion de flujos para obtener
propiedades adicionales para procesos de renovaciébn con tiempos entre arribos matriz
exponenciales. Asi facilmente se obtiene el siguiente teorema.

82



Teorema 5.2.2: EIl tiempo de vida residual al tiempo X, va el cual es definido como el tiempo
desde X hasta el préximo arribo, tiene una distribuciéon matriz exponencial con representacion

(aexp((S+5)x).9)

Demostracion  Si el contenido de los M contenedores es U (X) al tiempo X y el préximo arribo
ocurre en [X+Yy,x+y+dy), entonces del tiempo X al X+Yy el liquido fluye de manera
determinista, entonces el contenido de los contenedores al tiempo X+ Yy es U (X)exp(Sy) . Asi la
probabilidad de renovacién en [X+ Y, X+ y+dy) dado U(X), es U (X)exp(Sy)sdy . Por lo tanto

P(V, Oly, y+dy)) =E(P(V, Oy, y +dy)|U () = E (U (x) exp(Sy)s’cly)

PV, O[y, y +dy)) = z(x) exp(Sy)s’dy.

5.3 Modelo de Teoria del Riesgo

A continuacién daremos una pequefia descripcién del modelo de Asmussen y Bladt (1999) .

La reserva de riesgo al tiempo t de un fondo de seguro es R, con R, =u>0. Lareserva crece a
una tasa P(r) la cual depende de la reserva actual r, y es equivalente a que, entre las
d
dt
decrece por saltos iguales al tamafio de las reclamaciones. Suponemos que el tamafio de las
reclamaciones sucesivas es independiente con la misma distribucién coman B([)l.

reclamaciones, la reserva se desarrolla deterministicamente como [ jR = p(R). La reserva

Supongamos que B([)J] es una distribucion matriz exponencial con parametros (a,S) y es
representada por el correspondiente flujo valido. Supongamos que las reclamaciones llegan
conforme a un proceso Poisson homogéneo con parametro (3. El monto de las reclamaciones

corresponde a la duracién del flujo. Correspondiendo a cada punto en el salto hacia abajo de la
reclamacion, hay un vector de contenidos bien definido en el modelo de flujo. Denotaremos por

\" (u) ala cantidad esperada de liquido en el contenedor i en el primer momento que descienda
del nivel U, condicional en la reserva al tiempo O siendo U.

Teorema 5.3.1: Para U>0 y 1<i <m, las cantidades V,(U) satisfacen el sistema de ecuaciones
diferenciales no lineales

—p(U)V,(u) = Ba, +Vv, (U)(i p(u)v; (u)s; —ﬁj + i p(u)v; (U)S; (5.3.1)

Demostracion: Tomaremos en cuenta todo lo que puede ocurrir en [0, dt) .Con probabilidad £dt,
habra una reclamacion en este intervalo. En este caso U inmediatamente desciende por debajo
del nivel de U y el contenido de | a ese tiempo es @;. Con la probabilidad del evento
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complementario 1— £dt, que no haya algin arribo en [0,dt) y la reserva crece a u+ p(u)dt.
Para que exista un descenso por debajo del nivel de U, debe existir un descenso por debajo del
nivel de U+ p(u)dt. Consideremos la reclamacion que resulta en el primer descenso por debajo

de u+ p(u)dt. Existen dos alternativas: que el modelo del flujo para la reclamacién termine en
[u,u+ p(u)dt) o que continte y también descienda por debajo del nivel U.

Consideremos el caso en el cual el modelo del flujo para la reclamacién termine en
[u,u+ p(u)dt). Sea U; el contenido del contenedor k sobre el nivel U+ p(u)dt y sea

ut= (Ull,...,U;) . Entonces la probabilidad de que ocurra este caso es la probabilidad de que el

descenso se detenga en (u,u+ p(u)dt]

E(ZUESK p(u)dt] =2 Vi (u+ p(u)dt)s p(u)dt.

Condicionando en este evento, el contenido esperado del contenedor | hasta que descienda del
nivel U es simplemente V, (u) y el proceso esencialmente inici6 sobre el nivel U. En el otro caso
calculamos el evento A que el proceso cruce por debajo del nivel U. Condicionando en el
contenido U* del nivel u+ p(u)dt obtenemos que en A el contenido cuando cruce por debajo

del nivel U del contenedor i, Uiz, debe satisfacer

B(U71,|U') =U} + Y UTS, pu)dt - Y U, p(u)dt ~U} p(u)dts .
j#i j#i
Tomando esperanzas obtenemos

E(E(uflA\ ul)) =E(U}) +E(Zu}sji p(u)dtj —E(Zuﬂsj p(u)dt] ~B(U}puydts)

j#i j#i

E (UizlA) = E(Uil) +>'E (U ]1) S; p(u)dt - ZE(U}) S, p(u)dt —E(Uil) p(u)dts

j#i j#i

E(U?L,) = v (u+ p(u)dt) + > v, (u+ p(u)dt)S; pu)dt = > v, (u+ p(u)dt)S; pu)dt -y (u+ p(u)dt) p(u)dts

J#i j#

E(U?1,) = v (u+ p(u)dt)(d+S, p(u)dt) + > v, (u+ p(u)dt)S; p(u)dt

j#i

E(U2L,) =V (u+ p(u)dt) +ivj (u+ p(u)dt)S; p(u)d
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Ahora agregando las contribuciones al contenido esperado de i, tenemos que

v (u) =, Bt + (1- ﬁdt)(ivj (U PU)R)(@, + PU)LS, )+ D, (u+ pu)d)s, Cpu)et ¥ (u)j

(5.3.2)

para 1<i<m. Ahora usando V,(u+ p(u)dt) =V, (u) +V;(u) p(u)dt y simplificando, obtenemos
(5.3.1).

Sea ahora (/(u) la probabilidad condicional que, comenzando en U, la reserva eventualmente

cruce el nivel 0. En términos de las funciones V.(u), la probabilidad de ruina ¢/(u) puede ser
obtenida de la siguiente manera:

m

Teorema 5.3.2: La probabilidad de ruina esta dada por {/(u) :Z/]i (u), donde las funciones
i=1

A; (u) son soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales

A(t) = ia (B (u-t)s + ia s, (533)

para 1<i<mysujetoa A (0) =V (u)
Demostracion:

Comenzando en el nivel U, consideramos la primera reclamacion cuando el proceso llega por
primera vez por debajo del nivel U. Existen dos alternativas. El primer toma toda la trayectoria del
proceso por debajo de O o la reserva después de la reclamaciéon es u—u' >0, donde U' es el
monto causado por la reclamacion. En el Gltimo de los casos, repetimos el procedimiento iniciando
con reserva U—U' y posiblemente obtenemos un segundo punto U—u"=u-u’'+u'—u" donde
u” es el monto de la primera reclamacion la cual cruzé por debajo del nivel u—U’. Continuando
de esta manera descomponemos la trayectoria que nos conduce a la ruina de acuerdo con los
valores sucesivos de U',U",.... Nos referimos a la variable independiente generada por uU',u”,...

como el tiempo virtual para distinguirlo del tiempo real del proceso de riesgo.
Juntamos los flujos correspondientes a los sucesivos trayectorias por debajo de U. En el modelo

de riesgo con reserva inicial U, la ruina ocurre si y sélo si esta concatenacion de trayectorias por
debajo de U dura al menos hasta el tiempo virtual U.

Para t=0, sea U,(t) el contenido del contenedor al tiempo virtual t y A;(t) la cantidad

esperada del contenedor j. Sea U(t) =(U,(t),...,U(t)). Sea A el evento en el que el flujo
actual al tiempo virtual t continua hasta [t,t + dt) . Entonces

E (U, (t+d)|u() =E(U, @t +d)1,|um)+E(U,[u®), A°)P(A°|UE) (634
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En A y condicionando sobre U(t) obtenemos que

E(U, (t+dt)yL,[U(t)) =U, (t) + > U, (1)S;dt = > U, (1)S,dt ~U, ()5t

E(U, (t +dt)L,|U(t)) = Zm:(aij +S,dt)U, (t).

Para el evento complementario,
P(A°|U®) =D U, @)s;dt
j
mientras que
E(U, (t+d)|A°,U) = v (u-1)

entonces el tiempo virtual t corresponde al nivel U—t de la reserva.

Introduciendo estas expresiones en (5.3.4) y tomando esperanzas obtenemos que

At+dt) =3 A (O[O, +S,dt+s,dt [, (u-t)], para 1<i < m. (5.3.5)
j=1

Para flujos validos, la suma de los contenidos al tiempo virtual t de los contenedores i, 1<i<m,

m
es precisamente la probabilidad que el flujo no haya terminado. Por lo tanto, Z/ij(u) es la
j=1
probabilidad que al tiempo virtual U un flujo este activo. Esta es precisamente la probabilidad de
ruina.
|

5.4 Procesos de Arribo Racionales

Assmussen y Bladt (1997) desarrollaron una interpretacion fisica para las distribuciones matriz
exponenciales para los procesos de arribo racionales. Los procesos de arribo racionales son una
extension de los procesos de arribo Markovianos. Un proceso de arribo Markoviano es un proceso
puntual Markoviano definido en un espacio de estados finito donde la transicién entre estados sin

un arribo o evento ocurrido es gobernada por una matriz D. Si a es la distribucién inicial de los
estados entonces (a,C,D) es una representacion del proceso de arribo Markoviano. Los

procesos de arribo racionales son procesos puntuales que permiten tiempos entre arribos
distribuidos matriz exponenciales.

Consideremos lo siguiente. Sea una variable aleatoria X definida en los nimeros reales no
negativos tiene funcion de distribucion F . Para t >0, sea F,(X) = F(x—t) —F(X) la distribucién

del tiempo de vida residual X —t. Si span(F) denota el vector espacio de medida, consistente en
todas las combinaciones lineales de F,, donde t >0, entonces tenemos que una distribucion F

es una distribucién matriz exponencial si y solo si span(F) es finito dimensional.
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La dimensionalidad finita permite representar un proceso de arribo racional como un proceso de
Markov determinista por pedazos de dimension p A(t) = (A(t), A(t),..., A (t)), donde t>0.

Un proceso de Markov determinista evoluciona deterministicamente conforme a una ecuacién
diferencial multidimensional y a un tiempo aleatorio los puntos cambian de estado. El espacio de

estados es el conjunto de todos los posibles vectores A(t) donde t=>0. Entre los saltos el

proceso de Markov determinista por pedazos que representa el proceso de arribo racional
evoluciona conforme a la ecuacion diferencial

%(a(t)) = a(t)C - (a(t)Ce)a(t) (5.4.1)

donde a(t) =(a(t),a,(t),...,a,(t)) es el estado del proceso al tiempo t >0 con a(t)e=1. La

solucién de la ecuacion diferencial (5.4.1), la cual esta definida para t = 0, esta dada por

_ a(0) exp(Ct)

alt) a(0)exp(Ct)e

Cuando el proceso de Markov determinista por pedazos esta en el estado a(t), un salto aleatorio

ocurre con intensidad a(t)D. Si el salto ocurre cuando t=t el proceso evoluciona
deterministicamente conforme a (5.4.1) entonces inicia de nuevo con

a(t’)D

a(t’)De
como el estado inicial.
Asmussen y Bladt (1999) representan la evolucién de un proceso de arribos racional con una
representacion de orbitas, esto es, como una trayectoria en el subespacio (p—1) dimensional
X +X% +...+X, =1 de R" gobernado por la ecuacién paramétrica X(t) = A(t). La trayectoria

entera X(t), para t =0, es una sucesion de orbitas en las cuales el vector X(t) satisface (5.4.1).

Cuando un salto ocurre la trayectoria cambia a otra 6rbita. Si el proceso de arribos racional es un
proceso de renovacion la trayectoria reiniciara en la misma 6rbita en el mismo punto inicial después
de cada salto.

En los procesos de arribos racionales si el estado del proceso al tiempo t, esto es, a(t) es
conocido, la evolucién futura es independiente del pasado.

A continuacion daremos una interpretacion fisica de los procesos de arribo racionales. Sean C vy
D las matrices de coeficientes de un proceso de arribo racional junto con el vector de contenido
inicial. Entonces, con S= De, la densidad conjunta g,, para los primeros N tiempos entre arribos
es

0,(X,-..,X,) =aexp(Cx,)Dexp(Cx,)D...Dexp(Cx,)s.
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Ahora consideremos el siguiente esquema de flujo. Inicialmente, los contenedores 1,...,m
contienen niveles a,...,Q,,. La tasa de flujo entre los contenedores son los elementos de C. Asi

también existe un flujo creciente que entra al contenedor m+1. El flujo del contenedor i al
contenedor m+1 es § =(-Ce), =(De),. Cuando un flujo se detiene debido a un arribo y el

vector contenido de contenedores 1,...,m justo antes el arribo es f, entonces los contenedores
BD
De)

fisica de los procesos de arribo racionales. Consideremos los flujos como fueron descritos.
Entonces,

son rellenados al vector contenido

. Este esquema de flujo nos provee una interpretacion

0. (%) = 3 %) 3, (1) = 222{8)D

_Wexp(sz)sﬁkexp(Cxl)S

9, (%, %) =aexp(Cx)Dexp(Cx,)s

Por induccién, la densidad conjunta de los primeros N tiempos entre arribos en el esquema de
flujo g, es

9, (%1 %,) =aexp(Cx,)D...Dexp(Cx,)s

En este capitulo se mostro la interpretacion fisica que Bladt y Neuts (2003) ofrecen acerca de las
distribuciones matriz exponenciales definiendo el flujo valido para poder definir la relacion entre Y
que es una variable aleatoria con distribucion matriz exponencial (a,S)y T(U) donde U se
distribuye como una variable aleatoria uniforme [01]. También se mostraron resultados

importantes sobre los procesos de renovacién con tiempos de arribo matriz-exponencial modelados
como secuencias de flujos terminales

También se mostré el modelo de riesgo que Asmussen y Bladt (1999) modelaron bajo la
interpretacion fisica de flujos y la interpretacion fisica para los procesos de arribo racionales con
una representacion de orbitas.

En el siguiente capitulo se mostraran las distribuciones matriz exponenciales multivariadas como
una extension natural del caso univariado; asi como también la teoria de renovacion.
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Capitulo 6: Distribuciones Matriz Exponenciales Mul tivariadas
6.1 Fracciones Continuas

Una fraccién continua es una expresion de la forma

d,+— 3
dy+...

Es conveniente usar una notacién mas compacta

C c
d, +i| +—2| +—3| +
dy |d, |ds
Se dice que una fraccién continua es finita si la suma de arriba contiene un nimero finito de

términos. De interés particular para nuestro andlisis son las fracciones C -continuas, las cuales
tienen expresiones de la forma

st cs?| cs°
1+Cl + 2 +C3

PR TR TR

Si consideramos la funcion generadora de momentos M (S) de una variable aleatoria distribuida
matriz exponencial, entonces su expansion en serie de potencias es

M (S) =1+ S+ 1,8 +...

o M, .
donde // esta definida como £/ :_—I, i=0,1,...
1!

Notemos que L, > O para toda i . De acuerdo con Perron (1957), cualquier serie de potencias con

término constante 1 corresponde Unicamente a una fraccién C -continua. Si ademas la serie es
una expansion en series de potencias de una funcién racional, entonces la correspondiente

fraccion continua es finita. Por lo tanto son tratables las fracciones C -continuas, donde I, =1 para
toda i

Lema 6.1.1: Sea M (S) la funcién generadora de momentos de una variable aleatoria distribuida

matriz exponencial. Entonces la expansion en series de potencias de M (S) =1+ z4S+ /1282 +...
corresponde Gnicamente a una fraccion C -continua.

Demostracion : Sabemos por Perron (1957) que existe una fraccion C -continua finita, entonces lo

gue tenemos que demostrar es que I, =1 para toda i .
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Por lo tanto

cs
B.(s)’

B,(S) =1+ f4S+ 18" +...= 1+

donde

c,s"
o

C,S? s@
57|, G

Bl(s):1+ |1 |1 +... F

El primer término de la expansion en series de potencias B;(S) —1 es £4S. Por lo tanto I; =1. Asi

Bl(S): lul(s) - 1
B,(S) -1 1+us+us +...
donde ,ui' =21 #0 para toda i. Entonces el primer término en la expansién en series de

1
potencias de Bl(S)—l es otra vez de primer orden. Continuando de esta forma hasta que

obtenemos que B, (S) =1probamos el resultado.

Para cualquier fraccidon continua nos podemos aproximar a ella por una de orden menor N, donde
N <y para el caso finito,

&:d0+i|+c_2|+c_3|+...+c_
Dn

o
dd, fdafda

C
La fraccion finita — es llamada una aproximacioén a la fraccién continua. El siguiente esquema de
n
recursion es utilizado para las aproximaciones de diferentes 6rdenes

Cn = dnCn—l + CnCn—Z
Dn = ann—l + Cn Dn—2

con las siguientes restricciones C_, =1, Cy=d, y D=0, D,=1. Si aplicamos estas
ecuaciones recursivas a las fracciones C -continuas obtenemos que los polinomios Cn(s) y

D, (s) satisface

n .
Cn(s) :1+ZSJ Z C|1+1C|2+2"'C|-+j
j=1

o ] . i
0<iy<ip<...<ij<n—j
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n .
Dn(s) :1+ZSJ Z C|1+1C|2+2"'C|v+j !
j=1

I<iy<ip<...<ij<n-—j :
donde asumimos que las sumas sobre conjuntos vacios. Asi podemos escribir

C,.(s)=1+a,.s+a, S +...+a, s

D,.(s) :1+18n,18+13n,282 +..+ B nSn
C2n—1(s) :1+ yn,ls-'-yn,zSZ +"'+yn nSn
D,,.1(S) =1+, s+7, S +...+7, 8"

En particular tenemos que [, =C,C,...C,, ¥ V., =CCs...C,_, las cuales se convierten en
expresiones (tiles.

Ahora consideremos la funcion generadora de momentos M (S)y su expansiéon en serie de
potencias en términos de los momentos reducidos. La expansion en potencias de la aproximacién

C
de k-ésimo orden es —%. Entonces los primeros K términos de ambas series de potencias
k
coinciden Perron (1957). Por lo tanto podemos escribir

% =14 USH LS+ [ S+ [l S
k

k+1+“.,

donde [ son algunas constantes. Ahora insertando la expresion de arriba para C,(S) y D, (S)
con K=2ny k=2n-1 tenemos que

2n+1

1+a,,s+...+a,,s" _ o %
1+,B St + g —1+/11$+...+/,12n8 * oS
St

n,n

+... (6.1.1)

1+y,.8+...+), s
1+4,,5+...49,,8"

=1+ S+, S+ ST+

Podemos ahora resolver para las constantes @,;, B.,;, Vu; ¥ 5,1] i=1...,n, j=1...,n-1;
multiplicando los numeradores de las fracciones por el lado derecho de la ecuacidn e igualando los
coeficientes de los términos S, i =n+1,n+2,..., .
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Obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

O = :un+1 +:ulﬂn,n +:uzﬂn n—1+"' +lunﬂn a1

O=ﬂn+2+1L12ﬁn,n+ﬂ3ﬂnn—l+"'+ﬂn+ﬁn,]

O=/'12n+lun13n,n+lun+113n,n—1+"'+lum—18n,]

gue es lo mismo que

“Hna = :Uan,n +/'121Bn poatet

ﬂnﬁn,]

_tun+2 = IUZIBn,n +/'13Bn n—1+"' +tun+1ﬁn J

Mo, = :Umgn,n +:Un+1/3nn—1+~~+:um—18n iy

Por la regla de Cramér,

Moo —Hag M,
My - Mo o Mo
Hy o THyy o Hony
ﬂni = )
' o K e
M, Hy - Moy
Hy Mo 0 Moy

En particular, para ,Bnyn tenemos que

Bn,n = (_1)n—lh )
%

donde ¢, y @, son los determinantes de Hankel definidos por

M M M, M M
@ = tL:{z /{3 /’Ir:]+l y @ = /{3 /{4
My Mo o Mo My Mo

92

H,

A ”1 (6.1.2)

Hon_»



paratoda N=1,2,.. para @, ypara N=2,3,... para {J/, . Asi

:Bn,n% = (_1)n_1l//n+l'

Cona(S)

2n-1

Similarmente igualando para . Tenemos que

Vol =(-D"@, n=1,2,..
con ¢, =1.

Insertando las expresiones f3,  =C,C,...Cy Y Vi, =CC;...Cy,_, tenemos que
— n-1
CCy---Con® = (1) Yin

CCs...Co = (_1)n_l¢?1

Si la funcién generadora de momentos es una funcién racional de N-ésimo orden, entonces la
fraccion continua correspondiente tiene al menos 2N términos distintos de cero ¢, =1,

C,,Cy,...,Cp ¥ C, =0 para U>2n. Entonces @,,, =0 por la segunda ecuacién y por lo tanto
Y., =0 por la primera ecuacién. Por lo tanto todos los determinantes de Hankel de orden mayor
@ =0 para u>ny ,=0 para U>n+1. Ademas, podemos reescribir las constantes

C,,C,,... en términos de las matrices de Hankel definiendo ¢ =1y

—_ —_ wnﬂ%—l _ §0n+1wn
=q, C,, = -l ¢, =—Hin
At 77 S /AW

cuando los coeficientes sean distintos de cero.

puede ser calculado similarmente considerando las mismas ecuaciones pero

El término @,

igualandode S, i=n,n+2,...,n—lenlugarde S, i =n+1,n+2,..,AN. Asi tenemos que
1w o M
H M, My o Mo
a,, = My Mo Moo 0 Hopoo
Y M My H,

H; Hy 0 Hog

Hy Mo 0 Moy
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Si la funcion generadora de momentos es una funcion racional de orden N, entonces @, , es el

coeficiente de S" en el numerador y debe ser cero. Por lo tanto también hemos probado que el
determinante de Hankel

1 M M, e M,

H :/.11 /{2 /'{3 /Jr.]+1

My Hoa Moo o Hono

es cero cuando N es el orden de la funcién racional. El rango de la matriz correspondiente a Hn
es N—1 entonces el menor subdeterminante derecho es distinto de cero de acuerdo con el andlisis
previo. Por lo tanto H__, # 0 y por un argumento similar podemos concluir que H_ # 0 cuando

m<n. El orden de la distribucién matriz exponencial puede ser verificando los determinantes
siendo la primera vez que son distintos de cero.

Teorema 6.1.1: Consideremos una variable aleatoria X con distribuciéon matriz exponencial y con
E(X')
i!
puede ser escrita como una fracciéon C -continua finita

momentos reducidos (4 = . Entonces la funcién generadora de momentos racional de X

]_+C1_S|+§+...+Cm|

Lt e

Los coeficientes C pueden ser calculados en términos de los determinantes de Hankel (6.1.2)
como sigue:

— —_ wn+1¢?1—1 — @len
=@, Cp = Gy =,
Cl gol ? wn% e wn+l¢%

donde ¢ =1. Los determinantes de Hankel ¢, =0 para m>ny ¢ =0 para m>n+1.

6.2 Distribuciones Matriz Exponenciales Multivariad  as

Definiremos las distribuciones matriz exponenciales multivariadas como una extensién natural del
caso univariado (Bladt y Nielsen. 2008)

Definicion: Un vector aleatorio no negativo X=(X1,...,Xn) de dimensiébn N tiene una
distribucibn matriz exponencial multivariada si la transformada de Laplace conjunta
L(s) =E[exp(—<s,x>)} es una funcién racional multidimensional, esto es, una fraccion entre

dos polinomios multidimensionales. Aqui<[|fﬂ denota el producto puntoen R" y s= (s_,...,%) .
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Teorema 6.2.1: Un vector X = (Xl,...,Xn) tiene una distribuciéon matriz exponencial multivariada

n

si y solo si <a,X> = Z:a,Xi tiene una distribucion matriz exponencial univariada para todos los
i=1

vectores no negativos aZ 0.

Demostracion: Supongamos que X tiene una distribuciéon matriz exponencial multivariada.
Entonces usando

slew{-s(a.1))]= 5[ ex{-(= )]

Concluimos que el lado izquierdo de la ecuacion es una funcién racional de S entonces el lado
derecho es, por definicion, racional en sa.

Ahora suponemos que (a,X) tiene una transformada de Laplace racional, y por lo tanto tiene

funcién generadora de momentos, para toda aZ 0 no negativa. Las dimensiones de las
representaciones para (a,X} estan restringidas para algunas M. Suponemos lo contrario. La
dimensién de cualquier distribuciéon no sera afectada normalizando a por a€. Entonces a es no
negativa y podemos restringir la atencioén al conjunto compacto {aZ 0:ae= ]} . Si la dimensién no

estd restringida entonces existe una sucesion a, — a, en el conjunto compacto tal que la

dimensién correspondiente tiende a infinito, contradiciendo la hip6tesis de que <a0,X> tiene una

transformada de Laplace racional. En adelante asumiremos que las dimensiones de las
representaciones son siempre de orden M, las cuales podrian ser no minimales.

B((a.x))

Sea i (a) :_—I los momentos reducidos de (a,X} como una funcién de a. Entonces
I

M (a) es una suma de monomios i-dimensionales en a. Por el Teorema 6.1.1 tenemos que la
funcidon generadora de momentos de <a,X> puede ser escrita como una fracciéon C -continua de

orden alo mas 2m. Los determinantes de Hankel son de nuevo sumas de monomios en a. Por lo
tanto, colapsando la fraccién continua a una funcién racional concluimos que la funcién generadora
de momentos y por lo tanto su transformada de Laplace es una funcién racional en a. El

determinante de Hankel @(a) puede eliminarse, pero a lo mas en un conjunto de medida cero. La

continuidad de de la transformada de Laplace multidimensional nos asegura que los coeficientes
de la transformada de Laplace univariada en el conjunto nulo es obtenido como un limite de los
coeficientes de la transformada de Laplace univariada fuera de este conjunto.

Se sigue que, las funciones f,(a) y g;(a) son también funciones racionales en a.
|
Corolario 6.2.1; Sea X :(Xl,...,Xn) un vector que tiene una distribucién matriz exponencial

multivariada y sea A una matriz no negativa de tamafio mxn. Entonces Y = AX tiene una
distribucién matriz exponencial multivariada. En particular, todas las distribuciones marginales son
de nuevo distribuciones matriz exponenciales.
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Demostracion : De acuerdo con el Teorema 6.2.1.Y es una distribucion matriz exponencial
mutivariada si y solo si <b,Y> tiene una distribuciéon matriz exponencial para todos los vectores no

negativos b #0. Ahora <b,AX>=<bA,X> y por lo tanto tiene una distribucion matriz

exponencial.
|

Teorema 6.2.2: Sea X =(X1,...,Xn) un vector que tiene una distribucién matriz exponencial

multivariada. Entonces podemos escribir la funcion generadora de momentos para (a, X> como

fi(@)s™ + f,(a)s™* + f,,(a)s+1
Go(@)S™ +G,(8)s™ +§,, ,(@)s+1

donde los términos fi(a) y §,(a) son sumas de monomios en & de orden m—i.

Demostracion: Por Teorema 6.2.1 sabemos que la funcidon generadora de momentos de <a,X>
puede ser escrita como

f@s™ + f;(8)s™ + 7, ,(a)s+ f,(a)
Jo(@)s™ + g, (@)s™ + g, ,(a)s+ gn(a)

donde f'(a) y g (a) son sumas de monomios en a de orden M(m+1)—i. Para ver esto,
notemos que el orden de los monomios de g;(a) esta dado por la suma de los indices de la

diagonal de (/. ,, en (6.1.2) la cual es m(m+1). Aqui f (a)=g,(a) son de orden

m+l
m(m+1)-m= m’. La proposicion del teorema es equivalente a la divisibilidad de todos los

coeficientes f, (a) y g; (@) por f (a).
Dividiendo el numerador y denominador entre fr;(a) obtenemos la expresion

f(@s™ + f,(@)s" + f,,(a)s+1

=1+ @)s+u,@)s* +..., 6.2.1
go(a)sm+gl(a)sm—1+gm_1(a)s+1 @)+ 1, (@) ( )

Donde ﬁ(a) y §;(a) son ahora funciones racionales en a. Esta ecuacion es similar a (6.1.1) con

aum=0,0a, = f @y Bri = G- (@) la cual es resuelta considerando (6.1.2).

Escribimos §,(a) =P, (a) + E,_ (a) donde P, (a) es una suma de todo, si cualquier monomio
de orden M—i que aparece en la expresion para §;(a) mientras E,_ (a) = §;(a) — P, (a) . Sea
n,(a)= (/Jm+1(a),...,/12m (a))', @ = @ (a) la matriz de Hankel (6.1.2) que ahora depende de a,
P.@=(P,@).....R@) y E,(@) =(E,@).....E @)).
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Entonces
~1,(2) = 7,(@)P,(a) + ¢,()E,(a).

Consideremos la ] -ésima ecuacién. Aqui p.;(@) es una suma de monomios de orden M+ j

gue son los términos correspondientes de @, (a)P,,(a) . Entonces ¢, (a)E, () es racionalen a 'y
no contiene monomios de orden M+ |, entonces concluimos al igualar coeficientes que

% (QEL(2) =0

Entonces ¢, (&) es no singular y tenemos que E_ (&) =0 y por lo tanto todos los términos §; (a)

son sumas de monomios. De (6.2.1.) podemos ver que los términos fi (&) son sumas de
monomios multiplicando ambos lados de la ecuacién con el numerador e igualando coeficientes.

Corolario 6.2.2: El nimero de de momentos libres para m,n = 2 es a lo mas

E(X;X})
Demostracion: Definimos los momentos reducidos cruzados, K.J. =

| (it

Ki o Y Ky; son los momentos reducidos usuales de i-ésimo orden de X, y X, respectivamente.

. En particular,

Entonces

H; :Zaijaiz_jkj,i—j .

=0

Por el Teorema (6.2.2) sabemos que [/, —,ul2 divide =i, y I, —,ul,ug respectivamente.

Entonces existen constantes C, ;, tal que
Hs = fhdy = (Cl,da1+ Cof 2)(:“ 2 /121) (6.2.2)
2 2 2 2
H =t _(CZ,Oal+C1,p‘?' +Cod z)(,u T H J) (6.2.3)

Igualando coeficientes en (6.2.2) tenemos
Ko =K1K 20= Cl,o(K 2.0 Kzl,)
Kon =K 117 Ko 25~ C o,(K 2,(J_K21)J+C 1(c/( 1K K ))
Koz~ Kof02=C O,J(K 0.2 Kzo,)

— 2
Ko =Ko 117Ky 0,2_01,(/( 07 K 0)1"'C 0({( ik £ )
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Cuando K,,# Kf,o y Koo ® Ké’l vemos que K, Yy K,, estan dadas Unicamente en términos de

otras K 's. La ecuacion (6.2.3) establece una conexion entre K, , y K, la cual es compatible con
las restricciones de (6.2.2).

Ahora, K, ,= Kf}o = K3= K?i’( y Koo = K§]1:> Ko3= K%’:, lo cual completa la demostracion.

Basado en el Teorema 6.2.1 proponemos la siguiente definicion de una distribucién tipo fase
multivariada.

Definicion: Un vector X =(X1,...,Xn) tiene una distribucién tipo fase multivariada si <a,X>
tiene una distribucién tipo fase univariada para todos los vectores no negativos a# 0.

La siguiente definicibn es una extension natural de la estructura tipo fase multivariada de las
distribuciones matriz exponenciales.

Definicion: Sea MME* la subclase de las distribuciones matriz exponenciales multivariadas, donde

(a,X} tiene representacion (y,(A(Ka))_lT,t) donde y, K, T son vectores constantes y

-1
matrices y t:—(A(Ka)) Te. Decimos que (y,T,K) es una representacion MME* de la
distribucion multivariada.

Es un problema abierto cudles MME* son un subconjunto propio o igual que la clase de las
distribuciones matriz exponenciales multivariadas.

Teorema 6.2.3: Existen distribuciones matriz exponenciales multivariadas donde cuyo orden es
estrictamente menor que las MME*

Demostracién: La prueba estd basada en la inexistencia de una representacién tridimensional
MME* de Krishnamoorthy y Parthasaraty exponencial multivariada para n=3. La distribucion es
definida a través de la transformada de Laplace conjunta

I +RA@)[™

donde R es la matriz de correlacion. Para encontrar un representacién para m=3 en MME*(3)
primero parametrizamos

1 pr
R=|p 1 n
r n 1
Entonces

0o = a1a2a3(1+ 2ptn - p* -1° _’72)

g, = (a1a2(1_ pz) + a1a3(1— r2) + azas( 1—/72))
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g, =a ta,ta,

Y la transformada de Laplace de (X,a} esta dada por

3 2~ 1x
§¢,*+s0,+s0,

Suponemos ahora que tenemos una representacion MME* (y,T,K) para esta distribucién en

MME*. Es claro que tenemos que tener K =| . De la igualdad de la transformada de Laplace
tenemos que

_ -1
|T| - 2 _ 2,2
1+2pmp-p"—1°-n
Ty T _ 1
T, T, 1+2pm-p*-1*-n°

Ty T — 1
T, Ty 1+2pm-p*-1°-n°

Ty, Ta — 1
T, Ta 1+2p0mn —,02 -7° _’72

- Sl
1+2p1n-p° —1°-n*

_ 1-71°
1+2ptn - p* -1°-n*

22

_ 1-p°
* 1+ 20t~ 0P -17-n?
T, T, [T, T T, T
(yl + y2) Tll T12 _ 4 T12 T13 . Tll le — 0
21 22 22 23 21 2.
T, T [T, 7] [T, T
(yl + ys) T11 T13 +y, T12 le_'_ 3-]-11 ; 1t: 0 (6.2.4)
31 33 32 3 31 3
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T22 T23
T32 T33

(v, +¥s) +, =0

T2 sz_ys
Ty T,

T21 T2t
T3l T3

J/l (Tll + TlZ + T13) = 0

1 (T21 +T, +T23) 0

J/3 (T31 + T32 + T33) O '

Debemos tener al menos una ), #0. Debido a la simetria podemos eliminar sin pérdida de
generalidad ); #0. Entonces tenemos que (T11+T12+T13) =0. Ahora denotemos los

coeficientes de y; en la | -ésima ecuacion de (6.2.4) por C”. . Tenemos
Coo =Tl Tl 5= T4l 53 T L,
Cpo =Tl = Tod ot Tl o5 T L,
Cor=Tulas=Tud ot Tl 55T 1 -
Cu=T T TI T T-TT.
Co =T =T Tt T T o T E .
Co =T 0T I T T 5tT T
Sustituyendo T,; = —T,,—T,; en las primeras cuatro ecuaciones tenemos
Co==Tpo(Tou+ T+ T,)
Cpo =~ (T #Toa) (Tt T+ T )
Cp = —Tog(To+ Tt T2)
Cpy = (Tt Toa) (Tt Tt T 5).
Como ),C,, = y{L,;=0 tenemos que
ViCo = YT o(T ot T T, =0

Cy = V1T13(T31+T23+T 3; =0.
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No podemos tener T, y T, iguales a cero y tampoco podemos tener T, +T,,+T,,=0 vy
T4, + T3+ T,,=0. Debido a la simetria podemos suponer sin pérdida de generalidad que T,; =0

y T,,+T,,+T,,=0 mientras que T, #0 y T, +T,;+T,,# O; por lo tanto
C32 = _T23(T31+T23+T39
C33 == (T21+T23) (T31+T32+T 39 .

Entonces T, +T,,+T,,=0 tenemos que ), =0 y no podemos tener T, y T, igual a cero,
entonces concluimos que ), = 0. Finalmente tenemos que

T, T, 1
Tlyp=—ty=—2=

1-n* 1-p° 1+ 20m-p*-1°-n°

La cual s6lo se cumple cuando 7 = /7. Podemos encontrar una representacion en las
distribuciones tipo fase multivariadas con

1 1
- 0
1- p° 1- p?
S A /2 1
1-p [1-p)(mr) 2
n’ 1
0 1-1? 12
n n

Es posible obtener una representacion en MME* siempre que una de las tres ecuaciones 7 = o/7 ,
P =11 ,0 1= P es cierta.

6.3 Distribuciones Matriz Exponenciales Multivariad as y Teoria de Renovacion

Mostraremos las aplicaciones de las distribuciones matriz exponenciales multivariadas como la
teoria de renovacion.

Lema 6.3.1: Sea A y R laedady el tiempo que resta de vida respectivamente en un proceso de
renovacion estacionario con funcién de densidad del tiempo entre arribos f (X). La distribucion

f(x+
conjuntade A y R esta dada por &

0

jo xf (X)dx

Demostracién: La distribucién conjunta de (A, R) en un proceso de renovacion esta dada por

P(R=xA<Y) :I:_y(l—F(Hx—u))dU ),
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Obtenemos el resultado, insertando como la densidad de renovacién estacionaria y

diferenciando.
| |

Teorema 6.3.1: Un proceso de renovacion estacionario con tiempos entre arribos distribuidos
matriz exponencial con representacion (a,C), la distribucién conjunta de edad y vida residual es
una MME* con representacion

(e

Donde M es la dimension de C.

Demostracién: Denotemos la densidad de la distribucién matriz exponencial con representacién
(a,C) por f(X). La media correspondiente es denotada por M, . Usando el Teorema (6.2.1)

observamos que para & >0 y a,>0, la variable aleatoria Z :<a,X>, tiene densidad g(2)
dada por

2

_ 1 Z-ax 1
=—|a C dx, —.
9(2) ,UlIO aexp( (xl+ - Dc %~

Para a, # a, tenemos

9(2)=LacC*

1 {exp(cil exp{CiJ—l} exéciJ£
H 1-2 a a, a)a,
o220
Hoa,—a 2 a,

la cual es también la densidad de una distribucién matriz exponencial con la representacion dada
por (6.3.1). Esto puede ser visto evaluando directamente la cola. Para @ =@, tenemos

1
(6.3.1) para & =a,

. Otra vez por verificacion directa, también obtenemos la densidad evaluando

9(2) =

En este capitulo se analiz6 la clase de las distribuciones matriz exponenciales multivariadas
definidas como distribuciones con transformada de Laplace racional multidimensional, se mostré el
teorema de caracterizacion principal, asi como resultados acerca del orden de las distribuciones
matriz exponenciales multivariadas.
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Conclusiones

El propésito de este trabajo fue mostrar los resultados acerca de las distribuciones matriz
exponenciales y aprovechar la correspondencia uno a uno que existe entre estas y las
distribuciones con transformada de Laplace racional, para poder describir los modelos
estocasticos de flujos como distribuciones matriz exponenciales y determinar la probabilidad de
ruina en un modelo de riesgo con distribuciones matriz exponenciales.

Por otro lado mostrar que las distribuciones matriz exponenciales ofrecen soluciones
algoritmicamente tratables.

Se definieron algunos conceptos preliminares que fueron utilizados a lo largo de este trabajo
debido a que basamos gran parte de la teoria en éstos. Algunos de los conceptos mas
interesantes son los procesos de riesgo y el proceso de superavit de reclamaciones que son
modelos para la evolucién de la reserva de una compafiia aseguradora en el tiempo; también
se describieron los principales métodos que se utilizan en la teoria del riesgo aunque a lo largo
del presente trabajo nos enfocamos en los métodos analiticos matriciales. Se definié
formalmente la transformada de Laplace y se describieron sus propiedades principales.
Ademas fueron descritas las ecuaciones diferenciales de Kolmogorov y por Ultimo se
describieron algunos resultados de algebra matricial que fueron utilizados en los capitulos
posteriores.

Se describieron los procesos de Markov que son modelos que describen situaciones donde los
estados cambian en puntos del tiempo arbitrarios. Estos procesos son gobernados por una
matriz de intensidad la cual es Unica para la distribucién del proceso de Markov minimal.
También se mostraron los resultados correspondientes a las ecuaciones diferenciales de
Kolmogorov para los procesos de Markov, la clasificacién de los estados y las medidas
estacionarias de estos procesos.

Se mostraron las distribuciones tipo fase como la distribucién del tiempo de paro hasta la
absorcion 77 =inf{t > O|Xt =0} para un proceso de Markov finito de saltos { X,} con espacio

de estados E'={l,..,m+1} en el caso univariado y multivariado, se mostraron sus

propiedades, representaciones y caracterizaciones; asi como también las propiedades de clase
de las distribuciones tipo fase. Ademas se analiz6 un proceso de riesgo donde las
reclamaciones se distribuyen tipo fase. Finalmente se mostraron las distribuciones tipo fase
multivariadas y su caracterizacion.

Se analizaron las distribuciones matriz exponenciales y dada la correspondencia uno a uno
entre la transformada de Laplace racional y las representaciones de las distribuciones matriz

exponenciales se obtuvieron resultados importantes en términos de los vectores a y b.
También se mostraron los procesos de renovacion donde la distribucion entre arribos B es
matriz exponencial y el método que permite escribir T +aS de forma diagonal y directamente
obtener la funcion matriz exponencial necesitada para la densidad de renovacion.

Se mostro la interpretacion fisica que Bladt y Neuts (2003) ofrecen acerca de las distribuciones
matriz exponenciales definiendo el flujo valido para poder definir la relaciéon entre Y, que es
una variable aleatoria con distribucién matriz exponencial (a,S), T(U) donde U se

distribuye como una variable aleatoria uniforme [0,1]. Ademéas se mostraron resultados

importantes sobre los procesos de renovacion con tiempos de arribo matriz exponencial
modelados como secuencias de flujos terminales y el modelo de riesgo que Asmussen y Bladt
(199) modelaron bajo la interpretacion fisica de flujos. Por Ultimo se mostré la interpretacion
fisica para los procesos de arribo racionales con una representacion de orbitas.

Se analizé la clase de las distribuciones matriz exponenciales multivariadas definidas como

distribuciones con transformada de Laplace racional multidimensional. Esta clase de
distribuciones generaliza clases de distribuciones exponenciales y gamma multivariadas.
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Se mostré el teorema de caracterizacion principal, el cual demuestra que las distribuciones
matriz exponenciales multivariadas que son proyecciones en cualquier direccién son
distribuciones matriz exponenciales multivariadas. Basado en la teoria de fracciones continuas
se probd un resultado importante correspondiente al orden de las distribuciones matriz
exponenciales y la desaparicion del determinante de Hankel de los momentos reducidos.

A lo largo de esté trabajo hemos podido observar las ventajas que presentan las distribuciones
matriz exponenciales en los modelos estocasticos que las utilizan al tener mayor flexibilidad y
generalidad. El resultado mas interesante en este trabajo es sin duda alguna la interpretaciéon
fisica de las distribuciones matriz exponenciales y la interpretacion matematica de los flujos
validos para simplificar el andlisis de las distribuciones matriz exponenciales y obtener
importantes resultados en teoria de renovacién y aplicar estos a distintas areas particularmente
en la teoria del riesgo y asi poder calcular probabilidades de ruina.

Existe material bibliografico que profundiza ain mas, acerca de la distribuciones matriz
exponenciales donde se describe la estructura del espacio de probabilidad Qp de las

distribuciones matriz exponenciales de dimension p, algoritmos para identificar distribuciones

matriz exponenciales, asi como también el ajuste de datos a distribuciones matriz
exponenciales por medio de la estimacién de maxima verosimilitud (Ver Fackrell 2003).

Actualmente existe poco material bibliografico acerca de las distribuciones matriz
exponenciales multivariadas y sus posibles aplicaciones; por este motivo es importante dirigir la
investigacion a las aplicaciones de las distribuciones matriz exponenciales multivariadas en
distintas areas.
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