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mejor cómplice para vivir aventuras y una inmejorable compañera y amiga. Gracias por
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xii ÍNDICE GENERAL
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Introducción

En este trabajo estudiaremos las simetŕıas de soluciones de Ecuaciones Di-

ferenciales Parciales Eĺıpticas (EDPE). Para ello nos valdremos primordial-

mente de tres herramientas muy interesantes: las Simetrizaciones, las Pola-

rizaciones y los Métodos Variacionales. Los tres son conceptos matemáticos

antiguos, y han tenido una evolución notable hasta nuestros d́ıas, genera-

lizándose cada vez a espacios más y más abstractos.

Por ejemplo, en el problema modelo

(℘)

−∆u = f(|x|, u), en Ω,

u = 0, en ∂Ω,

donde:

• ∆ es el operador Laplaciano usual (∆u =
∑n

i=1( ∂
∂xi

)2),

• Ω es una bola abierta en RN ,

• ∂Ω denota la frontera de la bola Ω,

se sabe que cuando la función f es Lipschitz continua, decreciente en r = |x|

y u es una solución positiva y continua hasta la frontera, entonces el famoso

resultado de Gidas, Ni y Nirenberg [18] dice que u es radial y ∂u
∂r
< 0 (para una

1



2 INTRODUCCIÓN

visión más panorámica de simetŕıas en soluciones de EDP puede consultarse

el art́ıculo de Xavier Cabré [11], donde también se encuentra una versión del

resultado de Gidas, Ni y Nirenberg). En este caso la existencia de una solución

positiva automáticamente implica la existencia de una función radialmente

simétrica.

Las soluciones de (℘) pueden obtenerse al encontrar los puntos cŕıticos

del funcional de Euler-Lagrange ϕ definido en el espacio de Sobolev H1
0 (Ω)

por

ϕ(u) =

∫
Ω

(
|∇u(x)|2

2
− F (|x|, u(x))

)
dx,

donde F (r, t) =
∫ t

0
f(r, s)ds.

La Simetrización de Schwarz mapea una función no negativa u ∈ H1
0 (Ω) a

una función más simétrica u∗. Se puede demostrar [26] que si ∂f
∂r
≤ 0, entonces

ϕ(u∗) ≤ ϕ(u). Por lo tanto, si existe un minimizador de ϕ, debe existir

un minimizador simétrico. En los problemas que se tratan en el presente

trabajo no será posible encontrar minimizadores globales, sin embargo los

métodos variacionales nos permitirán hacer una aseveración equivalente en

un mı́nimo local. De esta manera, se demostrará en algunos casos la existencia

de una solución positiva simétrica sin asumir que f es Lipschitz continua en

la variable u.

En este trabajo modificaremos el Teorema Minimax General de Willem

[33] para obtener sucesiones de Palais-Smale cuyos elementos sean cada vez

más y más simétricos, y de este modo demostrar que algunos valores cŕıticos

son alcanzados por funciones simétricas. Sin embargo, esta modificación de-

be hacerse con mucho cuidado, pues resulta que la función que mapea una

función con su simetrización puede ser no continua en espacios de Sobolev
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[2], por lo cual es necesario desarrollar un método de aproximación de las

simetrizaciones, de tal manera que se conserve la continuidad en las cons-

trucciones del Teorema Minimax General. Este método es desarrollado por

Schaftingen [27] mediante el uso de Polarizaciones.

A continuación se explicará brevemente el contenido, por caṕıtulos, del

presente trabajo de tesis: En el caṕıtulo 1 se desarrolla el concepto de Arreglo

de una función, y posteriormente de Simetrización, centrándose en la Sime-

trización de Schwarz, aunque es importante mencionar que estos resultados

se pueden extender a otras como la Simetrización de Steiner, la Simetrización

Esférica por Capas (Spherical Cap Symmetrization) y los arreglos crecientes.

En este mismo caṕıtulo se enuncian sus propiedades principales, que bajo

algunas hipótesis técnicas, son las siguientes:

• Una simetrización * mapea cualquier función u : Ω→ R a una función

más simétrica u∗ : Ω∗ → R.

• u∗ es radialmente simétrica y decreciente.

• u y u∗ tienen la misma norma en Lp y
∫

Ω
u(x)dx =

∫
Ω∗
u∗(x)dx.

• ||u∗ − v∗||p ≤ ||u− v||p

El el caṕıtulo 2 se desarrolla el método de aproximación de simetriza-

ciones. Se define primero el concepto de polarización y se demuestran sus

principales propiedades, para después demostrar que una sucesión de polari-

zadores puede aproximar a la Simetrización de Schwarz. Dada una función,

construir dicha sucesión es relativamente sencillo, sin embargo en el art́ıculo

en el que se basó esta Tesis [26] se encontró un error en la construcción de
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la aproximación uniforme. Esperamos dar una prueba consistente de este re-

sultado en un trabajo futuro. Finalmente, se demuestra la continuidad de la

función polarizadora en espacios de Sobolev, y se formula la generalización

de este método a espacios de Banach.

El caṕıtulo 3 está dedicado a demostrar el Teorema Minimax General de

Willem. Para ello se desarrolla primero un caso particular muy conocido:El

Teorema del Paso de Montaña, y el lema sobre el cual se basa la demostración:

el Lema Cuantitativo de Deformación.

El caṕıtulo 4 unifica los tres caṕıtulos anteriores: enuncia y demuestra

el Principio Variacional Simétrico de Schaftingen utilizando la aproxima-

ción por polarizaciones, demostrando aśı no sólo la existencia de una solu-

ción simétrica, sino también que está vinculada a un valor minimax c y sin

hipótesis de diferenciabilidad o de continuidad Lipschitz sobre la función f.

Finalmente, en el caṕıtulo 5 se da una aplicación formulada para un caso

general de este Principio a Ecuaciones Diferenciales Parciales Eĺıpticas no

Lineales cuando el dominio es una bola.

Alberto Saldaña De Fuentes

Agosto 2008



Prólogo

Antes de entrar en materia, me gustaŕıa retomar un poco el contexto

que rodea algunos de los conceptos más importantes en este trabajo. Para

ello, quiero agradecer primero a Marina Sosa, de la Universidad de Buenos

Aires, a quien no tengo el gusto de conocer, pero cuyo trabajo de tesis [30]

disfruté bastante y fue de mucha utilidad para escribir este Prólogo.

Simetrizaciones

Empecemos hablando de las simetrizaciones. Para ello, recordemos primero

el Problema de Dido, el cual establece que de todos los dominios en el plano

con un peŕımetro dado, el disco y sólo el disco es aquel que maximiza el área

encerrada. Esto se expresa con la desigualdad isoperimétrica clásica

L2 ≥ 4πA,

donde L es el peŕımetro y A el área encerrada por éste. La igualdad sólo se

alcanza con el disco. En tres dimensiones se obtiene algo equivalente, si S es

la superficie de un cuerpo y V el volumen del mismo, entonces

S3 ≥ 36πV 2,

5



6 PRÓLOGO

y la igualdad sólo se alcanza con la bola. Aśı, uno se puede explicar por

qué las burbujas de jabón son esféricas: la burbuja alcanzará una posición de

equilibrio cuando la enerǵıa potencial debido a la tensión de la superficie sea

minimal. Esta enerǵıa es proporcional al área de la superficie de la burbuja.

Por lo tanto, dado un volumen de aire que forma la burbuja, ésta tomará una

forma esférica que minimiza el área de la superficie. Las dos desigualdades

anteriores pueden generalizarse a cualquier dimensión [21].

El estudio de desigualdades isoperimétricas conlleva una interrelación

muy interesante de Análisis, Geometŕıa y Ecuaciones Diferenciales Parcia-

les. Se han hecho muchas conjeturas, algunas han sido ya resueltas, pero un

gran número de ellas permanecen aún abiertas. Aśı, se puede observar que

en la naturaleza, las simetŕıas (esféricas) aparecen al momento de optimizar

recursos y una de las principales herramientas en el estudio de problemas

isoperimétricos es la Simetrización de Schwarz. Esta simetrización actúa de

manera similar al caso de la burbuja, pues uno puede partir de conjuntos

amorfos y extraños, pero después de pasar por el proceso de simetrización,

se obtiene un conjunto con simetŕıa esférica (una bola). Esta idea puede

generalizarse a funciones mediante el concepto de conjunto de nivel, como

se explicará de manera formal en el primer caṕıtulo. Esto da la pauta para

aplicar simetrizaciones a la teoŕıa de Ecuaciones Diferenciales, y una forma

de hacer esta vinculación es mediante los llamados Métodos Variacionales, y

justamente de esto se trata el caṕıtulo 4.
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Métodos Variacionales

Los Métodos Variacionales son una evolución moderna de lo que antes se

conoćıa como Cálculo de Variaciones, que fue motivado por problemas como

el ya mencionado Problema de Dido. Sin embargo los primeros problemas del

Cálculo de Variaciones fueron postulados a la par del nacimiento del Cálculo,

a finales del siglo XVII, como el problema de Newton del sólido de revolución,

que ofrece la menor resistencia de un fluido, o el problema de encontrar la

trayectoria más corta que une dos puntos fijos en el plano, el espacio o sobre

una superficie (geodésica), sólo por citar algunos.

En la actualidad, después de años de estudio y optimización, los problemas

del Cálculo de Variaciones consisten en encontrar máximos o mı́nimos de

funcionales reales definidas en espacios de funciones. El problema modelo,

como mostró Euler a mediados del siglo XVII, consiste en encontrar el mı́nimo

(o el máximo) de una expresión de la forma∫ b

a

f(x, y(x), y′(x))dx (1)

sobre todas las funciones suaves y que vayan de (a, b) a RN .

Euler y después Lagrange mostraron que si tal función y exist́ıa, deb́ıa

ser solución de la ecuación diferencial ordinaria de segundo orden

d

dx
∂y′f(x, y(x), y′(x))− ∂yf(x, y(x), y′(x)) = 0 (2)

que recibió el nombre de Ecuación de Euler-Lagrange correspondiente al

problema de Cálculo de Variaciones ([30]). Cuando y(x) es una función de

n variables y (1) corresponde a una integral múltiple sobre un conjunto

n−dimensional Ω, entonces la ecuación de Euler-Lagrange asociada es una
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ecuación diferencial parcial, y las condiciones en a y b se substituyen por

condiciones para y sobre la frontera ∂Ω.

Los matemáticos de la época concentraron sus esfuerzos en buscar solu-

ciones expĺıcitas de la Ecuación de Euler-Lagrange, y luego encontrar candi-

datos para mı́nimo de (1) sobre una familia de funciones. Sin embargo, esto

no siempre era posible, por ejemplo cuando la ecuación (2) es no lineal o no

es integrable. Esto cambió cuando a mediados del siglo XIX el trabajo de

Gauss en Teoremas de Existencia motivó un nuevo enfoque, que consist́ıa en

mostrar la existencia de una solución de (2), que satisfaćıa ciertas condiciones

en la frontera, y probar que (1) tiene un máximo o mı́nimo sobre la clase de

funciones que satisfacen las condiciones de frontera. Este método recibió el

nombre de Método directo del Cálculo de Variaciones. Primero surgió de for-

ma heuŕıstica en demostraciones incompletas de Gauss, Dirichlet, Kelvin y

Riemann sobre las soluciones del llamado Problema de Dirichlet

(D)

 ∆u = 0, en Ω,

u(x) = f(x), en ∂Ω,

donde ∆ es el Laplaciano y f es una función con valores reales definida en

∂Ω.

La ecuación (D) es la Ecuación de Euler Lagrange asociada a la integral

de Dirichlet ∫
Ω

|∇u(x)|2dx.

La existencia de un mı́nimo fue considerada una consecuencia trivial de su po-

sitividad (Principio de Dirichlet), hasta que Weierstraß dio un contraejemplo
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en 1870, en dimensión 1, mostrando que la integral∫ 1

−1

[xy′(x)]2dx

no tiene mı́nimos sobre el conjunto de funciones C2 tales que y(−1) =

a, y(1) = b, cuando a 6= b. Sin embargo, este no fue un contraejemplo

del Principio de Dirichlet, y finalmente en 1900 Hilbert esbozó una demos-

tración rigurosa de este Principio cuando n=2, bajo ciertas condiciones sobre

f y Ω. Fue el principio de una larga sucesión de art́ıculos, que daban cuen-

ta de la profećıa que Hilbert hizo en su famosa conferencia en el Congreso

Internacional de Matemáticos en Paris:

“Estoy convencido de que será posible probar teoremas de exis-

tencia usando un principio general, cuya naturaleza está motivada

por el Principio de Dirichlet”.

La situación en este momento es bien resumida por Volterra, quien en

1932 escribió:

“En lugar de estudiar los problemas de cálculo de variaciones re-

duciéndolos a ecuaciones diferenciales, es conveniente reducir los

problemas que, a primera vista son de ecuaciones diferenciales, a

problemas de cálculo de variaciones. Esto tiene una importancia,

que puede decirse filosófica, y también una importancia práctica.

Los nuevos métodos del Cálculo de Variaciones no sólo son im-

portantes desde el punto de vista de esta ciencia, sino también

tienen gran interés para el estudio de ecuaciones diferenciales y

de muchos problemas que están conectados. También le dan un

nuevo interés a la teoŕıa de funcionales.”
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Recientemente, los Métodos Variacionales se constituyeron como una he-

rramienta muy importante en el tratamiento de Ecuaciones Diferenciales,

pues en algunos casos es posible trasladar el problema a uno Variacional,

donde se busca encontrar máximos o mı́nimos, locales o globales, de un fun-

cional cuyo conjunto de puntos cŕıticos son las soluciones de la Ecuación

Diferencial en cuestión. Sin embargo, en algunos casos de interés, el fun-

cional ϕ no está acotado inferiormente (o superiormente) por lo que no es

posible encontrar mı́nimos (o máximos) globales y, en estos casos, los Méto-

dos Minimax, los cuales se centran en puntos silla, son de gran utilidad. El

Teorema Minimax más conocido es el Teorema del Paso de Montaña, el cual

tiene una geometŕıa muy interesante. Se supone lo siguiente:

• ϕ ∈ C2(X,R) (“El valle de montañas”),

• e ∈ X, r > 0 tal que ||e|| > r, (un punto al otro lado de las montañas),

• ı́nf
||u||=r

ϕ(u) > ϕ(0) ≥ ϕ(e) (forma montañosa)

• Γ = {γ ∈ C([0, 1], X) | γ(0) = 0, γ(1) = e} (los caminos entre 0 y e),

c := ı́nf
γ∈Γ

sup
t∈[0,1]

ϕ(γ(t)).
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Figura 1: La geometŕıa del Paso de Montaña

Entonces, el Teorema del Paso de Montaña nos encuentra una altura máxima

más pequeña (el real c), y siempre podemos encontrar una sucesión (un) ⊂ X

tal que

ϕ(un) → c,

ϕ′(un) → 0.

Es decir, una sucesión de puntos casi cŕıticos. El Teorema General del

Paso de Montaña en un espacio de Banach fue introducido por Ambrosetti

y Rabinowitz en 1973 y, junto con la Teoŕıa del Grado Topológico, se han

convertido en las herramientas más usadas y fruct́ıferas del análisis funcional

no lineal.

Este teorema y una generalización serán demostradas en el Caṕıtulo 3. Su

demostración usa una técnica de deformación que fue introducida en 1934

por Lusternik y Schnirelmann. Ésta consiste en deformar un funcional ϕ,
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afuera del conjunto de puntos cŕıticos, a través de soluciones de su sistema

gradiente asociado σ′ = −∇ϕ(σ) u otro sistema cualitativamente equiva-

lente. Finalmente, con el teorema del Paso de Montaña, y condiciones de

compacidad introducidas por Palais y Smale en 1965, se puede garantizar

la existencia de soluciones de Ecuaciones Diferenciales, como se verá en el

caṕıtulo 5.



Caṕıtulo 1

Simetrización

La Simetrización de Schwarz es un tipo particular de arreglo de funciones,

definidas en un conjunto medible Ω ⊂ RN . Dada una función real en este

conjunto, se construye una función asociada, que tiene como dominio la bola

centrada en el origen, con la misma medida que Ω, esencialmente el mismo

rango de valores, y que cumple dos propiedades en particular: es radial, y

radialmente decreciente. Para llegar a este objetivo, se construye primero el

arreglo decreciente unidimensional de una función.

Notación 1.1. A lo largo de este caṕıtulo, a menos que se indique lo con-

trario, Ω ⊂ RN será un conjunto medible con medida de Lebesgue positiva.

1.1 El Arreglo Decreciente

Sea u : Ω → R := R
⋃
{+∞}

⋃
{−∞} una función medible. Para t ∈ R,

definimos el conjunto de nivel como

{u > t} := {x ∈ Ω | u(x) > t}.

13
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Los conjuntos {u < t}, {u ≥ t}, {u = t} se definen de manera análoga.

Entonces definimos la función de distribución de u como

µu(t) := |{u > t}|, t ∈ R, (1.1)

donde | | representa la medida de Lebesgue en RN .

Nota 1.2. Sea A0 := {t ∈ R | |{u > t}| = 0}. Entonces el supremo esencial

(sup.ess) se define sup. ess(u) := ∞ si A0 = ∅, sup. ess(u) := ı́nf A0 en otro

caso. Análogamente se define el ı́nfimo esencial (inf.ess). Además, se cumple

que sup. essu ∈ A0 si A0 6= ∅

Enunciaremos ahora algunas de las propiedades más importantes de la

función de distribución.

Proposición 1.3. Sea u : Ω→ R medible, entonces

1. µu es decreciente.

2. t ≥ sup. essu =⇒ µu(t) = 0,

t < inf. essu =⇒ µu(t) = |Ω| (i.e. µu(RN) ⊂ [0, |Ω|]).

3. µu es una función continua por la derecha.

Demostración. 1 y 2 son claros a partir de (1.1) y de la Nota 1.2. Para 3, sea

t ∈ R y (hn) ⊂ (0,∞) tal que hn → 0. El hecho de que

{u > t+ hn1} ⊂ {u > t+ hn2} si hn2 ≤ hn1

y que
∞⋃
n=1

{u > t+ hn} = {u > t}
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implican por el Teorema 1.19(d) en el libro de Rudin [25] que

ĺım
n→∞

µu(t+ hn) = ĺım
n→∞

|{u > t+ hn}| = |{u > t}| = µu(t)

Definición 1.4. Sea u : Ω → R medible. Se dice que u es simetrizable

si µu(t) < ∞ para todo t > inf. essu y |{u = ∞}| = |{u = −∞}| = 0.

Llamaremos ΣΩ al conjunto de las funciones simetrizables definidas en el

conjunto Ω.

Lema 1.5. Sea u ∈ ΣΩ. Entonces µu(t) < |Ω| para todo t > inf. essu.

Además ĺımt→∞ µu(t) = 0 y ĺımt→−∞ µu(t) = |Ω|.

Demostración. Si |Ω| =∞, el resultado se sigue de la definición 1.4. Si |Ω| <

∞ haremos una demostración contraposición. Supongamos que µu(t) ≥ |Ω|,

entonces µu(t) = |Ω| por la Proposición 1.3, por lo tanto se tiene que

|{u < t}| ≤ |{u ≤ t}| = |Ω| − |{u > t}| = |Ω| − µu(t) = 0

y entonces t ≤ inf. essu.

Demostremos ahora el primer ĺımite. Sea {tn} ⊂ R tal que tn → ∞

monótonamente y definamos An := {u > tn}. Entonces A1 ⊇ A2 ⊇ A3 ⊇ ...

y s.p.g. supongamos que t1 > inf. essu entonces |A1| = µu(t1) < ∞. Por lo

tanto en vista del Teorema 1.19(e) en [25] se tiene que

ĺım
n→∞

µu(tn) = ĺım
n→∞

|An| = |
∞⋂
n=1

An| = |{u =∞}| = 0,

pues u ∈ ΣΩ.
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Análogamente para el segundo ĺımite, sea {tn} ⊂ R tal que tn → −∞

monótonamente y definamos An := {u > tn}. Entonces A1 ⊆ A2 ⊆ A3 ⊆ ...

y por lo tanto

ĺım
n→∞

µu(tn) = ĺım
n→∞

|An| = |
∞⋃
n=1

An| = |Ω\{u = −∞}| = |Ω|.

Ejemplo 1.6. Sea Ω ⊂ RN abierto, p ∈ [1,∞) y u ∈ Lp(Ω). Si u ≥ 0 o si

|Ω| <∞ entonces u ∈ ΣΩ.

Definición 1.7. Sea u ∈ ΣΩ. Entonces el arreglo decreciente (unidimen-

sional) de u, es una función u# : [0, |Ω|)→ R definida por

u#(s) := ı́nf{r | µu(r) ≤ s}.

Nota 1.8. En esencia, u# puede verse como la inversa de la función de

distribución µu de u. Sin embargo, como µu(t) es sólo monotonamente de-

creciente, puede tener discontinuidades de salto. Si t es un punto de discon-

tinuidad, entonces la definición precedente fija el valor de u# en el intervalo

[µu(t+), µu(t−)] como t, donde t+ y t− denotan el ĺımite por la derecha y

por la izquierda respectivamente. Y cuando µu tiene un intervalo constante,

entonces u# tiene una discontinuidad de salto.

Ejemplo 1.9 (Kawohl (1986)). Sea Ω = (−2, 2) ⊂ R. Definimos u : Ω→ R

como sigue:

u(y) :=



2 + y, −2 ≤ y ≤ −1,

1, −1 ≤ y ≤ 0,

1 + y, 0 ≤ y ≤ 0,5,

2− y, 0,5 ≤ y ≤ 2.
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Figura 1.1: Función original.

Entonces se sigue fácilmente que

µu(t) =



4 t ≤ 0

4− 2t, 0 ≤ t < 1,

3− 2t, 1 ≤ t ≤ 1.5,

0, t ≥ 1.5,

y que

u#(s) =


(3− s)/2, 0 ≤ s ≤ 1,

1, 1 ≤ s ≤ 2,

(4− s)/2, 2 ≤ s ≤ 4.
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1.5
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Figura 1.2: Comparación entre µu (izquierda) y u# (derecha)

Definición 1.10. Se dice que dos funciones reales (que pueden tener distin-

to conjunto de definición) son equimedibles si tiene la misma función de

distribución. Se dice que las funciones equimedibles son arreglos una de la

otra.

Veamos ahora algunas de las propiedades del arreglo decreciente.

Proposición 1.11. Sea u ∈ ΣΩ, entonces se cumple que:

i) u# es no creciente.

ii) u# es continua por la derecha.

iii) t ∈ R, s ∈ [0, |Ω|). Entonces µu(t) ≤ s ⇐⇒ u#(s) ≤ t.

iv) u#(0) = sup. essu, ĺıms→|Ω|− u
# = inf. essu.

v) u# ∈ Σ[0,|Ω|) y µu = µu# (i.e. u y u# son funciones equimedibles).

Demostración. i) Este resultado se sigue de la definición de u#.
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ii) Sea t ∈ [0, |Ω|) y {tn}n∈N ⊂ [t, |Ω|) tal que tn → t y {tn} es no creciente.

Definamos:

r0 := u#(t) = ı́nf{r | µu(r) ≤ t},

rn := u#(tn) = ı́nf{r | µu(r) ≤ tn}.

Como u ∈ ΣΩ, entonces para todo s > 0 se tiene que u#(s) < ∞ (de

lo contrario, se tendŕıa que µu(r) > s > 0 ∀r ∈ R contradiciendo que

ĺımt→∞ µu(t) = 0, como fue demostrado en el Lema 1.5).

Supongamos primero que t > 0. Entonces r0, rn < ∞ ∀n ∈ N. Demos-

traremos que rn → r0 cuando n→∞. Dado que {tn} es decreciente y

la definición de rn, se tiene que

µu(rn+1) ≤ tn+1 ≤ tn =⇒ rn+1 ≥ rn

pues rn es el ı́nfimo con esa propiedad y µu es una función continua por

la derecha. Por lo tanto {rn} es creciente.

Además, se tiene que para toda n ∈ N

µu(r0) ≤ t ≤ tn =⇒ r0 ≥ rn =⇒ {rn} es convergente.

Sea r′ este ĺımite, entonces se tiene por la implicación anterior que

r0 ≥ r′. Por otro lado como µu es una función decreciente y por la

definición de rn se tiene que para toda n ∈ N

µu(r
′) ≤ µu(rn) ≤ tn =⇒ µu(r

′) ≤ t,

al tomar el ĺımite. Por lo tanto, por la definición de r0 se sigue que

r0 ≤ r′. Y por lo tanto r′ = r0 y rn → r0.



20 CAPÍTULO 1. SIMETRIZACIÓN

Si t = 0 puede suceder que r0 <∞ ó r0 =∞. En el primer caso, como

u# es una función decreciente se tiene que rn <∞ ∀n ∈ N y la misma

demostración del caso anterior funciona. Para el caso t = 0 y r0 = ∞

se infiere de esta última igualdad que

µu(r) > 0 ∀r ∈ R. (1.2)

Ahora, supongamos que la sucesión {rn} definida del mismo modo que

en el primer caso, converge a r′ <∞. Entonces se tendŕıa que µu(r
′) ≤

tn y tomando ĺımites µu(r
′) = 0 lo cual es una contradicción a (1.2).

iii) Sean t ∈ R, s ∈ [0, |Ω|), supongamos que µu(t) ≤ s entonces u#(s) ≤ t

por definición de u#. Supongamos ahora que u#(s) ≤ t, sean tn > t

tal que tn → t cuando n → ∞, entonces por definición de u# se tiene

que µu(tn) ≤ s. Se toman ĺımites y el resultado se sigue de que µu es

continua por la derecha.

iv) u#(0) = ı́nf{r | µu(r) = 0} = sup. essu. Ahora sea

α := ĺım
s→|Ω|−

u#(s).

Se demostrará que α = inf. essu. Sea s ∈ [0, |Ω|) y r ∈ R tal que

µu(r) ≤ s < |Ω|, entonces por la Proposición 1.3 inciso 2, se tiene que

r ≥ inf. essu y entonces por definición de u# se sigue que u#(s) ≥

inf. essu, y por lo tanto α ≥ inf. essu. Para demostrar la otra desigual-

dad se procederá por contradicción, supongamos que α > inf. essu,

entonces existe β ∈ R tal que α > β > inf. essu. Luego por la mono-

tońıa de u# se tiene que

u#(s) ≥ α > β ∀ s ∈ [0, |Ω|),
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pero por iii), se sigue que

µu(β) > s ∀ s ∈ [0, |Ω|),

entonces, haciendo tender s→ |Ω|

µu(β) ≥ |Ω|.

Pero por el Lema 1.5 se sigue que

β ≤ inf. essu,

lo cual es una contradicción. Por lo tanto

ĺım
s→|Ω|−

u#(s) = inf. essu.

v) La monotońıa de u# implica que

µu#(t) = |{u# > t}| = sup({s ≥ 0 | u#(s) > t}
⋃
{0}) (1.3)

= ı́nf{s ≥ 0 | u#(s) ≤ t}. (1.4)

Sea t ∈ R, se demostrará que µu(t) = µu#(t). Si u#(s) > t para toda

s ∈ [0, |Ω|) entonces por definición

µu#(t) = |{u# > t}| = |Ω|.

Por otro lado, se tiene que

u#(s) > t =⇒ ı́nf{r | µu(r) ≤ s} > t =⇒ µu(t) > s,

para toda s ∈ [0, |Ω|), de donde se sigue que µu(t) ≥ |Ω|. Dado que

µu(t) ≤ |Ω| siempre se cumple, se tiene que µu(t) = µu#(t).
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Ahora, si existe s ≥ 0 tal que u#(s) ≤ t. Entonces por iii) se tiene que

µu(t) ≤ s, y de (1.4) se sigue que

µu(t) ≤ µu#(t).

La otra desigualdad se demostrará por contradicción. Supongamos que

µu#(t) < µu(t). Entonces existe β ∈ R tal que µu#(t) < β < µu(t), pero

por iii) se tiene que u#(β) > t, entonces por (1.3) se sigue que

µu#(t) ≥ β > µu#(t),

lo cual es una contradicción.

Proposición 1.12. El mapeo u→ u# es no decreciente, i.e. si u ≤ v, donde

u y v son funciones reales en Ω, entonces u# ≤ v#.

Demostración. Como {u > t} ⊂ {v > t}, se tiene que

{t | |{v > t}| < s} ⊂ {t | |{u > t}| < s}

y el resultado se sigue de la definición.

1.2 Simetrización de Schwarz

Definición 1.13. Dado un conjunto medible E ⊂ RN de medida positiva,

se denota por E∗ (a menos que se especifique otra cosa) a la bola abierta de

dimensión N centrada en el origen, con la misma medida de Lebesgue que E,

i.e. |E∗| = |E|. Se dice que E∗ es la Simetrización de Schwarz de E.
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Lema 1.14. Sean A,B ⊂ R medibles. Entonces

|A\B| ≥ |A∗\B∗| (1.5)

Demostración. Supongamos que |A| ≥ |B|, entonces

A∗
⋂

B∗ = B∗ =⇒ |A∗
⋂

B∗| = |B∗| = |B| ≥ |A
⋂

B|.

Análogamente se tiene que

|B| ≥ |A| =⇒ |A∗
⋂

B∗| ≥ |A
⋂

B|.

Seguiremos la prueba por casos. Supongamos que |A| <∞, entonces

|A\B| = |A| − |A
⋂

B| ≥ |A∗| − |A∗
⋂

B∗| = |A∗\B∗|.

Ahora, si |A| =∞ entonces hay dos casos:

1. |A\B| =∞ =⇒ |A\B| ≥ |A∗\B∗|.

2. |A\B| <∞ =⇒ |B| =∞ =⇒ A∗ = B∗ = RN y entonces

0 = |A∗\B∗| ≤ |A\B|.

Notación 1.15. Dado un vector x ∈ RN , denotamos su norma Euclidiana

por |x|. Finalmente, denotaremos por ωN el volumen de la bola unitaria en

RN . Recordemos que

ωN =
π
N
2

Γ(N
2

+ 1)
,

donde Γ(s) es la función gamma usual.
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Definición 1.16. Sea u ∈ ΣΩ. Entonces, su Simetrización de Schwarz, o

su arreglo decreciente y esféricamente simétrico, es la función u∗ : Ω∗ →

R definida como

u∗(x) := u#(ωN |x|N), x ∈ Ω∗.

Ejemplo 1.17. Sea Ω = (−2, 2) ⊂ R. Definimos u : Ω → R como en el

ejemplo 1.9:

u(y) :=



2 + y, −2 ≤ y ≤ −1,

1, −1 ≤ y ≤ 0,

1 + y, 0 ≤ y ≤ 0,5,

2− y, 0,5 ≤ y ≤ 2.

Figura 1.3: Función original.

Entonces Ω = Ω∗ = (−2, 2) y u∗ está dada por

u∗(−x) = u∗(x) =


3
2
− x, 0 ≤ x ≤ 0,5,

1, 0,5 ≤ x ≤ 1,

2− x, 1 ≤ x ≤ 2.
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Figura 1.4: Función simetrizada.

A continuación demostraremos que la Simetrización de Schwarz u∗ es un

arreglo del Arreglo Decreciente u# (y por lo tanto también de la función

simetrizada u).

Proposición 1.18. Sean u ∈ ΣΩ y t ∈ R. Entonces

|{u∗ > t}| = |{u# > t}|. (1.6)

Demostración.

|{u∗ > t}| = |{x ∈ Ω∗ | u∗(x) = u#(ωN |x|N) > t}| (1.7)

= (sup{s ∈ [0, |Ω|) | u#(ωNs
N) > t})NωN (1.8)

= sup{r ∈ [0, |Ω|) | u#(r) > t} (1.9)

= |{r ∈ [0, |Ω|) | u#(r) > t}| (1.10)

= |{u# > t}|. (1.11)
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Del resultado anterior se sigue la siguiente proposición, que nos da otras

caracterizaciones útiles de la Simetrización de Schwarz. Algunos autores de-

finen desde un inicio a la Simetrización de Schwarz con alguna de estas ca-

racterizaciones, de modo que son también definiciones equivalentes.

Proposición 1.19. Sean u ∈ ΣΩ y t ∈ R, entonces se cumplen:

1. {u∗ > t} = {u > t}∗,

2. u∗(y) = sup{c ∈ R | y ∈ {u > c}∗}.

Demostración. De (1.6) y por la Proposición 1.11 inciso v) se sigue que

|{u∗ > t}| = |{u# > t}| = |{u > t}| = |{u > t}∗|. (1.12)

Por la continuidad por la derecha de u# se tiene que {u∗ > t} son bolas

abiertas centradas en el origen, al igual que {u > t}∗, por definición. Entonces

de (1.12) se sigue la afirmación 1, es decir:

{u∗ > t} = {u > t}∗. (1.13)

Ahora veremos que 1 implica 2.

u∗(y) = sup{c ∈ R | u∗(y) > c}

= sup{c ∈ R | y ∈ {u∗ > c}}

= sup{c ∈ R | y ∈ {u > c}∗}.

Para terminar esta sección, demostraremos una propiedad muy impor-

tante de las simetrizaciones de funciones, llamada la “no expansividad.”
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Proposición 1.20 (No expansividad de los arreglos). Sea Ω ⊂ RN , 1 < p <

∞ y g : [−∞,∞] → [0,+∞] definida por g(t) := |t|p, entonces para todas

funciones u, v ∈ ΣΩ, u, v : Ω→ R se cumple:

∫
Ω

g(u− v) ≥
∫

Ω∗
g(u∗ − v∗). (1.14)

Demostración. Empecemos por notar que u, v ∈ ΣΩ implica que las integrales

están bien definidas, pues |{u = ∞}| = |{u = −∞}| = |{v = ∞}| = |{v =

−∞}| = 0.

Para 1 < p < ∞ se tiene que g(0) = ġ(0) = 0, y para cada s, s′ ∈ R es

fácil verificar que:

g(s′ − s) =

∫ s′

s

∫ s′

t

g̈(t′ − t)dt′dt. (1.15)

Denotaremos a la función indicadora (o función caracteŕıstica) del conjunto

A, como “IA”. Entonces de la identidad anterior se sigue que:

g(u(x)− v(x)) =

∫ u(x)

v(x)

∫ u(x)

t

g̈(t′ − t)dt′dt

=

∫ u(x)

v(x)

∫ ∞
t

g̈(t′ − t)I{u>t′}(x)dt′dt

=

∫ ∞
v(x)

∫ ∞
t

g̈(t′ − t)I{u>t′}(x)I{u>t}(x)dt′dt

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
t

g̈(t′ − t)[(1− I{v>t}(x))I{u>t′}(x)I{u>t}(x)]dt′dt.

Como t′ > t entonces {u > t′} ⊂ {u > t}, este hecho junto con el Lema 1.14
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implican que:∫
Ω

g(u(x)− v(x))dx =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
t

g̈(t′ − t)
∫

Ω

(1− I{v>t}(x))I{u>t′}(x)dxdt′dt

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
t

g̈(t′ − t)|{u > t′}\{v > t}|dt′dt

≥
∫ ∞
−∞

∫ ∞
t

g̈(t′ − t)|{u > t′}∗\{v > t}∗|dt′dt

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
t

g̈(t′ − t)
∫

Ω∗
(1− I{v∗>t}(x))I{u∗>t′}(x)dxdt′dt

=

∫
Ω∗

∫ ∞
−∞

∫ ∞
t

g̈(t′ − t)(1− I{v∗>t}(x))I{u∗>t′}(x)I{u∗>t}(x)dt′dtdx

=

∫
Ω∗

∫ u∗(x)

v∗(x)

∫ u∗(x)

t

g̈(t′ − t)dt′dtdx

=

∫
Ω∗
g(u∗(x)− v∗(x))dx.

Este resultado puede probarse para g cualquier función convexa, y una

prueba de este hecho puede consultarse en el art́ıculo de J.A. Crowe y J.A.

Zweibel [14].

El siguiente Corolario es una consecuencia de la Proposición anterior junto

con el Apéndice A, en donde se desarrollan algunos resultados sobre la no

expansividad de mapeos que conservan la integral y preservan orden, como

es el caso de la Simetrización de Schwarz.

Corolario 1.21. Sean Ω ⊂ RN ,u, v ∈ ΣΩ, u, v : Ω → R. Entonces para

cualquier 1 ≤ p ≤ ∞, se cumple que

||u∗ − v∗||p ≤ ||u− v||p.
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Demostración. El resultado es claro para p =∞, pues la simetrización coloca

las normas || · ||∞ de u y v en 0. El caso 1 < p <∞ es dado por la Proposición

anterior. Para p = 1 se sigue del Lema A.1.

Las siguientes definiciones serán útiles en los siguientes caṕıtulos.

Definición 1.22. Definimos:

Lploc(R
N) := {f ∈ Lp(K) | ∀K ⊂ RN compacto }.

Lp∗(RN) := Lp+(RN) := {f ∈ Lp(RN) | f(x) ≥ 0 en c.t.p. x ∈ RN}.

C+(RN) := {f ∈ C(RN) | f(x) ≥ 0 ∀ x ∈ RN}.

C∗(RN) := {f ∈ C(RN) | f(x) ≥ 0 ∀ x ∈ RN , ĺım
x→∞

f(x) = 0}.

C∞c (RN) := {f ∈ C∞(RN) | supp(f) es compacto}.

K∗(RN) := {f ∈ C(RN) | f(x) ≥ 0 ∀ x ∈ RN , supp(f) es compacto}.

También será necesario tener presente la definición de los espacios de Sobolev,

que involucran el concepto de derivada débil. Esto se puede revisar con más

detalle en [16] o en [19].

W 1,p(Ω) := {f ∈ Lp(Ω) | ∇f ∈ Lp(Ω)}.

W 1,p
loc (Ω) := {f ∈ W 1,p(K) | ∀K ⊂ Ω compacto }.

W 1,p
0 (Ω) := W 1,p(Ω)

⋂
C∞c (Ω) (con respecto a la norma de W 1,p).

W 1,p
0,+(Ω) := {f ∈ W 1,p

0 (Ω) | f(x) ≥ 0 ∀ x ∈ Ω}.
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Caṕıtulo 2

Aproximación de

Simetrizaciones

En este caṕıtulo introduciremos el concepto de polarización, el cual es un tipo

de arreglo muy simple de funciones, y se demostrará que se puede aproxi-

mar la Simetrización de Schwarz con una sucesión de polarizadores. También

se demuestra que el mapeo que relaciona la función con su polarización es

continuo en los espacios de Sobolev.

A lo largo de este caṕıtulo, Ω denotará un subconjunto abierto no vaćıo

de RN .

2.1 Polarizaciones

Definición 2.1. Un conjunto H ⊂ RN es un polarizador si es un semiespa-

cio cerrado afin de RN , i.e. H es el conjunto de todos los puntos que cumplen

que a · x ≤ b para algún a ∈ SN−1, b ∈ R. Además, denotaremos por H el

31
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conjunto de todos los polarizadores de esta forma.

Notación 2.2. Para cualquier x ∈ RN y cualquier polarizador H ∈ H, xH

denota la reflexión de x con respecto a ∂H. Con la notación de la Definición

2.1 tenemos que xH = x− 2(a · x− b)a.

Definición 2.3. Sea H ∈ H. Definimos la polarización de un conjunto

A como el conjunto

AH := {xH | x ∈ A}.

Definición 2.4. La polarización de una función u : RN → R por el polari-

zador H ∈ H es la función uH : RN → R, definida como:

uH(x) =

máx{u(x), u(xH)}, si x ∈ H;

mı́n{u(x), u(xH)}, si x 6∈ H.

(2.1)

Nota 2.5. Se puede definir una métrica sobre el conjunto de polarizadores de

modo que H sea homeomorfo a la esfera de dimensión N, SN := {x ∈ RN+1 :

||x|| = 1} sin los polos. Primero definamos la biyección ψ : SN−1 × R →

SN\{PN,PS}, usando la notación de la definición 2.1, de la siguiente manera:

ψ(a, b) = ((cos(arctan b))a, sen(arctan b))

donde PN y PS denotan los polos norte y sur respectivamente en SN . En-

tonces para cada par (a, b) ∈ SN−1 × R, la primera coordenada de Psi nos

da un punto en B1(0,RN), y la segunda coordenada un real en (−1, 1), de

modo que ψ(a, b) localiza un punto en la esfera SN para cada a y b.

Una vez más apoyándonos en la Definición 2.1 definimos la biyección

Ψ : H → SN\{PN,PS}, por

Ψ(H) = ψ(a, b)
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Esta biyección induce la siguiente métrica sobre H:

d(H1, H2) = |Ψ(H1)−Ψ(H2)|

de tal manera que H y SN\{PN,PS}, son homeomorfos por medio de Ψ.

Definición 2.6. Definimos el conjunto de polarizadores extendidos H

como el conjunto de polarizadores H unión “dos polarizadores al infinito”,

definidos por uH+∞ := u+ := máx{u, 0} y uH−∞ := −u− := mı́n{u, 0}.

Nota 2.7. La métrica definida en la Nota 2.5 se puede generalizar al conjunto

H. Con la misma notación, definimos la biyección Ψ : H → SN por

Ψ(H) =


ψ(a, b) si H 6∈ {H+∞, H−∞}

PN si H = H+∞

PS si H = H−∞.

Análogamente, esta biyección induce la siguiente métrica sobre H:

d(H1, H2) = |Ψ(H1)−Ψ(H2)|

de tal manera que H y SN son homeomorfos por medio de Ψ.

Definición 2.8. Si H ∈ H y Ω ⊂ RN , la polarización de u : Ω → R̄ con

respecto a H se define como uH = ũH |Ω, donde ũ es la extensión de u a RN

tomando el valor 0 fuera de Ω.

Definición 2.9. Se define el conjunto H∗ de la siguiente manera:

H∗ := {H ∈ H | 0 ∈ H}
⋃
{H+∞}.
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Nota 2.10. Dado que las polarizaciones de conjuntos son simplemente re-

flexiones, se tiene que satisfacen las siguientes propiedades: sean H ∈ H,

A,B ⊂ RN medibles y | · | la medida de Lebesgue en RN , entonces

A ⊆ B ⇒ AH ⊆ BH ,

|BH\AH | = |B\A|.

A la primera propiedad se le llama monotońıa.

A continuación se demuestra, al igual que con la Simetrización de Schwarz

en el caṕıtulo anterior, la no expansividad de las polarizaciones. Para ello se

utilizarán dos resultados de Crandall y Tartar [13], y uno de Brezis y Strauss

[7], que se pueden encontrar junto con su demostración en el Apéndice A, y

son los Lemas A.1,.A.2 y A.3. La prueba toma ventaja de dos propiedades

muy importantes de las polarizaciones: que preservan la integral, es decir∫
Ω

uH(x)dx =

∫
Ω

u(x)dx cuando Ω = ΩH (2.2)

y que preservan el orden, es decir

∀u, v medibles tales que u ≤ v c.t.p. =⇒ uH ≤ vH c.t.p. (2.3)

Ambas son fáciles de demostrar a partir de la definición de polarización de

una función (Definición 2.4). Para la prueba de la no expansividad, haremos

uso de la continuidad de las polarizaciones en Lp, hecho que se demuestra a

continuación.

Proposición 2.11. Sea H ∈ H y Ω = ΩH . La función polarización de Lp(Ω)

a Lp(Ω) : u 7→ uH es continua con 1 ≤ p ≤ ∞.
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Demostración. Sean 1 ≤ p <∞, u ∈ Lp(Ω) y (un) ⊂ Lp(Ω) tales que un → u

en Lp(Ω). Entonces de la demostración de que los espacios Lp son completos

(ver por ejemplo [25] Teorema 3.1.1 página 67) se puede obtener una función

U ∈ Lp(Ω) tal que |un|, |u| ≤ U. Sea ũ la extensión de u a todo RN por cero y

sea HŨ := Ũ(xH), entonces |ũn|, |ũ| ≤ Ũ ≤ Ũ+HŨ =: V ∈ Lp(Ω). Entonces

|ũHn |, |ũH | ≤ V y por lo tanto |uHn |, |uH | ≤ V |Ω∈ Lp(Ω). Luego

|uHn − uH |p ≤ (|uHn |+ |uH |)p ≤ 2pV p ∈ L1(Ω).

Y por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue se sigue que∫
Ω
|uHn − uH |pdx→ 0 cuando n→∞.

Para p = ∞ el resultado se sigue de la definición de uH , pues ||uH ||∞ =

||u||∞.

Proposición 2.12. Sean Ω ⊂ RN , 1 ≤ p ≤ ∞, u, v ∈ Lp(Ω), H ∈ H.

Entonces se cumple que

||uH − vH ||p ≤ ||u− v||p.

Demostración. Demostraremos el resultado primero para funciones en C∞c (Ω).

Por las propiedades (2.2) y (2.3) se satisfacen las hipótesis del Lema A.1 con

C = L1(Ω), lo cual garantiza la no expansividad de las polarizaciones para

p = 1. Además, es fácil verificar que

si r ∈ R+, u ∈ L∞(Ω) entonces (u+ r)H = uH + r,

a partir de la Definición 2.4, por lo tanto también se satisfacen las hipótesis

del Lema A.2 con C = L∞(Ω), lo cual garantiza la no expansividad de las

polarizaciones para p = ∞. Entonces se satisfacen las hipótesis del Lema
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A.3, con j(·) = | · |p, donde 1 ≤ p ≤ ∞, lo cual nos dice que para toda

u, v ∈ C∞c (Ω), y 1 ≤ p ≤ ∞ se tiene que

||uH − vH ||p ≤ ||u− v||p. (2.4)

Ahora, sean u, v ∈ Lp(Ω) entonces como C∞c (Ω) es un conjunto denso en

Lp(Ω) se tiene que existen sucesiones (un)n∈N, (vn)n∈N ⊂ C∞c (Ω) tales que

un → u en Lp(Ω) cuando n→∞ y (2.5)

vn → v en Lp(Ω) cuando n→∞.

Y entonces se sigue por la Proposición 2.11 y por (2.4) y (2.5) que

||uH − vH ||p ← ||uHn − vHn ||p ≤ ||un − vn||p → ||u− v||p.

Para terminar la sección, demostraremos unas propiedades básicas de las

polarizaciones en los espacios de Sobolev.

Proposición 2.13. Sea u ∈ W 1,1
loc (RN), H ∈ H y definimos v(x) := u(xH).

Entonces uH ∈ W 1,1
loc (RN) y se cumple que

∇uH(x) =



∇u(x), si x ∈ {x ∈ Ω | u(x) ≥ v(x)}
⋂
H,

∇v(x), si x ∈ {x ∈ Ω | u(x) < v(x)}
⋂
H,

∇u(x), si x ∈ {x ∈ Ω | u(x) ≤ v(x)}
⋂
Hc,

∇v(x), si x ∈ {x ∈ Ω | u(x) > v(x)}
⋂
Hc.

Además para 1 ≤ p ≤ ∞, si ∇u ∈ Lp(RN) entonces ∇uH ∈ Lp(RN) y

||∇u||p = ||∇uH ||p.
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Demostración. Sea u ∈ W 1,1
loc (RN). Demostraremos que uH ∈ W 1,1

loc (RN). De-

finamos para ε > 0 la función fε : R→ R como:

fε(t) :=

 (t2 + ε2)1/2 − ε, si t > 0,

0, si t ≤ 0.

Entonces las siguientes propiedades se deducen fácilmente:

• fε ∈ C1(R),

• fε(0) = 0,

• |fε(t)| ≤ |t| ∀t ∈ R,

• |f ′ε(t)| ≤ 1 ∀t ∈ R,

• fε(t)→ máx{t, 0} cuando ε→ 0.

• Para t > 0 se tiene que f ′ε(t)→ 1 cuando ε→ 0.

Entonces gracias a la Notación 2.2 no es dif́ıcil comprobar que para i ∈

{1, 2, ..., N},

∂iv(x) = ∂iu(xH)H0 (2.6)

donde H0, usando la Definición 2.1, es un polarizador que tiene como paráme-

tros el mismo a del polarizador H y b = 0. Por lo tanto se tiene que

v ∈ W 1,1
loc (RN). Definamos también los siguientes conjuntos:

A := {x ∈ Ω | u(x) ≥ v(x)}
⋂

H,

B := {x ∈ Ω | u(x) < v(x)}
⋂

H,

C := {x ∈ Ω | u(x) ≤ v(x)}
⋂

Hc,

D := {x ∈ Ω | u(x) > v(x)}
⋂

Hc.
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Entonces A
⋃
B
⋃
C
⋃
D = Ω, además son ajenos y se cumple que

BH = D y B = DH . (2.7)

Recordemos que si x ∈ H entonces

uH(x) = máx{u(x), u(xH)} = u(x) + (u(xH)− u(x))+, (2.8)

uH(xH) = mı́n{u(x), u(xH)} = u(x)− (u(x)− u(xH))+,

donde u+ := máx{u, 0}. Por lo tanto, en vista de las propiedades ĺımite de

fε resulta natural hacer la siguiente construcción: Sea ωε : RN → R definida

por

ωε(x) :=

 u(x) + fε(v(x)− u(x)), si x ∈ H,

u(x)− fε(u(x)− v(x)), si x ∈ Hc.

Entonces ωε ∈ W 1,1
loc (RN). Los detalles de la demostración de este hecho

pueden revisarse en el Apéndice B Lema B.1.

Demostraremos primero que ωε → uH cuando ε → 0 en L1
loc(RN). Note-

mos que

|ωε(x)− uH(x)| ≤ |u(x)|+ |v(x)− u(x)|+ |uH(x)|. (2.9)

Gracias a que las polarizaciones son no expansivas (Proposición 2.12) se

tiene que

|u|+ |v − u|+ |uH | ∈ L1
loc(RN).

Entonces, sea K ⊂ RN compacto, entonces |u| + |v − u| + |uH | ∈ L1
loc(K), y

por (2.9) se satisfacen las hipótesis del Teorema de Convergencia Dominada

de Lebesgue, y en vista de que fε(t)→ (t)+ cuando ε→ 0 y de (2.8) se tiene

que ∫
K

|ωε(x)− uH(x)|dx→ 0 cuando ε→ 0 ∀K ⊂ RN compacto. (2.10)
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A continuación veremos que ∇ωε → U cuando ε → 0 en L1
loc(RN) donde

U : RN → RN se define como

U(x) :=



∇u(x), si x ∈ A,

∇v(x), si x ∈ B,

∇u(x), si x ∈ C,

∇v(x), si x ∈ D.

Por el Lema B.1 se tiene que para toda i ∈ {1, 2, ..., N}

∂iωε(x) =



∂iu(x), si x ∈ A,

∂iu(x) + f ′ε(v(x)− u(x))(∂iv(x)− ∂iu(x)), si x ∈ B,

∂iu(x), si x ∈ C,

∂iu(x)− f ′ε(u(x)− v(x))(∂iu(x)− ∂iv(x)), si x ∈ D.

Además

|∂iωε − U i| ≤ |∂iv|+ |∂iu− ∂iv|+ |∂iu| ∈ L1
loc(RN),

donde U i denota la i−ésima coordenada de U. Sea K ⊂ RN compacto, en-

tonces |∂iv|+ |∂iu− ∂iv|+ |∂iu| ∈ L1(K), y por el Teorema de Convergencia

Dominada de Lebesgue y el hecho de que f ′ε(t)→ 1 para t > 0 cuando ε→ 0

se sigue que∫
K

|∂iωε(x)− U i(x)|dx→ 0 cuando ε→ 0 ∀K ⊂ RN compacto. (2.11)

Ahora, sea i ∈ {1, 2, ..., N} y ϕ ∈ C∞c (RN), entonces∫
RN
ωε(x)∂iϕ(x)dx = −

∫
RN
∂iωε(x)ϕ(x)dx,∫

RN
ωε(x)∂iϕ(x)dx →

∫
RN
uH(x)∂iϕ(x)dx,

−
∫

RN
∂iωε(x)ϕ(x)dx → −

∫
RN
U i(x)ϕ(x)dx.
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Y por lo tanto ∫
RN
uH(x)∂iϕ(x)dx = −

∫
RN
U i(x)ϕ(x)dx,

es decir, uH ∈ W 1,1
loc (RN) y ∇uH = U. Finalmente, de (2.7), (2.6), del hecho

de que ∫
K

|∂iu(xH)H0|pdx =

∫
K

|∂iu(xH)|pdx, ∀K ⊂ RN compacto

y la forma de ∇uH se sigue fácilmente que ||∇uH ||p = ||∇u||p para 1 ≤ p <

∞. Para el caso p = ∞ se usa el hecho de que la polarización no altera el

máximo de una función.

Corolario 2.14. Sea u ∈ W 1,p
+ (RN)(1 ≤ p ≤ ∞), y sea H ∈ H. Entonces

uH ∈ W 1,p
+ (RN) y se cumple que ||∇uH ||p = ||∇u||p.

Demostración. Sea 1 ≤ p ≤ ∞, entonces como u ∈ W 1,p
+ (RN), por la de-

sigualdad de Hölder se tiene que u ∈ W 1,1
loc (RN). Entonces por la Propo-

sición anterior uH ∈ W 1,1
loc (RN), y ||∇uH ||p = ||∇u||p que junto con la no

expansividad de las polarizaciones (Proposición 2.12) implican que uH ∈

W 1,p
+ (RN).

Corolario 2.15. Sean H ∈ H, Ω = ΩH ⊂ RN , ∂Ω de clase C1, u : Ω→ R.

Si u ∈ W 1,p
0+ (Ω) entonces uH ∈ W 1,p

0,+(Ω), y ||∇uH ||p = ||∇u||p.

Demostración. Como u ∈ W 1,p
0+ (Ω) entonces se puede extender u por cero

fuera de Ω, es decir u ∈ W 1,p
0,+(RN), luego por el corolario anterior se tiene

uH ∈ W 1,p
0,+(RN) y se cumple que ||∇uH ||p = ||∇u||p. Por lo tanto como

Ω = ΩH y es suave se tiene que uH ∈ W 1,p
0,+(Ω).
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2.2 Aproximación de simetrizaciones por po-

larizaciones

Ahora el objetivo es aproximar las simetrizaciones del caṕıtulo anterior por

polarizaciones. Esto es un paso necesario, pues bajo ciertas condiciones la

función simetrizadora de funciones * (ya sea de Schwarz o Steiner) puede

ser no continua, sin embargo esta dificultad puede solucionarse mediante las

polarizaciones. Para ello, necesitamos definir primero el concepto de módulo

de continuidad.

Definición 2.16. Sea X un espacio métrico y u : X → R, entonces definimos

el módulo de continuidad de u como

ωu(δ) = sup{|u(x)− u(y)| | x, y ∈ X, d(x, y) ≤ δ}

Proposición 2.17. Sea H ∈ H, A ⊂ RN tal que A = AH y u : A → RN

una función continua. Entonces ωuH ≤ ωu.

Demostración. Sea δ > 0. Fijamos x, y ∈ A tales que |x − y| ≤ δ, entonces

por definición |xH − yH | ≤ δ. La prueba se sigue por casos:

1. x, y ∈ H

(a) u(x) ≤ u(xH) :

i. u(y) ≤ u(yH) :

|uH(x)− uH(y)| = |u(xH)− u(yH)|

≤ ωu(δ).

ii. u(y) ≥ u(yH) :
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A. u(y) ≤ u(xH) :

|uH(x)− uH(y)| = |u(xH)− u(y)|

= u(xH)− u(y)

≤ u(xH)− u(yH)

≤ ωu(δ)

B. u(y) ≥ u(xH) :

|uH(x)− uH(y)| = |u(xH)− u(y)|

= u(y)− u(xH)

≤ u(y)− u(x)

≤ ωu(δ).

(b) u(x) ≥ u(xH) : Análogamente.

2. x, y ∈ A\H: Análogamente.

3. x ∈ A\H, y ∈ H: Análogamente.

Los casos restantes se siguen utilizando la mismas propiedades de la de-

finición y del valor absoluto.

Nota 2.18. En uno de los art́ıculos en el que se basó este trabajo de Tesis

[27] su autor Van Schaftingen enuncia y “demuestra” (ver [27]) un teorema

en el que afirma la existencia de una sucesión de polarizadores que aproxima

cualquier función en Lp∗(RN). Sin embargo la construcción de dicha sucesión

no es justificada. De modo que a lo largo de esta tesis será necesario asumir

la existencia de esta sucesión como hipótesis.



2.2. APROX. DE SIMETRIZACIONES POR POLARIZACIONES 43

Hipótesis 2.19. Existe una sucesión (Hm) ⊂ H∗ tal que

uH1H2...Hm → u∗ cuando m→∞,

en Lp(RN) para todo p ∈ [1,∞] y u ∈ K∗(RN).

Ahora, asumiendo la existencia de esta sucesión, se demuestran los resul-

tados que enuncia en su art́ıculo.

Teorema 2.20. Asumiendo la Hipótesis 2.19, 1 ≤ p < +∞, y u ∈ Lp∗(RN),

la sucesión um := uH1...Hm converge a u∗ en Lp(RN) cuando n→∞.

Demostración. Se sabe que existe un conjunto contable N ⊂ K∗(RN) denso

en Lp∗(RN) y en C∗(RN) (ver el libro de Willem [32]). Entonces la sucesión

dada por la Hipótesis 2.19 aproxima la simetrización para todo u ∈ N. Sea

u ∈ Lp∗(RN) y ε > 0, y definamos um := uH1...Hm . Por densidad, existe v ∈ N

tal que ||u − v||p ≤ ε
3
. Y por la no expansividad de los arreglos se tiene que

||vm− v∗||p ≤ ε/3, para m suficientemente grande. Por lo tanto usando la no

expansividad de la Simetrización de Schwarz y de las polarizaciones se sigue

que

||um − u∗||p ≤ ||um − vm||p + ||vm − v∗||p + ||v∗ − u∗||p

≤ 2||u− v||p + ||vm − v∗||p

≤ ε.

Nota 2.21. Es importante mencionar que es posible encontrar sucesiones

densas en el conjunto de polarizadores que no cumplen la Hipótesis 2.19.
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El problema es interesante y esperamos encontrar una prueba expĺıcita en

trabajos futuros. Algunos avances se han hecho en esta dirección, y agregamos

estos resultados en el Apéndice C.

2.3 Continuidad en Espacios de Sobolev

Ahora demostraremos que el mapeo que manda una función u a uH es con-

tinuo. Este es un resultado importante que será la base de la continuidad de

dicho mapeo en los espacios de Sobolev.

Lema 2.22. Sea 1 ≤ p <∞ y el mapeo h : H× Lp(RN)→ Lp(RN) definido

por h(H, u) := uH . Entonces h es continuo en H× Lp(RN).

Demostración. Sean 1 ≤ p < ∞, (H, u) ∈ H × Lp(RN), y una sucesión

{(Hn, un)} ⊂ H × Lp(RN), tal que con la métrica definida en la Nota 2.7

||u− un||p → 0 cuando n→∞

dH(H,Hn) → 0 cuando n→∞.

Además es claro que para todo x ∈ RN

Hn → H en H =⇒ xHn → xH localmente unif. en RN , cuando n→∞.

(2.12)

Como u ∈ Lp(RN) entonces dado ε > 0 existen v, vn ∈ Cc(RN) tal que

||u − v||p < ε y ||un − vn||p < ε para cada n ∈ N. Además por (2.12) y la

definición de polarización de una función se tiene que

ĺım
n→∞

||vH − vHn||∞ = ||vH − ĺım
n→∞

vHn||∞ = 0



2.3. CONTINUIDAD EN ESPACIOS DE SOBOLEV 45

y como el soporte de v es compacto se sigue la convergencia en Lp(RN).

Entonces existe N ∈ N tal que para n > N

||vH − vHn||p < ε,

y por la desigualdad del triángulo

||v − vn||p ≤ ||v − u||p + ||u− un||p + ||un − vn||p < 3ε,

||un − v||p ≤ ||un − u||p + ||u− v||p < 2ε,

||vHn − uHnn ||p ≤ ||vHn − vHnn ||p + ||vHnn − uHnn ||p,

||uHn − uHnn ||p ≤ ||uHn − vH ||p + ||vH − vHn||p + ||vHn − uHnn ||p,

||uH − uHnn ||p ≤ ||uH − uHn ||p + ||uHn − uHnn ||p.

uego por la no expansividad de las polarizaciones

||vHn − uHnn ||p ≤ ||v − vn||p + ||vn − un||p < 4ε,

||uHn − uHnn ||p < 2ε+ ||vH − vHn||p + 2ε < 5ε,

||uH − uHnn ||p ≤ ||u− un||p + ||uHn − uHnn ||p < 6ε,

lo cual demuestra que el mapeo h es continuo en el sentido de Lp(RN).

Definición 2.23. Se dice que un conjunto Ω ⊂ RN es invariante con res-

pecto a la Simetrización de Schwarz * si Ω∗ = Ω.

Nota 2.24. En el caso de la Simetrización de Schwarz, la invarianza nos

dice que si Ω es acotado no vaćıo entonces es una bola abierta centrada en el

origen, si no es acotado, entonces es todo RN . Para otras simetrizaciones la

definición de invarianza es la misma, y la formulación de los resultados que

sigue es análoga.
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Proposición 2.25. Sea 1 ≤ p < ∞ y Ω un conjunto abierto e invariante

respecto a *, entonces el mapeo h : H∗ × Lp∗(Ω) → Lp∗(Ω) es continuo en

H∗ × Lp∗(Ω).

Demostración. Sea 1 ≤ p < ∞, como u ∈ Lp∗(Ω) se tiene que u ≥ 0, por lo

tanto y por la no expanisvidad de las polarizaciones para cualquier H ∈ H∗
se tiene que uH ∈ Lp∗. Es decir, el mapeo h : H∗ × Lp∗(Ω)→ Lp∗(Ω) está bien

definido. La continuidad se sigue del Lema anterior, pues h es una restricción

de una función continua al espacio H∗ × Lp∗(Ω).

Para probar la continuidad en los espacios de Sobolev nos valdremos de

un concepto muy importante en la geometŕıa de algunos espacios de Banach,

llamado “convexidad uniforme”.

Definición 2.26. Se dice que un espacio de Banach (E, || · ||) es uniforme-

mente convexo si, para cada ε > 0, existe δ(ε) > 0 tal que, para todo x, y

en E se cumple que

||x|| = ||y|| = 1, ||x− y|| ≥ ε =⇒ ||x+ y

2
|| ≤ 1− δ(ε).

Nota 2.27. La convexidad uniforme implica un concepto más débil llamado

convexidad estricta, el cual geométricamente quiere decir que ningún seg-

mento de linea está contenido en la esfera unitaria. De la definición es fácil

ver esto, pues se toman dos puntos distintos en la esfera, y se demuestra

que el punto intermedio no está contenido en ella. Es interesante notar que

la convexidad uniforme, y por ende la convexidad estricta, son propiedades

métricas, es decir, que si uno cambia la métrica por una equivalente, la pro-

piedad puede no conservarse. En nuestro caso trabajaremos con una norma
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en particular, de los espacios de Sobolev W 1,p:

||u||W 1,p :=

(
||u||pp +

n∑
i=1

||∂iu||pp
)1/p

si p <∞.

Lema 2.28. El espacio W 1,p(RN) es uniformemente convexo si 1 < p <∞.

Demostración. Sea 1 < p <∞, q := p/(p− 1) y u, v ∈ Lp(RN). Para demos-

trar el lema usaremos las siguientes desigualdades

||u+ v||pp + ||u− v||pp ≤ 2p−1(||u||pp + ||v||pp) si p ≥ 2, (2.13)

||u+ v||qp + ||u− v||qp ≤ 2(||u||pp + ||v||pp)q−1 si p < 2, (2.14)

ambas fueron probadas por Clarkson en [12].

Sean u, v ∈ W 1,p(RN) tales que ||u||W 1,p = ||v||W 1,p = 1. Veamos primero

el caso p ≥ 2. Entonces por (2.13)

||u+ v||pW 1,p + ||u− v||pW 1,p

= ||u+ v||pp +
N∑
i=1

||∂iu+ ∂iv||pp + ||u− v||pp +
N∑
i=1

||∂iu− ∂iv||pp

≤ 2p−1(||u||pp + ||v||pp) +
N∑
i=1

(2p−1||∂iu||pp + ||∂iv||pp)

= 2p−1(||u||pW 1,p + ||v||pW 1,p) = 2p.

Sea 0 < ε ≤ 2, y ||u− v||pW 1,p ≥ ε, entonces por lo anterior

||u+ v||pW 1,p ≤ 2p − ||u− v||pW 1,p ≤ 2p
(

1−
(ε

2

)p)
,

y por lo tanto ∣∣∣∣∣∣u+ v

2

∣∣∣∣∣∣
W 1,p
≤ 1− δ(ε),
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con δ(ε) := 1 −
(
1 −

(
ε
2

)p)(1/p)
. Es fácil comprobar que δ(ε) > 0 bajo las

hipótesis de este caso. Por lo tanto W 1,p(RN) es uniformemente convexo si

p ≥ 2.

Para el caso p < 2 usaremos la desigualdad (2.14) y el hecho de que

f(t) := (1 + t)r ≥ (1 + tr) =: g(t) para r > 1 y t ≥ 0. (2.15)

Esto se demuestra fácilmente notando que f(0) = g(0) y f ′(t) ≥ g′(t).

Entonces en vista de que q/p > 1 y q − 1 > 1 se tiene que

||u+ v||qW 1,p + ||u− v||qW 1,p

= (||u+ v||pp +
N∑
i=1

||∂iu+ ∂iv||pp)q/p + (||u− v||pp +
N∑
i=1

||∂iu− ∂iv||pp)q/p

≤ ((||u+ v||qp +
N∑
i=1

||∂iu+ ∂iv||qp)p/q)q/p + ((||u− v||qp +
N∑
i=1

||∂iu− ∂iv||qp)p/q)q/p

≤ 2(||u||pp + ||v||pp)q−1 +
N∑
i=1

2(||∂iu||pp + ||∂iv||pp)q−1

≤ 2(||u||pp + ||v||pp +
N∑
i=1

||∂iu||pp + ||∂iv||pp)q−1

= 2(||u||pW 1,p + ||v||pW 1,p)
q−1 ≤ 2q.

Y análogamente al caso anterior, esto implica que∣∣∣∣∣∣u+ v

2

∣∣∣∣∣∣
W 1,p
≤ 1− δ(ε),

con δ(ε) := 1 −
(
1 −

(
ε
2

)q)(1/q)
. Por lo tanto W 1,p(RN) es uniformemente

convexo para 1 < p <∞.

La importancia de la convexidad uniforme en espacios de Banach radica

en la relación que se puede establecer entre el espacio y su dual topológico.
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Esta relación se formaliza a través del concepto de reflexividad y de conver-

gencia débil.

Definición 2.29. Sea E un espacio de Banach, y E ′ su dual topológico.

E ′ := {L : E → R | L es lineal y continua}.

Decimos que E es reflexivo si el mapeo

ϕ : E → E ′′ definido por ϕ(x)(f) := f(x) ∀f ∈ E ′

es sobreyectivo.

Definición 2.30. Sea E un espacio de Banach, u ∈ E y {un}n∈N ⊂ E una

sucesión. Se dice que {un} converge débilmente a u (que se denota con el

śımbolo un ⇀ u) si ϕ(un)→ ϕ(u) en R para todo ϕ ∈ E ′.

A continuación se enunciarán tres resultados que relacionan estos concep-

tos, y se dan las referencias para consultar su demostración.

Proposición 2.31. Sean E un espacio de Banach uniformemente convexo,

u ∈ E y {un}n∈N ⊂ E una sucesión tal que un ⇀ u y ||un||E → ||u||E en R

cuando n→∞. Entonces la sucesión {un} converge a u respecto a la norma

de E.

La demostración de esta Proposición puede verse en el libro de Beauzamy

[6] (Proposición 7, Caṕıtulo 2, Parte 3, página 198).

Proposición 2.32. Todo espacio de Banach uniformemente convexo es re-

flexivo.
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La demostración de esta Proposición puede revisarse en el libro de Beau-

zamy [6] (Proposición 6, Caṕıtulo 2, Parte 3, página 196).

Proposición 2.33. En un espacio de Banach reflexivo, toda sucesión aco-

tada tiene una subsucesión débilmente convergente.

La demostración de esta Proposición también se encuentra libro de Beau-

zamy [6] (Corolario 2, Caṕıtulo 3, Parte 1, página 61).

En nuestro caso, se obtiene el siguiente lema:

Lema 2.34. Sea 1 < p < ∞, (un)n∈N ⊂ W 1,p(Ω), u ∈ W 1,p(Ω). Entonces

un → u en W 1,p(Ω) si y sólo si un → u en Lp(Ω) y ||∇un||p → ||∇u||p en R.

Demostración. De la definición de || · ||W 1,p es claro que si un → u en W 1,p(Ω)

entonces un → u en Lp(Ω) y ||∇un||p → ||∇u||p en R.

Supongamos ahora que un → u en Lp(Ω) y ||∇un||p → ||∇u||p en R,

entonces {un} es acotada en W 1,p(Ω), y por el Lema 2.28 y las Proposiciones

2.32 y 2.33 se tiene que existe una subsucesión débilmente convergente, que

denotaremos de nueva cuenta por {un}, es decir un ⇀ u. Es claro que bajo

estas hipótesis ||un||W 1,p → ||u||W 1,p en R. Por lo tanto por la Proposición

2.31 se tiene que un → u en W 1,p(Ω) cuando n → ∞. Hemos demostrado

que para cualquier subsucesión de (un) existe una subsucesión que converge

a u en W 1,p(Ω), por lo tanto se tiene que la sucesión original converge.

Proposición 2.35. Sea Ω un abierto invariante respecto a * y 1 < p < ∞,

entonces el mapeo h : H∗ ×W 1,p
0,+(Ω)→ W 1,p

0,+(Ω) es continuo.

Demostración. Sean 1 < p < ∞, (H, u) ∈ H∗ × W 1,p
0,+(Ω), y {(Hn, un)} ⊂
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H∗ ×W 1,p
0,+(Ω), una sucesión tal que

||u− un||W 1,p → 0 cuando n→∞,

dH(H,Hn) → 0 cuando n→∞.

Entonces por el Lema 2.34 se tiene que un → u en Lp(Ω) y ||∇un|| → ||∇u||p
en R. Y por la Proposición 2.25 se tiene que uHnn → uH en Lp(Ω), cuando n→

∞. Y como ||∇uHnn ||p = ||∇un||p → ||∇u||p = ||∇uH ||p, se sigue nuevamente

por el Lema 2.34 que uHnn → uH en W 1,p
0 (Ω).

2.4 Generalización a Espacios de Banach

En esta sección se hará una abstracción de las propiedades más importantes

de los elementos de esta aproximación de simetrizaciones, y se presentará en

un marco axiomático para cualquiesquiera espacios de Banach.

Hipótesis 2.36. Sean X, V espacios de Banach, S ⊂ X y una función ∗ :

S → V definida por u 7→ u∗. Sea H∗ un espacio topológico arcoconexo y un

mapeo h : S ×H∗ → S definido por (u,H) 7→ uH . Se asume que:

1. X está continuamente encajado en V ,

2. El mapeo h es continuo,

3. Para cada u ∈ S y H ∈ H∗, u∗H = uH∗ = u∗ y uHH = uH ,

4. Existe una sucesión (Hm)m≥1 ⊂ H∗ tal que para cada u ∈ S, uH1...Hm →

u∗ en V cuando m→∞,

5. Para cada u, v ∈ S y H ∈ H∗, ||uH − vH ||V ≤ ||u− v||V .
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Veamos ahora un ejemplo de condiciones bajo las cuales estas hipótesis

se cumplen. Debido a la Nota 2.18 supondremos la Hipótesis 4.

Ejemplo 2.37. (Simetrización de Schwarz para funciones no nega-

tivas.) Sea Ω = B1(0,RN) ó RN , X = W 1,p
0 (Ω), V = (Lp

⋂
Lp
∗
), donde

p∗ = Np/(N − p), S el conjunto de funciones no negativas de W 1,p
0 (Ω), ∗

denota la Simetrización de Schwarz, y sea H∗ como en la Definición 2.8 y

h : S × H∗ → S definido por (u,H) 7→ uH . Entonces las Hipótesis 2.36 se

satisfacen por el Corolario 2.15 y las Proposiciones 2.12, 2.35 y el Teorema

2.20.

A continuación se derivarán algunas propiedades a partir de la asunción

de las Hipótesis 2.36.

Proposición 2.38. Para cualesquiera u, v ∈ S,

||u∗ − v∗||V ≤ ||u− v||V .

Demostración. Por las hipótesis 4 y 5, se tiene que para cualquier m ≥ 1

||u∗ − v∗||V ≤ ||u∗ − uH1...Hm ||V + ||uH1...Hm − vH1...Hm||V + ||vH1...Hm − v∗||V

≤ ||u∗ − uH1...Hm ||V + ||u− v||V + ||vH1...Hm − v∗||V .

La afirmación se sigue de la propiedad (4) cuando m→∞.

Proposición 2.39. Supóngase que se cumplen las Hipótesis 2.36 y sea H0 ∈

H∗. Entonces existe una extensión continua R+
0 → H∗, t 7→ Ht del mapeo

n 7→ Hn (n ∈ N0) tal que el mapeo T : S × R+ → V, T (u, t) = uH0H1...HbtcHt

(donde btc denota el más grande entero menor o igual a t) es continuo y

ĺımt→∞ T (u, t) = u∗ en V para todo u ∈ S.
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Demostración. Sea t 7→ Ht una extensión continua a R+
0 del mapeo n 7→ Hn

(la cual existe ya que H∗ es arcoconexo). Sean n ∈ N0, y (u, t) ∈ S×[n, n+1],

definimos Tn(u, t) := uH0H1...HnHt = h(Ht, u
H0H1...Hn), con h dada por el Lema

2.22. Como los mapeos t 7→ Ht y h : H∗ × S → V son continuos, se sigue

que Tn : S× [n, n+ 1]→ V es continuo. Además, se tiene que uH0H1...HnHn =

uH1...Hn , es decir, Tn−1 y Tn coinciden en S × {n} para n ≥ 1.

Sea (u, t) ∈ S × R+
0 , definimos T (u, t) := Tbtc(u, t). Como Tn es continuo

para toda n ∈ N0 y Tn−1 = Tn en S × {n} y S × [n − 1, n] son conjuntos

cerrados, se tiene que T es un mapeo continuo. Además T (u, t) = Tbtc(u, t) =

uH0H1...HbtcHt .

Por simplicidad y para mantener la notación estándar, adoptaremos la

notación ut := T (u, t), que no debe causar confusión con potencia. Además

por las hipótesis 3 y 5 se sigue que para cualquier u ∈ V

||ut − u∗||V ≤ ||ubtc − u∗||V → 0 cuando t→∞.
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Caṕıtulo 3

El Teorema Minimax General

Para construir los teoremas de la Teoŕıa Variacional en espacios de Banach

necesitamos primero una generalización apropiada del concepto de derivada.

La más simple es la derivada de Gâteaux.

Notación 3.1. A lo largo del caṕıtulo usaremos la siguiente notación: Sea

X un espacio de Banach sobre R, denotaremos por X ′ el espacio dual de X,

es decir:

X ′ = {L : X → R | L es lineal y continua}

con la norma:

||L||X′ := sup
||x||=1

|Lx|

y llamaremos 〈·, ·〉 a la dualidad entre X ′ y X, es decir, si x ∈ X y f ∈ X ′

entonces 〈f, x〉 := f(x). Además, U ⊂ X será un abierto no vaćıo.

55
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3.1 Funciones Derivables en Espacios de Ba-

nach

Definición 3.2. Sea ϕ : U → R, decimos que ϕ tiene una derivada de

Gâteaux f ∈ X ′ en u ∈ U, si para todo h ∈ X se tiene que

ĺım
t→0

1

t
[ϕ(y + th)− ϕ(y)− 〈f, th〉] = 0.

La derivada de Gâteaux en u se denota por ϕ′(u).

Una condición más restrictiva es la derivabilidad de Fréchet:

Definición 3.3. Sea ϕ : U → R, decimos que ϕ tiene una derivada de

Fréchet f(u) ∈ X ′ en u ∈ U si

ĺım
h→0

1

||h||
[ϕ(u+ h)− ϕ(u)− 〈f(u), h〉] = 0.

Además, el funcional ϕ pertenece a C1(U,R) si la derivada de Fréchet de ϕ

existe y es continua en U (como aplicación f : U → X ′).

Nota 3.4. Claramente la derivada de Fréchet en u es la misma que la deriva-

da de Gâteaux en u, la cual denotaremos por ϕ′(u)(h) = 〈ϕ′(u), h〉. De esta

manera se puede generalizar en espacios de Banach la condición necesaria

para la existencia de máximos y mı́nimos locales de ϕ en u ∈ U,

ϕ′(u) = 0 (3.1)

cuando ϕ es diferenciable en el sentido de Gâteaux en u. Cualquier punto u ∈

U que satisfaga (3.1) se llama un punto cŕıtico de ϕ, y el correspondiente

número ϕ(u) se llama valor cŕıtico.
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Entonces, si una aplicación Φ : X → X ′ cumple que Φ = ϕ′ para alguna

función Gâteaux diferenciable ϕ : X → R, todo punto cŕıtico de ϕ será una

solución de la ecuación

Φ(u) = 0,

en particular, el caso de un máximo o un mı́nimo local de ϕ lo cumple.

Finalmente recordaremos la definición del gradiente:

Definición 3.5. Si X es un espacio de Hilbert con producto escalar (·, ·) y ϕ

tiene una derivada de Gâteaux en u ∈ U, el gradiente de ϕ en u es el único

elemento ∇ϕ(u) ∈ X tal que

(∇ϕ(u), h) = 〈ϕ′(u), h〉 ∀h ∈ X.

El objetivo de este caṕıtulo es demostrar el Teorema Minimax General, y

pensando en la mejor comprensión de esta teoŕıa, se probará primero un caso

particular muy importante conocido como el Teorema del Paso de Montaña.

3.2 Teorema del Paso de Montaña

El Teorema del Paso de Montaña es de los más simples principios variacio-

nales, y también uno de los más útiles. Para demostrarlo necesitamos probar

primero un caso particular de otro resultado muy importante conocido como

el Lema Cuantitativo de Deformación. En la siguiente sección se prueban los

resultados generales.

Notación 3.6. Sea X un espacio normado y ϕ ∈ C(X,R), definimos

ϕd := ϕ−1((−∞, d]).
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Lema 3.7 (Cuantitativo de Deformación (caso particular)). Sea X un espa-

cio de Hilbert, ϕ ∈ C2(X,R), c ∈ R, ε > 0. Supongamos que

(∀u ∈ ϕ−1([c− 2ε, c+ 2ε])) : ||ϕ′(u)|| ≥ 2ε.

Entonces existe η ∈ C(X,X) tal que

(i) η(u) = (u), ∀u 6∈ ϕ−1([c− 2ε, c+ 2ε]),

(ii) η(ϕc+ε) ⊂ ϕc−ε.

Demostración. Definamos:

A := ϕ−1([c− 2ε, c+ 2ε]),

B := ϕ−1([c− ε, c+ ε]),

ψ(u) :=
dist(u,X\A)

dist(u,X\A) + dist(u,B)
,

entonces ψ es localmente Lipschitz continua, ψ = 1 en B, ψ = 0 en X\A y

ψ ∈ [0, 1] en X.

Definamos también el campo vectorial localmente Lipschitz continuo

f(u) :=

 −ψ(u)∇ϕ(u)||∇ϕ(u)||−2, u ∈ A;

0, u ∈ X\A.

Es claro que ||f(u)|| ≤ (2ε)−1 en X. Además, para cada u ∈ X, el problema

de Cauchy

d

dt
σ(t, u) = f(σ(t, u)), (3.2)

σ(0, u) = u, (3.3)

tiene solución única σ(·, u) definida en R y σ es continua en R × X (véase,

por ejemplo el libro de Serge Lang [23] Corolarios 1.6 y 1.7 pag. 72 para la
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existencia del flujo y el libro de Wolfgang Walter [31] Caṕıtulo 6 Teorema

VII pag. 53 para su extensión a todo R).

Definamos el mapeo η en X por η(u) := σ(2ε, u). Veamos que satisface

(i).

Sea u 6∈ A, entonces por (3.3) se tiene que

σ(0, u) 6∈ A. (3.4)

Por definición, Ac es abierto, y como σ es una función continua, se tiene que

existen I × U ⊂ R×X abiertos tales que 0 ∈ I y

σ(t, v) 6∈ A ∀(t, v) ∈ I × U.

Para demostrar (i), por contradicción, supongamos que existe t ∈ R+ tal que

γ(t) := σ(t, u) ∈ A. Entonces podemos definir

t0 := mı́n{t ≥ 0 | γ(t) ∈ A}

el cual se alcanza ya que A es cerrado y γ es continua. Además por (3.4) se

tiene que t0 > 0. Entonces

γ(t) 6∈ A ∀t ∈ [0, t0),

pero por (3.3), (3.4) y la definición de f se tiene que

γ′(t) = f(γ(t)) = 0 ∀t ∈ [0, t0].

Pero eso implica que

γ(t0) = γ(0) +

∫ t0

0

γ′(s)ds = γ(0) = u 6∈ A
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lo cual contradice la definición de t0. Por lo tanto,

σ(t, u) 6∈ A ∀u 6∈ A y t ≥ 0. (3.5)

Sea u 6∈ A, entonces f(σ(s, u)) = 0 para toda s ∈ R+, y luego

η(u) = σ(2ε, u) = u+

∫ 2ε

0

f(σ(s, u))ds = u

lo cual prueba i).

Y como

d

dt
ϕ(σ(t, u)) = (∇ϕ(σ(t, u)),

d

dt
σ(t, u))

= (∇ϕ(σ(t, u)), f(σ(t, u)) (3.6)

= −ψ(σ(t, u)),

ϕ(σ(·, u)) es no creciente. Sea u ∈ ϕc+ε. Si existe t ∈ [0, 2ε] tal que ϕ(σ(t, u)) <

c− ε, entonces ϕ(σ(2ε, u)) < c− ε, y (ii) se satisface. Si

σ(t, u) ∈ ϕ−1([c− ε, c+ ε]), ∀t ∈ [0, 2ε],

y entonces se obtiene de (3.6) y de Ψ ≡ 1 en B que

ϕ(σ(2ε, u)) = ϕ(u) +

∫ 2ε

0

d

dt
ϕ(σ(t, u))dt

= ϕ(u)−
∫ 2ε

0

ψ(σ(t, u))dt

≤ c+ ε− 2ε = c− ε,

y (ii) también se satisface.

Teorema 3.8 (Del Paso de Montaña). Sean X un espacio de Hilbert, ϕ ∈

C2(X,R), e ∈ X y r > 0 tales que ||e|| > r y

b := ı́nf
||u||=r

ϕ(u) > ϕ(0) ≥ ϕ(e). (3.7)

Entonces para cada ε > 0, existe u ∈ X tal que
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a) c− 2ε ≤ ϕ(u) ≤ c+ 2ε

b) ||ϕ′(u)|| < 2ε,

donde

c := ı́nf
γ∈Γ

máx
t∈[0,1]

ϕ(γ(t)) (3.8)

y

Γ := {γ ∈ C([0, 1], X) : γ(0) = 0, γ(1) = e}. (3.9)

Demostración. La hipótesis (3.7) implica que

b ≤ máx
t∈[0,1]

ϕ(γ(t)),

y de este modo

b ≤ c ≤ máx
t∈[0,1]

ϕ(te).

Haremos la demostración por contradicción. Supongamos que, para alguna

ε > 0, la conclusión del teorema no fuera satisfecha. Como el interés del

Teorema se centra en ε pequeñas, podemos suponer que

c− 2ε ≥ ϕ(0) ≥ ϕ(e). (3.10)

Por la definición de c, existe γ ∈ Γ tal que

máx
t∈[0,1]

ϕ(γ(t)) ≤ c+ ε. (3.11)

Por definición de c, siempre existe u ∈ X tal que a) se satisface, por lo que

debe ser b) la condición que no se satisface; luego podemos aplicar el lema

precedente. Consideremos β := η ◦ γ, donde η está dada por el Lema 3.7, de

modo que supt∈[0,1] ϕ(β(t)) ≤ c− ε. Entonces usando (i) y (3.10),

β(0) = η(γ(0)) = η(0) = 0,
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y similarmente β(1) = e, de modo que β ∈ Γ. Se sigue de (ii) y de (3.11) que

c ≤ máx
t∈[0,1]

ϕ(β(t)) ≤ c− ε,

lo cual es una contradicción. Por lo tanto, existe u ∈ X tal que a) y b) se

satisfacen.

Sin embargo, para poder asegurar que c es un valor cŕıtico de ϕ, se necesita

la siguiente condición de compacidad.

Definición 3.9 (Brézis-Coron-Nirenberg, 1980). Sea X un espacio de Ba-

nach, ϕ ∈ C1(X,R) y c ∈ R. Se dice que el funcional ϕ satisface la con-

dición de Palais-Smale en c, o simplemente que satisface (PS)c, si toda

sucesión (un) ⊂ X tal que

ϕ(un)→ c, ϕ′(un)→ 0 (3.12)

tiene una subsucesión convergente.

En virtud de esta definición, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 3.10 (Ambrosetti-Rabinowitz, 1973). Bajo las hipótesis del Teo-

rema 3.8, si ϕ satisface (PS)c, entonces c es un valor cŕıtico de ϕ.

Demostración. El Teorema 3.8 nos garantiza la existencia de una sucesión

(un) ⊂ X que cumple (3.12). Y como ϕ satisface (PS)c, entonces (un) tiene

una subsucesión convergente a u ∈ X. Pero entonces ϕ(u) = c y ϕ′(u) =

0.
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3.3 Lema Cuantitativo de Deformación

Ahora buscaremos generalizar el Lema 3.7 a un resultado conocido como el

Lema Cuantitativo de Deformación y encontrar aśı una versión general del

Teorema del Paso de Montaña que llamaremos el Teorema Minimax General.

Para ello, necesitamos primero la definición de pseudogradiente, definida por

Palais en 1966.

Definición 3.11. Sea M un espacio métrico, X un espacio normado y h :

M → X ′\{0} un mapeo continuo. Un campo pseudogradiente de h en

M es un campo vectorial continuo localmente Lipschitz g : M → X tal que,

para cada u ∈M,

||g(u)|| ≤ 2||h(u)||X′ , (3.13)

〈h(u), g(u)〉 ≥ ||h(u)||2X′ . (3.14)

Nota 3.12. En el caso de un espacio de Hilbert H, para ϕ : H → R, con

ϕ ∈ C1(H), para cada x ∈ H aplicando el Teorema de Representación de

Riesz, existe y ∈ H único tal que Dϕ(x)(y) = 〈y, z〉 para todo z ∈ H, luego

se puede definir el gradiente de ϕ en x por ∇ϕ(x) = y. Y en este caso, las

desigualdades de la Definición 3.11 se cumplen trivialmente

||y|| = ||Dϕ(x)||,

Dϕ(x)(y) = 〈y, y〉 = ||Dϕ(x)||2.

De modo que el gradiente es en particular un campo pseudogradiente.

El siguiente lema de existencia se debe a Palais.
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Lema 3.13. Bajo las hipótesis de la Definición 3.11, existe un campo pseu-

dogradiente de h en M .

Demostración. Para cada v ∈M, por la definición de la norma en el espacio

dual, existe x ∈ X tal que ||x|| = 1 y

〈h(v), x〉 > 2

3
||h(v)||X′ .

Definimos y := (3
2
||h(v)||X′)x de modo que

||y|| < 2||h(v)||X′ , 〈h(v), y〉 > ||h(v)||2X′ .

Como h es continua, existe una vecindad abierta Nv de v tal que para cada

u ∈ Nv:

||y|| ≤ 2||h(u)||X′ , 〈h(u), y〉 ≥ ||h(u)||2X′ . (3.15)

La familia

N := {Nv : v ∈M}

es una cubierta abierta de M . Como M es un espacio métrico, es entonces

paracompacto, y por lo tanto existe una cubierta abierta localmente finita

M := {Mi | i ∈ I} de M más fina que N (los detalles técnicos de este

hecho se pueden revisar en el libro de Dugundji [15] Caṕıtulo 8, Teorema 4.2,

página 170). Para cada i ∈ I, existe v ∈ M tal que Mi ⊂ Nv. Luego existe

y = yi tal que (3.15) se satisface para cada u ∈Mi.

Definamos en M,

ρi(u) := dist(u,M\Mi),

βi(u) :=
ρi(u)∑

k∈I
ρk(u)

,

g(u) :=
∑
i∈I

ρi(u)∑
j∈I

ρj(u)
yi =

∑
i∈I

βi(u)yi.
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Entonces ρi(y) = 0 si y 6∈Mi, y por cómo está definida es fácil demostrar

que ρi es Lipschitz continua con constante de Lipschitz K = 1. Además

el denominador de βi es una suma finita distinta de cero. De modo que

g : M → X está bien definida. Demostraremos a continuación que g es un

campo pseudogradiente de h en M.

Primero veremos que g es localmente Lipschitz. Sea x ∈ M, entonces

existe i0 ∈ I tal que x ∈ Mi0 . Como Mi es abierto, existe J ⊆ I finito y

r > 0 tal que si Br(x,M)∩Mi 6= ∅ entonces i ∈ J, además Br(x,M) ⊂Mi0 y

c := dist(Br(x,M),M\Mi0) > 0. Entonces para toda u, v ∈ U := Br(x,M)

0 < c ≤ ρi0(v) ≤
∑
j∈J

ρj(v) y ρi(v) ≤ 2r + c =: K ′ ∀ i ∈ J.

Entonces en Br(x,M) se tiene que βi = ρiP
j∈J

ρj
es Lipschitz continua para toda

i ∈ J y por lo tanto g =
∑

i∈J βi(u)yi también es Lipschitz continua. Ahora,

notemos que
∑

i∈I βi(u) = 1, entonces de (3.15) se sigue que

||g(u)|| = ||
∑
i∈I

βi(u)yi|| ≤
∑
i∈I

βi(u)||yi|| ≤
∑
i∈I

βi(u)2||h(u)||X′ = 2||h(u)||X′ .

Por lo tanto (3.13) se cumple. Además

〈h(u), g(u)〉 = 〈h(u),
∑
i∈I

βi(u)yi〉

=
∑
i∈I

βi(u)〈h(u), yi〉

≥
∑
i∈I

βi(u)||h(u)||2X′ = ||h(u)||2X′ .

Por lo que (3.14) se satisface, y entonces g es un campo pseudogradiente de

h en M .
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Notación 3.14. En la formulación y demostración del siguiente teorema se

utilizará la siguiente notación: sea ϕ una función real definida en un espacio

normado X, y sea S un subconjunto de X,

ϕd := {u ∈ X | ϕ(u) ≤ d},

Sδ := {u ∈ X | dist(u, S) ≤ δ}.

El siguiente lema fue demostrado por Willem en 1983.

Lema 3.15 (Cuantitativo de Deformación). Sea X un espacio de Banach,

ϕ ∈ C1(X,R), S ⊂ X, c ∈ R, ε, δ > 0 tales que

(∀u ∈ ϕ−1([c− 2ε, c+ 2ε])
⋂

S2δ) : ||ϕ′(u)|| ≥ 8ε/δ. (3.16)

Entonces existe η ∈ C([0, 1]×X,X) tal que:

i) η(t, u) = u, si t = 0 o si u 6∈ ϕ−1([c− 2ε, c+ 2ε])
⋂
S2δ,

ii) η(1, ϕc+ε
⋂
S) ⊂ ϕc−ε,

iii) η(t, ·) es un homeomorfismo de X, ∀t ∈ [0, 1],

iv) ||η(t, u)− u|| ≤ δ, ∀u ∈ X, ∀t ∈ [0, 1],

v) ϕ(η(·, u)) es no creciente, ∀u ∈ X,

vi) ϕ(η(t, u)) < c, ∀u ∈ ϕc
⋂
Sδ, ∀t ∈ (0, 1].

Demostración. Por el Lema 3.13 existe un campo pseudogradiente g de ϕ′

en M := {u ∈ X | ϕ′(u) 6= 0}.
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Definamos:

A := ϕ−1([c− 2ε, c+ 2ε])
⋂

S2δ,

B := ϕ−1([c− ε, c+ ε])
⋂

Sδ,

ψ(u) :=
dist(u,X\A)

dist(u,X\A) + dist(u,B)
,

de modo que ψ es localmente Lipschitz continua, ψ = 1 en B y ψ = 0 en

X\A. Definamos también el campo vectorial localmente Lipschitz continuo

f(u) :=

 −ψ(u)g(u)||g(u)||−2, u ∈ A;

0, u ∈ X\A.

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y por la definición 3.11 se tiene que

||ϕ′(u)||2X′ ≤ 〈ϕ′(u), g(u)〉 ≤ ||ϕ′(u)||X′ ||g(u)||.

Luego de la hipótesis (3.16), tenemos que

||f(u)|| = ||ψ(u)|| ||g(u)||
||g(u)||2

≤ 1
1

||ϕ′(u)||X′
≤ δ/8ε, (3.17)

para toda u ∈ ϕ−1([c− 2ε, c+ 2ε])
⋂
S2δ).

Consideremos ahora el problema de Cauchy

d

dt
σ(t, u) = f(σ(t, u)), (3.18)

σ(0, u) = u. (3.19)

Por el Teorema de Existencia y Unicidad para Ecuaciones Diferenciales

Ordinarias, para cada u ∈ X, existe una única solución σ(·, u) definida en

R y continua en R ×X (véase, por ejemplo [29]). Definamos el mapeo η en

[0, 1]×X por η(t, u) := σ(8εt, u). Veamos ahora que η cumple las condiciones

del Lema.
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i) Tenemos que η(0, u) = σ(0, u) = u, por (3.18). Supongamos ahora que

u 6∈ A, entonces análogamente que la demostración del Lema 3.7, del

resultado (3.5) se sigue que f(σ(s, u)) = 0, para toda s ≥ 0, luego

η(t, u) = σ(8εt, u) = u+

∫ 8εt

0

f(σ(s, u))ds = u.

iii) Esta es una propiedad bien conocida del flujo, nombre con el que

comúnmente se le conoce a σ dentro de la teoŕıa de Ecuaciones Di-

ferenciales. Para más detalles remitimos al lector al libro de Herbert

Aman [3] Caṕıtulo 2, Sección 10, Teorema 10.14.

iv) Se sigue de la Definición 3.11, la definición de f y de (3.17) que, para

toda u ∈ X y t ≥ 0,

||η(t, u)− u|| = ||σ(8εt, u)− u||

=

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫ 8εt

0

f(σ(τ, u))dτ

∣∣∣∣∣∣∣∣ (3.20)

≤
∫ 8εt

0

||f(σ(τ, u))||dτ

≤ 8εt
δ

8ε
≤ δ.

v) Por la definición 3.11, tenemos que para u ∈ A:

d

dt
ϕ(σ(t, u)) = 〈ϕ′(σ(t, u)),

d

dt
σ(t, u)〉

= 〈ϕ′(σ(t, u)), f(σ(t, u)〉

= 〈ϕ′(σ(t, u)),−ψ(σ(t, u))
g(σ(t, u))

||g(σ(t, u))||2
〉 (3.21)

=
−ψ(σ(t, u))

||g(σ(t, u))||2
〈ϕ′(σ(t, u)), g(σ(t, u))〉

≤ −ψ(σ(t, u))
||ϕ′(σ(t, u))||2X′
||g(σ(t, u))||2

≤ −ψ(σ(t, u))

4
.
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Y entonces ϕ ◦ σ es decreciente como función de t. Si u ∈ Ac entonces

por la definición de f y por i)

d

dt
ϕ(σ(t, u)) = 〈ϕ′(σ(t, u)),

d

dt
σ(t, u)〉

= 〈ϕ′(σ(t, u)), f(σ(t, u)〉 = 0.

Por lo tanto, ϕ(η(·, u)) es no creciente para toda u ∈ X.

vi) Sean u ∈ ϕc
⋂
Sδ, t ∈ [0, 1], entonces ϕ(u) ≤ c y v) junto con (3.21) y

ψ > 0 en B, garantizan que si t > 0 entonces

ϕ(η(t, u)) < ϕ(η(0, u)) = ϕ(u) < c.

ii) Sea u ∈ ϕc+ε
⋂
S. Si existe t ∈ [0, 8ε] tal que ϕ(σ(t, u)) < c − ε,

entonces por v), ϕ(η(1, u)) = ϕ(σ(8ε, u)) ≤ ϕ(σ(t, u)) < c−ε, entonces

η(1, u) ∈ ϕc−ε, y ii) se satisface. Si

σ(t, u) ∈ ϕ−1([c− ε, c+ ε]), ∀t ∈ [0, 8ε],

se obtiene de (3.21) que

d

dt
ϕ(σ(t, u)) ≤ −1

4
ψ(σ(t, u))

y entonces como ψ ≡ 1 en B,

ϕ(η(1, u)) = ϕ(σ(8ε, u))

= ϕ(σ(0, u)) +

∫ 8ε

0

d

dt
ϕ(σ(t, u))dt

≤ ϕ(u)− 1

4

∫ 8ε

0

ψ(σ(t, u))dt

≤ c+ ε− 2ε = c− ε,

y entonces η(1, u) ∈ ϕc−ε, por lo tanto ii) también se satisface.
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Nota 3.16. El Lema Cuantitativo de Deformación nos indica que si c no es

un valor cŕıtico, entonces ϕc−ε es un retracto de deformación de ϕc+ε. Por

lo tanto, una forma simple de encontrar puntos cŕıticos, seŕıa observar los

conjuntos ϕa y ϕb con a > b, y en caso de que ϕb no sea un retracto de

deformación de ϕa, entonces se podŕıa asumir que existe un valor cŕıtico en

[a, b].

b
c

a

Figura 3.1: La topoloǵıa de los conjuntos ϕa y ϕb, son distintas al rededor de

un punto cŕıtico.

3.4 El Teorema Minimax General

A continuación se enunciará y demostrará la versión general del Teorema

del Paso de Montaña, este teorema fue demostrado por Willem en 1996, y

aqúı incluimos una pequeña variante del Teorema, propuesta por Schaftingen,

que servirá para demostrar más adelante el Principio Variacional Simétrico.

Teorema 3.17 (Willem, 1996). Sea X un espacio de Banach. Sea M0 un

subespacio cerrado de un espacio métrico M y Γ0 ⊂ C(M0, X). Definimos

Γ = {γ ∈ C(M,X) | γ|M0 ∈ Γ0}.
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Si ϕ ∈ C1(X,R) satisface:

∞ > c := ı́nf
γ∈Γ

sup
u∈M

ϕ(γ(u)) > a = sup
γ0∈Γ0

sup
u∈M0

ϕ(γ0(u)) (3.22)

entonces para cada ε ∈ (0, (c− a)/2), δ > 0 y γ ∈ Γ tales que

sup
M

ϕ ◦ γ ≤ c+ ε, (3.23)

existe u ∈ X tal que:

1. c− 2ε ≤ ϕ(u) ≤ c+ 2ε,

2. dist(u, γ(M)
⋂
ϕ−1([c− 2ε, c+ 2ε])) ≤ 2δ,

3. ||ϕ′(u)|| ≤ 8ε/δ.

Demostración. Se demostrará por contradicción. Supongamos que existen

ε ∈ (0, (c− a)/2), δ > 0 y γ ∈ Γ tales que (3.23) se cumple, pero para toda

u ∈ X 1 ó 2 ó 3, no se satisfacen. Entonces para toda u ∈ X que cumplen 1

y 2 asumimos que 3 no se cumple, y podemos aplicar entonces el Lema 3.15

con S := γ(M)
⋂
ϕ−1([c− 2ε, c+ 2ε]). Tenemos que

c− 2ε > a. (3.24)

Definimos β(u) := η(1, γ(u)). Para cada u ∈ M0, obtenemos de (3.24) y de

i) del Lema 3.15 que

β(u) = η(1, γ0(u)) = γ0(u),

de modo que β ∈ Γ. Se sigue de (3.23) y de ii) del Lema 3.15 que

sup
u∈M

ϕ(β(u)) = sup
u∈M

ϕ(η(1, γ(u))) ≤ c− ε,

lo cual es una contradicción a la definición de c.
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Caṕıtulo 4

Simetŕıas y Principios

Variacionales

Las simetrizaciones nos permiten restringir la búsqueda de minimizadores a

un subconjunto de funciones simétricas. En este caṕıtulo demostraremos que

en ciertos niveles cŕıticos, existe un punto cŕıtico que es simétrico.

El Teorema 3.17 nos garantiza la existencia de una sucesión de Palais-

Smale (un)n≥1 tal que ϕ′(un)→ 0 y ϕ(un)→ c. Este es un paso importante

para probar que c es un valor cŕıtico de ϕ. Esto sucede si además ϕ satisface la

condición de Palais-Smale (PS)c: cualquier sucesión (un) tal que ϕ′(un)→ 0

y ϕ(un)→ c tiene una subsucesión (fuertemente) convergente.

En este caṕıtulo se demuestra que bajo las Hipótesis 2.36 se puede ob-

tener más información acerca de la simetŕıa de u. La primera idea que a

uno se le podŕıa ocurrir, es la de sustituir el camino γ por su simetrización

γ∗ : t ∈M 7→ γ(t)∗. Entonces la u que nos da el Teorema 3.17 estaŕıa muy cer-

ca del conjunto γ∗(M). Desafortunadamente, cuando N > 1, X = W 1,p
0 (RN)

73
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y * es la Simetrización de Schwarz, * no es continua en X (para más deta-

lles al respecto se refiere al lector al art́ıculo de Almgren [2]), de modo que

el camino simetrizado γ∗ podŕıa ser discontinuo. Sin embargo, la idea fun-

ciona si la simetrización es aproximada uniformemente por transformaciones

continuas. La convergencia de las aproximaciones de las simetrizaciones por

polarizaciones dada por el Teorema 2.20 no es uniforme, pero se vuelve uni-

forme con un cambio de variable apropiado.

Proposición 4.1. Sean M un espacio métrico, M0 y M1 subconjuntos de M

cerrados y disjuntos. Supongamos que X, V, S, ∗,H∗, h y {Hm}m∈N ⊂ H∗ sa-

tisfacen las Hipótesis 2.36, γ ∈ C(M,S) y H0 ∈ H∗. Entonces para cualquier

ε > 0, existe γ̃ ∈ C(M,S) tal que

γ̃(t) = γ(t)H0 ∀t ∈M0, (4.1)

||γ̃(t)− γ(t)∗||V ≤ ε ∀t ∈M1.

Además, para todo t ∈ M existen n ∈ N0 y H ∈ H∗ tales que γ̃(t) =

γ(t)H0H1...HnH .

Demostración. Para t ∈M1, sea δt > 0 tal que

Bδt(t,M)
⋂

M0 = ∅ (4.2)

y tal que para todo s ∈ Bδt(t,M), ||γ(s) − γ(t)||V ≤ ε/3 (esto es posible

gracias a que γ es continua y a que X está continuamente encajado en V ).

Sea (Hn) la sucesión en H∗ dada en la Hipótesis 2.36. La Proposición 2.39

nos garantiza la existencia de una función continua T : S×R+ → S definida

por T (u, θ) = uH0H1...HbθcHθ con Ht ∈ H∗ para toda t ≥ 0, y que se denota
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simplemente por uθ := T (u, θ). Además, esta función cumple que para cada

t ∈M1, existe θt ∈ R+ tal que

||γ(t)θ − γ(t)∗||V ≤ ε/3 para θ ≥ θt. (4.3)

La colección O = {M\M1}
⋃
{Bδt(t,M)}t∈M1 forma una cubierta abierta

del espacio métrico M. Entonces existe una partición de la unidad (ρU)U∈O

subordinada a esta cubierta (los detalles técnicos de este hecho se pueden

revisar en el libro de Dugundji [15] Caṕıtulo 8, Teorema 4.2, página 170), es

decir

1. ρU : M → [0, 1] son funciones continuas para todo U ∈ O,

2. para cada t ∈M existe una vecindad de t donde sólo un número finito

de ρU no son cero idénticamente,

3. supp(ρU) ⊂ U para todo U ∈ O,

4.
∑

U∈O ρU(t) = 1 para cada t ∈M.

Si s ∈ M1 entonces Bδs(s,M) ∈ O, y escribimos ρs := ρBδs (s,M). Definimos

Θ : M → R+
0 como

Θ(t) :=
∑
s∈M1

ρs(t)θs,

la función Θ es continua gracias a las propiedades 1 y 2.

Sea γ̃(t) := γ(t)Θ(t). Si t ∈ M0, entonces Θ(t) = 0 gracias a (4.2) y a la

propiedad 3, por lo tanto γ̃(t) = γ(t)H0 , por definición.

Sea t ∈ M1, entonces por la propiedad 3 se sigue que ρM\M1(t) = 0.

Entonces
∑

s∈M1
ρs(t) = 1 y sólo un número finito de puntos s ∈M1 cumple

que ρs(t) 6= 0. Fijamos s ∈ M1 tal que θs = mı́n{θr | r ∈ M1, ρr(t) 6= 0} y
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ρs(t) 6= 0. Por lo tanto θs =
∑

r∈M1
ρr(t)θs ≤

∑
r∈M1

ρr(t)θr = Θ(t). Luego,

por las Hipótesis 2.36 (inciso 5), la Proposición 2.38 y de (4.3) se sigue que

||γ̃(t)− γ(t)∗||V ≤ ||γ(t)Θ(t) − γ(s)Θ(t)||V + ||γ(s)Θ(t) − γ(s)∗||V + ||γ(s)∗ − γ(t)∗||V

≤ ||γ(s)Θ(t) − γ(s)∗||V + 2||γ(s)− γ(t)||V ≤ ε

pues t ∈ Bδs(s,M) implica que ||γ(s)− γ(t)||V ≤ ε/3.

Nota 4.2. Por las Hipótesis 2.36 inciso 3 y la definición de γ̃, se sigue que

γ∗ = γ̃∗.

Corolario 4.3 (Aproximación uniforme de simetrizaciones.). Para cualquier

ε > 0, existe un mapeo continuo T : S → S tal que ||Tu − u∗||V < ε para

cada u ∈ S.

Demostración. El resultado se sigue de aplicar la Proposición 4.1 con M0 =

∅, M = M1 = S y γ(u) = u, con Tu = γ̃(u).

Ahora podemos enunciar y demostrar el resultado principal del caṕıtulo.

Teorema 4.4 (Principio Variacional Simétrico (Van Schaftingen, 2004)).

Sean X,S, V, ∗,H∗ y {Hm}m≥1 ⊂ H∗ como en las Hipótesis 2.36, sea M0 un

subconjunto cerrado de un espacio métrico M y Γ0 ⊂ C(M0, X). Definimos

Γ = {γ ∈ C(M,X) | γ|M0 ∈ Γ0}.

Si ϕ ∈ C1(X,R) satisface:

∞ > c = ı́nf
γ∈Γ

sup
t∈M

ϕ(γ(t)) > a = sup
γ0∈Γ0

sup
t∈M

ϕ(γ0(t))

y si para cualquier H ∈ H∗ y u ∈ S, ϕ(uH) ≤ ϕ(u), entonces para cada

ε ∈ (0, (c− a)/2), δ > 0 y γ ∈ Γ tales que:
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1. supM ϕ ◦ γ ≤ c+ ε,

2. γ(M) ⊂ S,

3. existe H0 ∈ H∗ tal que γ|M0

H0 ∈ Γ0,

existe u ∈ X tal que:

1. c− 2ε ≤ ϕ(u) ≤ c+ 2ε,

2. ||u− u∗||V ≤ 2(2K + 1)δ,

3. ||ϕ′(u)||X′ ≤ 8ε/δ,

donde K es la norma de la inyección de X a V .

Demostración. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que c− 2ε > a.

Sea M1 = (ϕ ◦ γ)−1([c− 2ε, c+ 2ε]). Este conjunto es claramente cerrado. La

Proposición 4.1 nos garantiza un camino γ̃ ∈ C(M,X) tal que las condiciones

(4.1) son válidas para δ en lugar de ε. Además por hipótesis, ϕ(γ(t)) ≥

ϕ(γ̃(t)) para todo t ∈M. Entonces

sup
t∈M

ϕ ◦ γ̃(t) ≤ c+ ε.

El Teorema 3.17 con γ̃ en lugar de γ nos garantiza la existencia de una u tal

que:

1. c− 2ε ≤ ϕ(u) ≤ c+ 2ε,

2. distX(u, γ̃(M)
⋂
ϕ−1([c− 2ε, c+ 2ε])) ≤ 2δ,

3. ||ϕ′(u)|| ≤ 8ε/δ.
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Veamos ahora que γ̃(M) ∩ ϕ−1([c − 2ε, c + 2ε]) ⊆ γ̃(M1). Sea t ∈ M tal

que c − 2ε ≤ ϕ(γ̃(t)) ≤ c + 2ε. Como ϕ(γ̃(t)) ≤ ϕ(γ(t)) ≤ c + ε, entonces

c − 2ε ≤ ϕ(γ(t)) ≤ c + 2ε, es decir, t ∈ M1 y se sigue la contención desada.

Por lo tanto, de 2 se deduce que

distX(u, γ̃(M1)) ≤ 2δ (4.4)

Entonces por (4.4), la Proposición 4.1, la Nota 4.2 y la Proposición 2.38 se

siguen las siguientes desigualdades

ı́nf
t∈M1

||u− γ̃(t)||V ≤ K ı́nf
t∈M1

||u− γ̃(t)||X ≤ 2Kδ,

ı́nf
t∈M1

||γ̃(t)− γ(t)∗||V ≤ δ,

ı́nf
t∈M1

||γ(t)∗ − u∗||V ≤ ı́nf
t∈M1

||γ̃(t)− u||V ≤ K ı́nf
t∈M1

||γ̃(t)− u||X ≤ 2Kδ.

Por lo tanto

||u− u∗||V ≤ ı́nf
t∈M1

(||u− γ̃(t)||V + ||γ̃(t)− γ(t)∗||V + ||γ(t)∗ − u∗||V )

≤ (4K + 1)δ.

En otras palabras, el Teorema 4.4 nos dice que cuando un funcional no

incrementa su valor con ninguna polarización y si la construcción minimax

es invariante bajo una polarización (la existencia de H0 que preserva Γ0),

entonces existe una sucesión de Palais-Smale casi simétrica.

No es equivalente para un funcional decrecer su valor con una simetriza-

ción que con una polarización. De hecho, muchas desigualdades de simetri-

zaciones pueden ser probadas con desigualdades de polarizaciones [10]; pero
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algunas desigualdades (v.gr. la desigualdad de Riesz-Sobolev) valen para si-

metrizaciones, pero no para polarizaciones [28].
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Caṕıtulo 5

Aplicación

En este caṕıtulo se incluye lo esencial de una aplicación que propuso Schaf-

tingen en su art́ıculo [26]. Dada la Nota 2.18 asumiremos a lo largo de este

caṕıtulo lo siguiente:

Hipótesis 2.19 Existe una sucesión (Hm) ⊂ H∗ tal que

uH1H2...Hm → u∗ cuando m→∞,

en Lp(RN) para todo p ∈ [1,∞] y u ∈ K∗(RN).

5.1 Simetŕıa de Puntos Cŕıticos

Veremos las propiedades simétricas de las soluciones de problemas eĺıpticos

semilineales. −∆u+ a(|x|)u = f(|x|, u) en Ω,

u = 0 en ∂Ω,
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donde Ω es una bola de radio b > 0, y f y a son funciones continuas.

Entonces las soluciones son puntos cŕıticos del funcional:

ϕ(u) =

∫
Ω

|∇u|2

2
+
a(|x|)u2

2
− F (|x|, u)dx,

definido en el espacio de Sobolev H1
0 (Ω), donde F (r, t) =

∫ t
0
f(r, s)ds si t ≥

0, r ≥ 0 y F (r, t) = 0 si t ≤ 0. Ahora, asumiremos que:

(a1) a ∈ LN/2([0, b)) si N ≥ 3, a ∈ Lq([0, b)) para q > 1 si N = 2 y

a ∈ L1([0, b)) si N = 1.

Bajo la hipótesis (a1), el operador u 7→ −4u+ a(|x|)u tiene una sucesión no

decreciente de valores propios λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λi ≤ . . . , repetidos según su

multiplicidad y con funciones ortonormales asociadas (ei)i≥1 en L2(Ω) [33].

También supondremos que:

(f1) f ∈ C([a, b)× R) y para alguna 1 < p < 2∗ := 2N/(N − 2) y C > 0,

|f(r, u)| ≤ C(1 + |u|p−1),

(f2) existe α > 2 y R > 0 tales que

|u| ≥ R⇒ 0 < αF (r, u) ≤ uf(r, u),

(f3) |f(r, u)| = o(|u|), |u| → 0, uniformemente para r ∈ [0, b).

Bajo la hipótesis (f1), el funcional ϕ es de clase C1(H1
0 (Ω),R). Bajo (f1) y

(f2) el funcional ϕ satisface la condición de Palais-Smale: cualquier sucesión

(un)n∈N ⊂ H1
0 (Ω) tal que d = supn ϕ(un) < ∞ y ϕ′(un) → 0 contiene una

subsucesión convergente [33].
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Consideraremos la clase

Γ = {γ ∈ C([0, 1], H1
0 (Ω)) | γ(0) = 0 y ϕ(γ(1)) < 0},

y sea

c = ı́nf
γ∈Γ

sup
t∈[0,1]

ϕ(γ(t)).

Si λ1 > 0, entonces por el teorema de Paso de Montaña existe un punto

cŕıtico tal que ϕ(u) = c [33].

Teorema 5.1. Bajo las hipótesis (a1) y (f123), si λ1 > 0,Ω es una bola, a es

una función creciente y f(·, s) decreciente donde s ∈ R+, entonces existe un

punto cŕıtico no negativo invariante bajo la Simetrización de Schwarz.

Demostración. Sean S = X = H1
0 (Ω), V = Lp(Ω), M = [0, 1], M0 =

{0, 1}, H0 ∈ H∗ cualquier polarizador fijo,

Γ = {γ ∈ C([0, 1], H1
0 (Ω)) | γ(0) = 0 y ϕ(γ(1)) < 0},

Γ0 = {γ ∈ C(M0, H
1
0 (Ω)) | γ(0) = 0, ϕ(γ(1)) < 0},

δ = 1/n1/2 y ε = 1/n. Entonces de la preservación de los polarizadores de

normas en espacios de sobolev y en Lp se sigue que ϕ(uH) = ϕ(u). Además,

si c := ı́nfγ∈Γ supt∈[0,1] ϕ(γ(t)), entonces se cumple que

c > a := sup
γ0∈Γ0

sup
t∈M

ϕ(γ0(t))

y que c < ∞ (para consultar los detalles puede verse [32] sección 2.4). Para

cada n ≥ 1, sea γ ∈ Γ tal que:

máx
t∈[0,1]

ϕ(γ(t)) ≤ c+ 1/n.
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Como ϕ(|u|) ≤ ϕ(u), podemos suponer que γ(t) ≥ 0 para cada t ∈ [0, 1].

Además γ([0, 1]) ⊂ H1
0 (Ω) y γ|M0

H0 ∈ Γ0. Luego, el Teorema 4.4 nos ga-

rantiza la existencia de una sucesión (un) ∈ H1
0 (Ω) tal que |ϕ(un) − c| ≤

2/n, ||ϕ′(un)||H−1
0 (Ω) ≤ 8/n1/2 y ||un − u∗n||L2(Ω) ≤ 2(2K + 1)/n1/2. Como

ϕ satisface la condición de Palais-Smale (ver también [32] sección 2.4 pági-

na 46), pasando a una subsucesión tenemos que, un → u en H1
0 (Ω), con

ϕ(u) = c, ϕ′(u) = 0 y u = u∗.
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Apéndice A

En este Apéndice demostraremos dos resultados de Crandall y Tartar [13] y

uno de Brezis y Strauss [7], que fueron utilizados en los Caṕıtulos 1 y 2, para

demostrar el Corolario 1.21 y la Proposición 2.12 sobre la no expansividad

de las simetrizaciones y las polarizaciones. Para efectos de este Apéndice, sea

Ω ⊂ RN medible, T : L1(Ω) → L1(Ω) un mapeo que conserva la integral, es

decir ∫
Ω

T (f) =

∫
Ω

f, (A.1)

entonces se demostrará que T es no expansiva si y sólo si preserva orden.

Para ser más precisos, sea f ∨ g := máx{f, g} y r+ := r ∨ 0. Se tiene que

Lema A.1. Sea C ⊂ L1(Ω) con la propiedad de que f, g ∈ C implica que

f ∨ g ∈ C. Sea T : C → L1(Ω) que satisface (A.1) para f ∈ C. Entonces las

siguientes tres propiedades de T son equivalentes:

1. f, g ∈ C y f ≤ g c.t.p. implica que T (f) ≤ T (g) c.t.p.,

2.
∫

Ω
(T (f)− T (g))+ ≤

∫
Ω

(f − g)+ para f, g ∈ C,

3.
∫

Ω
|T (f)− T (g)| ≤

∫
Ω
|f − g| para f, g ∈ C.
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Demostración. Asumiendo que (A.1) se cumple, se demostrará que 1 =⇒

2 =⇒ 3 =⇒ 1. Sea, f, g ∈ C. Entonces f∨g = g+(f−g)+ ∈ C por hipótesis

y si 1 se cumple, T (f∨g)−T (g) ≥ 0. Además, T (f)−T (g) ≤ T (f∨g)−T (g).

Entonces se tiene que

(T (f)− T (g))+ ≤ T (f ∨ g)− T (g). (A.2)

Junto con (A.1) se sigue que∫
Ω

(T (f)− T (g))+ ≤
∫

Ω

(T (f ∨ g)− T (g)) =

∫
Ω

(f ∨ g − g) =

∫
Ω

(f − g)+,

lo cual demuestra 1 =⇒ 2. Que 2 =⇒ 3 es trivial al asumir 2, pues∫
Ω

|T (f)− T (g)| =

∫
Ω

(T (f)− T (g))+ +

∫
Ω

(T (g)− T (f))+

≤
∫

Ω

(f − g)+ +

∫
Ω

(g − f)+ =

∫
Ω

|f − g|.

Finalmente, si f, g ∈ C, f ≥ g y 3 se cumple, entonces la identidad 2s+ =

|s|+ s y (A.1) implican que

2

∫
Ω

(T (g)− T (f))+ =

∫
Ω

|T (g)− T (f)|+
∫

Ω

(T (g)− T (f))

≤
∫

Ω

|g − f |+
∫

Ω

(g − f) = 0,

de modo que T (g) ≤ T (f) en c.t.p.

Lema A.2. Sea C ⊂ L∞(Ω) con la propiedad de que f, g ∈ C implica que

f ∨ g ∈ C y f + ||(g − f)+||∞ ∈ C. Sea T : C → L∞(Ω) que satisface que

si r ∈ R+, f ∈ C y f + r ∈ C, entonces T (f + r) = T (f) + r. (A.3)

Entonces las siguientes tres propiedades de T son equivalentes:
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1. f, g ∈ C y f ≤ g c.t.p. implica que T (f) ≤ T (g) c.t.p.,

2. (T (f)− T (g))+ ≤ ||(f − g)+||∞ en c.t.p. para f, g ∈ C,

3. |T (f)− T (g)| ≤ ||f − g||∞ en c.t.p. para f, g ∈ C.

Demostración. Asumiendo que (A.3) se cumple, se demostrará que 1 =⇒

2 =⇒ 3 =⇒ 1.

Sean f, g ∈ C. Entonces g + ||(f − g)+||∞ ∈ C por hipótesis y g + ||(f −

g)+||∞ ≥ f ∨ g en c.t.p. Por lo tanto 1, (A.2) y (A.3) implican que

(T (f)− T (g))+ ≤ T (g + ||(f − g)+||∞)− T (g) = ||(f − g)+||∞ en c.t.p.

con lo cual queda demostrado 2. La implicación 2 =⇒ 3 es inmediata como

en el caso anterior. Para probar que 3 =⇒ 1, sea f ≤ g en c.t.p. Entonces

usando (A.3) y 3 con r = ||(g − f)+||∞ = ||g − f ||∞ se tiene que

||T (f)− T (g) + r||∞ = ||T (f + r)− T (g)||∞

≤ ||(f − g) + r||∞ ≤ r

lo cual implica que T (f)− T (g) ≤ 0 en c.t.p., i.e. 3.

Lema A.3. Sea T : L1(Ω)→ L1(Ω) tal que

a) ||Tu− Tv||1 ≤ ||u− v||1 en c.t.p.,

b) Tu(x)− Tv(x) ≤ máx{0, supΩ(u− v)} en c.t.p.

Sea j : (−∞,∞) → [0,+∞] una función convexa continua tal que mı́n j =

j(0) = 0. Entonces∫
Ω

j(Tu(x)− Tv(x))dx ≤
∫

Ω

j(u(x)− v(x))dx,

para toda u, v ∈ L1(Ω) con j ◦ (u− v) ∈ L1(Ω).
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Demostración. Definimos y(x) := mı́n{u(x), v(x) + t} donde t ≥ 0. Nóte-

se que y(x) es integrable y que y(x) ≤ v(x) + t en c.t.p. Por la hipótesis

b), T y(x) ≤ Tv(x) + t en c.t.p. Por lo tanto

Tu(x)− Tv(x)− t ≤ Tu(x)− Ty(x) en c.t.p.

Tomando la parte positiva da cada lado de la desigualdad e integrando sobre

Ω, se obtiene que∫
Ω

[Tu(x)− Tv(x)− t]+dx ≤
∫

Ω

[Tu(x)− Ty(x)]+dx

≤
∫

Ω

|Tu(x)− Ty(x)|dx

≤
∫

Ω

|u(x)− y(x)|dx

=

∫
Ω

[u(x)− v(x)− t]+dx,

usando la hipótesis a) y la definición de y(x). De manera análoga, intercam-

biando u por v y con t′ := −t ≤ 0 se sigue que∫
Ω

[Tv(x)− Tu(x) + t′]+dx ≤
∫

Ω

[v(x)− u(x) + t′]+dx.

Aśı hemos demostrado el resultado para dos casos particulares: j1(r) :=

(r − t)+ y j2(r) := (−r − t)+. Usando estos dos casos, se puede llegar a

la desigualdad∫
Ω

[t(Tu(x)− Tv(x)− t)]+dx ≤
∫

Ω

[t(u(x)− v(x)− t)]+dx ∀t ∈ R. (A.4)

El caso general se sigue de tomar combinaciones convexas de j1 y j2. Si

j es una función convexa continua arbitraria en R con derivada localmente

Lipschitz continua tal que j(0) = 0 = mı́n j, entonces j′ es diferenciable en
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casi todo punto con derivada en L∞loc (ver el libro de Rudin [25] Teorema 7.20)

y se cumple que

j(r) =

∫ ∞
−∞

j′′(t)

|t|
[t(r − t)]+dt. (A.5)

La igualdad anterior puede verificarse fácilmente considerando los casos r ≥ 0

y r < 0 por separado e integrando por partes.

Multiplicando (A.4) por j′′(t)/|t| e integrando, se obtiene

∞∫
−∞

∫
Ω

j′′(t)

|t|
[t(Tu(x)−Tv(x)−t)]+dxdt ≤

∞∫
−∞

∫
Ω

j′′(t)

|t|
[t(u(x)−v(x)−t)]+dxdt.

Notemos que j′′ ≥ 0, pues como j es convexa, j′ es creciente y para casi todo

to en R se tiene que:

ĺım
h→0

j′(to + h)− j′(to)
h

≥ 0.

Ahora, por el Teorema de Fubini y (A.5) se sigue que∫
Ω

j(Tu(x)− Tv(x))dx ≤
∫

Ω

j(u(x)− v(x))dx.

Si j es una función convexa semicontinua inferiormente arbitraria con

j(0) = 0 = mı́n j, existe una sucesión {jλ} de funciones como en (A.5) que

convergen a j monótonamente por debajo. Por ejemplo, se pueden definir

jλ(r) := ı́nf
t
{ 1

2λ
|r − t|2 + j(t)}.

Evidentemente se cumple que jλ(0) = 0 = mı́n jλ, y la demostración de que

cumplen tener derivada Lipschitz continua y ser convexas puede encontrarse

en [8]. Entonces por el resultado anterior se tiene que∫
Ω

jλ(Tu(x)− Tv(x))dx ≤
∫

Ω

jλ(u(x)− v(x))dx ≤
∫

Ω

j(u(x)− v(x))dx,
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lo cual implica que j(Tu−Tv) ∈ L1(Ω) y la desigualdad deseada después de

pasar al ĺımite.

Para más detalles respecto al proceso de regularización de funciones con-

vexas, se puede revisar el art́ıculo de Attouch [4] y los textos de Yosida [34]

y Moreau [24].



Apéndice B

En este Apéndice se demostrará un resultado técnico que se utilizó en la

prueba de la Proposición 2.13.

Lema B.1. Sea u ∈ W 1,1
loc (RN), H ∈ H, v(x) := u(xH), y para ε > 0 se define

la función fε : R→ R como:

fε(t) :=

 (t2 + ε2)1/2 − ε, si t > 0,

0, si t ≤ 0.

Sean ωε : RN → R definida por

ωε(x) :=

 u(x) + fε(v(x)− u(x)), si x ∈ H,

u(x)− fε(u(x)− v(x)), si x ∈ Hc,

y Vi : RN → R definida para cada i ∈ {1, 2, ..., N} por

Vi(x) :=



∂iu(x), si x ∈ A,

∂iu(x) + f ′ε(v(x)− u(x))(∂iv(x)− ∂iu(x)), si x ∈ B,

∂iu(x), si x ∈ C,

∂iu(x)− f ′ε(u(x)− v(x))(∂iu(x)− ∂iv(x)), si x ∈ D,
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donde

A := {x ∈ Ω | u(x) ≥ v(x)}
⋂

H

B := {x ∈ Ω | u(x) < v(x)}
⋂

H

C := {x ∈ Ω | u(x) ≤ v(x)}
⋂

Hc

D := {x ∈ Ω | u(x) > v(x)}
⋂

Hc.

Entonces ωε ∈ W 1,1
loc (RN) y ∂iωε = Vi para toda i ∈ {1, 2, ..., N}.

Demostración. Se demostrará que ωε ∈ W 1,1(B) para cualquier bola abierta

B de RN centrada en el origen, y ello implicará que lo mismo se cumple para

cualquier compacto K de RN , pues siempre se puede encontrar un radio lo

suficientemente grande tal que K esté contenido en B.

Sea r > 0, denotaremos simplemente por Br a Br(0,RN). Sea también

{un} ⊂ C∞(Br) tal que un → u en W 1,1(Br) y definimos vn(x) := un(xH).

Claramente vn ∈ C∞(Br) (se puede encontrar una fórmula sencilla para la

derivada si se asume sin pérdida de generalidad que 0 ∈ ∂H).

Las siguientes propiedades de fε se deducen fácilmente de su definición:

• fε ∈ C1(R),

• fε(0) = 0 = f ′ε(0),

• |fε(t)| ≤ |t| ∀t ∈ R,

• |f ′ε(t)| ≤ 1 ∀t ∈ R,
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A continuación definamos hn, gn, ϑn : Br → R como

hn(x) := un(x) + fε(vn(x)− un(x)),

gn(x) := un(x)− fε(un(x)− vn(x)),

ϑn(x) :=

 hn(x), si x ∈ H
⋂
Br,

gn(x), si x ∈ Hc
⋂
Br.

Como un y vn coinciden en ∂H y como fε(0) = 0 se tiene que hn y gn coinciden

en ∂H, además como hn y gn son funciones continuas en su dominio se puede

afirmar que ϑn es una función continua en Br. Se tiene que

∂ihn(x) = ∂iun(x) + f ′ε(vn(x)− un(x))(∂ivn(x)− ∂iun(x)),

∂ign(x) = ∂iun(x)− f ′ε(un(x)− vn(x))(∂iun(x)− ∂ivn(x)),

en el interior de sus respectivos dominios, y definimos

W i
n(x) :=

 ∂ihn(x), si x ∈ H
⋂
Br,

∂ign(x), si x ∈ Hc
⋂
Br.

Entonces para todo x ∈ ∂H
⋂
Br y cualquier sucesión {xn} ⊂ Br tal que

xn → x se tiene que W i
n(xn)→ ∂iun(x) cuando n→∞, pues un(x) = vn(x)

y f ′ε(0) = 0. Y como ∂ihn y ∂ign son funciones continuas en su dominio se

puede afirmar que W i
n es una función continua en Br y que W i

n = ∂iϑn, i.e.

ϑn ∈ C1(Br(0,RN)).

Como

|fε(un − vn)− fε(u− v)| ≤ |(un − vn)− (u− v)| ≤ 2|un − u|

y

|f ′ε(un − vn)(∂iun − ∂ivn)− f ′ε(u− v)(∂iu− ∂iv)| ≤ |∂iun − ∂iu|+ |∂ivn − ∂iv|
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se tiene que ϑn → ωε y W i
n → Vi en L1(Br). Esto implica que ϑn es una

sucesión de Cauchy en W 1,1(Br) y converge a una función en W 1,1(Br). La

inyección continua W 1,1(Br) ↪→ L1(Br) demuestra que esta función ĺımite es

ωε. Lo cual demuestra que ωε ∈ W 1,1(Br).



Apéndice C

En este Apéndice agregamos algunos de los resultados que se tienen en la di-

rección de conseguir una sucesión de polarizadores que aproxime una función

con su simetrización.

Para demostrar que algunas polarizaciones pueden aproximar una función

dada con su simetrización, dividiremos la prueba en dos pasos: primero la

compacidad relativa de cualquier sucesión de polarizaciones iteradas (lema

C.1), después una condición de convergencia nos asegura la convergencia a

la función simetrizada (lema C.2). Para fijar ideas, haremos las demostracio-

nes para la Simetrización de Schwarz, pero las pruebas son completamente

análogas para otras simetrizaciones.

Lema C.1. Sea u ∈ K∗(RN) y (Hm)m≥0 ⊂ H∗ una sucesión de polarizado-

res. Definimos um := uH1...Hm . Entonces, existe v ∈ K∗(RN) y una sucesión

creciente (mk)k∈N en N tal que, para cualquier 1 ≤ p ≤ ∞,

ĺım
k→∞
||v − umk ||p = 0.

Demostración. La compacidad de la sucesión (um)m≥1 se prueba con el teo-

rema de Arzelà-Ascoli. A continuación veremos que se cumplen las hipótesis
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del teorema:

1. La sucesión está uniformemente acotada: Para cualquier polarización

H, ||uH ||∞ = ||u||∞, aśı pues, por inducción obtenemos que ||um||∞ =

||u||∞ < +∞.

2. La sucesión es equicontinua: Por el teorema 2.17 tenemos que ωuH ≤

ωu, se sigue por inducción que ωum ≤ ωu. Como u ∈ K∗(RN), u es

uniformemente continua, y de estas dos propiedades se sigue que la

sucesión es equicontinua.

Entonces el teorema de Arzelà-Ascoli garantiza la existencia de una subsuce-

sión convergente en la norma || · ||∞ a una función v ∈ C+(RN). Sin embargo,

como (Hm)m≥0 ⊂ H∗ se tiene que existe R > 0 tal que supp(um) ⊂ BR(0,RN)

para toda m ∈ N. Por lo tanto v ∈ K∗(RN).

Y además se tiene que para 1 ≤ p <∞∫
BR(0,RN )

|um(x)− v(x)|pdx ≤ ||um − v||p∞|BR(0,RN)| → 0,

cuando m→∞, lo cual concluye la demostración.

El siguiente lema nos dice, que para cualquier función no simétrica, existe

un polarizador H ∈ H∗ que la acerca a su simetrización.

Lema C.2. Sea u ∈ K∗(RN). Si u 6= u∗, entonces existe un polarizador

H ∈ H∗ tal que, para cualquier 1 ≤ p < +∞,

||uH − u∗||p < ||u− u∗||p. (C.1)
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Demostración. Sea H ∈ H∗ y 1 ≤ p < +∞, entonces u∗ = (u∗)H y por la no

expansividad de las polarizaciones (Corolario 2.12), se tiene que:

||uH − u∗||p = ||uH − (u∗)H ||p ≤ ||u− u∗||p. (C.2)

Para probar la desigualdad estricta es suficiente mostrar que para una elec-

ción adecuada de H ∈ H∗ se cumple que:

|uH(x)−u∗(x)|p + |uH(xH)−u∗(xH)|p < |u(x)−u∗(x)|p + |u(xH)−u∗(xH)|p.

(C.3)

en un subconjunto N ⊂ H de medida positiva. Pues entonces al integrar

(C.3) sobre H se obtiene (C.1).

Como u 6= u∗, podemos encontrar un número c > 0 tal que

|{u > c}4{u∗ > c}| > 0.

Por la equimedibilidad se tiene que

|{u∗ > c}| = |{u > c}|.

Si {u∗ > c}\{u ≥ c} = ∅, eso significa que u ≡ c en {u∗ > c} = {u > c}

y como u es continua y u∗ semicontinua por abajo (por la Proposición 1.11

(ii) y la Definición de u∗), existe ε > 0 tal que si c′ := c+ ε entonces

{u∗ > c′}\{u ≥ c′} 6= ∅ y |{u > c′}4{u∗ > c′}| > 0.

De modo que podemos suponer {u∗ > c}\{u ≥ c} 6= ∅. Sea y ∈ {u∗ >

c}\{u ≥ c} entonces u∗(y) > c > u(y) y como u es continua y u∗ es semicon-

tinua inferiormente se tiene que existe ε > 0 tal que

Bε(y,RN) ⊂ {u∗ > c}\{u ≥ c} ⊂ {u∗ > c}\{u > c}.
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Además como |{u > c}\{u∗ > c}| > 0 entonces existe p ∈ RN tal que

|({u > c}\{u∗ > c})
⋂

Bε(p,RN)| > 0.

Entonces podemos elegir un polarizador H tal que y = (p)H y y ∈ H (como

u∗(p) ≤ c < u∗(y) se sigue que 0 ∈ H y por Definición H ∈ H∗).

Por lo tanto existe un subconjunto N := Bε(y,RN)
⋂

({u > c}\{u∗ >

c})H
⋂
H de H de medida positiva tal que

u∗(x) > c ≥ u(x), u∗(xH) ≤ c < u(xH) ∀x ∈ N. (C.4)

De aqúı se sigue que para toda x ∈ N

u∗(x) > u(x), (C.5)

u(xH) > u∗(xH), (C.6)

u∗(x) > u∗(xH), (C.7)

u(xH) > u(x), (C.8)

uH(x) = u(xH), (C.9)

uH(xH) = u(x). (C.10)

Y mediante un análisis de los posibles casos, se demuestra que para todo

x ∈ N

|uH(x)−u∗(x)|p + |uH(xH)−u∗(xH)|p < |u(x)−u∗(x)|p + |u(xH)−u∗(xH)|p,

(C.11)

es decir, la desigualdad (C.3) es estricta en N .

Aqúı desarrollamos dos casos, y los demás son completamente análogos.
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Caso I: u∗(x) ≥ u(xH) y u∗(xH) ≥ u(x). Entonces (C.5), (C.6), (C.7) y (C.8)

implican que

|u∗(x)− u(x)| > |u∗(x)− u(xH)|+ |u∗(xH)− u(x)|,

entonces

|u∗(x)− u(x)|p > |u∗(x)− u(xH)|p + |u∗(xH)− u(x)|p

y junto con (C.9) y (C.10) se sigue (C.11).

Caso II: u∗(x) < u(xH) y u∗(xH) ≥ u(x). Entonces

|u∗(x)− u(x)| > |u∗(xH)− u(x)|,

|u(xH)− u∗(xH)| > |u(xH)− u∗(x)|,

de donde se sigue (C.11).

Caso III: u∗(x) ≥ u(xH) y u∗(xH) < u(x). Análogo al caso II.

Caso IV: u∗(x) < u(xH) y u∗(xH) < u(x). Análogo al caso I.

Ahora estableceremos primero la convergencia de una sucesión de polari-

zadores para una función en particular.

Lema C.3. Sean u ∈ K∗(RN), 0 < κ < 1, y {Hm}m≥1 ⊂ H∗ una sucesión

de polarizadores. Definimos um := uH1...Hm . Si {Hm} cumple que para toda

m ∈ N,

||um − u∗||1 − ||um+1 − u∗||1 ≥ κ sup
H∈H∗

(||um − u∗||1 − ||umH − u∗||1). (C.12)

Entonces la sucesión {um} converge a u∗ en Lp(RN) para cualquier 1 ≤ p ≤

+∞, cuando m→∞.
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Nota C.4. Para cualquier función u ∈ K∗(RN), se puede construir una

sucesión que cumpla la condición (C.12). En esencia, si fm : H∗ → RN

definida como fm(H) := ||um−u∗||1−||uHm−u∗||1, entonces por la definición

del supremo

∀ε > 0 ∃ H ∈ H∗ tal que fm(H) ≥ sup
H∈H∗

fm(H)− ε.

En particular podemos tomar ε = (1− κ) supH∈H∗ fm(H), de donde se sigue

(C.12).

Demostración. [del Lema C.3] Por el lema C.1 existe una subsucesión (um′)

de (um)m≥0 que converge a v ∈ K∗ para cualquier norma Lp. Como los

arreglos ∗ son no expansivos (Proposición 1.20) y um
∗ = u∗,

||u∗ − v∗||p = ĺım
k→∞
||um′∗ − v∗||p ≤ ĺım

k→∞
||um′ − v||p = 0,

entonces u∗ = v∗. Para cualquier polarizador H ∈ H∗, se tiene por la no

expansividad de las polarizaciones y por la ecuación (C.12) que,

||um+1′ − u∗||1 ≤ ||um′+1 − u∗||1

≤ ||um′ − u∗||1 + κ(||uHm′ − u∗||1 − ||um′ − u∗||1)

= (1− κ)||um′ − u∗||1 + κ||uHm′ − u∗||1 ≤ ||um′ − u∗||1.

Tomando ĺımites se obtiene que,

||v − u∗||1 ≤ (1− κ)||v − u∗||1 + κ||vH − u∗||1 ≤ ||v − u∗||1,

de donde se sigue que, como u∗ = v∗, ||v − v∗||1 = ||vH − v∗||1, lo cual

seŕıa absurdo si v 6= v∗ por el lema C.2. Por lo tanto la subsucesión (um′)
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converge a u∗ para cualquier norma Lp, y finalmente la no expansividad de

las polarizaciones y la unicidad del ĺımite nos permiten concluir que

ĺım
k→∞
||um − u∗||p = ĺım

k→∞
||um′ − u∗||p = 0.
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Notación y Definiciones

Complementarias

• Br(p,X) := {x ∈ X | d(p, r) < r}: la bola de radio r en el espacio

métrico X.

• Br(p,X) := {x ∈ X | d(p, r) ≤ r}: la bola cerrada de radio r en el

espacio métrico X.

• f es una función convexa si f(λx + (1 − λ)y) ≤ λf(x) + (1 − λ)f(y),

con λ ∈ [0, 1] y x, y ∈ (−∞,∞).

• g es una función par si g(s) = g(−s).

• Si A es un conjunto, “intA” denota el el interior de A.

• La función indicadora o caracteŕıstica se define como:

1A(x) =

 1 si x ∈ A,

0 si x 6∈ A.

• La diferencia simétrica se define como:

A4B := (A\B)
⋃

(B\A) = (A
⋃

B)\(A
⋂

B).
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Lploc(R
N) := {f ∈ Lp(K) | ∀K ⊂ RN compacto }.

Lp∗(RN) := Lp+(RN) := {f ∈ Lp(RN) | f(x) ≥ 0 en c.t.p. x ∈ RN}.

C+(RN) := {f ∈ C(RN) | f(x) ≥ 0 ∀ x ∈ RN}.

C∗(RN) := {f ∈ C(RN) | f(x) ≥ 0 ∀ x ∈ RN , ĺım
x→∞

f(x) = 0}.

C∞c (RN) := {f ∈ C∞(RN) | supp(f) es compacto}.

K∗(RN) := {f ∈ C(RN) | f(x) ≥ 0 ∀ x ∈ RN , supp(f) es compacto}.

W 1,p(Ω) := {f ∈ Lp(Ω) | ∇f ∈ Lp(Ω)}.

W 1,p
loc (Ω) := {f ∈ W 1,p(K) | ∀K ⊂ Ω compacto }.

W 1,p
0 (Ω) := W 1,p(Ω)

⋂
C∞c (Ω) (con respecto a la norma de W 1,p).

W 1,p
0,+(Ω) := {f ∈ W 1,p

0 (Ω) | f(x) ≥ 0 ∀ x ∈ Ω}.

• Para Ω ⊂ RN , p ∈ [1,∞] y u ∈ W 1,p(Ω) definimos la norma del espacio

de Sobolev

||u||W 1,p :=

(
||u||pp +

n∑
i=1

||∂iu||pp
)1/p

si p <∞,

||u||W 1,∞ := máx
i∈{0,...,n}

||∂iu||∞.

• Dados M y N espacios métricos, se dice que f : M → N es localmente

Lipschitz continua si ∀u ∈ M ∃ U ⊂ M vecindad abierta de u tal que

existe una constante K > 0 (que depende de U) y que cumple que

d(f(x), f(y)) < Kd(x, y) ∀x, y ∈ U.

K recibe el nombre de constante de Lipschitz.
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• Un espacio X es paracompacto si toda cubierta (abierta) tiene un re-

finamiento (abierto) localmente finito. Es decir, si C es una cubierta

de X entonces existe C ′ = (Cλ)λ∈L, otra cubierta de X tal que pa-

ra todo C ∈ C existe algún Cλ ∈ C ′ tal que Cλ ⊂ C y para todo

x ∈ X, existen ı́ndices λ1 . . . λn ∈ L y una vecindad V 3 x tales que

V
⋂
Cλ 6= ∅ =⇒ λ ∈ {λ1, . . . , λn}. Se sabe que todo espacio métrico

es paracompacto.

• Sea X un espacio métrico y A ⊂ X, x ∈ X entonces

dist(x,A) := ı́nf{dist(x, y) | y ∈ A}.

• Sea ϕ una función real definida en un espacio normado X, y sea S un

subconjunto de X,

ϕd := {u ∈ X | ϕ(u) ≤ d}

, Sδ := {u ∈ X | dist(u, S) ≤ δ}.
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