UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

“PROPUESTAS PARA MEJORAR EL MANEJO DE
CARTERAS EN EL SEGURO DE DANOS”

T E S 1T S

QUE PARA OBTENER EL TiTULO DE

ACTUARTIO

P R E S E N T A

AGNI RODRIGO CERDA MENDOZA

DIRECTOR DE TESIS:
ACT. RICARDO HUMBERTO SEVILLA AGUILAR

'I"-'l. '1- .
o s
F LT AD D CIRCEAS OO 8
I A 2



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Hoja de Datos del Jurado

1.- Datos del Alumno

Cerda

Mendoza

Agni Rodrigo

50254003

Universidad Nacional Auténoma de México

Facultad de Ciencias

Actuaria

300242360

2.- Datos del Tutor
Act.
Ricardo Humberto
Sevilla
Aguilar

3.- Datos del Sinodal 1
M.en L
Juan Carlos
Vargas
Aguilar

4.- Datos del Sinodal 2
M. en S.A.R.
Irma Evelia
Valencia
Sepulveda

5.- Datos del Sinodal 3
Act.
Fernando Alonso
Pérez Tejada
Lopez

6.- Datos del Sinodal 4
Act.
Fernando
Pérez
Marquez

7.- Datos del trabajo escrito
“Propuestas para mejorar el manejo de carteras en el seguro de dafios”
82 p
2008



AGRADECIMIENTOS

A mi tutor el Act. Ricardo Sevilla por la paciencia y el tiempo dedicado a la direccion de
este trabajo.

A mis sinodales M. en I. Juan Carlos Vargas, M. en S.A.R. Irma Valencia, Act. Alonso
Pérez Tejada y Act. Fernando Pérez Marquez por el tiempo dedicado a revisarlo, corregirlo

y enriquecerlo.

A Jaime Vazquez Alamilla, a Jair Morales y a Salvador Nufiez por todo el apoyo brindado
durante este tiempo.

Gracias.



DEDICATORIAS

A mis padres, Ramoén e Isabel por siempre haber creido en mi a lo largo de este ciclo, y por
toda la ayuda brindada durante el mismo.

A mis hermanos, René, Sara y Rafael por mostrarme la sencillez de la vida atn en los
momentos mas dificiles.



INDICE

INTRODUCCION............cocoosveoeeireriesieeeeeiss e 1
CAPITULO 1: NOCIONES PREELIMINARES DE PROBABILIDAD Y
ESTADISTICA...........ooooee s 3
1.1 Variables alEatorias..........coueerueeriierieeiieeie et esite et ette et stee st e esteeebeesseesnbeeseessaeensaesnsaens 3
1.2 Clasificacion de variables aleatorias..........ccuieerieieeiieeeiieesieeereee e e e e 4
1.2.1 Variables aleatorias diSCTeLaS. ..........cccuieruiiriieiiieiieetieeee et ettt e sene e 4
1.2.2  Variables aleatorias CONTINUAS..........ccueerrueeeriieeerireerieeesreeesreeeseeeeeereesseeesseeesseeensnes 7
1.3 Momentos de una variable aleatoria...........ccceerveerieriieniieniieiie et 9
1.4 Funcion generadora de MOMENTOS. .......ccuveeeiieeeiieeriieerieeesieeeireeesireeseeeeseeeeeaeeesneeenns 12
1.5 Algunas nociones de probabilidad condicional..............coccueeriiriieniiniiiiiieeieeeese e 15
1.6 Algunos teoremas TelEVANTES........cccuieeiiieeiiieeiieeeiieeetee et er e eare e eee e sae e e eaeeeeareeeneeas 16
1.7 Nociones basicas de eStadiStiCa........cueeruirriieriieiiieie ettt 17
1.8 Pruebas de bondad de aJuste..........ceecueriiiiieiiieeiie ettt 18
CAPITULO 2: APLICACIONES DE VARIABLES ALEATORIAS MIXTAS A LA
MODELACION, COSTEO Y MANEJO DE ALGUNOS SEGUROS DE DANOS........ 21
2.1 Combinacién entre variables continuas y variables discretas..........ccceeveeecveerciveeninnenn. 21
2.2 Célculo de los momentos de las variables aleatorias mixtas y su interpretacion en el
SEEUIO A€ AATIOS. .. veeeeiiieeiiieeeiteeriee ettt e et e et e e et e e etteessseeeesseeessseeensseeennseeenneas 23
2.3 Variables mixtas como modelo de algunos seguros de dafios...........cceecueereeeieenieennnnnne. 25
2.4 La distribucCion de S .....coouioiiiiiieieeiee et eree 30
2.4.1  CONVOIUCIONES. ....c.utiiuiieiiieiieriieeieeeiie et et e et e e st eebeesteesebeesseesnbeeseesaseeseesnseenseennseenne 30
2.4.2 Me¢étodo de la funcidon generadora de momentos............eeeveeerveeeriveeeiieeniueeenveeennen. 33
2.4.3 M¢étodo de aproXimacion GAUSSIANA. .......cc.eeerveerureerueerreereeeniieeseeseeenseeseeesseesneenseens 34
2.5 Calculo de la prima de riesgo, prima recargada, prima neta y prima total..................... 39

CAPITULO 3: APROXIMACION A LA DISTRIBUCION DE S MEDIANTE LA
DISCRETIZACION SELECTIVA DE RECLAMOS INDIVIDUALES APLICADA AL

TEOREMA DE PANJER, EN EL MODELO DE RIESGO COLECTIO...................... 40
3.1 Modelo de 11€SZ0 COLECTIVO....uiiiiiiiiiiieeiieeciie ettt et ereeeare e e ee e saeeesnnaee e 40
3.2 Caracteristicas NUMETICAS A€ S .....cc.ooviiriiiiiiiiiiiciieiece e 40
3.3 Distribuciones apropiadas para N y X, ..ccccoceviiiiiiiiniiiiiienieencecreeeeie e 41
3.3.1  Distribuciones Para N ......cccoeiiiiiiiiieeiierie ettt ettt et e bee s eneeas 41
3.3.2  DIStrIbUCIONES PArd X, ..cc.ceouiiiiiiiiiiiiiniieieeieneete ettt sttt e 43
3.4 Métodos para encontrar o aproximar la distribucidn de S ........ccccoocevviniininiiniencnene 44
3.4.1 MeEtodo de CONVOIUCIONES. ......eeiuiiiiieiiieiieciie ettt ettt 44
3.4.2 Me¢étodo de aproximacion Normal a la distribucion de S ......cccccooveviiiiniiniencnnnenne. 49
3.5 Método alternativo de discretizacion selectiva de reclamos individuales aplicado al

Teorema de Panjer........cc.ooiuiiiiiiii e et e 50

3.6 Comparaciones entre los métodos de discretizacion selectiva de reclamos individuales,
convoluciones y de aproXimacion NnOrmal...........ccccocveveerierierienienieneeieneene e 62



CAPITULO 4: APROXIMACIONES AL COEFICIENTE DE AJUSTE MEDIANTE
POLINOMIOS DE TAYLOR Y EL METODO DE NEWTON-RHAPSON, EN EL

MODELQ EN TIEMPQO DISCRETO.............eiiiiiiiieiieiesieeieeesieeie e 64
4.1 Modelacion del comportamiento de carteras de seguro a lo largo del tiempo como un

PTOCESO A TIESZ0...uveeerieuiieeiieeieeeiteettestteeteestteeteesteeenseeseeenseesseessseeseesnseenseessseeseesnsaans 64
4.5 Modelo en tIeMPO AISCIELO......c.uuieeirieeiieeeiieesteeerieeerteeesiteeereeesaeeeeseeeesseeesnseeessseeennnes 65
4.5 Aproximaciones al coeficiente de ajuste mediante los polinomios de Taylor y el método

de Newton-RRhaPSON........coiiiiieiieciee ettt et e nee e e e e 67
4.5 Modelo en tiemMPO CONLIMUO. .......eeruiieiieriieetientieeiteesiteeteeseeeaeeseteeseessseeseessseenseesssesnsees 73

4.5 Comparaciones entre el modelo en tiempo continuo y el modelo en tiempo discreto....77
CONCLUSIONES..........ooooieeeeseee ettt ettt ettt at ettt e saeeseeneesneenseas 80

BIBLIOGRAFTIA................ooooeoeeeeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e e 82



INTRODUCCION

Los seguros tienen por objeto la cobertura de riesgos ligados a fenomenos aleatorios los
cuales, en general, son econémicamente adversos. Dichos fendomenos involucran una
incertidumbre sobre los posibles resultados en que pueden derivar, como por ejemplo la
destruccion parcial o total de bienes materiales, pérdida de riquezas, etc. En particular los
seguros de dafos garantizan a las personas y a los entes que desean utilizarlos, mediante el
pago de ciertas cantidades de dinero denominadas primas, el resarcimiento monetario de las
perdidas en su patrimonio por las cuales pudieran ser afectados, dentro de los limites y
segun las modalidades previstas en el momento de establecer el contrato de seguro. En
sintesis, la existencia de este tipo de instrumentos sirve para defender a los individuos y
organizaciones, contra todas aquellas adversidades frente a las cuales la prevencion es
practicamente imposible, y el ahorro insuficiente.

En este sentido y debido a la incertidumbre involucrada en la ocurrencia de los eventos
catastroficos a los que hacen frente los seguros de dafos, su tratamiento, evaluacion, costeo
y manejo requiere una fundamentacion en ramas de la matematica enfocadas al estudio de
fenomenos aleatorios como la teoria de la probabilidad y la teoria del riesgo. No obstante,
en muchas ocasiones los métodos utilizados por las aseguradoras no se apegan lo suficiente
a dichos fundamentos, y por lo tanto sus procedimientos pueden ser mejorados.

El objetivo de este trabajo es el de exponer, de manera general, la forma en que se utilizan
varias herramientas matematicas para modelar diversos tipos de seguros de dafios, sin
embargo, también busca hacer algunas propuestas, fundamentadas en la teoria del riesgo, la
estadistica y el analisis numérico, para mejorar su tratamiento, evaluacion, costeo y manejo.
Cabe sefalar, que también puede ser utilizado como material de consulta de ciertos temas,
en el curso de matemadticas actuariales del seguro de dafios.

En el capitulo I se introducen conceptos basicos de la teoria de la probabilidad, los cuales
fungirdan de base tedrica para los procedimientos de modelacion, costeo y manejo de
carteras que se expondran en los capitulos posteriores. También se introducen las
herramientas estadisticas basicas para el manejo de la informacion, a partir de las cuales se
realizaran los célculos respectivos. Los textos que se consultaron en la elaboracion de este
capitulo son aquellos denotados por los nimeros (4), (5), (6) y (7) de la bibliografia.

A su vez en el capitulo II, se expone la manera en que son utilizados los conceptos del
capitulo I para modelar varios tipos de seguros de danos, ademas de que se detalla la forma
en que, a partir de estos modelos, se obtienen métodos para analizar su comportamiento y
las cantidades necesarias para costear dichos seguros. Los elementos tedricos de este
capitulo fueron redactados tomando como base (1) y (2).

En el capitulo III, se expone el modelo de riesgo colectivo el cual se utilizard para modelar
algunos seguros de dafios que no fueron incluidos en el capitulo anterior; se enuncian sus
principales caracteristicas numéricas, asi como los métodos tradicionales que existen para
encontrar o aproximar la distribucion del monto agregado de reclamos. Finalmente, se
propone un método alternativo para aproximar dicha distribucion, para posteriormente



contrastarlo con los métodos tradicionales. La parte tedrica de este capitulo fue redactada
tomando en cuenta elementos de (1), (2) y (3).

Por ultimo, en el capitulo IV se exponen las herramientas utilizadas en el manejo de las
carteras a lo largo del tiempo, se expone el modelo en tiempo discreto para la evaluacion de
las mismas y se hace una propuesta, utilizando como fundamento a los polinomios de
Taylor y al método de Newton-Rhapson, para aproximar con tanta precision como se desee
la cota de Lundberg. Finalmente se comparan los resultados obtenidos a través del modelo
en tiempo discreto con los obtenidos a través del modelo en tiempo continuo. Los
elementos tedricos de este capitulo fueron redactados basados en (1), (2), (9), (10) y (11).



CAPITULO 1: NOCIONES PREELIMINARES DE PROBABILIDAD Y
ESTADISTICA.

En este capitulo se revisaran varios conceptos probabilidad y estadistica, asi como
teoremas, propiedades y sus respectivas aplicaciones que justificardn los métodos y
procedimientos de los capitulos posteriores.

1.1 Variables aleatorias

Las variables aleatorias normalmente modelan cierto tipo de fendmenos, los cuales
involucran una incertidumbre sobre los posibles resultados en que pueden derivar. En esta
seccion se definird formalmente lo que es una variable aleatoria y se caracterizaran los tipos
mas comunes de ellas.

La definicién de variable aleatoria involucra conceptos de teoria de la medida, no obstante
existe una definicion equivalente la cual excluye este tipo de conceptos y es mas practica
para los propositos de este texto. Antes de enunciar esta definicion, se establecen algunos
conceptos preliminares.

Definicion. (o — dlgebra). Sea Q un conjunto. Una coleccién I' de subconjuntos de Q
esuna o —dlgebrade Q si cumple las siguientes condiciones:

1. Qel’

2.S1 A€l ,entonces A° €I”

3.Si{4,} , T, entonces UA,. el

i=1

Para las siguientes definiciones se supondra siempre que €2 es un conjunto cualquieray I’
una o —algebrade Q.

Definicion. (Medida de Probabilidad). Una medida de probabilidad es una funcion
P:T"—[0,1], que satisface:

1. P(Q) =1
2. P(4)20, VAeT

3.Si{4,} , T satisface que AiﬂAj esnula Vi=# j, entonces P[U A ]= ZP[A,.].

i=1 i=l1

Cabe senalar que a la tercia ordenada (€,I", P) se le denomina regularmente en la literatura
espacio de probabilidad. Estos conceptos permiten establecer la siguiente definicion:

Definicién. (Variable aleatoria). Una variable aleatoria es una funcion X: Q>R ' la
cual verifica que X '(—o,x]el’ 2, paratoda xeR.

"R se refiere al conjunto de los nimeros reales, los detalles de este conjunto se estudian en Spivak, Michael.
Calculus, Reverte, 1992.




De ahora en adelante se denotara al conjunto X ' (—o0,x] con la notacion [X < x]. Este
conjunto puede interpretarse con fines practicos como ‘el evento de que la variable
aleatoria X tome un valor menor o igual a un niimero x”. Una vez que se ha definido la
nocion de variable aleatoria, se establece a continuacidén la definicion de funcidon de
distribucion la cual permitird hacer una clasificacion de las variables aleatorias.

Definicion. (Funciéon de distribucion). La funcion de distribuciéon de una variable
aleatoria X es la funcion F : R —[0,1], definida como sigue:

F(x)=P[X <x]
donde P es una medida de probabilidad.

De esta definicion se puede concluir inmediatamente, que dado un espacio de probabilidad
(Q,I',P) y una variable aleatoria X, siempre existe su correspondiente funciéon de

distribucion. A continuacion se enuncian algunas propiedades importantes de F'(x):

Propiedad I. Sea F'(x) la funcion de distribucion de una variable aleatoria X . Entonces:
1. lim F(x)=1

X—>0

. lim F(x)=0

2
3.S1 x, <x,, entonces F(x,)< F(x,)
4. F(x) es continua por la derecha, es decir lim F(x)=F(x,) 7 para todo X, €N

X—>Xg

9]

. P[X <a]=lim F(x).
6. Pla< X <b]=F(b) - lim F(x)
7. P[a<X<b]:lir£F(x)—F(a)

1.2 Clasificacion de variables aleatorias

Las variables aleatorias se dividen en varios tipos dependiendo de las caracteristicas de la
correspondiente funcion de distribucion. En este escrito, debido a sus fines practicos, so6lo
se estableceran tres tipos, pero en cursos avanzados de probabilidad pueden establecerse
mas subdivisiones.

1.2.1 Variables aleatorias discretas

2 El simbolo X ' (—o0, x] se refiere a la imagen inversa del conjunto (—o0,x]bajo la funcion X, la

definicion y propiedades de este concepto pueden encontrarse en Bartle, Robert G., Introduccion al andlisis
matemdtico, Limusa, 1982.

3 El simbolo lim F'(x) se refiere al limite por la derecha de F'(x) en el punto X, , las nociones de limite,
x—>x,"

limite por la derecha y limite por la izquierda se discuten en Spivak, Michael. Calculus, Reverte, 1992.




Definicion. (Variable aleatoria discreta). La variable aleatoria X se llama discreta si su
correspondiente funcion de distribucion F(x) es una funcion constante por pedazos. Esto

quiere decir que F(x) es una funcion escalon ?. Para aclarar ideas, el siguiente grafico
ejemplificara una funcioén que es “constante por pedazos” .

Grafico 1.1

Funcion constante por pedazos
15 1 1 T 1 1 1

Una definicién equivalente de este tipo de variables aleatorias las caracteriza como aquellas
cuyo conjunto imagen, denotado por Im(X) °, es a lo mas numerable °. Ahora bien, sea X

una variable aleatoria discreta. Para este tipo de variables aleatorias siempre es posible
encontrar un intervalo de la forma [x,,x;], en el cual la correspondiente funcion de
distribucion de X, la cual se denotard por F(x), tiene uno y solo un salto. Por cada uno de
estos intervalos se puede obtener una nueva funcion definida de la siguiente manera:
f(x;)=F(x;)-F(x;). A la funcién f se le denomina funcion de densidad de X,

* Las caracteristicas de las funciones escalon se pueden estudiar en Spivak, Michael. Calculus, Reverte, 1992.

> La definicion y propiedades de este concepto pueden encontrarse en Bartle, Robert G., Introduccion al
andlisis matemdtico, Limusa, 1982.

% La numerabilidad de un conjunto A cualquiera se discute en Rudin, Walter._Principles of mathematical
Analysis, McGraw-Hill, 1964.




ademas el namero f(x,) representa la probabilidad de que X tome el valor puntual x,. De
manera formal:

P[X =x] si F tiene un salto en x

fx)=

0 e.o.c

Existe una forma de reconstruir la funcidon de distribucion de X a partir de su funcion de
densidad, que consiste en sumar todos los posibles valores de f(x) hasta el valor en el que

se desea evaluar F'(x), es decir:

1) F(x)=) f(u)

usx
A continuacion se establece un ejemplo para aclarar el uso de esta formula.

Ejemplo 1. Sea X una variable aleatoria cuya funcion de densidad esta dada por:

1/5 si x=1,2,3,4,5
f(x)=

0 e.o.c

A continuacion se calcula F(3) y P[2< X <4].
Segun la formula (1):

F3)=2 fw)=/M)+f2)+f3)=3/5

u<3

Es claro que para cualquier nimero y e[3,4) se tiene que F(y)=3/5. Si se procede
analogamente para los numeros 1,2, 4 y 5, se tiene que:

(0 si x<l1
/5 si xe[l,2)
2/5 si xe€[23)
F(x) :< 3/5 si x€[3,4)
4/5 si xe[4))
! si x2>1

Ahora para calcular P[2 < X <4], se utiliza la Propiedad I:



P[2< X <4]=lim F(x)- F(2)=3/5-2/5=1/5
x—>4"

En la practica, las variables aleatorias discretas se utilizan para modelar el comportamiento
de fenémenos aleatorios cuyos posibles resultados son subconjuntos de N .

1.2.2 Variables aleatorias continuas
Definicion. (Variable aleatoria continua). La variable aleatoria X se llama continua si su
correspondiente funcién de distribucion es una funcidn continua .

En cursos avanzados de probabilidad se divide a las variables aleatorias continuas en
absolutamente continuas y singulares °. No obstante puesto que las variables que se
manejaran en los capitulos posteriores de este texto son del primer tipo, se establecera su
definicion y de aqui en adelante cada vez que se refiera a una variable aleatoria continua,
se sobreentendera que la misma es absolutamente continua.

Definicion. (Variable aleatoria absolutamente continua). La variable aleatoria continua
X con funciéon de distribucion F(x) se llama absolutamente continua, si existe una

funcion no negativa e integrable f tal que para cualquier valor de x se cumple:

) F(x)= [ fu)du

En tal caso a la funcion f se le llama funcion de densidad de X . Al igual que en el caso
de las variables aleatorias discretas hay una forma de obtener la funcion de densidad f(x)
a partir de la funcion de distribucion F'(x), mediante la aplicacion del teorema fundamental
del calculo ’. Esto es:

3) fx)=F'(x)

Es claro, a partir de la ecuacion (2), la manera en que se puede reconstruir F'(x) si se
conoce f(x).

Ejemplo 2. Sea X una variable aleatoria cuya funcion de distribucion esta dada por:

l1—e™ si xe[0,0)
F(x)=

0 e.o.c

"N representa al conjunto de los nimeros naturales {1, 2, 3, 4,........ }
¥ Una funcién f:9R — R es continua en x, € R si lim f(x) = f(x,). Los detalles de la continuidad
X=X,

de una funcion se estudian en Spivak, Michael. Calculus, Reverte, 1992.

? Véase Rincén, Luis. Curso intermedio de Probabilidad, Las Prensas de Ciencias, 2007.
' Este teorema puede encontrarse en Spivak, Michael. Calculus, Reverte, 1992.




A continuacion se calcula f(x) y P[1<X <2].
Segun la ecuacion (3):
f(x)= (l —e )': 2e

para x €[0,). Ahora bien, si x € (—»,0) se tiene que f(x)= (0)'= 0. A continuacién se
resumen los resultados en el siguiente grafico:

Grafico 1.2
Funcidn de densidad de ¥

25 T T T T

2 L
1458

g 1t
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0
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Ahora segun la Propiedad I:

P1IS X <2]=F(Q)- lir?F(x) =(l-e™)- 1ir¥;(1—e*2)‘) =(l-e)-(1-e?)

A partir de este ejemplo se puede inferir que cuando la variable aleatoria X es continua:

@) Pla< X <b]=F(b)- lim F(x)=F(b) - F(a)



Ademas se puede demostrar también que si X es continua, la siguiente igualdad se
verifica:

(5) Pla<X <b]=lim F(x) - F(a) = F(b)~ F(a)

Cabe mencionar que a partir de la Propiedad I, se puede demostrar que si f(x) es la
funcion de densidad de una variable aleatoria X continua, entonces:

I f(x)dx =1
Mientras que si X es discreta:

D f(x)=1

i=1

Existe un tercer tipo de variables aleatorias, las cuales modelan bastante mejor que los dos
tipos que se acaban de examinar, los riesgos asegurables dentro del ramo del seguro de
dafios. No obstante, puesto que su definiciéon surge de manera natural al examinar un
ejemplo que involucre una situacion real, el concepto de esta tercera clasificacion se
introduce en el siguiente capitulo de este texto.

1.3 Momentos de una variable aleatoria

Los momentos de una variable aleatoria son nimeros que brindan informacion acerca de las
caracteristicas o comportamiento de dicha variable. En general, los primeros dos son los
mas usados y seran de gran utilidad en los capitulos posteriores de este texto.

Para las siguiente definicion se supondra que X es una variable aleatoria y f(x) su
correspondiente funcion de densidad.

Definicion. (Esperanza o primer momento de una variable aleatoria). Sea X una
variable aleatoria continua, entonces la esperanza de X, a la que se denotara con el
simbolo E[X], se define como:

E[X]= Txf(x)dx

—0

Mientras que si X es discreta, E[ X ] se define como:

ELX1=Y %, /(x))



En algunas ocasiones el numero E[X] no es convergente '/, en este caso se dice que X
tiene esperanza infinita. Pero cuando E[ X] es convergente, lo cual se denota E[X]< o0, se

dice que X tiene esperanza finita. Es frecuente que a la esperanza de una variable
aleatoria también se le llame media y se le denote con el simbolo x. En el siguiente

capitulo se expone un concepto nuevo, la integral de Riemann-Stieltjes, el cual permite
definir de una manera mas general el concepto de esperanza y brinda un método para
calcular E[X] para variables aleatorias que no son ni completamente discretas ni

completamente continuas.

A continuacion se enuncia una propiedad importante de la esperanza:

Propiedad II. Sea { X, } |, una coleccion de variables aleatorias, tales que E[X,;]<oo para

toda i y {c, }, unconjunto de constantes tales que ¢, € R para toda 7. Entonces:

E[iciXi]:Zn:ciE[Xi]

En un plano mas practico cabe resaltar, que la interpretacion del primer momento de una
variable aleatoria es de gran utilidad, pues representa un promedio ponderado de los
posibles valores que puede tomar dicha variable. Es decir, si se modela un fendmeno cuyo
resultado es incierto con una variable aleatoria X, entonces E[X] representard, en

promedio, el resultado en que derivara dicho fendmeno.

Es frecuente encontrar casos en los que una variable aleatoria ¥ es funcion de otra variable
aleatoria X, esto es Y =g(X), y en los cuales la funcion de densidad de Y es

desconocida o dificil de obtener. No obstante, existe un método para calcular £[Y]con el

simple hecho de conocer la funciéon de densidad de X . Este hecho se enuncia en la
siguiente propiedad:

Propiedad III. (Ley del estadistico inconsciente). Sean X y Y dos variables aleatorias
tales que Y =g(X), para alguna funciéon g. Sea f(x) la funcion de densidad de X .
Entonces, si X es continua:

E[Y]= E[g(X)]= | g(x)/(x)dx

Mientras que si X es discreta, se tiene que:

0

0
"' La convergencia de una integral de la forma J. g o de una serie de la forma Z g(i) se discute en
2w i=1

Spivak, Michael. Calculus, Reverte, 1992.
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E[Y]=E[g(X)]=2 g(x)f(x,)
i=1
Ejemplo 3. Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad dada por:

3 * X % 3-x . _ 12
(j (172 *(1/2)"" si x=0,1,23
X

fx)=

0 e.o.c

Sea Y = X*. A continuacion se calcula E[Y].

Si se escribe Y = g(X) con g(u)=u’, por la Propiedad III se tiene que:

3 3 3 ) )
E[Y]= E[g(X)]= E[X*]= 3 g(x)f(x)=2 i’ U *(1/2) (/)

=02 *#1*1*(1/2)° + 1> #3%(1/2)° +2> *3*(1/2)°
+32%1%(1/2)°
=(1/2)° (0+3+12+9)=24/8=3

Al nimero E[X’] se le llama segundo momento de la variable aleatoria X , de igual

forma si el nimero E[X*] es convergente se dice que X tiene segundo momento finito.

De manera general, si ne N se denota por E[X"] al n-¢simo momento de la variable
aleatoria X .

Finalmente se especificard una caracteristica de las variable aleatorias, que no es

precisamente un momento pero que brinda informacion acerca de que tan “alejados” en
promedio estan los valores de X del valor constante E[.X].

Definicion.(Varianza) Sea X una variable aleatoria con primer momento finito. La
varianza de X , a la que se denotara por Var[ X], se define como:

Var[X1=E[ (X - E[X])*]

12 , n
El simbolo

J representa el nimero de combinaciones posibles de un conjunto de 7 elementos, cuando
X

estos son tomados en subconjuntos de tamafio X .
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Seglin esta definicion, la varianza es una medida del grado de dispersion de los diferentes
valores tomados por la variable con respecto a su media. La varianza se denota

regularmente por el simbolo o*. A la raiz cuadrada de o se le llama desviacion estandar,
y se le denota por o . Nuevamente hay casos en los que Var[ X] no es convergente, y en

esa situacion se dice que la variable aleatoria no tiene varianza.

Puede utilizarse la Propiedad II, para encontrar una manera mas sencilla de calcular
Var[ X]:

(6) Var[X1= E[(X - E[X])’]= E[X* —2XE[X]+ (E[X])’]
= E[X*]-2(E[X])” + (E[X])’
= E[X*]- (E[X])’

Finalmente se enunciara un resultado el cual facilita el calculo de la varianza de una suma
. . . . 13
de variables aleatorias, cuando estas son independientes "~ :

Propiedad IV. Sean { X}, un conjunto de variables aleatorias independientes tales que
Var[X,] <o paratoda i y {c,}, un conjunto de constantes tales que c, € R para toda

i . Entonces:
Var[z ¢ X, ]= Z ¢, Var[X,]
i=1 i=1

1.4 Funcion Generadora de Momentos

A la mayor parte de las distribuciones que se utilizan en este texto, se les puede asignar una
funcidn la cual facilita en gran medida el célculo de cualquiera de sus momentos, y ademas
identifica de manera tnica dicha distribucion, es decir, con el simple hecho de identificar la
forma de la funcion generadora de momentos de una variable, se puede inferir que
distribucion tiene.

Definicion. (Funcion generadora de momentos). La funcion generadora de momentos de
la variable aleatoria X es la funcion:

My (1) =E[e™]

definida para valores reales de t tales que E[e” ]<oo.

13 . . . n . . . . ., .
Se dice que las variables aleatorias { X, } ., son independientes, si se satisface que su funcion de densidad

conjunta es el producto de las funciones de densidad de cada una de las variables X ;. El concepto de funcion

de densidad conjunta se introduce en las secciones posteriores de este mismo capitulo. Los detalles formales
de esta definicidén se encuentran en Mood, Alexander et al .Introduction to the theory of statistics, McGraw-
Hill, 1963.

12



Si se calcula la derivada con respecto a ¢t de M , (), se tiene que:

d(E[e’X )_ d(e’X) 3 X
dt = dt 1=£lXe7]

Abhora si se evalua la derivada en cero se tiene que:

E tX
d((gf])o = E[Xe"" ] = E[X]
Es decir, la primera derivada de la funcion generadora de momentos (f.g.m.) de X
evaluada en cero es igual a E[ X]. Si se procede de manera recursiva se obtiene un método
para calcular el n-ésimo momento de X, para cualquier ne€ N. Este hecho se puede
expresar formalmente de la siguiente manera:

Ozdn(f;[tet ])O=E[Xn]

d"(M, (1))
dt

(M

Ejemplo 4. Con la funcién de densidad de la variable aleatoria X del Ejemplo 3, se
calculard nuevamente E[X °] con el método de la f.g.m.

La funcién generadora de momentos del Ejemplo 3 esta dada por:

3

M, () = ie” * (3}“ (1/2) *(1/2)3_i = 2(3] * (1/2e’)i(1/2)3_i
i=0 1 1

i=0

=(1/2¢' +1/2)
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Grafico 1.3

Funcidn generadora de momentos de ¥
18 T T T T T

16

14
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Ahora:

2 2 ‘ 3
d*(M, (1), _d (0/2¢" +1/2) ) —(3/2¢' *e' *(1/2%e' +1/2)+3/2% ' *(1/2% ¢ +1/2))
dt ’ dt ’ 0

=3/2*%1+3/2*1=3
Lo cual coincide con el resultado del Ejemplo 3.

A continuacidn se enuncia una propiedad que facilita el calculo de la funcion generadora de
momentos de una suma de variables aleatorias:

Propiedad V. Sean X,,X,,..,X, variables aleatorias independientes, y cuyas f.g.m.

existen en una vecindad no trivial alrededor del cero. Esto es E[e™ ] <o para toda i y para
toda ¢ € (—s,s) para algiin numero positivo s. Entonces:

M. O=T]M, )
¢, =110

i=1

Finalmente, es importante sefialar que si se conoce M ,(f) y esta es igual a M, (),
entonces X'y Y tienen la misma distribucion.
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1.5 Algunas nociones de probabilidad condicional

En esta seccion se enuncian varias definiciones y propiedades importantes referentes al
proceso de condicionamiento de una variable aleatoria con respecto a otra. Para las
siguientes definiciones y propiedades se supone que X y Y son dos variables aleatorias.

Definicion. (Funcion de distribucion conjunta). La funcion de distribucion conjunta de
X y Y, esuna funcion F(x,y):R* —[0,1]dada por:

F(x,y)=P[X <x,Y<y]

Definicion. (Funcion de densidad conjunta).Sean X y Y variables aleatorias continuas.
La funcién de densidad conjunta de X y Y, si existe '*, es una funcion

f(x,¥):R* >[0,00) que verifica:

F(x,y)= ji .y[f(s,t) dtds

—00—00

Mientras que si X y Y son discretas, su funcion de densidad conjunta se define como
aquella funciéon f(x, y):R*> —[0,1] que satisface:

f(x’y):P[X:x’Y:y]
Hay una propiedad importante que permite obtener las funciones de densidad individuales
tanto de X como de Y, a partir de su respectiva funcidon de densidad conjunta, la cual se

establece a continuacion.

Propiedad VI. Sean X y Y variables aleatorias continuas y f(x,y) su correspondiente
funcion de densidad conjunta. Dendtese por f,(x) y f,(») a las funciones de densidad
individuales de X y Y respectivamente. Entonces, la siguientes igualdades se verifican:

Sy @)= [ S p)dy
Sy )= [ £ y)dx

Mientras que si X y Y son discretas:

14 . .. .
Hay ocasiones en que f (X, )) puede no existir, no obstante, para todos los casos que se examinan en este

texto la existencia de f(X, )) estd asegurada. Véase Rincon, Luis .Curso intermedio de probabilidad. Las

Prensas de Ciencias, 2007 . Este material se puede consultar en http://www.matematicas.unam.mx/lars.
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Fe@ =2 f ()

L 0=Y fGx0)

En seguida se define las funciones de densidad condicional, asi como la esperanza
condicional de una variable aleatoria dado un valor de otra. Para las siguientes definiciones

se supone que y, € R, verifica f,(y,)#0.

Definicion. (Funcion de densidad condicional).La funcion de densidad condicional de
X dado que Y =y, esta dada por:

f(xayo)

fx\y=y0 (X‘J’o) = 1 (o)

Definicion. (Esperanza condicional). Sean X y Y variables aleatorias continuas. La
esperanza condicional de X dado que Y = y,, se define como:

0

E[XY =y,1= [x fy,_,, (d3) dx

—00

Mientras que si X y Y son discretas:

E[X‘Y=y0] =zxi fx\y:yo (x;]¥0)

i=1
Las definiciones para fY‘ Xex, (y\xo) y E[Y] \X = X, |son andalogas. Es claro que por cada
valor particular que tome Y, existe un valor E[X \Y =y,] asociado. Esto permite definir
una nueva variable aleatoria A(Y) = E[X \Y ]. Cabe sefialar que si Y fuera discreta, entonces

E[X \ Y] seria también discreta; de igual forma si Y fuera continua, entonces E[X \ Y] seria

continua. Finalmente, se enunciara la siguiente propiedad de la funcion A(Y):

Propiedad VII. Sean X y Y dos variables aleatorias con primero y segundo momento
finito. Entonces las siguientes igualdades se verifican:

E[X]=E[E[X|Y]]
Var{X1= E[Var[ X|Y1] + Var[ E[X|Y]]

1.6 Algunos teoremas relevantes

16



Teorema 1. (Probabilidad total). Sea (Q2,I", P) un espacio de probabilidad y {4}, T’

una coleccion de eventos tales que AiﬂA ; es nula para toda i# j y ademas UAi =Q.
i=1
Sea B eI . Entonces:

PIB1=Y. PLBI4,]1PL4,]

Teorema 2. (Del limite central). Sea X, X,,.. una sucesién de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas'’ tales que para cada natural n, E[X =0y

Var[X,]= 0o’ <. Entonces:

> X, —nu —> N(O,))

i=l

Jno

1.7 Nociones basicas de estadistica
En esta seccion se detallardn algunos conceptos basicos de estadistica, asi como varios
teoremas relevantes.

Definicion. (Muestra aleatoria). Una muestra aleatoria de una poblacion con funcién de
densidad de probabilidad f(x;©)', es un conjunto {X }o,, de variables aleatorias

i=1»

independientes y tales que todas comparten a f(x) como funcion de densidad.

Definicion. (Estimador). Sea{X,} , una muestra aleatoria de una poblacion con funcién

de densidad f(x;®). Un estimador del pardmetro & € ® , al cual se denotard por &, es una
funcién de la muestra aleatoria. Es decir:

0=T(X,, X,,... X,)
para alguna funciéon 7.

Cabe senalar que en algunas ocasiones no so6lo se busca estimar algin parametro
desconocido, sino alguna funcion de él como por ejemplo 7(6) = E[X,] o ¢(0) =Var[X,].

No obstante, existen algunos estimadores conocidos, los cuales estiman con mucha
exactitud dichas funciones. A continuacion se enlistaran dos de ellos, los cuales seran de
gran utilidad en los capitulos posteriores:

1 . . . . . . ., .
> Esto quiere decir todas las variables aleatorias tienen la misma funcion de densidad.

'® El simbolo © representa al conjunto de cantidades desconocidas incluidas en la funcién de densidad de
probabilidad de la muestra, a las cuales se les denomina parametros.
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=

(8) X =

I [~
i

Z_L* _ Y)?
© =P -D)

Estos son los estimadores mas comtinmente usados para 7(0) = E[X,;] y ¢(0)=Var[X,]
respectivamente.

1.8 Pruebas de bondad de ajuste

Una de las herramientas estadisticas mds comunmente usadas en la practica es la
realizacion de las pruebas de hipotesis. Una prueba de hipdtesis es un procedimiento el cual
consiste en comparar una cantidad concreta obtenida a partir de la muestra aleatoria,
llamada estadistico de prueba'’, contra un valor fijo obtenido a través de tablas de
aproximaciones numéricas, para comparar dos hipotesis Ho y Ha que se hacen acerca de
f(x;®). Dicho valor es el nimero real 7, en el cual F,(t,)=1-a, donde F,(¥)
representa a la funcion de distribucion del estadistico de prueba y « €(0,1) el nivel de
significancia descriptivo de la prueba, el cual se elige antes de la misma. Al nimero ¢, se le

suele denominar también cuantil 1 -«

Una prueba de bondad de ajuste es un caso particular de las pruebas de hipotesis en la
cual la suposicion Ho propone una distribucién concreta para la muestra aleatoria. La
prueba de bondad de ajuste mas conocida es la denominada prueba ji-cuadrada.

La prueba ji-cuadrada consiste en dividir al conjunto de los niimeros reales en k +1
clases mutuamente excluyentes, y una vez hecho esto calcular la probabilidad p; de que

una observacion aleatoria X caiga en la j-ésima clase suponiendo cierta la hipotesis
Ho , paratoda j. Después de esto, se calcula el estadistico de prueba el cual esta dado por:

d (n, —np,)’
=2

Jj=0 j

Donde n; representa el nimero de observaciones de la muestra contenidas en la j-ésima

clase y n el tamafio de la muestra. Finalmente se compara y’.: con el cuantil 1-« de una
distribucion ji-cuadrada con &k —m grados de libertad. En este caso m representa el
niimero de parametros estimados. De aqui en adelante, y*-») denotara al cuantil 1-¢.

'" La definicion formal de estadistico de prueba puede encontrarse en Mood, Alexander et al Introduction to
the theory of statistics, McGraw-Hill, 1963.
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La regla de decisién es rechazar Ho, al (1—«)de confianza, si y’ex = ¥ (-m); €n caso

contrario se acepta Ho. Para dejar més claro este punto a continuacion se detallard un
ejemplo:

Ejemplo S. Se tiene una muestra aleatoria de valores enteros no negativos la cual se resume
en la siguiente tabla:

Observacion |0 1 2 3 6 8
Repeticiones | 13 27 28 17 11 1 2 1 0
de la

observacion

A continuacion se realizard una prueba ji-cuadrada, para contrastar las hipdtesis:
Ho: X ~ Poisson(A) vs. Ha: X + Poisson(A)

al 0.95 de confianza'®. En primer lugar, se estimard el parametroA para explicitar la
distribucion que segin Ho debe tener X . Ahora se puede demostrar que si
X ~ Poisson(), entonces E[X]=A, por lo tanto segin (8) X es un buen estimador para
A . Haciendo los célculos se tiene que:

X=1*ZX,.=1(1)0(13*0+27*1+28*2+17*3+11*4+1*5+2*6+1*7+0*8)
no g

=130(27+56+51+44+5+12+7)=2.02

Por lo tanto las hipdtesis a contrastar quedan de la forma:

Ho: X ~ Poisson(2.02) vs. Ha: X + Poisson(2.02).

En este caso las observaciones se dividiran en los 9 grupos dados por la informacién en la
tabla. A continuacion se calculard p, paratoda j:

2. 2 0 -2.02
Py =P[X =0]= (O)f = 0.13265547
2. 2 1 -2.02
po=px =11= 92 ¢ 26796404
5o . . (1) e
Se dice que X ~ Poisson(A),si f,(x)= BT
X!
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Procediendo de manera andloga se obtienen los demés valores, que se enlistan en la
siguiente tabla:

P, =0.13265547
P, =0.26796404
p, =0.27064368
p, =0.18223341
P, =0.09202787
ps =0.03717926
P, =0.01251702
P, =0.00361205
Py =0.0011672

Con estos datos se procedera al célculo del estadistico de prueba:

=4.152986991

Ahora bien esta cantidad debe compararse con y’s-1). Buscando dicho valor en tablas se

obtiene que y*(7 =14.1. Por lo tanto puesto que y’es =4.152986991<14.1= y*), se
concluye que X ~ Poisson(2.02) al 0.95 de confianza. Cabe sefialar que si hubiese

ocurrido que y’ex > x>, se hubiera rechazado la hipétesis Ho y por lo tanto se hubiera
concluido que X no tiene una distribucion Poisson.
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CAPITULO 2: APLICACIONES DE VARIABLES ALEATORIAS MIXTAS A LA
MODELACION, COSTEO Y MANEJO DE ALGUNOS SEGUROS DE DANOS.

En este capitulo se expondrd la manera en que se utilizan las herramientas del capitulo
previo para modelar varios tipos de seguros de dafios, y a su vez se introducira el concepto
de un tipo distinto de variable aleatoria. También se detallardn los métodos mas
comunmente usados para el manejo y evaluacion de dichos seguros, y finalmente se
describira la manera en que, partir de estos elementos, se calcula el monto de los diversos
tipos de primas existentes.

2.1 Combinacion entre variables continuas y variables discretas

Las variables aleatorias se clasifican en varios tipos dependiendo de las caracteristicas de la
correspondiente funcion de distribucion. Al menos existen tres tipos: discretas, continuas y
combinaciones de estas dos, a las que se denominara mixtas. En el capitulo previo se
introdujo la definicién y caracteristicas de las variables discretas y de las variables
continuas, por lo que a continuacion Gnicamente se estudiara el tercer tipo de variables.

Definicion. (Variable aleatoria mixta). Una variable aleatoria X que no es discreta ni
continua se llama variable aleatoria mixta. Es decir son aquellas, cuya funcion de
distribucion en algunos intervalos presenta saltos, mientras que en otros intervalos es

continua. Para aclarar ideas, a continuacion se expone un ejemplo.

Ejemplo 1. Se tiene la siguiente funcion de distribucion, la cual corresponde a la de una
variable aleatoria mixta X .

0 si x<0

F(x)=1-¢e" si 0<x<3

A continuacién se esbozara su grafica y se encontrara la respectiva funcion de densidad de
X:
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Grafico 2.1

Funcidn de distribucian de la variable aleatoria mixta %
1"“1‘ T T T T T T T

En este grafico se puede observar que en el intervalo [0,3) la variable aleatoria es continua,

mientras que en el valor puntual 3 hay un salto, lo cual indica que en ese punto la variable
aleatoria se comporta como una variable aleatoria discreta y ademas que toma el valor 3

con probabilidad e~ . Puesto que X es mixta, su funcién de densidad se encontrara a partir
de la combinacion de los métodos expuestos en el Capitulo 1 para obtener funciones de
densidad tanto de variables aleatorias discretas como continuas. Ya que en el intervalo
[0,3), F(x) es continua se tiene que:

f)=F@@)=1-e")=e"
Mientras que para el valor puntual 3 se calculard el tamafio del salto:
fQB)=1-(1-e’)=e"

Ahora puesto que en los intervalos (—o0,0) y (3,0), F(x) es continua, se tiene que
f(x)=F"'(x)=0. En sintesis:

0 six<0 ox>3
f(x)y=<¢e" six €[0,3)
- six=3
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Grafico 2.2
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En el Capitulo 1 se definio E[X] para variables aleatorias continuas y discretas, pero se

omitid la definicion para la clase de las variables mixtas. A continuacion se definira la
esperanza de una variable aleatoria mixta.

2.2 Calculo de los momentos de las variables aleatorias mixtas y su interpretacion en
el seguro de dafos

Definicion (Esperanza de una variable mixta). Sea X una variable aleatoria mixta con

funcion de distribucion F'(x). La esperanza de X, denotada por E[X], se define como el

numero:

E[X]= TxdF(x)

—00

Esta definicién involucra un concepto matematico que se estudia en cursos de Analisis
Matemético II: la integral de Riemann-Stieltjes '°. No obstante debido a su naturaleza
practica, este texto se limitard a enunciar algunas de sus propiedades que permitiran
calcular los momentos de las variables aleatorias mixtas.

" Los detalles y propiedades de este concepto se encuentran en Rudin, Walter. Principles of mathematical
Analysis, McGraw-Hill, 1964.
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Propiedad I. Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucion F(x) y funcidon de
densidad f(x).Si F(x) es diferenciable %°, entonces:

o0

I xdF (x) = Txf (x)dx

—0

Lo cual quiere decir que si F(x) es diferenciable, entonces la esperanza de X se calcula
con la integral de Riemann ordinaria.

Propiedad II. Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucion F(x) y funcion de
densidad f(x) . Si F(x) es constante excepto en los puntos x,,Xx,,..., entonces:

[xF()=3 %,/ )

Estas dos propiedades permitiran calcular las esperanzas de las variables aleatorias mixtas,
ademas estas propiedades se pueden extender facilmente para calcular todos los momentos
de las variables aleatorias mixtas, es decir las siguientes ecuaciones son validas:

e Si F(x) es diferenciabley n € N, entonces:

E[X"]= Tx”dF(x) :Tx"f(x)dx

e Si F(x) es constante excepto en los puntos x,,x,,..., y n € N :

o0

ELX" )= [x"dF (=Y " f(x))

—0

En sintesis, estas propiedades establecen que en los intervalos donde la funcion de
distribucion sea continua, la esperanza se calculard como se calcula para las variables
aleatorias continuas, mientras que en los puntos donde haya saltos, la esperanza se calculara
como se calcula para las variables aleatorias discretas. Para dejar mas claro el uso de estas

propiedades, se calcula a continuacién E[X] y E[X ] del Ejemplo 1:

E[X]= TxdF(x) = j xdF (x) + Txa’F(x) = j xf(x)dx +3* P[X =3]

% Se dice que una funcion 1 : R — R es diferenciable en un punto x, si f es derivable en x.
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=jxe*)‘dx+3*(1—(1—e*3))

X X

- 3 -3
=-Xxe ,+H3e

3 _
0 €

=1-3¢> —e? 43¢ =1-¢"

E[X’]= szdF(x) = IxzdF(x) + szdF(x) = szf(x)dx +32 % P[X =3]

xle T dx+3**¥(1-(1-e7))

S C—

X

3
=-x’e"|; + 2J'xe’x +37 %7
0
=—3)*e? +2(1-3*%e” —e?)+3* *e7
=2(1-3%e” —e7)

Para calcular Var[ X]basta aplicar la formula (6) del Capitulo 1. Cabe sefialar que en el
caso del area de seguros, E[X] representa la prima de riesgo. Esta prima se define como
la cantidad suficiente que el asegurador requiere para hacer frente la pérdida aleatoria X .

Mas aun, -/Var[ X] es la cantidad que representa las desviaciones en la siniestralidad de X .

En la practica, ademas de la prima de riesgo, existen al menos tres tipos mas de primas.
Dichas primas tienen como base a la prima de riesgo, pero ademas incluyen diversos tipos
de incrementos, como lo es margen de seguridad, el margen de utilidad, derechos sobre
poliza y otros mas. La definicion matematica, asi como la descripcion de estas primas se
hace en la seccion 2.5.

2.3 Variables mixtas como modelo de algunos seguros de dafios

A partir de este momento se va a considerar que se tiene un subconjunto de n poélizas de
seguro, las cuales tienen la caracteristica de que so6lo admiten una y s6lo una reclamacion
por siniestro durante el tiempo de vigencia de las mismas. Se denotard la pérdida aleatoria

que la i -ésima poliza le causa al asegurador con la variable X,.
Definicion. El monto agregado de reclamos se define como la variable aleatoria S tal que:
S=X,+X,+..+X,

Esta variable es el monto total que afronta una compafiia aseguradora por concepto de
reclamaciones durante el periodo completo del seguro. A partir de esta definicion se puede
observar que el comportamiento de S depende completamente del comportamiento de las
variables individuales X,. En seguida se examinan dos ejemplos, en los cuales las
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estructuras de las variables X, modelan bastante bien las reclamaciones aleatorias de varios
tipos de seguros de dafios.

Ejemplo 2.: Se supone que se tiene una poéliza de seguro la cual obliga a pagar una suma
asegurada de $150,000, si ocurre el robo total de una motocicleta en el periodo de un afio.

La probabilidad de robo total de motocicletas segin la experiencia estadistica de la
compafiia es 0.1. Sea X el monto que paga la compafiia aseguradora por esta poliza.
Primeramente se calculara la funcion de distribucion de X', asi como E[X] y Var[X], ya

que dichas cantidades seran de gran utilidad, para calcular los diversos tipos de primas:

Se sabe que:
P[X =0]=0.9

P[X =150,000]=0.1
Entonces:
0 si x<0
F(x)=< 09 si 0<x<150,000
1 si x>150,000

Ahora, por la ley del estadistico inconsciente:

E[X]=0%*0.9+150,000*0.1=15,000
E[X?]=07*0.9 + (150,000)° *0.1 = 2,250,000,000
= Var[ X]=2,025,000,000

Ejemplo 3.: Se supone que se tiene una poéliza de seguro la cual cubre la pérdida por
incendio de una tienda de abarrotes con una suma asegurada maxima de 5,000 pesos.
Ademas la podliza de este seguro estipula que se cubrird a lo mas un siniestro durante el
tiempo de vigencia de la misma. Se supone también que la probabilidad de que ocurra un
incendio en la tienda es 0.1, y por lo tanto la probabilidad de que no se incendie la tienda
en el periodo de vigencia de la pdliza es 0.9 . Finalmente, se asume que la probabilidad de
que dado que ocurri6 un incendid en la tienda, la pérdida en la misma exceda 5,000 pesos,
es también 0.1. Ademas se sabe que la distribucion de los posibles reclamos dado que
ocurrié el siniestro esta dada por A(x)=0.00036(1—x/5,000) *' en el intervalo (0;5,000).

Sea X el monto que paga la aseguradora por la pérdida aleatoria. Se calculard E[X],
Var[X], F(x) y f(x).

21 L4 . .. . .y . .
Esta es la funcion de densidad condicional de los reclamos aleatorios dado que ocurri6 el siniestro.
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En primer lugar, se introducira a la variable aleatoria / la cual indica la ocurrencia o no
ocurrencia del incendio. En este caso particular, es claro que el evento (/ =1) se refiere a la

ocurrencia del incendio, mientras que el evento (/ =0) se refiere a la no ocurrencia.

Utilizando el teorema de la probabilidad total para calcular la funcién de distribucion de
X se tienen los siguientes casos:

Caso 1: x<0
F(x)=P[X <x]=P[X <x{I=0] P[] =0]+P[X <x]=1] P[I=1]

=0%0.9+0%0.1
=0
Caso 2: x=0
F(0)=P[X <0]=P[X <0=0] P[I=0]+P[X<0/=1] P[]=1]
=1*%0.9+0%0.1
=0.9

Caso 3: 0<x<5,000
F(x)=P[X <x]=P[X<0]+P0< X <x]=0.9+P[0<X <x|[=0] P[I=0]
+P0< X <x[=1] P[I=1]

=0.9+0%0.9+.1*[0.00036(1 - ¢/5,000)dt
0

=0.9+0.1*0.00036 * (x — x* /10,000)
=0.9 +0.000036 * (x — x> /10,000)

Caso 4: x2>5,000
F(x)=P[X <x]=1
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Si se observa el comportamiento de F(x) se puede concluir que X es una variable
aleatoria mixta; esto se debe a que F(x) presenta dos saltos uno en el valor puntual Oy
otro en el valor puntual 5,000, mientras que en (—o0;0) U (0;5,000) U (5,000;0) F(x) es
una funcidon continua. Una vez hecha esta observacion se calculara a continuacion f(x).
Procediendo de manera analoga al Ejemplo 2 se tiene que:

0 si x & (—0;0)|_J (5,000; 0)
f(x)=)09 six=0

0.000036 * (1 —x/5,000) si0< x<5,000

0.01 si x = 5,000
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Grafico 2.4
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Es necesario sefialar que los valores de f(0) y f(5,000) no a parecen en el grafico, debido
a que son muy grandes con respecto a la escala del mismo. Ahora bien, se calculard E[.X]
y Var[ X]. Utilizando las Propiedades I y II de la integral de Riemann-Stieltjes:

) 5,000
E[X]= [xdF(x)=0*P[X =0]+ [x*0.000036(1 - x/5,000)dx + 5,000 * P[X =5,000]
—o 0

5,000
=0*09+ jx *0.000036(1 — x/5,000)dx + 5,000 *0.01

0

=0.000036 * (x> /2 - x* /15,000)| ;™ +50

=150+ 50
=200
Ahora:
© 5,000
E[Xz] = _[xzdF(x) =0% * P[X=0]+ _[xz *0.000036(1 — x/5,000)dx + 5,000* * P[X =5,000]
—o 0

5,000

=0*09+ sz *0.000036(1 — x/5,000)dx + 5,000° *0.01
0
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=0.000036*(x* /3—x*/ 20,000)‘ 2% 1250,000

=374,999.9 + 250,000
=624,999.9

s Var[X]=624,999.9 — 200° =584,999.9

2.4 La distribucion de S

En esta seccion se expondran tres métodos con los que se puede encontrar la distribucion de
la variable aleatoria S o bien una aproximacion: el método de convoluciones, el de la
funcion generadora de momentos y el de aproximaciéon gaussiana. A partir de este
momento, se asumira que las variables X, que conforman la variable S son independientes.

2.4.1 Convoluciones
Segun la teoria de la probabilidad se sabe que si Xy Y son dos variables aleatorias
continuas e independientes con funcién de densidad conjunta f(x, y), la variable aleatoria

X + Y tiene funcion de densidad:

(1) L @)= [ f@=v,v)dv= [ f@=v)f; v)dv

Cuando las variables son discretas, se tiene la igualdad:
(2) fX+Y(u):Zkf(”_kak):Zkfx(u_k)fy(k)

Definicion. La convolucion de dos funciones de densidad continuas f, y f,, es una
funcion de densidad denotada por f, * f,, y definida como sigue:

i * 1)) = [ A=) f2(0)dy

Mientras que si f, y f, fueran discretas:

(fy * )0 =2, [ =K f, (k)

Suponiendo que se tienen tres variables aleatorias continuas e independientes X,Y,Z, por
la teoria de la probabilidad, la funcioén de densidad de la suma esta dada por:

Frorr@= [ [ g = v=2,,20dvdz = [ [ £, =2 ) f, 01, (2)dvez
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= T 1, (z)( T fru=z=p)fy (y)dy]dz

= [ 1,y * S -2z
=((fx *fy)* f) W)

Ahora bien, si X,Y,Z fueran discretas:

Loz @ =23 foy,u=k=Lk D= 3 [ @—k=1)f, )1, 1)
=3 DY, fy =k =D)f, (k)
=3 L O * fi)w=D)

=((fx * fy)* f2) W)

Este resultado permite obtener un algoritmo generalizado para encontrar la funcidén de
densidad de la suma de n variables aleatorias independientes, el cual se resume en esta
propiedad:

Propiedad III. Sean X, X,,..., X, variables aleatorias independientes, entonces la funcion
de densidad de su suma estd dada por:

— (D %
fix,- W) =(f Sxn) )

1

. (n=1) _ rn-2) %
donde: f =f Sx,
f(n—2) :f(n—3) *fX"_z
2
f( ) = f)(1 * fxz

Ejemplo 4. Se supone que se tienen tres variables aleatorias X,Y,Z, las cuales toman los
valores 0;1,000;2,000 y 2,500 con las probabilidades enlistadas en la siguiente tabla:

Tabla 2.1
S Sx(x) Sr(») f7(2)
0 0.5 0.6 0
1,000 0.2 0.2 04
2,000 0.3 0.2 04
2,500 0 0 0.2
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A continuacion se encuentra la funcion de densidadde S=X+Y +Z7.

Segtin lo establecido por la férmula iterativa de la Propiedad III, se calculard en primer
lugar f, * f . Primeramente se establecen los posibles valores que puede tomar X +7,

estos son 0;1,000;2,000;2,500; 3,000, 3,500; 4,000; 4,500 y 5,000 . Ahora:
(fx * SO0 =D fr(0=k)f, (k)= £, (0)f,(0)=0.5%0.6=0.3

(fx * fY )(1,000) = Zk fx (1,000 — k)fy (k)= fx (I,OOO)fY 0) + fx (O)fy (1,000)
=0.2*%0.6+0.2*%0.5=0.22
(fy * y)(2,000) =" (2,000 = k)1, (k) = f (2,000) £, (0) + f (1,000) £, (1,000)

+ /x(0)f,(2,000)
=0.3%0.6+0.2%0.2+0.5%0.2=0.32

Si se procede andlogamente para los demas valores se obtiene:

Tabla 2.2

S Sfx(x) Sr(») f2(2) (fX*fy)(S)

0 0.5 0.6 0 0.3
1,000 0.2 0.2 04 0.22
2,000 0.3 0.2 0.4 0.32
2,500 0 0 0.2 0
3,000 0.1
3,500 0
4,000 0.06
4,500 0
5,000 0

Segln el algoritmo posteriormente se debe obtener (f, * f,)™* f, utilizando la cuarta y
quinta columna de esta tltima tabla, realizando estos célculos se tiene lo siguiente:

Tabla 2.3

S Sx (%) Sy () f2(2) (fX*fy)(S) ((fx * fy)* f2)s)

0 0.5 0.6 0 0.3 0
1,000 0.2 0.2 0.4 0.22 0.12
2,000 0.3 0.2 0.4 0.32 0.208
2,500 0 0 0.2 0 0.06
3,000 0.1 0.216
3,500 0 0.044
4,000 0.06 0.168
4,500 0 0.064
5,000 0 0.064
5,500 0.02
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6,000 0.024
6,500 0.012

La ultima columna corresponde a la funcion de densidad de S, ademas a partir de esta
columna resulta sumamente sencillo calcular su funcién de distribucion. Los resultados
finales se enlistan en la siguiente tabla:

Tabla 2.4

s fs(s) Fs(s)

0 0 0
1,000 0.12 0.12
2,000 0.208 0.328
2,500 0.06 0.388
3,000 0.216 0.604
3,500 0.044 0.648
4,000 0.168 0.816
4,500 0.064 0.88
5,000 0.064 0.944
5,500 0.02 0.964
6,000 0.024 0.988
6,500 0.012 1

Cabe sefalar que este método, aunque es exacto, puede generar grandes complicaciones de
calculo cuando n es muy grande, por lo cual se expondran a continuaciéon otros dos
métodos que permiten obtener o en su caso aproximar la distribucion de S de una manera
mas sencilla.

2.4.2 Método de la funcion generadora de momentos
En esta seccion se expondrd la manera en que se utiliza la Propiedad V del Capitulo 1,
para encontrar la distribucion S .

A continuacion se mostrara un ejemplo para aclarar el uso de esta propiedad:

Ejemplo 5. Se supone que se tiene una coleccion de variables aleatorias independientes
100

X% tal que X. ~ Poisson(50). En seguida se encuentra la distribucion de S=)» X. .
i) =l q i g i
i=1

Usando la Propiedad V del Capitulo 1, se tiene que:

100 100
Mlon (l) = HMX (l‘) = Heso(@ - eS,OOO(e -1)
2 i=1 ’ i)

i=1
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Es claro que > ™ es la funcion generadora de momentos de una variable Poisson con

parametro 5,000, por lo tanto se puede concluir que:

100
S=>" X, ~ Poisson(5,000)

i=l1

Aunque este método también se puede aplicar cuando 7 es grande, la mayoria de las veces
resulta casi imposible hacer el reconocimiento de la funcidn generadora resultante de
multiplicar las funciones generadoras individuales, por lo cual en seguida se introducird un
método cuya aplicacion practica no presenta ninguna dificultad.

2.4.3 Método de aproximacion gaussiana

En esta seccion se utiliza el Teorema 2 enunciado en el Capitulo 1 de este texto, para dar
una aproximacion a la distribucion de S. Este teorema serd bastante util, ya que si bien
brinda s6lo una aproximacion, si nes bastante grande la precision de la misma es muy
buena. En seguida, se establecerd un ejemplo para que quede claro el uso del teorema.

Ejemplo 6. Una compaifiia aseguradora tiene un portafolio con 100 pdélizas individuales.
Sea X, el monto aleatorio que paga la compaiiia aseguradora al i-ésimo asegurado por

concepto de reclamacion. Ademés se tiene que para cada poliza, la probabilidad de
reclamacion es 1/6, y que la distribucion de los montos de reclamo dado que hubo una
reclamacion esta dada por:

2-2x si xe(0,1)
f(x)=

0 e.o.c

a)Utilizando dos métodos distintos, se calculard f(s), F(s), E[S] y Var[S] para conocer
la siniestralidad esperada, asi como la desviacion promedio de la misma.

1) El primer método consiste en encontrar la funcion de distribucion los reclamos
individuales. Sea X, uno de los 100 reclamos individuales. Procediendo andlogamente a la

forma en que se procedio en el Ejemplo 3, se tienen los siguientes casos:

Caso 1: x<0
F(x)=P[X,<x]=P[X,<x{I=0] P[I=0]+P[X, <x[=1] P[] =1]

=0*5/6+0%1/6
=0

Caso 2: x=0

F(0)=P[X, <0]=P[X, <07=0] P[I=0]+P[X, <0/ =1] P[I=1]
=1*5/6+0%*1/6
=5/6
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Caso 3: 0<x<1
F(x)=P[X, <x]=P[X, <0]+P[0< X, Sx]:5/6+P[O<Xin‘I:O] P[I=0]

+P0< X, <xI=1] P[I=1]
:5/6+0*5/6+1/6*j2(1—t)dt
0

X
0

=5/6+1/6* (- (1-1))
=5/6+1/6%(—x” +2x)

Caso 4: x=>1
F(x)=P[X, <x]=1

Grafico 2.5

Funcidn de distribucidn de los reclamos individuales
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Una vez que se tiene la funcion de distribucion de cada reclamo individual, se debe obtener
su respectiva funcion de densidad. Si se procede de manera andloga al Ejemplo 1 se tiene
que:
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0 six<0 0 x>1
5

six=0

fx)= 6

2/6(1-x) si0<x<l1

Grafico 2.6
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Ahora bien:

E[X,]= TxdF(x) =0*P[X=O]+Ix*2/6(l—x)dx

—00

=0%5/6+1/6*(x* ~2/3x7) }
=1/18

Y:

E[(X,)’]= szdF(x) =0’ *P[X=0]+jx2 *2/6(1 - x)dx

1
=0*5/6+2/6*jx2(1—x)dx

0
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=2/6%(x* /3-x*14)[} =1/36
Var[X1=1/36 - (1/18)* = 0.02469

Ahora, como las X, son independientes se tiene que:

32 32
E[S]1=E[D>_X,]=) E[X,]=100*1/18=50/9

i=1 i=1

32 32
Var[S1=Var{) X, 1= Var[X,]1=100*0.02469 =2.469

i=l i=1

i1) El segundo método consiste en utilizar la Propiedad VII del Capitulo 1, para obtener
los valores correspondientes de la siniestralidad de §. Utilizando dichas férmulas y la ley
del estadistico inconsciente se tiene que:

E[X,]= E[E[X;, 1]]=21:E[X,~

i=0

I=i] P[I =i]=E[X,|[=0]*5/6+E[X,|[[=1]*1/6
1
=0*1%5/6+[x* £, (xdx*1/6
0

1
=0*1%5/6+ [x*2(1—-x)dx*1/6
0

=1/18
Var[X,]= E[Var[ X ,|I]]+ Var[E[ X, I]] :i Var[ X, |I =i] P[I =i]
+ E[(E[X,|1])*] - (E[ELX, [1])*

=Var[X,|I =0] P[I =0]+ Var[ X |I =0]P[I =1]
+(E[X,|I =0)* P[I=0]+(E[X,I=1])" P[I=1]
—(E[E[X,|11])*

=(¥ (- ELX, 1202 £, (0)) PLT = 0]

+(j(x—E[Xi

0

1:1])2in](x1)de PlI=1]
* (Zxx *Sxo (x\O))2 P[I =0]
+

1)’

[ [ lel(xl)de P[I =1] - (E[E[X,

=0%5/6+ [I(x—E[Xi I= 1])2in1(x1)de *

37



P[I:1]+0*5/6+(J‘x*fx[l(xl)de * p[I =1]

—(E[X,|[1=01* P[I =01+ E[X, |1 =1]* P[I =1])]

- (I (6~ ELX,

I1=1])° frp (xl)dx] * P =1]

+ Ux *fr (xl)de * P[I=1]*(1- P[I =1])

=(1/6-(1/3))*1/6+(1/3)> *1/6*5/6
=0.024691

Como las X, son independientes:

32 32
E[S1=E[D_X,1=) E[X,]=100*1/18=50/9

i=l1 i=1

32 32
Var[S1=Var{) X, 1= Var[X,]1=100*0.02469 =2.469

i=1 i=1

b) Ahora bien, se tiene la problematica de que la compania requiere que el monto de las
primas individuales, sirva para cubrir también el monto total que pagard de esta cartera por
concepto de desviaciones en la siniestralidad. ;Cuanto debe recargar las primas de riesgo
individuales E[.X,] para que esto suceda con un nivel de confianza de 0.95?

La traduccion matematica de esta condicion es:
3) P[S—(1+0)E[S]<0]=P[S<(1+60)E[S]]=0.95
Se tiene que:

E[S]=50/9
Var[S]=2.469

Entonces (3) es equivalente a:

S—50/9<(1+9)50/9—50/9

J2.469 J2.469

— * *
S 50/9S50/9 0]:613(50/9 9)=0.95
1.571305 1.571305 1.571305

P 1=0.95

P

Por las tablas de la distribucion normal se sabe que:
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Coos =1.65

Entonces:

50/9%60

—————=1.65 = 0=1.65*1.571305*9/50=1.65*0 / 1y, =0.46667
1.571305

.. Las primas individuales deben recargarse 46.667 %

La cantidad o /u; se denomina coeficiente de variacion, el cual indica la cantidad

proporcional en que se debe recargar la prima con respecto a un cuantil establecido, en
relacion a las desviaciones en la siniestralidad.

2.5 Calculo de 1a prima de riesgo, prima recargada, prima neta y prima total

En la practica se distinguen cuatro tipos diferentes de primas: la prima de riesgo, la cual se
definid en este capitulo; la prima de riesgo recargada (P.R.), la cual incluye una cantidad
extra denominada margen o recargo de seguridad a un nivel de confianza previamente
establecido, y cuya ecuacion es:

P.R.=(1+6)E[X]

Cabe sefialar que dicho margen depende de la experiencia estadistica de asegurador, asi
como de las condiciones financieras en las que se encuentre.

La prima neta o de tarifa ** () es aquella que incluye incrementos por concepto de
gastos administrativos, costos de adquisicion y margen de utilidad, es decir, en esta prima
el asegurador incluye los gastos proporcionales por conceptos como luz, agua, teléfono,
salarios, autos utilizados, viajes, comisiones de agentes, bonos por ventas, etc., y por el
monto que el asegurador espera obtener producto del seguro y que representa la utilidad del
mismo. La ecuacion de la prima neta o de tarifa estd dada por:

P.R.
T =
1 — (% Gastos de Administracion + % Gastos de Adquisicion + % Utilidad)

Finalmente, la prima total > (P.T.) es el importe de la prima neta, al que se incluyen los

derechos de poéliza o gastos de expedicion, el recargo por pago fraccionado si lo hubiera y
el impuesto correspondiente.

P.T.= (7 + Recargo por Pago Fraccionado + Derechos de poliza) * (1 + % Impuestos)

*? Cfr. Proyecto Edufinet en http:/150.214.14.125/content/view/429/159
2 Cfr. http://www.segurosdeautos.com.mx/glosario_de_seguros.html
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CAPITULO 3: APROXIMACION A LA DISTRIBUCION DE S MEDIANTE LA
DISCRETIZACION SELECTIVA DE RECLAMOS INDIVIDUALES APLICADA AL
TEOREMA DE PANJER, EN EL MODELO DE RIESGO COLECTIVO.

En el capitulo anterior se expuso la manera en que se modelan aquellos seguros de dafios
cuyas polizas admiten una y solo una reclamacion por siniestro durante el tiempo de
vigencia de las mismas. En este capitulo se expondrd un modelo que permite describir
aquellos seguros de dafios cuyas pdlizas cubren un numero ilimitado de reclamaciones
durante la vigencia de los mismos, se enunciardn sus principales caracteristicas numéricas y
se describiran los métodos tradicionales que existen para encontrar o aproximar la
distribucion del monto agregado de reclamos. Finalmente se propondrd un método
alternativo para aproximar dicha distribucion, para posteriormente contrastarlo con los
métodos tradicionales.

3.1 Modelo de riesgo colectivo

A partir de este momento se va a considerar que se tiene un portafolio de pdlizas de seguro
cuyo tamafio podria desconocerse, es decir, no necesariamente se sabe cuantas pdlizas hay
en dicho portafolio **, y ademas que tiene la caracteristica de que las polizas en dicho
portafolio admiten un numero ilimitado de reclamaciones. Se denotard la pérdida aleatoria
que el i-ésimo reclamo del portafolio genera a la compaiia por X, y ademas se denotara

por N al nimero total aleatorio de reclamos, que dicho portafolio genera durante la
vigencia de las polizas.

Definicion. El modelo de riesgo colectivo se define como la variable aleatoria S tal que:

S=X,+X,+..+X

En este caso § es el monto total que afronta la compaiia por concepto de reclamos
generados por el portafolio, y normalmente se le denomina monto agregado de reclamos.

Para efectos practicos, de aqui en adelante se supondrda que las variables X, son
independientes e idénticamente distribuidas, y ademas que N es también independiente
de cada X,. Ademas se adoptara la notacion E[X l.k] =u,y Var[X,]=0".

3.2 Caracteristicas numéricas de S

Si se observa la estructura de S, se puede inferir que no es una variable aleatoria comn, ya
que involucra dos fuentes de incertidumbre: la primera es el monto aleatorio o intensidad
de cada uno de los reclamos y la segunda, la cantidad de reclamos que se generan a lo largo
de la vigencia de las polizas. No obstante, utilizando de la Propiedad VII del Capitulo 1
es posible encontrar la esperanza, varianza y funcion generadora de momentos de S de una
manera sencilla:

6)) E[S]=E[E[S|N]]=) E[SN =n]P[N =n]

24 . : . 1.
El término cartera se refiere a un subconjunto de polizas de seguro
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:znnuP[Nzn]

=uY nP[N=n]
= M E[N]
Q) Var[S]= E[Var[S|N1]+ Var[E[S|N]]= Y Var[S\N =n] P[N = n]
+ " (E[S|N =n])* PIN =n]
— (ELE[SINTD)?
=0’ E[N]+ u* E[N*]- p* (E[N])’
=0’ E[N]+ 1’ Var[N]
(3) M (1) = E[e”]= E[E[¢®|N]]= ) E[e"|N =n]P[N =n]

L3 B Py =
=Y E[e™ e .- " PN =n]
=Y (E[e™])" PN =n]
_ z In(My )" p P[N =n]

=Z oM x (1) P[N =n]
=M (In(M, (1))

Es preciso establecer, que en el caso del modelo de riesgo colectivo, el valor de E[S]

representa la prima de riesgo. Finalmente, cabe sefialar que si bien estas tres cantidades
brindan informacion bastante importante acerca de S, no funcionan para calcular los
margenes de solvencia ni las desviaciones en la siniestralidad. Debido a esto ultimo, en las

siguientes secciones se expondran métodos para encontrar las distribuciones de N, X, y S.

3.3 Distribuciones apropiadas para N y X,
En esta seccion se enlistaran las distribuciones asociadas a N y X,, que son mas
comunmente usadas en la practica en el proceso de modelacion.

3.3.1 Distribuciones para N
En general, suele modelarse a N con las siguientes distribuciones:

1. Poisson. Se dice que N se distribuye Poisson, lo cual se denotara N ~ Poisson(1),
si su funcion de densidad esta dada por:

fN<n)—2 i
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Si N ~ Poisson(A), se puede demostrar que E[N]=VAR[N]= A4, por lo cual se

utilizara esta distribucion cuando se conozca que la varianza del numero aleatorio de
reclamos es muy parecida a su media.

Binomial Negativa. Se dice que N se distribuye Binomial Negativa, lo cual se
denotard N ~ BinNeg(r, p), si su funcion de densidad est4 dada por:

r+n-1
fN(n)=( ]p’q”
n

Si N ~ BinNeg(r, p), en general se tiene que E[N]= 9 VAR[N], por lo
P

2 =
cual se utilizara esta distribucion cuando se conozca que la varianza del nimero

aleatorio de reclamos es mayor que su media.

Binomial. Se dice que N se distribuye Binomial, lo cual se denotara N ~ Bin(r, p),
si su funcion de densidad esta dada por:

r
S (1) =( jp” q™"
n

Si N ~ Bin(r, p), en general se tiene que E[N]=np >npqg =VAR[N], por lo cual se
utilizara esta distribucion cuando se conozca que la varianza del numero aleatorio de
reclamos es menor que su media.

En general en la practica se cuenta con tablas de estadisticas, en las cuales hay una lista que
revela el nimero de polizas que se siniestraron i veces durante el afio, para valores de i
que sean significativos ». A continuacion se presentard un ejemplo en el que se ajusta una
distribucion para N, cuando se cuenta con una de dichas tablas.

Ejemplo 1. Se tiene experiencia estadistica de 100 pdlizas que durante el tiempo de
vigencia de las mismas se siniestraron en diversas ocasiones, resumida en la siguiente tabla:

Tabla 3.1

Numero de 0 1 2 3 4 5 6 7 8
siniestros

Numero de 11 25 28 20 9 3 3 0 1
polizas

A continuacion se encontrara la distribucion del nimero de siniestros.

3 Este hecho se refiere a que la lista se trunca a partir de que un valor X , que tiene la propiedad de que el

niimero de pélizas que se siniestraron i veces para toda [ > k es cero.
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Primeramente se calcularan X y S°.

o 8
X:(Zifrec(i)j*1/100:(0*11+1*25+2*28+3*20+4*9+5*3
i=0

+6*3+7*0+8%1)*1/100=2.18
8 -
§*=1/100*" frec(i)* (i — X)* =1/100* (11*(-2.18)* +25* (~1.18)* + 28 * (-0.18)’
i=0

+20%(0.82)> +9*(1.82)> +3*(2.82)* +3%(3.82)°
+0%(4.82)> +1*(5.82)% )=2.3276

Puesto que X ~ S?, a continuacion se realizara una prueba de bondad de ajuste, que pruebe

las hipotesis: Ho: X ~ Poisson(2.18) vs. Ha:X + Poisson(2.18). Tomando las 9 clases

especificadas por la tabla y procediendo de manera analoga al Ejemplo 5 del Capitulo 1,
se tiene que g’ ew =5.98879509<14.1= y*7. Por lo tanto se concluye que
X ~ Poisson(2.18) al 0.95 de confianza.

3.3.2 Distribuciones para X,
Puesto que en el caso particular de este texto X, representa el 7-ésimo reclamo aleatorio

individual, es claro que, en general, debe ser modelado por una variable aleatoria no
negativa y que tome un conjunto de valores que incluya valores fraccionarios. No obstante
existen casos en los que distribuciones que incluyen también valores negativos, modelan
bien los problemas practicos. A continuacion se presentan las distribuciones que en la
practica se asocian comunmente a X ;.

4. Gamma. Se dice que X, se distribuye Gamma, lo cual se denotard

X, ~Gamma(r, A), st su funcion de densidad esta dada por:

,
-Ax

/1 r—l1
Sr, (¥)= r” ¢

Cabe senalar que si X, ~Gamma(A,1) , entonces, en realidad, X, ~ Exp(A4).
Es claro que la familia Gamma unicamente modela aquellos fenémenos cuyos

posibles valores son no negativos.

5. Normal. Se dice que X, se distribuye Normal, lo cual se denotard X, ~N(u,07%),
si su funcion de densidad esta dada por:

1 2/, 2
f (X) — e—(x—,u) /20
K 27
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3.4 Métodos para encontrar o aproximar la distribucion de S

En esta seccion se expondran dos de los métodos mas comiunmente usados para encontrar o
aproximar la distribucién de S, mismos que se compararan con el método alternativo de
discretizacion selectiva de montos individuales, el cual serd introducido en la seccion 3.5.

Primeramente se hara la siguiente aclaracion: cuando el nimero de reclamos se distribuye
Poisson, es decir N ~ Poisson(1), se dice que S tiene una distribucion Poisson
compuesta. De manera mas general, cualquier variable aleatoria 7" que pueda escribirse de
la forma T=X,+X, +...+X,,, donde M es una variable que s6lo toma enteros no
negativos, se dice que tiene una distribucion compuesta.

3.4.1 Método de convoluciones
Este método se basa en las distribuciones condicionales de S, dado cada uno de los
posibles valores de N . Utilizando el teorema de la probabilidad total se tiene que:

f)=2, 1 g, (sl PIN =n]

Ahora bien si N=n, § adquiere la forma S=X,+X,+..+X,, y por lo tanto
f s|N=n (s‘n) es en realidad la funcién de densidad de la suma de » variables aleatorias.

Utilizando este hecho y la Propiedad III del Capitulo 2 se tiene que:

) fs®=2 f  _ (sm)PIN=n]=Y" " (s)P[N=n]

S|N=n

donde " (s)=(f"" * Sx ()

A continuacion se expondrd un ejemplo en el que se utiliza (5) para encontrar f(s),
utilizando el método de convoluciones.

Ejemplo 2. Se tiene un portafolio que puede tener una cantidad ilimitada de reclamaciones.
A continuacion se enlista la experiencia estadistica de la compafiia que muestra el numero
de polizas de este tipo que emitid el afio pasado y su respectiva frecuencia de
reclamaciones.

Tabla 3.2
Numero de siniestros Numero de polizas
0 9,6978
1 9,240
2 704
3 43
4 9
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Ademés se sabe que cada reclamo aleatorio individual del portafolio puede ser de
1,000; 2,000 ¢ 3,000, con probabilidades 0.5,0.3 y 0.2 respectivamente. En seguida se

calculara f((s) y Fs(s) para s =0;1,000;2,000;...; 5,000 , asi como E[S] y Var[S].

Primeramente, se calculara X y S°,y posteriormente se encontrara la distribucion de N :

o 8
X:(Zifrec(i)j*l/106974=(O*96978+1*9240+2*704+3*43+4*9)*1/106974

i=0

=0.1011

8 -
S =1/106974* " frec(i) * (i — X)* =1/106974 * (96978 * (0.1011)* + 9240 * (0.8989)°
i=0

+704 % (1.8989)2 + 43 * (2.8989)7 + 9 * (3.8989)?)
=0.1074

Puesto que en este caso X <S°, se realizara una prueba ji-cuadrada, que pruebe las
hipotesis: Ho : N ~ BinNeg(r, p) vs. Ha:N + BinNeg(r, p). No obstante, en primer lugar

se procederd a estimar los parametros » y p, para lo cual se utilizaran las siguientes
ecuaciones:

=P _pxy-x
p

r<1_p)=Var[X]=Sz
p

2

Utilizando estas dos ecuaciones se tiene que:

=P _g 1011
p
r(l-p)
2

p
= 0.1011=0.1074p = p =0.94134

=0.1074

Lo cual implica:
7=0.1011*(0.94134)/0.5866 =1.62241
Por lo tanto se probaran las hipotesis:

Ho :N ~ BinNeg(1.62,0.94139) vs. Ha:N + BinNeg(1.62,0.94139) .
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Ahora bien en este caso se tomard a los siguientes intervalos para realizar la prueba ji-
cuadrada: (—;0], (0;1], (2] y (2;]; esto se debe a que la evidencia estadistica
correspondiente a 3 y 4 siniestros es muy pequeia a comparacion de la evidencia para 0, 1
y 2 siniestros. En seguida se calcularan las p s, sin embargo, en primer lugar se enunciara

una propiedad que facilitara su calculo:

r+n-1)1-
fum =TI ¢ p oy
Utilizando esta propiedad se tiene que:
1.62+1-1 L6 0 L6
Po=/1(0)= | (0.94139) ™ (1-0.94139)" =1*(0.94139) ™ *1=0.90679

(1.62 +1-1)(1-0.94139)

== * £(0)=1.62*0.05861*0.90679 = 0.0861

Si se procede de la misma manera para los demas valores de j, se obtiene la siguiente
tabla:

Tabla 3.3
Do =0.90679

p, =0.0861
p, =0.00661
p, =0.0005

Con estos datos se calculara el estadistico de prueba:

7 i(n’_np) i(nf_106’974pf)2—015606627
=Y S 106,974p, '

Puesto que y e =0.15606627 <3.84 = y°(3-2), se concluye que N ~ BinNeg(1.62,0.94139)
al 0.95 de confianza.

Ahora bien, segun (5):
1.62+n—-1
fs (s):Z fo (s)( " J(O.94139)1'62 (0.05861)"
" n

A continuacidn se procederd a calcular f(s) y F,(s), para s=0;1,000;2,000:;...;5,000 .
Obsérvese que:
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fs©)=2" f(0) P[N =n]
= (0PN =0]+ fP(0)PIN=1]+ f?(0)P[N =2]+ f ¥ (0)P[N =3]

(1.62 + 0)(0.05861)
1
(162+1(0.05861) oy 1 e X+ X, 4+ X, =0] (162:+2) (0.05861)

2 3
=1*0.90679 + P[.X, =0]*0.0861 + P[.X, = 0] P[.X, = 0]* 0.00661
+P[X, =0]P[.X, = 0] P[X, = 0]*0.000467
=1%0.90679 + 0*0.0861+ 0*0*0.00661 + 0 * 0 * 0 * 0.0004674 = 0.90679

= fP(0)P[N=0]+ P[X, =0] P[N=0]+P[X, + X, =0]

f5(1,000)= £ MPN=0]+ P OPN=1]+ £ D)P[N=2]+ [P (1)P[N =3]

= P1)*0.90679 + P[.X, =1]*0.0861 + P[.X, + X, =1]*0.00661
+P[X, + X, + X, =0]*0.000467

=0%*0.90679 +0.5*0.0861 + (P[.X, =1) X, =0]+ P[X, =0[ ) X, =1])*
0.00661+ (P[X, =1 X, =0[)X; =0]+P[X, =0 X, =1{]X, =0]
+ PLX, =0[ )X, =0 X; =1])*0.000467

=0+ 0.04305 + (P[X, =1]P[X, = 0]+ P[ X, =0]P[.X, =1]) * 0.00661
+(P[X, =1]P[X, =0]P[X, =0]+ P[X, =0]P[ X, =1]P[ X, = 0]
+ P[X, =0]P[ X, = 0]P[ X, =1]) * 0.000467

=0.04305+2*0.5*0*0.00661 +3*0.5*0*0*0.000467 = 0.04305

Si se procede de la misma forma para los demas valores, se obtiene la siguiente tabla:

Tabla 3.4
£(0)=0.90679

f5(1,000) =0.04305
f5(2,000) =0.0274825
/f5(3,000)=0.01926138
f5(4,000) =0.00202395
f5(5,000)=0.000931102

El grafico que representa la funcion de densidad de S hasta el valor puntual 5,000, se

presenta a continuacion:
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Grifico 3.1
Funcion de densidad de S
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Haciendo las sumas respectivas de los valores de la funcion de densidad, se obtienen los
siguientes datos de la funcion de distribucion:

Tabla 3.5
F,(0) =0.90679

F, (1,000) = 0.94984
F,(2,000) = 0.9773225
F, (3,000) = 0.99658388
F, (4,000) = 0.99860783
F,(5,000) = 0.999538932

Lo cual corresponde a los valores de F(s) en el rango 0;1,000;2,000;...;5,000. Ahora

bien, si se utilizan estos datos para calcular E[S] y Var[S], se tiene:
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E[S]= ZSS f5(s)=0%0.90679 +1,000 * 0.04305 + 2,000 * 0.0274825 + 3,000 * 0.01926138

+ 4,000 *0.00202395 + 5,000 * 0.000931102
=168.55045

E[S*]=) s* fs(s)=381,993.1675

= Var[S]=397,141.503 — (169.937001)* =353,583.9133
Mientras que si se utilizan las formulas (1) y (2), se obtiene:

(1.62)(0.5861)

0.94139
Var[S1=0" E[N]+ u’ Var{N]= 610,000 * 0.1008595 + 2,890,000 * 0.107139 = 371,156.04

E[S]=p E[N]=(0.5*1,000 + 0.3*2,000 + 0.2 *3,000) * =171.461286

En donde se puede observar que si se obtiene E[S] y Var[S] tomando Unicamente los
valores de f;(s)en el rango 0;1,000;2,000;...;5,000, se genera una leve diferencia con
respecto a los valores exactos obtenidos a través de las formulas.

No obstante, en la realidad practica el conjunto de los montos de los posibles reclamos
individuales suele ser mucho mas grande que el conjunto {1,000; 2,000; 3,000} . Méas aun,
dicho conjunto, en general, ni siquiera es finito. En estos casos el método de convoluciones
se vuelve inoperante, pues genera interminables problemas de célculo. A continuacion se
expone un método que permite manejar este tipo de casos.

3.4.2 Método de aproximacion Normal a la distribucion de §

En esta seccion se examinard un método que permite dar una aproximacion a la distribucién
de §, sin que exista restriccion alguna sobre la distribucion de los posibles reclamos
individuales. No obstante, en primer lugar se enunciard una propiedad la cual facilitara la
aplicacion de este método:

Propiedad 1. Sea {S,}, una coleccion de variables aleatorias Poisson compuestas, tales

que N, ~ Poisson(A,),con A= Z A, . Entonces:

i=1

S=>8,~PC(A)*

i=1

El método de aproximacion normal se basa en el siguiente teorema:

26 . . . . . 7 : . .
Esto quiere decir que S es una variable Poisson compuesta y que el respectivo parametro de la distribucion

Poisson que involucraes A .
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Teorema 3. Sea {S,}/, una coleccion de variables aleatorias Poisson compuestas, tales

que N. ~ Poisson(A.),con A= z A. . Entonces:

i=1

iSi —Au
i=1

A,

cuando A — . Para el caso en que el numero de posibles reclamaciones tiene una
distribucion Binomial Negativa, el teorema queda de la siguiente forma:

~ N(0,))

cuando r > 0.

La manera en que se aplica el método de aproximacion normal se especificard mediante un
ejemplo, el cual se expondra en la seccion 3.6 y se comparara con el método que se expone
en la siguiente seccion.

3.5 Método alternativo de discretizacion selectiva de reclamos individuales aplicado al
Teorema de Panjer

En esta seccion se expondra un método alternativo que permitird aproximar la distribucioén
de § de manera recursiva, lo cual brinda grandes facilidades de célculo. Ademas, este
método permite extender el conjunto de los posibles reclamos individuales a un conjunto
infinito; en primer lugar se introducird el teorema de Panjer y se estableceran las
distribuciones del nimero de reclamos compatibles con ¢él. Posteriormente se expondra la
manera en que se aplica el método alternativo de discretizacion selectiva de reclamos
individuales, y finalmente se ejemplificara su uso con una serie de datos.

Teorema 4. (Formula de recursividad de Panjer). Sea S una variable aleatoria de la
forma §=X, + X, +...+ X , la cual verifica:

(6) P[N:n]:£a+bjP[N:n—l]
n

27

para algunos a,b e R yparatoda ne N,yademas tal que Im(X,)c N “'. Entonces:

2 . . . . .. . ,
7 Esto quiere decir que los posibles reclamos individuales pueden ser cualquier nimero natural
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P[N =0] sis=0
Sfs(s)=

i(“zbh]fx,.(h)ms—h) sis>1

h=1

Se puede demostrar que tres distribuciones que satisfacen (6), son la Poisson(A), la
BinNeg(r, p) y la Bin(k, p). En estos casos los valores de las constantes a y b estan
dados de la siguiente manera:

Tabla 3.6
Si N ~ Poisson(A) a=0
b=A1
Si N ~ BinNeg(r,p) | a=(1- p)
b:(l—p)(l"—l)
Si N ~ Bin(k, p) -p
a =
(1-p)
p PE+D
(1-p)

Ahora bien, a grandes rasgos el método alternativo de discretizacion selectiva de
reclamos individuales aplicado al Teorema de Panjer consiste en estudiar la distribucion
de los reclamos individuales a partir de una muestra aleatoria tomada de la experiencia
estadistica del asegurador, de tal forma que se le pueda asignar una distribucion conocida
mediante la prueba ji-cuadrada. Una vez hecho esto se procede a hacer un analisis por
intervalo; es decir, se propone una coleccion de clases que contengan a la totalidad de la
muestra aleatoria y se propone una “distribucion” por cada una de las clases, de tal forma
que se obtenga una mejor aproximacion al comportamiento por intervalos de los reclamos
individuales. Finalmente se determina, por cada intervalo, un subconjunto de montos
enteros los cuales presenten cierta representatividad con respecto a la “distribucion” por

intervalos, y se procede a aproximar F,(s) con el Teorema de Panjer, utilizando un
proceso de discretizacion que tenga como base a dichos montos representativos.

A continuacion se establecera de manera formal el método:

Paso 1: Redondear los montos de la muestra aleatoria de reclamos individuales y ajustar
una distribucion a dicha muestra.

Paso 2: Proponer una coleccion de clases {C;}_,, que sean mutuamente excluyentes y

tales que la muestra aleatoria de montos de reclamacion individuales este contenida en

Jc;.
J=
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Paso 3: Hacer un andlisis cualitativo del comportamiento y concentracion de los montos de
reclamacion individuales en cada una de las C, ’s.

Paso 4: Segun el andlisis del Paso 3, ajustar o en su defecto proponer cualitativamente una
nueva distribucion a los montos de reclamacion individuales en cada C,, y elegir como

montos enteros representativos cantidades relacionadas con las medidas de tendencia
central® de las distribuciones obtenidas en cada C ;- Cabe senalar que el nimero de montos

enteros representativos que se elijan, dependera del comportamiento de la distribucion de
montos individuales en cada C; y no tiene restriccion alguna.

Paso 5: Con la distribucion obtenida en el Paso 1, para X,, proceder a asignar

probabilidades a los montos enteros representativos de la siguiente manera. Si
G={k,,k,,....k,} representa el conjunto de montos enteros representativos ordenados,

asignar:
(7 p(k,)=Pla, <X, <b,] »

Es importante sefialar que la eleccion de a, y b, puede realizarse de una manera

totalmente arbitraria, con la inica condicién de que los intervalos resultantes de la forma
(a,;b,], contengan Unicamente a un monto entero representativo, es decir k,, y que sean

disjuntos dos a dos. Por ejemplo, dicha eleccion puede realizarse tomando a, =k, | y
b, =k,, en cuyo caso el monto entero representativo quedaria en el extremo derecho del
intervalo, o bien eligiendo a, y b, de tal forma que k, sea el punto medio del intervalo

(a,;b,]. A esta tltima forma de eleccion se le denomina método del punto medio.
Paso 6: Se aplica el Teorema 4 sustituyendo a la funcion f, (%), por la funcién:

»(h) siheG

fy (h)=
0 siheG

A continuacion se establecera un ejemplo para precisar el uso del método expuesto:

® Las medidas de tendencia central mas comunes son la media y la varianza, por lo cual como montos
representativos pueden elegirse, por ejemplo, a He s He, =0c Y He, + Oc,-

%% Una condicién importante que debe cumplir esta asignacion de probabilidades, es que se debe verificar que

> plk)=1.
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Ejemplo 3. Se tiene un portafolio S que puede tener una cantidad ilimitada de
reclamaciones. A continuacion se enlista una muestra aleatoria sobre la frecuencia en los
reclamos individuales que recibi6 el asegurador el afo pasado:

Tabla 3.7
Numero de siniestros | Numero de polizas
0 13
1 27
2 28
3 17
4 11
5 1
6 2
7 1
8 0

Ademas, se cuenta con la siguiente tabla, la cual representa una muestra aleatoria sobre los
posibles montos de reclamacion individuales en pesos:

Tabla 3.8
263.74 2,756.82 4,790.63 6,864.70 9,862.73
342.70 2,769.66 4,852.10 6,886.09
449.76 2,773.35 4,966.34 7,305.23
523.13 2,832.54 4,987.58 7,828.55
545.02 2,908.69 5,213.97 8,005.49
614.05 3,038.23 5,339.48 8,443.37
665.50 3,122.36 5,389.34 8,524.78
867.96 3,823.50 6,200.45 8,602.30
977.15 3,979.43 6,310.60 8,740.52

1,185.05 4,120.46 6,368.16 9,222.49
1,194.22 4,162.97 6,435.48 9,239.29
1,556.05 4,169.92 6,596.50 9,253.58
1,676.72 4,309.96 6,661.56 9,279.31
2,343.21 4,543.28 6,681.65 9,478.73
2,624.07 4,631.96 6,757.41 9,651.84

A continuacion se aproximard la distribucion de S utilizando el método alternativo de
discretizacion selectiva de reclamos individuales expuesto:

En primer lugar, cabe sefialar que segun el Ejemplo 5 del Capitulo 1, la frecuencia o
nimero de reclamos tiene distribucidon Poisson con pardmetro 2.02, es decir

N ~ Poisson(2.02).

Paso 1: Los montos originales y su correspondiente expresion redondeada se enlista en la
siguiente tabla:
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Tabla 3.9

Montos Montos Montos Montos Montos Montos
originales | redondeados | originales | redondeados | originales | redondeados
263.74 263 3,122.36 3,122 6,681.65 6,681
342.70 342 3,823.50 3,823 6,757.41 6,757
449.76 449 3,979.43 3,979 6,864.70 6,864
523.13 523 4,120.46 4,120 6,886.09 6,886
545.02 545 4,162.97 4,162 7,305.23 7,305
614.05 614 4,169.92 4,169 7,828.55 7,828
665.50 665 4,309.96 4,309 8,005.49 8,005
867.96 867 4,543.28 4,543 8,443.37 8,443
977.153 977 4,631.96 4,631 8,524.78 8,524
1,185.05 1,185 4,790.63 4,790 8,602.30 8,602
1,194.22 1,194 4,852.10 4,852 8,740.52 8,740
1,556.05 1,556 4,966.34 4,966 9,222.49 9,222
1,676.72 1,676 4,987.58 4,987 9,239.29 9,239
2,343.21 2,343 5,213.97 5,213 9,253.58 9,253
2,624.07 2,624 5,339.48 5,339 9,279.31 9,279
2,628.79 2,628 5,389.34 5,389 9,478.73 9,478
2,756.82 2,756 6,200.45 6200 9,651.84 9,651
2,769.66 2,769 6,310.60 6,310 9,862.73 9,862
2,773.35 2,773 6,368.16 6,368
2,832.54 2,832 6,435.48 6,435
2,908.69 2,908 6,596.50 6,596

A partir de los datos redondeados se obtienen los siguientes valores:

X =4,792.09
S* =8,480,087.2

Ahora bien a continuacién debe ajustarse una distribucion a los montos de los reclamos
individuales; en este sentido se realizard una prueba de bondad de ajuste para probar
normalidad * 0, es decir, con las hipdtesis:

Ho: X, ~ N(4,792.09;8,480,087.2) vs. Ha: X, + N(4,792.09:3,480,087.2) .

Si se dividen los datos en 10 clases y se realiza una prueba ji-cuadrada, se tiene que
7 e =12.7587874 <14.1= y*(9-3), y por lo tanto se concluye que:

X, ~ N(4,792.09;8,480,087.2)

0 Cabe sefialar que la seleccion de la distribucion propuesta para la prueba de bondad de ajuste, puede
fundamentarse en graficas, observaciones de tendencia o incluso en el ensayo y error, como es el caso.
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Paso 2: Los datos de la Tabla 3.9 se dividiran de mil en mil*', y puesto se ha ajustado una
distribucion normal, la primera y la ultima clases se extenderdn hasta —oo y o
respectivamente. Por lo tanto, se tiene la siguiente coleccion de clases mutuamente

excluyentes: C, = (=90;1,000],C, = (1,000;2,000], C; = (2,000;3,000],C, = (3,000;4,000],
C, =(4,000;5000], C, =(5,000;6000], C, = (6,000;7,000], C, = (7,000;8,000],
C, =(8,000;9,000] y C,, = (9,000;0).

Paso 3: Ahora bien, si se realiza un analisis cualitativo de la concentracion de las
observaciones en cada una de las C,’s, se puede observar que en cada una de dichas

clases los montos no tienen una tendencia hacia una zona particular del intervalo, sino que
empiricamente se observa una uniformidad en su acomodo; a continuacidon se muestra

graficamente dicho acomodo en la clase C;:

Grafico 3.2

Distribucion muestral en la clase G5
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Paso 4: Con base en el Paso 3 se propone una distribucion uniforme continua en cada
uno de los intervalos y por lo tanto el conjunto de montos enteros representativos se

seleccionara utilizando las caracteristicas de la distribucidén uniforme continua en cada C ;e

Es importante sefialar que las clases C, y C,, no son acotadas; no obstante, debido a que

los montos son todos no negativos y no exceden el valor de 10,000 las distribuciones

3! Segtin la precision que se desee tener en el analisis, los datos podrian ser divididos en clases mas pequeiias.
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uniformes continuas de las clases C; y C,,, se asumirdn en los intervalos (0;1,000] y
(9000;10,000) .

Grafico 3.3

Funcidn de densidad propuesta para los montos individuales en la clase C5
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En este caso particular, inicamente se seleccionard un monto entero representativo por cada

2 o ;- . .y . . . ,
clase **. Utilizando las caracteristicas de la distribucién uniforme continua se seleccionaran
los monto enteros representativos de la siguiente manera:

Tabla 3.10
Montos enteros
representativos
k, = ue =500

ky, =uc =1,500
ky = e, =2,500
ky = e, =3,500
ks = pc =4,500
ke = e, =5,500

2 Si se deseara tener mas precision en la aproximacion, podrian elegirse mas de un monto entero
representativo en cada clase.

56



He = 6,500
He, =7,500
He, = 8,500
=9,500

k7
kS
k‘)
klO

Paso 5: En este ejemplo particular la asignacion de probabilidades se hara utilizando el
método del punto medio™, es decir, si k, es el /-ésimo entero representativo, entonces se

tomard a a, como el extremo izquierdo del intervalo C,,y a b, como el extremo derecho

de C,.

Haciendo esta aclaracion y utilizando (7) se tienen los siguientes resultados:

Tabla 3.11

p(k) = PLX; <1,000]= (1{

1,000 - 4,792.09

2,912.05

j =0.0968

B(k,) = P[LO00 < X, <2,000] = ¢ 2,000 —4,792.09 _4 1,000 — 4,792.09 _0.0743
2,912.05 2,912.05
B(k,) = P[2,000 < X, <3,000]= ¢ 3,000 —4,792.09 _4 2,000 —4,792.09 — 0.0998
2,912.05 2912.05
B(k,) = P[3,000 < X, <4,000] = § 4,000 — 4,792.09 _4 3,000 —4,792.09 _0.1227
2.912.05 2.912.05
B(k,) = P[4,000 < X, <5,000] = ¢ 5,000 — 4,792.09 _4 4,000 —4,792.09 _0.1343
2,912.05 2,912.05
B(k,) = P[5,000 < X, <6,000] = 6,000 —4,792.09 _4 5,000 —4,792.09 _0.1312
2,912.05 2,912.05
B(k,) = P[6,000 < X, <7,000] = ¢ 7,000 — 4,792.09 _4 6,000 —4,792.09 _0.1143
2,912.05 2,912.05
B(k,) = P[7,000 < X, <8,000] = ¢ 8,000 — 4,792.09 4 7,000 —4,792.09 — 0.0909
2,912.05 2,912.05
B(k,) = P[8,000 < X, <9,000] = ¢ 9,000 —4,792.09 4 8,000 —4,792.09 — 0.0608
2.912.05 2,.912.05
9,000 —4,792.09
p(k,)=P[X,>9,000]=1- ’ ’ =0.0749
D( 10) [ X, ] ¢[ 2.912.05 j

Graficamente:

33 Cabe sefialar que cuando el niimero de montos enteros representativos es grande, resulta muy laborioso

utilizar el método del punto medio. En estos caso se recomienda utilizar el método del extremo derecho.
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Grafica 3.4
Densidad de los montos enteros representativos
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Paso 6: A continuacion se aplicara el Teorema 4 utilizando £, (4), no sin antes aclarar

que segun las observaciones hechas al mismo y debido a que en este ejemplo particular
N ~ Poisson(2.02), la férmula recursiva queda de la siguiente manera:

S

2 (s)=2'°2(i_hﬂ, ) (s—h>]

Por ejemplo, si s =500 se tiene que:

2.02 (& 2.02 (&
fs(500)—500[;h7x, (h)fs(500—h)]—5m)(;hfxi (h)fs(500—h)j

= 2'03 (0 + 500 *0.0968 * £, (0))

=0.00404 *500 * 0.0968 * P[N =0]
=0.02593892
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Los célculos para el rango de 0 a 40,000 se resumen en la siguiente tabla:

Tabla 3.12
s 2.02 Sy
C | Simseen | Y O

0 0.13265547 0.13265547 0.132655465
500 0.00404 6.42052451 0.02593892 | 0.158594384
1,000 0.00202 1.25544368 0.002536 0.16113038
1,500 0.00134667 14.9071938 0.02007502 | 0.181205401
2,000 0.00101 3.86252354 0.00390115 0.18510655
2,500 0.000808 33.5689909 0.02712374 0.212230295
3,000 0.00067333 10.0219106 0.00674809 | 0.218978381
3,500 0.00057714 58.363011 0.03368379 0.252662176
4,000 0.000505 20.8014235 0.01050472 | 0.263166895
4,500 0.00044889 83.4932532 0.03747919 0.300646089
5,000 0.000404 36.6328297 0.01479966 | 0.315445752
5,500 0.00036727 102.502863 0.03764651 0.353092258
6,000 0.00033667 56.9014089 0.01915681 0.372249066
6,500 0.00031077 110.839517 0.03444551 0.406694577
7,000 0.00028857 79.8291205 0.0230364 0.429730981
7,500 0.00026933 110.669012 0.02980685 0.459537835
8,000 0.0002525 103.297737 0.02608268 0.485620513
8,500 0.00023765 99.366712 0.02361421 0.50923472
9,000 0.00022444 123.426091 0.0277023 0.53693702
9,500 0.00021263 138.121259 0.02936894 0.566305962
10,000 0.000202 148.427944 0.02998244 0.596288407
10,500 0.00019238 59.4216278 0.01143159 0.607719996
11,000 0.00018364 149.612646 0.02747432 0.635194318
11,500 0.00017565 74.9501091 0.01316515 0.648359468
12,000 0.00016833 152.478167 0.02566716 0.674026626
12,500 0.0001616 90.6204723 0.01464427 0.688670894
13,000 0.00015538 148.014334 0.02299915 0.711670045
13,500 0.00014963 104.565862 0.01564615 0.727316196
14,000 0.00014429 137.124774 0.01978515 0.747101342
14,500 0.00013931 115.347663 0.01606912 0.763170464
15,000 0.00013467 122.384146 0.01648107 0.779651529
15,500 0.00013032 121.902756 0.01588668 0.795538211
16,000 0.00012625 106.790434 0.01348229 0.809020504
16,500 0.00012242 123.672736 0.01514054 0.824161045
17,000 0.00011882 93.5103583 0.01111123 0.835272275
17,500 0.00011543 120.798358 0.01394358 | 0.849215857
18,000 0.00011222 82.8050418 0.00929257 0.858508423
18,500 0.00010919 113.689606 0.01241368 | 0.870922099
19,000 0.00010632 80.4171872 0.00854962 | 0.879471716
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19,500 0.00010359 104.631154 0.01083871 0.89031043
20,000 0.000101 69.6316568 0.0070328 0.897343227
20,500 9.8537E-05 91.6174015 0.00902767 | 0.906370893
21,000 9.619E-05 70.885351 0.0068185 0.913189389
21,500 9.3953E-05 79.5640944 0.00747532 | 0.920664713
22,000 9.1818E-05 70.0196642 0.00642908 | 0.927093791
22,500 8.9778E-05 67.9738749 0.00610254 | 0.933196335
23,000 8.7826E-05 67.116422 0.00589457 | 0.939090908
23,500 8.5957E-05 57.6379207 0.00495441 0.944045316
24,000 8.4167E-05 62.4957013 0.00526005 | 0.949305371
24,500 8.2449E-05 49.0372131 0.00404307 | 0.953348439
25,000 0.0000808 56.6153795 0.00457452 | 0.957922962
25,500 7.9216E-05 42.2576817 0.00334747 | 0.961270433
26,000 7.7692E-05 49.9964971 0.00388434 | 0.965154776
26,500 7.6226E-05 37.1095929 0.00282873 | 0.967983508
27,000 7.4815E-05 43.1620099 0.00322916 | 0.971212665
27,500 7.3455E-05 33.0820612 0.00243003 | 0.973642693
28,000 7.2143E-05 36.5449593 0.00263646 | 0.976279151
28,500 7.0877E-05 29.996627 0.00212608 | 0.978405228
29,000 6.9655E-05 30.54357 0.00212752 | 0.980532745
29,500 6.8475E-05 26.7212619 0.00182973 | 0.982362472
30,000 6.7333E-05 25.2152929 0.00169783 | 0.984060302
30,500 6.623E-05 24.1131542 0.001597 0.985657304
31,000 6.5161E-05 20.8346554 0.00135761 0.987014917
31,500 6.4127E-05 21.2780674 0.0013645 0.988379416
32,000 6.3125E-05 17.2694565 0.00109013 0.98946955
32,500 6.2154E-05 18.3820762 0.00114252 | 0.990612067
33,000 6.1212E-05 14.4285134 0.0008832 0.991495267
33,500 6.0299E-05 15.5744921 0.00093912 | 0.992434385
34,000 5.9412E-05 12.1797293 0.00072362 | 0.993158005
34,500 5.8551E-05 12.9724362 0.00075955 0.99391755
35,000 5.7714E-05 10.3779695 0.00059896 | 0.994516507
35,500 5.6901E-05 10.6545583 0.00060626 | 0.995122767
36,000 5.6111E-05 8.89346025 0.00049902 | 0.995621789
36,500 5.5342E-05 8.66128227 0.00047934 | 0.996101125
37,000 5.4595E-05 7.62043261 0.00041603 0.99651716
37,500 5.3867E-05 6.99795967 0.00037696 | 0.996894116
38,000 5.3158E-05 6.50203495 0.00034563 | 0.997239751
38,500 5.2468E-05 5.64620181 0.00029624 | 0.997535993
39,000 5.1795E-05 5.47935454 0.0002838 0.997819796
39,500 5.1139E-05 4.56358359 0.00023338 | 0.998053174
40,000 0.0000505 4.57684319 0.00023113 | 0.998284304

En el siguiente grafico se esboza la aproximacion a la funcion de densidad de S :
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Grafico 3.5
Aproximacion a la densidad de S
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Cabe sefialar que la cuarta y quinta columnas pueden continuar indefinidamente, ya que
puesto que el nimero de posibles reclamos no tiene limite, tampoco la suma agregada de

los reclamos lo tiene. Ahora bien es importante sefialar que f (s) no representa
exactamente P[S =s], sino una aproximacion por intervalos. Por ejemplo, si s =1,000,
f5(s) representa P[500 < § <1,000]. Si se calcula E[S] a partir de la cuarta columna de la
tabla se obtiene que:

(*) E[S]=9,654.94
Mientras que si se obtiene con la férmula (1), se tiene que:

E[S5]=9,680.02
Finalmente se calculard la prima de riesgo recargada (P.R.), para cubrir al 0.953348439

de confianza las desviaciones en la siniestralidad de la cartera S . Utilizando la ecuacion (3)
del Capitulo 2 y la quinta columna de la ltima tabla se tiene que:
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P[S<(1+60)E[S]]=0.953348439 < (1+6)E[S]=24,500
Lo cual utilizando (¥*), implica que:

24,500

=——————1=1.537559
9,654.94693

Por lo tanto la prima de riesgo recargada es:

P.R.=(1+0)E[S]= (1 +1.537559) *9,654.94693 = 24,499.997476

3.6 Comparaciones entre los métodos de discretizacion selectiva de reclamos
individuales, convoluciones y de aproximacion normal.

En esta seccion, en primer lugar, se examinard el Ejemplo 3 utilizando el método de
aproximacion normal y se compararan los resultados con los obtenidos en dicho ejemplo.
Finalmente se hara un balance entre cada uno de estos tres métodos.

Ejemplo 4. Con los datos del Ejemplo 3, se calculard la prima de riesgo recargada para

cubrir al 0.953348439 de confianza las desviaciones en la siniestralidad de la cartera S,
utilizando el método de aproximacioén normal.

Tomando A = Z/L. =2.02, ©=4,792.09, y puesto que:

i=1
w, =p" +o’=(4,792.09)" +8,480,087.2 =31,444,213.7681
Se tiene que:

5-9,680.0218
./63,517,311.8115

~ N(0,1)

Ahora bien si se requiere que:

$ -9,680.0218 _ (1+6)E[S]-9,680.0218
/63,517,311.8115  ./63,517,311.8115

1=10.953348439

Entonces:

_ (1+6)E[S]-9,680.0218

0.95 —

(1+0)9,680.0218 — 9,680.0218
=1.65=
./63,517,311.8115 ./63,517,311.8115
. 1.65./63,517,311.8115
- 9,680.0218

=1.358481
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Y por lo tanto:

PR =(1+0)E[S]=(1+1.358481)*9,654.94693 =22,771.00889

Es claro que la prima de riesgo recargada obtenida a través del Ejemplo 4, es mas pequefia
que la obtenida por el método alternativo de discretizacion selectiva de reclamos
individuales. No obstante, la prima obtenida en el Ejemplo 3 toma como base las
distribuciones reales de N y X, y por lo tanto, aunque mas grande, concuerda mas

precisamente con el comportamiento real de la cartera S, mientras que la obtenida en el
Ejemplo 4, al asumir que S tiene distribucion normal sin analizar la informacion
estadistica podria arrojar fallos.

Finalmente, se establecerd que debido a que ¢l método de convoluciones presenta muchas
restricciones en cuento al rango de los posibles reclamos individuales y que el método de
aproximacion normal asume una distribucion para S, la cual no necesariamente
coincide con el comportamiento real de los datos, el mejor método para aproximar la
distribucion de S es el método alternativo de discretizacion selectiva de reclamos
individuales, ya que no presenta restriccion alguna sobre el rango de los posibles reclamos
individuales, y ademads sus resultados se basan en la distribucion real de N y X, .
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CAPITULO 4: APROXIMACIONES AL COEFICIENTE DE AJUSTE MEDIANTE
POLINOMIOS DE TAYLOR Y EL METODO DE NEWTON-RHAPSON, EN EL
MODELO EN TIEMPO DISCRETO.

En este capitulo se expondran los fundamentos y las herramientas que se utilizan en la
evaluaciéon de la viabilidad de los seguros de dafos, a lo largo del tiempo. Estas
herramientas son muy utiles para analizar el impacto financiero que generan las carteras en
el tiempo. En primer lugar se expondréa el modelo en tiempo discreto para la evaluacion de
las mismas. Se hara una propuesta, utilizando como fundamento a los polinomios de Taylor
y al método de Newton-Rhapson, para aproximar con tanta precision como se desee la cota
de Lundberg. Finalmente, se expondrd el modelo en tiempo continuo y se compararan los
resultados obtenidos a través los dos métodos.

4.1 Modelacion del comportamiento de carteras de seguro a lo largo del tiempo como
un proceso de riesgo

A continuacion se introducird una definicion la cual permitird estudiar la viabilidad de una
cartera o linea de negocio a lo largo del tiempo.

Definicion. (Proceso de riesgo). El proceso de riesgo, también conocido como proceso de
excedentes, es una funcion que a cada valor de ¢, donde ¢ representa un momento
especifico del tiempo, le asocia una variable aleatoria dada por:

R(t)=u+c(t)—S()

donde:
R(2) :El capital neto con el que se cuenta al tiempo ¢, debido a los movimientos de

una linea de negocio o cartera especifica.
u : Capital inicial con el que se cuenta en dicha cartera.
¢(t) : Monto que por concepto de cobro de primas de dicha cartera, se tiene al
tiempo ¢.
S(t) : Monto acumulado que por concepto de reclamos se ha cubierto hasta el
tiempo ¢.

A partir de esta definicion puede observarse que R(0)=u. Es necesario sefialar que el

proceso de riesgo, es en realidad un proceso estocastico **. No obstante debido a su
naturaleza préctica, este texto no hara énfasis en este aspecto de R(¢), sino que se limitara a

enunciar las propiedades requeridas para el desarrollo de este capitulo.

Ahora bien, cabe mencionar que la definicion arriba expuesta puede modelar casi la
totalidad de los problemas de analisis de carteras a lo largo del tiempo, debido a que no
impone ninguna restriccion sobre los posibles valores de 7, ni sobre la frecuencia o forma
con que se obtienen las primas a lo largo del tiempo. Es decir, la evaluacion de R(z), no

necesariamente debe hacerse al final de un mes o afio, sino que puede hacerse en cualquier

4 ey, . , . . . ’ . .,
** La definicion y propiedades de los procesos estocasticos se estudian en Rincon, Luis. Introduccion a los
proceso estocdsticos. Este material se puede consultar en http://www.matematicas.unam.mx/lars.
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instante del afio o del mes. También debe mencionarse que segun esta definicion, las primas
no necesariamente deben ingresar al inicio de algiin periodo, sino que pueden hacerlo en
cualquier instante a lo largo del afio.

No obstante, una definicion asi de general puede generar bastantes problemas en su manejo,
debido a esto el modelo expuesto en dicha definicion suele simplificarse, en general, de dos
formas mas especificas. En las secciones subsecuentes se expondran estas dos
simplificaciones.

4.2 Modelo en tiempo discreto
Una de las dos simplificaciones mas comunes del proceso de riesgo, consiste en modelar la
manera en que se reciben las primas de manera proporcional al tiempo. Esto es c(t) =k¢,

para alguna k € R. Sin embargo el punto mas importante de esta primera simplificacion
reside en el hecho de que considera que las reclamaciones son cubiertas al final del
periodo en el que ocurrieron, dicho periodo es especificado de antemano y podria ser un
afio o un mes. Este hecho reduce al conjunto de tiempos en los que el proceso R(¢) exhibe

cambios aleatorios debidos a S(¢#), a un conjunto numerable. Esta simplificacion se
establece de manera formal en la siguiente definicion:

Definicion. (Modelo en tiempo discreto). El modelo para el proceso de riesgo en tiempo
discreto se define como:

R(n)=u+kn—-S(n) para n=0,1,2,....

Ahora bien, si se introduce la variable aleatoria /; la cual representa el monto acumulado

por reclamaciones durante el periodo ;, este proceso queda especificado por:
(1) R(n):u+kn—z;lj
=

Cabe senalar que de aqui en adelante se asumira que las 7;’s son independientes e

idénticamente distribuidas, ademdas de que se asumirdn como variables aleatorias con
distribucion compuesta.

En general el momento mas importante de cualquier proceso de riesgo, es aquel #, del
tiempo el cual tiene la propiedad de que R(#,) <0. Esto se debe a que en dicho momento la
cantidad recibida por concepto de primas hasta ¢, mas el capital inicial no son suficientes

para afrontar las reclamaciones hechas hasta dicho punto. A este estado del proceso se le
denomina estado de ruina.

En este sentido y debido a la naturaleza incierta del proceso de riesgo, es fundamental

conocer la probabilidad de la existencia de este tipo de puntos. De manera formal el
problema se establece de la siguiente manera:
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Definicion. (Punto de ruina). Sea 4 ={¢: R(¢) < 0}. El punto de ruina del proceso R(¢), se
define como el primer punto 7" del tiempo, tal que R(7) < 0. Es decir:

min A si A esno nulo

0 si A esnulo

Definicion. (Probabilidad de ruina). La probabilidad de ruina del proceso de riesgo R(t),
como funcion del capital inicial u , se define como:

v (u) = PIT <oo]

En general el calculo de la probabilidad de ruina de un proceso de riesgo es bastante
complejo. En su lugar se enunciara un teorema para encontrar una cota superior para y (u).

En primer lugar, se introducira la definicion de coeficiente de ajuste, el cual se verad
involucrado en el teorema.

Definicion. (Coeficiente de ajuste). Sea R(n) un proceso de riesgo en tiempo discreto. El
coeficiente de ajuste se define como la raiz positiva 7, de la ecuacion:

(2) M, , (r)=1

Donde M, ,(r) representa la f.g.m. de la variable aleatoria /, —k para una j arbitraria.
La existencia de 7, en general no puede asegurarse, no obstante en algunos casos la

primera y segunda derivada de M, ,(r), pueden arrojar informacién al respecto. A
continuacion se procede a enunciar el teorema:

Teorema 5. Sea R(n)=u+kn —ZI ; un proceso de riesgo en tiempo discreto, tal que
J-1

{,}7., son independientes e idénticamente distribuidas. Entonces:
w(u)=P[T <o]<e ™"
donde 7, denota el coeficiente de ajuste del proceso.
Ahora bien, en general para cualquier proceso de riesgo sucle asociarse al incremento

instantaneo *° de la funcién c(f)=kt, con el monto unitario de la prima de riesgo
recargada; es decir, en general se estable la siguiente igualdad:

% Los incrementos instantaneos asi como las nociones de derivada se estudian en Spivak, Michael. Calculus
Reverte, 1992.
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d(kt)'

3) %

=k=(1+0)E[S]

Donde 6 representa el recargo de la prima unitaria dado un nivel de confianza
previamente establecido.

Finalmente cabe sefialar que en la mayoria de los casos practicos, la ecuacion (2) no tiene
solucion explicita, y en general ni siquiera tiene forma polinomial lo cual complica su
resolucion. En este sentido en la siguiente seccion se introducird un procedimiento el cual
permite aproximar, con tanta precision como se desee el coeficiente de ajuste.

4.3 Aproximaciones al coeficiente de ajuste mediante los polinomios de Taylor y el
método de Newton-Rhapson

En general este método consiste en ubicar mediante evaluaciones sucesivas del polinomio
de Taylor P(r), construido a partir de una forma simplificada de (2), una de las raices
positivas de dicho polinomio la cual sea “cercana” al punto alrededor del cual se construyo.
Una vez hecho esto, se aplica el método de Newton-Rhapson®® para calcular dicha raiz, y
una vez calculada se aplica nuevamente Newton-Rhapson, partiendo de la raiz obtenida,
para calcular ahora la raiz de la forma simplificada de (2). A continuacion se establecera de
manera formal el método:

Paso 1. Obtener una expresion simplificada de (2) a la cual se denotara por 4(7).

Paso 2. Calcular una aproximacion polinomial de Taylor’’ alrededor del cero®®, la cual se
denotara por P(r), cuyo grado sea lo suficientemente grande para dar una buena

aproximacion de A(r).

Paso 3. Realizar evaluaciones sucesivas de P(r), en valores no negativos de » los cuales

no deberan ser demasiado grandes, hasta encontrar dos valores 7, <r,,,, tales que P(r;) y

+1°

P(r,,) tengan diferente signo.

Paso 4. Utilizar el método de Newton-Rhapson con el polinomio P(r), tomando como

punto inicial yaseaa r, 6 a r,,,, y aproximar la raiz de ese intervalo, la cual se denotara por

7, con tanta precision como se desee.

Paso 5. Una vez encontrada 7, se aplica el método de Newton-Rhapson ahora con 4(7),
utilizando como punto inicial a 7 .

3% El método de Newton-Rhapson se estudia en Burden, Richard et al. Andlisis Numérico, Grupo Editorial
Iberoamericana, 1985.

37 Los detalles de los polinomios de Taylor se estudian en Spivak, Michael.Calculus, Reverte, 1992.

¥ Se construye el polinomio de Taylor alrededor del cero debido a que en la generalidad de los casos
practicos se puede observar que el coeficiente de ajuste , aunque es mayor que cero, no dista mucho de el.
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Finalmente se hara una aclaracion: es preciso realizar las evaluaciones sucesivas que
establece el Paso 3, con P(r) y no con /A(r), ya que en general A(r)involucra funciones,

como por ejemplo e“ con valores de a grandes, las cuales son imposibles de evaluar en
hojas de célculo, incluso para valores de » cercanos a cero. A continuacion se establecera
un ejemplo para precisar el uso del método expuesto:

Ejemplo 1. Suponiendo que N ~ BinNeg(1.62,0.94139) y que los reclamos individuales se
comportan como en el Ejemplo 3 del Capitulo 3, se aproximara con una precision® menor

que 5*1077 el coeficiente de ajuste del proceso, y en seguida se obtendra una cota superior
para la probabilidad de ruina, suponiendo que se desea cubrir al 0.8 de confianza las
desviaciones en la siniestralidad de 7, y que se cuenta con un capital inicial de $50,000.

Del Ejemplo 3 del Capitulo 3 se tiene que X, ~ N(4,792.09;8,480,087.2), primeramente
se calculara el valor de @, segiun el Teorema 3 del Capitulo 3:

I 1.62*0.05861

%k
0.94139 4,792.09 _ 1-483.328184 ~ N
% * 1 ) ’
\/1.62 0.05861 ¥31444213.7 + 1.62 0.003435134,792.09 ,780.865
0.94139 0.886215

Por lo tanto:

1-483328184 _ (1+0)E[S] - 483.328184

Pl < 1=0.8
1,780.865 1,780.865
_ (L+0)E[S]-483.328184 _ ',
1,780.865
%k
g 084*1780.865 . o
483.328184

A continuacion se aplicara el método:

Paso 1. Obsérvese que:

M, (r)=Ele"P]=e™Ele"]=1 = M,(r)=e"

Ahora bien se puede demostrar que si X ~ N(u;02), se tiene que M, (r)=e /2"

2

p
1—ge’

que si N ~ BinNeg(n; p), se tiene que M , (r)=( ] . Haciendo las sustituciones

numeéricas respectivas, se tiene que:

3 Esto quiere decir que, si & representa la aproximacion al coeficiente de ajuste, ‘h(a)‘ <5*%107.
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1,976.8119r
e 7

1.62
0.94139 ] T ——

M[ (I’) = MN (ln(MX (I’)) = [ 4,792.097+0.5(8480087.212 )
1-0.05861¢"™¢ )
Lo cual implica:

0.94139 _ el,976.8119r*1/1.62

1 N 0 0586le4,792.09r+0.5(8480087.2r2) -

Es decir:

el,220.2542r _ 0'0586le6,012.3442r+4240043.6r2 _ 094139 — O

Por lo tanto la forma simplificada de (2) est4 dada por:

h(}") — el,220.2542r _ 0‘0586le6,012.34421‘4—424004:‘3.6r2 _ 094139

Grafico 4.1
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Finalmente obsérvese que /(r) es una combinacion de funciones exponenciales, y que en
las hojas de calculo, /(r) se vuelve indefinida para valores pequefios de » .
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Paso 2. A continuacion se calcular el polinomio de Taylor de grado 4 *° alrededor del
cero. La aproximacion dada por dicho polinomio es:

h! * " % .2 " % .3 (RXX] % .4
©*r hO*r RO hTO)*r
I 2! 3! 41
=0+ 867.87r —563,324.22r* —2,318,219,606r° —4,023,269,692,357.49*

P(r)=h(0) +

Grafico 4.2
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Paso 3. Utilizando una hoja de célculo se realizan evaluaciones sucesivas en P(r), pero a
continuacion unicamente se enlistan aquellas que son significativas:

Tabla 4.1
r P(r)
0 0
0.00005 0.041670267
0.0001 0.078433213
0.00015 0.107644939

4 .y . . , ey

% La construccion de los polinomios de Taylor, establece que conforme el grado es més grande la precision
de la aproximacion es mejor. En este ejemplo particular se tomé de grado 4, pero si se quisiera mejorar la
precision se podria tomar de cualquier grado superior a 4.
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0.0002 0.126058052
0.00025 0.129821671
0.0003 0.114481426
0.00035 0.074979454
0.0004 0.005654401
0.00045 -0.099758574
0.0005 -0.248127806
0.00055 -0.446925119
0.0006 -0.704225827
0.00065 -1.028708735
0.0007 -1.429656138
0.00075 -1.916953822
0.0008 -2.501091064
0.00085 -3.19316063
0.0009 -4.004858778
0.00095 -4.948485254

0.001 -6.036943298
0.00105 -7.283739638
0.0011 -8.702984492
0.00115 -10.30939157
0.0012 -12.11827807

Paso 4. Obsérvese que entre 0.0004 y 0.00045 hay un cambio de signo, por lo tanto se toma
a 0.0004 como punto inicial, y tras aplicar el método de Newton-Rhapson se obtienen los
siguientes resultados:

Tabla 4.2

r P'(r) P(r) P(r)

p=r-
P'(r)
0.0004 -1725.491812 | 0.005654401 | 0.000403277
0.000403277 | -1773.012274 | -7.77067E-05 | 0.000403233
0.000403233 | -1772.372982 | -1.40168E-08 | 0.000403233
0.000403233 | -1772.372866 | -1.66533E-15 | 0.000403233
0.000403233 | -1772.372866 0 0.000403233

Ahora bien, la hoja de célculo redondea el ultimo valor de la primera columna, pero en
realidad este valor es » =0.000403233143952306 al cual se denotara por 7 .

Paso 5. Una vez obtenido el valor de 7, se procede a aplicar Newton-Rhapson en /() y se

obtiene:
Tabla 4.3
r h'(r) h(r) h(r)
p=r—
h'(r)
0.000403233 | -10445.49907 | -0.624820352 0.00034342
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0.000343416 | -4943.315744 | -0.18266812 0.00030646
0.000306463 | -2970.942352 | -0.038882485 | 0.00029338
0.000293376 | -2441.769883 | -0.003544574 | 0.00029192
0.000291924 | -2387.555818 | -3.94629E-05 | 0.00029191
0.000291908 | -2386.943409 | -5.17873E-09 | 0.00029191
0.000291908 | -2386.943329 | -1.56541E-14 | 0.00029191
0.000291908 | -2386.943329 0 0.00029191

Ahora bien, los ultimos valores de la primera y tercera columnas son en realidad
0.000291907643749315 y un redondeo del verdadero valor de /(0.000291907643749315),

respectivamente; también es posible observar que los valores de la tercer columna estan en
orden decreciente y que el penultimo valor ya satisface la condicion de tener precision

menor que 5*1077, por lo tanto r=0.000291907643749315 satisface también tener
precision menor que 5*107 y se tomara la aproximacion para el coeficiente de ajuste

como.

0.5

0.4

1.5

2.5

Finalmente se calculard una cota superior para la probabilidad de

1, =0.000291907643749315

Teorema 5 se tiene:
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w(u) = P[T < 0] < g "00PIOTERTIRITN0N — (0 000000458464860890615

Es decir, es casi imposible que el asegurador caiga en ruina.

4.4 Modelo en tiempo continuo

En algunas ocasiones surge la necesidad de evaluar el proceso de riesgo en algin momento,
que no necesariamente es el final de un periodo establecido. Por ejemplo, en algunas
ocasiones es importante examinarlo a mitad de afio o en la segunda semana del mes. Para
estos casos se analizard otro modelo conocido como modelo en tiempo continuo. A
continuacion se establecerd formalmente su definicion:

Definicion. (Modelo en tiempo continuo). Sea k& € R . El modelo para el proceso de riesgo
en tiempo continuo se define como:

Rt)=u+kt—-S(@) para ¢ en algln intervalo B

N()
Donde N(#) es el numero de reclamos hechos hasta el tiempo t y S(¢) = ZX . el monto
i=1
acumulado de la suma de los reclamos hechos hasta el tiempo ¢. Ahora bien, el modelo en
tiempo continuo requiere asumir los siguientes supuestos:

1. Los incrementos en el nimero de siniestros son independientes, es decir, si los
intervalos (¢,,¢, + 1) y (¢;,¢; +h) son disjuntos, entonces las variables aleatorias

N(z, + )= N(7,) y N(z;, + h) —N(¢,) son independientes.
2. Los incrementos en el nimero de siniestros tienen una distribucion Poisson, es
decir, dados los intervalos(¢,,z;, +h) 'y (¢;,¢, +h) las variables aleatorias

N(@# +h)—=N(,) y N(z, +h)—N(¢;) tienen ambas distribucion Poisson(Ah).

En general, puesto que la distribucion del incremento del nimero de siniestros es Poisson,
es decir N(z + h)— N(¢) ~ Poisson(A h) para toda ¢t > 0 y para toda 4 >0, se dice que

N(#) es un Proceso Poisson. Este proceso tiene la propiedad de que:
4) lim PIN(¢ + h) = N(1) > 2IN(s), 0<s<1]=0

Lo cual quiere decir que la probabilidad de que ocurra mas de una reclamacién en un
periodo de tiempo muy corto es 0 . Ahora bien si N(¢) es un Proceso Poisson, S(¢) se
convierte en un Proceso Poisson Compuesto.

Al igual que en un proceso en tiempo discreto, los momentos més importantes en un
proceso en tiempo continuo son los puntos en los que el proceso toma valores negativos, es
decir el conjunto {¢: R(¢) < 0}, pues en dichos puntos se entra en estado de ruina. Debido a

esto a continuacion se procede a enunciar varias definiciones y propiedades, las cuales
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permitirdn exponer un método para encontrar o en su defecto acotar la probabilidad de
ruina.

Definicion. (Coeficiente de ajuste para un proceso en tiempo continuo). Sea R(f) un
proceso de riesgo en tiempo continuo. El coeficiente de ajuste para este tipo de procesos se
define como la raiz positiva R, de la ecuacion:

MS(t)—kt (r)=1
Ahora bien, segun la ecuacion (3) del Capitulo 3:

(5) MS(Z),]” (}") — E[er(S(t)—kt)] — erktE[erS(t)] — e—rktMS(t) (}")
= eirktMN(z) (In M, (r))

Suponiendo que N(¢) es un proceso poisson y utilizando (5) se tiene que:
My ()= P A X)L orkt At (M (1))

Lo cual implica:

In(e MDY = ket + At (M, (r)—1)=0=1In(1)
Es decir:

AM,(r)-D)=rk

Ahora bien utilizando la ecuacion (3) y tomando E[S]= E[N]E[X,]=A4 u, se tiene que:
(6) My(r)-1=r(1+0)u

Finalmente se enunciard un teorema que permitird encontrar una cota superior para la
probabilidad de ruina de un proceso en tiempo continuo:

Teorema 6. (Cota exponencial de Lundberg para la probabilidad de ruina) Sea
R(t)=u+kt—S(¢t) un proceso de riesgo en tiempo continuo, que verifica que S(¢) es un
proceso poisson compuesto. Entonces:

w(u)=P[T <o]<e ™"

Donde R, denota al coeficiente de ajuste del proceso. A continuacion se expondrd un
ejemplo en donde se emplea el modelo en tiempo continuo:
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Ejemplo 2. Se tiene la siguiente experiencia estadistica, la cual corresponde a una muestra
aleatoria de las reclamaciones en pesos hechas durante 3 semanas a un asegurador:

Tabla 4.4
444 .07 1,985.70 3,916.47 7,525.62
1,032.58 2,041.72 4,121.01 8,881.50
1,094.56 2,047.74 4,564.38 9,659.99
1,118.93 2,213.17 4,736.8 10,970.59

1,129.36 2,320.5 4,800.95 11,84
1,261.17 2,335.70 4,926.78 17,108.72
1,485.70 2,760.5 5,753.79 17,763
1,554.72 2,897.37 5,921 36,860.69

1,686.17 3,458.36 6,788.10
1,953.93 3,568.95 7,142.78
1,960.54 3,874.36 7,441.24

Ademas se ha ajustado una distribucion Poisson con A =50.3 al numero o frecuencia de
reclamos N. Suponiendo que las reclamaciones pueden ser cubiertas en cualquier
momento del afio, a continuacidon se calculard una cota superior para la probabilidad de
que el asegurador caiga en estado de ruina, teniendo en cuenta que posee con un capital
inicial de $50,000.

Es claro que el planteamiento del problema sugiere utilizar el modelo en tiempo continuo,
puesto que las reclamaciones pueden realizarse en cualquier momento del afio. En
primer lugar se encontrard una distribucion apropiada para los reclamos individuales.
Empiricamente se observa que hay mas concentracion en los montos pequefios, que en los
montos grandes, por lo cual se probaran a continuacion las siguientes hipotesis:

Ho: X, ~Exp(a) vs. Ha: X, + Exp(a).
Para estimar al parametro el parametro « se hace la siguiente observacion:

X=1/a = a=1/X

Lo cual quiere decir que un estimador para el parametro «, es el reciproco de X . Ahora
bien X =5,486.61767, y por lo tanto @ =0.00018226. En este sentido las hipdtesis
quedan de la forma:

Ho: X, ~ Exp(0.00018226) vs. Ha: X, + Exp(0.00018226) .

Ahora bien, si se dividen los montos en 11 clases y se realiza la prueba ji-cuadrada se
obtiene que ¥ e =9.62502336 <16.9 = y*(10-1), y por lo tanto se concluye que:

X, ~ Exp(0.00018226)
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Ahora bien, esto indica que el proceso de riesgo es un Proceso Poisson Compuesto con
parametro A4 =50.3 'y distribucion de montos individuales exponencial, esto es
X, ~ Exp(0.00018226) . Utilizando el método de aproximaciéon normal visto en el

Capitulo 3, y suponiendo que se desea cubrir al 0.95 de confianza las desviaciones en la
siniestralidad, el recargo @ puede calcularse utilizando la siguiente expresion:

S —50.3u

+/50.3 1,

Ahora bien, 12=1/0.00018226 = 5,486.6673, y 11, = (5,486.6673)* +1/(0.00018226)
=301031518.06 + 30,103,519.1387 = 60,207,037.1995 , por lo tanto:

~ N(0,1)

S —275,979.36519
55,031.0273

~ N(0,))

Lo cual implica:

(1+6)275,979.36519 — 275,979.36519
55,031.0273

1.65=

~ 1.65(55,031.0273)
275,979.36519

=0.329014

. 0.00018226
Utilizando este ultimo resultado, la igualdad (6) y puesto que M , (r) =( j,

0.00018226 —r
la ecuacion para encontrar el coeficiente de ajuste se reduce a:

( 0.00018226

—-1=1.329014 *5,486.67r
0.00018226 —r

=7,291.85r

Por lo tanto:

0.00018226 =(0.00018226 —r)(1+ 7,291.85r)
Lo cual implica:
0.00018226 = 0.00018226 +1.329013 7 — r + 7,291.85 >
Es decir:

g(r)=r(0.329013-7,291.85r) =0.329013 - 7,291.85r*> =0
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Ahora bien, es claro que =0 es una raiz de g(r), no obstante, por definicioén el

coeficiente de ajuste es la raiz positiva de la ecuacidn; en este sentido el coeficiente de
ajuste esta dado por:

R - 0.329013

0 = =0.0000451207
7,291.85

Por lo tanto, la cota superior para la probabilidad de ruina est4 dada por:
y(u)=P[T <co]<e™" =P =0.10476506

En la siguiente seccion se evaluaran las ventajas y desventajas que presenta el modelo en
tiempo continuo con respecto al modelo en tiempo discreto.

4.5 Comparaciones entre el modelo en tiempo continuo y el modelo en tiempo discreto
En esta seccion se expondran las similitudes que guardan el modelo en tiempo continuo y el
modelo en tiempo discreto, y se establecerd la relacidon existente entre sus respectivos
coeficientes de ajuste cuando la frecuencia o nimero aleatorio de siniestros tiene una
distribucion Poisson. Finalmente se hard una evaluacion entre las ventajas y desventajas
que proporcionan tanto el modelo en tiempo continuo, como el modelo en tiempo discreto.
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En primer lugar, cabe sefialar que a partir de los teoremas 5 y 6 se puede observar que tanto
la cota del modelo en tiempo discreto, como la cota del modelo en tiempo continuo tienen
forma exponencial y son bastante parecidas, con la unica diferencia de que involucran
raices de ecuaciones que, en general, son distintas. No obstante, cuando se restringe la
distribucion de la frecuencia o numero aleatorio de siniestros, la cota del modelo en tiempo
discreto y la del modelo en tiempo continuo coinciden. De manera mas formal, cuando el
numero o frecuencia de siniestros tiene distribucion Poisson, se tiene la igualdad:

% r,=R, "

Una prueba sencilla de este hecho puede hacerse analizando la ecuacion del coeficiente de
ajuste para el modelo en tiempo discreto; si / tiene distribucidon compuesta y su respectiva
frecuencia aleatoria de reclamos tiene distribucion Poisson con parametro A, la ecuacion
(2) puede simplificarse de la siguiente manera:

M, (=1 = eirkMN (In(M,(r)=1 = e ) _ rk

= MX(r)—I:rjzr(ljté?),u

Ahora bien, como 7, es el coeficiente de ajuste, es decir la raiz positiva de (2), se tiene que:
® My (ry) —1=r,(1+ O)u

Y como R, es el coeficiente de ajuste para el modelo continuo, debe verificar (6), es decir:
(€] My (R))-1=R,(1+O)u

Es decir, tanto 7, como R, son raices de la ecuaciébnen r: M ,(r)—1=r(1+6)u . Ahora
bien, puesto que tanto 7, como R, deben ser mayores que cero por definicion, se concluye

queR, =r,.

Finalmente, se evaluaran las ventajas y desventajas de cada uno de los modelos; por lo que
respecta al modelo en tiempo continuo se tiene que cuenta con la gran ventaja que permite
hacer la evaluacidon del estado del proceso de riesgo en cualquier momento del afo, sin
tener que esperar a una fecha especifica para hacerlo. No obstante, posee de igual forma
una gran desventaja, la cual consiste en que no se cuenta con expresiones explicitas
simples concernientes a este modelo, cuando el nimero de reclamaciones no tiene
distribucion Poisson, y por lo tanto su aplicacion se reduce a una cantidad mas pequefia de
casos.

I Este resultado puede ser consultado de manera mas explicita en Kass, Rob et al. Modern Actuarial Risk
Theory, Kluwer Academic Publishers, 2001.
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Por el contrario, el modelo en tiempo discreto cuenta con la desventaja de que el tiempo
de evaluacion debe fragmentarse, en el sentido de que si se establece de antemano que las
I;’s representan los reclamos agregados al final del j-ésimo mes o afio, debe esperarse a

que se cumplan estos plazos para poder realizar la evaluacion del proceso. Por otro lado,
este modelo cuenta con la ventaja de que no impone restriccion alguna sobre la
distribucion de la frecuencia de los reclamos N ; es decir, este modelo puede ser aplicado
a una gama mas amplia de casos que el modelo en tiempo continuo.

En sintesis, es mas recomendable, en general, aplicar el modelo en tiempo discreto
siempre y cuando se cuente con la seguridad de que es poco probable que la ruina pueda
ocurrir a lo largo del mes o del afio, al final de los cuales se pueda hacer la evaluacion. En
caso de que no se cuente con esta seguridad es recomendable utilizar el modelo en tiempo
continuo, siempre y cuando la distribucion del nimero de reclamos sea Poisson.
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CONCLUSIONES

A partir del contenido de este escrito se puede concluir que una buena modelacién y, por lo
tanto, un costeo eficiente y equitativo de un seguro de dafios, depende principalmente de la
correcta adecuacion de las herramientas probabilisticas, a la descripcion del
comportamiento aleatorio del evento catastrofico que se desea asegurar. Es decir si el
comportamiento y caracteristicas de la variable o variables aleatorias que se utilizan para
modelar el evento catastréfico que se desea asegurar, no se adecuan al comportamiento
historico de dicho evento, los calculos de las primas de riesgo, prima recargada, prima bruta
y por lo tanto prima de tarifa podrian presentar sesgos los cuales estarian en la posibilidad
de generar insolvencia economica para hacer frente a dicho evento catastrofico, o en su
defecto incrementar dichas primas de manera irracional y desmedida.

Por lo que respecta al método alternativo para aproximar la distribucion del monto
agregado de reclamos presentado en el tercer capitulo, cabe sefialar que es bastante
eficiente en la realidad practica ya que reduce de manera muy significativa los sumandos
involucrados en la férmula de recursividad de Panjer, y puesto que involucra cantidades
bastante representativas de la distribucion muestral de los montos de reclamacién
individuales, la aproximacion resultante es bastante buena, ademas de que elimina las
limitaciones practicas que presenta dicha formula. Cabe sefialar, también, que a partir de los
graficos empleados en este capitulo se puede concluir que estas herramientas proveen
bastante ayuda, en el proceso de analisis cualitativo de los datos, y en la posterior conjetura
sobre la posible distribucion de la cual provienen. Dicha conjetura es fundamental para
poder formular las hipotesis en la prueba ji-cuadrada.

Por otro lado, en lo que se refiere al método propuesto en el cuarto capitulo para aproximar
el coeficiente de ajuste del modelo en tiempo discreto del proceso de riesgo, cabe sefialar
que elimina las restricciones de las posibles distribuciones del numero aleatorio de
reclamos en dicho proceso, ampliandolas a cualquier distribucién que tome valores enteros
no negativos y, por lo tanto, permite ampliar la variedad de casos practicos en los que se
puede aproximar una cota para la probabilidad de ruina. Ademads, a partir de los graficos
introducidos en este capitulo es posible observar que las aproximaciones polinomiales de
Taylor, son muy precisas y permiten inferir de manera confiable, tanto las caracteristicas
como el comportamiento de las ecuaciones del coeficiente de ajuste.

Es preciso sefialar que, en todos los capitulos, los graficos que se refieren a funciones
matematicas o ecuaciones fueron realizados con el software Matlab, mientras que los
graficos que involucran datos estadisticos fueron realizados en SPSS.

Finalmente, cabe sefalar que uno de los puntos que se debe analizar con mas cuidado
cuando se utilizan los métodos expuestos en este trabajo, es el que se refiere al ajuste de
distribuciones precisas tanto al nimero aleatorio de reclamos como a los montos de
reclamacion individual, puesto que este procedimiento, en general, en la practica no es
facil. Esto se debe principalmente, a que la mayoria de las veces la experiencia estadistica
con la que cuentan las aseguradoras presenta una gran cantidad de datos atipicos, asi como
irregularidades en el comportamiento de los datos.
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En los casos en los que no es posible ajustar una distribucion conocida tanto a la frecuencia
aleatoria de siniestros, como a los montos de reclamacion individual, es posible que se
tenga que utilizar otro tipo de métodos estadisticos como las distribuciones frecuenciales y
la estadistica descriptiva, o bien métodos mas sofisticados.
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