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3. Gráficas de tamaño tres 31

3.1. G(K3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3.2. G(T3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.3. G(E3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

4. El Graficaedro 45

4.1. El teorema principal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

iii

Neevia docConverter 5.1



Introducción

En este trabajo proponemos la construcción de un politopo abstracto,

basada en un caso particular de gráficas de Cayley, que en cierto sentido

generaliza al permutaedro, un politopo, que según Gunter Ziegler, en [6],

fue aparentemente investigado por Pieter Hendrik Schoute en 1911. Por su

naturaleza hemos llamado a este politopo el Graficaedro.

Para construir el Graficaedro es necesario entender principios básicos de

teoŕıa de gráficas, politopos y teoŕıa de grupos. En el caṕıtulo 1, establecemos

las nociones fundamentales que sustentan esta tesis.

En los caṕıtulos 2 y 3 estudiamos detalladamente algunas propiedades de

las gráficas de Cayley que dan origen a la construcción del Graficaedro para, en

el caṕıtulo 4, definirlo formalmente y demostrar que es un politopo abstracto.

0.1. El Permutaedro

La idea de la construcción del Graficaedro, como ya mencionamos,

está basada en un politopo llamado permutaedro. De hecho, uno de los

objetivos que cumple esta tesis es el de demostrar que el permutaedro se puede

ver como un caso particular de Graficaedro.

Intuitivamente, un politopo convexo es un objeto que generaliza a los

poĺıgonos y poliedros, el sentido en que puede interpretarse como un “poliedro”

de dimensión n, es decir, que el espacio euclidiano más pequeño en el que el

politopo puede ser inmerso es E
n.

Una generalización aún más amplia que surge a partir de este concepto es

la de politopo abstracto, que se trata de una estructura que, como su nombre

lo dice, abstrae las propiedades combinatorias de los politopos convexos y los

v
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vi INTRODUCCIÓN

construye de otra manera, fuera del espacio euclidiano.

Este trabajo, que tiene como objetivo general demostrar la existencia de

una familia de politopos (abstractos) que se construyen a partir de la estructura

de ciertas gráficas, surgió a partir del análisis del siguiente ejemplo:

Consideremos el conjunto C de puntos en E
3 que se obtienen permutado

las coordenadasa del punto (1, 2, 3) ∈ E
3, y tomemos el subconjunto Ĉ de E

3

más chiquito que contenga a C y que dados cualesquiera dos puntos en Ĉ, el

segmento que los une está completamente contenido en Ĉ. El conjunto Ĉ, que

se ilustra en la figura de abajo, es la cerradura convexa (o casco convexo) de

C.

Es fácil demostrar que Ĉ es un hexágono regular que está inmerso en E
2.

Si ahora construimos el conjunto C
′ a partir del punto (1, 2, 3, 4) ∈ E

4,

Ĉ ′ ⊂ E
4 forma la siguiente figura:
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0.1. EL PERMUTAEDRO vii

En general, se define el permutaedro de dimensión d−1, como la cerradura

convexa del conjunto de puntos en E
d que se obtienen permutando las

coordenadas de (1, 2, . . . , d) y se denota Πd−1.

Ahora, consideremos la gráfica G(Πd−1) que tiene como vértices a las

permutaciones del conjunto {1, 2, . . . , d}, de tal forma que dos vértices son

adyacentes si y sólo si una difiere de la otra en la transposición de dos números

adyacentes.

Ejemplo 1. Si d = 3, Π2 es el hexágono regular que se ilustra anteriormente

y G(Π2) es la siguiente gráfica:

.

En G(Π2), dos vértices, digamos 312 y 132, son adyacentes porque solamente
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viii INTRODUCCIÓN

difieren en intercambiar el lugar de dos elementos que se encuentran uno al

lado del otro, en este caso, el 1 y el 3.

En el caṕıtulo 3, en la sección 3.2 demostramos que esta gráfica es isomorfa

a una gráfica de Cayley que es, a su vez, isomorfa a la gráfica del Graficaedro

de una gráfica en particular.
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Caṕıtulo 1

Definiciones

Este trabajo está basado, principalmente, en la teoŕıa desarrollada

alrededor de tres objetos matemáticos: gráficas, grupos y politopos. En este

caṕıtulo definimos los conceptos básicos que utilizaremos para definir al

Graficaedro y demostrar que es un politopo, entre otras cosas.

1.1. Gráficas

Una gráfica (simple) G es un conjunto finito de objetos, llamados vértices,

junto con un conjunto (que puede ser vaćıo) de parejas no ordenadas de vértices

distintos, llamadas aristas. Denotaremos al conjunto de vértices de G por

V (G), mientras que el conjunto de aristas se denota E(G).

Si e = {u, v} es una arista de G entonces se dice que u y v son vértices

adyacentes en G. En ese caso, u y e son incidentes en G, de la misma forma

que v y e. Más aún, si e1 y e2 son aristas que inciden en un mismo vértice, se

dice que son aristas adyacentes. Denotaremos a la arista {u,v} simplemente

por uv o vu.

El número de vértices de una gráfica G es llamado el orden de G y denotado

p(G) o sólo p, mientras el número de aristas es el tamaño de G, denotado por

q(G) o sólo q. Diremos que una grafica G de orden p y tamaño q es una

(p, q)-gráfica.

Ejemplo 2. Sea G la gráfica cuyos vértices son los elementos de V (G) =

{México, Guatemala, Belice, Argentina, Chile, Estados Unidos} y tal que

1
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2 1.1. GRÁFICAS

dos de estos son adyacentes si y solo si tienen una frontera en común, es

decir las aristas de G son el conjunto de parejas ordenadas

E(G) = {{México, Guatemala}, {México, Belice}, {México, Estados Unidos},

{Belice, Guatemala}, {Argentina, Chile}}.

En este caso, G es una gráfica de orden p = 6 y tamaño q = 5.

Una gráfica puede ser descrita mediante un dibujo en el cual cada vértice

es representado por un punto y cada arista es representada por un segmento

de curva que une parejas de puntos que corresponden a parejas de vértices

adyacentes. A continuación se muestra un posible dibujo de la gráfica del

ejemplo anterior:

Una gráfica G es completa si cualesquiera dos de sus vértices son

adyacentes. Las gráficas completas de orden p se denotan por Kp. Por el

contrario, si el conjunto de aristas de G es vaćıo, decimos que G es una gráfica

vaćıa.

El complemento de una gráfica G, denotado G es la gráfica cuyo conjunto

de vértices es V (G) = V (G) y tal que dos vértices u y v son adyacentes en G

si y sólo si u y v no son adyacentes en G.
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CAPÍTULO 1. DEFINICIONES 3

Dos gráficas G1 y G2 son iguales si V (G1) = V (G2) y E(G1) = E(G2).

Ahora bien, decimos que dos gráficas G1 y G2 son isomorfas si existe una

biyección Φ : V (G1) → V (G2) tal que Φ preserva la adyacencia; esto es que

uv es una arista de G1 si y sólo si Φ(u)Φ(v) es arista en G2. Tal función Φ es

un isomorfismo de gráficas.

El grado de un vértice v en una gráfica G es el número de aristas en G

incidentes con v y se denota δG(v). Decimos que G es regular de grado r o

r-regular si para cada vértice v de G se tiene que δG(v) = r.

Una gráfica H es subgráfica de una gráfica G si V (H) ⊆ V (G) y E(H) ⊆

E(G). En el caso en que V (H) = V (G) decimos que H es una subgráfica

generadora de G. Si {e1, e2, . . . , ek} ⊆ E(G), denotaremos por G{e1,e2,...,ek}
a

la subgráfica generadora de G cuyas aristas son e1, e2,..., ek. Nótese que en

particular, G puede escribirse como GE(G). Analogamente, G∅ denotará a la

subgráfica generadora de G cuyo conjunto de aristas es vaćıo.

Una trayectoria es una subgráfica cuyos vértices forman una sucesión

v1, v2, . . . , vn tal que vi es adyacente a vm+1 y vi 6= vj si i 6= j. Si entre

cualesquiera dos vértices u, v de una gráfica G existe una trayectoria que tenga

como vértices a u y a a v, decimos que G es conexa.

Si G es una gráfica, v ∈ V (G) y |V (G)| ≥ 2 entonces G − v denota la

subgráfica cuyo conjunto de vértices es V (G)− {v} y cuyas aristas son todas

las de G que no inciden en v; si e ∈ E(G), entonces G − e es la subgráfica

cuyo conjunto de vértices es V (G) y cuyo conjunto de aristas es E(G)− {e}.

Si u, v son vértices de G y e = uv, G + e denota a la gráfica cuyo conjunto de

vértices es V (G) y cuyo conjunto de aristas es E(G) ∪ {e}.

Si U es un subconjunto no vaćıo de V (G) de una gráfica G, entonces la

subgráfica 〈U〉 de G inducida por U es la gráfica cuyo conjunto de vértices es

U y cuyas aristas son todas aquellas aristas de G que sean incidentes en dos

elementos de U .

Si G y K son dos gráficas, la unión de G y K, denotada G∪K, es la gráfica

con conjunto de vértices V (G) ∪ V (K) y conjunto de aristas E(G) ∪ E(K).
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4 1.2. TEORÍA DE GRUPOS

1.2. Teoŕıa de Grupos

Grupos de Permutaciones

Una permutación de un conjunto A es una función Φ : A → A que es

biyectiva.

Dadas dos permutaciones σ y τ de A, podemos definir como operación

entre ellas a la composición σ ◦ τ que es a su vez una función biyectiva que

va de A en A y por tanto una permutación, a la que llamaremos producto de

permutaciones y denotaremos simplemente por στ , recordando que la acción

debe ser léıda de derecha a izquierda: primero se aplica τ y después σ. Esta

operación es asociativa, es decir, (τσ)γ = τ(σγ) ya que la composición de

funciones lo es.

Un conjunto no vaćıo G, dotado de una operación binaria asociativa ∗, es

un grupo si existe un elemento e de G tal que e ∗ a = a = a ∗ e para todo

elemento a ∈ G, y si dado un elemento a ∈ G existe un elemento b ∈ G tal

que a ∗ b = e = b ∗ a.

Se puede demostrar que el conjunto de permutaciones de un conjunto no

vaćıo A, que se denota SA, es un grupo bajo el producto de permutaciones, es

decir,

i) en SA hay un elemento ι que al operarlo con cualquier elemento σ ∈ SA

el resultado σι = ισ = σ, a saber, la función identidad ι : A → A tal que

ι(a) = a para cualquier a ∈ A,

ii) para cada elemento σ ∈ SA existe un único elemento σ
′ ∈ SA tal que

σσ
′ = σ

′
σ = ι, a saber, σ

′ = σ
−1, la función inversa de σ; y por último,

iii) como ya hab́ıamos aclarado, el resultado de operar dos permutaciones

de A es de nuevo una permutación de A.

Si A = {1, 2, . . . , n} escribiremos Nn en lugar de A y Sn en lugar de SA.

Dado un conjunto A y una permutación σ del mismo, podemos definir una

relación en A de la siguiente forma: dados dos elementos a, b ∈ A, se tiene que

a ∼ b si y sólo si b = σ
n(a) para algún n ∈ Z. Se puede demostrar que ∼ es

una relación de equivalencia en A:
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CAPÍTULO 1. DEFINICIONES 5

i) ∼ es Reflexiva:

a ∼ a ya que a = ι(a) = σ
0(a)

ii) ∼ es Simétrica:

Si a ∼ b entonces b = σ
n(a) para alguna n ∈ Z. Pero a = σ

−n(b) y

−n ∈ Z, por lo tanto b ∼ a

iii) ∼ es Transitiva:

Supongase que a ∼ b y b ∼ c entonces b = σ
n(a) y c = σ

m(b) para algún

n, m ∈ Z. Sustituyendo, tenemos que c = σ
m(σn(a)) = σ

n+m(a), por lo

tanto a ∼ c

De esta forma, cada permutación σ induce una partición distinta de A en

clases de equivalencia llamadas órbitas de σ. Para cada elemento a ∈ A el

conjunto o(a) = {x ∈ A|x = σ
m(a) para algún m ∈ Z}, es la órbita de σ que

contiene a a y se escribe mediante una notación ćıclica, de la siguiente forma:

o(a) =
(

a σ(a) σ
2(a) . . . σ

t−1(a)
)

donde σ
t(a) = a con t ≤ n. Nótese que, por consecuencia de lo anterior,

cada permutación σ puede escribirse como el producto de sus órbitas.

Ejemplo 3. Sea τ ∈ S8, es decir, una permutación del conjunto N8 =

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, definida mediante la siguiente regla de correspondencia:

τ(1) = 2, τ(2) = 5, τ(3) = 3, τ(4) = 6, τ(5) = 1, τ(6) = 4, τ(7) = 8, τ(8) = 7

En este caso, τ tiene cuatro órbitas:

o(1) = (1 2 5) = o(2) = o(5)

o(3) = (3)

o(4) = (4 6) = o(6)

o(7) = (7 8) = o(8)

por lo que

τ = (1 2 5)(4 6)(7 8).

En esta notación, las órbitas que constan de un solo elemento se omiten. La

única función cuyas órbitas constan todas de un solo elemento es la identidad

y se escribe ι = (a) donde a es cualquier elemento de Nn (generalmente se

utiliza a = 1).
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6 1.2. TEORÍA DE GRUPOS

Decimos que una permutación σ mueve a un elemento a del dominio si

σ(a) 6= a. En otro caso decimos que lo fija.

Cuando una permutación τ mueve únicamente dos elementos, dejando fijos

a los demás, decimos que τ es una transposición. Nótese que en este caso no

existe otra posibilidad para los elementos que se mueven, más que ser uno la

imagen del otro bajo la permutacion.

Diremos que, dada una permutación σ del conjunto Np = {1, 2, . . . , p},

dos elementos i y j en la imagen de σ son adyacentes si sus preimágenes son

elementos consecutivos de Np, es decir, si existe k ∈ Np tal que σ(k) = i y

σ(k + 1) = j.

Una parte fundamental de este trabajo esta basada en los dos resultados

siguientes:

Teorema 1.1. Toda permutación es un producto de transposiciones.

Teorema 1.2. (de Cayley) Todo grupo es isomorfo a un grupo de permuta-

ciones.

Si G es un grupo, un subconjunto H de G es un subgrupo si H es por

śı mismo un grupo. Dado un subgrupo H de G y un elemento g ∈ G, una clase

lateral derecha de H en G es el subconjunto de G

Hg = {hg|h ∈ H}

Si X es un subconjunto de un grupo G, el subgrupo generado por X es el

subgrupo de G más pequeño que contiene a X, y se denota 〈X〉. También se

dice que X genera a 〈X〉.

Lema 1. Sea G un grupo. Si K ⊆ G y g ∈ G, son equivalentes las siguientes

afirmaciones para todo elemento h ∈ G:

i) h ∈ 〈K〉g

ii) 〈K〉h = 〈K〉g

Demostración. Que ii) implica i) es inmediato, ya que por ser 〈K〉 un grupo,

tiene un elemento neutro e y por tanto, h = eh ∈ 〈K〉h = 〈K〉g.
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CAPÍTULO 1. DEFINICIONES 7

Por otro lado, si h ∈ 〈K〉g entonces h es de la forma h = k0 g para algún

elemento k0 ∈ 〈K〉, por lo que

〈K〉h = 〈K〉k0 g = 〈K〉g

debido a que 〈K〉 es un grupo. Por lo tanto, i) implica ii).

Dado un grupo G y un conjunto C ⊆ G tal que g ∈ C si y sólo si g
−1 ∈ C

(cerrado bajo inversos) y que no contenga a la identidad, la gráfica de Cayley

asociada a G y C, que se denota G(G, C), es una gráfica con conjunto de

vértices G y conjunto de aristas E(G(G, C)) = {gh|hg
−1 ∈ C} (en el caṕıtulo

2 se analiza detalladamente este concepto y se ilustran varios ejemplos).

1.3. Politopos

Si A es un conjunto, una relación en A es un subconjunto del producto

cartesiano A×A. Decimos que una relación ≤ en A es un orden parcial si ≤ es

reflexiva (a ≤ a), antisimétrica (a ≤ b y b ≤ a implica que a = b) y transitiva

(si a ≤ b y b ≤ c entonces a ≤ c). En ese caso decimos que la pareja ordenada

(A,≤) es un conjunto parcialmente ordenado (copo).

Un conjunto totalmente (linealmente) ordenado (coto) es un copo (A,≤) tal

que dados cualesquiera dos elementos distintos a, b ∈ A, estos son comparables

en el orden ≤, es decir, se cumple que a ≤ b o bien b ≤ a (dicotomı́a).

Si A es un copo, una cadena es un conjunto C ⊆ A tal que C

está totalmente ordenado. Diremos que una cadena es maximal si no existe

otra cadena que la contenga propiamente.

Un politopo (abstracto) de rango (finito) n o un n-politopo (abstracto) es

un copo P que satisface ciertas propiedades que enunciaremos más adelante,

entre otras, que está dotado de una función de rango monótona estricta cuya

imagen es {−1, . . . , n}. En el fondo, esta función establece una jerarqúıa en el

conjunto, que permite definir la relación de orden entre sus elementos. Para

0 ≤ j ≤ n los elementos de P de rango j se llaman j-caras y se denotan Fj.

Diremos que las caras de rango 0, 1 y n − 1 son vértices, aristas y facetas,

respectivamente.
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8 1.3. POLITOPOS

Para que un copo P con una función de rango sea efectivamente un n-

politopo es necesario que tenga una cara mı́nima F−1 y una cara máxima

Fn (llamadas caras impropias de P), aśı como que cada cadena maximal

(llamada bandera) de P tenga exactamente n + 2 caras. Denotamos por

B(P) al conjunto de todas las banderas de P. Decimos que dos banderas

son adyacentes si difieren en exactamente una cara. También es necesario que

P sea fuertemente conexo por banderas, es decir que dadas cualesquiera dos

banderas Φ, Ψ ∈ B(P) exista una sucesión de banderas Φ = Φ0, Φ1, . . . , Φk = Ψ

tal que cualesquiera dos banderas sucesivas Φi y Φi+1 son adyacentes, con

Φ ∩ Ψ ⊆ Φi para toda i. Finalmente P debe satisfacer una condición de

homogeneidad (frecuentemente llamada propiedad diamante), que establece

que dadas cualesquiera dos caras F, G ∈ P con ran(F ) = j−1 y ran(G) = j+1,

si F ≤ G entonces existen exactamente dos caras H tales que F ≤ H ≤ G con

ran(H) = j.

Existen dos gráficas que aportan representaciones esquemáticas de un

politopo P. La primera es la gráfica de incidencia (o diagrama de Hasse),

cuyos vértices son las caras de P y es tal que dos caras F y G son adyacentes

si son incidentes en P (es decir, si F ≤ G o G ≤ F ). La segunda, que

llamaremos simplemente la gráfica de P, denotada G(P), es tal que sus vértices

son las 0-caras de P y dos de ellas son adyacentes si inciden en una misma

1-cara de P. Dadas dos caras F y G de un politopo P tales que F ≤ G, la

sección G/F de P es el conjunto de caras {H|F ≤ H ≤ G}. Si F0 es un

vértice, decimos que la sección Fn/F0 es la figura de vértice de F0. Nótese

que toda sección G/F de un politopo P es también un politopo y tiene rango

ran(G/F ) = ran(G)− ran(F )− 1. (La propiedad del diamante establece que

el diagrama de Hasse de cualquier sección de P de rango 1 tiene forma de

diamante.)

Sea P un n-politopo y sea Φ una bandera de P. La condición del diamante

nos dice que para i ∈ {0, n−1} existe exactamente una bandera que difiere de

Φ en la i-cara. Tal bandera es llamada la bandera i-adyacente a Φ y se denota

Φi. Más aún, definimos Φi,j = (Φi)j y extendemos la notación por inducción,

es decir Φi0,i1...,ik = (Φi0,i1,...,ik−1)k. Nótese que para i, j ∈ {0, 1, . . . , n− 1}

(Φi)i = Φ,

y si |i− j| > 1,

Φi,j = Φj,i
.
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CAPÍTULO 1. DEFINICIONES 9

Denotaremos por (Φ)i a la i-cara de la bandera Φ. Nótese que (Φ)i = (Φj)i

si y solo si i 6= j. Por conveniencia, frecuentemente omitimos las caras

impropias cuando describimos una bandera, por lo que una bandera Φ puede

ser denotada por {(Φ)0, (Φ)1, . . . , (Φ)n−1}. Dos i-caras de P, F y F
′, son

adyacentes si existe una bandera Φ tal que (Φ)i = F y (Φi)i = F
′.

Por ejemplo, un 0-politopo contiene únicamente dos elementos (incidentes),

F−1 y F0 (por definición existen una cara mı́nima y una cara máxima); por

lo tanto, salvo isomorfismo, existe un único 0-politopo y su gráfica consta de

un único vértice. Por otro lado, un 1-politopo debe tener un diagrama (de

Hasse) en forma de diamante, por lo tanto, su gráfica consta solamente de dos

vértices adyacentes. Si P es un 2-politopo, es fácil ver que el número de vértices

y aristas de P es el mismo. Más aún, cada vértice es incidente a exactamente

dos aristas y cada arista es incidente a exactamente dos vértices. Por esta

razón, un 2-politopo es llamado un poĺıgono, o si es finito y tiene p vértices un

p-ágono. Finalmente, los 3-politopos son frecuentemente llamados poliedros.

Ejemplo 4. Pensemos primero en un tetraedro

.

El conjunto formado por los vértices, aristas y caras de este, junto con el

conjunto vaćıo y el tetraedro mismo, ordenado por la incidencia, es un politopo

abstracto de rango 3
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10 1.3. POLITOPOS

.

Esto ocurre para cualquier poliedro, ya que en el fondo, la teoŕıa de los

politopos abstractos generaliza en cierto sentido a los poliedros que se han

estudiado desde la antigüedad.

El siguiente ejemplo lo construimos simplemente a partir de un conjunto

de caras y una relación de orden que nos dice cuándo dos caras son incidentes.

Ejemplo 5. Consideremos el siguiente diagrama D:
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CAPÍTULO 1. DEFINICIONES 11

y digamos que un punto v es menor que un punto u si podemos encontrar un

camino que va de v a u, siguiendo las flechas. Esta relación ordena parcialmente

al conjunto de vértices de H y tiene elementos máximo y mı́nimo, ya que de

∅ se puede llegar a cualquier punto y, de la misma manera, se puede ir desde

cualquier punto hasta T . También, todo camino que vaya desde ∅ hasta T pasa

por exactamente tres puntos más
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12 1.3. POLITOPOS

y si nos fijamos en dos puntos v y u tales que v es menor que u, donde se puede

llegar desde v hasta u recorriendo un camino que conste de exactamente dos

flechas, entonces existen exactamente dos caminos distintos que van desde V

hasta u y los dos constan exactamente de dos flechas, como se muestra en la

siguiente figura:
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CAPÍTULO 1. DEFINICIONES 13

Por último, dados cualesquiera dos caminos, K, y J , que van desde ∅ hasta

T , existe un conjunto de caminos K = K1, K2, . . . , Kn = J tales que cada

camino Ki difiere del camino Ki+1 en exactamente un punto y si los caminos

K y J se intersectan entonces todos los demás caminos de la sucesión pasan

por la intersección de K y J . En el dibujo siguiente, dados los caminos azul

y rojo, el verde difiere del azul en el primer punto y después se encuentran y

siguen juntos; el anaranjado comienza junto con el verde, difieren en el segundo

punto y luego se encuentran y siguen juntos; y el rojo comienza junto con el

anaranjado y únicamente difieren en el último punto antes de llegar T ; por lo

tanto, P es conexo por banderas (es fácil ver que si los caminos azul y rojo

compartieran flechas, existe un conjunto de caminos que difieren uno de otro

en un solo punto y que pasan por los mismos puntos de la intersección del azul

y el rojo).

Neevia docConverter 5.1



14 1.3. POLITOPOS

Por lo tanto, P junto con el orden dado por las flechas en D, es un politopo

abstracto y D es su diagrama de Hasse.
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Caṕıtulo 2

Gráficas de Cayley

2.1. Introducción

En este caṕıtulo estudiaremos a una familia de gráficas de Cayley,

determinadas a partir del conjunto de aristas de una gráfica simple, como se

detalla a continuación. Es importante conocer algunas de sus propiedades ya

que posteriormente demostramos que dada una gráfica G, la gráfica de Cayley

determinada por las aristas de G es isomorfa a la gráfica del graficaedro de G.

2.2. Definición

Como ya mencionamos, dado un grupo H y un conjunto C ⊆ H , cerrado

bajo inversos y que no contiene a la identidad, la gráfica de Cayley, G(H, C),

es tal que sus vértices son los elementos de H y sus aristas son las parejas de

vértices de la forma e = {g, h}, donde hg
−1 ∈ C, es decir, dos vértices, g y

h, son adyacentes siempre que h = cg con c ∈ C. En los siguientes párrafos

ejemplificaremos este concepto directamente con las gráficas que utilizaremos

a lo largo de todo este trabajo.

Supongamos que G es una gráfica simple con p vértices y e = {i, j} es una

arista de G. Definimos τe := (i j) ∈ SV (G), es decir, τe es el elemento del grupo

de permutaciones de los vértices de G que mueve exactamente a los vértices

que forman la arista e. Aśı, dado un conjunto K de aristas de G, definimos el

conjunto ΓK como sigue:

15

Neevia docConverter 5.1



16 2.2. DEFINICIÓN

ΓK :=

{

{ι} si K = ∅,

{τei1
, . . . , τeik

} si K = {ei1
, ei2

, . . . , eik
}.

Nótese que si K 6= ∅, ΓK es un subconjunto del grupo de permutaciones de

los vértices de G, al cual no pertenece la identidad y es cerrado bajo inversos,

ya que toda transposición es inverso de śı misma. Con base en esto, si G es una

gráfica no vaćıa, la gráfica cuyos vértices son las permutaciones de los vértices

de G y tal que dos permutaciones σ y γ son adyacentes si y sólo si σ = τeik
γ

para algún eik
∈ E(G), es una gráfica de Cayley, G(SV (G),ΓK).

Ejemplo 6. Sea G la trayectoria de longitud dos, con vértices 1, 2 y 3, cuyas

aristas son e1 = {1, 2} y e2 = {2, 3}.

Cada una de las subgráficas generadoras de G, G{e1}
y G{e2}

induce un

conjunto distinto y ajeno de aristas de G(SV (G),ΓE(G)), el conjunto de aristas

anaranjadas es generado por la transposición τe1
= (1 2) y el de aristas rojas

por a la transposición τe2
= (2 3), de la siguiente manera: (1) es adyacente

a (2 3) = (2 3)(1) (rojo) y a (1 ) = (1 2)(1) (anaranjado) ; (1 2 3) es

adyacente a (1 3) (rojo) y a (2 3) (anaranjado) ya que (2 3)(1 2 3) = (1 3)

y (1 2)(1 2 3) = (2 3), y por último, el vértice (1 3 2) es adyacente a (1 2)

y a (1 3), ya que (2 3)(1 3 2) = (1 2) y (1 2)(1 3 2) = (1 3).

Si K = ∅ definimos a G(SV (G),ΓK) como la gráfica vaćıa cuyos vértices son

los elementos del conjunto de permutaciones de los vértices de G.
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CAPÍTULO 2. GRÁFICAS DE CAYLEY 17

Ejemplo 7. Sea G la gráfica vaćıa cuyos vértices son los elementos de N4.

Según la definición, G(SV (G),Γ∅) es la gráfica vaćıa cuyos vértices son los

elementos de S4, el grupo de permutaciones de N4.

Dado que G(SV (G),ΓK) queda determinada en forma única por la estructura

de la gráfica (base) G, en adelante denotaremos a G(SV (G),ΓK) simplemente

por G(G) y diremos que es la gráfica de Cayley asociada a G.

Las siguientes proposiciones tienen como objetivo describir algunas

propiedades de G(G) que intuitivamente nos permitirán entender cómo se

forman las caras del Graficaedro.

Proposición 1. Si G es una (p, q)-gráfica conexa con E(G) = {e1, e2, . . . , eq}

entonces el conjunto de transposiciones ΓE(G) = {τe1
, τe2

, . . . , τeq
} genera a Sp.

(Dado que toda permutación es producto de transposiciones (teorema 1.1)

el problema se reduce a demostrar que cualquier transposición en Sp puede ser

escrita como un producto de transposiciones de vértices adyacentes en G.)
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18 2.2. DEFINICIÓN

Demostración. Si τ ∈ Sp es una transposición, por definición, τ mueve a

exactamente dos elementos de Np, digamos i y j.

Si i es adyacente a j enG, entonces τ = (i j) es producto de transposiciones

de vértices adyacentes en G.

En caso contrario, dado que G es una gráfica conexa, existe una mı́nima

sucesión i = v1, v2, . . . , vr = j de vértices de G tales que vi es adyacente a vi+1

para toda i ∈ {1, 2, . . . , r} por lo que τ puede ser representada de la siguiente

forma:

(i j) = (v1 vr)

= (v1 v2)(v2 v3) . . . (vr−1 vr)(vr−1 vr−2)(vr−2 vr−3) . . . (v3 v2)(v2 v1),

es decir, como producto de transposiciones de vértices adyacentes en G.

Demostraremos que una subgráfica generadora de una subgráfica G da

lugar a una subgráfica generadora de G(G).

Proposición 2. Si G es una (p, q)-gráfica con V (G) = Np, H es subgráfica

generadora de G si y sólo si G(H) es subgráfica generadora de G(G) con

V (G(G)) = Sp.

Demostración. Si H es una subgráfica generadora de G, tenemos que V (G) =

V (H), por lo tanto V (G(H)) = Sp = V (G(G)).

Ahora, sean σ y τ dos permutaciones adyacentes en G(H). Eso quiere decir

que existe α = (i j) ∈ Sp tal que σ = ατ donde i y j adyacentes en H . Debido

a que H es una subgráfica generadora de G, i y j también son adyacentes

en G y por tanto, σ es adyacente a τ en G(G). Aśı, G(H) ⊆ G(G) y, como

V (G(H)) = V (G(G)), G(H) es subgráfica generadora de G(G).

Ahora si suponemos que G(H) es una subgráfica generadora de G(G)

entonces V (G(H)) = V (G(G)), pero cada elemento tanto de V (G(H)) como de

V (G(G)) es, por definición, una permutación de los vértices de sus respectivas

gráficas base, H y G. Por lo que podemos concluir que V (H) = V (G).

Por otro lado, si i y j son vértices adyacentes en H , entonces cualesquiera

dos permutaciones σ y τ tales que σ = (i j)τ son adyacentes en V (G(H)) y, por

contención, en V (G(G)). Esto último implica, por definición, que i es adyacente

a j en la gráfica base de G(G), es decir, en G. Por lo tanto, H ⊆ G.
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CAPÍTULO 2. GRÁFICAS DE CAYLEY 19

En general, conforme a la definición de unión de gráficas que dimos en

el caṕıtulo 1, dadas dos gráficas G y H , G(H) ∪ G(G) es la gráfica cuyo

conjunto de vértices es V (G(G)∪G(H)) = V (G(G))∪V (G(H)) = SV (G)∪SV (H)

y cuyo conjunto de aristas es E(G(H) ∪ G(G)) = E(G(H)) ∪ E(G(G)).

Observemos que si V (G) = V (H) se tiene que SV (G) = SV (H), por lo que

SV (G) = SV (G)∪SV (H) = SV (H), es decir que, en la unión, identificamos vértices

iguales. Consecuentemente, si una misma arista pertenece tanto a G como a

H , en la unión dicha arista aparece una sola vez.

Ejemplo 8. Sean G y H las siguientes gráficas:

Por la proposición anterior se tiene que G(G) ⊆ G(H), como se muestra en

la siguiente figura:

G(G) G(H)
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20 2.2. DEFINICIÓN

Dada una gráfica G, denotaremos por ∪G(GK) a la unión de las gráficas

G(GK) tal que GK es una subgráfica generadora de G con GK 6= G (es decir,

con K 6= E(G)). Con la siguiente proposición, lo que buscamos demostrar es

que G(G) puede ser obtenida a partir de la unión de las gráficas G(GK) tales

que GK es subgráfica generadora de G.

Proposición 3. Si G es una (p, q)-gráfica con q ≥ 2 entonces G(G) = ∪G(GK)

con GK subgráfica generadora propia de G.

Demostración. Por la proposición anterior, tenemos que G(GK) ⊆ G(G) para

toda GK subgráfica generadora de G, por lo tanto ∪G(GK) ⊆ G(G).

Por otro lado, para cualquier GK subgráfica generadora de G se tiene

que V (GK) = V (G), por lo que V (G(GK)) = V (G(G)) y por lo tanto

V (∪G(GK)) = ∪V (G(GK)) = V (G(G)).

Si σ, γ ∈ Sp son adyacentes en G(G), existe e ∈ E(G) tal que τe ∈ Sp

cumple que σ = τeγ, por lo tanto σ es adyacente a γ en G(G{e}) (donde

G{e} es la subgráfica generadora de G cuya única arista es e). Nótese que

G{e} es una subgráfica propia de G ya que q ≥ 2, lo que implica que σ es

adyacente a γ en ∪G(GK) con GK subgráfica generadora propia de G. Por lo

tanto G(G) ⊆ ∪G(GK).

(En principio se pide que q ≥ 2, ya que este resultado es falso si G tiene

tamaño 1 ó 0 debido a que, en esos casos, las subgráficas generadoras propias

de G son vaćıas o no están definidas.)

Ejemplo 9. Consideremos nuevamente a G como la trayectoria de longitud

dos

y las subgráficas generadoras propias de G, Ge1
y Ge2

.
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G1 G2

Por la proposición anterior, G(Ge1
) ∪ G(Ge2

) = G(G), como se muestra a

continuación:

G(G1) G(G2)
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G(G)

Proposición 4. Si G y H son gráficas isomorfas entonces G(G) y G(H) son

gráficas isomorfas.

Demostración. Si G y H son dos (p, q)-gráficas isomorfas, entonces existe una

función f : V (G) → V (H) que es un isomorfismo de gráficas entre G y H .

Sea F : V (G(G)) → V (G(H)) una función tal que F (σ) = f ◦ σ ◦ f
−1 para

toda permutación σ ∈ SV (G) (nótese que V (G(G)) = SV (G) para cualquier

gráfica G, por lo que utilizamos ambos conjuntos indistintamente).

Observemos que F está bien definida, es decir si σ = γ ∈ SV (G) entonces

f ◦ σ ◦ f
−1 = f ◦ γ ◦ f

−1 ∈ SV (H) ya que σ, γ y f son funciones biyectivas.

Ahora, F es inyectiva, ya que si σ 6= γ entonces existe k ∈ V (G) tal

que σ(k) 6= γ(k), lo que implica que f ◦ σ(k) 6= f ◦ γ(k). Pero f ◦ σ(k) =

f ◦σ ◦f
−1(f(k)) y f ◦γ(k) = f ◦γ ◦f

−1(f(k)), por lo tanto existe un elemento

de V (H), a saber f(k) cuya imagen bajo F (σ) y F (γ) es distinta, lo que implica

que F (σ) 6= F (γ).

También F es suprayectiva ya que si σ
′ ∈ SV (H), para σ := f

−1 ◦ σ
′ ◦ f ∈

SV (G) tenemos que

F (σ) = f ◦ σ ◦ f
−1 = f ◦ (f−1 ◦ σ

′ ◦ f) ◦ f
−1 = σ

′
.

Ahora bien, si σ y γ son dos permutaciones adyacentes en G(G), por

definición existe α ∈ SV (G) tal que σ = αγ con α = (i j) donde i y j son

vértices adyacentes de G. Entonces se tiene que
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F (σ) = F (αγ) = f◦(αγ)◦f−1 = f◦α◦(f−1◦f)◦γ◦f−1 = (f◦α◦f−1)(f◦γ◦f−1)

por ser f un isomorfismo. Por lo tanto

F (σ) = (f ◦ α ◦ f
−1)(f ◦ γ ◦ f

−1) = F (α) ◦ F (τ).

Como α = (i j), con i adyacente a j en G, la función f ◦ α ◦ f
−1 queda

definida de la siguiente manera, para cada x ∈ V (H):

f ◦ α ◦ f
−1(x) =







f(j), x=f(i);
f(i), x=f(j);
f(k), x=f(k).

Como f es un isomorfismo entre las gráficas G y H , f(i) es adyacente a

f(j) en H , por lo que podemos concluir que f ◦α ◦ f
−1 es una tranposición de

vértices adyacentes en H . Por lo tanto, F es un isomorfismo entre las gŕaficas

G(G) y G(H).

A continuación analizamos varios ejemplos para distintas gráficas G.

Ejemplo 10. Sea G = K2, la gráfica completa de orden p = 2, cuyos vértices

son los elementos de N2 = {1, 2} (izquierda).

Los vértices de G(G) (derecha) son los elementos del grupo de permuta-

ciones S2 = {(1), (1 2)} y son adyacentes ya que existe una transposición

α = (1 2) ∈ S2 tal que α(1) = (1 2)(1) = (1 2) o equivalentemente,
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α(1 2) = (1 2)(1 2) = (1), que cumple con la condición de que α = (i j)

con i adyacente a j en G, por lo que G(G) es también una gráfica completa de

orden p = 2.

Ejemplo 11. Sea G la gráfica de orden p = 3 cuyos vértices son los elementos

de N3 = {1, 2, 3} y cuya única arista es e1 = {1, 2}.

Los vértices de G(G), como se ilustra en la siguiente figura, son los elemen-

tos del grupo de permutaciones S3 = {(1), (1 2), (1 3), (2 3), (1 2 3), (1 3 2)}

y debido a que la única arista de G es e = {1, 2}, dos vértices σ y τ en G(G)

son adyacentes si σ = ατ con α = (1 2). Entonces, las aristas de la gráfica de

Cayley quedan definidas de la siguiente forma: el vértice ι = (1) es adyacente

a α = (1 2), ya que αα = (1 2)(1 2) = (1) = ι; el vértice σ = (1 2 3) es

adyacente a τ = (2 3), ya que σ = (1 2 3) = (1 2)(2 3) = ατ y el vértice

σ
′ = (1 3) es adyacente a τ

′ = (1 3 2), ya que σ
′ = (1 3) = (1 2)(1 3 2) =

ατ
′

Observese que en general, cada vértice de G(G) es adyacente a tantos

vértices como aristas tenga G, por lo que si G es una gráfica de tamaño q,

G(G) es una gráfica q-regular.
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Ejemplo 12. Sea G la gráfica cuyos vértices son los elementos del conjunto

N4 = {1, 2, 3, 4}, cuyas aristas son e1 = {1, 2} y e2 = {2, 3}

y consideremos sus subgráficas generadoras propias, G∅, Ge1
y Ge2

En primer lugar, G(∅) es la gráfica vaćıa cuyos vértices son los elementos

del grupo de permutaciones S4 y por tanto, de orden 4! = 24 que se muestra

a continuación:
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Ahora, cada gráfica G(G{e1}
) y G(G{e2}

) forma un conjunto distinto de aristas

de G(G).

Como vimos en los ejemplos 10 y 11, la G(G) de una gráfica G de tamaño

uno es, o bien una gráfica completa de orden dos, en el caso de que G sea

isomorfa a K2, o bien una gráfica disconexa cuyas componentes conexas son

isomorfas a K2, en caso de que el orden de G sea mayor que dos, como ocurre

en este caso con G{e1}
y G{e2}

.

En G(G{e1}
), las adyacencias quedan definidas mediante la multiplicación

de cada permutación por la transposición τe1
= (1 2), correspondiente a la

arista e1 = {1, 2} de G{e1}
, como en el ejemplo 6. A continuación se ilustra

G(G{e1}
):
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Por la proposición 4, debido a que G{e2}
es isomorfa a G{e1}

, la construcción

de G(G{e2}
) es análoga a la de G(G{e1}

), con la particularidad de que en este

caso serán adyacentes las permutaciones σ y γ que cumplan que σ = (2 3)γ.

A continuación se ilustra G(G{e2}
):

Finalmente, G(G) es la unión de G(G∅), G(G{e1}
) y G(G{e2}

), como se

muestra a continuación:
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El último tipo de gráfica que es preciso analizar, para abarcar todas las

G(G) tales que G es una subgráfica generadora de alguna gráfica conexa de

tres aristas, es la siguiente:

Ejemplo 13. Sea G la (4, 2)-gráfica cuyos vértices son los elementos de N4 y

cuyas aristas son e1 = {1, 2}, e2 = {3, 4}

.

Por lo tanto, G(G) es la gráfica cuyo conjunto de vértices es S4 y cuyas

aristas quedan determinadas a partir de dos transposiciones, τe1
= (1 2)

y τe2
= (3 4), correspondientes a las aristas de G, haciendo que dos

permutaciones σ y γ sean adyacentes si y sólo si σ = (1 2)γ o bien σ = (3 4)γ.
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Caṕıtulo 3

Gráficas de tamaño tres

En este caṕıtulo estudiaremos las gráficas de Cayley asociadas a las tres

gráficas conexas no isomorfas de tamaño q = 3 que existen, la trayectoria de

longitud tres (T3), la gráfica completa de orden tres (K3) y la estrella (o garra,

que definiremos más adelante) de tamaño tres (E3), para lo que utilizaremos

algunos ejemplos analizados en el caṕıtulo 2, ya que las gráficas a partir de las

cuales se formaron tales ejemplos son subgráficas generadoras de las que nos

interesan en esta sección.

3.1. G(K3)

Sea K3 la gráfica completa cuyo conjunto de vértices es V (K3) = A3 =

{1, 2, 3}, y cuyas aristas son e1 = {1, 2}, e2 = {2, 3} y e3 = {3, 1}.

Por definición, cualesquiera dos vértices de K3 son adyacentes, por lo que

G(K3) queda definida de la siguiente forma: sus vértices son los elementos

31
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de S3 = {(1), (1 2), (1 3), (2 3), (1 2 3), (1 3 2)} y dos de ellos, σ y γ, son

adyacentes si y solamente si ocurre uno de los siguientes casos:

i) σ = (1 2)γ,

ii) σ = (2 3)γ,

iii) σ = (1 3)γ.

(Es decir, si existe una transposición τ ∈ S3 de vértices adyacentes en K3

tal que σ = τγ.)

Dado que a cada una de las transposiciones (1 2), (2 3) y (1 3) corresponde

a una arista de K3, cada uno de los casos anteriores, por separado, es la

gráfica G(G{ei}
), con i ∈ {1, 2, 3}, de una subgráfica generadora G{e1}

, G{e3}

y G{e3}
de K3, respectivamente. Aśı mismo, cada una de estas subgráficas

generadoras es isomorfa a la gráfica G del ejemplo 11, por lo que las gráficas

de Cayley inducidas por cada una de ellas son isomorfas a la descrita en dicho

ejemplo y, por transitividad, isomorfas entre śı. Estas gráficas coinciden con ser

conjuntos independientes de aristas (es decir, que cualesquiera dos aristas son

no adyacentes) cuyos vértices son los elementos de S3, como se puede apreciar

el la siguiente figura:
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Consideremos ahora las subgráficas generadoras de K3 de tamaño dos.

Dado que cada una de ellas es igual a la unión de dos subgráficas generadoras

de tamaño uno (proposición 3), sus correspondientes gráficas de Cayley son

aquellas que resultan de la unión de las gráficas de Cayley de las respectivas

subgráficas de tamaño uno, como se ilustra a continuación:

Finalmente, también por la proposición 3, G(K3) es la gráfica que resulta

de la unión de las gráficas anteriores, que se ilustra a continuación:
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3.2. G(T3)

Salvo isomorfismo, una trayectoria de longitud n puede ser definida como

una gráfica cuyos vértices son los elementos de Nn+1 y tal que dos vértices u

y v son adyacentes si y sólo si u = v + 1.

Consideremos entonces la trayectoria de longitud tres

y sus subgráficas generadoras, G∅, G{e1}
, G{e2}

, G{e3}
, G{e1,e2}

, G{e2,e3}
, G{e3,e1}

.

La gráfica de Cayley asociada a G∅ es la gráfica vaćıa cuyos vértices son

los elementos de S4.

Nuevamente, para construir las gráficas de Cayley asociadas a G{ei}
, lo que

hacemos es tomar como vértices los elementos del grupo de permutaciones S4

y multiplicar cada uno por la transposición τei
correspondiente, haciendolo

adyacente en G(G{ei}
) al resultado de dicho producto. En consecuencia,

G(G{e1}
), G(G{e2}

) y G(G{e3}
) se ven aśı:
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respectivamente.

Por la proposición 3,

G(G{ei,ej}
) = G(G{ei}

) ∪ G(G{ej}
),

Neevia docConverter 5.1



36 3.2. G(T3)

de la misma forma que

G(G) = G(G{e1,e2}
) ∪ G(G{e2,e3}

) ∪ G(G{e3,e1}
)

.

Como mencionamos anteriormente, la gráfica de Cayley asociada en esta

forma a una trayectoria de longitud n es isomorfa a la gráfica de Πn. A

continuación demostramos esta afirmación.

Recordemos primero que la gráfica de Πn, G(Πn), es aquella que tiene como

vértices las permutaciones del conjunto {1, 2, . . . , n + 1}, de tal forma que dos

vértices son adyacentes si y solo si una difiere de la otra en la transposición

de dos números adyacentes. En otras palabras, dos permutaciones, σ y γ,

son adyacentes si y solo si σ = τγ con τ = (γ(k) γ(k + 1)) para algún

k ∈ {1, 2, . . . , n + 1}.

Sea Φ : Sn+1 → Sn+1 tal que Φ(σ) = σ
−1 para toda σ ∈ Sn+1 (en este caso,

Sn+1 es el conjunto de vértices tanto de G(Tn) como de la gráfica de Πn).

Proposición 5. Φ es un isomorfismo de gráficas.

Demostración. Sean σ y σ
′ dos permutaciones en Sn+1.
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Primero, Φ está bien definida ya que Φ(σ) 6= Φ(σ′) implica que σ
−1 6= (σ′)−1

y, por tanto, que σ = (σ−1)−1 6= ((σ′)−1)−1, por ser σ y σ
′ funciones biyectivas.

Más aún, si σ 6= σ
′ entonces σ

−1 = Φ(σ) es distinto de (σ′)−1 = Φ(σ′),

de lo contrario σ
−1 = (σ′)−1 implicaŕıa que σ = (σ−1)−1 = ((σ′)−1)−1 = σ

′ lo

cual, bajo la suposición de que σ 6= σ
′, es una contradicción. Por lo tanto Φ es

una función inyectiva.

Ahora, dada una permutación σ ∈ Sn+1, existe σ
′ ∈ Sn+1 tal que Φ(σ′) = σ,

a saber σ
′ = σ

−1. Esta última condición implica que Φ es suprayectiva.

Para demostrar que Φ preserva adyacencias, sean σ y γ dos permutaciones

en Sn+1, adyacentes en G(Πn). Esto quiere decir que existe τ ∈ Sn+1 tal que

σ = τγ con τ = (γ(k) γ(k + 1)) para algún elemento k ∈ Nn.

Para probar que Φ(σ) y Φ(γ) son permutaciones adyacentes en G(Tn) basta

con exhibir una permutación α ∈ Sn+1 tal que Φ(σ) = αΦ(γ) = αγ
−1 con

α = (i j) donde i es adyacente a j en Tn.

Ahora, σ = τγ implica que

Φ(σ) = Φ(τγ) = (τγ)−1 = γ
−1

τ
−1

,

pero

γ
−1

τ
−1 = γ

−1
τ,

ya que τ es una transposición.

Es decir, basta con demostrar que

γ
−1

τ = αγ
−1

para algún α = (i j) ∈ Sn+1, con i adyacente a j en G(Tn).

Sea α = γ
−1

τγ, es decir,

α = γ
−1(γ(k) γ(k + 1))γ,

y observemos que

γ
−1

τγ(k) = γ
−1

τ(γ(k)) = γ
−1

γ(k + 1) = k + 1,

γ
−1

τγ(k + 1) = γ
−1

τ(γ(k + 1)) = γ
−1

γ(k) = k y
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si a /∈ {k, k + 1}, entonces γ
−1

τγ(a) = γ
−1(γ(a)) = a.

Por lo tanto,

α(a) :=







k si a = k + 1,

k + 1 si a = k,

a en otro caso.

es decir, α = (k k+1). Nótese que, por definición, k y k+1 son adyacentes

en Tn+1, por lo que

Φ(σ) = αΦ(γ)

con α una transposición de vértices adyacentes en Tn+1.

3.3. G(E3)

Llamaremos estrella (o garra) de tamaño n a la gráfica tal que sus vértices

son los elementos del conjunto Nn+1 y tal que dos vértices u y v son adyacentes

si y sólo si u = k y v 6= k, para algún k ∈ Nn+1 fijo (salvo isomorfismo), y la

denotaremos En.

Sea G = E3 la estrella de tamaño n = 3
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y consideremos sus subgráficas generadoras G∅, G{e1}
, G{e2}

, G{e3}
, G{e1,e2}

,

G{e2,e3}
, G{e3,e1}

.

Dado que V (E3) = V (T3), para cada i ∈ {1, 2, 3}, tanto G∅ como G{ei}
en

este ejemplo son gráficas isomorfas a las correspondientes del ejemplo anterior

por lo que las gráficas de Cayley de éstas son isomorfos a las de aquellas (por

la proposición 4), es decir, son tres gráficas de 24 vértices y doce aristas que

son de hecho conjuntos independientes.
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Lo que śı es distinto en la estrella y la trayectoria, es una de las subgráficas

generadoras de tamaño dos. Por un lado, la trayectoria tiene una que consiste

en dos aristas separadas, mientras que en la estrella, todas ellas son isomorfas

a una trayectoria de longitud dos, más un vértice de grado cero.
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Es por eso que G(G{e1}
), G(G{e2}

) y G(G{e3}
) son isomorfas entre ellas,

como se muestra más abajo:
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Recordemos que, por la proposición 3, G(G{ei,ej}
) se puede construir a partir

de G(G{ej}
) ∪ G(G{ei}

), para toda i y toda j en {1, 2, 3}, y, finalmente, G(G)

queda determinada por G(G{e1,e2}
) ∪ G(G{e2,e3}

) ∪ G(G{e3,e1}
) .

Neevia docConverter 5.1
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Caṕıtulo 4

El Graficaedro

En este caṕıtulo demostraremos que dada una gráfica G, con p vértices

y q aristas, existe un politopo de rango q, que llamamos graficaedro de G y

denotamos PG, cuya estructura depende de la de G, ya que cada cara del

politopo queda definida mediante un conjunto de aristas de G y un elemento

de SV (G), el grupo de permutaciones de los vértices de G. En adelante, por

conveniencia, trabajaremos únicamente con gráficas cuyos p vértices sean los

elementos de Np = {1, 2, . . . , p}.

4.1. El teorema principal

A continuación definiremos el politopo PG asociado a una gráfica conexa G

de tamaño q. Para ello, primero definimos el conjunto Ci de lo que serán las i-

caras de PG para i ∈ I = {−1, 0, . . . , q}. Posteriormente definimos a PG como

la unión de todos los conjuntos Ci, lo dotamos de un orden y demostramos

que, con el orden dado, es un politopo abstracto de rango q.

Entonces, si G es una (p, q)-gráfica conexa, sea Ci para i ∈ I =

{−1, 0, . . . , q} el siguiente conjunto:

Ci :=







{(Ki, a) |Ki ⊆ E(G), |Ki| = i, a = {σ} ⊆ Sp} si i 6= −1,

{(∅, ∅)} si i = −1.

45
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En adelante llamaremos i-caras a los elementos de Ci y, si a 6= ∅,

denotaremos por σa al elemento de Sp que determina a a, es decir, a = {σa}.

Con la finalidad de ilustrar ciertos detalles que es preciso tener en cuenta

para definir correctamente al graficaedro, daremos una definición provisional

de éste, aśı como de la relación de orden que determina cuándo dos caras

del graficaedro son incidentes. Estas definiciones (provisionales) permitirán

al lector entender la naturaleza de la definición final del graficaedro y sus

bondades.

Definición 1. (provisional) P ′
G
=

⋃

i∈I
Ci, con I = {−1, 0, . . . , q}.

Definición 2. Dadas dos caras en P ′
G
, decimos que (Ki, a) <P ′

G
(Lj , b) si y

solamente si

1. Ki ⊂ Lj y

2. a ⊂ b o bien a * b y 〈ΓKi
〉σa ⊂ 〈ΓLj

〉σb.

Ejemplo 14. Sea G la trayectoria de longitud 2:

La siguiente gráfica es el diagrama de Hasse de P ′
G
, es decir, sus vértices

son las caras de P ′
G
y dos de éstos son adyacentes si las caras correspondientes

son incidentes en P ′
G
.
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Consideremos, por otro lado, las gráficas que se muestran a continuación:

G(G)∅ (izquierda, arriba), G(G) (izquierda, abajo), G(G{e1}
) (derecha, arriba)

y G(G{e2}
) (derecha, abajo) que analizamos en el caṕıtulo 2:

Intuitivamente, una parte de lo que demostramos en este trabajo es que

podemos establecer una correspondencia entre el graficaedro y la gráfica G(G),

de tal manera que a cada cara de PG le corresponda una única componente

conexa de la unión de las gráficas G(GK) que resultan de cada conjunto
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K ⊆ E(G). En otras palabras, cada cara está representada por alguna

componente de la gráfica G(GK) para algún K ⊆ E(G).

Sin embargo, con solo contar los vértices de G(PG) y las componentes

conexas de las gráficas de Cayley, ilustradas en las dos figuras anteriores,

podemos notar que ni siquiera coinciden en número. Por lo tanto, bajo estas

circunstancias seŕıa imposible establecer una biyección entre G(G) y PG. De

hecho, observando con detenimiento el digrama de Hasse de PG podemos notar

que no se trata de un politopo, ya que las secciones de tamaño dos no tienen

forma de diamante (y por tanto no cumple con la propiedad diamante)

El problema es que cada componente conexa de G(G) puede tener más de

un vértice, y éstos corresponden a las 0-caras de PG, y por otro lado, en PG

estamos considerando que parejas ordenadas distintas son caras distintas.

Para que el politopo quede correctamente definido (y poderlo relacionar con

la gráfica de Cayley), basta identificar las parejas ordenadas que en el fondo

son la misma, y lo hacemos mediante una relación de equivalencia, descrita en

los siguientes párrafos.

Definición 3. Dos caras, (Ki, a) , (Li, b) ∈ Ci, son equivalentes, denotado

(Ki, a) ≡ (Li, b), si y sólo si
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i) Ki = Li y

ii) a = b o a 6= b y 〈ΓKi
〉σa = 〈ΓLi

〉σb.

Proposición 6. ≡ es una relación de equivalencia.

Demostración. i) ≡ es reflexiva.

ii) ≡ es simétrica: si (Ki, a) , (Li, b) ∈ Ci cumplen que (Ki, a) ≡ (Li, b)

entonces Ki = Li y ocurre una de dos cosas, a = b o bien a 6= b

y 〈ΓKi
〉σa = 〈ΓLi

〉σb. En cualquiera de los dos casos, se tiene que

(Li, b) ≡ (Ki, a).

iii) ≡ es transitiva: si (Ki, a) , (Li, b) , (Mi, c) ∈ Ci son tales que (Ki, a) ≡

(Li, b) y (Li, b) ≡ (Mi, c) entonces Ki = Li = Mi. Ahora, si a = ∅,

como (Ki, a) ≡ (Li, b) entonces, b = ∅ y, análogamente, c = ∅, con

lo que se concluye que (Ki, a) ≡ (Mi, c). Supongamos entonces que a,

b y c son conjuntos no vaćıos, distintos, entonces (Ki, a) ≡ (Li, b) y

(Li, b) ≡ (Mi, c) implica que 〈ΓKi
〉σa = 〈ΓLi

〉σb y 〈ΓLi
〉σb = 〈ΓMi

〉σc por

lo tanto 〈ΓKi
〉σa = 〈ΓMi

〉σc. Por lo tanto, (Ki, a) ≡ (Mi, c).

Ejemplo 15. Con esto, el diagrama de Hasse de PG del ejemplo anterior es

la siguiente gráfica:
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donde se puede apreciar que todas las secciones de tamaño dos tienen forma

de diamante.

Esta relación de equivalencia nos permite definir PG como la unión de Ci

tal que i ∈ I = {0, . . . , q}, módulo la relación de equivalencia ≡, de manera

que caras equivalentes son identificadas como una misma. Formalmente,

Definición 4. si G es una gráfica conexa, sea PG =
⋃

i∈I
Ci/≡, con I =

{−1, 0, . . . , q}, donde

Ci :=







{(Ki, a) |Ki ⊆ E(G), |Ki| = i, a = {σ} ⊆ Sp} si i 6= −1,

{(∅, ∅)} si i = −1.

y ≡ es la relación de equivalencia de la definición 3.

De esta manera, cada cara (Ki, a), de PG, puede ser identificada con la

componente conexa de la gráfica de Cayley generada por las trasposiciones

asociadas a las aristas de G que tiene como uno de sus vértices a σ, pero como

ya aclaramos, la misma componente queda identificada con todas las caras del

politopo que sean equivalentes, ya que cada cara tiene como representante un

vértice distinto de la componente.

Definición 5. Dadas dos caras en PG, decimos que (Ki, a) <PG
(Lj , b) si y

solamente si

1. Ki ⊂ Lj y

2. a ⊂ b o bien a * b y 〈ΓKi
〉σa ⊂ 〈ΓLj

〉σb.

Decimos que (Ki, a) ≤PG
(Lj , b) si y solo si (Ki, a) <PG

(Lj , b) o (Ki, a) ≡

(Lj , b).

Proposición 7. ≤PG
ordena parcialmente a PG (es decir ≤PG

es una relación

reflexiva, antisimétrica y transitiva).

Demostración. i) ≤PG
es reflexiva.
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ii) ≤PG
es antisimétrica: Sean (Ki, a) y (Lj , b) elementos de PG tales que

(Ki, a) ≤PG
(Lj , b) y (Lj, b) ≤PG

(Ki, a).

Esto implica, por una parte que Ki ⊆ Lj y Lj ⊆ Ki, por lo que Ki = Lj .

Por otro lado, (Ki, a) ≤PG
(Lj , b) implica que a ⊆ b o bien a * b y

〈ΓKi
〉σa ⊆ 〈ΓLj

〉σb. Si a ⊆ b necesariamente a = ∅ o a = b. Si a = b,

(Ki, a) = (Lj , b). Si a = ∅, como (Lj , b) ≤PG
(Ki, a) se tiene que b ⊆ a

por lo tanto b = ∅ = a, por lo que (Ki, a) = (∅, ∅) = (Lj , b).

Ahora, si a * b entonces a 6= ∅ y (Ki, a) ≤PG
(Lj , b) implica que

〈ΓKi
〉σa ⊆ 〈ΓLj

〉σb, pero (Lj , b) ≤PG
(Ki, a) implica que 〈ΓLj

〉σb ⊆

〈ΓKi
〉σa, por lo tanto, 〈ΓKi

〉σa = 〈ΓLj
〉σb, por lo que (Ki, a) ≡ (Lj , b).

iii) ≤PG
es transitiva: Sean (Ki, a), (Lj , b) y (Mh, c) elementos de PG tales

que (Ki, a) ≤PG
(Lj , b) y (Lj , b) ≤PG

(Mh, c). Esto implica, en primer

lugar, que Ki ⊆ Lj ⊆Mh.

Si a ⊆ b necesariamente a = b o a = ∅. Si a = ∅ se tiene que a ⊆ c y

por lo tanto (Ki, a) ≤PG
(Mh, c). Si a = b como (Lj , b) ≤PG

(Mh, c) se

tiene que b ⊆ c o b * c y 〈ΓLj
〉σb ⊆ 〈ΓMh

〉σc. Si b ⊆ c, a ⊆ c y por lo

tanto (Ki, a) ≤PG
(Mh, c). Si b * c, como a = b, 〈ΓKi

〉σa = 〈ΓKi
〉σb y

〈ΓKi
〉σb ⊆ 〈ΓLj

〉σb ya que Ki ⊆ Lj . También, 〈ΓLj
〉σb ⊆ 〈ΓMh

〉σc, por lo

tanto 〈ΓKi
〉σa ⊆ 〈ΓMh

〉σc, concluyendo aśı que (Ki, a) ≤PG
(Mh, c).

Ahora, si a * b entonces 〈ΓKi
〉σa ⊆ 〈ΓLj

〉σb y, por otro lado, (Lj , b) ≤

(Mh, c) implica que b ⊆ c o b * c y 〈ΓLj
〉σb ⊆ 〈ΓMh

〉σc. Si b ⊆ c entonces

b = c ya que b 6= ∅, por lo tanto 〈ΓKi
〉σa ⊆ 〈ΓLj

〉σb = 〈ΓLj
〉σc ⊆ 〈ΓMh

〉σc

ya que Lj ⊆ Mh. Por lo tanto, (Ki, a) ≤PG
(Mh, c). Si b * c,

〈ΓKi
〉σa ⊆ 〈ΓLj

〉σb ⊆ 〈ΓMh
〉σc por lo tanto (Ki, a) ≤PG

(Mh, c).

Por lo tanto ≤PG
ordena parcialmente a PG.

Una vez demostrada la proposición anterior, podemos asegurar que PG

está dotado de una función de rango definida como sigue:

rank : PG → {−1, 0, . . . , q} de tal forma que

rank((Ki, a)) :=

{

i si (Ki, a) 6= (∅, ∅)

−1 si (Ki, a) = (∅, ∅).

Nótese que si i 6= −1 entonces rank((Ki, a)) = |Ki|.
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Esta función es monótona estricta creciente ya que si (Ki, a) y (Kj, b) son

dos caras de PG tales que (Ki, a) <PG
(Kj , b) entonces Ki ⊂ Kj. Como |Ki| = i

y |Kj| = j, ran((Ki, a)) = i < j = ran((Kj, b)).

Demostraremos a continuación que PG tiene caras máxima y mı́nima, que

toda bandera tiene q+2 elementos, que es fuertemente conexo por banderas y

que cumple con la propiedad diamante, para aśı concluir que, efectivamente,

se trata de un politopo abstracto de rango q.

Proposición 8. Existe (K, a) ∈ PG tal que (K, a) ≤PG
(L, b) para toda cara

(L, b) ∈ PG.

Demostración. Sea (K, a) = (∅, ∅).

Dado que ∅ ⊆ L para todo conjunto L ⊆ E(G) y ∅ ⊆ b para todo conjunto

b ⊆ Sp se tiene que (∅, ∅) ≤PG
(K, a) para toda cara (K, a) ∈ PG.

Proposición 9. Existe (K, a) ∈ PG tal que (L, b) ≤PG
(K, a) para toda

(L, b) ∈ PG.

Demostración. Sea (K, a) = (G, a), donde por G denotamos a E(G) y a = {σ}

para algún elemento σ ∈ Sp.

Dada una cara cualquiera (L, b) ∈ PG, se tiene que L ⊆ G.

Si b ⊆ a entonces (L, b) ≤PG
(G, a).

Si, por otro lado, b * a, como G es conexa se tiene que 〈ΓG〉 = Sp

(proposición 1). Esto implica que 〈ΓL〉σb ⊆ 〈ΓG〉σa y, por lo tanto, que

(L, b) ≤PG
(G, a).

Proposición 10. Toda bandera de PG tiene exactamente q + 2 elementos.

Demostración. Sea Φ una bandera de PG.

Lo que haremos es demostrar que la función de rango restringida a Φ

establece una biyección entre Φ y el conjunto {−1, 0, . . . , }.

Sean (K, a) , (L, b) ∈ Φ tales que rank((K, a)) = rank((L, b)).

Si rank((K, a)) = −1, (K, a) = (∅, ∅) = (L, b).
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Si rank((K, a)) = i 6= −1, |K| = i = |L| pero, dado que Φ está totalmente

ordenado, podemos suponer sin pérdida de generalidad que (K, a) ≤PG
(L, b),

por lo tanto, K ⊆ L, lo que implica que K = L y que (K, a) ≡ (L, b). Por

tanto, rank �Φ es inyectiva.

Ahora, para demostrar que rank �Φ es suprayectiva supongamos lo

contrario, es decir, que existe un elemento k ∈ {−1, 0, . . . , q} tal que

rank((K, a)) 6= k para toda (K, a) ∈ Φ.

Sea k ∈ {−1, . . . , q} el mı́nimo elemento tal que rank((K, a)) 6= k para

toda (K, a) ∈ Φ. Nótese que k 6= −1 y k 6= q, ya que tanto (∅, ∅) como (G, a)

pertenecen a Φ.

Sea (N, d) ∈ Φ tal que rank((N, d)) = k − 1 y sea (M, c) ∈ Φ la cara de

rango mı́nimo, tal que m = rank((M, c)) > k. Entonces tenemos que N ⊂ M

con |N | ≤ |M | − 2, por lo que existe e ∈M tal que e /∈ N . Sea K = N ∪ {e},

entonces (K, d) es tal que (N, d) <PG
(K, d) <PG

(M, c), con rank((K, d)) = k,

y, dado que Φ es una bandera, (K, d) debe pertenecer a Φ, contradicendo la

hipótesis de que ningún elemento de Φ tiene rango k. Por lo tanto rank �Φ es

una biyección.

Ejemplo 16. Una bandera es una cadena maximal, es decir, un subconjunto

totalmente ordenado tal que no existe otro que lo contenga propiamente. En

la siguiente figura, que muestra una vez más al diagrama de Hasse de PG, se

marcan con distintos colores algunas de sus banderas:
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Se puede apreciar como cualquier camino que una el máximo con el mı́nimo,

en una sola dirección (de arriba hacia abajo o de abajo hacia arriba, sin

regresar) tiene la misma longitud, en este caso 3.

El siguiente paso es demostrar que PG es fuertemente conexo por banderas,

es decir, que entre cualesquiera dos banderas, Φ y Ψ, de PG existe una sucesión

de banderas adyacentes que contienen a la intersección Φ ∩Ψ.

Ejemplo 17. Una sucesión de banderas adyacentes en PG se ve aśı:
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Es decir, partimos de la bandera azul y cambiando un solo vértice en cada

paso, llegamos a la bandera roja (pasando por la verde).

Intuitivamente, cada bandera en PG está formada de dos partes: una familia

de subconjuntos de E(G) y un elemento de Sp, que sirve como un representante

del conjunto de vértices de cada cara.

Ejemplo 18. Supongamos que G es la trayectoria de longitud 2 y B

es la bandera de PG que tiene como 0-cara a (∅, (1 2)), como 1-cara a

({e2}, {(1 2)}), a la cara mı́nima y a la máxima.
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Entonces podemos pensar que B queda definida mediante la permutación

(1 2) y el conjunto de gráficas (o de sus aristas) que se muestra a continuación:

Si K es la familia de conjuntos de aristas que da lugar a la bandera, se tiene

que K es de la forma {K0, K1, . . . , Kq}, donde cada Ki tiene cardinalidad i y

está contenido en Ki+1. Por lo tanto, se trata de una familia de subconjuntos

de E(G) que está totalmente ordenada por la contención y es maximal con esa

propiedad, es decir, no existe otra familia totalmente ordenada de subconjuntos
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de G que la contenga propiamente. En la siguiente proposición demostramos

que dadas dos familias de este tipo, podemos ’ir de una a la otra’ mediante una

sucesión de familias totalmente ordenadas, maximales, tales que cada familia

difiere de la anterior en un único elemento y todas contienen a la intersección

de las originales.

Con esto demostraremos posteriormente que entre cualesquiera dos

banderas que tengan la misma 0-cara existe una sucesión de banderas

adyacentes que contienen a la intersección de las originales.

Primero observemos que, si K = {K0, K1, . . . , Kq} es una familia

totalmente ordenada, maximal, de conjuntos de aristas de una gráfica G, que

tiene q aristas, para todo Km ∈ K existe un único e
′ ∈ Km+1 tal que e

′
/∈ Km.

Entonces, para cada e ∈ Km, definimos el conjunto (Km)
′

e
:= Km − e+ e

′.

Ahora, para cada e ∈ E(G), sea Kj ∈ K tal que e ∈ Kj pero e /∈ Kj−1 (Kj

es el elemento más pequeño de K al que pertenece e), y definamos

(K)′
e
: = K \ {Kj} ∪ {(Kj)

′

e
}

= {K0, . . . , Kj−1, (Kj)
′

e
, Kj+1, . . . , Kq}.

Esta es una familia de conjuntos de aristas de G, totalmente ordenada por

la contención, maximal con esa propiedad y que difiere de K en exactamente

un elemento.

Entonces, para cada e ∈ E(G), sea Kn

e
, con n ≤ q − j, definida

recursivamente como sigue:

K1

e
= (K)′

e
y

Kn+1

e
= (Kn)′

e
.

En otras palabras,

K1

e
= {K0, . . . , Kj−1, (Kj)

′

e
, Kj+1, . . . , Kq} y

Kn

e
= {K0, . . . , Kj−1, (Kj)

′

e
, (Kj+1)

′

e
, . . . , (Kj+n−1)

′

e
, Kj+n, . . . , Kq}, para

n ≤ q − j,
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donde j ∈ {0, . . . , q} es tal que Kj es el elemento de K más pequeño al que

pertenece e.

Proposición 11. Dada una gráfica G, con q aristas, y dos familias, K =

{K0, . . . , Kq} y F = {F0, F1, . . . , Fq}, de conjuntos de aristas de G, totalmente

ordenadas por la contención y maximales con esta propiedad, existe una

sucesión K = K0,K1, . . . ,Kr de familias totalmente ordenadas, maximales,

de conjuntos de aristas de G, tal que, para toda i ∈ {0, . . . , r},

i) Ki difiere de Ki+1 en exactamente un elemento,

ii) F ∩ K ⊆ Ki y,

iii) si |K ∩ F| = q + 1 − n (es decir, si K difiere de F en n elementos)

entonces |Kr ∩ F| ≤ q + 1− (n− 1) (Kr difiere de F en a lo más n− 1

elementos).

Demostración. Sea j ∈ {0, . . . , q − 1} tal que Kj 6= Fj y Ki = Fi si i > j. Por

construcción, existen un único e0 ∈ Kj , tal que e0 /∈ Fj , y un único e1 ∈ Fj,

tal que e1 /∈ Kj.

Ahora, sea l ∈ {0, . . . , j − 1} tal que e0 ∈ Kj−l pero e0 /∈ Kj−l−1, es decir,

Kj−l es el elemento más pequeño de K al que pertenece e0, y consideremos la

siguiente sucesión

K,K1

e0
, . . . ,Kl+1

e0
.

Observemos que

K1

e0
= {K0, . . . , Kj−l−1, (Kj−l)

′

e0
, Kj−l+1, . . . , Kq}

K2

e0
= {K0, . . . , Kj−l−1, (Kj−l)

′

e0
, (Kj−l+1)

′

e0
, Kj−l+2, . . . , Kq}

K3

e0
= {K0, . . . , Kj−l−1, (Kj−l)

′

e0
, (Kj−l+1)

′

e0
, (Kj−l+2)

′

e0
, Kj−l+3, . . . , Kq}

etc., por lo que

Kl+1

e0
= {K0, . . . , Kj−l−1, (Kj−l)

′

e0
, (Kj−l+1)

′

e0
, . . . , (Kj−1)

′

e0
, (Kj)

′

e0
, . . . , Kq},

pero, por construcción, (Kj)
′

e0
= Kj − e0 + e1 = Fj.
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Si Ki

e0
= Ki, la sucesión K,K1, . . . ,Kl+1 es tal que, para cada i ∈

{0, . . . , l + 1}, Ki difiere de Ki+1 en exactamente un elemento.

Por otro lado, si Ki ∈ K ∩ F entonces Ki = Fi por lo que e0 /∈ Ki. Como

en la construcción de Kn únicamente se modifican elementos de K a los que

pertenece e0, K ∩ F ⊆ Ki para toda i ∈ {0, . . . , l + 1}.

Por último, supongamos que K difiere de F en n elementos, es decir, que

K y F tienen q + 1− n elementos iguales, entonces, como (Kj)
′

e0
= Fj,

Kl+1 = {K0, . . . , Kj−l−1, (Kj−l)
′

e0
, (Kj−l+1)

′

e0
, . . . , (Kj−1)

′

e0
, (Kj)

′

e0
, . . . , Kq}

difiere de F en a lo más n− 1 elementos.

Entonces,

K,K1

e0
, . . . ,Kl+1

e0

es la sucesión buscada con r = l + 1.

Corolario 1. Si G es una gráfica con q aristas, dadas dos familias, K =

{K0, K1, . . . , Kq−1} y F = {F0, F1, . . . , Fq−1}, de conjuntos de aristas de

G, totalmente ordenadas, maximales, existe una sucesión de familias K =

K0,K1, . . . ,Kt = F de conjuntos de aristas de G, totalmente ordenadas,

maximales, tal que

i) Ki difiere de Ki+1 en un único elemento y

ii) K ∩ F ⊆ Ki para toda i ∈ {0, . . . , t}.

Demostración. Supongamos que K y F tienen d de sus q + 2 elementos, en

común y sea n = q + 2 − d. Por la proposición anterior, existe una sucesión

K = K0, . . . ,Kr1
tal que Kr1

difiere de F en a lo más n−1 elementos. Aplicando

el mismo principio, existe una sucesión Kr1
,Kr1+1, . . . ,Kr2

tal que Kr2
difiere

de F en a lo más n − 2 elementos. Entonces, existe k ≤ n que cumple que la

sucesión

K = K0, . . . ,Kr1
, . . . ,Kr2

, . . . ,Krk
,

de tal forma que Krk
= F y cada elemento de la sucesión difiere del anterior

en exactamente un elemento, y K ∩ F ⊆ Ki para toda i.

Neevia docConverter 5.1



60 4.1. EL TEOREMA PRINCIPAL

Observemos que dada una bandera, Φ = {(∅, ∅) , (K0, a) , . . . , (Kq, a)} la

familia, K = {K0, . . . , Kq−1}, de subconjuntos de E(G) que definen las caras

propias de Φ, es tal que Ki ⊆ Ki+1 y |Ki| = i para toda i ∈ {0, . . . , q − 1}.

Por otro lado, una bandera Ψ puede ser definida en forma única mediante

una sucesión, F = {F0 = ∅, F1, . . . , Fq−1}, y un conjunto a = {σa} ⊆ Sp de tal

forma que (Ψ)i = (Fi, a) para toda i ∈ {0, . . . , q − 1}.

Proposición 12. Dadas dos banderas Φ,Ψ ⊆ PG existe una sucesión de

banderas Φ = Φ0, . . . ,Φs = Ψ tal que Φi es adyacente a Φi+1 y Φ ∩ Ψ ⊆ Φi

para toda i ∈ {0, . . . , s}.

Demostración. Sean Φ = {(∅, ∅) , (K0, a) , . . . , (Kq−1, a) , (G, a)} y Ψ =

{(∅, ∅) , (F0, b) , . . . , (Fq−1, b) , (G, a)} dos banderas de PG y sean K =

{K0, . . . , Kq−1} y F = {F0, . . . , Fq−1}, las sucesiones de conjuntos de aristas

de G asociadas a Φ y Ψ, respectivamente.

caso 1 Primero supongamos que Φ y Ψ son banderas alrededor de un mismo

vértice, es decir, que (Φ)0 = (Ψ)0 (o, en otras palabras, (K0, a) = (F0, b),

lo que implica que a = b). Entonces, por el corolario 11 existe una

sucesión, K = K0,K1, . . . ,Kt = F , de familias totalmente ordenadas,

maximales, de subconjuntos de E(G) de forma que Ki difiere de Ki+1 en

exactamente un elemento y K ∩ F ⊆ Ki para toda i ∈ {0, . . . , t}.

Sea Φi la bandera cuya familia subyacente de subconjuntos de E(G) es

Ki y cuya 0-cara es (∅, a). La sucesión Φ = Φ0,Φ1, . . . ,Φt = Ψ es tal que

Φi es adyacente a Φi+1 y Φ ∩Ψ ⊆ Φi para toda i ∈ {0, . . . , t}.

caso 2 Supongamos ahora que Φ y Ψ tienen 0-caras distintas, es decir, que

a 6= b.

Por el teorema 1.1 y el lema 1, existe un conjunto {τe1
, . . . , τes

}, de

transposiciones asociadas a las aristas de G, de tal forma que σb =

τes
. . . τe2

τe1
σa, donde i 6= j no implica que ei 6= ej .

Consideremos entonces una bandera Φr1
que tenga la misma 0-cara que

Φ, pero cuya 1-cara sea ({e1}, {σa}) y que contenga a Φ∩Ψ. Observemos

que ({e1}, {σa}) ≡ ({e1}, {τe1
σa}).
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Por el caso 1, existe una sucesión de banderas adyacentes Φ =

Φ0, . . . ,Φr−1 de tal forma que cada elemento de la sucesión contiene

a Φ ∩Ψ.

Ahora consideremos la bandera 0-adyacente a Φr1
, Φ0

r1
, es decir, aquella

cuyas i-caras son las mismas que las de Φr1
salvo por la 0-cara.

Observemos que la única posibilidad que existe es que la 0-cara de Φ0

r1

sea (∅, {τe1
σa}).

Si s = 1 entonces Φ0

r1
y Ψ son banderas que comparten la 0-cara, por lo

que, por el caso 1, existe una sucesión Φ0

r1
= Φr1+1,Φr1+2, . . . ,Φr1+k = Ψ

de tal forma que Φi es adyacente a Φi+1 y Φ0

r1
∩ Ψ ⊆ Φi para toda

i ∈ {r1 + 1, . . . , r1 + k}. Por lo tanto, la sucesión

Φ = Φ0, . . . ,Φr1
,Φr1+1, . . . ,Φr1+k = Ψ

es la buscada.

Si s 6= 1, definimos Φri
como la bandera cuya 0-cara es (∅, {τei−1 . . . τe1

}),

es decir, la misma que la de Φri−1
y cuya 1-cara es ({ei}, {τei−1 . . . τe1

σa}),

de tal forma que la sucesión

Φ = Φ0, . . .Φr1
. . .Φr2

. . .Φrs
. . .Φrs+k = Ψ

es tal que Φi es adyacente a Φi+1 y Φ ∩ Ψ ⊆ Φi para toda i ∈

{0, . . . , rs + k}, por lo tanto, la sucesión buscada.

Finalmente, con la siguiente proposición demostramos que PG satisface la

propiedad diamante, es decir, que dadas cualesquiera dos caras F y G de PG,

de rangos i − 1 e i + 1, respectivamente, existen exactamente dos caras J1 y

J2, de rango i, tales que F <PG
Jk <PG

G para k = 1, 2.

Proposición 13. Dadas dos caras (K, a) , (L, b) ∈ PG tales que (K, a) <PG

(L, b) con rank((K, a)) = i− 1 y rank((L, b)) = i+1, existen exactamente dos

caras (Ji, c) ∈ PG tales que (K, a) <PG
(Ji, c) <PG

(L, b).

Demostración. Por la relación de incidencia, tenemos que K ⊂ L, con |K| =

|L| − 2, por lo que existen exactamente dos elementos e1, e2 ∈ L tales que
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e1, e2 /∈ K. Sea Ji = K ∪ {ei} para i ∈ {1, 2}. Entonces (J1, a) y (J2, a) son

elementos distintos de PG, que cumplen que (K, a) <PG
(Ji, a) <PG

(L, b).

Por otro lado, J1 y J2 son las únicas caras de PG que satisfacen esta

condición, ya que dado cualquier elemento (J, x) ∈ PG tal que (K, a) <PG

(J, x) <PG
(L, b) se tiene que K ⊂ J ⊂ L, lo que implica que J = Ji para

algún i ∈ {1, 2}, y por otro lado, a ⊂ 〈ΓJ〉σx y x ⊂ 〈ΓL〉σb, lo que significa

que 〈ΓL〉σx = 〈ΓL〉σb pero si (Ji, a) <PG
(L, b) entonces 〈ΓL〉σb = 〈ΓJi

〉σa, por

lo que se puede concluir que (Ji, a) ≡ (J, x) para algún i ∈ {1, 2}.

Aśı, finalmente podemos enunciar el siguiente:

Teorema 4.1. Dada una gráfica conexa G, con p vértices y q aristas, el

conjunto parcialmente ordenado PG es un politopo abstracto de rango q.

Demostración. PG cumple las siguientes condiciones:

i) tiene máximo y mı́nimo,

ii) toda bandera tiene q + 2 elementos,

iii) es fuertemente conexo por banderas y

iv) satisface la propiedad diamante.

Por lo tanto, PG es un politopo abstracto de rango q.

Teorema 4.2. Dada una gráfica conexa G, con p vértices y q aristas, G(G)

es una gráfica isomorfa a G(PG).

Demostración. Por definición,G(PG) es la gráfica cuyos vértices son las parejas

ordenadas de la forma (∅, {σ}), con σ ∈ Sp, tal que dos de ellas son adyacentes

si inciden en la misma 1-cara de PG. Esto significa que, si (∅, {σ}) y (∅, {γ})

son adyacentes en G(PG), existe una cara ({ei}, {α}) ∈ PG de tal forma que

o bien σ = α o σ ∈ 〈Γτei
〉α. Esto último implica que, si σ 6= α, σ = τei

α. Lo

mismo ocurre con γ.

Si σ 6= γ, existen dos casos posibles: que σ = α y γ = τei
α o bien, γ = α y

σ = τei
α.
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Supongamos sin pérdida de generalidad que σ = α y γ = τei
α, es decir,

que γ = τei
σ. Esto implica, por definición, que γ es adyacente a σ en G(G),

por lo tanto, una función f : V (G(PG)) → V (G(G)) tal que f((∅, {σ})) = σ,

que es claramente una biyección, es también un isomorfismo de gráficas entre

G(PG) y G(G).

Analizaremos ahora algunos ejemplos. Para esto retomaremos las gráficas

no isomorfas de tamaño tres y sus gráficas de Cayley asociadas, para construir

sus graficaedros y comparar las gráficas de éstos con dichas graficas de Cayley.

Ejemplo 19. Sea G la trayectoria de longitud 3. Una forma de dibujar a G(G),

distinta a la vista en el caṕıtulo 3, es la siguiente:

.

Lo que hicimos a lo largo de este trabajo fue demostrar que ésta gráfica es

isomorfa a la gráfica del graficaedro de la trayectoria de longitud 3, de manera

que a cada vértice σ de G(G) lo hacemos corresponder con la cara (∅, {σ}) de

PG.

Intuitivamente, podemos ver que dicho politopo es un poliedro covexo que

tiene seis caras cuadradas
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y ocho caras hexagonales
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,

cada una de las cuales está relacionada con una componente conexa de la

gráfica de Cayley asociada a alguna subgráfica generadora de G, de tamaño

dos, y representada por uno de sus vértices.

Ejemplo 20. Sea G la gráfica completa de orden 3. Como en el ejemplo

anterior, existe una forma de dibujar a G(G), distinta a la del caṕıtulo 3, que

aporta una idea bastante clara de cómo puede llegar a verse el graficaedro:

.
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Hablando sin formalidad, esta es una representación de un politopo llamado

{3, 6}(1,1), en la que se aprecia que éste se puede construir sobre el toro,

partiendo del paralelogramo e identificando sus lados como las flechas lo

indican. Podemos ver que tiene, en total, seis vértices y tres caras hexagonales,

una por cada pareja de aristas distintas de K3 (rojo-verde, rojo-azul y azul-

verde).

Ejemplo 21. Sea G la estrella de tamaño 3. En este caso, la misma forma de

dibujar a G(G) es la que nos sirve para dar una representación del graficaedro,

PG, aśı:

.

En este caso podemos observar, en forma intuitiva, que se trata de un

politopo que tiene 24 vértices y doce caras hexagonales, que también se

encuentra en el toro.
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