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Introduccion

En este trabajo proponemos la construccion de un politopo abstracto,
basada en un caso particular de graficas de Cayley, que en cierto sentido
generaliza al permutaedro, un politopo, que segin Gunter Ziegler, en [6],
fue aparentemente investigado por Pieter Hendrik Schoute en 1911. Por su
naturaleza hemos llamado a este politopo el Graficaedro.

Para construir el Graficaedro es necesario entender principios basicos de
teoria de graficas, politopos y teoria de grupos. En el capitulo 1, establecemos
las nociones fundamentales que sustentan esta tesis.

En los capitulos 2 y 3 estudiamos detalladamente algunas propiedades de
las graficas de Cayley que dan origen a la construccion del Graficaedro para, en
el capitulo 4, definirlo formalmente y demostrar que es un politopo abstracto.

0.1. El Permutaedro

La idea de la construccién del Graficaedro, como ya mencionamos,
estd basada en un politopo llamado permutaedro. De hecho, uno de los
objetivos que cumple esta tesis es el de demostrar que el permutaedro se puede
ver como un caso particular de Graficaedro.

Intuitivamente, un politopo convexo es un objeto que generaliza a los
poligonos y poliedros, el sentido en que puede interpretarse como un “poliedro”
de dimension n, es decir, que el espacio euclidiano mas pequeno en el que el
politopo puede ser inmerso es E™.

Una generalizacion atin mas amplia que surge a partir de este concepto es
la de politopo abstracto, que se trata de una estructura que, como su nombre
lo dice, abstrae las propiedades combinatorias de los politopos convexos y los
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VI INTRODUCCION

construye de otra manera, fuera del espacio euclidiano.

Este trabajo, que tiene como objetivo general demostrar la existencia de
una familia de politopos (abstractos) que se construyen a partir de la estructura
de ciertas graficas, surgi6 a partir del analisis del siguiente ejemplo:

Consideremos el conjunto C' de puntos en E? que se obtienen permutado
las coordenadasa del punto (1,2,3) € E?, y tomemos el subconjunto C de E3
mas chiquito que contenga a C'y que dados cualesquiera dos puntos en C , el
segmento que los une esta completamente contenido en C. El conjunto C , que
se ilustra en la figura de abajo, es la cerradura convera (o casco convexo) de

C.

Es facil demostrar que C' es un hexdgono regular que estd inmerso en 2.

Si ahora construimos el conjunto C’ a partir del punto (1,2,3,4) € E4,
C’ C E* forma la siguiente figura:



0.1. EL PERMUTAEDRO VII

En general, se define el permutaedro de dimensién d — 1, como la cerradura
convexa del conjunto de puntos en E? que se obtienen permutando las
coordenadas de (1,2,...,d) y se denota 1T, ;.

Ahora, consideremos la grafica G(II;—1) que tiene como vértices a las
permutaciones del conjunto {1,2,...,d}, de tal forma que dos vértices son
adyacentes si y s6lo si una difiere de la otra en la transposicién de dos niimeros
adyacentes.

Ejemplo 1. Si d = 3, I, es el hexdgono regular que se ilustra anteriormente
y G(IIy) es la siguiente grafica:

123 213

132 231

312 O—O 321

En G(Ily), dos vértices, digamos 312 y 132, son adyacentes porque solamente
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difieren en intercambiar el lugar de dos elementos que se encuentran uno al
lado del otro, en este caso, el 1y el 3.

En el capitulo 3, en la seccién 3.2 demostramos que esta grafica es isomorfa
a una grafica de Cayley que es, a su vez, isomorfa a la grafica del Graficaedro
de una gréfica en particular.



Capitulo 1

Definiciones

Este trabajo estda basado, principalmente, en la teoria desarrollada
alrededor de tres objetos matemadticos: graficas, grupos y politopos. En este
capitulo definimos los conceptos basicos que utilizaremos para definir al
Graficaedro y demostrar que es un politopo, entre otras cosas.

1.1. Graficas

Una grdfica (simple) G es un conjunto finito de objetos, llamados vértices,
junto con un conjunto (que puede ser vacio) de parejas no ordenadas de vértices
distintos, llamadas aristas. Denotaremos al conjunto de vértices de G por
V(G), mientras que el conjunto de aristas se denota E(QG).

Si e = {u,v} es una arista de G entonces se dice que u y v son vértices
adyacentes en GG. En ese caso, u y e son incidentes en G, de la misma forma
que v y e. Més aun, si e; y e son aristas que inciden en un mismo vértice, se
dice que son aristas adyacentes. Denotaremos a la arista {u,v} simplemente
por uv o vu.

El ntimero de vértices de una grafica GG es llamado el orden de G'y denotado
p(G) o sblo p, mientras el nimero de aristas es el tamano de G, denotado por
q(G) o solo q. Diremos que una grafica G de orden p y tamano ¢ es una

(p, q)-gréafica.

Ejemplo 2. Sea G la grafica cuyos vértices son los elementos de V(G) =
{Mézico, Guatemala, Belice, Argentina, C'hile, Estados Unidos} y tal que
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dos de estos son adyacentes si y solo si tienen una frontera en comun, es
decir las aristas de GG son el conjunto de parejas ordenadas

E(G) = {{México, Guatemala}, { México, Belice},{México, Estados Unidos},
{Belice, Guatemala}, { Argentina, Chile}}.

En este caso, G es una grafica de orden p = 6 y tamafio ¢ = 5.

Una grafica puede ser descrita mediante un dibujo en el cual cada vértice
es representado por un punto y cada arista es representada por un segmento
de curva que une parejas de puntos que corresponden a parejas de vértices
adyacentes. A continuacion se muestra un posible dibujo de la grafica del
ejemplo anterior:

Guatemala
México Chile Argentina
Belice Q O
Estados Unidos

Una grafica G es completa si cualesquiera dos de sus vértices son
adyacentes. Las graficas completas de orden p se denotan por K,. Por el
contrario, si el conjunto de aristas de G es vacio, decimos que GG es una grafica
vacia.

El complemento de una grafica G, denotado G es la grafica cuyo conjunto
de vértices es V(G) = V(G) y tal que dos vértices u y v son adyacentes en G
si y s6lo si v y v no son adyacentes en G.
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Dos gréficas Gy y Gy son iguales si V(G1) = V(Gy) v E(G1) = E(Gs).
Ahora bien, decimos que dos gréficas G; y Ga son isomorfas si existe una
biyeccién ¢ : V(G;) — V(G3) tal que @ preserva la adyacencia; esto es que
uv es una arista de Gy si y sélo si ®(u)P(v) es arista en G. Tal funcién @ es
un isomorfismo de grdficas.

El grado de un vértice v en una grafica G es el nimero de aristas en G
incidentes con v y se denota dg(v). Decimos que G es regular de grado r o
r-reqular si para cada vértice v de G se tiene que dg(v) = r.

Una grafica H es subgrdfica de una gréafica G si V(H) CV(G)y E(H) C
E(G). En el caso en que V(H) = V(G) decimos que H es una subgrdfica
generadora de G. Si {e1,e,... e} C E(G), denotaremos por Gye, e, ..cr} @
la subgrafica generadora de G cuyas aristas son ey, es,..., ;. Nétese que en
particular, G puede escribirse como Gg(g). Analogamente, Gy denotard a la
subgrafica generadora de GG cuyo conjunto de aristas es vacio.

Una trayectoria es una subgrafica cuyos vértices forman una sucesion
U1, V2, ..., U, tal que v; es adyacente a v,,11 y v; # v; si i # j. Si entre
cualesquiera dos vértices u, v de una grafica GG existe una trayectoria que tenga
como vértices a u y a a v, decimos que GG es coneza.

Si G es una grafica, v € V(G) y |[V(G)| > 2 entonces G — v denota la
subgréfica cuyo conjunto de vértices es V(G) — {v} y cuyas aristas son todas
las de G que no inciden en v; si e € F(G), entonces G — e es la subgréfica
cuyo conjunto de vértices es V(G) y cuyo conjunto de aristas es E(G) — {e}.
Si u,v son vértices de G y e = uv, G + e denota a la grafica cuyo conjunto de
vértices es V(G) y cuyo conjunto de aristas es E(G) U {e}.

Si U es un subconjunto no vacio de V(G) de una grafica GG, entonces la
subgrafica (U) de G inducida por U es la gréfica cuyo conjunto de vértices es
U y cuyas aristas son todas aquellas aristas de G' que sean incidentes en dos
elementos de U.

Si Gy K son dos graficas, la union de G y K, denotada GU K, es la gréfica
con conjunto de vértices V(G) U V(K) y conjunto de aristas E(G) U E(K).
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1.2. Teoria de Grupos

Grupos de Permutaciones

Una permutacion de un conjunto A es una funcion ® : A — A que es
biyectiva.

Dadas dos permutaciones o y 7 de A, podemos definir como operacién
entre ellas a la composicion o o 7 que es a su vez una funcién biyectiva que
va de A en A y por tanto una permutacién, a la que llamaremos producto de
permutaciones y denotaremos simplemente por o7, recordando que la accion
debe ser leida de derecha a izquierda: primero se aplica 7 y después o. Esta
operacion es asociativa, es decir, (17o)y = 7(07) ya que la composicién de
funciones lo es.

Un conjunto no vacio GG, dotado de una operacién binaria asociativa *, es
un grupo si existe un elemento e de G tal que e x a = a = a * e para todo
elemento a € G, y si dado un elemento a € G existe un elemento b € G tal
que axb=e=bxa.

Se puede demostrar que el conjunto de permutaciones de un conjunto no
vacio A, que se denota S4, es un grupo bajo el producto de permutaciones, es
decir,

i) en S4 hay un elemento ¢ que al operarlo con cualquier elemento o € Sy
el resultado o1 = 10 = o, a saber, la funcién identidad + : A — A tal que
t(a) = a para cualquier a € A,

ii) para cada elemento o € S, existe un tnico elemento o’ € S4 tal que
o0’ = o'c =1, a saber, 0/ = 0!, la funcién inversa de o; y por ultimo,

iii) como ya habiamos aclarado, el resultado de operar dos permutaciones
de A es de nuevo una permutacién de A.

Si A={1,2,...,n} escribiremos N,, en lugar de A y S,, en lugar de S4.

Dado un conjunto A y una permutacién o del mismo, podemos definir una
relacion en A de la siguiente forma: dados dos elementos a,b € A, se tiene que
a ~ bsiysélosib=o0"(a) para algin n € Z. Se puede demostrar que ~ es
una relacion de equivalencia en A:
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i)

i)

iii)

~ es Reflexiva:
a~ayaquea=tla)=0"a)

~ es Simétrica:
Si a ~ b entonces b = o0™(a) para alguna n € Z. Pero a = o "(b) y
—n € Z, por lo tanto b ~ a

~ es Transitiva:
¢ = o™(b) para algin

Supongase que a ~ by b ~ ¢ entonces b = c"(a) y
"(a)) = o"*™(a), por lo

n,m € Z. Sustituyendo, tenemos que ¢ = o™ (o
tanto a ~ ¢

De esta forma, cada permutacion ¢ induce una particion distinta de A en

clases de equivalencia llamadas drbitas de o. Para cada elemento a € A el
conjunto o(a) = {z € Alxr = ¢™(a) para algiin m € Z}, es la 6rbita de o que

contiene a a y se escribe mediante una notacién ciclica, de la siguiente forma:

o(@)=(a oa) o*a) ... oY a))

donde o'(a) = a con t < n. Nétese que, por consecuencia de lo anterior,

cada permutacién o puede escribirse como el producto de sus érbitas.

Ejemplo 3. Sea 7 € Sy, es decir, una permutacion del conjunto Ng =
{1,2,3,4,5,6,7,8}, definida mediante la siguiente regla de correspondencia:
(1) =2,7(2)=5,73)=3,7(4) =6, 7(5) =1, 7(6) =4, 7(7) =8, 7(8) =7

En este caso, 7 tiene cuatro orbitas:

o(1) =

12 5) = 0(2) = o5)

(
0(3) = (3)
0(4) = (4 6) = o(6)
o(7) = (7 8) = o(8)
por lo que

= (1 2 5)(4 6)(7 8).

En esta notacién, las 6rbitas que constan de un solo elemento se omiten. La

unica funcién cuyas orbitas constan todas de un solo elemento es la identidad

y se escribe ¢ = (a) donde a es cualquier elemento de N,, (generalmente se

utiliza a = 1).
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Decimos que una permutacién o mueve a un elemento a del dominio si
o(a) # a. En otro caso decimos que lo fija.

Cuando una permutacion 7 mueve tnicamente dos elementos, dejando fijos
a los demas, decimos que 7 es una transposicion. Notese que en este caso no
existe otra posibilidad para los elementos que se mueven, mas que ser uno la
imagen del otro bajo la permutacion.

Diremos que, dada una permutacién o del conjunto N, = {1,2,...,p},
dos elementos 7 y j en la imagen de o son adyacentes si sus preiméagenes son
elementos consecutivos de N,, es decir, si existe k € N, tal que o(k) =iy
ok+1)=7j.

Una parte fundamental de este trabajo esta basada en los dos resultados
siguientes:

Teorema 1.1. Toda permutacion es un producto de transposiciones.

Teorema 1.2. (de Cayley) Todo grupo es isomorfo a un grupo de permuta-
clones.

Si G es un grupo, un subconjunto H de G es un subgrupo si H es por
si mismo un grupo. Dado un subgrupo H de GG y un elemento g € GG, una clase
lateral derecha de H en G es el subconjunto de G

Hg={hglh € H}

Si X es un subconjunto de un grupo G, el subgrupo generado por X es el
subgrupo de G méas pequeno que contiene a X, y se denota (X). También se
dice que X genera a (X).

Lema 1. Sea G un grupo. Si K C G y g € G, son equivalentes las siquientes
afirmaciones para todo elemento h € G:

i) h e (K)g
i) (K)h = (K)g

Demostracion. Que ii) implica i) es inmediato, ya que por ser (K) un grupo,
tiene un elemento neutro e y por tanto, h = eh € (K)h = (K)g.
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Por otro lado, si h € (K)g entonces h es de la forma h = kg g para algtin
elemento ko € (K), por lo que

(K)h = (K)ko g = (K)g

debido a que (K) es un grupo. Por lo tanto, i) implica ii). 0

Dado un grupo Gy un conjunto C' C G tal que g € C'siy sélosi g7! € C
(cerrado bajo inversos) y que no contenga a la identidad, la grdfica de Cayley
asociada a G y C, que se denota G(G, (), es una grafica con conjunto de
vértices Gy conjunto de aristas E(G(G,C)) = {gh|hg™' € C} (en el capitulo
2 se analiza detalladamente este concepto y se ilustran varios ejemplos).

1.3. Politopos

Si A es un conjunto, una relacion en A es un subconjunto del producto
cartesiano A x A. Decimos que una relacion < en A es un orden parcial si < es
reflexiva (a < a), antisimétrica (a < by b < a implica que a = b) y transitiva
(sia<byb<centonces a < c¢). En ese caso decimos que la pareja ordenada
(A, <) es un conjunto parcialmente ordenado (copo).

Un congjunto totalmente (linealmente) ordenado (coto) es un copo (A, <) tal
que dados cualesquiera dos elementos distintos a,b € A, estos son comparables
en el orden <, es decir, se cumple que a < b o bien b < a (dicotomia).

Si A es un copo, una cadena es un conjunto C' C A tal que C
esta totalmente ordenado. Diremos que una cadena es mazimal si no existe
otra cadena que la contenga propiamente.

Un politopo (abstracto) de rango (finito) n o un n-politopo (abstracto) es
un copo P que satisface ciertas propiedades que enunciaremos mas adelante,
entre otras, que estd dotado de una funcién de rango mondtona estricta cuya
imagen es {—1,...,n}. En el fondo, esta funcién establece una jerarquia en el
conjunto, que permite definir la relaciéon de orden entre sus elementos. Para
0 < j < n los elementos de P de rango j se llaman j-caras y se denotan Fj.
Diremos que las caras de rango 0, 1 y n — 1 son wvértices, aristas y facetas,
respectivamente.
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Para que un copo P con una funcién de rango sea efectivamente un n-
politopo es necesario que tenga una cara minima F_; y una cara maxima
F, (lamadas caras impropias de P), asi como que cada cadena maximal
(lamada bandera) de P tenga exactamente n + 2 caras. Denotamos por
B(P) al conjunto de todas las banderas de P. Decimos que dos banderas
son adyacentes si difieren en exactamente una cara. También es necesario que
P sea fuertemente conexo por banderas, es decir que dadas cualesquiera dos
banderas ®, ¥ € B(P) exista una sucesion de banderas ® = &g, &1,..., & =¥
tal que cualesquiera dos banderas sucesivas ®; y ®,,; son adyacentes, con
® NV C &; para toda i. Finalmente P debe satisfacer una condicién de
homogeneidad (frecuentemente llamada propiedad diamante), que establece
que dadas cualesquiera dos caras F, G € P conran(F) = j—1yran(G) = j+1,
si F' < (G entonces existen exactamente dos caras H tales que F' < H < G con
ran(H) = j.

Existen dos graficas que aportan representaciones esqueméticas de un
politopo P. La primera es la grdfica de incidencia (o diagrama de Hasse),
cuyos vértices son las caras de P y es tal que dos caras F'y G son adyacentes
si son incidentes en P (es decir, si F' < G o G < F). La segunda, que
llamaremos simplemente la grdfica de P, denotada G(P), es tal que sus vértices
son las O-caras de P y dos de ellas son adyacentes si inciden en una misma
1-cara de P. Dadas dos caras F' y GG de un politopo P tales que F < G, la
seccion G/F de P es el conjunto de caras {H|F < H < G}. Si Fj es un
vértice, decimos que la seccién F,,/Fy es la figura de vértice de Fy. Nétese
que toda seccién G/F' de un politopo P es también un politopo y tiene rango
ran(G/F) = ran(G) — ran(F') — 1. (La propiedad del diamante establece que
el diagrama de Hasse de cualquier seccién de P de rango 1 tiene forma de
diamante.)

Sea P un n-politopo y sea ® una bandera de P. La condiciéon del diamante
nos dice que para i € {0,n — 1} existe exactamente una bandera que difiere de
® en la i-cara. Tal bandera es llamada la bandera i-adyacente a ® y se denota
®’. Més atin, definimos @/ = (®%)/ y extendemos la notacién por induccién,
es decir @ik = (Ploiti-1)k Nétese que para i,j € {0,1,...,n— 1}

(@) =,

ysili—j|>1,
O = oI
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Denotaremos por (®); a la i-cara de la bandera ®. Nétese que (®); = (D7),
si y solo si ¢ # j. Por conveniencia, frecuentemente omitimos las caras
impropias cuando describimos una bandera, por lo que una bandera ® puede
ser denotada por {(®)o, (®)1,...,(P),_1}. Dos i-caras de P, F'y F', son
adyacentes si existe una bandera @ tal que (®); = F y (®'); = F".

Por ejemplo, un 0-politopo contiene tinicamente dos elementos (incidentes),
F_1 y Fy (por definicién existen una cara minima y una cara maxima); por
lo tanto, salvo isomorfismo, existe un tnico 0-politopo y su gréfica consta de
un unico vértice. Por otro lado, un 1-politopo debe tener un diagrama (de
Hasse) en forma de diamante, por lo tanto, su grafica consta solamente de dos
vértices adyacentes. Si P es un 2-politopo, es facil ver que el niimero de vértices
y aristas de P es el mismo. Mas aun, cada vértice es incidente a exactamente
dos aristas y cada arista es incidente a exactamente dos vértices. Por esta
razén, un 2-politopo es llamado un poligono, o si es finito y tiene p vértices un
p-agono. Finalmente, los 3-politopos son frecuentemente llamados poliedros.

Ejemplo 4. Pensemos primero en un tetraedro

El conjunto formado por los vértices, aristas y caras de este, junto con el
conjunto vacio y el tetraedro mismo, ordenado por la incidencia, es un politopo
abstracto de rango 3
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Esto ocurre para cualquier poliedro, ya que en el fondo, la teoria de los
politopos abstractos generaliza en cierto sentido a los poliedros que se han
estudiado desde la antigiiedad.

El siguiente ejemplo lo construimos simplemente a partir de un conjunto
de caras y una relacién de orden que nos dice cuando dos caras son incidentes.

Ejemplo 5. Consideremos el siguiente diagrama D:
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y digamos que un punto v es menor que un punto u si podemos encontrar un
camino que va de v a u, siguiendo las flechas. Esta relacién ordena parcialmente
al conjunto de vértices de H y tiene elementos méximo y minimo, ya que de
() se puede llegar a cualquier punto y, de la misma manera, se puede ir desde
cualquier punto hasta T'. También, todo camino que vaya desde () hasta T pasa
por exactamente tres puntos mas
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y si nos fijamos en dos puntos v y u tales que v es menor que u, donde se puede
llegar desde v hasta u recorriendo un camino que conste de exactamente dos
flechas, entonces existen exactamente dos caminos distintos que van desde V'
hasta u y los dos constan exactamente de dos flechas, como se muestra en la
siguiente figura:
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Por ultimo, dados cualesquiera dos caminos, K,y J, que van desde () hasta
T, existe un conjunto de caminos K = Ky, K,,..., K, = J tales que cada

camino K; difiere del camino K;,; en exactamente un punto y si los caminos
K y J se intersectan entonces todos los demdas caminos de la sucesién pasan
por la interseccion de K y J. En el dibujo siguiente, dados los caminos azul
y rojo, el verde difiere del azul en el primer punto y después se encuentran y
siguen juntos; el anaranjado comienza junto con el verde, difieren en el segundo
punto y luego se encuentran y siguen juntos; y el rojo comienza junto con el
anaranjado y unicamente difieren en el tltimo punto antes de llegar T'; por lo
tanto, P es conexo por banderas (es facil ver que si los caminos azul y rojo
compartieran flechas, existe un conjunto de caminos que difieren uno de otro
en un solo punto y que pasan por los mismos puntos de la interseccién del azul
y el rojo).
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N

]

Por lo tanto, P junto con el orden dado por las flechas en D, es un politopo
abstracto y D es su diagrama de Hasse.



Capitulo 2

Graficas de Cayley

2.1. Introducciéon

En este capitulo estudiaremos a una familia de graficas de Cayley,
determinadas a partir del conjunto de aristas de una gréafica simple, como se
detalla a continuacion. Es importante conocer algunas de sus propiedades ya
que posteriormente demostramos que dada una grafica GG, la grafica de Cayley
determinada por las aristas de G es isomorfa a la gréafica del graficaedro de G.

2.2. Definicion

Como ya mencionamos, dado un grupo H y un conjunto C' C H, cerrado
bajo inversos y que no contiene a la identidad, la gréfica de Cayley, G(H,C),
es tal que sus vértices son los elementos de H y sus aristas son las parejas de
vértices de la forma e = {g,h}, donde hg=* € C, es decir, dos vértices, g y
h, son adyacentes siempre que h = cg con ¢ € C. En los siguientes parrafos
ejemplificaremos este concepto directamente con las graficas que utilizaremos
a lo largo de todo este trabajo.

Supongamos que G es una gréfica simple con p vértices y e = {i,j} es una
arista de G. Definimos 7. := (i j) € Sy(q), es decir, 7, es el elemento del grupo
de permutaciones de los vértices de G' que mueve exactamente a los vértices
que forman la arista e. Asi, dado un conjunto K de aristas de (G, definimos el
conjunto 'y como sigue:

15
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S {{L} si K =0,

{TeisooosTe b st K ={ei e e}

Noétese que si K # (), I'x es un subconjunto del grupo de permutaciones de
los vértices de GG, al cual no pertenece la identidad y es cerrado bajo inversos,
ya que toda transposicién es inverso de si misma. Con base en esto, si G es una
grafica no vacia, la grafica cuyos vértices son las permutaciones de los vértices
de G y tal que dos permutaciones o y v son adyacentes si y sélo si o = Tei,,
para algin e;, € F(G), es una grafica de Cayley, G(Sv (), k).

Ejemplo 6. Sea G la trayectoria de longitud dos, con vértices 1, 2 y 3, cuyas
aristas son e; = {1,2} y es = {2, 3}.

Cada una de las subgraficas generadoras de G, Gy.,y ¥y Gye,) induce un
conjunto distinto y ajeno de aristas de G(Sy(a), I'e(q)), €l conjunto de aristas
anaranjadas es generado por la transposicion 7., = (1 2) y el de aristas rojas
por a la transposicién 7., = (2 3), de la siguiente manera: (1) es adyacente
a (23) = (23)(1) (rojo) y a (1 ) = (1 2)(1) (anaranjado) ; (1 2 3) es
adyacente a (1 3) (rojo) y a (2 3) (anaranjado) ya que (2 3)(1 2 3) = (1 3)
y (1 2)(1 2 3) = (2 3), y por tltimo, el vértice (1 3 2) es adyacente a (1 2)
ya(l 3),yaque (2 3)(132)=(12)y(l2)(132)=(13).

2 3) (12 3)
(1) /] [\ (1 3)
120 O—0O (132

Si K = () definimos a G(Sy (), I'k) como la gréafica vacia cuyos vértices son
los elementos del conjunto de permutaciones de los vértices de G.
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Ejemplo 7. Sea GG la grafica vacia cuyos vértices son los elementos de Njy.

O
1

3O o
4

Segun la definicién, G(Sv (g, 'p) es la gréfica vacia cuyos vértices son los
elementos de Sy, el grupo de permutaciones de Nj.

(1)0 o 2 3) (243)0 o (e
(12)0 o (123 (12430 o (124
(132 °©° C (3 (13e4 ° 1324
Ga, @39 1432 (142
(12)(34) O O (1234 (143 0 o (14
(13427°©° Cu3a (1423 © O (143

Dado que G(Sy (), I'x) queda determinada en forma tinica por la estructura
de la grafica (base) G, en adelante denotaremos a G(Sy (), ['x) simplemente
por G(G) y diremos que es la grafica de Cayley asociada a G.

Las siguientes proposiciones tienen como objetivo describir algunas
propiedades de G(G) que intuitivamente nos permitirdn entender cémo se
forman las caras del Graficaedro.

Proposicién 1. Si G es una (p, q)-grdfica coneza con E(G) = {ey,ea,...,¢,}
entonces el conjunto de transposiciones I'gq) = {Tey, Tegs - - -+ Te, } genera a Sp.

(Dado que toda permutacion es producto de transposiciones (teorema 1.1)
el problema se reduce a demostrar que cualquier transposicién en S, puede ser
escrita como un producto de transposiciones de vértices adyacentes en G.)
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Demostracion. Si 7 € S, es una transposicién, por definicién, 7 mueve a
exactamente dos elementos de N, digamos 7 y j.

Si i es adyacente a j en GG, entonces 7 = (¢ j) es producto de transposiciones
de vértices adyacentes en G.

En caso contrario, dado que G es una grafica conexa, existe una minima

sucesion ¢ = vy, vy, ..., v, = j de vértices de G tales que v; es adyacente a v;;
para toda i € {1,2,...,r} por lo que T puede ser representada de la siguiente
forma:

(i j) = (v1 v)

= (v1 v2)(v2 v3) ... (V1 V) (Vo1 Vp2)(Vpn Up—3) ... (V3 v2) (V2 V1),
es decir, como producto de transposiciones de vértices adyacentes en GG. [

Demostraremos que una subgréafica generadora de una subgrafica G da
lugar a una subgréfica generadora de G(G).

Proposicién 2. Si G es una (p, q)-grifica con V(G) = N, H es subgrdfica
generadora de G si y solo si G(H) es subgrdfica generadora de G(G) con
V(G(G)) = Sp.

Demostracion. Si H es una subgréfica generadora de G, tenemos que V(G) =
V(H), por lo tanto V(G(H)) = S, = V(G(G)).

Ahora, sean o y 7 dos permutaciones adyacentes en G(H). Eso quiere decir
que existe o = (i j) € S, tal que 0 = a7 donde i y j adyacentes en H. Debido
a que H es una subgrafica generadora de G, ¢ y j también son adyacentes
en Gy por tanto, o es adyacente a 7 en G(G). Asi, G(H) C G(G) y, como
V(G(H)) =V(G(Q)), G(H) es subgrafica generadora de G(G).

Ahora si suponemos que G(H) es una subgrafica generadora de G(G)
entonces V(G(H)) = V(G(G)), pero cada elemento tanto de V(G(H)) como de
V(G(@Q)) es, por definicién, una permutacién de los vértices de sus respectivas
graficas base, H y G. Por lo que podemos concluir que V(H) = V(G).

Por otro lado, si ¢ y j son vértices adyacentes en H, entonces cualesquiera
dos permutaciones o y 7 tales que o = (i j)7 son adyacentes en V(G(H)) y, por
contencién, en V(G(G)). Esto ultimo implica, por definicién, que 7 es adyacente
a j en la grafica base de G(G), es decir, en GG. Por lo tanto, H C G. O
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En general, conforme a la definicion de unién de graficas que dimos en
el capitulo 1, dadas dos graficas G y H, G(H) U G(G) es la grafica cuyo
conjunto de vértices es V(G(G)UG(H)) = V(G(G))UV(G(H)) = Sva)USv(m)
y cuyo conjunto de aristas es E(G(H) U G(G)) = E(G(H)) U E(G(G)).
Observemos que si V(G) = V(H) se tiene que Sy ) = Sy, por lo que
Sva) = Sve)USvr) = Sv(m), es decir que, en la unién, identificamos vértices
iguales. Consecuentemente, si una misma arista pertenece tanto a G como a
H, en la unién dicha arista aparece una sola vez.

Ejemplo 8. Sean G y H las siguientes graficas:

1 2 3 1 2 3
o o o o O——0
e e e,

G H

Por la proposicién anterior se tiene que G(G) C G(H ), como se muestra en
la siguiente figura:

23 123 23 123
(2 3) o O( ) (f (\l )
M O O (13 Q] (13)
12 O O (132 12y O—0O (132
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Dada una gréfica GG, denotaremos por UG(Gk) a la unién de las gréficas
G(Gk) tal que Gk es una subgrafica generadora de G con G # G (es decir,
con K # E(G)). Con la siguiente proposicion, lo que buscamos demostrar es
que G(G) puede ser obtenida a partir de la unién de las graficas G(G) tales
que Gk es subgrafica generadora de G.

Proposicién 3. Si G es una (p, q)-grifica con g > 2 entonces G(G) = UG(G )
con Gk subgrdfica generadora propia de G.

Demostracion. Por la proposicién anterior, tenemos que G(Gg) C G(G) para
toda G subgrafica generadora de G, por lo tanto UG(G k) C G(G).

Por otro lado, para cualquier G subgrafica generadora de G se tiene
que V(Gk) = V(G), por lo que V(G(Gk)) = V(G(G)) y por lo tanto
V(UG (Gk)) = UV(G(Gk)) = V(G(G)).

Si 0,7 € S, son adyacentes en G(G), existe e € E(G) tal que 7. € 5,
cumple que ¢ = 7.7, por lo tanto o es adyacente a v en G(Gye) (donde
Gyey es la subgrafica generadora de G cuya tnica arista es e). Nétese que
Gey es una subgréfica propia de G ya que ¢ > 2, lo que implica que o es
adyacente a v en UG(Gk) con Gk subgréafica generadora propia de G. Por lo
tanto G(G) C UG(G). 0

(En principio se pide que g > 2, ya que este resultado es falso si G tiene
tamano 1 6 0 debido a que, en esos casos, las subgraficas generadoras propias
de G son vacias o no estan definidas.)

Ejemplo 9. Consideremos nuevamente a G' como la trayectoria de longitud
dos

y las subgraficas generadoras propias de G, G, y G.,.
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Gy G

Por la proposicién anterior, G(G,,) U G(G.,) = G(G), como se muestra a

continuacion:
23 123 (2 3) (123
2 3) o o ( ) /] x
(1 O O (13) (1 (13)
12 O O (132 120 O—0O (132

G(G1) G(Go)
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(2 3) (12 3)

(1) (1 3)

12) O—0O (132

g(G)

Proposicién 4. Si G y H son grdficas isomorfas entonces G(G) y G(H) son
graficas isomorfas.

Demostracion. Si Gy H son dos (p, q)-graficas isomorfas, entonces existe una
funcién f: V(G) — V(H) que es un isomorfismo de graficas entre G y H.

Sea F': V(G(G)) — V(G(H)) una funcién tal que F(o) = fooo f~! para
toda permutacién o € Sy(g) (ndtese que V(G(G)) = Sy(e) para cualquier
grafica G, por lo que utilizamos ambos conjuntos indistintamente).

Observemos que [ estd bien definida, es decir si 0 = v € Sy (g) entonces
foooft=foyof eSSy yaqueo,yy fson funciones biyectivas.

Ahora, F' es inyectiva, ya que si ¢ # v entonces existe k € V(G) tal
que o(k) # v(k), lo que implica que f o o(k) # fo~(k). Pero foo(k) =
fooof Y (f(k))y foy(k) = foyof~t(f(k)), por lo tanto existe un elemento
de V(H), asaber f(k) cuya imagen bajo F'(¢) y F() es distinta, lo que implica
que (o) # F(v).

También F' es suprayectiva ya que si 0’ € Sy (), para o := floo'ofe
Sy (@) tenemos que

Flo)=fooof'=fo(f oo of)of" =0

Ahora bien, si o y 7 son dos permutaciones adyacentes en G(G), por
definicion existe a € Sy (g) tal que 0 = a7y con a = (i j) donde i y j son
vértices adyacentes de G. Entonces se tiene que
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F(o) = F(ay) = fo(ay)of™" = foao(fof)oyof~" = (foaof!)(foyo ™)

por ser f un isomorfismo. Por lo tanto

F(o)=(foao f)(foyof™)=F(a)o F(r).

Como « = (i j), con i adyacente a j en G, la funcién f o ao f~! queda
definida de la siguiente manera, para cada = € V(H):

foao fHz)=1 f(i), x=L(j);
x=f(

Como f es un isomorfismo entre las graficas Gy H, f(i) es adyacente a
f(j) en H, por lo que podemos concluir que foao f~! es una tranposiciéon de
vértices adyacentes en H. Por lo tanto, F' es un isomorfismo entre las graficas

G(G)y G(H). ]
A continuacién analizamos varios ejemplos para distintas graficas G.

Ejemplo 10. Sea G = K», la grafica completa de orden p = 2, cuyos vértices
son los elementos de Ny = {1, 2} (izquierda).

Los vértices de G(G) (derecha) son los elementos del grupo de permuta-
ciones Sy = {(1),(1 2)} y son adyacentes ya que existe una transposicion
a = (12) € Sy tal que a(l) = (1 2)(1) = (1 2) o equivalentemente,
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a(l 2) = (1 2)(1 2) = (1), que cumple con la condicién de que a = (i j)
con i adyacente a j en G, por lo que G(G) es también una grafica completa de
orden p = 2.

Ejemplo 11. Sea G la grafica de orden p = 3 cuyos vértices son los elementos
de N3 = {1,2,3} y cuya tnica arista es e; = {1,2}.

Los vértices de G(G), como se ilustra en la siguiente figura, son los elemen-
tos del grupo de permutaciones S5 = {(1), (1 2), (1 3),(2 3),(1 2 3),(1 3 2)}
y debido a que la tinica arista de G es e = {1,2}, dos vértices o y 7 en G(G)
son adyacentes si ¢ = a7 con a = (1 2). Entonces, las aristas de la grafica de
Cayley quedan definidas de la siguiente forma: el vértice : = (1) es adyacente
aa=(12),yaqueaa =(12)(12)=(1) =y el vértice 0 = (1 2 3) es
adyacente a 7 = (2 3), yaque 0 = (1 2 3) = (1 2)(2 3) = a7 y el vértice
o' = (1 3) es adyacente a 7/ = (1 3 2), yaque o’ = (1 3) = (1 2)(1 3 2) =

aTt’

(1) (1 2 3) (13 2)
@) @) @)
O O O

(1 2) 2 3) (1 3)

Observese que en general, cada vértice de G(G) es adyacente a tantos
vértices como aristas tenga G, por lo que si GG es una grafica de tamano g,
G(G) es una gréfica g-regular.
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Ejemplo 12. Sea G la gréfica cuyos vértices son los elementos del conjunto
Ny ={1,2, 3,4}, cuyas aristas son e¢; = {1,2} y es = {2,3}

y consideremos sus subgraficas generadoras propias, Gy, Ge, vy Ge,

G{e‘}

En primer lugar, G(() es la grafica vacfa cuyos vértices son los elementos
del grupo de permutaciones Sy y por tanto, de orden 4! = 24 que se muestra

a continuacion:
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(l)o o (23) (243)0 o 24
(12)0 o (123 (12430 o (124
(1320 O a3 (a3e4 ° O 324
Ga, @34 1432 (142
(12)3 4 O O (1234 (143 O o (14
(134270 © 139 1423 © O 1aey3

Ahora, cada grafica G(Gye,}) ¥ G(G{e,y) forma un conjunto distinto de aristas
de G(G).

Como vimos en los ejemplos 10 y 11, la G(G) de una grafica G de tamano
uno es, o bien una grafica completa de orden dos, en el caso de que G sea
isomorfa a Kj, o bien una grafica disconexa cuyas componentes conexas son
isomorfas a K5, en caso de que el orden de GG sea mayor que dos, como ocurre
en este caso con Ge,} y Ges}-

En G(GYe,y), las adyacencias quedan definidas mediante la multiplicacién
de cada permutacién por la transposicién 7., = (1 2), correspondiente a la
arista e; = {1,2} de G{,}, como en el ejemplo 6. A continuacién se ilustra

G(Giepy):
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My o @9 4, L @4

(12) G O (12 3) (12430 O (124)
(132° O (13 (13)2 4) © Cns32a
B4, @34 1432 (142
(12)(3 4) 0 O (123 4) (143 O o (14
(13427°0° C ¢34 (1423 © C (1423

Por la proposicion 4, debido a que G,y es isomorfa a G, }, la construccion
de G(Ge,y) es andloga a la de G(Gy.,y), con la particularidad de que en este
caso seran adyacentes las permutaciones o y v que cumplan que o = (2 3)7.

A continuacion se ilustra G(Ge,}):

Mo o @3 @43 @4
(12)[\O f(123) (1243)[\] /(124)
(132 (1 3) (1 3)(2 4) (1324

B4, @34 (1432 (142

(12)(34)[\O f(1234) (143)[\O / (1 4)
(1342 (13 4) (142 3) (1 4)(2 3)

Finalmente, G(G) es la unién de G(Gy), G(Gie;y) v G(Gyesy), como se
muestra a continuacién:
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Mo o 23 243 o @4
(12)[\O f(123) (1243)[\] /(124)
(132 (1 3) (1 3)(2 4) (1324

B4, @34 (1432 (142

(12)34[\O f(1234) (143)[\O / (1 4)
(1342 (13 4) (142 3) (1 4)(2 3)

El ultimo tipo de grafica que es preciso analizar, para abarcar todas las
G(G) tales que G es una subgrafica generadora de alguna gréfica conexa de

tres aristas, es la siguiente:

Ejemplo 13. Sea G la (4, 2)-gréfica cuyos vértices son los elementos de Ny y

cuyas aristas son e; = {1,2}, e; = {3,4}

Por lo tanto, G(G) es la gréfica cuyo conjunto de vértices es Sy y cuyas
aristas quedan determinadas a partir de dos transposiciones, 7., = (1 2)
y Te, = (3 4), correspondientes a las aristas de G, haciendo que dos
permutaciones o y 7 sean adyacentes siy sélo si ¢ = (1 2)y o bien o = (3 4)7.
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(1) (12) (24) (124) (13) (132)
(34) (12)(34) (234) (1234) (143) (1432)
(23) (123) (14) (142) (1324) (13)(24)

(243) (1243) (134) (1342) (14)(23) (1423)






Capitulo 3

Graficas de tamano tres

En este capitulo estudiaremos las graficas de Cayley asociadas a las tres
graficas conexas no isomorfas de tamano ¢ = 3 que existen, la trayectoria de
longitud tres (73), la grafica completa de orden tres (K3) y la estrella (o garra,
que definiremos més adelante) de tamano tres (Ej3), para lo que utilizaremos
algunos ejemplos analizados en el capitulo 2, ya que las graficas a partir de las
cuales se formaron tales ejemplos son subgraficas generadoras de las que nos
interesan en esta seccion.

3.1. G(K>)

Sea K3 la grafica completa cuyo conjunto de vértices es V(K3) = Az =
{1,2,3}, y cuyas aristas son e; = {1,2}, es = {2,3} y e3 = {3, 1}.

Por definicion, cualesquiera dos vértices de K3 son adyacentes, por lo que
G(K3) queda definida de la siguiente forma: sus vértices son los elementos

31
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de S35 = {(1),(1 2),(1 3),(2 3),(1 2 3),(1 32)}y dos de ellos, oy 7, son
adyacentes si y solamente si ocurre uno de los siguientes casos:

i) o=(12),

i) o= (1 3)y.

(Es decir, si existe una transposicién 7 € S3 de vértices adyacentes en K3
tal que 0 = 77.)

Dado que a cada una de las transposiciones (1 2), (2 3) y (1 3) corresponde
a una arista de K3, cada uno de los casos anteriores, por separado, es la
grafica G(Gye,1), con ¢ € {1,2,3}, de una subgrafica generadora Gy}, G{e,)
y G{e;y de K3, respectivamente. Asi mismo, cada una de estas subgréficas
generadoras es isomorfa a la grafica G' del ejemplo 11, por lo que las gréficas
de Cayley inducidas por cada una de ellas son isomorfas a la descrita en dicho
ejemplo y, por transitividad, isomorfas entre si. Estas graficas coinciden con ser
conjuntos independientes de aristas (es decir, que cualesquiera dos aristas son
no adyacentes) cuyos vértices son los elementos de S3, como se puede apreciar
el la siguiente figura:

O
O—0O
2 © 3 2 3 2 © 3
(1) 23) (1 23) (1) 23)

(12 (123) “ 2\ /3(1 23) 12 (123)
Oo——O

(132 (13) (132) (13) (132 (13)
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Consideremos ahora las subgraficas generadoras de K3 de tamano dos.
Dado que cada una de ellas es igual a la unién de dos subgréficas generadoras
de tamano uno (proposicién 3), sus correspondientes gréficas de Cayley son
aquellas que resultan de la unién de las gréaficas de Cayley de las respectivas
subgraficas de tamano uno, como se ilustra a continuacion:

2 3 2 3 2 3
(1 (2 3) (1) (2 3) (1) 2 3)

(12 (12 3) (12 (123) (12 (123)
(132 (1 3) (132 1 3) (132 (1 3)

Finalmente, también por la proposicion 3, G(K3) es la gréifica que resulta
de la unién de las graficas anteriores, que se ilustra a continuacién:

(1) (2 3)

(1 2) (12 3)

(132 (1 3)
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3.2. G(Ty)

Salvo isomorfismo, una trayectoria de longitud n puede ser definida como
una grafica cuyos vértices son los elementos de N,, 1 y tal que dos vértices u
y v son adyacentes si y solo si u = v + 1.

Consideremos entonces la trayectoria de longitud tres

y sus subgraficas generadoras, Go, Ge,}, Gies}s Giesd, Glerents Glesies)r Gleser}-

La grafica de Cayley asociada a Gp es la grafica vacia cuyos vértices son
los elementos de Sy.

1340 o (1342
234 (G4
(123490 o o O (1234
o244 Mo
1 2 3 4 12490 2430 023 o2
(1324012430 0123 0132
o 3)2 4 130
14230 (e] (e] Ol 432
(1423 (143)
190 O a4

Nuevamente, para construir las graficas de Cayley asociadas a G',}, lo que
hacemos es tomar como vértices los elementos del grupo de permutaciones Sy
y multiplicar cada uno por la transposicién 7., correspondiente, haciendolo
adyacente en G(Gy,)) al resultado de dicho producto. En consecuencia,

G(Gieny), G(Giesy) v G(Gyeqy) se ven asi:
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Oo—0 O O

O o0 O

O O o0
respectivamente.

Por la proposicién 3,

G(Glere;y) = G(Giey) UG(Geyy),
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de la misma forma que

g(G) = g(G{el,ez}) U g(G{62763}) U g(G{e?nel})

13 4Q 5 (1342

@234 34
(1234

1264

124 (12

QO

O w
O~

1324 (132)

(1 42 3)

(1432

(1423) (143)

140 O (142

Como mencionamos anteriormente, la grafica de Cayley asociada en esta
forma a una trayectoria de longitud n es isomorfa a la grafica de II,. A
continuacion demostramos esta afirmacion.

Recordemos primero que la grafica de I1,,, G(I1,,), es aquella que tiene como
vértices las permutaciones del conjunto {1,2,...,n+ 1}, de tal forma que dos
vértices son adyacentes si y solo si una difiere de la otra en la transposicion
de dos numeros adyacentes. En otras palabras, dos permutaciones, o y 7,
son adyacentes si y solo si ¢ = 7y con 7 = (vy(k) v(k + 1)) para algin
Ee{l,2,...,n+1}.

Sea @ : S, 11 — S,y tal que ®(0) = o~ ! paratoda o € S,;; (en este caso,
Spt1 es el conjunto de vértices tanto de G(7,,) como de la gréfica de II,,).

Proposicion 5. ¢ es un isomorfismo de grdficas.

Demostracion. Sean o y o’ dos permutaciones en S, ;1.
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Primero, ® est4 bien definida ya que ®(c) # ®(0’) implica que 0~ # (o)1
y, por tanto, que o = (o717t #£ ((¢’)71) 7L, por ser o y ¢’ funciones biyectivas.

M4és atin, si 0 # o entonces o0~! = ®(0) es distinto de (0/)™t = ®(0’),

1 -1

de lo contrario o~ = (¢/)~! implicarfa que o = (c71)™ = ((¢/))t =0 lo

cual, bajo la suposicién de que o # ¢’, es una contradiccién. Por lo tanto ® es
una funcién inyectiva.

Ahora, dada una permutacién o € S, .1, existe o’ € S, 11 tal que ®(0’) = o,
a saber o/ = o~!. Esta tltima condicién implica que ® es suprayectiva.

Para demostrar que ® preserva adyacencias, sean ¢ y v dos permutaciones
en S,.1, adyacentes en G(II,,). Esto quiere decir que existe 7 € S, tal que
o=r71yconTt=(y(k) v(k+ 1)) para algin elemento k € N,,.

Para probar que ®(0) y ®(7) son permutaciones adyacentes en G(T,,) basta
con exhibir una permutacién a € S,y tal que ®(0) = a®(y) = ay~! con
a = (i j) donde i es adyacente a j en T,.

Ahora, ¢ = 77 implica que
®(0) = 0(ry) = (17) " =77"77",
pero

ya que 7 es una transposicion.

Es decir, basta con demostrar que

para algun o = (i j) € S,41, con i adyacente a j en G(T,).

Sea o = v~ 77, es decir,

a=7"(y(k) v(k+ 1),

y observemos que

=y lry(R) =7 (y(k) =y (k1) =k + 1,

= vy 1) =7y 1) =T (k) = ky
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w sia¢ {k,k+ 1}, entonces v 'ry(a) = v L(v(a)) = a.

Por lo tanto,

k sia=Fk+1,
M= 1 sazk,
a en otro caso.

es decir, a = (k k+1). No6tese que, por definicién, k y k+ 1 son adyacentes
en 1,41, por lo que

() = ad(7)

con « una transposicion de vértices adyacentes en T}, .

3.3. G(B)

Llamaremos estrella (o garra) de tamano n a la grafica tal que sus vértices
son los elementos del conjunto N, y tal que dos vértices v y v son adyacentes
siy sélo si u =k ywv#k, para algin k € N,,4; fijo (salvo isomorfismo), y la
denotaremos F,,.

Sea G = Ej5 la estrella de tamano n =3
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y consideremos sus subgraficas generadoras Gg, Gye,y, Gies), Giesys Gieren)s
Gleaes)s Gegen}-

Dado que V(E3) = V(T%), para cada i € {1,2,3}, tanto Gy como G} en
este ejemplo son graficas isomorfas a las correspondientes del ejemplo anterior
por lo que las gréficas de Cayley de éstas son isomorfos a las de aquellas (por
la proposicién 4), es decir, son tres gréficas de 24 vértices y doce aristas que
son de hecho conjuntos independientes.

243 34
@43 ( )/ a SX %?324) \

1 (14)

23 o ()o—o0  (14)23) o—o0

I (23y Yj) (1? YM)

4 123) o (1423) (12)
o o
2 3 (1243) 5 (13)24) o——0 (1342)

(17)(34)
(o) o) (o) o)
(143) (13) (132) (1432)
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@) @) (@] (@]

243 34
(243) O(_)O (134) o6 (1324) 0 (243)

(14
0 (23) \ 7 \ (14)(7 o (23)
234) @4 (124) (1234)
ﬁ 12 o 61423 o0—o0 (12) o (123)

o (14

2)
2 3 (1243) (13)24) (1342) o (1243)
\ / \ (/?12)(34)
(143) (13) (132 (1432)
7] 1 ) 1 L {1 4
243 34
G e (134) (1324) (243)
| / \ y / \ /
o 23) 1 (14)23)

(234) O——0 (24) (124) 0——0 (123 4)

Z\o Y (1423 (12)
o / \ (142) \ /
2 3 (1243) (13)24) (1342) (1243)

(12)34)

(143) (13) (132) (1432)

Lo que si es distinto en la estrella y la trayectoria, es una de las subgraficas
generadoras de tamano dos. Por un lado, la trayectoria tiene una que consiste
en dos aristas separadas, mientras que en la estrella, todas ellas son isomorfas
a una trayectoria de longitud dos, mas un vértice de grado cero.
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1 1 1
O
e, e,
€ 7Y & 73 4
O ©s O ©s
2 3 2 3 2 3

Es por eso que G(Gye,}), G(Giesy) v G(Gyeyy) son isomorfas entre ellas,
como se muestra més abajo:

(12)34)

2 3 (1432)4

(243) (34)
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243 34
243 (34 s Cs2a
1 (14
o (23)
234) 24) (124 d(1234)
/Z\ 42
2
(12)34)
(143) (13) (132) (1432)
(143)
1
o 4
2

Recordemos que, por la proposicién 3, G(Gye,.¢,}) se puede construir a partir
de G(Ge;1) UG(Geyy), para toda iy toda j en {1,2,3}, y, finalmente, G(G)
queda determinada por G(Gye, es}) U G(Gresesy) U G(Gresery) -
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43

14

243) 34

(143) (13) (132)

234) )

(1432)

14
O Q







Capitulo 4

El Graficaedro

En este capitulo demostraremos que dada una grafica GG, con p vértices
y ¢ aristas, existe un politopo de rango ¢, que llamamos graficaedro de Gy
denotamos Pg, cuya estructura depende de la de G, ya que cada cara del
politopo queda definida mediante un conjunto de aristas de G y un elemento
de Sy(a), el grupo de permutaciones de los vértices de G. En adelante, por
conveniencia, trabajaremos unicamente con graficas cuyos p vértices sean los
elementos de N, = {1,2,...,p}.

4.1. El teorema principal

A continuacion definiremos el politopo Pg asociado a una gréafica conexa GG
de tamano ¢. Para ello, primero definimos el conjunto C; de lo que seran las -
caras de Pg parai € I = {—1,0,...,q}. Posteriormente definimos a Pg como
la unién de todos los conjuntos C}, lo dotamos de un orden y demostramos
que, con el orden dado, es un politopo abstracto de rango gq.

Entonces, si G es una (p,q)-grafica conexa, sea C; para i € [ =
{—1,0,...,q} el siguiente conjunto:

{(Ki,a) |K; € E(G), |Ki| =i,a= {0} €S} sii# -1,
{@,0)} sii=—1.

45
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En adelante llamaremos i-caras a los elementos de C; vy, si a # 0,
denotaremos por o, al elemento de S, que determina a a, es decir, a = {0, }.

Con la finalidad de ilustrar ciertos detalles que es preciso tener en cuenta
para definir correctamente al graficaedro, daremos una definicion provisional
de éste, asi como de la relacion de orden que determina cudndo dos caras
del graficaedro son incidentes. Estas definiciones (provisionales) permitirdn

al lector entender la naturaleza de la definicion final del graficaedro y sus
bondades.

Definicién 1. (provisional) P = (J,c; Ci, con I = {-1,0,...,q}.

Definicién 2. Dadas dos caras en Pg, decimos que (Kj,a) <p, (L;,b) siy
solamente si

2.acCbobiena by (I'g)o, C (Ir,)op.

Ejemplo 14. Sea G la trayectoria de longitud 2:

La siguiente gréfica es el diagrama de Hasse de P, es decir, sus vértices
son las caras de P(; y dos de éstos son adyacentes si las caras correspondientes
son incidentes en P,.
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(E@){(1H

({ed (MY ({fe{(132)}) (fed {(123)}) (CAAD ({e{(132)}) ({e(123))

(e {(12)) ({e{(13)) (e (23 ({e2{12)}) (e {(13)) ({e4(23))

@{(1h @{(12)) (@.{(132)}) (@{(13)) (@.{(123)}) (@{(23)})

W

]

Consideremos, por otro lado, las graficas que se muestran a continuacion:
G(G)y (izquierda, arriba), G(G) (izquierda, abajo), G(Gye,}) (derecha, arriba)
¥ G(GYe,y) (derecha, abajo) que analizamos en el capitulo 2:

2 3) (123 2 3) (12 3)
O O O O
(MO O(13) e O(1 3)
12°  Cas2 12°  Cus
2 3) (12 3) 2 3) (123)

1) (13) ) (13)

(1 2)o Cn1 3 2)

Intuitivamente, una parte de lo que demostramos en este trabajo es que
podemos establecer una correspondencia entre el graficaedro y la grafica G(G),
de tal manera que a cada cara de Pg le corresponda una tinica componente
conexa de la unién de las gréficas G(Gk) que resultan de cada conjunto
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K C E(G). En otras palabras, cada cara estd representada por alguna
componente de la grafica G(Gk) para algin K C E(G).

Sin embargo, con solo contar los vértices de G(Pg) y las componentes
conexas de las graficas de Cayley, ilustradas en las dos figuras anteriores,
podemos notar que ni siquiera coinciden en ntimero. Por lo tanto, bajo estas
circunstancias seria imposible establecer una biyeccion entre G(G) y Pg. De
hecho, observando con detenimiento el digrama de Hasse de P podemos notar
que no se trata de un politopo, ya que las secciones de tamano dos no tienen
forma de diamante (y por tanto no cumple con la propiedad diamante)

({ed AN} ({e{(132)}) (fed{(123)}) ({2 (N ({e{(132)})

)o

(e {(12))) ({e{(13)) (e {(23) (e {(12)}) ({fe{(13)1) ({e{(23))

({e(123)})

@A (@.4112)h) (@.{(132)) @{(13)%) (@.{(123)}) (@.{231)

W

]

El problema es que cada componente conexa de G(G) puede tener mas de
un vértice, y éstos corresponden a las O-caras de Pg, v por otro lado, en Pg
estamos considerando que parejas ordenadas distintas son caras distintas.

Para que el politopo quede correctamente definido (y poderlo relacionar con
la gréifica de Cayley), basta identificar las parejas ordenadas que en el fondo
son la misma, y lo hacemos mediante una relacién de equivalencia, descrita en
los siguientes parrafos.

Definicién 3. Dos caras, (K;,a),(L;,b) € C;, son equivalentes, denotado
(Ki,a) = (L;,b), siy solo si
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i) Ki=Liy
i) a=boa#by (I'k,)o, = (I',)0p.

Proposicion 6. = es una relacion de equivalencia.

Demostracion. i) = es reflexiva.

ii) = es simétrica: si (K;,a),(L;,b) € C; cumplen que (K;,a) = (L;,b)
entonces K; = L; y ocurre una de dos cosas, a = b o bien a # b
y ('k,)o, = (I'z,)op. En cualquiera de los dos casos, se tiene que
(Li,b) = (K, a).

iii) = es transitiva: si (K;,a),(L;,b), (M;,c) € C; son tales que (K;,a) =
(L;,b) v (Liyb) = (M, c) entonces K; = L; = M;. Ahora, si a = 0,
como (K;,a) = (L;,b) entonces, b = () y, andlogamente, ¢ = (), con
lo que se concluye que (K;,a) = (M;,c). Supongamos entonces que a,
b y ¢ son conjuntos no vacios, distintos, entonces (K;,a) = (L;,b) y
(L;, b) = (M, ¢) implica que (I'g,)o, = (I'z,)op y (U)o, = (T'ag,) 0 por
lo tanto (I'k,)o, = (I'ay,) 0. Por lo tanto, (K, a) = (M;, ).

(]

Ejemplo 15. Con esto, el diagrama de Hasse de Py del ejemplo anterior es
la siguiente grafica:

({ed AN (e {(132)}) (fed{(123)}) (CAD) ({e{(132)}) ({e{(123)})

@40 (@.412)h) (@.{(132)) @413 (@{(123)}) (@.{23)1)

W

]
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donde se puede apreciar que todas las secciones de tamano dos tienen forma
de diamante.

Esta relacion de equivalencia nos permite definir Pg como la union de C;
tal que i € I = {0,...,q}, médulo la relacién de equivalencia =, de manera
que caras equivalentes son identificadas como una misma. Formalmente,

Definicién 4. si G es una gréfica conexa, sea Pg = (J;o; Ci/=, con I =
{-1,0,...,q}, donde

{(Ki,a) |Ki € E(G),|Ki| =i,a={0} C 5} sii# -1,

1(0,0)} sii=—1.

y = es la relacién de equivalencia de la definicion 3.

De esta manera, cada cara (K;,a), de Pg, puede ser identificada con la
componente conexa de la grafica de Cayley generada por las trasposiciones
asociadas a las aristas de GG que tiene como uno de sus vértices a o, pero como
ya aclaramos, la misma componente queda identificada con todas las caras del
politopo que sean equivalentes, ya que cada cara tiene como representante un
vértice distinto de la componente.

Definicién 5. Dadas dos caras en Pg, decimos que (K;,a) <p, (L;,b) siy
solamente si

1. KiCLjy

2.acCbobiena by (I'g,)o, C (Ir,)op.

Decimos que (K;,a) <p, (L;,b) siy solo si (K;,a) <p, (L;j,b) o (K;,a) =
(Lj’ b)

Proposicién 7. <p_, ordena parcialmente a Pg (es decir <p, es una relacion
reflexiva, antisimétrica y transitiva).

Demostracion. 1) <p, es reflexiva.
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ii)

iii)

<p, es antisimétrica: Sean (K;,a) y (L;,b) elementos de P tales que
(Kiva) S'PG (Ljvb) y (Ljvb) S'PG (Kiua)'

Esto implica, por una parte que K; C L; y L; C Kj;, por lo que K; = L;.

Por otro lado, (K;,a) <p, (L;,b) implica que a C b o bien a € by
(T'x,)oa € (I'r;)0p. Si a C b necesariamente a = () 0 a = b. Si a = b,
(K;,a) = (L;,b). Si a =0, como (Lj,b) <p, (K;,a) se tiene que b C a
por lo tanto b = ) = a, por lo que (K;,a) = (0,0) = (L;,b).

Ahora, si a € b entonces a # 0y (K;,a) <p, (L;,b) implica que
(Tk,)oa € (I'r;)ou, pero (Lj,b) <p, (Kj a) implica que (I'p;)o, C
('k;)0q, por lo tanto, (I'x, )0, = (I'r, )0, por lo que (Kj,a) = (L;,b).

<p, es transitiva: Sean (K;,a), (L;,b) y (M, ¢) elementos de P tales
que (K;,a) <p, (Lj,b) y (L;,b) <p, (My,c). Esto implica, en primer
lugar, que K; C L; C Mj,.

Si a C b necesariamente a = b o a = (). Si a = () se tiene que a C ¢y
por lo tanto (K;,a) <p, (M, c). Si a = b como (L;j,b) <p, (M, c) se
tiene que b Cco b cy (Tz;)o0 € (g, )oe. Sib C ¢, a Ccy porlo
tanto (K;,a) <p, (Mp,c). Sib ¢ ¢, como a = b, (I'x,)0, = (U'k,)op ¥
(T, )op, € (I'g,)op ya que K; C Lj. También, (I'z; )0, C (I'ag,)0c, por lo
tanto (I'k,)o, C (I'p, )0e, concluyendo asi que (K, a) <p, (M, c).

Ahora, si a € b entonces (I'g,)o, C (I'z,)03 y, por otro lado, (L;,b) <
(M, ¢) implica que b Ccob € cy (I',)o, € (T'ay,)0c. Sib C ¢ entonces
b=cyaqueb# 0, porlotanto (I'x,)0, € (I'z, )0, = (I'z;)0. € (I'ng, )0
ya que L; C M,. Por lo tanto, (Kj,a) <p, (My,c). Si b € c,
(T'k,)oa € (I'z;)oy € (g, )0 por lo tanto (K, a) <p, (My,c).

Por lo tanto <p_, ordena parcialmente a Pg. O

Una vez demostrada la proposiciéon anterior, podemos asegurar que Pg

estd dotado de una funcién de rango definida como sigue:

rank : Pg — {—1,0,...,q} de tal forma que

i si (K, a) # (0,0)
= (0,0

rank((K, a)) = {_1 si (K;,a) = (0,0).

Nétese que si i # —1 entonces rank((K;,a)) = |K;].
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Esta funcién es mondtona estricta creciente ya que si (K;,a) y (K, b) son
dos caras de P tales que (K, a) <p, (Kj,b) entonces K; C K;. Como |K;| =1
v | K| =7, ran((K;,a)) =i < j = ran((K;,b)).

Demostraremos a continuacion que Pg tiene caras maxima y minima, que
toda bandera tiene g+ 2 elementos, que es fuertemente conexo por banderas y
que cumple con la propiedad diamante, para asi concluir que, efectivamente,
se trata de un politopo abstracto de rango q.

Proposicién 8. Eziste (K,a) € Pg tal que (K,a) <p, (L,b) para toda cara
(L, b) e Pq.
Demostracién. Sea (K, a) = (0,0).

Dado que () C L para todo conjunto L C E(G) y () C b para todo conjunto
b C S, se tiene que ((),0) <p. (K,a) para toda cara (K,a) € Pg.

]

Proposicién 9. Existe (K,a) € Pg tal que (L,b) <p, (K,a) para toda
(L, b) € Pq.

Demostracion. Sea (K,a) = (G, a), donde por G denotamos a E(G) y a = {o}
para algtin elemento o € S,,.

Dada una cara cualquiera (L,b) € Pg, se tiene que L C G.
Si b C a entonces (L,b) <p, (G, a).

Si, por otro lado, b ¢ a, como G es conexa se tiene que (I'g) = S,
(proposicién 1). Esto implica que (I'p)o, € (I'g)o, vy, por lo tanto, que
(L,b) <p, (G,a).

O

Proposiciéon 10. Toda bandera de Pg tiene exactamente q + 2 elementos.

Demostracion. Sea ® una bandera de Pg.

Lo que haremos es demostrar que la funcién de rango restringida a &
establece una biyeccion entre ® y el conjunto {—1,0,...,}.

Sean (K, a),(L,b) € ® tales que rank((K,a)) = rank((L,b)).
Sirank((K,a)) = —1, (K,a) = (0,0) = (L, b).



CAPITULO 4. EL GRAFICAEDRO 53

Sirank((K,a)) =i # —1, |K| =i = |L| pero, dado que ® esta totalmente
ordenado, podemos suponer sin pérdida de generalidad que (K, a) <p, (L,b),
por lo tanto, K C L, lo que implica que K = L y que (K,a) = (L,b). Por
tanto, rank [4 es inyectiva.

Ahora, para demostrar que rank [ es suprayectiva supongamos lo
contrario, es decir, que existe un elemento k£ € {—1,0,...,q} tal que
rank((K,a)) # k para toda (K, a) € .

Sea k € {—1,...,q} el minimo elemento tal que rank((K,a)) # k para
toda (K,a) € ®. Nétese que k # —1 y k # ¢, ya que tanto (0, () como (G, a)
pertenecen a P.

Sea (N,d) € ® tal que rank((N,d)) = k — 1y sea (M,c) € ® la cara de
rango minimo, tal que m = rank((M, c¢)) > k. Entonces tenemos que N C M
con |N| < |M|— 2, por lo que existe e € M tal que e ¢ N. Sea K = N U {e},
entonces (K, d) es tal que (N,d) <p, (K,d) <p, (M, c), con rank((K,d)) = k,
y, dado que ® es una bandera, (K, d) debe pertenecer a ®, contradicendo la
hipdtesis de que ningin elemento de ® tiene rango k. Por lo tanto rank [¢ es
una biyeccién. O

Ejemplo 16. Una bandera es una cadena maximal, es decir, un subconjunto
totalmente ordenado tal que no existe otro que lo contenga propiamente. En
la siguiente figura, que muestra una vez mas al diagrama de Hasse de Pg, se
marcan con distintos colores algunas de sus banderas:
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({ed (MY ({fe{(132)}) (fed {(123)}) (CAAN ({e(132)}) ({e3(123)})

@41 @{(12)H (@.{(132)}) (@{(13)) (@.{(123)}) (@{(23)})

W

]

Se puede apreciar como cualquier camino que una el maximo con el minimo,
en una sola direccién (de arriba hacia abajo o de abajo hacia arriba, sin
regresar) tiene la misma longitud, en este caso 3.

El siguiente paso es demostrar que P es fuertemente conexo por banderas,
es decir, que entre cualesquiera dos banderas, ® y ¥, de P existe una sucesién
de banderas adyacentes que contienen a la intersecciéon ® N W.

Ejemplo 17. Una sucesion de banderas adyacentes en Pg se ve asi:
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Es decir, partimos de la bandera azul y cambiando un solo vértice en cada
paso, llegamos a la bandera roja (pasando por la verde).

Intuitivamente, cada bandera en Pg esta formada de dos partes: una familia
de subconjuntos de E(G) y un elemento de S, que sirve como un representante
del conjunto de vértices de cada cara.

Ejemplo 18. Supongamos que G es la trayectoria de longitud 2 y B
es la bandera de Pg que tiene como O-cara a (0, (1 2)), como l-cara a
({ea},{(1 2)}), a la cara minima y a la maxima.
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({ed (MY ({e{(132)}) (fed {(123)}) (CAAN ({e{(132)) ({e3(123)})

@41 @{(12)H (@.{(132)}) (@{(13)) (@.{(123)}) (@{(23)})

W

]

Entonces podemos pensar que B queda definida mediante la permutacion
(1 2) y el conjunto de graficas (o de sus aristas) que se muestra a continuacién:

€, e,

G

{e,.e,}

Si K es la familia de conjuntos de aristas que da lugar a la bandera, se tiene
que K es de la forma { Ky, K7, ..., K,}, donde cada K tiene cardinalidad i y
estd contenido en K, ;. Por lo tanto, se trata de una familia de subconjuntos
de E(G) que esta totalmente ordenada por la contencién y es maximal con esa
propiedad, es decir, no existe otra familia totalmente ordenada de subconjuntos
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de G que la contenga propiamente. En la siguiente proposicién demostramos
que dadas dos familias de este tipo, podemos ’ir de una a la otra’ mediante una
sucesion de familias totalmente ordenadas, maximales, tales que cada familia
difiere de la anterior en un tnico elemento y todas contienen a la interseccién
de las originales.

Con esto demostraremos posteriormente que entre cualesquiera dos
banderas que tengan la misma 0-cara existe una sucesiéon de banderas
adyacentes que contienen a la interseccion de las originales.

Primero observemos que, si K = {Ko, Ki,...,K,} es una familia
totalmente ordenada, maximal, de conjuntos de aristas de una grafica G, que
tiene ¢ aristas, para todo K, € K existe un tunico € € K, tal que ¢’ ¢ K,,.

Entonces, para cada e € K,,, definimos el conjunto (K,,), := K,, —e + €.

Ahora, para cada e € E(G), sea K; € K tal que e € K, pero e ¢ K;_1 (K;
es el elemento més pequeno de K al que pertenece €), y definamos

(K)e : = KA{KG} UL(K;):}
— {Ko, ey Kj—lu (Kj)le, Kj+1, ey Kq}

Esta es una familia de conjuntos de aristas de GG, totalmente ordenada por
la contencién, maximal con esa propiedad y que difiere de K en exactamente
un elemento.

Entonces, para cada e € FE(G), sea K, con n < ¢q — j, definida
recursivamente como sigue:

= K=Ky
. K= (K
En otras palabras,

= Ko ={Ko, oo Kjo, (K)o, Ky, Ko}y

L IC? = {K(),. . -aKj—la (KJ)/67 (Kj'i‘l)/e? c. 'a(Kj-i-n—l)/eaKj-i-TM- . .,Kq}, para
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donde j € {0,...,q} es tal que Kj es el elemento de K més pequeno al que
pertenece e.

Proposicion 11. Dada una grdfica G, con q aristas, y dos familias, K =
{Ko,...,K,} yF={Fy, F\,..., F,}, de conjuntos de aristas de G, totalmente
ordenadas por la contencion y maximales con esta propiedad, existe una
sucesion K = Ko, Kq,..., K, de familias totalmente ordenadas, mazimales,
de conjuntos de aristas de G, tal que, para toda i € {0,... 1},

i) IC; difiere de K;y 1 en exactamente un elemento,
i) FNK CK; v,

i) si [IKNF| =q+1—n (es decir, si K difiere de F en n elementos)
entonces |[IK, N F| < q+1—(n—1) (K, difiere de F en a lo mdsn —1
elementos).

Demostracion. Sea j € {0,...,q— 1} tal que K; # F; y K; = F; si i > j. Por
construccion, existen un tnico ey € K, tal que ey ¢ F, y un tnico e; € Fj,
tal que e; ¢ K.

Ahora, sea | € {0,...,7 — 1} tal que ey € K;_; pero eg ¢ K;_;_1, es decir,
K;_; es el elemento més pequeno de K al que pertenece ¢y, y consideremos la
siguiente sucesion

KL, K

ep’

Observemos que

]Cio - {K(], ey Kj—l—h (Kj—l)/

ep?

Kj—l—l-h c -qu}

K2, ={Ko,....Kj_i—1, (K;j)l, (Kj—i51)by Kjoi4a, - -, Ko}

K3, = {Ko,.... Kji1, (K1), (Kj—ig1)by (Kj—ig2)bgs Kjoigs, - - K}

etc., por lo que

Kot = {Bo, - Ky, (K gy (B )iy -0 (B0 (B )iy -+ Ko}y

eg’ eg’?

pero, por construccion, (Kj), = K; —eq+e1 = F}.
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Si ICéO = K;, la sucesion K, Ky, ..., K1 es tal que, para cada i €
{0,..., 1+ 1}, K; difiere de K;;1 en exactamente un elemento.

Por otro lado, si K; € KN F entonces K; = F; por lo que ey ¢ K;. Como
en la construccién de K, inicamente se modifican elementos de I a los que
pertenece ey, K NF C K; para toda i € {0,...,1+ 1}.

Por tdltimo, supongamos que K difiere de F en n elementos, es decir, que

Ky F tienen g + 1 — n elementos iguales, entonces, como (Kj;), = F;

K = {Ko, o Ky (K )gs (K)o (K1) (K )z - Bq}

difiere de F en a lo méas n — 1 elementos.

Entonces,

S SR v

ep’

es la sucesion buscada con r = [ + 1. J

Corolario 1. 5i G es una grdfica con q aristas, dadas dos familias, K =
{Ko,Ky,...,Ky1} y F = {Fo, Fi,...,F,.1}, de conjuntos de aristas de
G, totalmente ordenadas, maximales, existe una sucesion de familias K =
Ko, KCy,..., KKy = F de conjuntos de aristas de G, totalmente ordenadas,
maximales, tal que

i) IC; difiere de K;y1 en un unico elemento y

i) KNF CK; para toda i € {0,...,t}.

Demostracion. Supongamos que K y F tienen d de sus q + 2 elementos, en
comun y sea n = q + 2 — d. Por la proposicién anterior, existe una sucesion
K =Ko,..., K, tal que IC,, difiere de F en a lo mas n—1 elementos. Aplicando
el mismo principio, existe una sucesion K, , K, 11,...,K,, tal que K, difiere
de F en a lo mas n — 2 elementos. Entonces, existe & < n que cumple que la
sucesion

K=K Koo Koy o Koy

de tal forma que K,, = F y cada elemento de la sucesiéon difiere del anterior
en exactamente un elemento, y N F C K; para toda 1. O
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Observemos que dada una bandera, ® = {(0,0), (Ko, a),..., (K, a)} la
familia, L = { Ky, ..., K,1}, de subconjuntos de E(G) que definen las caras
propias de @, es tal que K; C K,y |K;| =i para todai € {0,...,q— 1}.

Por otro lado, una bandera ¥ puede ser definida en forma tnica mediante
una sucesion, F = {Fy =0, F1, ..., F,_1}, y un conjunto a = {o,} C S, de tal
forma que (V); = (F;,a) para toda i € {0,...,q¢ — 1}.

Proposicion 12. Dadas dos banderas ®, ¥ C Pg ewiste una sucesion de
banderas ® = ®q, ..., P, = U tal que ®; es adyacente a P, y PNV C P,
para toda i € {0, ..., s}.

Demostracion. Sean ® = {(0,0),(Ko,a),...,(K;1,a),(G,a)} vy ¥ =
{0,0),(Fy,b),...,(F;-1,b),(G,a)} dos banderas de Pg y sean K =
{Ko,...,Ky1} vy F ={Fy,...,F,_1}, las sucesiones de conjuntos de aristas
de G asociadas a ® y U, respectivamente.

caso 1 Primero supongamos que ¢ y ¥ son banderas alrededor de un mismo
vértice, es decir, que (®)y = (V)q (0, en otras palabras, (Ko, a) = (Fy, b),
lo que implica que a = b). Entonces, por el corolario 11 existe una
sucesion, K = Ko, KCq,..., Ky = F, de familias totalmente ordenadas,
maximales, de subconjuntos de E(G) de forma que K; difiere de ;11 en
exactamente un elemento y K NF C K; para toda i € {0,...,t}.

Sea ®; la bandera cuya familia subyacente de subconjuntos de E(G) es
IC; v cuya 0-cara es ((), a). La sucesion ® = ®g, &, ..., P, = U es tal que
®; es adyacente a ¢,y y PNV C &, para toda i € {0,...,t}.

caso 2 Supongamos ahora que ® y W tienen 0-caras distintas, es decir, que
a # b.

Por el teorema 1.1 y el lema 1, existe un conjunto {r.,,..., 7.}, de
transposiciones asociadas a las aristas de G, de tal forma que o, =
Tey - - TesTey 0q, donde ¢ # j no implica que e; # e;.

Consideremos entonces una bandera ®,, que tenga la misma 0-cara que
®, pero cuya 1-cara sea ({e1}, {o.}) v que contenga a ®NW. Observemos

que ({er}, {0a}) = ({e1}, {7e0a})-
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Por el caso 1, existe una sucesion de banderas adyacentes & =
Dg, ..., P,_1 de tal forma que cada elemento de la sucesiéon contiene
adnNw.

Ahora consideremos la bandera 0-adyacente a ®,. | (1321, es decir, aquella
cuyas ¢-caras son las mismas que las de ®,, salvo por la O0-cara.
Observemos que la tnica posibilidad que existe es que la 0-cara de @91

sea (0, {7e,04})-

Si s = 1 entonces <I>7001 y ¥ son banderas que comparten la O-cara, por lo

que, por el caso 1, existe una sucesion @21 =P,,:1,P0 42, ., Pp 1 =V
de tal forma que ®; es adyacente a ®;,1 y (1321 NV C &; para toda
i€{r1+1,...,m + k}. Por lo tanto, la sucesién

(I):(I)Ov'"7q)7‘17q)7‘1+17"'7q)7‘1+k:\Ij

es la buscada.

Si s # 1, definimos ®@,, como la bandera cuya O-cara es (0, {7e,—1 ... 7¢, })s
es decir, la misma que la de ®,, | y cuya l-caraes ({e;},{7e,—1 ... Te,04}),
de tal forma que la sucesion

O=0y,.. P, ... D0,... D, ..

s

. q)rs+k - \Il

es tal que ®; es adyacente a ®,,; vy ® N ¥ C &, para toda 1 €
{0,...,7s+ k}, por lo tanto, la sucesién buscada.

]

Finalmente, con la siguiente proposicién demostramos que Pg satisface la
propiedad diamante, es decir, que dadas cualesquiera dos caras F'y G de Pg,
de rangos 7 — 1 e i + 1, respectivamente, existen exactamente dos caras J; y
Ja, de rango i, tales que F' <p, Ji <p, G para k =1, 2.

Proposicién 13. Dadas dos caras (K,a),(L,b) € Pq tales que (K,a) <p,
(L,b) conrank((K,a)) =i—1 yrank((L,b)) =i+ 1, existen ezactamente dos
caras (J;, ¢) € Pg tales que (K, a) <p, (Ji,¢) <p, (L,b).

Demostracion. Por la relacion de incidencia, tenemos que K C L, con |K| =
|L| — 2, por lo que existen exactamente dos elementos ey, ey € L tales que
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e, 69 ¢ K. Sea J; = K U{e;} para i € {1,2}. Entonces (Jy,a) y (J2,a) son
elementos distintos de P, que cumplen que (K, a) <p, (J;,a) <p, (L,D).
Por otro lado, J; y Jo son las tunicas caras de Pg que satisfacen esta
condicién, ya que dado cualquier elemento (J,z) € Pg tal que (K, a) <p,
(J,z) <p, (L,b) se tiene que K C J C L, lo que implica que J = J; para
algin i € {1,2}, y por otro lado, a C (I'j)o, y * C (I'1)op, lo que significa
que (I't)o, = (I'L)oy pero si (J;,a) <p., (L,b) entonces (I'p)oy, = (I';,)0,, por
lo que se puede concluir que (J;,a) = (J,z) para algin i € {1,2}. ]

Asi, finalmente podemos enunciar el siguiente:

Teorema 4.1. Dada una grdfica conexa G, con p vértices y q aristas, el
conjunto parcialmente ordenado Pg es un politopo abstracto de rango q.

Demostracion. Pg cumple las siguientes condiciones:

i) tiene maximo y minimo,
ii) toda bandera tiene g + 2 elementos,
iii) es fuertemente conexo por banderas y

iv) satisface la propiedad diamante.

Por lo tanto, P es un politopo abstracto de rango ¢. O

Teorema 4.2. Dada una grdfica conexa G, con p vértices y q aristas, G(Q)
es una grafica isomorfa a G(Pg).

Demostracion. Por definicién, G(Pg) es la gréfica cuyos vértices son las parejas
ordenadas de la forma (0, {c}), con o € S,, tal que dos de ellas son adyacentes
si inciden en la misma 1-cara de Pg. Esto significa que, si (0, {c}) y (0,{~})
son adyacentes en G(Pg), existe una cara ({e;}, {a}) € Pg de tal forma que
o bien o = a 0 0 € (I'y, )a. Esto dltimo implica que, si o # o, 0 = 7. Lo
mismo ocurre con .

Si o # 7, existen dos casos posibles: que c = a y v =T, 0 bien, y=a 'y
0= T,
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Supongamos sin pérdida de generalidad que 0 = av'y 7 = 7, es decir,
que v = 7.,0. Esto implica, por definicién, que v es adyacente a o en G(G),
por lo tanto, una funcién f : V(G(Pg)) — V(G(G)) tal que f((0,{0})) = o,
que es claramente una biyeccién, es también un isomorfismo de gréficas entre

G(Pa) y 6(G). L

Analizaremos ahora algunos ejemplos. Para esto retomaremos las graficas
no isomorfas de tamano tres y sus graficas de Cayley asociadas, para construir
sus graficaedros y comparar las graficas de éstos con dichas graficas de Cayley.

Ejemplo 19. Sea G la trayectoria de longitud 3. Una forma de dibujar a G(G),
distinta a la vista en el capitulo 3, es la siguiente:

Lo que hicimos a lo largo de este trabajo fue demostrar que ésta gréfica es
isomorfa a la grafica del graficaedro de la trayectoria de longitud 3, de manera
que a cada vértice o de G(G) lo hacemos corresponder con la cara ((), {c}) de

Pa.

Intuitivamente, podemos ver que dicho politopo es un poliedro covexo que
tiene seis caras cuadradas
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y ocho caras hexagonales




CAPITULO 4. EL GRAFICAEDRO 65

cada una de las cuales esta relacionada con una componente conexa de la
grafica de Cayley asociada a alguna subgréfica generadora de G, de tamano
dos, y representada por uno de sus vértices.

Ejemplo 20. Sea G la grafica completa de orden 3. Como en el ejemplo
anterior, existe una forma de dibujar a G(G), distinta a la del capitulo 3, que
aporta una idea bastante clara de como puede llegar a verse el graficaedro:
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Hablando sin formalidad, esta es una representacién de un politopo llamado
{3,6}(1,1), en la que se aprecia que éste se puede construir sobre el toro,
partiendo del paralelogramo e identificando sus lados como las flechas lo
indican. Podemos ver que tiene, en total, seis vértices y tres caras hexagonales,
una por cada pareja de aristas distintas de K3 (rojo-verde, rojo-azul y azul-
verde).

Ejemplo 21. Sea G la estrella de tamano 3. En este caso, la misma forma de
dibujar a G(G) es la que nos sirve para dar una representacion del graficaedro,
Pa, asi:

En este caso podemos observar, en forma intuitiva, que se trata de un
politopo que tiene 24 vértices y doce caras hexagonales, que también se
encuentra en el toro.
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