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1. INTRODUCCION
Los modelos de respuesta politdmica ¥y categbdrica multivariada
provienen esencialmente de generalizaciones de modelos para

respuesta dicotémica, también llamada binaria & quantal.

En los modelos de respuesta dicotémica, si para el i-&simo
individuo representamos la observacibén o respuésta por la
variable aleatoria y » podemos considerar sin pérdida de

i .

generalidad los dos posibles valores de y como 1,0 y eseribir

i
E(y )=P(y =1)=p
1 i 1
P(y =Q)=1 - p .
i i
Es comln llamar al evento y =1 éxito y al evento y =0 fracaso,
i : i
6 equivalentemente considerar que el evento Yy =1, corresponde a
: 1

que el individuo presente una respuesta predeterminada y' el

evento y =0 corresponde a que el individuo no la presente.
i

Suponemos que tales observacibnes sdn realizadas en n
individuos comunmente supuestos independientes, El problema es
evaluar cualquier dependencia de p en variables explicativas las
cuales -representan ,por ejémplo. giupos de individuos o variables

.cuantitativas asociadas.

Entre este tipo de modelos se encuentran el de anilisis probit

y el modelo logistico.



i

1.1 Analisis Probit

El modelo de anélisis probit tiene su origen en el bioenséyo o
ensayo biolégico, en este anhlisis originalmente suponemos un
estimulo en Kk diferentes dosis ¥ cada .dosia sa aplica a n

individuos (1 = 1,..kK). Al transcurrir cierto periodo de tiempo

" determinado de antemano., 3e observa encada individuo a1 se

presenté o no una respuesta predeterminada, usualmente la

respuesta es la muerte.

Suponemos que cada individuo tiene una distribucibn
probabilistica de tolerancia a la doslis o a una fuhcibn de ella,
es decir existe una variable subyacente, e€n este caso la
tolerancia, con - una distribucidn continua que determina 1la
respuesta binaria. Esta suposicibn esencialmente lo que nos
permite e3s 1nterpretabilidad. suponemds que un individuo va a8
tolerar la dosis hasta un clerto umbral, es declr no va é
presentar respuesta, ¥ al pasar ese umbral va a morir, es decir

la respuesta se va a presentar.

E1 modelo relaclona entonces 1la propordibn esperada p que
responde con 1a dosis x (medida en una escala aproplada), si
ademfs suponemos que 1a distribucidn de tolerancia a la dosis es

normal tenmos

i 2 2
-(t =-u) /20
1 e i dt

_— i



Gaddum(1933) propuso estandarizar la variable bajo la integral
*(Normit) y posteriormente Bliss(1935) propuso afiadir 5 unidades a
la Qariable estandarizada con el Gnico propésito de evitar
nGmeros negativos (Probit). El1 modelo que tenemos-es entbnces

p=(a+px)
| : . i

Este modelo se puede emplear también en problemas gque se
estudian en ensehanza .demografia vete..En ensefianza, por
e¢jemplo, en las pruebﬁs de inteligencia en donde 3e supone que la
inteligencia es una variable continua subyacente y lo que se mide

es la respuesta a cierto estimulo (usualmente llamados items).

Estos modeios también pueden emplearse en economia y en este
caso no se supone la existencia de una variable subyacente, sino
que se utiliza el enfoque de maximizacidén de utilidad, es decir
un individuo va a presentar respuesta 81 la wutlilidad que le
representa es mayor a la de no presentarla.(Ver
Marshak,1960,Quandt,1968). Un ejemplo de este enfoque serla el
que presentan Domencich y Mec. Fadden (1975), en este ejemplo
consideran la decisidn de una persona entre. manejar al 1ir al
trabajo o no; si la wutilidad que representa manejar desde el
punto de vista costo, tiempo, etec., es mayor a 1la de no
‘hacerlo(emplear otro medio de transporte) entonces se obtendra

respuesta, este enfoque sera tratado mas adelante.

Fisher(1935)resolvib el problema que representan, desde el
punto de vista de estimacidén de paré&metros, los casos extremos,

es decir que todos los individuos presenten la respuesta o que



ninguno la presente.

Finney(1971)propuso un mé&todo de estimacidn para los
parémetros.q.B.presentando adem&s una discusién m&s amplia sobre

el tema.

1.2 Modelo Logistico Lineal

El modelo logistiqo 1ineal es en muchos aspectos la manera més
sencilla de representar la dependencia de la probabilidad de
&xito en variables explicaﬁivas (de tal forma que se satisfaga ia

condicidén 0 < p < 1). El modelo es el siguiente

a p
e i
p:
i a
1+el
1_
1-p 2
i a p
1 «+ e 1

donde a es un vector rengldén de constantes conocidas y es

i
una columna de parfmetros desconocidos, Cox (19707).

Equivalentemente este modelo se puede escribir como:

A=ap

A es la llamada transformacién -logistica de la probabilidad.p y
i i



"\ =a es llamado el modelo logistico lineal; también llamado log

odds (log momios),.

Posibles aplicaciones apropiadas de este modelo son- : Si
suponemos dos grupos de individuos etiquetados 1 y 2 ,de tamafio

n yn respectivamente y de cada individuo se obtiene respuesta

1 2
binaria, suponemos ademis que cada individuo responde

independientemente con probabilidad de &xito dependiendo solo del

(1) (2)
grupo e igual ap -~ yp respectivamente, entonces el modelo

logistico lineal correspondiente es:

(1) (2)
A

=&, A =z a+ A
en esate caso representa la diferencia éntre los grupos en
escala logistica,
(2) (1)
A =21 -A
(2) (1)
p (1-p )
=lo (2) T
1-p )p

e es el cociente de los momios de éxito contra fracaso en 1los
2 grupos, esto es una reparametrizacidn del modelo original
lo =z a + pfx

-p i
i

con x =0 y x =1,
1 2

Es  conveniente notar que este modelo esta saturado en

parfmetros, esto es el nlmero de probabilidades binomiales



independientes es igual al nimero de parémetros.

Si suponemos que para comparar dos tratamieﬁtos tenemos Kk
~conjuntos de observaciones similares al anterior, de tal forma
que diferentes conjuntds pueden corresponder a los niveles de un
factor o a diferentes bioques de un disefio experimental. Entonces

posibles modelos logisticos lineales son:

(1) (2)
A = a ' A T +A
J J 3 J J
6
(1) (2)
A = a A ‘0.’+An
J J J J

6
(1) (2)
A = a A za+A4d.
J J

(1) (2) _
sipP.  ybP representan la probabilidad de exito en los dos

gruposjpara la j-&sima tabla entonces, en el primer caso se tiene
una reparametrizacibﬁ del modelo en la cual las probabilidades
P(1) y P(z) son arbitrarias, en el segundo. caso lo que sSe tiene
son diferncias arbiltrarias entre los conjuntos de datos pero una
diferencia logistica constante entre grupos y en el Oltimo los
conjuntos son homogéneos . De estas reparametrizaciones'la mas

utilizada es la segunda, Yya qué el parémetro de interés es 4,

mientras que los parBmetros de estorboso (nuisance) a reeer
' 1 ok

toman en cuenta las diferencias entre los conjuntos, esta

reparametrizacibn es el anfilogo directo de un modelo de bloques

al azar, el parfmetro & representa el efecto de tratamiento y



a se..0a los efectos de bloque. - .
1 k

Otrd ejemplo del uso de este modelo involucra la dependencia de
la probabilidad de &xito en una variable explicativa x.
] - . a2 masebx
' i i

’ : : a+px
e i

, _ -
l i. a+ BX
1 +e i
' . Este tipo de modelos es utilizado por ejemplo en ellcaso
estfmulo-respuesta Berkson(1944,1951,1953,1955), o en el caso en
Que tenemos g grupos ordenados ¥y .ea razonable esperar que
cualquier cambio en la probabilidad de &xito es monbétono con el
orden del grupo. 'S1 ademé&s pueden ser asigandos a los g grupos
puntajes x »...:x de tal forma que una relacidn suave entre 1la
prbbabilid;d.de é%ito y'el valor de x sea razonable.

En el caso en que existan més de dos categorias de respuesta es
decir 1la variable respuesta sea politbmica (varias categorias).,

es necesario tomar en cuenta el orden, a diferencia del caso

dicotbmico en el que el orden no afecta.

En el caso de categorias ordenadas podemos suponer que existe
una variable subyacente, y que las categorias van a estar
determinadas por diferentes umbrales cotas o fronteras, de tal
forma due 3i el individuo sobrepasa el 1-ésimo umbral, va &
pertenecer a la categoria i+1, es decir un individuo pertenece a

la categoria j si el valor de la variable subyacente es mayor que




el umbral de la categoria j=1,j«2,...,1.

Este tipo de modelos tienen aplicacidn en ensayo bioldgico, por
ejemplo, al aplicar una clerta dosis (estimulo) las diferentes
respuestas que podemos observar pueden ser vivo muribundo vy
muerto. | Suponemos que cada individuo tiene una tolerancia a la
dosis (o a una funcidn de ella) y que es por lo tanto necesaria
méis dosis para que un 1ndividﬁo muera que para que quede
moribundo, adem&s un -individuo para estar muerto antes tuvo que

estar vivo y moribundo.

También es posible utilizar estos modelos en el caso de que no
exista esa variable subyacente si sabemos que los datos tienen un
comportamiento, que es posible modelar con un modelo de este

estilo,

La suposicién de una variable subyacente, como ya se habla
mencionado, es m&s que nada para facilitar la interpretacibn, por
lo que es posible ajustar estos modelos sin esta suposicibn, ya

que puede modelar adecuadamente la realidad.

Estos modelos al igual que en caso dicotbébmico tienen diversas
aplicaciones, por ejemplo én el caso de sociologla en un estudio
de opinién, en donde la categoria de la‘variable respuesta podria
‘ser: muy de acuerdo, de acuerdo , indiferente, en desacuerdo,
muy en desacuerdo. En el campo psicolbégico estos modelo se
podrian utilizar en estudios de caracterizaciones de

personalidad, por ejemplo.

Al igual que en el caso dicotdmico, estos modelos tiene



aplicacibn.importante en el campo econbmicd; son utilizados eﬁ un
p;r David y Lega(1975), para tratar de explicar el precio de una
casa por el tamafio de la casa, la edad del jefe de familia. el
ingreso del Jefe de familia y el nlmero de afios dé educaéibn del

jefe de familia. E1 precio de la casa es observado solamente como

perteneciente a una de tres categorias

0 < $28,999 .
y ={1 $29,000 - $54,999,
2 > $55,000 .

en este caso no suponemos la variable subyacente y los umbrales

son conocidos de antemano.

En el caso de modelos de categoria de respuesta no ordenada, a
diferencia de lo anterior, las aplicaciones son mas comunes en el

campo econdmico o sociolbgico que en el campo biolégico.

Una aplicacidén de estos modelos es el comparar tendencias en
poblaciones definidas por ciertas caracteristicas, Yya sean

demogr&ficas o de otro estilo.

El enfoque de maximizacibén de utilidad se generalliza a ezte
tipo de modelos, ya que de k categorias posibles de respuesta, el
‘{ndividuo va a elegir aquella que le proporcione mayor utilidad.
Como ejemplo puede discutirse una extensidén del presentado en
caso binario, én este caso, el individuo va elegir entre manejar,
ir en autobﬁ; o ir en bicicleta, en base a clertas variables como

costo, tiempo, salud, etc..
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Ahora bien el caso de modeloslpara.datos multivariados, es
decir cuando existen dos o mas respuestas categoricas, también
los modelos provienen de generalizaciones del caso binario. La
primera generalizacidén serla el considerar dos variables

respuesta binarias .

Podemos suponer la existencia de variables subyacentes.,
suponiendo que un mismo estimulo afecta a varios sistemas y que

se puede obtener la respuesta de cada uno de ellos por separado,

“adgmés cada variable subyacente va a tener una distribucibdn de

tolerancia a la(s) dosis.

‘Un ejemplo muy conocido lo presentan Ashford y Sowden(1970) en
el cual los datos provienen de un conjubto de trabajadores de
minas de carbdn, agrupados en 9 grupos de edad. la cual es
considerada como el estimulo y se obtienen como respuesta la
presencia de dos sintomas respiratorios: silbilancla y falta de
respirécibn. Es claro que la suposicién de variables subyacentes
auxilia para la interpretabilidad y es posible que el modelo

represente la realidad sin la necesidad de esta suposicién.

Al igual que en caso univariado este tipo de modelos también

tienen aplicacién en problemas sociolbgicos, psicolbgicos y/&

econbmicos.
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2. MODELOS PARA DATOS POLITOMICOS Y CATEGORICOS MULTIVARIADOS.

Tratando -primeramente el casc de respuesta politémica . Los

modelos pueden 3ser:

1. de categorias ordenadas‘de respuesta,

2. de categorias no ordenadas de respuesta.

2.1 Modelos de Categoria de Respuesta Ordenada,

Dentro de estos modelos se puede hablar de los que resultan una
generalizacbn de modelos establecidos para el caso de variables

respuesta dicotdmica. Estas 3on generalizaciones de los modelo

probit y logit principalmente,

En el caso de Probit la primera generalizacidn fue propuesta
por Aitchinson 'y Silvey(1959). Esta generalizacibn nacid como la
soluciédn a un problema particular, é1 cual consistia en estimar

el tiempo medio que un insecto (Petrobios Leach) pasa én cada

estado de los posibles que puede pasar en Su vida.
Las suposiciones en el modelo propuesto sOn

1. en la vida del insecto hay k estédos. y'

2. un 1n3gcto observado estd necesariamente en uno de
esos estados, ademis el estado k eS alcanzado por
todos los insectos, por lo que no es necesario estimar

parbmetros desconocidos en dicho estado.

Adem&s suponen que las observaciones son hechas #&n m tiempos

diferentes (X »izlseesam).
i

El tiempo utilizado por un insecto en cada estado i puede ser
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visto éomo una variable aleatoria y considerando que el tiempo
Que pasa cada insecto en cada estado es independiente, el
probiema es estimar la media de esa variable, esto es equivalente
a estimar para el estado J la suma de las medias. Si suponemos

que la variable alatoria tiene una distribucidn normal, 1la suma

~de ellas también va a tener una distribucibén normal, en donde la

varianza de esa distribucibn 1la podemos considerar constante para
todos los estados o como una funcibn de la media de 1los estados
(esencialmente 1la media por una constante) o en el caso mAs

complejo diferente péra todos los estados.

La generalizacidn de este problema al an#ilisis probit con
varias 'categorias de jfespﬁéstéllﬁéria. éln considéféf -dué los
sujetos (insectos) pueden corresponder a m&s de dos categorias
(en este ejemplo estados) como por ejemplo vivo, moribundo,
muerto, a difergntes'dosis de algun(os) estimulo(s), tiempo en

este caso.

Las condiciones que debe satisfacer un experimento para ser

considerado dentro de este método de an&lisis son:

1. Las categorfas deben ser ordenadas, mutuamente
exclusivas y exhaustivas.

2. las reacciones de los sujetos a dosis crecientes deben
ser sisteméticas, en el sentido de que si la dosis x
coloca al individuo en la clase i, entonces una dosis
mayor es requerida para colocar al individuo en 1la

clase j donde j > {.
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Ashford(1959) presenta una generalizacibn.del anAlisis probit
considerando que un individuo puede ser clasificado en mis de dos
categorias de acuerdo a una medicién continua ¥y la categoria va a
ser establecida si la medicion sobrepasa ciertos valores (cotas,
umbrales o fronteras). Este es el tipo . de respuesta conocido como

semi-quantal.

Esencialmente el método es el mismo que el descrito por
Aitchinson y Silvey(1957) con la consideracidn de una reaccidn

subyacente continua.

La escala de respuesta es subdividida en intervalos ordenados ¥y
mutuamente exclusivos, considerandose una respuesta multinomial.
Entonces 108 puntos 1 = 1 s...l dividen a 1la escala de
 respuesta en k clases C ...T.C ’ q§;1cprresponden respectivamente
a los intervalos (-W.11);;...¥1 ,), Al inicio del ensayo cada
sujeto pertenece a la ciase C1. k-

Si suponemos que la variable subyacente tiene una distribucidn
normal, la probabilidad de que un individuo este en la categorisa

C después de la aplicacibén de la dosis x pue&e escribirse como:

J i
P =Q -Q |
(31)  (3-1.1) (3.1
2
: (g(x )=-1 =(1/2)t
=(1N20) 1 j=1 e - dt
(g(x )=1 )/o
i 3 2

(1 -g(x ))/o -(1/72)t
=(IN20 ] 3§ i e dt
(1 -g(x ))/o

j-1 i
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L4

en donde g(x) = E(y) » x representa el eétlmulo y y la reaccibn
;ubyacente. es declir suponemos que existe una relacibn
cuantitativa subyacente entre la dosis y la respuesta . La

relacidn m4is comGn es E(y)=za+jX.

En este caso 1 representa los puntos de corte o fronteras, que
i _

definen las categorias y son supuestos conocidos.

Algo m&s  general,pero . dentro de este mismo tipo de
generalizacidn, es lo propuesto por Gurland, Lee, Dahm (19607,
los cuales proponen utilizar una funcién mondtona como funcibn de
distribucién de 1la variable subyacente, en particular logit o

normit (probit).

La generalizacidén del anilisis probit para el caso de k

categorias es la sigulente: 3se tienen m'grupos CoOn N se.e

individuos expﬁestos a dosis X s..eeX de cilerto estimllo. AT
final de un tiempo dado dl obse?vacibn los n individuos
expuestos a lo dosis x se encuentran distribiidos en k
categdrias. de tal form; que rih pertenecen a la categoria

h-&sima.
Las proporciones esperadas se expresan como :

p =r /n h=1v...nk-1 ’
ih ih 1

y las proporciones esperadas como P =E(p ) y considerando una

il 1]
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distribucibn normal de tolerancia a las dosis. Entonces

1
P =0(a «+pBXx)
i i
2
P + P =0(x + 0% )
i i2 i
en general
h (3 '
ZPL}“ (a *ﬁx ) h=2l|.|lk—1
J=1J i '
=
. (3 3
donde p= 1oy @ = p# f40, 81 suponemo3l que las posibles

respuestas son tfes (por ejemplo vive, moribundo ¥ muerto).

estamos suponiendo una distribucion de tolerancia a las dosis

_ (1) 2 : (2) 2
letales como N(u y? ) y una distribucidn N(u ,0 ) & las dosis
(N (2) ;
moribundes, més aln u > # . Ademis  debe 3er un parémetro
comGin para evitar que Sea factidle P + P <P lo cual
i i2 in

obviamente no es permisible. Aitchinson y Silvey no consideraron
esta restriccidn, en cambio Ashford lo hace implicitamente al

considerar que existe un orden en los valores de 183 fronteras.

En este modeld las probabilidades se expresan como:
(2)

p =0« +fx)-=-P
i2 i i

o en general
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Lo cual corresponde a la definicidn de Ashford considerando
g(x) definida como @+ X, los modelos difieren en que Ashford

considera conocidas las fronteras 1 y Gurland et. al. no; la
(3 3 '
equivalencia es o = + 1. ..,
' (3)

S1i en vez de considerar una distribucién de 1la variable
subyacente normal,consideramos uné logistica la definicion de P

1]

qQueda como: _ _ L

.

(1)

- - px -1 .
P =(1 + e i) L
b :
(2)
- -px =1
P + P =1 + e , 1)
11 i2
}
en general
(3 (j-1)
- -fx =1 - -px =1
P =(1+e i) =(1+e i)

Bocek(1975) menciona tambifn esta clase de modelos, las

aclaraciones importantes hechas por &1 son:

1. E1 considerar que 1las categorias tienen valores
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14e..om se justifica en el sentido de que los valores
guardan un orden pero no supone igual longitud para
los intervalos que definen las categor;as.
Estos valores pueden ser empleados mas que nada como
etiquetas.

2. Al considerar varias poblaciones 6§ subpoblaciones,
estamos supbniendo que o = cgpara todas las

J

subpoblaciones,

Todos los modelos anterlores, con excepcidn del de Aitchinson y
Silvey tiene tras de si la existencia de una variable subyacente
y probablemente no observada, por ejemplo, tolerancia, la cual se
supone tiene una distribucidn continua en al poblacidén. Entonces
las categorlas son consideradas intervalos contiguos en la escala
continua, Los puntos de corte, cotas, fronteras o umbrales pueden
ser considerados tanto conocidos como desconocidos., Cuando las
fronteras son desconocidas este tipo de modelos se conoce como

modelos de umbral (threshold). las suposiciones de este modelo

aon.

1. Una variable aleatoria discreta definida por =2 =3
i

cuando el individuo i pertenece a la categoria j., la

cual esta relacionada a una variable respuesta

continua no observable t de la manera
i

n €t <n <=> 2
-1 i J i

n
[ SN
-

"
:
8
=
b1 |
8

<
=]
=

donde J=1seeem » n
0 m .1 m-1

desconocidas.
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2. La variable respuesta subyacente satisface el modelo
lineal
t ®: X ‘U+e 1'1'.-..“
i i i :
- X representa los valores de r varlables
1,ixr
explicativas, _
- U es un vector de parémetros desconocidos,
1xr
-~ @& es un error aleatorio.
1
Si suponemos que los e son independientes e identicamente
i*s
distribuidos con una funcidn de distribucidn continua y

especifica, la probabilidad P de que e) i-&simo individuo

1)

pertenezca a la categoria j esta dada por:

P =P(n ¢t <n)=F(n ~x t)=-F(n -x t).
1j 3=1 i j i i =1 1

Dentro de este tipo de modelos de categoria de respuesta

ordendada que no son generalizaciones de probit o logit estén los

propuestos por Mc. Cullagh(1980). Todos los modelos propuestos

por Me. Cullagh suponen, en prinecipio, Ja existencia de

una

variable subyacente continua no observable, es decir modelos de

‘tipo umbral, por lo que las categorlas pueden Ser pensadas

intervalos contiguos en alguna escala continua.

como

Distintos modelos difieren 2n las suposiciones concernientes a

la variable latente, sin embargo los modelos descritos muchas

veces no hacen referencia a la existencia de 1lm variable latente

y &sta no se requiere para la interpretacibdn del modelo.

Las
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conclusiones son de cualquier forma posibles en ambos casos a
pesar de que 31 una variable latente es directamente considerada,
las afirmaciones Que 3e pueden hacer 3on mas concisas e

incisivas.

La forma general de los modelos de Mc. Cullagh es:

‘ t
1igal(s )=z a = B X »
ij J i

donde liga es una funcidén creciente mondtona que mapea el

intervalo (0,1) => (==,")e y »y 30mn los inidicadores y que tiene
i 1 2 _

por objeto relacionar la probabilidad acumulada con un modelo

l1ineal, a representa las fronteras desconcidas.

J

En particular Mc. Cullegh presenta dos modelos explicitamente.
El primero es el modelo de momios (odds) proporcionales en  el
cual supona gue las k categorias ordenadas de 1m respuesta tienen
probabilidades P IS 4 cusndo la covariable toma el valor Xx .
Si Y es la respzista quiitoma valores en 21 rango 1,..:k con lis
probabilidandes anteriores y X (x) los momios gue especifican Y £
j dado el valor de la veriable(s) o factor(es) explicativo(s).
Entonces el modelo de m@miba proporcionales ssiablece

t

K (x)=X exp(~A =) (1 X J < k)
J J

donde o3 un vector de parémetros desconocidos. E1l cociente de
los momios correspondientes es independiente de J y solo depende

de las diferencias entre los wvalores de 1m variable explicativa
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t
K (x )J/K (x ) = exp( B (x =x )) 1£I<k
J1r 31 1 1

" El1 momio para el evento y £ j es el cociente

§ /(1=5 )
J1i Ji
donde 5 =P 4 +.. + P . Entonces :
Ji 11 Jji-
: t
logls /(1 -8 Jl=za-= Bx 13Xk
Ji Ji i

donde a = log K .
J J

Es 1importante -notar que an el caso de una respuesta con sblo
dos categorias el modelo anteriof es equivalente al modelo
logistico lineal usual para datos binarios propuesto por
Cox(1970) y en este caso particular es3s también eguivalentes =8l

modelo log-lineal.

El segundo modelo propuesto por Mc. Cullagh es el de los
modelos de riesgos proporcionales (proportional hazards). El
nombre de estos modelos proviene de la funcidn de Tiesgp
inst&ntaneo, utilizada en el anflisis de supervivemcia. defimida
como la probabilidad de falla instantanea em el tiempo t+
condicionada a sobrevivir hasta el tiempo t. Para wn dindividuo
con variable explicativa x el modelo de riesgos proporcionales 3

t

A(t3x) =4 (tlexp(-p x)
o .



21

donde A (t) es la funcidn de riesgo cuando x=0y B es un vector

0
gae parbmetros desconocidos.

La funeidn de supervivéncia S(t;x)s que es la probabilidad de

sobrevivir més alla del tiempo t dado x, satisface

t

«loglS{t;x)] = A exp(-5 X)»
o

| t
‘ donde A (t) © A (s)ds.
0 o0

i Adem$s, para dos individuos con valores de la variables

’ explicativa x Y X respectivamente la funcidn de supervivencla
_ 1 4

satisface @

t

loglS(t;x)1/10glS{t;x)] = expl B (x =x )1,
- ) . 2 1,.

es decir, tanto el cociante del logaritmo de 1la funcibn de

supervivencia TOWMO 2] cociente de la funcibén de riesgo, depehden

ynicamente de la diferencia x - X y es constante para toda t.

2 1

Para datos digcretos. el modelo se convierte en:

' t
«logl{l- & )=exp(a - B X )y
34 3 1

donde 1 =~ § es lam probabilidad complementaria o la
Ji

probabilidad de spobrevivir més alla de la categoria j dado los

valores de x .
i

“El modelo linealizado es:
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‘ "t
logl=-log(1=-3 )]l = a = f X .
J1 J i

este modelo es el que Se conoce como la transformacidn
‘complementaria log-log. © doble logaritmo complumentarib.

Como se menciond antes los modelos de Mc. Cullagh corresponden
'a una estructura liga(s )=¢1—¢:x » la ocual en los meodelos
-anteriores corresponde & 1i1funcibn iogistica_y doble logaritmo'
complementario respectivamente.- Esto e3 posible generalizarlo
utilizando como funcibn liga cualguier funcidn creciente mondtona
que mapee el intervalo {0,1) =) (-wy»), Es claro que los modelos

descritos anteriormente (logit pelitdmico. probit politémico) se

pueden generalizar a esta expresidn.

En los modelos de Mc. Cullagh los parbmetros a estimar son
o y el parametro de regresibdn B . Los perhmetros «a ‘aon
_gegeralmente de poco interis (nuisance) y usualmente se dengmihan
‘puntos de corte o umbrales (es decir son los puntos nfue definen
las categorias)., mientras que el par&metro de regresidn

p describe como los momios o cualquiler otre cantidad de interés

esta relacionada con l1o3 valores de X.

Todos los modelos de #sta forma describden un orden astochstico
estricto. Esto 3, 31 tomamos dos sudpodblaziomes con valores de

la variable axplictiva x y x 3e tiene que @
- 1 i
t
liga(s ) - liga(s ) = B (x =x ) =4
A Ja 1 1
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como la liga e3 una funcidén monbtona creciente se sigue que:

& > 9 J o
1 J1
F.] < & Jo

jt i
de acuerdo al signo de A.

En general los modelos para éategorias de respuesta ordenadas
no Son invariantes bajo cualquier permutacibn de las categérias.
Intuitivamente pareceria razonable pensar que Jos modelo de este
tipb son én ’a1gun sentido invariantes bajo 1la permutacibn
especlal que consiste en tomar el orden inverso de las categorlias
pero no bajo cualquier permutacibn arbitraria. Estas ldeas estén
fundamentadas en el _concepto conocido como invarianza
palindrémica (Mc. Cullagh,1972) pero esto depende fuertemente de

la aplicacidn particular.

En los modelos cuya funcién 1liga es 1a funcibén logistica.
probit o Cauchy inversa se tiene esta invarianza palindrbmica y
al utilizar esta permutacidn los estimadores de 1lo3 parfmetros

varian en signo y las @ en orden. Para los modelos cuya

J .
funcibn liga es doble logaritmo (log-log) o doble logaritmo

complementario esta invarianza no siempre se dé, depende mucho dé
las estructura de los datos. La falta de invarianza puede 0 no

ser vista como defecto del modelo.

‘Un atractivo para cualquier modelo de este tipo es que puede
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ser repafametrizado en forma tal que la relacidn pueda aplicarse

variando las condiciones y sea consistente, en lo posible, con
las leyes fiscas o biolbgicas. Variar las condiciones significa
una redefinicidn de las categorias de las respuestas, agrhpando o]
dividiendo las categorias, esto es posible hacerlo ya que el.
parfmetro o los parimetros de interdés no dependen de la
interpretacidn de las categorias actuales de la respuesta, &
pesar de que ios estimadores de los puntos de corte en general
van a ser afectados. Esta ﬁropiedad permite probaf la
consistencia de varias fuentes de informacidén y si es
justificable combinar informacidn de fuentes separadas. Todos los
modelos de este estilo tienen esta propiedad, en cambio 1los

modelos log-lineales no la tienen.

Una desventaja de este tipo de modelos es que no existe manera
de utilizar el orden de una va:iable explicativa cuando dicho
orden existe, 3sin embargo hay varios métodos alternativos, por
ejemplo wutilizar puntajes, partir la estadistica ¢ en
componentes lineales, cuadr&ticos o de més alto orden. Y en el

caso en que no fuera posible utilizar puntajes 1los estimadores

podrian estar sujetos a la propledad de monotonia a <...<a.,
1 ‘ p

-Dado que el modelo lineal general pre;entado por Mc. Cullaéh no
es la Gnica estructura que describe- un orden estocéstico
estricto, Mec. Cullagh sugiere el utilizar por ejemplo puntajes
en uh modelo log-lineal para partir la interaccidn en dos
componentes, uno que describa orden estocéistico estricto y el

otro componente de orden mayor la interaccibn.
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En parﬁicular en el caso de dos muestras (do3 subpoblaciones
diferentes) donde la respuesta tiene k categorlas ordenadas,
scores 1.2;....k son asignados a las categorias, El modelo
log-lineal con efectos principales solamente implica 'que el
cociente de logaritmos-cruzados de las cuatro celdas adyacentes e
cero, mientras que la inclusidn del término lineal-lineal implica

que este cociente es constante sobre la tabla entera.

Sin embargo, el cociente crﬁzado para celdas adyacentes es poco -

recomendable . alin en ca30s donde el modelo ajusta bien, lo cual
sucede seguido. La principal desventaja e3 que las posibles
inferencias basadas en esa estadistica estSn limitadas a las
categorias usadas en la muestra, ademfs gque diferetes pero no
menos arbitrarias categorias, producirian cocientes-cruzados
completamente diferentes los cuales en general no serian
constantes en toda la tabla, es decir existiria carencia de
invarianza bajo agrupacibn de categorias adyacentes. Mientras que
por otra parte, .conclusiones basadas en los modelos
proporcionales ya Sean momios o riesgos proporcionales pueden ser
establecidas sin referencia a las categorias utilizadas en la

muestra.

2.2 Modelos de respuesta categoriaca no ordenada.
‘En cuanto a los modelos de respuesta no ordenada., de acuerdo a

Amemiya(1975) podemos clasificarlos en tres tipos:

El primero de estos tipos es 1lamado por Amemiya (1981) logit

independiente, el cual es también conocido como logit

condicional. Este método se genera suponiendo que dado cualquier .

e
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es hecha de acuerdo al modelo

par de respuestas la seleccidn
Jogistico dicotémico. Entonces se tiene en el caso de tres
categorias. '
P "
11 e t
(P +P ) 1 + exp(px)
11 31 114
P T
S S t :
(P- + P )" 1 + explpgx) '
21 31 21 "
P 1
11 - t
(P + P 7 1+ exp(px)
11 21 31
es claro que P P P ,estin univocamente determinadas por
11 21 31

las dos primeras relaciones y de el

= 1 entonces se tiene que g = p ~
3 1

hecho de que P + P + P
11 21 31
I esto nos lleva a lo que
2 .

se conoce como el modelo logistico no ordenado, en donde

- t
exp(p x )
P = 14
11 t t
(1 + exp(f x )+exp(p x ))
: 11 21
t _
exp(s x !
P = 21
21 t t
(1 + exp(3 x J+exp(p x ))
11 21
1
P =
- 31 t t

(1 + exp(f x
: 1

1.

)+exp(g x ))
. 21
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" obviamente en el caso de més de tres categorias respuesta

t
exp(f x )
P = J i W
3 k=1 £ ‘ |
1+ 2 exp(px)
a=1 s 1
1
P =
ki k-1 t )
1+ 2 exp(p x)

. a=1 s 1

. donde k representa el nﬁmerq de categorias.

El segundo tipo de modelos consiste en considerar que la

seleccidn de categorias se realiza secuenclalmente, por ejemplo,

. en el caso particular de tres categoriaa.'una vez que se ha

determinado si la eleccidn es la primera categoria o no 1lo es,

entonces dado que no pertenece a la primera categoria se

‘determina si la eleccidn es la segunda o la tercera. Estos’

modelos pueden ser tanto el secuencial probit 5 secuncial logit.
Lo importante de estos modelos es que la estimacidn de 1los
parimetros se puede realizar como 1la estimacidn sucesiva de
modelos dicotbmicos 16 cual desde el punto de vista computacional

resulta muy bueno tanto por facllidad, como por economia.

El modelb secuencial probit queda expresado como:

1-1 t t
P = JT [1-a( B x )](D(B Y 1=2...-.k-1'
11 j=1 J 1 2 '

k-1 t
P = 7T (1 - of Bx )1
ki Jj=1 J 1
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Mientras que el modelo secuencial logit queda definido como:

t t
B x B x
P =e 1 i/(1+e 1 1),
11 '
t t t t
8 x - Bx 1-1 B x
P ze 1 1/(1+e 1 1)L []e j i/(1+e _1 1)1. 1= 2....k 1
11 J=1
t
B x
P =z1/(1 + e J 1).
-ki :

La tercera clase de modelos es la generada por maximizacidn de
utilidad, es decir suponemos que el iqdividuo elige la categorlia

que representa para el mayor utilidad o beneficio.

Dentro de este tipo de modelos esta el propuesto por Aitchinson
y Bennett(1970), este enfoque tiene mayor interpretabilidad en el
contexto de los problemas en economia que el comunmente conocido.

Para facilidad =se describlra el modelo en el caso de respuesta

binaria y de ahl se hara la generalizacion.

En este caso el modelo puede generarse como el resultado de dos
experimentos, en donde la categoria de la respuesta va a estar
determinada por los efectos que produce cada experimento. Si
consideramos que las categorias son respuesta y no respuesta , se
va a obtener respuesta del individuo si la utilidad estimada del

experimento 1 es mayor que la del experimento 2.
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Esto es mis claro con un ejeﬁplo. Supongamos que 3se esta
estimando la demanda de un cierto bien y que las posibles
respuestas para el esatimulo que representa el ingreso de una
persona son comprar 0 no comprar. En este caso el primeroide los
experimentos estima el grado de uso ¢ disfrute, ¥y .« proveniente
de la compra del bien tomando en cuentalla eonsecue;cia de quedar
corto de dinero, mientras que el segundo experimento mide bajo
l1as condiciones de no haber comprado el bien, la comodidad &
beneficios, y » proveniente de la retencidn del ingreso pero sin

2
poseer el bien.

T —

La compra va a ser hecha si y solo sily >y . Entonces
- - . : R T L. = ...1. - . .

suponiendo que para una persona con ingreso x l1as variadles

aleatorias y Y son independientes y com distribuciones
2 1 2 2
N(a +Bx o0 ) y Nl +BX ¥ ) respectivamente. La probabilidad de
1 11 2 21

compra es:

P(y >y ):1/0/ [(y —a =8 Xx)/ody

1 2 -- 1 2 2 1
=0l(a - +(8 ~B )x)/oV2]
1 2 1 2
=®( A+Bx)
.que corresponde exactamente al - modelo probit con

A=(a -~ )/(UVE) y B=(B -8 )/(uv§3. donde y »y son los indicadores
1. 2 1 2 1 2
de 1la respuestas 1,2, la eleccibn de la respuesta &3 tonocida

como indicador méximo.

La generalizacibn del modelo a 'k nnttgofias de TrTespuesta
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EL

consiste en que el sujeto con estimulo x realiza Kk experimentbs
i
independientes, el resultado, Yy ,del j-é&simo experimento., es3 el

: J
indicador de la respuesta J y suponemos esta distribuido como
2 _ '
NCa +B X% +0 )s3=1s...sk. El sujeto entonces elige la categoria
J i

que corresponde al m&ximo indicador. Suponemos que no hay

empétes o que la probabilidad de empates es negligible.

Es importante hacer notar que la supésicién de independencia de

las y no es muy razonable siendo que un mismo sujeto eﬁta
J‘s .
involucrado en todos los experimentos, sin embargo el considerar
que las Yy son independientes representa simplicidad y
J°s

tratabilidad en el modelo;.mientras que el no suponerlo permite
mayor realismo pero induce intratabilidad ademés viene a acentuar
un problema del que més tarde se hablarh que es

identificabilidad.

Entonces, suponiendo independencia Y definiendo P

Ji
probabilidad de la categoria j, dado x
' i

P =zP(y =zmax(y s...sy )=P(y >y ¥~ s$])

Ji J 1 k 3 s
=1/a/ [(y ~a-Bx )/0]
L
[1 f(y ~a~B)/oldy
s¢] ) s s J
p(v)D(v+A +B x ) [] © (v+(A -A )+(B =B )x dv
J 31 s#dk J = J 8 1

donde A =( @~ )/0o, B =( ﬁ-B)/U J=1'-.-'k—1.
. J 3 k J J k

Un problema realmente importante en esta generalizacidn es el
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de identificabilidad de los paréﬁetros; En el caso de dos
categorias, para un solo ensayo binomial el &xito o respuesta
jdentifica completamente el modelo, pero para cualqhier valor
especifico de © a esta probabilidad de tener gxito corrésponden
muchas parejas (A,B) que satisfacen:

-1
A+ Bx =0 (8)

es decir A,B no son identificables, sin embargo para un modelo
consistente de dos ensayos binomiales a diferentes estimulos x vy

X los par&metros A,B son identificables ya que las ecuaciones
2 .

P =@ (A + Bx )
1 1

(2]

1

P = ®(A + Bx )
12 2

o

2

tienen solucibn Gnica, por ser el jacoblano diferente de cero

J= (x - x )P(A+Bx )9(A+Bx ) § 0
2 1 1 2

Este resultado se puede generalizar al caso de k respuestas, en
este caso para que los parémetros. sean identificables el modelo
debe consistir ,al menos, de dos ensayos multinomiales con

probabilidades de las categorias P +...sP y i=z1,2 x £ x los
11 k=11 1 2
parmetros A ,....A +B +...9B son 1identificables si el
: 1 k-1 1 k-1
jacobiano es diferente de cero

_E1 valor de este jacobiano es
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k-1
(x -x) IM 1IN I,
2 1 b 1

donde M es la matriz que tiene elementos m de la forma :
i : i]

m = 3P /54 si 1#3
ic i ]

=l-:p(v)¢(v+k +B x) [] ©(vela -3 )+(B =B Jzdv
. 1 1 Jfiek i3 1 3

y

m =d - 2 m
11 1 kfi ik

eon

o
d =]¢(v)¢(v+.& B x) 1 ofve(d -4 )e(B =B Ixdv
1 Lo 11 3eiak 103 1 3

Ademfs 8%=xsP.. P *ﬁf!
8 BL- 8 A(— !

basta ver que M ! y IM | son diferentes de cero para probar
1 )
1dent1ficabilidad. esto se hace por induccidn. 21 primer paso de
la induccibn esta dado por el caso de dos categorias. La prueba
se anexa al fingl.
Aungque 103 PATEMELTroS & w1esev@ B s...8 » del modelo general
1T k1 -k _

no - son identificadbles. las diferemcias estandarizadas de las a
. is

y las B son ldentificables.
is
Dentro de este mismo enfogue Mc. Fadden [1974] deriva el modelo
de logit independiente considerando como categoria de respuesta

la que genera la utilidad méxima. S1i suponemos gue un individuo 1

tiene utilidades asociadas dadas por:
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: . U =u + @
- ' i} 1] ij |
donde wu es una funcidn no estocistica de variables
1]
explicativas ¥ parimetros desconocidos y e  una variable

aleatoria no observable. Mc. Fadden (1974) probd que el loglt

independiente es derivado de esta forma si y splo si loz e son
_ i]
independientes y su funcibn de distribucién es dada por
-e

exp(-e¢ Jjl La prueba para el caso de tres categorias se anexa al

final.

" Bock(1975) trata estos modelos desde otro punto de vista., ya
que permite que exista cierta estructura en las categorias de la
variable respuésta. Suponiendo que exiszten k categorias dadas por
un vector de proceso latente continuo (y s...»y ) y el sujeto
" elige el estimulo correspondiente a la compolente zon 1 valor
més .grande para_él en ese momento. Dado que el proceso tiene una
distribucibn normal multivariada F(y) en la poblacibn de sujetos.,

la probabilidad de que un sujeto selecclonado alatorimente elija

el estimulo x es:
1

P(x >x Ux U....UxX y=P(y >y U .... UY )
1 2 3 k 1 2 k

1 2 - 1 k

.-.// Gly =y dd(y =¥ ) 3=2+3+...1k
o Jo o] 1 3 1 3

donde G es la distribucibén de el proceso de diferencias

derivado de F(y).

Si suponemos que F(y) es normal multivariada, G(y =¥ )} es
‘1 r
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normal multivariada ya que

Y-/N(n,=) CY ~/N(CH, CEQ)

donde C es la matriz de contrastes

1 0 . L] L] -1
C= 0 1 . e ® "‘1
'-‘.0 0 s o @ -i

Esta suposicidn, como ya 3e menciono antes tiene la dificultad

préctica de la evaluacidn de 1a integral.

Un caso especial es en el que las varianzas en son iguales Yy

las covarianzas son también iguales. Entonces

1 /2 ... /2
t T
ccC-= 1772 1 ... V/2

- ’ .
.

172 172 vee

A ~

Es decir el proceso de diferencia tiene varianza constante ¥y

correlacidn 1/2.

Para este caso existen aproximaciones de las cuales 1la més

simple puede ser derivada de 1a distribucibn logistica.

| -t -t
‘P(t ’-uolt )= 1/(1 4+ € 1 + eus e p)
1 P
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ya que la distribucién marginal de W-QS iogIStica. con vector
. ' 2 2 .
de medaias ceroc y vuri;nza " zn /3. La covarianza para cualquier

par de varisbles es 7 /6 y la correlacidn es

| 2 2
e (% /6).(3/7 ) = 1/2

Para valores "moderados™ de t  aproxima razonablemente bien a

la distribucidn normal multivariada con esa3s medias, varianzas Yy

-

eovarianzas. ‘ _ '

A manera de aproximacibn t =p ~u .+t xu =y veeost Tp—p
1T 1 2 2 1 2 k 1 k

(pek=1). Entonces

-{n ?M ) (=)
P(y >y U...Uy )=1/(1+e 1 241 k )
172 K g

cet1/ (e 1+. .. +e"'K)

similarmente parm 2»3v.uunk o

Definimos el logit multinomial, suponiendo n grupos de sujetos

en k categorias, para el grupo j como:

— Entonces 1las probabilidades de 1as categorias para el grupo ]

3on 1
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z 4 | o 2z
e 1 ’ e J2renar ‘e Jk
P B e P o — = —
1 D, 2 0, ik O
z z

donde D ze jl+...+¢ k.
J
Y el modelo lineal multivariado

y A =X B A
nxk nxq qxt txk

. donde X e3 una matriz de valores conocidos de q variables

independientes asociadas con cada uno de los grupos de sujetos. B

contiene parametros desconocidos y A eS una matriz que incorpora

la estructura de jas k categorias .de respueata, e3 decir se

permite la pqsibilidad de una estructura entre grupos ¥ entre

categorias de respuesta.

Ahora bien si los grupos de sujetos tlenen una estructura

cruzada o anidada., X serf 1la matriz modelo de un disefic. Y

generalmente de rango incompleto r€n. En este -calo serf necesario

reparametrizar el modelo, X=KL, donde L satisface la condicibn de

estimabilidad

1
| = rango(X) = r.

L puede ser elegido por el investigador y K calculada de

t t -1
| K = XL (LL)
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Cemd A juega un papel similar a X, perdb con respecto a las
eategoFias de respuesta, es muy probablemente de rango incompleto
Yy puede ser factorizada como.

A =S T
txk txs sxk

.. donde rango(s) = s y las. columnas de S son linealmente
depehdientes de las de A. La matriz T puede ser obtenida

t -1t
T=(5 §) S A o generada directamente.

Entonces ZzK(LBS)T = KI' T
donde K es llamado prefactor, I parfmetros y T el postfactor.

2.3 Diferencias entre los modelos de reaﬁuesta ordenada y no
ordenada. |

‘Cuando se cuenta con categorias de respuesta ordenada vy
ﬁtillﬁhmos modelos para categorias de respuesta no-ordenada,
ektamos perdiendo informacidén que de otra forma podriamos
ineerprar en el anflisis, ademis el ajuste no nos garantiza que
Be cumpla'el orden estoc&stico estricto, por otro lado hacer 1lo
eohttario es 1igual de riesgoso, ya que estamos implantando un

BRd*lo con restricciones adicionales, que no tiene por que

HmPIIT.

2.4 Modelos para el caso Multivariado
Existen esencialmente dos maneras diferentes de definir estos

‘modelos:

1. especiffcando la distribucidn marginal vy después
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especificar la conjunta,

* 2. especificando distribuciones condicionales.

La diferencia fundamental entre ellas, es que en el primer caso
la categoria de respuesta de una de las variasbles no afecta a
la(s) otra(s), mientras que en el caso de las distribuciones

condicionales esto si sucede,

2.4,1 Modelos provenientes de distribuciones marginales

Suponemos dos variables aleatorias politamicas. Y .Y . de tal
' 1t 2t
forma que los valores que pueden tomar las variables estin

asociados con la particién de un espacio de probabllidad, es

i
decir P(y =k))=P(S ) iz1.,2, donde U S representa el espacio de
: it k k k
probabilidad. Podemos entonces definir
1 2
P(y =k,y =zh) = P(3 x 3 )
1t 2t - "k h

en donde la probabilidad del espacio producto debe ser

apropiadamente elegida.

Obviamente la probabilidad marginal no determina en forma Gnica
la probabilidad en el espacio producto., En el caso especial en
que cada distribucibn marginal es generada por una distribucidn
| normal la probabilidad conjunta se puede considerar en forma
"natural" como normal multivariada, pero la extensidn en general

es dificil con otras distribuciones.

A diferencia del caso univariado, en este caso modelos

multivariados normales son preferidos a los logisticos debldo a

O ey e - x e

e e e e -
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las propiedades de la distribucidn normal multivariada.

El modelo de analisis probit, tanto ordenado como no ordenado
puede ser facilmente extendido de esta manera. Ashford y
Sowden(1970) presentan este modelo bajo el nombre de Anflisis
Probit Multivariado, en este caso un mismo estimulo puede afectar
a m&s de un sistema y es posible registrar la respuesta de cada

siatema por separado.

Para el caso particular en que la respuesta de cada sistema sea
,detérminada en forma binaria : l
1 t

P (x)= (B x)
i i

va a representar la probabilidad de obtener respuesta en el
sistema i, mientras que la probabilidad de no respuesta en dicho

sistema es:

Cuando consideramos la rgspueata conjunta de mis de un sistema,
es necesario especificar la correspondiente distribucidn conjunta
-de tolerancias. En este caso es natural tomar la distribucidn

conjunta como normal bivariada esténdar.

Si denotamos la distribucidn de una normal bivariada estindar

con coeficiente de correlacidn por F(w oW »£) la probabilidad
1 2

de que dos sistemas S . S manifiesten respuesta es

i3
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1 t t
P (x)=F(8 %8 X»p )
b i 1)

la probabilidad de que el sistema i manifieste la respuesta
mientras que el sistema j no lo haga es
12 1 11

P (x)=P (x)=P (%),
13 g 13

analogamente, para el caso rec{proco se tiene

21 1 1
P (x)=P (x)=P (X)
iJ J i

y la probabilidad de que ninguno de los sistemas responda es

22 12 21 11
P (x)=1 =P (x) = P (x)= P (x)
1] 1j 14 13

Expresiones similares resultan pafa la respuesta conjunta de

mis de dos sistemas y mé&s de dos categorias por sistemas. La

t
forma de la funcibén de los efectos B X esta usualmente
. 1 -
determinada por las correspondientes respuestas univariadas P .

i
los Gnicos cuantiles adicionales involucrados #n la probabilidad

conjuhta son los coeficientes de correlacidn {p 1}, siendo que un

ij
P particular es determinado por la respuesta conjunta a los
ij '
sistemas S y S, el modelo esta completamente definido

i J

considerando unicamente los distintos pares de sistemas.

Es importante hacer' notar que a apesar de que las

distribuciones marginales puedan ser tomadas como  normales
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estindar. no es posible el tomar una funcibén de respuesta
conjunta simplemente como normal multivariada esténdar. La

suposicién de una distribueibn conjunta normal multivariada es

-plausible, sin embargo no es la Gnica distribucibn multivariada

eon marginales normales y la validacidn de la suposicibn de

modelo normal debe ser realizada, antes de concluir el anflisis

estadistico.

S1 en este caso consideramos la funcidn conjunta de tres o més
sistemas, el costo computacional seria muy alto, ademis que en

estos momentos no son practicables los métodos iterativos que

. solucionen este problema.

" E1 modelo probit para datos ordenados también puede ser
() (

" generalizado de esta manera, substituyendo B8 por8 » dondeB

1 i i i

)» representa el vector (a &).
s 1

Asi tambi&én, el modelo Probit secuencial para datos no

_ ordenados puede extenderse al caso multivariado, reescribiendo el

modelo como sigue: h

t
P(y=2)= o( 8 x)

t
z P(u <8 x)
2

ct

t
P(y=1)z0(f x)[1-0(B x)]
1

. N

-t
=zP(u>B x,v<B x)
2 1
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t
P(y=0)z[1=-0(8 )x]1[1-0(8 x)]
2

o N o

i A
=P(ud>B x.,v>B x)
. 1

v

donde u,v son variables aleatorias independientes normalmente

distribuidas con media cero Y yarianza 1. En el caso bivariado,

definimos
t
P(y =2)=zP(u > B x)
i i i2
t t

P(y =1)=P(u > B x, v < B x)
i - i i2 i i1

T t

~ P(y =0)=P(u > B x,» v > B x)
' i - i i2 i i

y suponemos adem&s que Eu u=p y Evv =p. donde p y p 3o0On
12 v 12 v u v
parfmetros a estimar.

Alternativo al modelo presentado por Ashford y Sowden se tiene
el propuesto por Grizzle(1971), que puede ser visto como una
aproximacidn del Analisis Probit Multivariado o bien como un
método independiente. Este método tiene la ventaja de que no
necesita el chlculo de normales acumulativas, por lo que la

extensidén a varias dimensiones puede hacerse sin necesidad de

ajustar las respuestas por pares,

e —— - e e —— - -~
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Este modelo se basa en el modelo propuesto por Grizzle, et.

al. (1969) :

F(n)=XB

donde 1 es un vector de probabilidades multinomiales, 8 es un

vector de parimetros a estimar ¥y X es una matriz de rango

completo.
Un caso particular de este modelo es:

KlnAll = XB

sujeto a la restriccién de que la matriz de derivadas de

'.KlnAlltiene rango completo.

Este modelo puede extenderse al caso multivariado definiendo
apropiadamente K y A. En particular, para el caso bivariado con

variables dicétomicas y m grupos de individuos se tiene

u
A= A 21 »
4xYy mxm
&
K=K BRI ’
2xi mxm
t t
n=(1 R £ D I
1 m

' t
en donde I =(IT  se.ondl ) Y %:%” = 1
1 i1 i22 Jk ijk
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. 1100 . 1-10 O ,
® 0011 v K=z=0 01-1 e
A=z|1010 ‘
0101

. que produce los logits marginales
1 =lnCCu =+ Y/0r +m0 )y
i1 S & B B § P2 i21 122

1 =lnd(p  +1 Y/ U1 +II 1))
i2 111 121 112 122"

dado que el objetivo es calcular dos lineas asociadas con estos

logité s;.elige el modelo

l =a + B x 1=1io.nlmlj=1l2
13 3 31 |

el cual se obtiene con la eleccibn apropiada de 2 ¥ X.

2.4,2 Modelos de distribucion condicional
Dentro de este tipo de modelos se encuentra el logit
condicional, el cual en el caso de dos variables dicbtomicas es:

: t
=11y 1=L(B x + B y )
2 1 1

P(y
' 2 2

1

t
P(y =11y )=L(B x + B y)
-2 1 2 21 1

8i definimos

P = P(y =i.y =j).
1] 1 2

4




Entonces evaluahdo

t
P =zexp(® x+ B8 )P
11 1 12 21

' t
P =exp(® x)P
12 1 22

6

t
P =zexp(B x+ 8 )P
1 2 21 12

t
P =exp(® x)P
a1 2 22

se tiene lo siguiente

P /P =zexp(P )exp(B x+8 )
11 22 2 1 12

6
't t

P /P =exp(g lexp(g x+8 )
11 22 2 1 21

por lo que se cumple que B =B
12 21

De manera que la probabilidad conjunta se eacribe como:

-1 t t
P(y »y )=D exp(B Xy +8 Xy +B yy)
1 2 1 1 2 2 1212

t ' t
donde Dz1+exp(B x)+exp(8 x)+exp(B ).
1 2 12

Este procedimiento se puede generalizar al caso de J variables

diqbtomicas considerando

86
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t. _
P(y =11y »iff)=L(g x+ I B ¥ +
J i J i3 i 4 |
£ I B yy+8B Y «oY Y cesy

$£3 14h Jih § h Ji.. . 3-13+1...0 10 =1 3+1 J

-y la probabilidad conjunta
-1 t

PCy ve..ey )=D explZ B xy + I By
1 J JJ3 3

y +
j<i J 1

z B yyy+.-.+8 y .O.y ]'
4<i<h jih j i h 1...31 J

. t
donde D=1 + 3z exp(B x)+ X exp(B Y4..o+B .
J J j<i i) Teood

Una manera sencilla de generalizar este método al caso de J
variables politbémicas es el describir cada variable de n
categorias como n-1 variables dicdtomicas y i:1 si y=1y 0en
otro caso. Entonces podemos emplear la generalizacibn anterior
afladiendo la restriccidn de que solamente una de las yi sea uno

para toda J.

Otra manera de tratar los modelos multivariados es el construir.

una sola variable respuesta politdmica, creando una categorla por

cada combinacién de la respuesta multivariada. Asf en el caso de

un modelo bilvariado dicbtomico tendrfamos una variable respuesta
de cuatro categorias . Esto no es siempre lo adecuado. pero
ciando no se cuenta con suficientes récursos de computo puede
facilitar la estimacidn, sin embargo hay que tener en cuanta que
s{ tenemos m variables cada una con 1 categorias, vamos a crear
upa variable de mxl categorias y esto puede producir problemas de

cbmputo.
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3, ESTIMACION

Amemiya (1976)propone un modelo general que engloba muchos de
ios modelos descritos anteriormente. El modelo 'genefal- es el

siguiente:

Considerese 1la variable aleatoria y » t=1+2+...+T la cual toma

t
K+1 valores diferentes con probabilidades dadas por:
' 1 t
P (t):F (BX l-..-le ) k=1'-..lK
k k t 1t - h ht

P (t)=1 - ':§ P (),
K+1 k=1 k
t .
con 1a suposicidén H¢ k y B es un vector renglén de parémetros
h
desconocidos de dimension q » X es un vector columna de
ht
constantes conocidas de dimension q » con h=1s...sH ¥y suponemos
h
adem&s que para toda h la matriz X de T x g » X =(x ».ecrX )
_ h h h h1 ht
tiene rango q .
- h

Suponemos que F es tal que P > O~ kyque F tiene derivadas
k k ‘ k
parciales continuas de primer y segundo orden .
M&s aGn suponemos que existe un subconjunto de H de las K

ecuaciones para las cuales el Jacobiano no se hace cero en los

verdaderos valores de , por esto se puede escribir
8 _

L )
B x =G [P (t)v.eesrP ()1 h=1s...»H
hht h 1 K

Si H=K 1las G estin determinadas univocamente por F seeedF
_ hs 1 k
alrededor del verdadero valor del parfmetro, 1lo cual no e3

necesariamente cierto si H < K.
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Lo que se pretende hacer es estimar las B8 en base a N

] t
observaciones independientes de y . N 1lo podemos expresar como
K+1 t t
N = n (t), en donde n (t) es el nmero de veces que y =k.
t kz1 k k t

La manera en que algunos de los modelos descritos anteriormente

se expresan en la forma general es la siguiente:

El modelo de Ashford(1959) establece

t , ' t
P (t)= (24 Bx =y  )/0)= ((a+B x =y )/0)
i t i-1 t 1
t
donde las y son conocidas y por lo tanto @ y g x pueden ser
is t

‘expresados como funcibn de las probabilidades

El modelo de Gurland, Lee y Dahm(1960).en el caso de normit de

k categorias queda como ' 3

t t
P-(J)(t)z=0(a + Bx )=-0(a B X ) J=22r...0k=1
(3 t (j=-1) t oo
t

P (t)=a(a +8 x )

1 (1) | t

. : t

P (£)=1-(P (t)+...+P (t))=1=-0( @ £ X )

k 1 k-1

(k~1) t

lo cual inversamente se puede expresar como:

t
B X - G(P (t)lo-ulp (t))
t 1 k-1

- -1 B t
« =® (P (t)+P (t))=- R X 3220000 0k=1
(3 - J J-1 ot



50

- | ! -1 t
a =@ (P (t)) -8B x .
(1) 1 t

En el caso de que exista una funcibn de tblerancia logistica el
modelo se puede expresar inversamente como:

t
B X - G(p (t)lo.nlp (tv))
t 1 k-1

—

' t
@ = =1n((1-P. (t))/P (t)) -8B x
’ : 1

(1) 1 t

@ = -1n((1-P (£)=P  (£)I/(P (£)=P (£))) Bx  J=2,....k-1.
(3 3 3-1 3 -1 t

Ahora bien los modelos de Mc. Cullagh pueden expresarse
inversamente como
J t t
33" P =z expla~Bx )/ (1+exp(a B x ))
' it J t J t

el modelo de momios proporcionales y
J - t
3> P = 1 - exp(-exp(a =B x ))
it J t

el de riesgos proporcionales.

En cuanto a los modelos de respuesta no ordenada. el logit
independiente o condicional se expresa como:

t
k j Jt '

Obviamente los modelos secuenciales cumplen esta propiedad, por
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_1a manera en que se definieron.

" Dentro de los modelos de categoria de respuesta no ordenada, el
-probit politémico E generado por maximizacibn de utilidad no
- eumple con esta propiedad, de hecho para la estimacién de los -
par&metros es necesario integrar normales multivariadas., es decir
se trata de un modelo especial el cuﬁl no es posible expresarlo
dentro de un contexto general y que naturalmente cuenta con otro

tipo de estimacibn.

Dentro de los modelos del caso multivariado, el probit
multivariado se expresa, en el caso particular de dos variables

dicétomicas como @

t -1 1N 12
g8 =P (P (t) + P ()]
i 1] 1]

t -1 11 21
B =@ [P (t) + P (t)]
y U 1]

12 21
p=G(P (t) + P (t) ]
1y iJj

-donde G es determinada resolviendo para p el sistema como
1 21 12
funcibn de P (t),P (t) y P ().
1J ij iJ

- E1 logit condicional multivariado, én el caso especial de dos

variables dicotbmicas se puede expresar como

t
g X = In(P /P )
2 21 22

~ t
g x = ln(P /P )

1 12 22
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8 = ln(P /P )=1ln(P /P )
12 1M 21 12 22

El modelo de Grizzle es diferente ya que los par&met}oa eatén
definidos como

t
B EG [P (t)lo.oip (t)] h=1l.o-lH.
h h 1 k

cuando H=K, y en el caso que H < k el modelo se define por la
expresién anterior y (K-H)T identidades

B =P (t) 1=H+1|...|K _ t=1|2v...|T
it 1 SR : o

3.1 Maxima Verosimilitud

El método utilizado o propuesto en la mayoria de los casos es
el de méxima-vérosimilitud. De el modélo general es claro que la
Qerosimilitud Se expresa como:

K+1 n (t)

T
L=[1 T[] (F (£)) k
t=1 k=1 k

-

y por lo tanto el logaritmo de la funcidn de verosimilitud es

T K+1
1zlog(L)= £ £ n (t)log(F (t))
t=z1k=1 k k :

maximizar esta funcién requiere de métodos nimericos.

Existen diferentes rutinas computacionales, para estsa

optimizacidén que a continuacibén se discuten.
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3.1.1 E1 Metodo de Newton-Raphson.

Este método esti basado en la expansidn del ldgaritmo de la
funcién de verosimiltud alrededor del valor del estimador. w. del
parfmetro w. La derivada parcial del logaritmo de la funcibén de

verosimilitud con respeéto al par&metro cumple con la equacidn

. - 2 -
0=%1=3L(w Y+{w=-w ) 8 1(w +v(w=w )
- dw dw 1 3w 1 - 1

para alguna Vv entre 0,1, donde w e3 una raiz de la ecuacidn de

verosimilitud y w es una solucidn inicial. En particular si v=0
| o
una aproximacidn para w es:

2
Wwew = 8l(w )/ 481
é

___w)
2 1 %o 1 sw 1

-~
Lt

£

El valor de w puede ser substituido por w ¥ obtener un nuevo
' 1

2
valor w ,» y asi sucesivamente. En forma general comenzando con un

valor inicial w se genera una sucesibn {w : K >1} la cual es
determinada sucesivamente por la férmula
2

w =W = 81w )/8k(w )
k+1 k dw g dw k

-Este estimador de acuerdo a Kate(1962) es consistente,
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3.1.2 E1 Metodo de Derivadas Fijas(aproxifmtdé Newton)

2 _
En este método 51(w ) es reemplazado por -n/a ., para evitar
sw k k L
reevaluar la segunda derivada, donde {a } es una sucesibén de

k .
constantes elegida apropiadamente y n es el tamafio de la muestra.

A partir de esta sucesidn se genera la sucesidédn {w } de la manera
k

W oaw o+ (a /m) (81w )/5w)
kel k K K

El utilizar esta sucesibén, para una buena eleccidn de {a }
' k

puede ser m&s estable que el método de Newton-Raphson y converge
a W de  una manera m4s regular, Sin embargo si la curva de 1 es
casi vertical en la vecindad de un méximo 1ocai. con frecuencia
falla la convergenia, pues continua en un ciclo alrededor del

méximo relativo w .
: o

Existen casos especiales de este método, como el considerar

a =n para toda k entonces la sucesibn de {w } que se obtiene es
k - k
la siguiente

W W +(51(w )/éw).
k+1 k k

0 el considerar a =m, donde m e3 una constante positiva
k .

-afbitraria. en este caso el método no va a converger si para w »
_ o

un méximo local se cumple

-m{31(w )/6w) > 2n.
o
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sustituir a por -n dividido
k

entre el valor de la segunda derivada evaluada en

Alternativamente se utiliza el
el punto

inicial del proceso.

Por Gltimo otro caso especial de este método es el conocido

como método de puntajes, debido a Fisher. La sucesién especial

sugerida por Fisher es a = 1/J(w )» donde I(w)‘es la funcidn de
_ _ k k- 2 2
informacién sugerida por Fisher I(w)=E(~- 1/ w ). La sucesidn

generada por el‘métodd de puntajes es : 3 . .

W = w 4 1/(nI(w ))31(w )/8w.
k1 K ek K

3 1.3 E1 Metodo de Falsas Posiciones.

Con este método se puede tener la seguridad de localizar al

méximo relativo. Se comiena con la eleccibébn de dos valores de W,
(1) (2) C (1) (2)
w YW , tales que w ~ < W y

0 o . 0 -0
(1) (2)

Sl(w ) > 0 y 81(w )y €0
Fo o Jw o -

definimos

(1) (2) (2) (1)
Sdw ww SV w

{= (1 1) defi- 1) 11 1) éu r1 1)

1-1 i 1

(1) (2)
de donde w »W son obtenidos como

i i
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(1)
w = 815
1 i si % .> 0
(2) (2)
w z W
i i=1
8
(1) (1)
W =W -
1 i-1
(2) . " slgi(fy <0 | |
. w = ¢ 'ngi ' : -
i 1
(1 (2) .
Con este procedimiento w y w converge en un mdximo
_ ' ' (2) 1 (1) i ) ‘
relativo de 1 y cuando w -~ w ~ es suficientemente pequenio el
i (1) (2)
proceso termina y el mlximo se obtiene como (1/2)(w = + w ).
_ A T i
‘i . (1) (2)
No es inmediatamente obvio como deben ser elegidos w yw

en esta sitﬁacién. Una posibilidad es considerar

x. =m - Je

-

Y =m+Je J=1|20--..
J

donde m es algln estimador consistente de la mediana muestral y

(1) (2)
e e8 una cantidad pequefia positiva y elegir como w Yy Ww el
_ o o
primer par (x ,y ) que satisfaga el sistema anterior, sin embargo

J

el método no garantiza que el miximo sea el més cercano a m.

Es nmuy simple el extender este método para localizar todos los

méximos relativos y determinar el estimador méximo verosimil
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w. Obviamente no puede ocurrir que un méximo relativo ocurra a

una observacidn menor que el valor de la observacidn minima X

(1)
o exceda a la m&xima observacidn x , en consecuencia se tiene
_ (n) (1) (2) -
que considerar solamente valores iniciales w y W en ese
o o)
rango.
1) (2) : ' _
Comenzando con W = X y w =X + e, se utiliza el
o (1) (o} (1) (1) (2)
método para localizar el miximo relativo entre W y W
(1) (2) o o
Definimos nuevos W y W por medio de la relacidn :
' (V] o '
(1) (2)
W = W
(o)1 (o0)i-1
(2) (2)
‘W - z W + @,
(o)1 (0)1-1
: (2) '
-y continuamos hasta que 3¢ cumpla w > x . /
(o) (n) /

.Invitablemente existe el riesgo de que el intervalo de longitud
e'oonteﬁga més de un miximo relativo., en ese caso s8lo se detecta
el primero, 1lo cual desde el punto de vista préctico no e3 un
" problema serio, ya que podemos elegir e suficientemente pequefio

para asegurar que existe una probablidad negligible de que esato

ocurra. Adem&s en el caso de no poder evitar por completo esta
dificultad, la rara ocurencia de ello . no ocasiona un sesgo
hpreciable en el estimador miximo verosimil. ya que dos méximos
relativos a una distancia e (donde e es pequefia) deben tener

valores asociados de 1 muy cercanos en valor.
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5.1.% El1 Hﬁtodo de Casi-verosimilitud.

-Esencialmente este ‘método es equivalente al método de minimos
cuadrados ponderados iterativos en el caso especial en que los
pesos dependen solamente de‘ los estimadores actuales de los

.parimetros de regresibn.
El método en términos generales es el siguiente:

Suponemos Y un vector respuesta N-dimensional tal quet

E(Y)= y V(Y)=0 V(H)

"donde V(u) es una matriz positiva semidefinida cuyos elementos

son funciones conocidas de u.

‘Adem&s E(Y) puede ser expresado en términos de una ecuacidn de

?
‘

regresibn

pueH(B)

donde B es un vector de parfmetros Yy pu(.) es un vector de

-funciones conocidas con terceras derivadas acotadas.

Para asegurar jdentificabilidad se supone que la matriz de
derivadas D=6/88 tiene rango p para todaf » lo cual en el caso
de_-que u(B) 1involucre una matfiz diéeﬁo_x ,» como sucede para
. modelos lineales generalizados, es3 equivalenzzpa considerar que

~ la matriz tiene rango completo.

La funcién log-casi-verosimil es considerada incialmente como

una funcidn de u(de g ) y esta definida por el sistema de
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ecuaciones diferenciales parciales

-al(p.y5=v (y=n)
Su

donde V (u) es una inversa generalizada de Viu).

Usualmente es innecesario resolver este sistema de equaciones,
sin embargo cuando una solucidn es requerida es suficiente

encontrar funciones (p) yB8 () que satisfagan :

: _ -2 t
| e . Muy)=0 {ye - Bg) -cly,0) }

donde c(y,o0) es arbitraria.

Las ecuaciones méximo casi-verosimiles para determinar el valor

de

pueden ser escritas como

t- -
DV {y - utB) }.=0

Estas ecuaciones reciben el nombre de minimos cuadrados

primeramente por la interpretacidn geometrica., la cual involucra

proyecciones sucesivas del vector residual y- u#(8 ) en el espacio
)

" tangente de soluciones locales # (B ),donde B es el estimador
2 0 '

P. actual de 8. Estas ecuaciones no dépenden de ¢ » por lo tanto el

L— ]
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valor ntmerico es el mismo siendo ¢ conocida o no.

El método de Newton-Raphson con la matriz de segundas derivadas
t-
reemplazado por su valor esperado D V D, se convierte en

- - £ - 1t - °
B_B_(DVD DV (y-u)
1 o o

donde el lado derecho de la ecuacidn esta calculado en el valor

-
-

o]

Es ¢claro que B puede no coincidir con el estimador

méximo-verosimil ya que la funcibdn de verosimili£ud correcta es

‘generalmente diferente de 1(u,y). Ademés, es importante enfatizar

que las propiedades de los estimadores casi-verosimiles no son en
general las propliedades de todos los estimadores minimos

cuadrados ponderados.

Las propiedades estadisticas de las funciones casi-verosimiles,

"son muy similares a las de las funciones de verosimilitud

ordinarias, excepto que el parfmetro de estorbo (nuisance) es .
tratado separadamente de e: 8 cuando es desconocido y no es

estimado por minimos cuadrados ponderados.

Algunas propiedades del estimador casi-verosimil, bajo la

‘suposicidn de que u(B) tiene derivadas de tercer orden acotadas y

-1t ~D .
que N DV tiene como limite una matriz positiva definida y los

tercefos momentos de Y son finitos son:

-~ _1
E(B «B ) = O(n )
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2 - 2 t - -1 172
n (R-B)ZN(Own (DV D) +0 (n -)

- P

L -

Adem4s si denotamos por 1R .y y 1(P,y), los miximos de la

funcibn log- casi-verosimilitud b:jo H vy H reapectivamenﬁe los

espacios parametrales son de dimensipg q b:Jo H yp?>q bajoH

y estfn anidados, tenemos bajo H que ° | - °
-o® - ° 22 172 : _
21(B,y)-21(B ,y) "o X +0 (n ) -

o P~q P

Para detalle de las demostraciones ver Mc. Chllagh(1983).

En el caso de modelos 1lineales geﬁeralizados la matriz de

derivadas D es el producto de una matriz diagonal con {du /d '}

_ i i
" en la diagonal y la matriz modelo Xj mis afin g es una matriz
diagonal de pesos cuyos elementos son (d /dn) /v y se define a
: : mi i i

z como la variable dependiente ajustada cuyos elementos estan

dados por
z =7 +(y —u)C§0 7bp)
1 4 11 i i

1

1o cual puede escribirse en torma computacionalmente més

‘conveniente como

t “t
(X WX) X WZ

donde W y Z son calculadas utilizando el estimador actual de

B , z es conocida como variable de trabajo dependiente.
o 1 _ :
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En el caso de modelos lineales generalizados de liga compuesta,
los cuales pueden ser utilizados para ajustar algunos de los
modelos anteriores, Thomphson ¥y Baker(1981) demostraron que una

solucibdn maximo casi-verosimil puede ser obtenida considerando

como variables de trabajo dependiente e independiente
- ' ]
z =CHn + (y =n) y X =CHX.
i i i 1 ,

donde H es una matriz diagonal con elementos 3V /yn y ceon W
k k .

una matriz diagonal de pesos W =1/t para z .
i i i
Ahora para cualquier .solucibn

e * ' Y
X WX =X Wz

e

tenemos que para cualquier matriz J no singular

ot t-1 -1 . ¢ t-1 -1
(JXx ) «J Wl )X ) =(JX ) (J Wl ).

Entonces si J es cualquier matriz diagonal podemoé utilizar las

variables de trabajo

z = JCH7 + J(y-nm)

(]
]
X = JCHX ¥y
0
<1 -1
w =J WJ .
(o]

e ety
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Una eléccién posible para J es aquella que deja inalterado un
: -

vector unitario en la matriz disefio, X, en la matriz X . Si
: o

elegimos J = 17/ :C H no vamos a tener .problemas con la

ii k ik kk
exclusion de la media general del modelo.

3.1.%5 Escalamiento Iterativo Generalizado

Otro método de estimacidn aplicable a mixima verosimilitud es

el de escalamiento iterativo generalizado.

El método de escalamiento iterativo generalizado es un mé&todo

para encontrar una funcibn de probabil;dad de la forma

dabd
S piIlM si,
i 1 s:=1s

- que satisfaga la restriccibn

H
p

Z b p =k, 3=1s...0d Ip
ie¢l 81 i 3 S i

donde I es un conjunto finito y P={p : 1€ I, p 20, 2 p

=« 1}es una funcibén de probabilidad en }.Ademﬁs =1{n L | ielf ni
>0, i.fI ni < 1} es una funcidn de sub-probabilidadien I. !
Para toda s existe 1 tal que b 20, Las constantes y b
" son dadas Yy u son deaconozidas. Este modelo esi 1lama:é
log-lineal debidosa que log(p /= )=logp +% b log .
i i a=1 si s

_hpa manera en que se relacionan el modelo y las restricciones es

primero a traves de propiedades de 1la funcidn de {informacidn
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discriminatoria vy ‘'segundo a traves de propiedades de estimacidn

miximo verosimil.
La funcidn de informacibn discriminante esta definida como:

Klp,7}= x p log(p /n)
iel 1 14

(0log0 = 0 por definicidn).
Ademés K(p,n] = 0 si y solamente si p= .
51 definimos z =0 , entonces

11

K[P'ﬂ] = K[p-(‘l/a)"] = l1Og T : R

1o cual es claramente no negativo e igual a cero si y solo si
1 < '

p=¢ yo=11i.e. p=m. ! !

Esta funcién cumple adem&s que una funcién de probabilidad de
la forma log-lineal satisface 1as restricciones, minimiza Klpsnl

y es Gnica. La demostracién se anexa al final.

Las restricciones son consistentes si el conjunto de las
funciones de probabilidad que las satisface es no vac{o, y si las

restricciones son consistentes podemos expresarlas como:

¢ ar
p = []r 1 r=1:2»..
i i r=ir
£ & p =h
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‘donde
c o
a ;‘ o » x a =1, h >0, X =1. La prueba se anexa al
r r=1r r rz=1
1 i

final.

Para expresar el modelo log-lineal en esta forma definimos

{0)
p:
i 1
ar
(n+1) (n) ¢ (n)\ 1
P = p n Ch )/h ) n=0,1,..
i i r=1\ r r ' o
_ (n) (n)
_ donde h = S8 P el e
r 1ie¢I r i . T
i

Siendo que 1las restricciones son consistentes la sucesidn

converge a una solucibn de } }/

p =11 Ar

la cual es Gnica y bositiva.
Aplicacién a la estimacidn méximo verosimil.

31 I es un conjunto finito y {p } es una funcidn de
- : 1 .
probabilidad desconocida en I de la forma log-lineal, dada la

muestra de tamafio N con frecuencias positivas {(f : i ¢ I, £ >
1 i
0, f £ = N}, el estimador miximo verosimil {p } de {p les la
i eI i 1

Gnica funcién de probabilidad de 1la forma log-lineal que

satisface
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X b p = b b (f /N) s=1,...d
1e I 81 1 1 €I s1i i
con b D = 1, por lo tanto {f } puede ser obtenido por
i1 I i o i

escalamiento iterativo.

En primer lugar las restricciones son consistentes ya que 3e

satisfacen cuando p = f /N.
i i

3.2 Estimadores de Minima Ji-cuadrada

-1

81 "definimos P°(t) =z n

B LT T D e aw - "k- e - v k t -
El modelo general se puede expresar aproximadamente como:

(t)N  para ks1,2,....K y t=1.2....,T.

-~ .h- - t K L]
‘h 1 2 k h ht . k=1 h k k .
, . } ’
Entonces el estimador de minima Ji-cudrada de se puede

definir como el estimador de minimos cuadrados generalizados de

‘ esta expresidén. Ya que esta expresidn es de la forma ¥ = X + U,
' t ‘
donde Eu = 0 y Euu = R,

| « - :

Ahora en esta expresidén u=x G (t)IP -P ()] y Euu =

K - k=1 hk k k
' ECZ G ()P =P (£)1).

k=1 hk k k

t - t
’ Si definimos P=(P ,....,P ) ,similarmente P y G(t) la matriz de
1 k
dimensién HxK cuyo k-&simo elemento en la diagonal es igual a
b - - t t
l ' G (t) y A =N E(P-P)(P-P}) = D(P)-PP .
hk t ¢t
y t t -1
r - .Entonces Euu = (1/N )IG(t) A G(t)] .
t t

L
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Par lo que es posible aplicar minimos cuadrados generalizados.

Este método es sugerido en particular por Gurland et. al.. los

cuales dan los valores de los pesos para el logit Yy Hormit

politbémicos.

3.3 Otros Metodos de estimacion

Otro método de estimacién es propuesto por Mc. Fadden y

Domenech (1975) y publicado por Amemiya en (1977), el método . es

conocido como la estimacién en dos pasos para el modelo logit
-multivariado. En pant;cular-en-cl,logit bivariado, el cual esté

definido como:
-1t ot
Ply (t) = 1, y (t) = j1 = d  expla x (t)+p z (L)1
1 . 2 , 1)~ i . 7“

_ t t
donde d= explax (t)+8 z (L)),
1] i) i

La funcién de verosimilitud esta definida por

u ()
L=timir? (t) 1)
tij i

- ..donde u (t)=1 si y sblo si y (t)=1yy (t)=].
1] 1 2 .
Si Y »¥ son estocfisticamente independientes, entonces

1 2
» pueden 3er estimados separadamente considerando cada

probabilidad marginal; s8in embargo el caso de independencia es

.dificil que sea realista en muchas ocasiones, Suponiendo
t : t

independencia (es decir o x€-(1]) puedes ser escrito como X )

J
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e t .
exp(a x )
Ply =J 1y =1l= 13
2 1 t
exp(a x )
3 13
6
LzL (a)L (o,B)
1 2
‘u ' u
donde L = 1 NP(y =3 | y =1) 1] yL =1t 11 Py =1) i}].
1t1i1 2 1 2 t 1 bj 1

El primer paso del método ‘es estimar . como el valor que

minimiza a L (2#), el cual se conoce cOmMO el estimador maximo

1
verosimil condicional .

El aeauhdo paso es estimar ‘como el valor que minimiza L
. .2
@ B).

Un eatimador eficiente s86lo se obtiene en el caso que
t t
aXx =0 X i.

13 3

Por otro lado este procedimiento puede estenderse facilmente a
un método de estimacibén da varios pasos para el proceso que
involucre mhs de dos variables, sin embargo en este caso el
hGmero de funciones ue hay que minimizar crece Yy puedé no ser Yya

tan conveniente,
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3.8 Analisis de Residuales y Bondad de Ajuste

El anilisis de residuales para modelos de respuesta multinomial

es complicado por varias razones :

1. Los residuales no obstante de ser estandarizados.
toman uno de un nfimero limitado de posibles valores,
lo cual causa problemaé cuando el nOmero de las celdas
es pequefio;

2. En general no es claro que los residuales de las
celdas sean las cantidades més relévantea para
examinar, 1lo que es importante en los datos no es el
nGmero en la celda per se, sino como el conteo por
celda o grupos de celdés varta relativo a otra celda o

grupo de celdas.

Para- datos binarios usariamos normalmente un residual asociado
con 2 celdas o grupos de celdas, dado que los residuales estan
negativamente correlacionados en pares, solamente un residual es
necesario. Para observaciones de datos binarios una observacidn
es la proporcidén de é&xitos o equivalentemente el nGmero de é&xitos

relativo al nlimero de fallas o fracasos. El residual
- .- 1/2

‘estandarizado usual es (p - p)/{pa/n) s lo cual es la raiz
' 2

cuadrada de la contribucibn a la -Pearson, un residual analogo
puede-ser definido utilizando la contribucidén al cociente de

verosimilitud.

T

Mc.  Cullagh(1980)  propone utilizar como residual la r
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contribucidn a la estadfstica de cociente de verosimilitud, Este
residual es siempre positivo y no indica la direccién de desvio

de los valores observados de los ajustados.

En la gran mayoria de estos modelos, para medir la bondad de

ajuste es posible utilizar como estadistica la formada por gl

‘logaritmo del cociente de verosimilitudes llamada Devianza. La

discrepancia de un ajuste es proporcional a 2 veces la diferencia
entr; el miximo log-verosimilitud posible y el conseguido por el
modelo bajo estudio. Esta estadistica tiene una distribucidn
asintdtica rz con N-p grados de libertad, donde N es el nOmero de

observaciones y p el nfimero de parémetros.
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4§, APLICACIONES

f‘En este capitulo se presentaran aplicaciones de algunos de los
modelos descritos anteriormente. Estas aplicaciones requirieron
el desarrollo de rutinas computacionales para ilévarse.a cabo,

las cuales se encuentran disponibles para su futuro uso.

4.1 Aplicacion'en Modelos de Categoria de Respuesta Ordenada

Para los modelos de tipo umbral, los cﬁales puede considerarse

que . generalizan a los modeloa. de categorias ordendas, 3e
desarrollo una pequefia biblioteca de MACROS para su uso en el
paquete GLIM(Generalized Linear Interactive Modelling).,»[Baker y
Nelder,19781].

Un macro es un conjunto de insrucciones de GLIM, definido bor
el usuario é' identificado con un nombre. La manera de

especificarlo es

$MACRO nombre de jdentificador instrucciones $ENDMAC

Las instrucciones pueden ser cualquiera de las permitidas en
GLIM excepto $MACRO, $RETURN, $FINISH, $FORMAT y $SUBFILE. Un
~gapacio debe. seguir al nombre del macro antes de cualquier
instruccidn. Para detalles sobre el funcionamiento de GLIM ver

Baker & Nelder(1978) 6 Ruiz Velasco (1982).

La manera de llevar a cabo estos ajustes es reescribir 1los
modelos como modelos lineales generalizados de liga compuesta .

Para la estimacibn de caso particuléres de este tipo de modelos

J
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‘Thomphson Yy Baker (1981) propusieron una manera de hacerlo en

GLIM, la cual presenta dificultades para su generalizacidn.

Rogers(1983) propone una manera més general, la cual - perm_.te

ajustar casi cualquier modelo de este tipo, utilizando también

GLIM, esto se hace escribiendo cada componente del vector de

p
esperanzas M (=3 ¢ ) como u = i ¢ donde p £ py ¢ £
1 k=1 ik k i k=1 1k i ik
0, es decir cada valor ajustado es una suma ponderada (por ¢ )
: i

de sus proplas partes y ., e3 claro que en algunos casos, p €3.
_ ik i
igual a uno, en particular un modelo lineal generalizado es un

modelo de liga compuesta con p = 1 v i. La manera de especificar
L _
esto a GLIM es como sigue:

1. S1 el 1-&simo dato consta de un modelo con un s8lo

elemento ¥ ambos el dato y el modelo V! utilizan
i1 i1 :

para su espcificacidn una unidad en exactamente la

misma manera que se haria normalmente en GLIM.

2. 81 para el i-ésimo dato se - tiene que u =
i
€ P +...%C y , el dato y » se especifica en una
i1 11 ipi ipi i
“unidad y el modelo en las siguientes p unidades.
i

Para definir esta estructura se utiliza la variable auxiliar
PT, la cual toma el valor O cuando la entrada es dato y el valor
j para la j-ésima entrada de término del modelo. Cuando en una

sola unidad (entrada) haya dato y término (p =1) PT toma el valor
i
de cero.

.

El ajuste se 1lleva a cabo considerando cada dato ,digamos el
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i-$simo. como p pseudodatos y el valor njﬁatado del i-&simo dato
serd la suma idel valor ajustado de los p pseudodatos. El
procedimiento de Rogers, consta de una parte gcn:rll que consiste
en identificar por medio de la varible PT esta estructﬁra. es
decir identifica los datos y el modelo vereando variables
auxiliares (vectores), una de las cuales asirve ~oomo indicador,
| Qpnra determinar qua-elementoa corresponden a modelo unicamente y
a3y asignarles peéo gero en el ajuste y la otra contiene el
nGmero de dato para el cual es este modelo. Dentro de esta parte

.general se inicializa el predictor lineal (iLP).

 Para especificar de que modelo Sse trat, cs“neecaario definir 5
macros, los tres primeros y el quinto de est¢ i macros, deberdn
ser llamados M1,M2,M3 y M5 respectivamente, ya que 30on utilizados
en otros macros especificados en la parte general. Por comodidad

al cuarto de estos macros se le identica como Mu,

Lo que cada uno de estos macros deberé de contener es:

Mi.- La expresién para los valores ajustados sin tomar en

cuenta la matriz C; i.e.
SFV = h(n), $FV = h(SLP)
" adicionalmente hay un macro » N1 ,» que construye SFV = Ch{(7 1),

el cual es general para todos los modelos y no hay que

especificarlo.

. _M2.-La expresidn para la derivada
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"$DR = 1/( h(SLP)/ SLP)

el cual es utilizado en el macro, N2, para construir
$DR =1/ C (yr/yg ) (=J )
k 1k k k ii

SLP =J C Or/¥yn) Y
11k 1k k k k

. X
- ii

M3.- Contiene la expresibén de la varianza de

_ _ -1 .
SVA = W donde W = 1/t

i i

eﬁte macro es utilizade en otro que asigna el valor arriba
calculado se si trata de un dato y uno si se trata de modelo para

evitar una posible varianza negativa.

My,- Contiene el incremento de la funcién devianza por cada

dato.
M5.- La expresién del predictor lineal

SLP = g(3FV)

Esto puede quedar mas claro con algunos ejemplos:
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§,1.1 Modelos de Mc. Cullagh

La manera de reescribir los modelos de Mc. Cullagh como modelos

de liga compuésta es la siguiente:

El modelo de momios proporcionales, el cual esta expresado como

. t
logly /{1-p 1l = a = B X »
Ji B! J 1
se puede expresar alternativamente como
t t _
= [exp(a -8 x)/(1+expla +8 x ))
J1 J J i
donde |14 = p '+...+p Yy p es la probabilidad de que la

. ji 11 Ji ki
observacidén pertenezca a la categoria k cuando la covariable toma

el valor x .
i

Para expresar este modelo como un modelo de liga compuesta

definimos
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exp(n) donde 7= X ®

h(n) = 11
( 1 + exp(n))

100. ..0x

110, . .0x

1 11. . . 1 x
1700. . . 0x

[P . - ' . - -

111, . .1 x

| m es el nlmero de muestras o subpoblaciones
' . |

C es una matriz diagonal por bloques con elementos en la
diagonal de la forma N E, J=1se..0om » €D donde E es una matriz
J 3 ' i

cuadrada de orden kxk, con unos en la diagonal y menos unos en la

subdiagonal inferior.

[
n
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k
donde 2 = a +} = a + & reeesfld = T,
1 1 2 2 1 k i=1

Es claro que el estimar « es redundante, sin embargo es
necesario especificar el modelo de esta maner, ya que el. modelo
que estamos ajustando no es un modelo de liga compuesta, sino que

estamos fabricando su estructura como tal.
Los macros necesarios en este caso son -

$M M1 S$SCAL %FV

SEXP(SLP)/(1 + SEXP(SLP)) $E

$M M2 $CAL %DR

(1 + $EXP($LP)"2)/$EXP($LP) SE

1

$M M3 SCAL 3VA

$FV $E

2% (SYV#SLOG(SYV/3FV) - (3YV- %FV)) 3E

$M M4 $CAL %DI

$M M5 $CAL $LP = SLOGC(3FV + .5)/(1.5 - SFV)) $E .

Aquil se considera que nuestro modelo es un modelo de respuesta
multinomial, esto es equivalente, bajo algunas condiclones, a
suponer que el componente aleatorio de nuestro modelo tiene una

distribucién Poisson (ver, Nelder y Mc. Cullagh 1983 pp 142).

En el caso del modelo de riesgos proporcionales el modelo es3

t
~logl 1 - v ) = exp(a -g X )»
i i

que equivalentemente se puede expresar como:

‘ t
p =1~ exp{-expla - B X )},
o~ Ji J i



Entonces este modelo también se puede exprésar como un modelo

<lineal generalizado de liga compuesta definiendo h(7) = 1 =

exp(-exp(qﬂ. donde 7=XB , X B 1iguales al caso anterior, C una
11 11 . .
matriz diagonal por bloques exactamente la misma que en el caso

anterior..

Los macros que especifican este modelo son:

$M M1 $CAL %FV 1 - SEXP(-%EXP(3LP)) $E

1/ (%EXP(3SLP)®SEXP(-%EXP(3LP))) $E

$M M2 $CAL 3%DR

$M M3 S$CAL %VA = 3FV SE

$M MU $CAL DI

OR(IYVHSLOG(SYV/SFV) - (3YV-3FV)) $E

$M M5 $CAL %LP $LOG(-SLOG(.5 - 3FV)) $E

~ Al 1igual que en el caso anterior estamos considerando'un error

Poisson por el tipo de datos que estamos trabajando.

4.1.2 Probit Politomico.

Este tipo de ajuste es posible llevarlo a cabo en modelos para
probit politémico, en donde no suponemos que las categorias
tienen fronteras definidas de antemano como es el caso de los

‘modelos propuestos por Ashford. Al igual que 1los modelos

‘ anteriores, este tipo de modelos con o sin frontera definida de

antemano puede expresarse como un modelo lineal generalizado de

liga compuesta.

El proéesd para ajustarlos es el mismo, con la excepcidn de que

‘1a inicalizacién es diferente debido a que la distribucidn de la
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variabla- subyacente es simétrica y el procedimiento sugerido por
Rogers no funciona bien en estos casos por la manera de llevar a
cabo la 1inicializacidn, por este motivo se desarrollaron dos
macros de inicializacidn para utilizarse en lugar de los
sugeridos por Rogers, pero conservando la ideologia de su

procedimiento.
'Los macros que debe definir el usuario en este caso son:

$M M1 SCAL %FV SNP(3LP) SE

$M M2 $CAL %DR

2SQRT(2*%PI)/SEXP(-(%LP®*#2)/2) SE

$M M3 $CAL 3VA IFV SE

$M M4 $CAL %DI

2% (TYV®ILOG(2YV/3FV)-(3YV-XFV)) $E

$M M5 $CAL SLP

SND(%FV) SE

Donde %NP y %ND representan la funcién de distribucién normal y

la funcidn de distribucibdn normal inversa respectivamente.

-

La definicidn de estos macros se encuentra ya dentro de 1la
librerfia de macros, de tal forma que al ajustar un modelo
unicamente es necesario llamar al subarchivo (subfile) que
contine 1la definicidn de 1los macros. Si1 se desea ajustar otro

tipo de modelo umbral es necesario definir estos ecinco macros.
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§,1.3 Primer Ejemplo
Los datos en este ejemplo corresponden a un estudio del Med.

Mauricio Hernfindez A. llevado a cabo en la regién del Chichonal.

Las variables en el estudio se midieron en 113 ninds, todos

menores de cinco afios, las variables en el ejemplo correapohden a

1. Estado Nutricional .- 1la cual tiene tres categorias
ordenadas: bueno, regular y malo, que se determinaron
de acuerdo a la talla, pesoly circunferencia del nind.

2. Educacidn de madre .- la cual tiene dos categoriaa;
sabe leer y no sabe leer, es claro ﬁue_las categorias
guardan un orden, sin embargo como la v&riable es
dicbtomica el orden no importa.

3. Nivel Socioeconomico .- la cual tiene tres categorias:
alto, hedio y bajo, obviamente las categorias tambié&n
guardan un orden y mientras mejor sea el nivel
abcioeconémico. mejor alimentados van a estar 1los
hijos. Esta varilable esta determinada por el .1ngreso

familiar.

Los datos son los siguientes:
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Estado Nutricional

-»

Nivel socio- educ. de Malo Regular . Bueno
-aconomico la madre ‘
bajo no sabe leer 3 S 0
sabe leer 9 e 0
‘medio no sabe leer 12 23 5
sabe leer 8 LA 2
-alto ..no sabe leer 1 . 15 9
sabe leer 2 L | 2
.35 60 18

A estos datos se le ajustaron el modelo

de

81

Total

8
1"

30
21

25
8 '

113

momios

proporcionales(Mc. Cullagh 1980) y el de probit politdmico

varigbles explicativas

1. Nivel socioecondmico

2. Educacién de la madre

3. Nivel socioeconbmico y educacidn
4. Nivel socioecondmico. educaidn

interaccidn entre ambas.

En el primer caso se mostraran tod

ajuste.

i tomamos en cuenta unicamente nive

de datos és la sigulente

de la madre

de 1la madrey

{Gurland, et. al. 1960). En ambos casos se consideraron como

la

as la instrucciones parasa el

1-spioeconbmico,

la

tabla
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Estado Nutricional

Nivei socio- . malo regular bueno total

econdmico

bajo | 12 : 7 0 19

medio ' 20 34 7 61

alto 3 | 19 11 53
35 60 18 13

El modelo que se analizar con'detalle es

logi? /(1 -7 )l=q +8x
31 Ji J 1

- - R

-

Por motivos nfimericas la cﬁlda vacia se substiuye por .5. pero
sin afectar el marginal, es decir restando .5 de otra(s)
celﬁa(s). Esto es debido a problemas de frontera, ya que 31 no
observamos individuos en alguna categoria los umbrales de las dos
categofias serfan muy semjantes o deberian al menos Sserlo para

esa subpoblacién.

En el caso de estos modelos existe uﬁ arch;vo que cuenta con
jas definiciones de MACROS de inicalizacibdn, asi como las de
ajuste, definidas en subarchivos. Entonces después de ejecutar
GLIM habiendo declarado algln archivo de entrada el archivo
(ISSB)GLIM/GENERAL ON TIIMAS. Por ejemplo R®SERVICIO/GLIM;FILE
FILE1(DISK,TITLE=(ISSB)GLIM/GENERAL ON IIMAS,FILETYPE=7)

Las instrucciones en GLIM para el ajuste del modelo de momios

proporcionales son:
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OO0V WOONOOHSEOODO.

$INP 1 INICIA MOMIOSS

$COMMENT CON ESTA INSTRUCCION LE
$COMMENT INICIA Y MOMIOS, DONDE
$COMMENT EN PT Y MOMIOS CONTIENE LA

$COMMENT AJUSTAR EL MODELO.

SDATA Y P
$READ
11.5 0

0

oo
.
LS ]

w N

b

1
2
0
1
2
0
0
1
2
0
1
2
0
0
1
2
0
1

2
$YVAR Y$

TC

20
0
20
=20
0
20
=20
61
0
61
=61
0
61
-61
a3
0
33
=33
0
33
=33

;A.ao_.s_no.a_n_no_s_no_l_l_ao_n_no_n

X1 X2

S, am OO0 NMO00 =22 00=200==00=200
OmO00000O=-0D00000—=-00000
WWOWWOoOWNNONNON = =20 =20

$OWN N1 N2 N3 Mis

$USE STAR

$

X3 NIS$

E DEL ARCEIVO 1. LA SUBRUTINAS
INICIA PRDCESA LA INFORMACION
S 5 MACRDS NECESARIOS PARA

BIBLIOTECA
JUAN A. ESCALANTE g

UNIDAD ACADEMICA DE
- LOS CICLOS PROFESIONAL
Y DE POSGRADO / CcH

UNAM

‘COMMENT STAR Y INIT MACROS DE INCIALIZACION DENTRO DE INICIA

$ARG N2 X1 X2 X3 NI&CAL 2X=4%

OCOMMENT %X ES IGUAL AL NUMERO DE VARIABLES EXPLICATIVAS$

$USE INIT

$

* $FIT -%GM + X1 + X2 + X3 + NI#

-$COMMENT AJUSTE DEL MODELOS$

$DISP EWS$

$COMMENT IMPRIME LOS ESTIMADORES Y LOS VALORES AJUSTADOSS

$STOPS

"El par&metro

que

tiene

interés

para

nosotros

es

83

el
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correspondiente a NI debido a que mide el cambio en los momios
‘debido a los diferentes niveles socioecSnomicos, 1la conclusién
' que se puede_obtenér a partir de ese parfimetro es que 2.9125 (=
exp(1.069)) veces los momios de tener mala nutriéién aon- mayores

para nivel bajo que medio y para medio que alto.

También se puede notar que el estimador correspondiente a x3.

(2 ) tiene una desvacidn esténdar 'muy grande (alrededor de 8

3 ' _
veces su valor), esto es debido a que incluye la estimacion de

a , 1a cual habiamos supuesto . sin embargo como Yya 3e habla

3
visto es necesario ajustar. Algo que es importante sefialar es que

en el_ caso de cambiar la inicializacibén, el valor de este
parfmetro cambia, al igual que el de todos los demis parfmetros
de estorbo, sin embargo los parfmetros de interés, asi como los

valores ajustados conservan sus valores.

'Los resultados obtenidos en el ajuste del modelo completo son

exp(B )=4.7891

1
exp( & )=3.0509
Ty o
- exp(r )=.8320.
3 o

la interpretacidén considerando el modelo completo, ya no es tan

sencilla como en el caso de una sola variable explicativa.

Ahora en ei caso de ajustar un modelo probit politdmico, a 1los

par&metros obtenidos se les aplicd la transformacibn g(8)= (B)/(1
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- B), para poder comparar 10s dos ajustes (probit politdmico ¥y

momios proporcionales).

En el caso del modelo completo los resultados son @

glp )= 4,4593

1
g(® )= 3.0741 h - .
R |
g(s )= .8283.
3

Noth.- en el caso del;modelo de Probit Politémico. el modelo

P =z (a +Bx )- (a +Bx ) J=2v-.tk—1

Ji J i J=1 i
P = (a +Bx )
11 1 i

P =21 - (a + BX )

ki k-1 i

‘en realidad, debido a la forma en que GLIM maneja la funcidn

acumulativa normal se ajusta:

P =.9995 - (a + Bx )
ki k-1 i

4,0 Ajuste en el ocasoc de categorias no ordenadas

~E1 modelo logistico no .ordenado, es posible ajustarlo

utilizando el método propuesto por Goldstein (1980), el cual
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consiste en expresar este modelo como uno log-lineal.

En el caso de dos subpoblaciones o muestras, un modelo recupera

& otro, ya que el modelo logistico

P .
log_ i =2+ B
L J

es posible generaflo a partir del modelo log-lineal para unh

tabla de 2xk con P la probabilidad de que la j-&sima columna de

una observacidn caiga en el primer rengldn de la tabla, (1 =~ PJ)

es..entonces la probabilidad de que la j-&sima columna caiga en el
segundo rengldn de la tabla).

31 expresamos el modelo log-lineal como:

loﬁ(m )= w4+ P+ ¥y +! i=1.,2 J=1,..,k

ij i J i3
entonces N
P
log__Jl =logu -logu
I;Pﬂ 13 23

-

-1

=p=plall =)
1 2 13 2§

por lo que

T az(p-p)
1 2

’
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Bg=(f -0 )
J 13 2

La extensidn al caso politdmico, parte de considerar el modelo

* log-lineal para una tabla de mxk,

: log(m Yz o+ p *+ }’. + g 1=1sec.mt
| i J i)

6

m cexplu+p +V+{ )
13 i3 1

zexp( uplexpl P +{ ).
el i i)

m
El vector p =m /m.J » i=1,... m C p = 1), es considerado
1y 1 11
como el vector de probabilidades respuesta de las m categorias

paré cada valor de J.

. ' - explp +{ )
, P = i 14
13
- rexplp + ( )
1 i 1j

‘Entonces si ajustamos un modelo log-lineal y tomamos en cuenta
unicamente los parémetros que intervienen en la definicifn de
p » vamos a tener los parfmetros de un modelo logistico

1)
politbémico.

La forma de ajustar estos modelos en GLIM quizé sea més
conveniente verla con un ejemplo. EI1 ejemplo que se presenta

corresponde a un caso bivariado con variables dicotdmicas, que se
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- va & trabajar como un modelo de respuesta politbmica., con 4

categorias no ordenadas. El objetivo es ejJemplificar ademés

cdmo, por medio de restricciones en los pafﬁmteros. se puede -

recuperar el modelo de Grizzle o equivalentemente el modelo de

Probit Multivariado de Ashford y Sowden (1976).

. Los datos corresponden a un estudio del Med. Mauricio
Hern&ndez, se trata de mediciones realizadas en 700 ninos menores
de 10 aflos en un campamento de Chiapas, el cual abriga ni*noa

mexicanos y guatemaltecos. A estos nifios se les midid la

presencia o ausencia de ciertos signos clinicos, en este ejemplo

tomaremos unicamente dos signos., anemia Yy atrofia muscular,

tomando en cuenta 7 grupos de edades. Los datos son 1los

sigulientes:
Atrofia Muscular
_ no si
Anemia no si no ai Total
Edad
. Menos de 1 afio 63 0 23 2 88
1-2 afios 23 2 y7 5 77
2-3 afios 31 1 50 12 9y
-3=4 afios 16 5 y7 15 83
J_6 afios 30 9 86 31 156
6-8 afios 42 10 57 34 143
“ 8-10 afios 22 1 25 1 59
Total C 700

Ajustando un modelo logit independiente con 4 categorias, es

decir el modelo

exp(E x )

J1
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—

3 t
1 + £ exp(Bx)
. ka1 k1
Y
1
P =
11
3 v
1 « £ exp(Bx)
k=1 k 1
t .
donde Bx z=a +bx yx =1, Este modelo serfia equivalente

J 1 J J1 i

a trabajar con

en donde con el objeto de obtener una (nica solucidn, imponemos

l1a restriccidn ¢ =b = 0.
1 1 -

Este modelo lo vamos entonces a trabajar como uno log-lineal en
donde vamos a considerar 2 factores, uno la edad, es decir un
factor con 7 niveles y otro la categoria es decir un factor con 4
niveles, adem&s tomamos como variabie el grupo de edad y la
'interaccién de la variable edad con el factor que define las
categorias, Los parametros de interes van a ser'en este caso los
que corresponden al factor de categofias y los que corresponden a

la 1nteracc16ﬁ de la variable edad con el factor categorias.

Realizando este ajsute con. GLIM obtenemos los sigulentes
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estimadores:
G:»vs 2.263 b --0.2509
2 : 2
‘o =-1.25T b =-0.01906
'3 -3 '
a = 2.50 b =-0.48118

A ' R

econ una devianza de 62.56 con 21 g.l..-

Bajo este modelo la asoclacidn de los dos signos (sintomas) es
~ una funcién que varfa con la edad e involucra un parbmetro
adicional a los de un probit biQariado..Entonces podriamos pensar
en imponer retricciones adicionales, es decir estimar un modelo
de cinco parfmetros bajo el ocual los signos tendrian una

asociacién constante con la edad. Esto lo hacemos imponiendo la

restricecidn b + b b 4 b .
1 y 2 3

Para imponer este tipo de }eatricciones en GLIM con el mismo
prbcedimiento que se utilizd anteriormente, lo que se hace es
crear 1os 4 niveles del factor que define 1la ocategoria con 2
factores de dos niveles cada uno, de manera-que obtenemos los
-cuatro niveles con las combinaciones 11,12,21,22. Es claro que si
en lugar de ajustar la interaccion del "factor categorias con
edad, ajustamos la interaccion de cada una de estos nuevos

factores con edad estamos imponiendo la restriccidn
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ademis como b =0 esta restricidn es equivalente a
1 -

b =b + Db
5. 2 3

los parfimetros obtenidos en este caso son :

a = 2,431

2
b =-0.1439
2
u3=—0.6566
b =-0.2857
, 3
@ - 2.602
m

con una devianza de 63.67 con 16 g.1.,» el ajuste no resulta
bueno sin embargo El objetivo es ejemplificar la técnica mis que

encontrar un buen ajuste.

Ahora bien si adem&s imponemos la restriccidn

el modelo ajustado es equivalente al modelo por Grizzle y que
&ste llama Logit Multivariado, 1a restricecidn antes propuesta la
podemos imponer ajustando los nuevos factores con dos niveles
cada uno y su interaccidn con edad. Es decir estamos suponiendo
que las probabilidades en las celdas en cualquier edad podrlian

darse por el producto de las marginales.




92
Los resultados obtenidos én\eate ajuste son:

o = 0.1536 (0.1882) b =~0.1T44 (0.0462)
2 - 2
a = 2.787 (0.2929) b

=-0.3104 (.05795)
3 L

3

en este caso anotamos los errores estindar de los estimadores
para comparacidn, ya que se éjustaré el modelo de Grizzle a estos

mismos datos.
La devianzas obtenida en este caso es de 77.73 con 17 g.1l..

4,3 Ajuste en el caso Multivariado.
En el case multivariado unicamente se desarrolld un MACRO para

el ajuste de el modelo propuesto por Grizzle,

K1nAM=XB + € donde cov(e)= L

Este modelo se puede ajustar directamente por medio de minimos

-cuadrados generalizados o bien descomponiendo la matriz de

r . yvarianzas y covarianzas, Z , como LLt. donde L es una matriz no
singular y ajustar el modelo

-1 -1 _ -2
L KilnAns L XB + 7 cov(n)=o I.

- En el caso particular de este modelo un estimador de esta
dado por _ _

- - S t -1
B=KD AV(P)A D K



donde D es una matriz diagon

t
a - es
i

rengldén

estimador de V(II), matr

al con elementos en la digonal a
i

1z diagonal por bloques con Vip )
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t
pr

de A, p es el estimador muestral de 11,V(p) e3 el

en la

, i .
‘diagonal . En el caso particular de dos variables dicotdmicas
V(ip ) es: |
i
p -(l=p J =p P -p P - P
i11 i11 i11 112 i1 i1 i1t 122
1 |-p P p (1-p ) =-p P - P
. 112 111 112 i12 i12 121 itz 122
n |- P - P p (l=-p ) -p P
i i21 i1 i21 112 i21 i21 121 122
- P -P P - P p (1-p )
i22 111 i22 112 i22 121 122 i22

1

-

el

Entonces I es una matriz diagonal por bloques, en donde
.bloque i, sl llamamos C=p p -p P '
111 122 112 i21
A=(p +p Y(p +p )+B=(p +p Y(p +p ) es: K
111 112 i21 122 111 i21 it2 122
1/A C/(A%B)
1 v
“n | C/(A%B) 1/B
i - ‘ g
t ‘ i
Descomponiendola sen LL ’ L diagonal por blogues, cuyo bloque

j-&simo es:

1/ A 0

3/ A%B D/ B

-1
_donde Dz1-(C##2)%A*B y el bloque i-&simo de L  e3:
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ou

C/E% B B/ EN

donde Ez1-CRA%B,

, -1 -1
Entonces lo que efectua el macro es encontrar L KinAp y L Xy
ajustar el modelo directamente como un modelo de regresibn en

GLIM, : ' . -

La manera de llevar a cabo el ajuste se discutirf con un

ejemplo, el anteriormente visto de los signos clinicos.

Para utilizar este macro es necesrio unicamente dar los datos y

utilizar API el cual realiza todo el proceso.

La manera’ de dar los datos en el caso de dos variables
dicotbmicas es: Un vector Y1, el cual contiene los valores
correspondientes a no presentar respuesta en la primera variable
alternando el presentar respuesta en la segunda y no presentarla;
un vector Y2, que contiene los valores correspondientes a
presentar respuesta en la segunda variable alternando el no
presentar respuesta en la primera y el presentarla; 2%m variables
e donde m es el nlmero de variables explicativas, X19...0X2%m,
donde cada par de variables representa una variable expiiéﬁtiva.
alternando el valor de la variable explicativa con ceros de tal
forma que en donde una de las variasbles tiene cero la otra no;
por Gltimo in vector T que tiene el total de individuos en el

é}upo de edad correspondientes.
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En este ejemplo:

mn Y2

X1 X2 X3 X4 T
62.5 .5 1 0 1 0 88
23 2 0 1 0 1 88
23 2 1 0 - 2 0 T7
7T 5 0 1 0 2 77
31 1 1 0 3 0 oh
50 12 0 1 0 3 94
-6 5 1 -0 3 .0 83
57 15 0 1 0 3 83
30 9 1 0 5 0 156
86 31 0 1 0 5 156
32 10 1 0 6 0 143
57 34 0 1 0 6 143
2 1 1 0 7 0 59
25 11 0 1 0 T 59

T R s -

Los estimadores obtenidos en este caso son @
a =.1285(.4364) B =-.0.1604 (.09521) .
, 1 1 L

@ 22.691(.7296) ® = -0.3051(.1443)
.2 -2 R

Con una devianza de 46.64 con 10 g.l.. E1 valor de la devianza
-8 menor, sin embargo no es comparable, ya que los grados de

libertad también son menos.

Los cuales son comparables al ajuste llevado a cabo por medio

"del modelo logistico poliotdmico.
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5. Concluaiones y Generalizaciones
Las aportaciones principales de esta tesis, son el desarrollo

de subrutinas que permiten ajustar sin problemas modelos

complejos. En particular en el caso de modelos de respuesta

politbmica; el trabajo realizado permite ajustar cualquier modelo

especificando unicamente cinco macros sencillos en GLIM.

En el caso de modelos categoricos multivariados, lo
desarrollado permite también ajustar el modelo de Grizzle que se
pueden considerar como aproximcidn al probit mulﬁivariado o bien
como  un modelo propio. . Ademés =se sugiere una forma de
aproximacidn también al probit multivariado (o ql modelo de
Grizzle), que no requiere m&és que ajuatar modelos simples con

GLIM.

En base a los modelos presentados pbdemos hablar de distintas

generalizaciones.

Una de ellas, quizi 1la m&s importante seria el crear una
familia de transformaciones de las probabilidades en términos de
funciones lineales de los parémetros; Para el caso de variables

binarias Aranda(!QBO) propuso una familia de transformaciones(de

_probabilidades) en 1las que por medio de un parlmetro (Ai) < A <

1), se reproducen los modelos loglistico Yy 1ineal en el limite
A=>0 y Axl respectivamente, adicionalmete encontrd que para
A=.38y A=.67 se podian aproximar el modelo Normit y arcoseno.
respectivamente. Algo importante de notar es que los valores de
A tiene que ver con 1la velocidad con que cada funcibén alcanza su

limite. Esta familia es



20 (1-@'

T (0) =
A A a
A0 +(1-9

Ademis esta familia puede ser vista como um modelo lineal

generalizado, con una estructura de error Binomial.componente

sistemitico n=X& y funcidn liga‘p T » dondegf

1-alg)
i
0 S ans2 € -1
- 1
7, (1447 72) /(l‘*A".viIEI <Ol ) law; /2l <
1 T ans2 3 1
- 1

Esta familia incluye al za3o simétrico, Arands op.rit.. prnpone

una familia para &)1 ¢caso asimétrico, en la gue se incluye el

modelo doble logaritmo complementario y logaritmo complementario,

ademds incluye al modelo logistico. esta familia consta de 2

parémetros

V, ,(8) =(log(e/(1-9) <+ P =117

la cual reproduce el modelo logistico cuanado y=0s A=1; el
modelo doble logaritmo complementario cuando FP=l1. A=D3y el

logaritmo complemeterio cuando y=1.A=1.,

Esta Jfunci®n, =1 31gual que la anterior. tambi¥n me puede

trabajar como un modalo linesl generalizado. Para wvitar

w 4
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problemas en el caso que A=0 y ¥=0, ya que si 8/(1-6) la familia

anterior noc se encontraria definida Aranda op.cit . suglere 1la

familia

& N £+y g
v =[log(e/(1-8) Y =1/{
f,;?-g : )

con {==1,1 ,- <& 0KV,

Para el casc de ‘respuesta politdmica no ordenada Aranda op.
cit. sugiere una generalizacidn partiendo de la expresion de 1la
probébilidad_ en términos de un componente sistemitico de 1la
generalizacién del logit a respuesta politdémica no ordenada.,
1lamado en esta tesis logit independiente, esta expresidn es::

exp(n )
6 = i
J k

. ' o - zexp(n )
: : ' g=1 g

- generalizandola a

1/¢

(1 + {n)
e = i

3k 178
: s(1 +6q )
g=1 A}

con -1<{n ; que cuando {->0 se reduce a la expresidén anterior,

~ es decir feproduce el modelo logistico y cuando {=1 reproduce el
lineal. Esta misma familia puede reproducir el modelo probit
Pplitbmico no ordenado para un valor apropiado de § lo cual

serfa Gtil desde el punto de vista computacional. ya que para la
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estimacién de este modelo no existen métodos alternativos a la

resolucidn de normales.

En el caso de categoria de respuesta ordenada. se podria pensar
en una familia que contuviera algunos de los modelos sugeridos,
en este caso se podria pensar en expresar la prdbailidad
acumulada en términos de un componente sistemftico, en lugar de
la probabilidad por categorias, probablemete seria negésario

distinguir entre los modelos simétricos y los asimétricos.

Otro tipo de generalizacidn serfa lo que propone Mc. Cullagh

" OP. " ecit. en los modelos para respuesta politbmica ordenada que

es el utilizar modelos no lineales, esto es debido a que en

diferentes grupda pueden observarse distintos patrones, sin

embargo en todos ellos se cumple el orden estochstico estricto.

siendo la concentracibén en las diferentes categorias de respuesta

diferente,

Mc. Cullagh propone el utilizar.el modelo multiplicativo
t

liga( ¥ )J)=(® -Bx )/
Ji J i1

_ en o donde B podria llamarse el parimetro de localizacibn y
‘ i

el de escala.

Obviamente este modelo esS adecuado cuando el nimero de
categorias es tres o mAs. Como vamos a tener un parBmetro de
escala asoclado a cada renglén de 1la tabla el modelo resulta

saturado en parimetros de escala, Para hacer que los parémetros
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de escala  sean - identificables es conveniente Iimponer _uné

restriccidn como r =1 o logr = 0., en donde quizi - sea .m&s
1 i ' ‘ o
adecuada la segunda, debido a que los estimadores de logr Son
' ' i

‘mAs cercanos a ser distribuidos simétricamente que los de 1 .

El problema fundémental de esta generalizacidn es el de
estimacién de los parémetros Mc. Cullagh op. ci. da expresiones

para las derivadas de la funcidn de log-verosimilitud., as{ como

para las segundas derivadas y sus esperanzas., pero el implementar

..48t0 computacionalmente, no parece ni razonablemente sencillo.

Bartholomew (1980)sugiere, en 1la discusién del paper de Mc.

- Cullagh, el considerar que la variable subyacente que determina

los umbrales, tiene la misma forma en todos los renglones, pero

" vyarlfa de renglbén a renglén.
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7. APENDICE

7.1 Demostracion de identificabilidad de los parametros en el
modelo de Aitchson y Benett
La prueba como se habla mencionadé es por induccibdn en donde el
primer paso de la induccibn esta dado por el caso de dos
categorias, para el caso de k categorias, lo supdnemoa cierto

para k-1, Entonces

d - m m |
1 ¢=1 ic 12 ' 1k

A'= m d"' m PR 1]
k 21 2 ¢cz=2 2¢ 2k

’ m ocao.oo d- m
k1 ce k c=k ke

sumando todas las columnas a la primera

d 1 P m
1 12 1k
A=]d d~- m ... m
2 2 c=2 2¢ 2k

d .o d" m
k - ' k e=k ke

resolviendo por menores o
2 k-1
axdD +(-1)m D +(-1) m D +...(-1) m D
k 111 - 12 12 ~ 1313 ' ik 1k

Ahora

-
v



d - m m .....0l
2 ¢=2 2¢c 23 2k
D = |m d - D seca. M
11 | 32 3 e=2 3k - 3k
m TR d - m
k2 k ezk ke

donde d =d -m .,y por la suposicidn en la induceidn D

i 1 1
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0.

Los dem&s menores se pueden expresar en manera analoga con 1i-2
_ , i

intercambios de renglones adycentes, por lo que (-1) D
. 11

>0. . \

AN
"7 7.2 logit independiente por maximi®wtaé utilidad
En particular par el caso de tres categorlas

P(y =z3)=p(u >u + u >u )
i 13 12 13 11

=P(e +u = u >e ,e +u -u de )
_ 3 3 2 2 3 3 1t 1
00 e +U = e 4+ =1
=/f(e )[ 3 3 2f(e )dezl 3 3 1f(e )de]]de
-0 3 L'-o : -2 —— 1 3
a

si la funcibén de distribucidn es exp(-exp J)‘

P(y =3)=exp(u )/(exp(u )+exp(s )J+explpuy )
i - i3 it i i3

de aqui el logit independiente se genera sustituyendo

>0ya

k



g t g
g X zp =p
141 i1 13

7.3 Demostracion de la unicidad de 1la funcion
dinoriminatorin(eanqlamicnto iterativo)

La demostracidn se basa en la suposicidn de

: : d
K(p,®)= I p [logs+ b logyp ]
' 1 eI1 s=381 ]
. — i d
zlogul ¥ p 1+X logu X b P
. el 1 s=1 si¢cl si i

d

zlogul 1 q 1+Z logmu X b q
1eI 1 s%1 siel si §

: d
= 1 q [logu+z b logu ]
iel 1 s=1 si s

=¥ q log(p /7))
fei 1 i 1

=K(q» M =K(p,®)= K(q,p)

T~

Lo cual es igual a cero < = > Q=Pp.

que existe otra
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