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INTRODUCCION

“E1 problema de asignar_una.dist}ibucién‘apriori o iricial que '"deje ha -
blar a 1os.datos",'ha sido trafado desde hace tiempo (Bayes, 1763; Lapla-
ce, 1820); Numerosos trabajos han sido escritos en ese sentido sih 11;§ar
“a unificar criterios en como definir a tal distribucién inicial; y ain,

en muchos casos, este tipo_de énfoques no son conocidos, debido a que apa
recen en revistas cientifjcas_ae diversa indole. Es por esto y por la re-
levancia que este tema tiene, el que una revisién bibliogrdfica se hace -

necesaria.

Este trabajo tiene como objetivo principal, el presentar los métodos més
comunes que Se han desarrollado, para encontrar una distribucion iniciatl
que "deje hablar a los datos" a 1o que comirmente se e 11ama no informa-

tiqa o0 de referencia. S e s e

La fEVisiGn comprende desde el trabajo de Bayes (1?63), pasando por impor
tantes p?oposiciones camo sonj?as de Jeffreys (1937, 1946), Perks (194?),
Barnard (1952), Hartigan (1964§_1965), Stone (1965, 1970), Jaynes (1968),
etc., concluyendo con unlnuevo?enfoque propuesto por Bernardo (197%), ba-
_sédo en {a Teorfa de la Informacién. Se comentard cada una de estas técni
lcas-marcando Tos aciertos y desaciertos que contenga y fina]menté, la téc

nica de Bernardo {1979) serd ilustrada con algunos ejemplos.



Con esto, se pretende dar un pénorama mds o menos amplio sobre el tema,
que de ninguna manera trata de ser exhaustivo por 1a complejidad_de ras

trear toda la bibliografia referente al mismo.

La necesidad de contar con una distribucién no 1nfonmat1va o de referen-
cia, surge a partir de que una forma coherente de hacer 1nferenc1as sd -
bre Tos pardmetros de una distribucifn, es asignando una distribucién ini
cial y uséndo el teorema de'Ba}es, encontrar 1a_distribuci6n final (Lind
ley, 19?1;'Bernard0,1977)!.Sinfenbargo, comeo se»menciona en la literatu-
ra muchas vecés es dtil tener un punto de referencia contra el cual com-
parar las inferencias que pueden ser obtenidas a partir de los datos,' -
sin un conocimiento prejuiciado de los parametros, Otras veces la falta
de recursoé oltiempo puede volﬁer prohibitiva 1a designacifn de una dis-
tribuciﬁn iniciaTtinforﬁativa. Cuando un prob1ena es atacado por un gru-
po de personas, en donde la distribucién inicial informativa no»es nece-
sariamente la misma para todos, el usar una distribucién de referancia -

puede ayudar a resclver el probiema de'confTicto,

Los ténm%nos “no'informaciﬁn" :Yconocimiento vago", "dejar hablar a 1os
datos", son usados frecuentemente como 51non1mos de "referenc1a", sin ~
embargo son témminos ambiguos pues la "no informacidn® no estéd definida
en-fonnahﬁnica? al igual que los demds; pues no 1ﬁfonnac16n y conocimien
»to vago; son conceptos que dependen de la persona que Tos-uti1iza, ya -~

que es obvio que un conocimiento vago que pueda tener un fisico sobre un

&
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problema de su drea, serd muy distinto al conocimiento vago 0 alano in
formacién que, sobre e] mismo prob1ema, pueda tener un med]co 0O una ama
de césa , O aﬁn'més, otro f?sicdf El término “dejar hablar a los datos®,
-presenta también problemas sobré su significadc, pues, {qué debe enten -
derse pof dejar hablar a los datos? ¢No introducir una apriori, & menos, . .
que sea constante, y hacer sieﬁpré la distribucion final prdborciona] a

1a verosimilitud? o isimplemente es asignar una apriori que no contradi-

ga ni-apoye a la informacign?.

ET término de distribucidon de referencia es tal vez, el mis adecuado y -
el uso de las distrfbuciqnes iniciales de referencia en los reportes tég
hicos,'pafecen indicarlo, pues son usadas en el sentido expuesto aﬁte --
riormente, y mencionado por la literatura. Asi, el término qué se uysara
:en este trabajo para las distribuciones iniciales que no sean informati-
vas, serd- el de distribuciones de referenc1a y el mismo serd utilizado -

para las distribuciones finales-obtenidas a partir de una distribucién -
~inicial de referencia, esto es, se les }lamari distribuciones finales de

reférencia?

1.- Los téminos inicial Yy flnal s0n equ1valentes a los témminos apriori
y posteriori, por lo cual se usaran 1nd15t1ntamente. :



CAPITULO I

En este capﬁtulo se presentarén;1os principios basicos én los que se ba -
sa la metodologia bayesiana. Se planteard el probTema de decisién:en for
ma general. Se establecerdn los principios de coherencia, queldictarén -
una forma de comportamiento. A_partir de estos princfpios; se definira -
la probabilidad como un gfado'de creencia_y se dard una definiéién de fun
ci6n de utilidad. Se verd gue 1a forma coherente de actuar serd seleccio

nar ta decisidn que maximice 1a utilidad esperada.

Se dard una descripcifn somera de dos tipos de andlisis que pueden_Ser -

: uti]izados‘para resolver un problema de decisién: Andlisis en forma nor-
mal y andlisis en forma extensiva. Se introducird el tecrema de Bayes, -
"especificando a la distribucidn inicial, la distribucién ffna1 y la vero
similitud, explicando Ta importancia de cada*una de ellas. Se pianteard
el principio de verosimilitud, mostrando como una violacién al principio
de verosimilitud, se traduce a una violacidn de los principids de cohe -

rencia.

Vinda”

Finalmente, se dard una breve descripcién de Tos problemas que la metodo
logia bayesiana resuelve, conciuyendo con una exposicidn sobre las dife-

rencias entre inferencia y decisidn.



I.1 ANTECEDENTES HISTORICGS

Aﬁnque 1os'objetivos de este trabajo nb comprenden una resefa histérica
~ del desarrollo de la probabi]idéd y de la estadetfca, se dard un peque
.ﬁo bosquejo histérico con_éi fin de centrar la discusion y mostray 1a;igL7_y
porténcia-que las distribuciones de referencia han tenido dentro del de-

- sarrollo de la método]ogfé bayesiana,

Para Ta mayoria de Ta gente e§ claro que'1a interpretacidn subjetivista

de la probabilidad, concebida Coﬁo grados de creencia, no es una inter -
pretacibn nueva, aunque aparentemente, no tan antigua como lo es la fn -
terpretacién objetivfsta, yé-sea cldsica o frecuentista, Esta altima em-
pezd a desarrol1arseié partir del trabajo de J. Bernoulli publicado des-
pués de su muerte en 1713, titulado Ars Conjectandi; mientras que la pri

mera empezd a trabajarse en Tos tiempos de Fermat y Pas¢a1'(1654).

- - e
L}

Uno de los trabajos més.importantpc enfdcado a interpretar subjetivamen-
te la prpbabi]idad fué escrito por Thomas Bayes (1763), en el cual esta-
blece su famoso teorema, conotﬁdo como,teorema.de Bayes, y que dd nombre
ala estadistica bayesiana porwrazones que se menc10nar§n mds adelante.

Sin embargo este articulo no fué presentado por €1, sino por Richard -

Price quien 1o mandd a John Canton, F.R.S.* después de 1a muerte de Bayes.

*(Fellow of the Royal Society: Asesor de la Real Soc1edad de Estadistica
de Inglaterra). _



En este trabajo, se muestra cdﬁo calcular probabi]idades de'sucesds en -
base a otros sucesos observados (probabilidades condicionaleé), Yy se heg_
ciona el famoso postulado de Bayes, dé] cual se hablard con mds detalle

un poco adelante; el postu}adO'Qa'relacionado con el teorema, pues en es
te 41timo se menciona que para conocér la probabilidad de un suceso a -
partir de los resultados de un éxperimento, es necesaria una propbsicéén
apriori sobre la probabilidad de dicho suceso; si ésta no.sé tiené, no -

puede deducirse una proposicién probabilistica del suceso a menos que el

postulado sea utilizado. Dicho'postulado establece que en caso de igno -

rancia del fendmeno, una distribucién uniforme debe ser asociada al fend

meno, apriori.

Dos cosas son importantes de hacer notar: 1a primera es la concepcién de
Bayes de una digtribucién apriori no'informativa o de referencia, en 1os
casos de ignorancia. De aqu? que el problema de encontrar una distribu -
cion de referencia es tan antiguo como importante, siendo éste, un pro -
Dlema que muchos_han querido resolver, por su rejevancia en la metodolo-

=

gia bayesiana, como se verd mas adelante.

La sequnda observacién importéétg, es el hecho de que, aparentemente, Ba
yes no eétaba completamente convencido de que su postulado fuese Ta solu
¢ion paré el problema de no informacién, y fué precisamente por este pro
blema, la distribucidn de réfe&encia, que la idea de Bayes fué perdiendo

fuerza.




Laplace es, después de Bayes, ei sequndo “subjetivista” importante. A pe-
sar de que, en_]a que fué su mejpr obra Teoria Analitica de la Probabili
dad (1820), define 1la probabi]idad en forma cl&sica: casos posib1és en -
~ tre casos totales; discute ampliamente el cardcter de la probabi?idad co
mo un grado de creencia, como muestran varios ejemplos que-Lép]ace men <77
ciona en su 1ibro Ensayo Filos6fico de la Probabilidad que bUede conside
rarse como una introduccion é1:]ibro'hencionado antericrmente. Al {gual
que Bayes, Laplace se enfrenta;al problema de no infoermacién, el cual re

suelve aparentemente en forma similar a la de Bayes*.

A pesar de estos grandes trabajos, el desarrollo subjetivista no tuve -
gran impulsc, aunque fué bien acogida esta interpretacidn a principios -

del siglo XIX.

Una delias grandes céusas, fueron Tos frabajos desarrol1ados por Sfr Rd;
nald A Fisher, gran estadetiéo“ingléé, a pfincipios-deT presénte siglo,
Yy bésados, muchos de ellos, en una interpretacion frecuenti;ta. Fisher -
ériticé duramente el pdstu]ado, aunque %éconociﬁ ampliamente las ideas -
de'Bayes,'y como consecuencia ibtrodujo el argumento fiducial en 1930

'(J. Fisher, 1978). Lo que mésfériticaba Fisher,.era que si se “descono-
cia todo"- sobre éa ) ehtonces era claro que lo mismo sucedia con G% » pe

ro que sin embargo una distribucién uniforme sobre © no era equivalente

* A pesar de que no se pudo conseguir el libro mencionado, esta afirma -
ci0n es mencionada por varios autores, por lo que se incluye.



_ / . _
a una sobre 8', 1o cual 1levaba a que la "ng informacién' no pod1a ser -
med1da en esa forma. Argumentos estos, que junto con el cardcter subJetT
vo que se le daba a la probabilidad, impidieron un desarrollo de esta co

rriente.

A — -

Sin embargo, hubo gente que empezé a preocuparse en c6m0>forma1{zar ;£ig
maticamente el hecho de trabajar la probabilidad como un grado de creen-
ia. Trabajos fundamentales eﬁ'este sentido son los de Ramsey (1926) y -
De Finetti (1937). A pesar.de esto, la metodologia bayesiana (que se ba-
sa en 1a interpretacién subjetivista de la probabilidad) fué opacada por
el grén desarrollo que la eStadistfca ortodoxa (interpretacidn objetiva),
tuvo, debido a, como se menciond anteriormente, los trabajos de Fisher vy

en general al trabajo de la escuela inglesa.

No fué sino hasta 1954, con la aparicién déI 1ibro de Lednard_J. Sayage.
"The Foundatiens of Statistic“,que 1os'estadjstic05 yolyieron a pensar -
en la metodo]ogia bayesiana, no como una parte.de la estad?stfca como -
muchos creen, sino camo una_a1ternat1§algioba1 a la estadistiéa ortodoia.
A partir'de Ta aparicidn de eﬁte 1ibro, la metodologia bayesina hasrobrg
do nuevo impulso, gracias a 16§ trabajos de personas como D. Lindley, M.
De Groot, B. De.Finetti, J.M. Bernardo, A. Zellner, I.J. Savage, L.J. Sa
vage, etéu Sin embargo, el proolema de las distribuciones de referencia,

sigue siendo actual.



1.2 EL PROBLEMA GENERAL DE DECISION

En general, en una situacidn dada, el problema de tomar una decisidn que

defina un curso de accibn, nc es sencillo. Por ejemple, cuando se desea

comprar un auto, habrd gque considerar factores como: precio, garantfa; -

'réndimiento en gasolina, tamafo, color, etc. y no simplemente comprar -
.cua1quier auto. En estoscasos se dice que se tiene un problema de deci-.
siﬁh y lo que.se desea'es selegccionar de entre varias, la mejor decisidn
posible. Esto és, se tienen varias alternativas y se busca elegir 1la -
. mejor, en cierto sentido. Cuando se tiene un sélo curso de accién, es

obvio que el problema de decisién no existe, pdr 1o que se'hace necesa -
ria al menos una alternativa para que exista. En general no es bueno -
considerar una cierta situacién y su negacidn como alternativas, pues en
caso de decidirse por la negacidn, &sta puede no plantear_un curéo de ac
cién., Como ejemplo, supfngase que ﬁna alternativa es comprarse un deteﬁ
minado_auto con ciertas especifitaciones ¥ cbnsidéresedfa otra)alternati
va, como la negacifn; esto es, no comprarse ese auto. Si se decide que -
la segunda alternativa es la mejor, no se tiene una idea de que accién -
seguir despuéé. Lo recomendabge es construir un conjuntoc que contehgé.—
todas las posibles a1ternativ¢§'u opciones, al que se le 11amard espacio
de decisjones y se denotard con.D. Este coﬁjunto deberad ser eiclusivo ¥
exhaustivo por razones obvias; aunque 10 segundo no sea facil de asequ ~
.rar en la pféctica, deberd tratarse de que se cumpla. Ya definido'este-P

conjunto es necesaric considerar dos casos: €l primero a considerar, es



cuando se tiene una situacién en la que existe informacidn perfecta. . -
Ejemplo de éstas, puede ser el juego de ajedrez. Desde el punto de vista
teﬁriﬁo, este tipo de problemas son de facil solucidn, aungue el ndmero

de alternativas es muy grande, para que a nivel bréctico lo sea. Sin em-

bargo, se considerard que en estos casos el problema estd resuelto. Lo

E1 segundo caso a considerar y.que es el gue se tratard en este trabajo,
es el problema de Ta toma de decisiones en ambiente de incertidumbre. Es
to es, las éénsecuencias de tomar Eiérta decision, dependerd de ésta y -
de la ocurrencia de cierto suceso incierto. Para ejemplificar, supbngase
que se guiere tomar una decision sobre 11evar 0 no consigo un impermea -
ble. Si_sé sabe con certeza qﬁe va a llover, la decisidn es trivial. El

problema reside en no saber con exactitud el estado del tiempo para ese

dia.

Para poder tomar una decisidn, es necesario especificar todos Tos suce -
sos inciertos relevantes al prob]and; asi como las posibles consecuen -
cias que .se deriven de su ocurrencia. Al igual que en el espacio de deci
Siones,-se debe tener definidd;un ﬁonjunto que contenga a los sucesgs in
: ciértos en fbrma exhaustiva y ékciusiva, sea ésteﬁytﬁzel tonjunto de to--

das las consecuencias posibles asociadas a los elementos de(:)

En forma grdfica 1a relacion existente entre D;(:) >y'C, puede represen-

10



tarse como -
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en donde d;_ebi eL.le,® Y -(L:\EC \:"lejm;_ Siejq.

En resumen, para QUe un problema de decisién'exista, deben estar defini-
~dos }os conjuntos(i).yfb . En algunos casos es necesario realizar algin
experimento para tomar una decisiéﬁ, que estara basada en la informacidn
provista por e1 experimento. En estos casos, ademds de especificar a(:>
Y aD » Se debe especificar al conjunto de todos 105 experimentos relevan
tes, denotédo mm~E; y al conjunto de resultados;E,Sin embargo estos ca-

s0s no se considerardn por el momento, sino hasta 1.4.. .



I.3 PRINCIPIOS DE COHERENCIA

Ya teniendo definidos 'a®yD,' el siguiénte paso es seleccionar la deci-
si6n que ileve al "mejor® curso de accién. Es obvio gue el adjetivo ‘me-

jor" dependerd de muchas cosas, desde la persona que va a tomar la deci-

sion hasta las consecuencias que &sta acarrearia. Una forma de resolvéf
‘esto, es plantear unos principios de comportamﬁento coherente y encontrar
la méjof decisidn a_parfir de ellos. Esto lo que significa es gue quien
trea.estos principios debe basér_su mejor decisidon en la que se derive -
lde elios, 1o cual no implica que sea la ﬂnica_forma de definir "mejor®.
Sin embargo, en este trabajo, la "mejor® decisién serd la que se despren
da de Tos principios y cualquier otra forma de tomar decisiones o es -

equivalente o se considerard incoherente y por tanto insostenible.

Para poder establecer los principios de.ccherencia, se-cohéideraré prime
ro 10 que es una opcidn. Sea L-e}3cenjunto de opciones; en dondc una op-
cién se define como )

B AT
.y que denota una situacién en ?a que se obtiene la consecuencia Cl_si e]
suceso incierto ﬂ; sucede; y.eéto para toda & ; donde ademds se pide que
el conjuvﬁo {ﬁ&lgllforme una ﬁarticién del conjunto de sucesos incier -

tos.

Ahora bien, como Tas decisiones dependen de las consecuencias que aca -- -



rrearian; para poder tomar una decisién serd necesario que estas conse -
cuencias sean comparables, por lo que es natural que también las opcio -

nes puedan ser comparadas.

Para esto se introduce 1a siguiente relacién de orden
i) Si i;< Pl , se dice quei1a opcidn 11 es prefefibie a la opcidn ﬂ_
yii} Si R\hJii, se dice que'ias opciones son igualmente deseables.
De Ta misma forma, puede introducirse una relacién de orden entre las -
consecuencias:
i) si G <X, a consecuéncia_Cl es preferible a

y i1} Si Ci~¢Cq , Tasconsecuencias son igualmente deseables.

Ya establecidos estos conceptos, los principios de comportamiento cohe -

rente son los siguientes

POSTULADO 1 {Comparabitidad).- ¥ b, €L se tiene que < {y o bl
- oA, \Jc(—.C]c*(_* }qc-{c‘.

POSTULADO 2 (Trans1tw1dad) - ‘JQ \1,956)_, Si Q1‘§?7_ Y 91495

Y

POSTULADO 3 (Sust1tu1b111éad) - Si Q <ll_en presenc1a de B y Q <R
' en presencia de ¥ , entonces % ‘ﬁ!q_

entonces 2 £ Qh

siempre. Esto es equivalente a de-
cir que si en una opcidn, una conse
cuencia igualmente deseable se subs
tituye, Ta nueva opcibn asT genera-
da es eguivailente a la primera.

PR
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POSTULADO 4 (Experimento Auxiliar).- Existe un procedimiento %tbﬂl

> % 51 --i\’- { ‘le.Rﬁ ?\tc ‘.Ol\_] 1‘-"-‘]‘] L\ 12 = JLQ eq?_! R-,_f.[o,\} XLGIQ

-l entonces

<l > AR)< AR,

E1 postulado 1 especifica que cUalquier par de opciones ngggn ser ccﬁpi
radas, y que ademds existe la peor consectencia, (¢ y la mejor c”. Por -
“otro lado, dado gue en el probﬁema de decisidn es necesario cuantificar

el peso de caéa una de las coﬁsecuencias que se pueden tener al tomar -
una decisién'y gue cierto suceso incierto suceda,les forzoso tener proce
dimientos para asignar esa cuantificacidn; uno de estos queda establecido
en el cuarto postulado, sin embargo, esto no significa que ia persona que
‘vaya a tomar una decisiéh deba disefiar especificamente el experimento, -
" basta que esté consciente de que puede realizarse. Por otfo lado, estos

principios pueden_ser defendidos formalmente como 1o mUeStfa Pratt, Rai -

ffa & Schlaifer (1964) en el caso finito, Savage (1954,1961) y sernardo -
(1977). |

E1l siguiente paSo 16g1co es définir.una medida de probabilidad que mida
la credibilidad de los,suceso;.inciertos,'ﬁues es obvio que el grédo de
posibilidad que tenga cierto ;uceso_incierto, influirda en 1a toma de de-
cisiones. Esta medida de probabilidad debe ser'consisténté con los prin-
'-cipios_de cpherencia y ademas 1a prdbabi]idad de un suceso A debe estar.
COndicidnada al medio ambiente que rodea al suceso, y el cual se denotard

COI'IH .



Considérense las siguientes opbiones. | 2 _

b alty ey L= alR IR con ReTa)xlo)
si se denota con P(&]H) la probabilidad de H en- presencia de las condicio-_
nes H » una definicién consisteﬁte con los principios de coherencia es
P(HH{\ = R(Q), en donde R debe ser tal que Q\nall.Para encontrar R.tal_zg;,

que lw},_, basta definir R(I) en Lo:i] ;[o,‘f_\ un rectangulo de 1.ado L tal
- {c‘f R (D), C;\R(;d]]
$i L=o =) ‘QM: ]]C‘Wscn\[o,lﬂi} y si =1 se tiene que Qm‘- ll(-‘\[o,\]ii(r\ﬂ

que

J

de donde, por el principio de comparabilidad
&
Cy = ﬁ(.,)'\ 9 L.}-C

Como 91 es una funci6n continua en [_o \] toj] = ] e (o] ¥ Q l
por 1o que s1empre existe R(ﬂc]_oﬂ d_o 1] para cada sucesog "tal que
{C‘Jﬂlcilﬁ} o {CIRM;(‘\RL’)S’ pudiendo als1 definirse a P(hh{) como - -
?(H\H§'= g(ﬁﬁ). Ademds puede demostrarse, ljsando el principio de transiti-
~vidad, el que Pﬁhﬁ es una funcidn, y que ladefinicién es independiente
| de Tas consecuenﬁias Cy ny conéid_eradas.

Esta cons_truccién de Ta medida?de probabilidad, muestra que

i} La probabilidad es un grado de creencia y por tanto. una aprecia

~ cidn personal; y

- | 5
2.- Donde @ denota el complemento de



1) La'probabﬂidad no puede ser absoluta, siempre estd condicio -

nada al medio que la rodea.

A pesar de gue esta intérpretac%én de la probabilidad difiere a 1a orto -
xa; la funciﬁn, considerada como medida, debe cumplir los ax‘:omas de Reny1-r
Kolmogoroff, gque no son mds que los axiomas de Kolmogoreff, para el caso

de probabilidades condicionales y que fueron propuestas por Renyi (1961).

Estos axiomas son
i) ?mee[o\] q PO <L
) Si BB =¢ = p(ROBIN) < PaIA)+ pralt)
i11) P[P;B\Pr\ pa h]?‘is\ma) pEim) o8l (nlph)

~ Es obvio que el primer axioma es satisfecho por la medida de probabilidad
que se ha construido, pues toda drea es no negativa y lo mids quc puede va

Ter es uno, que es el drea de (8,{}xfo,1].

Para verificar el segundo, considérese p\ [01},\'_01] }- P(ﬂ\m RLR)
-y considérese también a Qqc[o;\:\ xlo. \1 ¥ P(A\JB[H\ A (R,) § entonces

{ *R, c,\RE [d1a mlcﬂ he 1R RJ[ {‘laobgml(

y como en presencia de H, A L\b son 1ncompat1b1es se sigue que

IRk etk ~ e 18, Colg



¥a que si supone que

ek, i) > Yerte, Bl
1 R, s Gl
se sigue que ‘

- L ) )
' IIC'* l(Rz\QbuQ“QKQ{\Q\\qu\ ? Llc- \BS Ca\B}

por los principiqs de sustituibilidad y transitividad; 1o que 1leva a
{C‘\Qas c*_\ﬂ.fy? \C*\Quﬁvsc—i\%t‘

lo cual es una contradiccifn.

y sabiendo que

De igual forma, el suponer auell \Rz\msq\ﬁz\i{k 1{ "8 lB}Heva a una con -
tradiccién, por tanto es cierto ll(_%_\gz\ Ry Ga \gﬁ“& ~ Al Smg& To que
=) Pal)= AlRaR) = Bl - BIRY

=) (Blk < P(D;u?sm_ P[MM | |
L plavele) < pal) + PRI s ABM -4,

Para demostrar que Ta medida pls|#) cumple el tercer axioma se procede en
forma similar. Sean ¥, ch_[., Oxfo 4] l 18, lcx.;\R1 ﬂ(* h&y
{ *lela, c,alak e \quc,\gzk teniéndose que
AR = p) 4 T AR = p(BIAM

Usando el principio de sustituibilidad se tiene

L8R, CIRRY ~ ) wom, o )

lo cual nuevamente por el principio de sustituibilidad, impljca que

LR CNCATEA R B RN

1%



Ahora'bien, como To muestra el dibujo Q‘W‘R1pueden seleccionarse de for -
ma que Q(R\Ql\ peiakipair) ¥ como
L ?(%\\-\\ Q(Q@xﬂ

=) p(ABIN) = PLATH) p(B[a )
R Y iqual forma, combiando Yos ?c_lpo,\e,s de b
4B 50 émugsjﬁa pladlh) = (i) pRiad)
Fon) A F(aam\ PR pUBIAHY = PLBIH p(AIRE)
* »-?um* L . que es 10 que se gueria

demostrar. Por 1o que P{ w.) definida como un grado de creencia cumple con
ser una medida de probabilidad. Ademds, por el prin¢ipio de sustituibilidad,

las opciones

SR T FORPAT NS SRR FATITS ltn\gtnn\s.--k "

son equivalentes.

.Ya:que se ha construido .una medida de probabijidad qué cuéntifica y que
permite comparar los sucesos inciertos, se hace necesario definir una me-
dida que cuantifique las consecuenrias y de esta forma elegir la decisidn
u opciénrque fenga.”menos con;ecuenciasP de acuerdo a esta medida. El pos
tulado de comparabilidad transitiva de las opciones, y por tanto de las
consecuencias, permite constru%r una funcién:tk&[pﬁ] que mida la deseabi-
. Tidad de cada consecuencia € .fEs obvio que u(;ﬂ>iy U(t) =0 . De esta
forma, puede definirse a W(c) como la probabilidad que debe asignarée ad
para que(wl'c"\ﬂ Qlﬁ.‘] donde ke [o flx{é.'l] es tal que A{R) = ?(MM: ule)
con B tal que c= }lc*\ﬂ Q\h‘] y FMH\ P;LR) , esto es, (Nl](}\g‘(,“ﬁ,k
‘asi ~ "lu(d C;\l u@} '

®



Debido a Tos principios dg cohérencia, y sin necesﬁdad de uﬁ nuevo artifi
cio, se prueba que ‘Jcecexiste'u(r_\e i_eﬂ Y (~ \C‘ \ulc\jC\éh-\i(c\&
pues G FCS (Y . Ademds la utilidad de ¢ (u(e)) queda asi bien definida,
salvo una trasformacién 1ineal (Bernardo, 1977).
F1 dltimo paso es asignar un nﬁmero a cada una de las decisiones posigles,
de forma tal que la mejor decisidn sea aquella que tenga asociada la mejor
_consecuencia con la mayor probébi1idad. Para esto, se sabe gque tomar la
" decisién 4 es aceptar la opcion sighiente' |

ln'%\eu; sy Grlogy, - lS
donde Héﬁﬁj ie?% .son los sucesos inciertos que pueden afectar las conse
cuencias de Ia.decisién d; y Cii es 1a consecuencia que se tiene al to-
mar 4. y sucede Ghi (ndtese que Euj depende de AL' y C{j de Eus y di).
As{ e] grado de creencia sobre la qcurrencia dé éaj estard dado por -~ -

pley|di i),

Ahora bien, | | L : : ; .
C;Saa{ C*\ by, le((-lﬂﬁ

en donde por construcc1on o

QLCL\\ ?\C \(L— BA._\,, §

Ahora, usando el principio de sust1tu1b111dad
'Al g.% (c" Ul (O | t-u (Luﬁ\ P(eb\cli‘ tﬂs ey Ve lulty) ) G\l U(.C-‘.h))\ ?(b&\alﬁ]l_.}

_ = ae ll(c*\utch\gteq\c\i,ﬂ) s‘u\h-uu;.])?iau\a;‘mj.-. s(c*luu;\)?(a{‘m;,ﬂ)st‘\u—um);:)Pk
| | CRVE .

=) Ai llc," \ SZ_S-QLQSB‘)LQS\A;,H] . C.t\i—'i)';]u (egy) P{&*S _\&l&)g

' 19.



Definiendo a U [AL\ Y_ umﬁ\ P(e. A H) » se tiene que G (A\ representa

i6
, ]a utilidad esperada de tomar la dec1s10n A* , pero también

u* () < 1 ptc"'\che,,.,, 1 pleyide )

Entonces, de acuerdo a lo dicho anteriormente con respecto a que la mejor

decisibn serd aquella que de mayor probabilidad a 1a mejor consecuenc1a,

1a decision dptima (denotada por d serd aquella que maximice Ia utTI1 -

dad esperada, esto es
A*: m%x ud (t}ld = m%x }eju(qﬂ ?(SgiMLJi-’r)

ya que di‘zc\s--si y s61o si uw*(d)y u"(éﬁ

En pocas palabras, toda persona que use los principios.estab1ecidos al co

mienzo de esta seccifn, como forma de comportamiento, debe tomar comc me-

3

jor decisién, aquella que maximice la utilidad esperada”. Algunos ejemplos

de criterios de decisidn incoherentes y comentarios sobre este criterio se

encuentran en Bernardo (1977) y Lindley (1977).

3. Aunque la demostrac1on de esto fué realizada para el caso al mas nume
rable, puede extenderse al caso continuo, mediante el uso de la inte-
gral de Radon-Nikodym definida con respecto a 13 medida dominante del
espacic.



1.4 ANALTSIS EN FORMA NORMAL Y EN FORMA EXTENSIVA

En muchas ocasiones no basta el conocimiento que se tiene sobre una situa
cién, para poder tomar una décis%ﬁn. Por ejemplo, si en un momento dado -
se desea tomar una decision sobre si construir una presa en determinado - B
lugar, no basta con el conocimierito que sobre construccién de presas sér-
tenga, sino que es necesario realizar estudios para ver si el terreno es
adecuado, calcular en forma apréximada la capacidad de agua que la presa
deba contener, etc. En estos casos se hace deseable experimentar e incre
mentar el conocimiento que se tenga, en base a los resﬁltados que se ob-
tengan del experimento. Esto significa, que debe considerarse ademas de
@ggfb, al conjunto € de experimentos potenciales, que servirdn pafa"obtg
ner mds informacidn acerca de 8.8, €1 cual 2 su vez generard un conjun

to T;,;que estard formado por los resultados potenciales asociados a ca-

da QGE.

En estos casos no baﬁta asociar una medida de probabilidad sobre@D; sino

que es necesario considerar una distribucién de probabilidades sobre @yl

Ta cual deberd de depender de é1ementos de £, puesto que la ocurrencia

de un € dependerd del geE elegido.

De la misma forma, la funcién de utilidad deberid ser extendida a elemen -

tos deIL, la cual nuevamente.dependeré de £ .

e



Entonces, para cada 06 E, P(e,é'lﬁ,\ﬂd' definird la probabilidad de obtener -

el resultado  y que ocurra & si ¢ se realiza. Andlogamente (Qli,a,eﬁs

denotard la utilidad de realizarg , obtener? , seleccionar A ¥ que suce-
da e De esta forma, el prob1emé general de decisidn queda planteada como
s1gue estando dados b, D y@ asignar U y p(®2} ie) , entonces seTec o
cionar QeE y dado que %674 es observado, escoger deD de forma que Ta ut1h

'dad esperada se maximice. De esta forma, el problema es seleccionar el ex

perimento que conduzca a la mejor decisidn.

Existe__:n. dos formas bésicas para resolv_er el problema de decision plantea-
do: la forma extensiva y la forma normal. En la forma extensiva el mejor
curso de .accidn se 'construye considerando todos los resultados experimen-
tales posibles a la vez, deter-mmando para cada uno la dec1swn Optima y
entonces se1ecc10nar el exper1mento 6ptimo; mientras que en la forma nor-
mal se consideran _primero todas las decisiones posibles para un e¢sE fijo

¥ seleccionar de ahi la Optima .para proceder después a encontra. el ¢eb

6ptim06.

4.- A fin de abreviar notacmn de aqui en adelante se escribird ?(e,‘t‘@.)
en lugar de plozle,nl que es lo correcto. _

5.- Formalmente, la funcidn de utilidad deberia depender de C, la conse-
cuencia que se di si © sucade, pero esa consecuencia depende de que -
decisibn se seleccione.

6.- Los conceptos de optimilidad estdn definidos en term:mos de maximizar
la utilidad esperada.



Sea ee@ para cada terna g—;_. d\ con51derese B RN

R

Eei U»L!,‘%. a,e\ = qule,;d,ej P(etial] de - \l%E ieh yde)

supomendo (Q,‘%\ --fuo -encontrar la decisign Gptima, haciendo e AT

mébuueeie Pte\'a%)de VeeE Y Vel

'Tpara 5e1ecc1onar el experimento Gptimc, debe considerarse

EwE u( %,A,e) -%(mgiguu.a,a,e)?tehﬁ) do o(le) de Yee E

y el expemr_nento optimo serd aquel gque maximice esta expresion, esto es

%

¢o o it poa e
ef-E: nod® . |

Las pmmeras dos expresmnes suponen que un experimento ha sido reahza— - ‘

do y unos resultados han sido obtemdas8 para encontrar la meJor deci - -

s16n A esta parte del analisis se le 1lama anahs1s temnnal . Las dlti-

rnas dos expreswnes constxtuyen el 11amado andalisis prepostemor y con - *

e

»

s1ste en. encontrar el mejor expemrnento pos1b1e que He’ve a esa decision -

S T

En el anéhs1s en for'ma nomal, el problema es encontrar gé’t_;&}te] -

que max imice 1a expres16n s1gu1ente o ' 3

Fay Mendol - @3‘?:& t.n 2 pleeld) do ™

T Las mtegrales se definen con Tespecto a la medlda dmnlnante del es-
* ° pacio donde se opera.

8. Uno de los experlmentos puede ser "no expermentar”

9.- Aqui la mtegljal se defm_e_en el espacio producto@xr]_,._



Para calcular Eaﬁlz pueden seguifse dos caminos, primero calcular Eeﬂz
y después EiEen o bien, primero Eyey posteriormente EE s\e - Debido a
que los dos caminos son equivalentes, se ilustrard el sequndo, siendo and .

logo el desarrollo con el otro camino.

Entonces, si QeE.‘déD estdn dados,
| - Ju@,d, o) p@iz,e) de
define la utilidad condicional, esperada de (ﬁd) para un ea@Ddado, por
To que ' :
E.E ale1,4,0) = \ “ alet, 4,0 ?Lﬂﬂ,s\o\fe P(eie)ée
& 2 ® ‘4,
serd la utilidad esperada de (Qgi) ; entonces el experimento Gptimo que

Tleva a Ta decisién Gptima estard dado por

" ljale (2l ® A‘t e %
rgzgﬁrﬁl%(jhukﬂ% ) plrtee) \?(eﬂ&ek

.Como puede notarse, el ané]isis'en_fonma normal rgquiere de més trabajo.
pues tiene que éva]uar Klufi;d,b] péra cada % que e5'pdsib1e qﬁe ocurra,
en lugar de trabajar con el 3 que se sabe ya ocurrid como es el caso del
éné]isis-en forma extensivag--Puedeldembstrarse que estos dos tipos de -
andlisis son equivalentes (Raiﬁfa_& Schlaifer, 1961; Bernardo, 19?7) por
1o que el uso de uno u otro deéénderé del problema especifico que se tra

te,
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1.5 EL TEOREMA DE BAYES

Como se vig en la seccidn 1.3, la decisién 6ptima puede ser determinada -
con.sé1o el conocimiento iniciaj que se tenga del fenfmeno, es decir, sin
necesidad de tomar informacidn adicional. En otros casos (secci6n 1.4) -
esta informacién adicional es nécesaria para tomar una decisién y un éﬁpg
rimento debe ser realizado para reco]ectaf dicha infgrmacién. Como se ha
visto, la forma de expresar el conocimiento que se tiene sobre los ele -
mentos de(:)es mediante una diétribucién de probabilidades. Por otro lado,
el conocimiento que sobre un edEDse tenga puede darse a dos niveles distin
tos: el primero de ellos, es el que se tiene en un momento dado y que pue

: de'expresarSe sin necesidad de nueva informacién y que quedé representado
por ?(eﬁ. E1 segundo es el que se adquiere en base a Tos resulitados de

)10._Encontrar la for-

un nuevo experimentd y que se representa por plelt
ﬁa analitica explicita de P(;ug para una situacidn especifica, es uno de
los problemas centrales de la inferencia estadistica. Una.forma ue encon-
trar esta distribucién es mediante el tercer axjoma de probabilidad, siem
pre y cuando se conozca Ta'distribucién conjﬁnta.de &y definiﬁa sobre

@1‘1, En efecto, si P@ﬂ se conoce, entonces ?(?) é?[eﬂ)clg y

usando el tercer axioma

» ?Leﬁ\: ?(}.\ ?(e\%]

10.- Nuevamente, con el fin de ahorrar notac16n se escrlblra‘XQQen lugar
de P@{g, 2) que es lo correcto :

15



y si ¢@l#0 entonces .

flolel = ?Le’ﬂ/fta)

Usando nuevamente el-tercer 'axi.clma ple2)= ple) pleie) ,

de donde (12} = ple) plefe) / ppa)

esto significa que si Ptg‘ﬂ no se conoce, basta especificar p(e) y ?(2\6)

para conocer F(g\g) .

La r_zecesjdad de conocer ?(e\e\ ‘es natural, pues esta distribucién repre -

senta 1o que se ha aprendido de & a partir de los resultados 2 . Dicho de

‘otra forma, P{e\ representa el conocimiento inicial que se tiene sobre

& en un momento dado y la transformacién de este conccimiento mediante

los resultados de 'un_ experimento queda reflejado por QLem, Entonces la
forma natural y coherente de in.corporar esta informacidén es usando Ta ex-
presidn _

§le\2\= ple) pEele)/p(e)

que es equivalente a

| bloll- Ple) _?__(%\ e) /é? (e} plaie) de

A esta expresién se le conoce. c::m el nombre de Teorema de Bayes debido a
que fué Bayes quien la introdujo en 1763. Algunas observaciones de este

‘teorema se hacen a continuacidr.



i) Puede notarse que Ta expresidn (g@ ?(e\ P(%\e)ég, no es mas que
una constante de normalizacifn, esto es, lo Gnico que asegura
es que P(ﬁli\ -1 . Por esta razén, el teorema de Bayes fre -

cuentemente es escrito como:

Pleld) ec PleY plale) S
ii) La distribucion representada por ?@ﬂ%)es 11amada distribucién
posterior o final, y expresa el conocimiento que se adquiefe

sobre & a partir de los datosz.,

i11) Como se menciond con anterioridad, ?(ﬁﬁ reﬁreéenta el conoci-
miento inicial quérse tiene sobre cierto fendmeno. Debido a -
esto, se Te Tlama distribucidn apriori o inicial. Esta distrj_.
bucidn deberd ser fijada por la persona que tiene el problema
de tomar una decisidn y por ninguna otra. La distribucion --
?{,e‘j representa 1o que d_fcha pe'r.soﬁa cree sbb.r.e.ﬁy que no ne
cesariamente coincidird con 1o que otra persona pueae pensar
~sobre el fendmeno. La.e?eccién de ?&ﬂ no es sencillo en la -
mayoria de Tos casos, sin embargo existen sugeréncias en la -
literatura para enantrarla_(Raiffa & Schlaifer, 1961{ De Fi-
netti,’1962;_5avagé€€1971; Bernardo, 1976). Una de Tas mayo.—
res_]imitacibnes deH enfogue bayesiano, radica en el cardcter
personalista dei]a toma de decisicnes debido a_ia-asignacién
de 1a distribucién inicial, pues no se plantea una axiomitica

para resolver problemas de decisi6n en los que estén involucra

i




dos dos o més decisores.

La importancia de la distribucién apriori y los probliemas que
se presentan para asignarla, serd tratada mds extensamente en

el siguiente capitulo..

La funcién ?Qﬂe] eé 11amada ta fﬁncién de verosimi]itud,.pues
considerada como fﬁncién de ©., mide gue tan verosimiles son
los posibies valores de & para'un conjunto de datos 2 dado. La
importancia de esta funcidn radica en que establece el modelo
bajo el cual la informacidn es generada, para cada ee(:>. Esta
funcidon deberd ser determinada por el tomador de decisiones y
junrto con la distribucidn inicial describirdn directamente 1la

informacidn que se tiene sobre los resultados experimentales.

Supdngase ahora que %,2,eL 'son tales que

plule) & ¢ (z.19)

~por el teorema de Bayes se sigue que

plelt) e 'p@ pluite) oL ple) plralo) go ploia)
de donde puede cohé]uﬁrse-que las‘inferenCias basadas en 2 -
deben ser las mismas que las basadas en 1, ;resultado al cual

se le 1lama principic de verosimilitud. Es obvio que una vio-

lacién al principis de verosimilitud repercute en una viola -

cidn a los principios de coherencia, pues significard que Tla



-medida de probabilidad construida a partir de ellos no cumpTé

1os axiomas de Kolmogoroff-Renyi.

Para finalizar esta seccidn nétese que después'de haber sido cbtenido un
conjuﬁtO-de datos %,, y el conocimiento inicial que scbre © se tenia mo -
d%ficarse.mediante_e1 teorema de Bayes, un nuevo conjunto de datos?; inde
pendiente de 2/ puede ser tomado bara'modificar nuevamente el conocimiento
~actual que sobre & se tenga. Esto es, aplicaciones sucesivas del teorema

de Bayes pueden ser hechas, para conocer mis sobre& . Estc se realiza de

‘la siguiente forma

Seady supﬁngansé ‘)Le) u\?(.\e]dadas. Por el tecrema de Bayes

el ) plorpale) Vee®
Si L@ﬂJ es independiente de 2, , nuevamente aplicando el teorema de Ba

yes se tiene |
plo 1%,3) e ple) plaule) Y el
‘-:) P(,e ].11 ;2[\ o P(.e\?(?_l\e') ?(}1\9') .

= plelh e 9@\2}) p(nle) N sc (D '

en donde Ple » 1a distribuctén final dada 1a informacién 2, , juega aho
Y 3 =

ra el papel de distribucién inicial para 3, .

En general se tiene que

| ?(9\%“,%-4‘--4,.’1\)‘@ ?(e\%.‘$... Jh) ?(zn\e} \ 6e®

~ partiendo de

ploiz)a ple) Pleile) \;\.e e®



Este mecanismo de incorporar la informacién en el memento que se tenga,
1lamado procesc de aprendizaje, es una de Tas grandes ventajas de la -

metodologia bayesiana como se verd en la siguiente seccién.

viadT
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I.6 PANORAMA GENERAL DE LOS METODOS BAYESIANOS

~ Como '’ se mencioné eh ta seccidn I.l,_la metodologia bayesiana no eé-una -
parte mds de la estadistica ortddoxa, sino ﬁna alternativa global de ella.
Esto significa que cualquier problema que la estadistica ortodoxalresuel—‘v.
ve, también lo resuelve la metodbiogia bayesiana. No §e ﬁontemp1a denéfo

de los objetivos de este trabajoiel plantear problemas y su solucidn baye
siana, asi comoc tampoco dar una explicacion de elles. Las obras-de'Lind]ey
(1965), Winkler (1972), Raiffa & Schlaifer (1961), Box & Tiao (1973), -
De Groot (1970) y Bernardo (1977) pueder servir al lector interesado como
textos introductorios a la metbdolog?a bayesiana. Referencias éobre algu-

nos tépicos que se tratan con la metodologia bayesiana son:

Prob1enés en andlisis multivariado, han sido trabajados por Geisser (1965},
Geisser y Cornfield (1963), Dempster (1963). Dickey (1973) ha trabajado -
en diseﬁo de experimentos, mientras que Smith {1973a, 1973b) ha uesarro -
11ado los modelos lineales, asi como aportaciones scbre el andlisis de -
sensihividad (Smith, 1913). Sobie moee bs de fegasidn, les aMwles e -
Lindley (1968, 1969) son fundamentales. Problemas relacionados con estas

; dreas, como soﬁ minimos cuadré@os, ajuste de polinomios, prediccién y ob-
servaciones discordantes han s%%p estudiados por H1i1 {1969), Gutlman -
(1967), Aitchison y Dunsmbre'(f975) y De Finetti (1961} respectivamente.
_:Dunsmore t1966, 1968 y 1969) ha tratado Tos problemas de clasificacién y

calibracién. La importancia del muestreo y una presentacién bayesiana, -

3



estd en Gocdambe (1970) y en iﬁ misma linea se encuentran 165 trabajos de
Ericson (1965, 1969). En cuanto a-ap]icéciones a la medicina; sobre todo
~en el problema de diagnqsis. Ascombe (1963), Annitage.(1963) y Dawid (1976)
han aportado resultados originajes. Hartigan (1969) plantea el problema -

no paramétrico y Wetherill {1961} el andlisis secuencial.

Sobre 1a reTacidn entre la estadfstica ortodoxa y la bayesiana, y.contrar
ejemplos.en donde la primera es incoherente, estin los articulos de Bar -
thotomew (1965) .y Stein (1956—'1959)'respectivamente. Los cbnceptos de in
formaci6n y utilidad se discuten en Good (1966, 1971 y 1972): Zellner (1971)
ha hecho aportaciones importantes'en ecaonometria. E1 problema de determi-

nar la distribucién inicial, ha sido tratado por Winkler (1967, 1968 y 1969).

Un tratamiento sobre estimaci6n, pruebas de hipdtesis y regiones crefbles,
‘se encuentra en De Groot- (1970) y en Winkler {1972). Una éXposfcién amplia
sobre técnicas multivariantes estd en Press (1972), mientras que Box y -

Tiao.(1973)-y Zeliner (1971) tratan ampliamente el modelo de regresién.

- Para fihé]izar esta secci6n, és-importante mencionar una ventaja que la -
metodo1ogTa.bayesiana'tiene sog;e ios métodos c1ésicos Esta ventaja, e§
la claridad con que pueden d1ferenc1arse 1os prob]emas de inferencia y de
cision. De acuerdo a To visto a 1o largo de este capatulo, el problema de
decision puede ser resuelto con la distribucidn final o con Ta inicial si.

no se posee nueva informacidn, y con una funcién de vutilidad que marque

3%



las preferencias del tomador de decisicnes en sus consecuencias. Sin em -
bargo, el encontrar la distribucién final ?Ls\%ﬁ , No es un problema de
decisién, sinc de inferencia, asi como también lo son, el calcular momios,

s diferencia_bésica entre estos dos problemas, es enton

factores, etc
ces la funcibn de utilidad. Si se cuenta con una funcifn de utiTjdad, pue
de tomarse una decisidn, teniéndose en estos casos un-problema de dec%siﬁn.
En caso de que no se tenga una funciﬁn de utilidad, no puede toma;se una
decisitn y 1o mids que puede hacerse es inferencia: encontrar ?Leﬂgﬂ, cal-

cuiar momios iniciales o finales, etc. Esta diferencia clara nolqueda re-

flejada en los métodos clasicos.

Lude”

11. - Véase Winkler (1972}




I.7 BIBLIOGRAFIA DEL CAPITULO
Aitchison y Dunsmore (19?5)
Anséombe {1963)

Armitage (1963)

Bartholomew (1965)

Béyes (1763)

Bernardo (1976),  ; (1977)

Box y Tiao {(1973)

Dawid (1976)

De'Finetti (1937) ; (1961)
De Groot (1970)

Dempster {(1963)

Dickey (1973)

Dunsmore (1966, 1968 y 1969)
" Ericson (1965 y 1969)
Fisher, J {1978)

 Geisser {1965)

Geisser & Cornfie1d {1963)
Godambe (1970)

Good (1966, 1971 y 1972)
Gutlman (1967)

Hartigan (1969)

Hill (1969)

| -3 {1962)

34

RN

L L Y F N T



Laplace (1820)
Lindley (1965, 1968 y 1969) ; (1977)
Pratt, Raiffa y Schlaifer (1964)
Press (1972) o
Raiffa y Schlaifer (1961)
Ramsey (1926)
© Renyi (1961) |
savage, L.J. (1954) 3 (1961) 5 (1971)
Smith (1973a, 1973b y 1977)
Stein (1856 y 1959)
Wetherill (1961)
Winkler (1967, 1968 y 1969) ; (1972)
Zellner (1971)

35

1,1



CAPITULO II

E1'papé1 gue la distribucidn inicial juega en los métodos bayesianos es

de vital importancia y por eso la seleccidn de dicha distribucidn, en ge--
nera], deber ser realizada cuidadosamente. En este capitulo, ademds de -
mostrar 1a.1mporfancia que ia-@istribuciﬁn inicial tiene, se verdn reco-
mendaciones para asignarla. Se verd también como la asignacion de la fun
cién de verosimilitud depende del tomador de decisiones, al igual que la
distribucién inicial. Se p1anfearén situaciones en las que no es posible
asignar una distribucién inicial informativa, y que el dnico camino cohe
rente es dar una distribucidén inicial de referencia. Por otrd lado, se -
verd también como en algunas ocasiones es conveniente dar una distribu -

cién de referencia.

ede”



II.1 LA DISTRIBUCION INICIAL Y LA FURCION DE VEROSIMILITUD

Como se vid en el capitulo anterior habiendo definido una funcidn de uti -
1idad, 1a mejor deciéi?n puede ser detennfnada usando la distribucidon -
inicial sobre@®o la‘distri.bucifm final sobre@ilsi es que un experimen -~
to ha sido llevado a cabo. De igual forma, cierto tipd de 1nfereﬁcias de
penderén de-?tg\ 0 de ?(e\{}dg acuerdo a si se realizé o no un experiheg
to. También se mostrd como en;ontrar‘?[a\%}usando la distribucidn ini -
cial mediante el teorema de Bayes, |

pleld) e ple) pzie)

en donde Plalsy es la funcidn de verosimilitud.

En ambos casos, el papel que juega la distribucidn inicial es importante,
por lo que una inadecuada seleccidn de esta distribucidn, puede repercu-

tir en tomar una mala decisidén o en hacer inferencias incorrectas.

Debe quedar clarc gque esto no significa que para un problema especifico
~deba existir una sola distribu;fﬁn ihidial, pues recuérdese que la elec-
- ¢i6n de ella depende de 1os'j&§cios del tomador de decisicnes y que estos
no necesariamente debe coincidﬁr con los de cualquier otra persona. El1 -
cardcter-subjetivo del enfoqué bayesiaﬁo permite desarro]iar una probie—
ma en forma péfsonal, esfo es, dependiendo de la persona que va a tomar

una decisién o a hacer inferencias, la solucidn variard, Este subjetivis

It



mo queda expresado, en parte, en la distribucion inicial y dependiendo
de ellas, se obtendra cierta respuesta al problema, ya sea de toma de -
decisiones o de inferencia. De aqui que una parte fundamental de la meto

- dologia bayesiana sea la eleccion de la distribucidn iniciatl.

Ademds de la distribucién inicial, dos funciones mds son relevantes en -
1a metodologia bayesiana y que expresan tambjén la opinién del tomador

de decisiones. Ca prfmera eS la_funcién de utilidad, que como se recorda
rd mide las consecuencias de tomar una decisibn especifica. La necesidad
de esta funcidn en un problema de toma de de;isiones es obvia, pues sin

ella no es posihle.tomar una dédisidn en forma coherente, Sin embargo, -
en un problema de inferencia, una funcidn de utilidad n6 es necesaria co

mo ya se comentd en el capitulo anterior.

La funcién de verosimi11tud; es la otra funcidn importante. ES necesaria
si es que un experimento es reéfﬁzado ¥ como consecuencia de ego,unos re
sultados son observados. La funcion de verosimilitud es el medelo que -
describe el procesolgenerador de datos, y conjuntaménte‘con_1a distribu-
cién inicial reflejan toda ]afﬁnfonnacién que sobre los resultados expe-

rimentales se tenga, de aqui su importancia.

La seleccién de la funcidn de verosimilitud es un problema que también -

atafie directamente al tomador de decisiones y aungue en algunos casos -
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pueda ser obvia su eleccifn, debe tenerse cuidado al hacerlo,

Una forma de saber si la distripucién inicial y la verosimilitud han si-
/do seleccidnadaé ent forma Cohefente, es mediante la simulacién de datos
y obtener, por el teorema de Bayes, la dﬁstribucién final e ir checangoﬁf,A,
si los resu]tados.que se obtengén de esta forma, resultan cre%bles para
el decisor, En caso de que asi sea, entonces la eleccidn de las funcio -
nes mencionadas pueden conside}afse coherentes, sin que esto implique -
que son correctas. En caso contrario, habrd que revisar la distribucién
inicial o la verosimi1itud (o posib1emente ambas) ¥ repetir el proceso,-
hasta que se tenga una seleccién coherente.
’ L

Existen reportadoé en la literatura, varias sugerencias péra encontrar -
una distribucidn inicial. que sea cohefente con los juicios del decisor.

Esto se verd a continuacién y en forma breve, en la seccidn siguiente.



FE

que serd a ellas a quienes se les asociard 1a distribucidn, gque expresara

IT.2 LA ASIGNACION DE LA DISTRIBUCION INICIAL

E1 primer pasc para asignar una distribucion de probabilidades, es defi -

nir las variables aleatorias que son de interés para el investigador, ya

R

el conocimiento apriori o inicial que se tenga sobre dichds variab]es: La "’
forma de expresar este conocimiento estard dada por el experimento auxi -
liar mencionado en el cuarto pfincipio de coherencia; Camo se menciond en
ese momento, no es necesario.qte el decisor construya el experimento sino
que basta que-esté consciehte que pueda hacer?o. Debido_a eso pueden exis
tir, y de hecho existen, varios procedimientos para ‘asignar probabfTida -

des.

Si se cuenta con informacién anterior al problema, que estd dada en térmi
nos frecuentistas, es natural esperarse'que las probabilidades iniciales

se parezcan a dichas'fecuencias,,pero no es absolutamente neces~rio, pues

- como menciona Bernardo (1977) existen situaciones en laos casos de diagno-

sis médica, en los que estas frecuencias deben combinarse con las aprecia
ciones sﬁbjetivas del médico,';

Winkler {1967) sugiere una forma de asigrar distribuciones de probabili -
dades mediante el uso de ciertos cuantiles , o calculando probabilidades
de algunos intervaios, mediante_las'cuales se puede construir la distribu

cién. Otros métodos que menciona Winkler (1972) es el uso de momios y o
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terias.

Un método muy utilizado es usando funciones de pago {"scoring rules"), en
el que se ofrece un premio si la probabilidad ha sido bien designada y -
un castigo si pasa 1o contrario. Trabajos importantes en este sentidc son

To de De Finetti {1962) y Savage {1971).

Lindley (1977a) sugiere el uso de opciones equivalentes en términos de -
primas de p6lizas de seguroé, o bien el de calcular varias probabilidades
que estén relacicnadas entre s? por un ley para verificar la coherencia -

en la asignacion (Lidley, 1977b).

De igual forma, la asignacidn de la funcién de verosimi]itﬁd puede hacer-
se mediante el uso de Toterias o momios condicionales {Winkler, 1972). En

]a maycoria de los casos es facil asociar un modela probabilistico estab]g
cido, sin embargo hay que tener gu1dado con las hipStesis y condiciones -
del modelo y el problema (Winkler, 1972). Algunas veces un modelc conoci-

~do no es directamente aplicable y debe modificarse (Lindley, 1965}.

En general, el problema de asiﬁhar_tanto la distrfbuciﬁn 1nic1a1 como 1a
verosimilitud, no es un prob1eﬂa'sencf11o y debido al papel fundamental
que jdegah en la metodologia beyesiana, debe tenerse mucho cuidado y de -
dicarle tiempo suffciente para hacerlo, pues de una buena seleccidn depen

derd un buen anilisis.

"



I1.3 PROBLEMAS EN LA ASIGNACION DE LA DISTRIBUCION INICIAL

A pesar de que existen vafios métodos qhe sirven come gufa para asignar
probabi]idades y en particular pfobabi1idades iniciales, en diversas si-
tuaciones no es posible asignar una distribucién inicial que exprese las ~
~opiniones del decisor ya sea pof problemas técnicos o porgque podria ha -
ber contradiccidn con los principios de coherencia. En otras ocasiones -
es conveniente intfoducir una distribucién inicial que no involucre un -

conocimiento prejuiciado del decisor. En esta seccidn se dardn algunos -

ejemplos en las que estas situaciones se presentan.

i) Una situacidn muy comin en donde la asignacifn de una distri

-bucién inicial resulta practicamente imposible es cuando el

ndmero dé parametros involucrados en el problema es grande.
Coho ejemplo, imaginese un probieﬁa de regresién en donde 1a'
dimenéién‘de la matfﬁi.de disefio és 0%p ééto querfTa decir
que habria qué asignar una distribucién inicial sobre(ntn+ﬁ+
l"“‘?\_/‘l ' pardmetros, y sinh 6 P& ambos son grandes -
el problema es pracﬁicamente irresoluble.
En un caso no paramétricb, el problema de asignar una distri-
bucién inicial es todavia mis complicado, pues habrfa que asig
: naf una dﬁstribucién de probabilidades a un espacio.funcional:

el de las distribuciones de probabilidad.




ii)

i11)

Situaciones en las que un grupc de personas deban de tomar -
una decisién conjunta no estdn contempladas axiomaticamente -
en la metodologia bayesiﬁna, esto es, no existe una teoria -
formal que resuelva situaciones con conflicto. Es obvio que -
dado un grupo de personas, no todas deben coincidir en sus: -~
juicios, no todas deben de pensar 1o mismo sobre una situa --
cidn especifica; por 1o que la asignacién de una distribucidn

inicial no parece senciilo.

En los casos de asesorfa estadistica, el asesor no es (gene -

-ralmente) el tomador de decisiones y pocas veces ‘1a persdna

que fungird como decisor ha determinado su distribucitn ini -

iv)

cial, sino que generalmente tiene una idea del comportamiento
del fendmeno debido a la observacién de los datos que desea -
analizar y pof To tanto la eleccidn de una distribucién ini -
cial en ese momento no es consistente con 1é'metodoiogia baye
siana. Lo anterior se debe a que hipétesis sugeridas por cier

tos datos no deben ser verificadas con los mismos datos.

Tada e

‘ET tiempo es un factor muy importante en el anflisis estadis-

tico. Como se ha mencionado, la eleccidn de una distribucidn

inicial no es sencilla y por To tanto definir una que sea co-

herente con Tos conccimientos iniciales que el decisor tenga,

0




Tievard algdn tiempo. Sin embargo, en muchos casos se necesi-
ta tomar una decisién importante en un lapso pequefio y no pa
rece conveniente modelar una distribucién inicial incoherente

0 que distorsione la realidad. Otras veces la falta de recur

Sos computacﬁona1es o de otro tipo pueden ser el factor de de =

finir una distribucién que exprese en forma incoherente las
“ ,
opciones del decisor.

'v) En el estudio de ciertas propiedades tedricas de algunas dis-
tribuciones de probabiiidad, el introducir una distribucidn -

12 puede dar resul

+inicial que refleje la opinidn del decisor
tados muy particu1are$ y no tendrian por tanto, wuna aplica -
cibn general que es 1o que buscaria al estudiar el comporta

miento puramente matemdtico de una distribucién.

vi) En general, al hacer un estudio -es conveniente dar un punto
de referencia contra el cual comparar las inferencias que pue

den ser obtenidas a partir de los datos sin un conocimiento

prejufciado de los dgtos.

Estos ejemplos, que no cubren todos los casos, ilustran la necesidad en

12.- En este caso no se tomarin decisiones, sino s6lo se harian inferen-
~ cias, sin embargo se seguird llamando a la persona interesada en el .
problema,decisor.

Ay




unas ocasiones y conveniencia éh ofras, de introducir en el andlisis, ' -
una djstribucidn inicial que no represente el conocimiento del decisor o
que influya en los datos de.fonna tal que no los apoye ni tampoco los -
desmienta,les decir que no 1oslsesgue (de aqui el nombre dé *distribucio
nes que 'dejen.hab1ar' a los datps”); 0 bien una distribucién que pueda” "~
ser tomada por cada persona cemo una referencia y que un momento dado -

pueda comparar sus resultados contra ella.

Una distribucifn de referencia, puede servir también para tratar de re -
solver problemas de conflicto, como el mencionado en el punto {ii). Mu -
chas veces se han usado distribuciones de referencia para comparar los

enfoques cldsico y bayesiano de la estadistica.

En resumen puede decirse To siguiente, siempre es preferible definir una
distribuci6n inicial que exprese el conocimiento del decisor, en los ca-
sos que esto no sea posible o bien, cuando se deseen hacer comparacio -

nes, 1o indicado es trabajar con una distribucién de referencia.
En el capitulo siguiente se verdn varios métodos para encontrar distri -

butiones de referencia, asimismo’ se comentaran las yentajas y desventa-

jas-de cada método.

%
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CAPITULO III

En este capitulo se presentardn diferentes métodos para -
encontrar distribuciones de referencia. Serén presentados -
en orden cronoldgico, para mostrar el desarrollo que se ha -
tenido. En aTgunos métodos se dardn demostraciones y en ‘-
otros se ogitirdn, sobre todo en los casos en que &stas sean
muy complejas. Ventajas y desventajas de cada método serdn-

mencionadas, dejdndose para el dltimo capitulo, una compara-

cidn.
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III.1 BAYES, LAPLACE Y JEFFREVS

"Las dificultades y controversias del teorema de probabilidad inversa -
(teorema de Bayes), aparecen en'el caso vital en que las probabilidades -

“iniciales no son conocidas y tiene que hacerse una suposicidn sobre ellas".

E1 parrafo anterior,debido a Perks (1947) expone con claridad el problema
de Tas distribuciones de referencia en 1a estadistica bayesiana. Como se
'recordéré,'Bayes fué el primerd en considerar a la probabilidad desde un
punto de‘ﬁista subjetivo, como grados de creencia; hecho que se ve refle- .
jado en su famoso teorema. Sin embargo, existia el problema de-qué hacer
en los casos-én que se estaba en estado de ”cpmp1eta ignorancia” acerca -
de los valores de los pardmetros. Para resolver esta dificultad, Bayes pro
pone la sig;tuiente'r'eg1a:]3

"Si se desconoce todo sobre © , no existe razén dlguna/para pensar que al

gunos valores de G}spn mds probables que otros" (Bayes, 1763),

Aﬁarentemente Lapiace adopta-ia_hisma rég]a, 1lamada "regla de indiferen-

cia”, para subsanar la misna.dificultad. Desgraciadamente, no se pudo con
segufr-1a obra de Laplace que péhnitirTa asegurar este hecho, sin embargo,
.varios autores, entre e1lds Perks, le adjudican a Laplace esta forma de -

actuar {Perks, 1947).

13.- De la cual no estaba muy convencido,



El pbétu]ado de Bayes, reconocido posteriormente como la rég1a de 1ndifé-
rencia de Bayes-Laplace, trata de expresar en términos formales Ta "1gn0—
ranéia.comp1eta”. Segln afinnaﬁ muchos autores, la regla de Bayes—Lap1ace
resiste todo tipo de criticas cuando los pardmetros varian en todoiLEsto
‘es, la asignacién de una distribucidn sobregk,,-no 1leva a contradiccio -
res. Pero, si se transforma la variable en forma no 1ineé1,l1a aﬁlicdzién
de la regla de.Bayes—LapTace a la variable transformada 1leva a resu1ta-
‘dos que difieren en muche de Tos que se obtendrian al aplicar la reg1é a
la Variable original; por'éjemp1o en el caso de Glen ta normal, el usar

% 0'51 como pardmetro dé_interés, al asignar una distribuci6n uniforme
a cada uno de ellos, 1levarfa a resultados 3nconsfs&n%5. Eéte tipo de pro
blemas pueden ser evitados si se pudiese estar seguro de que s6lo una va
riable es de particular interés, esto es, existe una métrica absoluta.14
Para evitar este tipo de problemas Jeffreys (1939)15 propone Tas sigujen—
tes reglas _ |

x) be) oL cbnssrcmlﬁ, s eell

¥y 1:’-) F(.e) o© jé' ] S\ &e@}-

14,- En esta frase, métrica tiene el sentido de unidad de medicidn y no el
significado matemdtico de¢ distancia.

15.- Nuevamente €l problema de no encontrar la primera edicifin del libro de
Jeffreys, hace dificil el -dar las razones de porqué propone esas dos -
_reglas, una conjetura es el que trata de aplicar la regla de Bayes-la-
place, pero a variables transformadas. Esto lo menciona Perks (1947)
aunque no es muy claro.



La primera no es mds que la “reg}é de indiferencia“ de Bayeg-Lap1ace en -
10S casos en que ﬁo habia problemas. La segunda, es una reg]a/que es inva
riante bajo transfomraciones del tipo k=& y que-resuelve el problema -
generado al usar ¥ en lugar de g . Para ver que en efecto es invariante
nétese que » : _ .
ah-= n E;F‘Aer.
“E mha

¥ por tanto Aﬁ a
— & &
k
Sin embargo, estas dos reglas no cubren todos los casos, Jeffreys (1946)
desarrolla una nueva regla, teniendo en mente la idea de invarianza, esto

es, asegurar que proposiciones equivalentes tengan Ta misma probabilidad.

La idea de Jeffreys se presenta a continuacidn, manteniendo la notacién

original:

. 1 .
_Sea? la distribucidn que depende de.{a yese s Gm‘;y ? 1a distribucién
resultante de usar en Tugar de lle‘ - ,emk'a }la+¢a sesn =em*ﬁe g, Con
N ] . m

sidérense las siguientes funciones

I T P O § R AT

definidas en el sentido de Stieitjes,



. L]
Considérese un particifn de Q'y toménse incrementos 5? y é? para la m_is:na

celda dx y haciendo ? : &% y ?‘-é?c\ se tiene que

\l? = \li’r 'N? (?t ?‘\ 8@?3 ?r ?\1 (0

desarrcllando a \li)‘ alrededor de P

'Ana1ogamente para \Mja ?‘

\'0‘-}2 ?('l = \Oc)e ?r + ?—i' (?;_ ?{\—}:?‘ (?;\' \ﬂz ;

De (1):
. TR Lo
\l?l- - \s?c = '1_4—{:{ (?c'_?c\ - 8\)'\’: (?f _'?t\z- - -
1 . 1 A 4 '
= (V) 2 ;{"'?'((?f SEA Bﬁ—??(?f-?‘\ - BL?} (2 ?:YJ. -
Considerando tnicamente los tér'minos--menores o iguales a dos:
N "
CONR-RYE G R | |
wm L
= \\&\‘“0 . (\k?t'\lm = \tm ‘W (\3" ?' 1 ?'?-fo \\(ﬂ Y\ U\’( m L

(1)

Réelioo
" L= \lm z{'(a W

En (2): .

log, ?J-\oﬂc- (5 ?;\-,—l‘ii(?;- S
—_— : ¢ ) _L —' i 3 )
= b, L (390 2 ARIRE R

s



omitiendo términos de or.den mayor a dos:

\0(59-"’ 1) m = (?c ?(
I—a.— 3,}1..,0 r ?; (?t ‘?‘\

Desarrol]ando ahora a ?\ alrededor de &= (80, ... em), se tiene que

SN

\.ﬂ)(\ ?(\ _( 0?( tse\ (I b?{ bh};e)*libfr LBI@—

J
nuevamente, considerando una aproximacion a orden 2
' é?r b_?__‘_‘
,(?t" ?t\ Z-& J8; ?s; be; be;
= i 'I o of,
JREER N e b5; Bou he;
N ané]ogamente | 7
~ }-, \ | I S b?" b 1S
- % fhedleo a5 % OB 08y b be; o
S | o of - se tiene: T2 % T, % ap Do be,
‘5 = lm (=4 L= Gyt be
\\&t\\-bo EB(\){(‘JO J-
Si se c_o'nsi'de'ran unos nuevos 'parémetrosk e: , e:;,-~ . é;n% se sigue que
N 3 | . .
= I 4 05:_
: 11"6“‘ R, ’593 ;oon Ay = ‘3“ — 59:1 | EGP\ 9.
0o, e o‘( A\
_ ) 3 \/\ }\:‘
o X , g\eh Y’LQ},\» o
— .i'\ = " oL . Eﬁh PA“
| } M _\“ “3““ “ -vo—ere‘“ = \“}& OP@ P‘QRSRO?@\O:\ "y
_ _ \ c
| o OO ort™ |
0>~ o0 W

_‘ : S
5 *[0?' \)“_L’



¥y camo Ael &e,_ AQm-' “ %\ﬁ Ae: &e‘m
“ 5(-5\ AB; A8 = \\%‘i\“‘il (3-’9: agl‘“

est’o es Mri“ C\%n C\em es invariante ante transformacicnes de los pa
rametros, por lo que si ?(g“-..,enx \3““'1'1 ﬁmerré decir que - -

?L& sonr s %m\sera’ invariante ante transformaciones de los paranetros.
Se verd un ejemplo, tomando del articulo original de Jeffreys {1947).

Considérese a la distribucién nommatl

% (%- i\lx

?c \E_?f Hhp éiﬂ'

| (1: 4)
entonces g = \\m ¥ “?1[ k éth .
- 1= m\ sl M’\ v \ S ““ ﬂ dx
X AL A2
_“5 1\ rqm I,\ 1? i-d} RL > R%F\l-(ﬂk—\l?} E’.F?\[_(%zr _(lk o) k

26t

= I, : 2[,‘ r @ 4«‘ u?\ [H]l “;i‘f‘gaxl

canpletande cuadrados para tener una densidad normal, se Tlega a;

L= l[\—\he Mfl) e’

T {HUNL};K _ : 18
Haciendo F-G 0 xr Y ¢- 6. conte® , 1o que Jleva a suponer queT=¢ ¢ A

]
4

que siempre es vdlido por la _suﬁrayectividad de la funcién e , se tiene

que : : o
| L- 1\_\ \'\%‘ 25 _“?ll 4\%;@ \me )%

¢ re

| - & e
—y I- le_ sech 28 uflrgrgmsm%&
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Si se desarrolla por series de Taylor alrededor del cero, tanto a la fun-

ci6n exponencial como a sech, y se omiten términos mayores a dos, se lle-

gaa \)1

-~ 3 V"d‘

e
Y como ,
. 1, -4 -

T.\f—'ql =" I':. 82 LGt
— (4 '

. ac Cb 1At L b4\

-1 _
Ahora bien, si d es fijo, se tiene que 3“&9 ¥ por tanto ?Lfﬂecc“.
Si ¥ es fijo =) P (vlec constante; y finalmente, si T y 4 son descono-

cidos, el determinante e€s proporcional GAy por tanto ?(&ﬂﬂt gt .

Los comentérios que pueden hacerse a estos resultados y en general a este
p%ocedfmiento son varios, pero antes de 1levarlos a cabo, Se dard otra -
fonna.de encontfar la distribucfén de referencia,_que es equiva’cnte a &s
ta y que fué propuesta por el mismo Jeffreys (1961). Un desarrollo similar,

puede vyerse en Box & Tiao (1973).

Dado que dtec L.,- donde L es._?‘{a funcidn de vercsimilitud, puede reescri-

- Ly | L{X',da))\ o %
R R TR ER G

y siguiendo un desarrollo similar al anterior, se 1lega a que

birse I,_ "Ccomo:

Gz b o Olleg Uity

R 3di 04

“




/ B

E 2 . : _
1o que =) 3 - .t Ho \03 Ll‘i; )%, que no es mds que la matriz de infor

ddi b-t
macién de Fisher (1922, 1925)

w <
De donde, -si la distribucion inicial es proporcional a \3 \ sers invarian
te ante transformaciones no singulares de los pardmetros, de acuerdo a ‘10_4

deducidc anteriormente.

-

5
Con el\fin'de comparar con ]o§ resultados ob_tem'dos anteriormente, supbn-
gase nuevamente una densidad normal, cuya funcién ae verosimilitud para
una muestra de tamafio n, estd dada por' '
RE ST Q—“Y% g “‘?11 [1 (it‘[*‘ ‘ls on 6= (tx,ﬂ.
Entonces |
e L) = R g 2t 0 dog, T - -~ l(’q OF
de donde _
oylliie) L1 (), Do) L a o uy
) 3 o - o) ¢ T @A
aslai u.,cg’\.- -~ - ,
—"6},?'- e s —}?‘ua?\ a—,—bx ) 'éﬁiua By alx.,.y'_ufﬂ__g_é
_ por lo que g | s Dot ¢ ¢
3\1“‘?«. ‘511;[;i=°5u=-0 _ Y Y = - 0

Si T es c0n0c1da, 1a matriz dé informacidn es simplemente 4, , por lo -
que la distribucidn inicial para t.\ serd ?ltq o constante. De la misma for

ma, Si p es constante, la matriz de informacifn se reduce a 94, ¥ pOr tan-

J _ _
" to ‘)Kr\q, ¢ serd la distribucidon de referencia para T,
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Ahora bien, si tanto v.como T son desconocidos se tiene que

. h‘it‘)u € 20¢7 4 Lnkronces ?(tl,t)e: N )
Las distribuciones iniciales de referencia ?iﬂ y.?kw\ e”CO”tradaS.C0n_9$:;~,

te procedimiento, coinciden coni1as establecidas inicialmente bor Jeffreys

y mencionadas al principio de esta seccién.

Sin embargc la distribucién de'referencia conjunta ?ﬁgsﬁ difiere de 1a -
obtenida con la regla inicial de Jeffreys16 .que daba p&vﬁkidien lugar

de ?%ﬁﬁd;¢4'que es lo que se obtiene con esta nueva regla.

Por otro lado, si se supone apriori que By ¥ son independientes, puede

obtenerse que elpgiec o de la siguiente forma elps)= o) 9(¢Y v usando la
Rt ma gl pydg

nueva regla separadamente en cada_uno de los pardmetros, obteniendotﬂfgyzc*-
qﬁe conincide con las reg1a$ anteriores, Sin embargo, esto a lo yue l1leva

es que la nueva regla no debe ser utilizada en el caso multivariado a me-
noS que se suponga independencia y se uti]fce Ta regla para obtener las -
distribuéiones marginales de féferencia; obteniendo la distribucién_conjug

T A

ta como el producto de 1as margﬁnales, pero esto no es aplicar la regla -

“de Jeffreys para el caso'muTtTQariado, puesto que no establece diferencias

para cuando se tiene independencia y cuando no se tiene, Esto es, la nueva

]va'En este trabajo, se entendefﬁ r regla de Jeffreys, la que di como
distribucifn de’ referencia Po gcon 1a.mgtflz'dgu formacién

de Fisher. En esta seccién, para diferenciarla de las dos reglas ini-
ciales dadas por Jeffreys, se referird a ella como la mueva regla.



regla 11éva a que ?qfﬁ\quf% sean o no independientes.

. Para que la nueﬁa regla coincida con las anteriores, Jeffreys (1961) pro-

‘pone que se tome como distribucidn inicial a

st ) € g .

' A . .
donde u%ch“ es encontrada variando Gnicamente a las %5y manteniendo fi
jas F y €. Las dfg no son mds que parametros numéricos {como los indices
en varias leyes de probabilidad del sistema de Pearson o el de la binomial

negativa). Esta nueva regla es invariante ante transformaciones del tipo
* . . . \ . ! i
= u’ “(- -] H LI 4 .
Faporlad |oolrgm) g d5e 4 )

Sin embargo esta regla (*); lo Gnico que estd estableciendo es que ftrﬁ]cbft

) . _
pues R3i¥“h'quedaré como constante, pues no depende de r*y T.

Este mismo problema lo tratan Box & Tiao (1973) gquienes muestran que al -
. suprimir la suposicidn apfiori de independencia entre ﬁ y ¥, cualquier
transformacién que se haga sobre P .es tat que la informacién que se tie

L

ne sobre la tranformaci6n es ﬁfoporcional a §° , 1o que 1leva al resulta

a E ' ' -
do ?kep\a;q .Lo que Box &_Tiao;(1973) proponen, es suponer independencia

siempre y utilizar la fégla de;Jeffreys para cada pardmetro por separado
y encontrar la distribucidn de referencia conjunta como el producto de las
marginales. Pero esto no es muy sostenible, pdrque no siempre tiene que - -

supcnerse independencia apriori. .

S



En resumen, puede decirse que 1a regla de Jeffreys funciona bien en el ca
" so de un sélo pardmetro y que cuando son varios, las modificaciones hechas

son muy discutibles.

QOtro problema que tiene la regla de Jeffreys, es que no es aplicable cuando
1a verosimilitud no es diferenciable con respecto a los parédmetros, débido
a la forma como se deduce, Sin émbargo Jeffreys (1961) ménciona, que el -
uso de la reQIa (*) puede 11evar a resultados que frecuentemente soh satis
factorios en 1os ténninos.de las reglas anteriores. Esto es debido al he-
cho dg querm¥&en {*) no depende de r y ﬁ', En los césos en que los parame-
tros pueden tomar un nimero finito de vaiores, Jeffreys {1961) menciona -
que una extepéiﬁn de 1a regla es posible em muchos casos, sin embargo no

. To hace explicito.

Como {1timo comentario,:cabe mencionar que varios de los trabajos que de-
sarrollan una nueva regla para a§ignar distribuciones_de refergncias, 113
van a la conclusifn de que la regla de Jeffreys>dé 1a distribucidn de re~
ferencia apropiada, en el caso dé que no exiétan pardmetros de ruido (nui
sance pa%ameters), esto es, énre1 casolunivariado. Por otro 1ado, otros -
trabajos estan deﬁicados a jué%ificar]a'por variados argumentds, De aquf

ja importancia que tiene:gn ét.desarro1lo de las distribuciones de refe -
rencia, tanto por su significedo matemdtico como por el momento Histérico
en que se_sitﬂa; puede detirsé que fyd uno de Tos primeros pasos y muy im
pdrtante ademds, en la resoluéidn al problema de las distribuciones de re

ferencia.




III.> PERKS

.Hasta=1aapaf1c16n.de1 arf?cu1o de Perks (1947) s8lo existian dos formas -
&\de encontrar distribucjones de '1refefenc1'a:17

i} E1 principio de razén insuficiente de Bayes-Laplace
y ii) Las dos reglas bropuestas por Jeffreysxﬂ?&ﬁdconstante, §ieeﬁ{{§w_'

® pelec &” L

Como se coment6 en III.1, el principio de razén insuficiente de Bayes, tie
ne problemas graves, cuando el recorrido de & no es todo EL. Por otro lado,
las reglas @ y ) sdlo resuelven este problema, bara cierto tipo de -
transfonnaciones, pafa los cuales las regias son invariantes, |

E1 trabajo de Perks (1947) busca una regla Unica que cubra Tas reglas pa -
sadas en los casos adecuados, y que ademds pueda ser aplicada a cualquier
clase de pardmetro (nb s610 cuéndo eéﬁfi, sino,también cuando ge(g&kﬁl).y
que sea invariante ante cﬁa]duier tipo de transformacidn. Lo dnico que -
Perks demuestra ‘es la invarianzar(cuestiﬁn.qﬁe se tratari mds adelante),-

pues-medciona que su regla debe de tomarse como un postulado.

L]
M

17.- Aunque el artfculo de Jeffreys (1946) apareci antes que el de Perks
(1947}, este Gltimo ya estaba en prensa cuando la aparicidn del pri
mero. Esto explica el porque se consideran s6lo las reglas (i) y (ii)
y no la nueva regla de Jeffreys que se traté en la seccitn IIT.1.

Y '



La regla es Ta siguiente;

——

e o

doende & es un pardmetro de un funcifn de distribucidn, cuyo recorrido pue

~de variar en todoﬁz 0 en subconjuntos de 62, y para el cual existe una es

- tadistica suficiente.$y es la desviacién estandar de dicha estadistica, -

la cual depende de & .

la demostracidn de que esta rég]a es invariante ante cualquier transforma

cion, no es ni por mucho satisfactoria. Por otro lado, tanto Solomon (1947)
como Kendall {1947) critican el uso de O dentro de la demostracién, puec
no queda claro si 6; es Ta desyiacién estandar de & o la desviacifn estan

dar de un estimador de & .

Otra objecidn a esta relga, es que no especifica que debe de hacerse en -
el ;aSo de que no se‘tenga una'estadfstica suficienterpara o ,’Esto 1leva
a que la regla no estd definida en forma Gnica, pues dependiendo de la es

tadistica suficiente que se estd usando, serd el valor de G

Al final del articulo en un ad@endum, Perks menciona que ha leido el arti
‘culo de Jeffreys (1946)_y conviene en gue la regla de Jeffreys generada -

por 1a invarianza de las funciones

L | (oo W Y? e L=l & oty

es una regla mids general que la propuesta por &t. Adn més,'menciona'que -

L0



si en su regla, en lugar de usar Oy utiliza la raiz cuadrada de la canti
dad de informacién de Fisher (1922,1925), su regla es mejor. Perolesto no

es mds que considerar a

Tl S e N

cuestién contemplada por Jeffreys (1961).

En resumen, Perks considera que la regla de Jeffreys, es superior a su -
.propia regia. Sin embargo el mérito de Perks, es que revisa muchos aspec -
tos de la metodologia bayesiana dentro de su articulo (de los que la re -
'g1a es un caso), asi como ﬁna buena critica a las otras interpretaciones

de la probabiiidad. Ademas, cbmenta acertadamente.1os problemas de la me

todologia bayesiana, en lo referente a las distribuciones de referencia.

el




IT1.3 LIMDLEY

E1 resultado que preéenta Lind]ey.(1961) para encontrar distribuciones de
“referencia coincide con 1a_reg]é de Jeffreys. Sin embargo Lindley 1o ob -
tiene a partir del concepto de cantidad de infonnacidnfcontenida en un ex
perimento, a diferencia de Jeffreys (1946}, quieh Ta obtuvo por p}inc%pios

de invarianza.

Lindley (1956) basado en un’ trabajo de Shannon (1948), considera el espa-
cio parametral ® en el que ?&c\existe ‘&@e@(se supone que existe una

- medida dominante, con reépecto a la cual puede encontrarse ?G% Y, defi-

¥ .=_ % ple) \;69(9\ Aa

como la cantidad de informacidn que se tiene sobre & (siPuﬂgoslfzo)l

ne a

De la misma manera, Ssi un experimento se realiza y como resulta<., se obtie

~ne X, puede definirse la cantidad de informacidn que se tiene sobre o como
’ -

I(*ﬁé@ pieix) log plax)de
(Nuévamente, si Ploh.}:g definasé 'I_‘(x):o).
De esta forma, es natural defiair la cantidad de informacifn que un expe-

rimento proporciona, cuandc Pi&) es el conocimiento inicial que se tiene
3 . ,

sobre 8 y X es el resultado del experimento, como

-1 —_& ©10 oy ote1) di - | 16 log prerds
IR U S

6l




y la cantidad de informacién esperada, serd pof tanto

EX\:Y(XI- 'I_"l é S@R(ehﬂ luj P(g\x)]t;u) de dx .@E)P(e\ \03 Pte\ de

La justificacidn de usar este tlipo de medidas se menciona en Shannon (1948),

Lindley (1956) y Fernindez (1978); y se basa fundamentalmente en la si -

~guiente idea:

Supbngase que se sabe que e;@&@, por lo que se tiene una cantidad de
informacidn I_ .S1 después se 1lega a conocer el valor de & ,se tendran

. i c
nuevas cantidades de informacidn 11 0 .[3 dependiendo de 5194@‘, oee@l. Si
[ P(.G)AB ', es natural pedir que el total de informacidn que se tiene so-

bre & sea

I=-T, ¢ty . G-I,

Shannon (1948, apéndice II) demuestra que Izh!ﬁﬂk‘ﬁf&\ A% es e dni-
ca funcidn que cumple dicha propiedad (una demostracién sencilla de este
hecho puede verse en Ferndndez, 1978 p33).

Supbngase ahora que @ S Q , esto es, considérese ?(1';9) una densidad18
que depende de'egﬁz.E1 bbjetiﬁo de Ta metodologia bayesiana es pasar de

un estado en el que & se conoce vagamente, a otro en el Que se conozca -

18.- La densidad es en el sentido de Radon—Nykodim con respecto a la medi
- da dominante del espacio.
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completamente. Sin embargo esfo-genera]mente es imposible. Lo que sucede
en la mayorfa de los casos, es 1legar a tener una idea apr)oximéda de é .
por_:e'jemplo, que & esté en un intervalo de Tongitud d(e) , donde Sf.e\ es
una funcién que dependerd de e" (Esto quiere decir que df) no es 1a misma

para distintas densidades ?(1\8)).51’ se considera una partici6n del inter-

-valo definido por é(e\ , conocergsignificaria que punto de la ’particién

se obtiene, por lo que una. forma d‘e expresaf ig'nofancia acerca.de ®, es -
asignar una distribucidﬁ im'ci:a'ﬂ proporcional a S‘(e], o bien si el rangd -
de & puede ser substituido .'por'valor.es discretos en la particién, la dis-
tribucidn inicial seria asignar probabilidades iguales a todos los valores

considerados,

Por otrd lado, conocer a & se traduce en un condcimiento so.bre la forma

de ?(x!g\; entonces una menera nafural de saber que tanto difiere © de &+{(e)
es midiendo cque tanto difiere Pub\ de P(_x\e.x.é(a]_, Esta diferencia pue_de
ser calculada, viendo que tanta informacidn proporcionq un expgrimento pa

ra distinguir entre & y o+ 3(8).

Si esta cantidad de informacidn varia para cada @), significard que pue
de distinguirse entre distintog o , es decir, algunos ser&n mds creftles

que otros, por lo que un estado de ignorancia serd aquel en el que la can

tidad de “informacifn sea constante para todo ge (D,

Como se vid anteriormente, una medida de la cantidad esperada de informa-

ed



cibn proporcionada por gn experimento es |

To que es equivalente a

” pde) pee) \0-3 ?(T:ﬂ dedx IR

Si se considera Unicamente a ' © \\e-}énte) con probabilidades iniciales -
iguales, y s1 ademds puede desarrollarse hasta orden dos, en series de -
'taylor alrededor de ©a4§(e) , esto es que §B\o » 'Lind]ey menciona gue -

la cantidad de informacidn para este caso, es igual a
: 1
11 E] [ e |1 < 2 Sl 2ee)
_ s -

Entonces por 1o discutido antemonnente, se tendrd que é(bﬁ Lieer constan

_ tegde donde 1”'(9 mé [e} s por 1o que una, distribucién de referencia seri

P(eb eC. Kl]" (o)

que es la regla de Jeffreys,

Como comentario, sé quiere hacer notar que la exposicifn de los puntos m

portantes para el desarrollo del método estd dada en una formé vaga y con-
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fusa.

: o -
. Finalmente, en el caso de que &¢ El » Lindley comenta que el argumento
~anterior no es vdlido pues no phede darse una particiﬁn en forma natural

que sugiere una distribucidn de referencia, ademds de que 1a regqla de -

Jeffreys en el caso mu1t1var1ado tiene bastantes problemas como ya se men

ciond,

b



ITT.4 HARTIGAN

La bﬁéqueda de reglas para_encontrar distribucicnes de referencia que re -

sulten ser invariantes ahte cierto tipo de transformaciones, camo es el ca

so de la regla de Jeffreys (i946), es el punto central del trabajo de-HariL
‘tigan (1964), en el que p1antea»§arias proposiciones de invariaﬁza Yy se en

cuentran diferentes tipos de dlstribuc10nes de referencia que cumplén con

algunas de ellas y en c1ertos casos, con todas.

Supéngase que>x es una variablé aleatoria definidé en un conjuntd abiertofﬁ
e "ﬁx\ y.que <i) es un subconjunto abierto de ERF ; considérese ademés -
que andeh]g; la funcidn de densidad20 asociada a X , es continuémente

diferenciable en(:)', para toda ze$ Y que‘T: es una familia de dichas den-

sidades, la cual obyiamente depende de ¥, ,

Si F(e\x) es la densidad final de 'eg® , definase a unr_‘a 1'nv_er'si6n como -

cualquier funcidn que asigna una densidad final PF(BI1) a cada'¥21. And-

logamente, una inversiﬁn kernel -es una funci6n que asigna una densidad ini

cial a cada I ¥ que determina una inyersion mediante la re1ac10n puﬂxq fﬁﬂfhk%,

Esto s1gn1f1ca que una 1nvers1on kernel no es mds que un metodo para asig

19,- Aqui T denota el valor que toma la variable aleatoria X .
20.- En el sentido de Radon-Nykodin

21,- Se denotard con P a las inversiones y a las densidades 1nd15t1nta -
-mente, ya que la inversidn dependerﬁ de la densidad. -
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nar distribuciones iniciales. -

Las prop1edades de invarianza QLE Hartigan (1964) considera sobre las 1n-

versiones son:

o — -

A )
i} Sean ki y ¥ dos familias de densidades, Supdngase que existe una

transformacidn biyectiva | de S a gt diferenciable, tal que.
| | o7
i (T(ﬁ\.ﬁ)’a '='?(1\B) W 26 y 8e®

Si ??‘ (e\ﬂ-ﬂ) ®w ?F(gix) para toda T que cumpla Jo anterior,
se dird qué la inve‘rsién?' es S-invariante { S -Labelling inva-

- riant).

: X
ii) Sean T y ¥ dos familias de densidades y supdngase gue existe una

transformacidn biyectiva y diferenciable T de @ a ), tal que

P*(il\'tbﬁ : lP(:r.\e) S ‘\.96@

Se dird que la 1nvers16n? es @-mvamante (@ -tabelling inya -

'r1ant) si

PF* T(e) x) - = ?¥ (_e\r)

i) Sea@ un subconjunto abiert’o de® y 'Fi T las familias de den

sidades correspond1entes Si FT-* (Bi) « ?- (olx) , COn Be_@i

se dird que P es una inversidn ® -restringida'invariante@ -restric

(e




iv)

vi)

ticn invariant)

Una - inversién P es suficiente-invariante {sufficiency invariant)

s1 iﬂn (B\T(x‘ﬁ < (elx) » donde 1 es una transformacién suficien
te y diferenciable de S en $*, esto es, T(x) es suficiente para

e , conxes.

Sean y‘f dos \'(ariab}'es aleatorias independientes con densidades

? (xle) 4 ?1(1—\& respectivamente, tales que P(:ch‘\e,gb)='\Jl[1\e)%[q\g5). |

Sén T la familia de densidades ?t[:(\e} s 9e®', yﬁa de ?qu\ 93) .

'554.@_7_ y seanT\i‘{LIa familia de densidades de Ta forma Ptii“n\exﬁl’]

con 'ge,@\ y ¢5®1 . Se dird que una inversidn es producto direc-

to invariante (direct product invariént) Si

D (e, ma) e« ¥y (o1 0 (gl

- . N - » . » ’ *
Sea ee® y considérese a Ta familia ¥ de densidades ?[:(\e]y ¥ la
de densidades P‘hl,ﬁ,xm\e] donde 7’“',-_--- ,Iim son variables aleato-
rias independientes con la misma distribucién. Una 1'nvefs1'6n " es

. A .
repeticifn invariante {repetition invariant) si

?f" (el%, ..., am ) o oy, - ,@\e\ ?ELQ\L)

£0



Algunos comentarios se hacen necesarios:

ta primera propiedad de invarianza 1o que asegura es que la informacidn -
que sobre & proporciona L , es Ta misma que T(L\ . Mientras que la segun

. i . . . =% . o
da dice que las distribuciones finales para T y ¥ pueden ser identifica-

das por T(e}.

E1 tercer tipo de invarianza implica que dado T la distribuci6n final de
: A
. , - 3

€ es independiente de los valores de é&®. La cuarta propiedad es simi-

lar a la primera, sélo que no pide 'qu’e—i' sea una funcidn inyecti’va.
A partir de esto, pueden darse las siguientes &{—inlt-ionts:

.- Supﬁngase que ]\ es uné inversion kernel que determina una inversién -
que cumple con i, i1y iii. SmF una famﬂ-ia- de densidades P(—L\e\
'conee,@ sean (B, . yOz dos subconjuntos abiertos de ®.) considé-
rese una. transformacmn d]ferenc1al:1e N biyectwa l de Sen 5 y de@,

en @.)_tai que

PU‘(’L) T(e\} ?(“-\95 N xS , 0

Entonces, por (ii) y»(iii)fse sigue que

pf‘ite‘a\w)%g « (o) N 1s5 0c®,

y por {i)
P LTLB\\T{:) % © 'PF (Bl:q
= Je@5 5 00) T ecn Noe®, 0y



Toda densidad incial p que cumpla (1), para toda 1 como Ta considera

da, se le liamard densidad inicial relativamente invariante. .

IT.-Sea ¥ una familia de densidades P(—;\g} conxely ee @ .Supdngase que

II1.

T ‘es el conjunto de operadores biyectivos y diferenciables definidos

en S y en @ tales que

Pﬁm “9’) AN P(ﬂe\ N y e®

Es fdcilmente denosfrable queT define un grupc bajo la operacién pro
ducto entre funciones. Supfngase ademds que'l; es tal que existe una -
bi‘yecciénrentre 'L y@ qu'e define a Qn ﬁn’fco grupo en @ insomorfo a
'1. . Comd H) es localmente compacto pues Tllh 1o es, puede pensarse en
1a medida.izquierda y la medida derecha de Haar (1eft y right Haar -
measure, respectivamente) con respecto al grupo. {Choquet, 1976). Da-

do esto, se dice que P es una densidad inicial invariante 12;@1erda

{(left 1nvar1ant prior denSIty) si

PF(eo\ a(ee’ = DO | \49e‘ﬂe®

donde eg denota el pmducto de & y© en el grupo inducido - en@ por

»
T . Andlogamente, P es uha densidad.iniciai invar_ia_nte'derecha S

2 (eeléif'ﬁl G ¥ 6,8e@

Sea ¥ una familia . de dens1dades ?(ﬂe)con sl » donde ® es un sub

conjunto abierto de ., tales que
T

¥ \ 7(7‘19\ . existe €52, N xe$ ee@
Y t1enerr segundo momento finito, se. E{(a ‘ \032 ?(119\) k (o t8L-




_ Supéngase/que'Tl y 12 son dos transformaciones tales que exiéte’f uha'
transformacisn de S en S que cumpien con -
oV | \le
Plﬂ'ﬂ\e) = = ?L'L\e) e
ligg bse?LTtﬂ\';?] 5 \og, pde) Voe Vo,
T, |5 lose )] + T2 &5 log, pcriate] S o, ) \Jeeq%
donde e%d@Des el elemento un1tar1o del grupo y -ig denota una vec1n

dad de B,

Se dird entonces que ? es una densidad localmente invariante en '46%

5i : E

Q‘l (e) = . en

o o P T.(-T) S ;
es decir, a la solucidn de esta ecuaci6n se le 1lamard densidad ini-
cial localmente invariante. Implfcitamente se estd pidiendo que-ﬁz Ta
inversidn kernel que asigna la distribucién inicial P aF , sea tal-
que genere una inversidn (:)-restringida invariante, donde dg C GE)
es el abierto que se pide en la definicién. Hasta aqui, Ta cuposicion
de que {{(bbrbﬁﬂ_ P(ﬂ&ﬂ k{m r¢2 , no se ha utilizado. Esta suposi
cidn es necesaria en los casos en que no es posible encontrar T v Ti
tales que exista 1 que cﬁmp]a con las ecuaciones planteadas. En estas
situaciones se tiene 1

IV.- Sea S‘ %?“‘b}y 5?_ > zlos ?(ﬂ&] \195\150 Si existen |,y

Ti que cumplen con

T, (e6)) = B
T, (Ele) 4 TH(E) = E(52)




T (Elﬂ L E6T)
T el ¢ T2 () - E5S)

1 - (=1
L e (R esal) + T (e < €6)
entonces 1a solucifn es la ecuacifn (si existe)

o s |
5“6'\039 plet = - ES{::; con Ei)=o

es dnica y se Te 1lamard densidad inicial invariante Tocalmente asin-

tética. (asymptotically locally invariantBALI)

Con esto, se tiene la siguiente definicidn
S'e.a.@cﬁ\1 abierto y l]?{x\g\l.éé@\ una familia de densidades. Supdn-
gase que en ©=8,
\%e \o«je?ul8\\=o \i;_e'jh q
Rllb log, pcte) S \05& ?(x\e\lpg\bg oo logq ?u@k Vi,
Sea {3%\; I:a matr1zr1nversa de %E'(Oaae hﬁe ?QLeﬂﬁ . Ertonces la

:

densidad 1n1c1a1 ALT def7n1da en B8=3, es la solucidn (s1 existe)

de 1as ecuaciones:

@bei, \erjl?Le\ = 11 llbebe,e 09, P[ﬂ.e\ 03& ?(ﬂe i 3*3 \Q{P&S‘R
La obtencifn de d1str1buc1ones¢de referencia por estos metodos nc siempre
es posible, ya seﬁ porque el método no estd definido para la familia bor
ho cumplir &sta con 1as hipétésis, o bien porque el método no 1leva a una

distribucidén inicial. Aparentemente todos 1os métodos funcionan inicamen-



te cuando la densidad es normal, y el Gnico gue parece funcionar en todogn
lTos casos es el de las distribuciones ALI, para tas cuales Hartigan (1964)
comenta que este método es bueno en el sentido de que estas distribuciones
* cumplen coﬁ las propiedades de Tnvarianza para las inversiones. Por otro
lado, 1a regla de Jeffreys da distribuciones de referencia que también
cumb1eﬁ dichas propiedades, por lo que Hartigan (1964) la ?onsidefa bdéﬁé
también, auncue los métodos no dan 1as mismas distribuciones para las mis
mas familias. En un articulo posterior, Hartigan (1965) menciona qué si -
56@ s L@{ﬂ,a\ es la >func1'6'n de pérdida para la decisi()n. o‘\f:L) , y define

a 4l insesgada en promedio (unbiased in the mean) si

E) Ldmerlen] 7 B Wdea o) Vo5, oR

entonces, puede demostrar que su método da distribuciones iniciales que -

minimizan asintdticamente el sesgo de 4 -

Sin embargo, si se tiene en cuenta la complejidad de obtener una densidad

ALI, puede pensarse que las densidades obtenidas por la regla de Jeffreys

son mejores en el sentido practico.

Hartigan (1964) muestra que si?ﬁfﬂgﬁ es una densidad obtenida mediante
la regla de Jeffreys, entonces
: dils
T = ]
p(He)) S5 = ko)

donde | es una transformacidn biyectiva y diferenciable de SenS y de

@D en GB) . Mientras que si ?uﬂ es una densidad ALI

O1(® '
pIe) 55~ cp@ | R




Esto es, la densidad de Jeffreys es invariante por la izquierda y la AL

es relativamente invariante.

‘Dado que toda densidad invariante por la izquierda (o por la derecha) es
relativamente invariante, el resultado de Hartigan {(1964) ho hace mas que

| generalizar la regla de Jeffreys.

Stone (1965,1970)*justifica eljuso.de densidades re]étivamente invarian -
tes camo distribuciones de referencia, mostrandoc que §i F}(QlX} es una
distribucion final de referencia - la obtenida mediante el teorema de Ba-
yes usando una distribucitn inicial de referencia - entonces, existe una

sucesitn de densidades iniciales que cumplen con

?L &Y= ¢ /g?w\ ds(ey \lee@; ,i_eﬂ

con @;_ compacto '\Jieﬂ , ¥ que convergen en p.robabﬂid.ad a P(g\i_), si.
y sdlo sT Pui}es invariante por la. derecha, donde ¥ es la medida dere -
.cha de Haar con respecto a la cual P@E) se define, y‘g\EL&n—éi&ﬁﬂ\AG&ﬁ+o
. | uniformemente en cualquier éubéonjunto ccmpag—
_to de ', donde ‘5(':?' |
En el caso én que(ED =i2\y Ta?ﬁedida dominante que se utiliza es la medi
da dé Lebesque, puede mostrarie que invarianza por la derecha e 1nfariag _

za por la izquierda son conceptoé equivalentes (Halmos, 1574).




Esto significa que la densidad obtenida a partir de la regla de Jeffreys |
puede ser justificada, en estos casos, por el argumento de Stone, lo cual

es un-punto a favor de su uso.

Yillegas (1971) obtiene un fesulfado similar. Demuestra que si el grupo -
de transfonnacioﬁes posee s6lo una medida invariante de Haar, entdncés*eé_,
ta medida debe ser utilizada para expresar ignorancia. La justificacién -
de este hecho, 1o hace mediante- consideraciones de invarianza y supdniendo

que el grupo sdlo consta de transformaciones lineales.




ITI.5 NOVICK Y HALL

- Como se menciond en II.2, existen diferentes formas de asignar distribu -
ciones iniciales que representen las creencias del tomador de decisiones.

Una de ellas .es mediante el uso de distribuciones conjugadas, conceptc que

-

fué introducido formalmente por Barnard (1954) y usado ampliamente por -

Raiff & Schlaifer (1961}.

Movick & Hall (1965) desarrolian un método para encontrar distribuciones
de-referencié utilizando distribuciones conjugadasAZ? (concepto qﬁe se de -
finird mds adelante) e interpretando a las distribﬁciones propias {en 1as
gue la funcidn integra uno) como aquellas que permiten hacer inferencia y
prediccién, mientras que ias distribuciones imﬁropias no 1o penniten.'En-
tonces especificando que cbservaciones son necesarias minimamente para -
~permitir inferencia, una caracterizacisn de ignorancia puede ser posib]e.
Esta idea sera explicada mas adéiante en forma detallada, pero antes es -
necesario considerar algunas definiciones y sus consecuencias colaterales

en el problema de las distribuciones de referencia.

Se dird que P&ﬂleﬁ&@, es una dé@sidad conjugada natural (Matural Cdnjugate
Density, NCD) relativa a la muéstra Hi““_jxnh S PuaeL ?Lin\éjqaﬁﬂdonde

22.- Bernardo (1979) menciona que Haldane (1948) también utiliza distribu
ciones conjugadas para encontrar reglas de indiferencia, desgraciada
mente no pudo conseguirse ese trabajo. '

A,



.:?{B\é\;denota Ta funcidn de verosimilitud de Ta muestra.

tjjhatc.lef]as"- ;ﬁropiedades més 1'mportantelsde' las MCD es qﬁe son ceffadas bajo
e1 muestreo es dec1r si P(g} es NCD entonces P(elx también lo es; he -
cho facﬂmente demostrab]e a part1r de la deﬁmcwn de F(em (Raiffa &

115ch1a1fer,1951) R e

- Esta de-_ﬁnicién generaliza la dada por Raiffa & Schlaifer, pues no necesa
: riamente la funcidn debe integrar uno, ni tampoco es requerida la existen

cia de una:estadisﬁca suficiente para g(:@.

. Definase. ahora'para-cada familia de distribuciones a (o como el conjunto

" de densidades ?Lg\lee® tales que
O] lpuueﬂ o febl) i .

::i{f.Eﬁta ;famﬂia Cg consta d;a NCD e-n“ .1 as que muestras "fraccionales™ pueden ;
ser cohs_ideradas'.asi 'como'_también_muestras "negativas". Las primeras son
ﬁtﬂe's mateméticamente pdr ejemph_a' en el sentido de que puede hacerse -
tender a cero eI tamano de mustra y obtener la distribucién un?forme COmo

11m1te de una sucesxon de denSTdades MCD. Las segundas, pueden ser vis -

tas como supresién de 1nformacwn Es sencillo mostrar que si F(e\ e,(,e
" entonces P(d eﬁe C¢@ s1empre que 9! sea diferenciable y su derivada sea

proporc1ona1 a alguna veros1m111tud




e

;buc1on ‘de referencia”
-obtenidas con la minima muestra necesaria.

esta funcmn %s 1mprop1a en = y e= e, pues

. S e'?Q_“ S . \% é o \ \ \«)e- Q:on AB

- e .
y'si:@e<o 0 o= 1a integral no converge.

>

Con estds conceptos Nov1ck y HaIT establecen la siguiente regla de indife
renc1a.”“Para cada d1str1buc1on P ‘definida en @D y para cada punto extre-
mb_e-a@D de P s es dec1r puntos en los que Ta distribucidn es 1mprop1a,23
‘geﬁerar una part1c1on en dos conJuntos Se% ¥ 5@; de] espacio muestral.
fRechazar como - pos:b]e d1str1buc1on de referencia aque]la que comb1nada
-con una muestra de 5@% (SQA no 1leve a una distribucion final proo1a T

(1mpropla 'dee[) Toda d1str1buc1on no e11m1nada es una posible d1str1

En otras palabras,”la regla de indiferencia establece el uso de distribu-

'*l_cioneslinicia1es impropias que 1leven a distribuciones finales propias

Como ‘ejemplo, supongase que X t1ene una densidad exponenc1a1 con media & ,

N *esto es P(’L\@ e QHB si xe’l u‘ee&_y cero en otro caso. Es facil ver que

'se cons1dera a ?Uﬂ ) como pos1b]e d1str1buc1on de referenc1a, esta es
1mprop1a en e—o y /T por 10 que para esta d1str1buc1on sdlo hay que -

' cons1derar dos part1c1ones.§n So y So Swo en ias que 5@ Y Seo conkie

o o < _
_.23.:-_\-Entendiendo_ _J'Jupropiaén ®, si j ?{_a’}db ‘diverge, con ce@.




o nen un1camente muestras de tamano pos1t1vo (aungue sean fracc10na1es), -
.j' \
m1entras que : y Sq) cont1enen no pos1t1vqs (esto es negativas y la -

nula) ya que s1 X es ‘una observacitn se tiene
?KG\!\* ————’—5 = el '®
®©

Ahora barq jqﬁtjficar el uso de 9(53=E;l se utilizan familias conjﬁgadas.

| flSupéngase' ?(axe(g',_ 'entonces ple)ec S Que con a,helR , por definicisn
~de CgIEntonceéfﬁu' | |

P(B\"\“- oy (5-73/9

"%_g _'- para que~fmﬂ!\ sea propia se debe tener que Q¢+ .y b$0O y para que la -

_distribucfén'inicia1 se impropia en B2 oo , b%0 Yy G%-1, por 1o que Tos
“Lifun1cos valores pos1b1es son a——L ¥y b:0, de donde iadistribucién de re
Tijferenc1a esta dada por Pt@) N
?7LE]:uso'de famiTiasfde diStribuciones conjugadas, permite encontrar una -
;;ﬂ;un1ca d1str1buc10n que cump]e con ]a regla de indiferencia de Vov1ck y -

-ﬁyHall, esto no s1gn1f1ca que sea la Unica forma de hacerlo. . 7

”~En 1969,,Nov1ck extiende la regla al caso multivariado y establece mas -
;_;7c1aramente la idea or1g1na1 Para el caso de un parametro rea] la regla

Zpuede resum1rse de la s1gu1ente manera:



Dada una fam111a conjugada Cg con paramteros (n,x) 4, en donde n es el
tamano de muestra de 1a var1ab1e'ﬁ la distribucién de referencia es aqug

la e_n'_qge (n,x\; {n'-),‘ es d_ecn* en la quenowtiene informacidon muestral ini -

e =

Por eaemplo, sigy es el parametro de una Bernoulli, la ver051m111tud es

ng\ PR (- S

y 1a fam111a conJugada asocuada es la familia Beta (Raiffa & Schlaifer,

1961) 24 \-m-’i—l '
. (-8 - *
?Le\er._-i————— ton 26 R me®
. E)(._%:m‘?:). : »
_s_i E"fﬁ o ..) ple) o 5" (-8)' - serd la distribucitn de referencia, pues

j;eszimprppia y 1tleva a una distribucién final propia.

'-;Para‘e1 caso de varios parémetros el procedimiento es similar, basta espe

c1f1car una d1str1buc1on congunta conjugada natural, la cual Tleva a dis- = .

tr1buc1ones de reietancux -en el sentido mencionado por Nov1ck v dall -

(1965)- en 1os va]ores nulos

' Ra1ffa y Sch1a1fer 11961) y De ﬁroot (1970) tratan este proced1m1ento pa- : "%
"ra encontrar d1str1buc1ones de referenc1a, pero no en. forma tan genera] -
cmo Nov1ck Y Ha]I'(1965) y N0v7ck(1969 . Por otro 1lado, hay que hacer no-

_;[ tar que 1as d1str1buc1ones de referencia obtenidas mediante el método tra

:_’tado en esta seccidn son un1casso1oen e] caso de que pertenezcan a (g -

24 - Recuerdese que la def1n1c1on de NCD es relativa a la muestra. ' k

Q
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TI1.6 JAYNES

__Partiendo de 1a.premisa de que en dos problmeas en los que se tenga la -
= misma 1nfonnac16n.ihicia];-debeh.asignarse probabilidades iniciales igua-
1f11es,.Jaynes (1968) desarrolla un método para encontrar distribuciones de
.referénéia Este metodo obt1ene ]as mismas distribuciones de referenc1a -f_u

-;l:*que se encuentran med1ante 1a reg]a de Jeffreys -al menos en los casos -

agmas comunes- y Justifica el uso de P[Sﬁﬂﬁdl como distribucidn de referen

~cia en e1 caso normal.

Como ejemplo del funcionamiento del método, supdngase gue se tiene la.si-

guiente densidad continua

PU\QIW\'- '3(2%‘-_8' %1 con o0&l Y CI‘E:Q*,

'Si se requiere hacer inferencias sohre ® y ¢ es necesario especificar -

‘una densidad inicial, PQG,G\. S1 ademés lo Unico gue se sabe sob™> & yo

es que son parametros de localizacitn y de escala respectivamente, se de-

_sea que Pleg) sea una distribucidn de referencia.

Si un cambic en la escala o eh?]a localizacidn hace aparecer distinto el
“problema, significaria que se conoce algo sobre & y €, por To que debe -
" tenerse gue

. ’ . . -\.
&= By - Y T=br, con deRy ge®R 25
- pata que & shodo de wnodmicato m cam biz.

'+ 25.- Este tipo de invarianza habia sido dado por Jeffreyes (1946) aunque

no en foma tan clara. Debido a eso, es que este ejemplo fué inclui
do. ' -




) 9‘((&',6'} e \a c\lsjrﬂbocién'midol & e‘ulq-" Aq& o cambic do mriob\a e ngl
¢16,8) 2 10,206 ot blen,si st duston haces inprencis sobe &'47 e avecds gl
plamisa ostobleade, o) t}r'mdfio &\a‘u@n,éahuaﬁ tentrsy awe ?\Le‘,s’\t ple d éoq
de Ployai= f(B+a, bT)

cuya solucién general es |
< .

por 10 gque la distribucidon de referencia conjunta para & y ¥ es

~ 0(e,5) o O

Esta distribucién se habia yé'encontrado mediante la regla de Jeffreys,
sdlo gue ese caso se habia supuesto independencia y Ta reg1a se aplicaba
por separado a cada parametro, cosa que en este caso no se hace, por lo
que puedé decirse que este método justifica el uso de‘xpﬂ\dAf‘para el ca
so normal. En general, en los modelos de regresidn, pﬁede mostrarse que
la distribucién de referencia para los parémetros del modelo és proporcio

nal a g~

E1 método de Jaynes (1968) puede ser exprésado de la siguiente manera:

Para expresar 1o que se entiende Eor "ignorancia” es preciso estéb1ecer

un conjunio de transfonnaﬁionés,que 1leven un problema-a otro equivalente,
y la premisa de consistencia.méhcionada en el inicio de la seccidn, impon

dra restricciones sobre la forma que deberd tener la distribucidn inicial

de referencia.

Como comentaric final, muchos autores adjudican a Jaynes el uso de teoria




de Ja informacidn para encontrar distribuciones de referencia; sin embar;
go esto es erroneo, pues'e1.concepto de entropia maxima que utiliza pafa
encontrar distribuciones iniciales, parte del hecho de que es necesario
tener cierta infonnacién.inicia]. E1 concepto de maxima entropia 1o que
hace es encontrar distribuciones iniciales que expresen esta informacidn

y no contradiga informacidn. futura.

Como Jaynes menciona es necesario resolver primerc el problema de "igno -
rancia completa", para después'utilizar el principio de entropia maxima.

{Jaynes, 1968 p 236, 1978 p 21).

Otro autor que utiliza el principioc de invarianza que usa Jayhes, es Vi -
1legas {1977a, 1977b). En el primer articu]o considera sélo el caso de la
asighacién de distribucionei de referencia péra los pafémetros de la dis-
tribucion Normal. La diferedlia en las distribuciones de referencia que -

obtienen, es que mientras Jaynes (1968) utiliza las transformaciones
8= 046 -y T= To Y ¥-8= b(x-8)

Yillegas {(1977a) usa
S.osbe, d=bs o (K-8lfg = (x-elfs
To qué 1leva a que-Ja distribd@ién de referencia encontrada por Jayhes sea
pledle o™ -
y la encontrada por Villegas

olp,a) o &t



Sin embargo, Villegas menciona que si ® y § son considerados independien-
tes, entonces el procedimiento se utiliza para cada pardmetro, resultando

- que

P(e,«\ec. gt |

Este razonamiento es similar al hecho por Jeffreys (194%) y el cual se vid
no era nuy convincente. Por otro lado, las transformaciones dadas por Jay-
nes son mds "naturales" que las de Villegas, si se toma en cuenta que ©

es un pardmetro de localizacion y § de precisién.

En el segudo articulo {1977b), Villegas trabaja el proceso Risson y el o
delo MultinomiaT. En el primerg, la transformacidn que propone es la mis-

ma que Jaynes y por tanto‘obtiene la misma distribucién de referencia,

pL&) w &' . En el segundo modelo, encuentra condiciones que la distribu
cign inicial de referentia debe de cumplir y encuentra que debc de ser

. 1 ) T . 3 -
Pl T e El-ﬁf , en donde T, es la probabilidad de 1a

clase L .

.': . N N .
Para encontrar esta distribucidn, establece el siguiente principio que de
be ser cumplido por las distribuciones de referencia definidas para mis -

de un pérémétro.'El principio es 1lamado Principio de Compatibilidad.

-Se dird que la distribucidn f&)para el pardmetro { , es compatible con




PU“?\ { A}p pardmetros) si Yas inferencias que sobre £ se hagan son las
misnas usando . ?{&\ y el modelo marginal y usando ?(q,(s) y el modelo compie
to y.haciendo inferencias marginales. Esto es, el proceso de marginaliza-

cién puede ser hecho antes o después de encontrar la distribucién final -

sin alterar las inferencias.

Esto intuitivamente parece obvio, sin embargo se verd en el proximo capitu

lo, como el procesc de marginalizacidn crea problemas.




IT1.7 BOX Y TIAD

Como se menciond anteriormente, algunos autores denominan a las distribu-
ciones de referencia como "distribuciones que dejan hablar a los datos”.

El ﬁétodo que.broponen Box y Tiaoc (1973, sec. 1.3), justifica de alguna -
manera esta expresion. Este método propone el uso-de "distribucfonesi --
impropias localmente uniformes”, en el sentido de que representaran el -
comportamiento local de 1la diétribucién inicial en la regidn en que la ve
rosimilitud es apreciable, pero no sobre todo el rango admisible. En gene
ral, se utilizaréan distribuciones iniciales que no varien mucho dentro de
la regifn en donde la verosimilitud es apreciabie y que no.tome valores -
grandes fuera de esta reégién. A partir de esta idea, Box y Tiao (1973} -
presentan un argumento para SeIecciqnar una métrica particular en térmi -
nos_de la cual, una distribucidén inicial localmente uniforme, pueda ser -
considerada como de referencia y que sea invariante ante transformaciones

unc a uno de 1os pardmetros. E1 planteamiento general del métod~ es el si

'guiente

Supéngasé que geﬁk_y que exiéte una transformacién ¢ uho a uno de & ta]T&I
en términos de $ que la verosf%i1itud correspondiente a & sea trasladada
por los datos {data franslated); Este quieré décir que la verosimilitud
para ¢{$) esta completamente determinada a Eriori, salvo por su pardme-

tro de ]oca]izacién que depend2rd de los datos que van a obtenerse. Mate

mdticamente, FUAe).es trasladada por 1os datos, en tefminos de ¢ , si -



~ puede expresarse como
plxiel = 65 (#a(e b))
donde ﬁ es u'na funcidn conocida e independiente de Kykr es una funcidn

sdlo de X

A = .

De esta forma, un estado de indiferencia puede ser expresado asociand5 una
distribucion umforme para ;ﬁ(e\ , esto es P(;ﬁ(c]) e r}re de donde por el
tecrema de camb1o de var1ab1e, una distribucién de referencia para 6 se -

obtiene mediante la relacidn

?(e\ o ]%—%1

Sin embargo,_no siempre es posible encontrar una transformacién gﬁ tal -
que Tﬂﬂe} sea una verosimilitud tras]adada'pof los datos; pero en estos -
€asos es factible una transformacidn que aproximadamente 1leve a ?[X\e)
a una verosimilitud trasladada por los datos. Este procedimiep*s se pre

senta a continuacion:

.Supéngasé que Ai,...,%qeS una muestra aleatorla de una distribucién -~ -
ﬁ;kﬂ. Si esta d1str1buc10n cump]e con c1ertas condiciones de regulari -
dad, puede mostrarse (Johnson 1967, 1970) que cuando n crece, la verosi-
militud ﬁ}kﬂ es aproximadamente normal y transformacibﬁes uno a uno tam -

bién 1o son.




A T ’
© Ahora, sea B el estimador maximo verosimil de & , desarrollandc en se -
ries de Tayior 103,_ Q(Xleh alrededor de 8 y considerando s6lo términos de

orden menor o igual a dos se tiene

kocﬁ ?(119\—.- ?(1\9\ k \“5 Pul })e (e-6) + L L cg?(xle}) A\’L

dlo
. pero como e es el estimador maximo verosimﬂ de &, ( 5"'?[""0}3

de donde

\%e?{x\s}i \oﬂe ?(;.t'é\ 1 \E (i\ogzew\\g (o2)"

bog, joxe) = o, posi) - 5 2 (e- o (- ‘91-\?;2?(159’)5, ()

Considérese el '}ogéritmo de Ta densidad normal

\ege g(x\wz\z Che - J— (x—-tﬂ S A
- o
Denotando con ]{e\ o ( 1‘0&?358) ) , comparando- (1) y (2) ¥
‘usando el hecho de que Pu\e) se aproxnna a una normal cuando Ncrece,

es natura] pensar que la desviacién estindar de P[)L\e]es

SIRRICY

26.- Suponiendo que 3('5\ es s6lo funcién de & , lo cual es valido si
?Lx\eﬁ . es de la familia exponencial,



'Supéngaée ghora que ¢1 es'una:transformacién uno a uno de é , enton-
- ces 2|
0 :
S(qé\ b =% Lf’“\f—m) -w (e \035?“‘9‘),\ .
| - o (?é-)g
‘—“—?'J - e\/d,g

Si ¢ es tal que

/\%"ilg = 3 * (5\

A

A -
ntonces:](é\ serd independiente de ¢

i
pves T e T T (8=
1o que 1mp11ca que 'S(Meccxfﬂ de donde |
log, plg) = oy, px13) - § (44
To que s1gn1f1ca que la verosimilitud sera aproximadamente "trasladada -
~ por Tos datos" en témminos de ¢ . De aquf que una métrica para la cual una
distribucidn {nicié1 Jocalmente uniforme sirva como distribucién de refe-

rencia, puede ser obtenida de

4 % t
:ﬁé « 3 7le o blen ?ﬂ eC S ()

1o que a Su vez implica que una distribucidn de referencia para B es
db1 . <h
?(e\c._\—i\eﬁ; 3 (e)
de |7

. . —_ . :
Este procedimiento s6lo es vdlido si 3(63 .es funcidn de & Gnicamente,
en caso de que esto no sea ciertp, Box & Tiao (1973) proponen como método

a]ternétivo a la regla de Jeffreys. De hecho, puede mostrarse gue en el




caso de Ta familia exponencia1f$m.]os dos métodos coinciden y por lo tan:
to las mismas distribuciones de réferencia son obtenidas en esos casos.
Por otro lado, el método propuesto por Box & Tiao puede extenderse al ca-
S0 en que éeﬁ?, definiendo a la‘verosimilitud trasladada por-1os détos

en t&minos de una transfomaciﬁnlé uno a unc de @“ en @\ncorno

ple) = g (¢ -4}

donde ¢ es una funcidén independiente de % en ﬁl y % es una funcidn de --

n ] ) .
iz\ en iﬁ gue depende de X inicamente. De esta forma, una distribucién de
referencia para @ es encontrada a partir de

ple) e 13}

donde-lﬁ\ es el valor absoluto del Jjacobiano de ta transformacién.

Sin embargo esta regla para el caso multivariado tiene los mismos proble
mas que la regla de Jeffreys para estos casos, por 1o gue no es adecuado

SuU uso.



111.8 PICCINATO

Yarios autores han deéarro]lado.métodos para encontrar distribuciones de
referencia, basdndose en Wa.ideé de gque la "no informacidn" signifjca que
el conocimiento final depende Gnicamente de la informacion muestral y que
las opinione§ iniciales no influyen en 1a obtencidén de la disfribuciéﬁ.fi

nal {Novick & Mall, 1965; Novick, 1969; Box & Tiao, 1973).

E1 método que desarrolla Piccinato (1973) parte de la misma premisa y pre
senta ciertas'ana1ogias con el método de Novick & Hall (1975). El precedi
miento se basa en la existencia de una funiconal (Q tal que (E[,? Uﬁ‘,eﬂ:é ,
y de aqui encontrar una diétribucién'inicia1 tal que 1a_distr1buc16h fi -
ha? derivada de ella, tenga como "punto ;epresentativo“ (concepto que se
definird posteriormente) a LQQ%\ en donde P, es la distribucidn empiri-
ca de una muestra aleatoria de g@ﬂdl E1 método es el siguiéhte':

Sea F:ll P(Mg\ 'Jge,@‘l y sea N fn una muestra aleatoria de unma fun
“cibn PQJF . Para esta mue;tra aleatoria pﬁede cqhstruirse Ta distribu
- €i6n empirica fk , la cual coﬁvergé unifonmementelen probabi]idad“a §)27.
- Debido a ésto, ?“ puede ser cdésiderada, en cierto sentido, como uh esti—

mador de P - DenGtese con ?3'a1 conjunto que contiene tanto a¥t como a -

27.- Teorema de Glivenko-Cantelli. Véase por ejemplo Ash (1972) p 358




la clase de distribuciones empiricas asociadas a muestras aleatorias de -

elementos de T . Supéngase que existe una funciona](Q:?D—b ® , esto es
v (?me\) =6 y ¥y & (?ﬂ(x)\= ¢

Ya que Fnbd existe independientemente de cualquier informacidn inicial,

©¢ puede ser considerado como- un estimador de & , y es obtenido sélo -

con la informacidn muestral.

Sea (? el conjunto de distribuciones iniciales definidas en C:) y consi-

dérese a Ta funcién L{e,?,x\ con ee(j ; ?e? y_XeT.; que expiicaré_1a pér

dida en que se incurre si se utiliza a © en la representacidn de Iagdﬁs-

tribucién final derivada de p y Tos dates X . Si existe g8 I
LB, 0.0) ¢ 16,04 Nee®

se dir§ que B, es un "punto representativo” de ?(elx\ . Esto es, un -

“punto representativo” minimiza la pérdida definida por 'L(e,?,x) .

Con estos conceptos, Piccinato (1973) define a una distribucidn de refe -
rencia como aquella que cumple con
i | ara todo conjunto de datos
8=, o P J | Kek

'y

Es decir,ﬁjeP es una distrib&ciﬁn de referencia si el punto representati
. ’ L = L » ] b - . - d ., : = -l . . )
vo de la distribucién final obtenida a partir de T% es igual a LQG%E

y esta relacidn se cumple para toda xe¥




Esta distribucién generard entonces, una distribucién final que sélo de -

pende de la informacién X .

En Tos ejemplos que Piccinato desarrolla en su exposicién, la funcién de

pérdida_\ib,%x)es alguna de las dos siguientes’

LUJ??\ é\)\e-'f\ ?Le\x\ , te 8

Yy _
UJ‘E’;K\:\* S plelidg , ¢ R elo}

'Si en la primera se hace ¢=}, el punto representativo es la mediana; si
T=11a media es el punto que minimiza tiIJ?}K]. Mientras que si d=oen

la segunda, el punto representativo resulta ser la moda.

Esto no significa que dichas funciones deban ser'usadas siempre, pues la
e]eccién de (T ﬁ \ dependerd de Ja persona que estudie el proplema; sin
,eubargo, el uso de estas funciones facilita en muchos casos el prob]ema

y dan resyltados satisfactorios.

Por otro lado, para calcular ECT{?;XE se necesita conocer la forma ana-
litica de ?@ﬂx\, de aqui que usar distribuciones que sean conjugadas ayu
dard en la resolucién del problema. Como ejemplo del usc del métode, se -

tomara unc del articulo original de Piccinato (1973).

2%




Supéngase que Ai,...,Xn es una muestra aleatoria de una distribucién Poi-
sson, con pardmetro & . Se sabe gue la familia conjugada asociada es la

Gama- (De Groot, 1970). Entonces

&
Yoopulet =2 B
por 1o que ( ) _
~o a1k .
?[8\1} ='h Q-.S ‘ - eb*.:xt L
Si LQL?U»\B\).: \"?{Ae\clx entonces -

| S =X Y & =F’l%q"-"- X
de-donde &, < o, =S 'LzP—'— o , de aqui resulta qi_;e_e-]a distribucidn de
referencia parae es
| pledec &7 -
Si ‘Q es tal que 8, es la moda, esto. es
o S\ Ii.;+[3><l
Oc= L&%‘f—i— sioprlnT L
n S
entonces 430, B=l & opeer , por lo que
| ?Le\ o« c_on_sta>nte.'

Finalmente, si QLT\ es la var'}:anza', la condicidon & =6, lleva a la ecua -

cién Do a @@1_ '(5_5,-17&1
'7\1*1‘_' R .&kn

la cual no dd condiciones sobre A4 'que sean independientes de Tos da -

tos experimentales, y por tantc no puede encontrarse una distribucidon de

%6




referencia.

En resumen, la forma de la distribucidn inicial de referencia, dependerd
de que punto se®) es considerado como "representativo" para ?(31;), to -
cual a su vez dependerd de que LLaJF!‘x\ es usada para representar las pér

didas.

En un artfculo posterior, Piccinato (1978), desarrolla otro método similar
al presentado, con la diferencia de que se basa en el probiema de prediccidn

y no en el de estimacién.
£l problema de prediccién'qbeda planteado como sigue

Dado un oel , se observa Xe® de acuerdo a ?[1[0) y se desea predecir
4e Y que estd regida por bqie) , en donde se supone que plxdlel= E!(MBI?NB\_ __
- A partir de esto, la distribucjén predictiva de 4 dado que se qbcervé-?(

estd dada por |
- :__'?U{\x\‘ :‘ Plate) 9 (s1) do -

Ahora se define a una transfortacicn Q;'11¥.4,§?okok , que medird la -
"distancia" entre puntos de % y elementos de ¥ . Esta transformacién es -
similar a \.L@, ?,)n\ aunque con distinto significado, pues Piccinato (1978)

menciona que dos formas obvias de Q son

a1




| L ~
Q(&, p) = H 1%- x| plrierdx e @jl?e’i "‘.?6#
R |

Y @gﬁﬁzL.?(&h$x$%Hﬁe\'heﬁlh\je%%F%;'

Andlogo al caso anterior, se dice que 3061 es un “punto representativo"

de ?mfa) con respecto a ¢ si

R

Por otro Tado se dird que ll?(.qt'b\ . Xe ﬁ] es una familia conservativa

con_'respecto a Y s si_g es un punto representativo de ﬂt{iﬁ) , esto - -

e, st N8 aeX Q(f uis)) € (1, puule)

Finaimente, se define a una distribucién de referencia, como aquella que

genera una distribucidn predictiva-conservativa (con respecto a Y.

Dada esta definicién, al usar.‘{ﬁ, ‘f(”d'!\) como distancia, el punto repre -
sentativo (si _h:ﬂ resulta ser la esperanza condicional de Y dado X , es-
td es '

3 4 (4lx) du = 3o

o b1en(h =o) 1a moda cond1c1ona‘ln, sT es que usan las expresiones dadas -

arriba para Q(g ?k“\li))

Nuevamente, para poder encontrar ?(Udﬂ €s necesario conocer la for'ma de

Lghq » por 1o que el usc de familias conjugadas es justificable. EI




procedimiento para encontrar ta distribucién de referencia es similar al
caso anterior, y de nuevo, la forma de f{e) dependera del punto represen

tativo elegido en %, lo que equivale a la eleccion de LQQE,T] .

La analogia con el método de Novick & Hall, radica en el uso de famﬁliqg)»_
conjugadas y en gue la distribucién de referenica es encontradé a parkir

de condiciones impuestas en los pardmetros iniciales y finales. Sin enba[;
- go la justiffcacién de cada métodd es distinta, pareciendo la de Novick &

Ha1T mas natural.

v lat




I11.9 DISTRIBUCIONES DE REFERENCIH_Y MEDIDAS DE_INFORHACIOH

E1 uso de medidas de informacién para encontrar distribuciones iniciaies
se ha extendido al caso de distribuciones de referencia. Como se recorda-

rd, Lindley (1956) def1n1o la medida de informacidn esperada por un expe-

L

rimento y a partir de ella encontro una justificacion a la regla de Je --
ffreys con estos argumentos (ver III.3). Posteriormente, Jaynes (1968) -
utiliza et concepto de entropfa méxiha para encontrar distribuciones ini-
ciales no conflictivas con los datos (III.6). Fundamentalmente, las medi—
das de informacién han sido'derivadas del trabajo de Shannon (1948) y jug

tificadas por Lindley (1956), Lee (1964}, Good (1966} y Bernardo {1979).

ta definicién mds utilizada, es 1a establecida por Lindley, y es la si -

guiente

La cantidad de'infdrmacjén que un experimento proporciona, cuar<o Pgﬂ es
el conocimiento inicial que se tiene sobre © 'y X es el resultaﬁo del ex-

perimento, estd dada por

[ESD Le'nd\og ?(emde (gﬂeﬁ\oa?(a\de

por lo que la cant1dad de 1nfonnac1on esperada es

ﬂ &@ ?tﬂ PL@\X\\%?({; ;\C\Q - 8 pled \cg?te



Dos de los (\js métedos que sé:presentarén en esta seccidn ée basan en es
ta definicidén y son debidos a Bernardo (1975,71979). ET tercero, debido a
Zeliner (1977), usa otra medfda de_infonﬁaci6n, aunque - es similar. La ana
logia de los tres casos es que dada una medida de informacién I, Ta dis -

tribucidn inicial de referencia serd aquella que maximiza I, en cierto -

conjunto f de distribuciones iniciales; la diferencia es el tipo de medi-

da de informacidn usada.

El primer método que se trataré seré el de Zellner y posteriormente los -

de Bernardo. Al final de la seccidn se compararan estos métodos.

Zellner (1977) considera 1arsiguiente medida de informacion:

i ple) loa plxieldv de - § Plet log nieyd
13@\??%? ‘ é@%pe

que es equ1va1ente a

'—3 S PU;%\ 03 M_&__ d¢ do

_ Dle
‘Esta medida difiere en la dada por Lindley {1956)en el uso de la funcidn
de.verosimi]itud en.]ugar de 1? distribucidén final, hecho gue no justifi-
ca muy cliaramente Zg]]nerl Siﬁieﬂbargo, a partir de esta medida, défine a
la distribucién de referencia Ebmo aquella que maximiza I y demuestra --

(Teorema 1, p2i3) que dicha distribucién estd dada por

ple) = 219.)1 iP(X\G\\O‘S ?(#\e\;ﬁxk




en donde C no es mds que una constante de normalizaci6n, esto es

¢ =

. é;*? | it log g a4

Antes de discutir las consecuencias de esta definicién, se verd el enfo -

que de Bernardo, para'asi discufjrlos juntos y compararlcs.

El desarrollo presentado en Bernardo (1975) es generalizado en un trabajo
posterior {Bernardo, 1979) y serd esta ggnera1izacién la que se presente,

puesto que es mds clara y formaliza las ideas presentadas en 1975.

La medida de la cantidad de informacién'esperada proporcionada por un ex-
perimentc que utiliza Bernardo (1975, 19?9) es la establecida por Lindley

{1956) y esti dada por
I 1\@ ot plobe og ?te N da_& -

suponiendo gue Fuﬂ es el conocimiento inicial que se tiene sobre & &ED .

Sea Cel conjunto de distribucfones iniciales que sean compatibles con -
a .

cualquier conocimiento in1c1a1€que se estd dispuesto a considerar y dendte

se por L{n) q-la cantidad de %nformacién esperada proporcionada por T

repeticiones del experimento. Supbngase ademds que Coes compacto con res-

pecto a cualquier topologia en donde el Timite en distribucién tenga sen-

tido. Sea Qe@ o, entonce's ?La) es ,1a_distribuc1'6n-de referencia para

oL



e si -
?(elx\ o« plel Blxle) |

~ cuando PLQ\,Q = h;\;n pletx) ¥ f, (ol V. (6} f:{me) donde Pn(x)es el
maximo de I{nlen C | dne®™ | | o

En algunos casos, cuando ciertas condiciones de regularidad se dan,que ga
ranticen las operacignes realizadas, la obtencidn de la distribucién de -

referencia es mds sencilla, ya que

IU\\ - \ \@?h\ ?(Glx\\os'l?ggix\ éeé% - é;g[e\_\og ?Le\ APS
=y Ins ié@ O Ptxtel log plol de dx -gpae\ log pisrde
- L) g‘)?Le) U Plxle) \og ool dy. - \03 ?Le}) de
21 IU\\ = ?LS\L\\)%\?*A?U olxie) by 9ol c\x\\ log. ote\\de

Lo bygnds) ],
R )

entonces I‘U\\:E (o) \o(i)l
- ®

y eIrméx?'mo S 0,8\ & QF? [x\e\ \O‘j? (e\x) dx )

siempre y cuando n sea ¢grande 'ﬁ en donde (eh(\ es la distribucién fi-

nal asintdotica independiente de 1a inicial.

En el caso de la distribucién de referencia encontrada por Zellner, puede

demostrarse que es invariante ante transformaciones lineales de pardme -




tros de escala y de localizacion, hecho que es mds general en el segundo
caso, pues si}Q -es una transformacidn continua uno a uno de © , se tie
ne que

Pal®y e ugjk plxia) | g 9 " (4 \x\o\x\

= R [} porten by TS0 0" (obe) d)

donde \S\ es el jacobianc de 1a7transformac16r1; desarrollando el eXponenté

se 1lega a

‘EnN\ & Uy [ \ ?u\e \ocj P ol ax\ RYP L\og ?(}f-\e)()kj

AT X RN

Este résultado también es valido para la distribucién de referer.ia encon
trada por Zellner, aunque no lo_haga claro j s6lo justifique Tos casos en
que se tengan pardmetros delldcaTizacién y de escala. |

.-:
Zellner muestra que si & es un-pardmetro de Tocalizacién, la distribucién
de referencia asociada es uniférme; mientras que si se trata de una pard-

metre de escala, la distribucidn es proporcional a gf‘

En general, 1las distribuciones de referencia que cbtiene Zellner con este



método, coinciden con-las que se obtienen con la regla de Jeffreys, con
la diferencia de que en el caso Normal obtiene G'ken tugar de 1a de Je -

ffreys, §°

T g . . .
La definicion que da Zellner puede ser extendida al caso multivariado, de
hecho en la exposicion dada aqui, no se especificé 1a dimensién de & , -

b

To que hace general la presentacién.

- En el caso del trabajo de Bernardo, resultados similares son obtenidos, -
ademds demuestra que cuahdo las condiciones dé regularidad péra obtener -
normalidad son cumplidas y no existen parametros de ruido, la regla de Je
ffreys y su método coinciden. La demostracién no es ni por mucho sencilla,

por 1o que no se incluye.

La gran 11mitab16n de ambos métqdos, en el aspecto prdctico ai menos, es

la dificultad de calcular ciertas integra1es.que aparecen como +<sultado
del métddo, sin embargo, tanto Ze}]ner como Bernardo din diferentes'ejem—
plos, aunque, como es el caso de Zellner, no los desarroilan § bien el de

sarrollo supone matemiticas avanzadas.
e

4

En el siguiente capitulo se tratard mds el método de Bernardo, con refe -
rencia a los problemas que aparecen en el uso de distribuciones de refe -

rencia.

e o
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CAPITULO 1V

Se comentardn algunos de Tos problemas gue surgen con el uso de distribu-

ciones de referenc1a, en general cuando no son 1mprop1as, y var1as a1ter—

5

nativas de su so1uc1on seran mostradas.



I¥.1 PARADOJAS DE MARGINALIZACION

“Algunos autores cuestionan el usar de distribuciones de referencia impro-
pias en el andlisis estaqistico; pues han desarroliado algunos ejemplos -
que arrojan resultados incompatibles al usar distribuciones impropias. -
Las paradojas de marginalizacion son, tal vez, de las criticas méé fuéf.-
tes al uso de este tipo de distribuciones. Stone & Dawid {1972) y Déwid,—

Stone & Zidek (1973) han[generado'varios ejemplos en este sentido.
En general el problema de marginalizacidn puede resumirse én lo siguiente

Supdngase que eg@ es tal que &= (&,,-, en\ y considérese una trans-
formacidn de e} T(e\:{Le;ﬂ...5 GLQ Smhsn ; S1 se desean hacer infe-

rencias sobre &(éﬁikeg _)e;k)', habrd que ca]cu]ar la distribucidn fi-

Gag e

nal marginal. E1 problema aparece cuando estas inferencias se hacen basan

~dose sdlo en la informacion muestral y una distribucidn de refercncia im-

propia es usada.

E1 siguiente ejemplo, p]anteado en Stone & Dawid {1972}, ilustra la situa

cién anterior.

Supdngase que se tiene una muestra aleatoria tomada de una distribuci6n -
normal con media v y varianza Gl , desconocidas y que se desean hacer in

~ ferencias sobre &= tx}q , considerando s6lo 1a informacidn muestral.



La distribucion de referencia-més aceptada sobre tlu‘ § es P(t\xﬂ o (5'-\
(Jeffreys 1946, Jaynes 1968; Box & Tiao, 1973) Usando el teorema de Ba
yes, se encuentra facﬂmente
' > - () i 7
et e g hobt ]
de donde o '
' - {n4) - %
\‘3'\‘:\,6\115..;)1{1\ OC"G, 2K )1 bt \v ¥ .__L,—)
Si ©= P , Ta distribucion final en términos de el‘d es

. - T .
_ ?(G}G\K,-‘-,ﬁn)otm?lt Ye +-019-1_3L3 g
por lo que ' '

?(_Bli‘nl.,.lﬁn].'t(. Qx?ll—%ez} \0" 2%{3'1\"9- et IIC\G‘

' 1
haciendo gy \\% se tiene

»

?Le-lxa,-..',xn) .eL 2rp %*% ezk 3) W' ixg\few— {wﬂ} dw

con (x — ; 1o cual es una funcidn de r dnicamente.

Por otro lado, Stone & Dawid (1972) demuestran que la distribucién de ¢

| -depende tx y §-en funcién de & , y estd dada por
L ) (®
P(f\hﬂ =.?Lr\e\oc. oxp \-%Ee"} U- —-Y " B n-t u?{feuu- %_‘mikaw

por lo que para hacer inferenéias sobre 6 , habria que considerar una dis
tribucibn inicial para © y ccm;binar]a con ?U-\g) para obtener PLB\"] .Pe-
ro, consideradas como funcifn de e, ?(r\e} y ?Lelx,.',..‘JM\ no son proporcio

nales, por lo que no existe'ningUn_a distribucién inicial ?Le] que permita



legar a las mismas inferencias obtenidas a partir de P(e'.xn--;ﬂn).

En Dawid, Stone & Ridek /:(193."3) se .p1ant'ean mas ejemplos parecidos a &ste,
esto es, se tiene u.n parémetro 9 que es funcién de Tos paf‘émetros origina
les, sobre el que se desea hacer inferencias. Al calcular ?(QH” xnj)’
'se observa que_depende dnicamente de cierta funcidn de }’u, ‘An(generamen
te una Vestad?stica suficiente), cuya distribucién sélo depende de é_y gue

para la cual no existe distribucién inicial gue 1leve a Tas mismas conclu

siones.

, _ 4
Stone & Dawid (1972) mencionan que si en lugar de usar ?\Hlﬂ?ﬁg se usa
P(M-\d,cr'l la paradoja es evitada, To cual es evidente ya que
— .
n 2 LOG-w)s
Q‘ﬂP.ll'_z(tk“}d ~ ‘_—_&—T\ &

- an )\ g £ ')3'« &

2(;"-

- (2]

Po (T‘;T\Y"r" an] o §

por lo que ?D (G,ﬁ‘\?«n---)xnl e

L1
de donde ?d (eh‘u"".} 7‘"\ CL..QK? Il'% Gﬂ Sa w"” 2xp \ (o - %_"OZH dw

con W y ¥V definidas camo: antes, temendose que ﬁ](eh\“ , K)o ?U le) - con
STderadas como funicén de & Unicamente. Sm embargo, la squcmn que pro-

ponen resulta ser juna distribu::iﬁn impropia!

1]



Otra solucibn es dada por Bernérdo (1977, 1879) y se basa eﬁ el método

presentado en el capitulo anterior.

Supbngase gue 9:@9,&) y ? es el parametro de “interés. Stone (1958},

demostrd que si la distribucidn ﬁna] de & es asintéticamente-noma] con

- premsmn nhi(8) , con & el estmador miximo verosimil de s , entonces

TR = g, s )@?u;) log, i‘h o + o)

a part1r de 1o cual puede demodstrarse (Bernardo 1976) que si hle) cumpie
“con ‘\te\ 3(@\% - entonces la informacién desconocida para ¢ , se
max imiza para todo ?Lu.) \¥) cuando ?UM- ‘j‘.‘m De igual forma, suponien
do normahdad para ?UUWL,*;M\ con precisidn n\'\ (e\

y ho(o\ 9 (0] 4 (exl‘u)z! el miximo se alcanza cuando PLm\\p « Gelw)s

de forma que la distribucién inicial de referencia estara dada por

?UP:UJ\ < 3[‘91050 [,uo\

Para este caso especifico, se puede demostrar que la distribucidn final -
de n= (810\ es asintdticamente normal {Walker, 1969) con matriz de preci -
sidn nﬁ(ﬁ\ ,donde R es Ta matriz de informacién de Fisher, de donde 1la
distribucién asintdtica de @ es normal con precision

B \ :

G+ Y
y la de € condicionada a & también es normal con precisidn .
(1+8) gt

28.- La notacidn &\lw|se usa para cubrir el caso en que e:J‘q’u}Jg \
_ -
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de donde

2 -‘/z - -1'
(el = (1+ %\ 4 Yolol=c
por Ib que las distribuciones de referencia son

}

| ?(e]»c(_(l;{_%z)‘l!z Y ?gw\e\m“
de &dﬁde : .

plee) s plorplatel ex 67 (1 & \ e
de aqui _ -

?Le\‘iu---;in) o L\ff{)-"}zﬁﬁ? )1‘ “’e{"} \J w 21p \ll Wt cow] duw
e

To cual es proporcicnal a PUWB\ evitando la paradoja.

Bernardo (1979) comenta que, aungue no tiene una demostracién, este méto-

do evita todas las paradojas de marginalizacidn.

edat



I¥.2 QOTROS PROBLEMAS

Las paradojas de marginalizacidén no son la fnica critica a las distribu -
ciones de referencia. AUn cuando se usan distribuciones propias, pueden -

| surgir dificultades. E1 siguiente problema fué planteado por Efron (1973}

y se basa en un articulo de Stein (1959).

Supbngase que e“sgzs"‘ ©,o 90N pardmetros desconocidos y que se tienen

5
observaciones independientes Kﬁlﬁ,hjxum tales que Yiaapi(ei}{). Supdngase
ademds, que quiere éxpresarse un "conocimiento vago” sobre las é%s , 10 |
cual se "logra" haciendo B, ~allog) con £= 0. Esta distribucidn es -
“casi" uniforme pero es propia. Considérese ahora a %::E?GE y supdnga-

=1

se que Iif = 200.

&
\rg
para toda ;e jﬁb . Ademds son Tndependientes, por 1o que la distribucidn

. _ : i1k .
La distribucidn final de &; es normal coh media T%E y varianza

final de § es una 73 no central con media aproximadamente igual a 300.
. - . ~
~ iEste resultado difiere del estimador insesgade de § = 100!

Este ejanplo, introduce un proﬁéema mas de fondo que se comentard en el §1
guiente capitulo, el comparar‘ﬁesu]tados bayesianos con resultados cldsi-

CoSs.

Una solucibn a este probla;§ 1a dd Bernardo (1979) quien menciona que lo




que debe hacerse es construir.una distribucitén de referencia para f ¥ no
usar la establecida para §,.-. ;800 (n6tese l1a retacidn con los problemas

de marginalizacion).

La mayoria de los problemas que resultan al usar distribuciones de refe -

rencia, surgen cuando se quieren comparar los resultados obtenidos con la

metdologia bayesiana con los obtenidos mediante métodos cidsicos.

Asi el problema de Fieller-Creasy {1954) referente a hacer inferencias $o
bre el cociente de dos medias normales, surge el comparar un intervaio de
confianza con un intervalo de alta densid%d, 1o cual no tiene sentido, -

pues parten de principioﬁ distintos, por mucho que numéricamente puedan

parecerse, ademds de que tienen significados distintos.

e
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CAPITULO V
CONCLUSIONES.

La finalidad de este trabajo_fué dar Qna revisién al problema de distri-
_buciones de referencia, reQisién'que no fué exhaustiva debido a los pro< "
biemas obvios de recolectar foda_la bibliografia del tema. Por otro tado
el nivel matematico usadc en miichos de los métodos,1imitd Ia exposicion-
mds de lo deseado, sin embargo.como una primera visita al problema, jo -.
hace 1nteresante; quedando como siguiente paso un estudio mas profundo -
que permita comparar todos fos métodos y hacer1es una critica mas fuerte
o bien, recalcar sus ventajas.

F1 usoc de distribuciones de referencia, como se menciond al principio, -
surge al mismo tiempo que Ta idea dé probabilidad subjetiva. En muchos -
€casos, Su usc es necesario ¢ conven%ente, sin embargo la razén mas impor-
tante, aparentemente, es buscar una reconciliacidn con la esfadistica -
clisica. Este es un punto muy éritiﬁab]e desde e1»puntg de visia baye -
siano pues por un lado existen autores que demuestran mediante ejemplos
‘la incoherencia de -los métodos clasicos y defienden 1a postura bayesia-
na, basandose en el hecho de que es un proced1m1ento coherente que no -
Tleva a contradicciones; mientras que por otro lado, otros autores jus-
tificaﬁ ¢iertas resultados ar§umentand0 qué medianté e?los, los resuita-
dos clasicos se “"recuperan”. Esto es incoherente, desde el punto de vis-

ta bayesiano incluso. Una explicacidn gue puede darse a este fenbmeno, -




si as1 puede llamérse]é, eé q&e en la practica, tos resu1tados clasicos
han funcionado y por tanto puede servir como experiencia. Sin embargo, -
debe de quedar claro que_e1 uso de distribuciones de referencia no es pa-
ra reproducir resultados c]ésicbs, sino que.deben?de ser utilizadas como

marcos de referencia en el andlisis estadistico: _
[ ] ) N o

Otro punto que debe de duedar claro y QUe en cierta forma es mencionado-
por Bernardo (1977) es gque no existe 1a distribucidn de referencia para -
‘un probliema especifico. La razén de &sto es que cada método define lo que
es"ignorancia” o "referencia" } a pértir-de.eso, encﬁentra una distribu-
cion de probabilbidad gque lc exprese, déndose ast, distintas soluciones -
que no siempfe coinciden. La mayoria de Jos métodos pretenden dar la so-
lucidn al problema dé distribuciones de referencia, siendo que lo Gnico -
que se logra es una solucién mas, que pdede coincidif con otras dadas an-i
teriormente. Lo que este plantea, es que si el problema es encontrar la -
distribucion de referencia, entonces no existe soTucién,'eSto es, desde -
el punto de vista bayesiano, la eleccién de la distribuciéﬁ'iﬁ}cial de-
pende completamente de 1a persona que va a tomar una decisidn o va a hacer
inferencias, por lo que la eleccidn de una distribucién de referencia y de

cierto concepto de "no informacidn" dependerd también de cada persora.

b
-3

En este trabajo se presentaron?diferentes'métodbs,_que pueden ser clasi-
ficados en forma general en tres grupos, quitando el principio de razén -
insuficiente de Bayes-Laplace. |

En el primero de ellos estdn los métodos basados en diferentes tipos de -

ne




invarianza como Jeffreys (1946), Perks (1947), Haftigan (1964,1965), Sto-
ne f1965,1970), Jaynes (1968), Villegas {1971,1977a,1977b), Box & Tiab -
(1973) y Piccinato (1973,1977). |

Los que utilizan familias conjuéadas, forman el segundo grupo y son_]os -
métodos desarroT}ados por Novick & Hall (1965), Novick (1969), DeGroot -
(1970), y Raiffa & Schlaifer (1961). -
Finaimente, los métodos de Lindley (1961), Zellner (1977) y Bernardo (19-
75,1979}, que utilizan argumenfos de teoria de la informacion, forman el
tercer grupo. |

La mayoria de Tos métodos gque usan principio de invarianza, obtienen para
“el caﬁo_de 63661, la regla de Jéffreys, e incluso parte de ellos para -
cuando eeﬂf. Sin embargb, puede demostrarse con un ejemplo, que esta -
regla 1leva a.resultados incoherentes.

Supdngase que se tiene una observaciﬁn de una disribucién Binomial, b+(n,p)
Y 'se desea encontrar la distribuciﬁn de referencia = para p, mediante
la regla de Jeffrgys.

La funcidn de verosimilitud es
Lxde) = (%) p* (p)'

de donde'_

\oqm_ L(tlp) = \O&U}L) {%i-\ocje P (_n-.ﬂ \ijL t-p)

0P -y
Y ﬂ% L[x\?\l D SN i
gt ot ()*

"
s '




entonces E{ﬂ%i‘:ﬁﬂ& - np_ neap

o PG
= _ﬁ)f’—iﬁ’%;wﬁr i)

por 1o que la distribucién de referencia para p es

P o ? ' (-

Por otro lado , si se tmene una observacién de una d1str1buc1on binomial -

\J’l

negativa b (r,p), la d15tr1buc1on de referencia para p, usando e] mismo -
metodo, se encuentra como sigue. Suponiendo que se necesitan x ensayos pa-

ra obtener r éxitos, la verosimilitud es

xjed = (7 ) p ey

de donde éz\oﬂe\ix\P\ e x
S B0
) otle Wph | _‘: ()
=» -t llﬁ?;?‘_'_ll B e
.._—‘ _ O'l\ UK\\ . \ E _f‘—' - .
= El‘“‘gﬂ%?a‘i\‘ ? N \-e\’ P1-p)

por To que

R e p(i-pY "

Sin embargo, cuando en. ambos casos se tienen el mismo nimero de ehsayos-
y de éxitos, las verosimi]itud@s son proporcionales y las 1nferencﬁas que
se obtienen a partir de,e]las’sbn distintas, 1o cual viola el principio -
de verosimilitud y por tanto es incoherente.

De igual forma puede mostrarse que los demds métodos son incoherentes pues

sus resultados reproducen ]oé de Jeffreys.



En el caso de los métodos basados en teoria de Ta informacién, e1.de_L1nd-
ley (1961) es incoherente pues.no es mas que la reQTa de Jeffreys y los res
tantés también, pues como el mjﬁmo Lind]ey (1979) menciona, ]as‘distribu -
ciones de referencia para los ejemplos anteriores coinciden, ademds de que
el mismo Bernardo (1979) demuestra, en el caso de que no existan:pafémeu--w
tros de ruido {como es éste), qﬁe su método reproduce la reg]é de Jeffreys.
En general, cualquier método que utilice la funcién de verosimilitud, en el
sentido usado en los métodos aﬁtériores, obtiene diferentes distribuciones
de referencia en él ejemplo anterior.

Si sé usan familias conjugadas'para encontrar la distribucién_de referencia
en eéte ejemplo, se sabe (DeGrﬁot,lQ?O), que la familia conjugada es Ta Be-

ta, obtenféndose como distribucién de referencia (éf.III.S)
. -1
?KF\ « § (-

Ta cual es dnica, independientemente del esquema He"muésfreo'usado.

Esta comparacién somera, ]1éva'a'pehsar que el método#que se basa en fami-
lias conjugadas es el Gnico cohercnte. Sin embargo, las incoherencias de -
los demés métodos sé]p se dan en ciertos casos (al igual que las incoheren-
- cias en los métodos c1ésicos),;por 1o que se siguen usando las distribucio-

nes obtenidas mediante ellos

Estos problemas deben ser estudiados mds a fondo, cosa que nadie ha hecho;
generalmente cierto autor introduce su método sin tomar en cuenta los ante-
riores.Esto es, o desarrollado por otros autores, sélo es menciconado, pero

nunca se critica ni se defiende, simplemente se ignora, lo que lleva a -

(32} o



considerar las distrubuciones de referncia en el sentido de distribuciones

iniciales comentado al principio del capitvlo.

Como GTtimo comentario, ‘hay que hacer notar que varios métodos son muy ela-
borados desde el puntc de vista matemético, 1o que hace .que su exposiciéh-
o sea muy clara, y su aplicacion muy dificil. Si'se piensa.eh el aspecto —
:préctico del problema (que es muy importante)} muchos de Tos mfodos no son -
aplicables a situaciones concretas, a menos que se'manejen diferentes ton—
_.ceptos_matemétiéos, lo éuai es un impedimento para la gente que no tenga -
esta Qrientacjén?'y si 1o gque busca es un rangc amplio de utilidad en estos
métodos, quedan 11mitados,'siﬁ embargo, por estas-cuestionés.

Estos comentarios motivan el desarro}1ar mas ampliamente el tema, asimismo,:
proporciona diferentes 1ineas de investigacidn, como pueden ser: El usc de
nedidas de Haar en los métodos estadisticos, cudl es su aplicacidn y cémo;
la importancia del concépto de informacién Y su teoria, como herramienta en
el analisi estadistico; la teoria ae grupos de tfansfofmacioheg aplicadas a

. PR —_ - -

problemas concretos de estadistica, etc.

PERTY P
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