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1. INTRODUCCION

fﬂcCulliﬁi?.y Nelder (1983, p.24) seﬂaian gue el ajuste de un
hpdéln: i;%ad!stiéo a un conjunto de datos puede verse.coso una
nﬁnera'de reéﬂplaiar un conjunto de valores y por un conjunto de
valores Q. deriv&dos de un mndéln que usualmente contiene un
nimero relativamente pequefio de parametros. En general las ¥’s no
son iguales a las y’s por lo que surge la pregunta de gqué tanto
difieren unas de otras, vya que mientras pequefias diferencias son

tolerables, no sucede lo mismo Si las diferencias son grandes.

Héﬁdez (1976, p.109) indica que al ajustar un modelo estadlstico

‘"ge debe proceder con criterio cientifico, o sea, mediante
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modelos provisionales que deben ser confrontados con las
observaciones practicas del mundo real; el modelo se va
modificando hasta saser =atisfactorio desde el punto de vista
praﬁtico. En (-} las suposiciones deberan cﬁnplirse
aproximadamente y producir errores lo suficientemente pequefiocs

para garantizar su uso practico®”.

El presente trabajo se centra en el estudio de estos errores o
residuales que segin se les defina o el trato que se les dé

pusden ser de gran ayuda en el ajuste de modelos estadisticos. El

ob jetivo del trabajc es el anAlisis de residuales en el ajuste de

mopdelos estadisticos con datos categdricos.

En el capftulo dos se hace una revisién del uso de residuales en
gl ajuste de modelos de regresidn lineal vy de diseflo de

experiaentds ] aﬁ&lisis de varianza, a los cuales se les dencaina

model os lihéaleé ‘Elbsicns' o modelos lineales normales.

_ capitulo, tres se hace una expos1cibn de los dlferentes
Tz : A ,.*“3‘:#1;:”; B *-*‘"‘ ?*"‘

r!lacibn que f suiste antre lllos.P

q,)-:-)"




La presentacién de residuales para datos cateqéricos se hace
/

desde 1 punto de vista de los modelos lineales generalizados que

incluyen, entre otros, a los modelos lineales normales y a los

model o= para datos categfricos mencionados.

Por 1o anterior, en el capltulo cuatro se hace una exposiciﬁn de
las caracteristicas principales de los modelos lineales
generalizados y en el capitulo cinco se definen diferentes tipos
de residuales aplicables a estos sodelos o a casos particula;es
de ellos y se revisan algunas recomendaciones generales para su

analisis

En el capitulo seis se realizan aplicaciones que consideran
diferentes aspectos en el ajuste de modelos para datos
citegbricus, el calculo de diferente tipo de residuales y la

formsa de interpretarlos ya sea para ver si su comportamiento es

5

) el‘éébarado O para realizar las modificaciones que este sugiera.

En e=ste Altimo caso se utilizan algunos de ios‘;éﬁodos revisados

para eﬁcqurar_un gpdelo ade:uédn. Para estasfgaplicaciones se




generalizados. Con este paquete se realizaron la mayor parte de
los cAlculos para las aplicaciones presentadas en el capitulo

seis,

Se considera importante sefalar que al emplear criteriocs de
estédistica. naie.&tica en el ajuste de modelos no se pretende
establecer relaciones causa-efecto que normalmente son
determinadas por otro tipo de conocimientos cientificos. Esto se
'menc{una'ﬁorque ocasinnalnente'se/encuentran relécinnes espareas,

es decir, sodel os ajustados que producen errores pequefios y gue

aparsntemente cumplen con las supusiciones‘bésicas pero que no

son validos para'ekplicar la situaﬁiﬁn del mundo real.




El modelo estadistico lineal que se utiliza tanto en regresién
como en diseffo de experimentos se representa en forma matricial

como sigues
y = )b + & _ {2.1)

donde: y @3 un vector de n observaciones.
X es una matriz n x p de variables explicativas
con valores conocidos (pd{n}.
b &3 un vector de p pariAmetros desconocidos.
e o2 un vector aleatorio (nxp) comunmente conocido

como vector de errores.



Generalmente se consideran las siguientes suposiciones:

a) E{es) = 0 i=1,2,...,n
b) Vies) =T i=1,2,...,n
c) Covies.ey) =0 i=j

d) es ~ N¢(O,T) i=1,2,...,N

Méndez 19746, p.42) s=efiala que en la metodolegia estadistica
surgen dos grandes divisiones al considerar los renglones de 1la
matriz X: =i los elementos de los renglones de esta matriz se
introducen como “variables indicadoras de la presencia o ausencia
-de los efectos que definen a las poblaciones (que se estudian),
=e tienen los modelos de disefios experimentales. En este caso
(los elementeos de los renglones de X) toman los valores cero para
indicar la ausencia y uno para indicar la presencia de dichos

efectos. "

i =on variables reales con valores irrestrictos dentro de

ciertos intervalos...se obtienen loas modelos de regresidn.”

"Se pueden obtener ambos tipos de comportamsiento...en los

l1lamados modelo= de covarianza.®*

El vector G de parAsetros estimados se obtiene al wminimizar la

suma de cuadrados de lo=s errores sn (2.1)

SCE = e’e = (y - Xb)*(y — Xh)



El proceso de minimizacidn de esta suma de cuadrados conduce al

sistema de "ecuaciones normales”
A,
X*Xb = X’y

En los modelos de regresion X*X es de rango tompleto por lo que
tiene inversa. En los modelos de disefflo de experimentos ae
emplean diversos métodos para solucionar las ecuaciones normales.
Para facilitar 1la exposicion, cuando se traten los modeln? de
disefdos de experimentos en este trabajo, se supondri gque se ha
heche una previa reparasetrizacidn en el modelo original de

manera qgque X*X tenga inversa.

Aceptada esta suposicidn, =e tiene que en ambos casos el

estimador de minimos cuadrados b es:*
D= (X X>-2X7y

El vector de valores ajustados (estimado=) y correspondiente al

vector de cbservaciones y ss pbtiene como sigue:
9 =1xb

La diferencia entre la i-ésima observacién y, vy el i—-&simo valor
ajustado §, es el i—esimo residual simple &, los n residuales

sisples ase pueﬂeﬁ expresar en forma matricial como:

* En el case de los sodeles de disels de experiaentss, les cospesentes de b serin fenciones lineales
estimbles (lissalnente independientes) de 193 pariestres ariginales.
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que es un estimador del vector de errores en (2.1). Este vector

de residuales puede expresarse de la siguiente manera:
a = (I - X(X*X)~tX*)y = (I - Ry

donde R = X(X*’X)—:X* em una ismportante matriz que aparece en

repetidas ocasiones durante el estudio de los= modelos lineales.
Se puede probar también que:
E(@ = (I - R)Xb = 0O
v vid) =(I - RV (2.2)
Entonces V(&,) esta dada por el i-ésimo elemento de la diagonal
de {(2.2) vy Cov(é.,@,) por el elemento (i, j) de esa misma matriz,
asf, la correlacién entre &, vy 8, es

corr(8,,8,) = coviB,,8;)/[V(e,IV(e,)]1/2

Otro éle-ento importante para el aniAlisis es e] estimador devw

gue, si el modelo es correcto esti dado por

T = a2 = Tl /(n—p)



2.1 ANALISIS DE RESIDUALES EN MODELOS DE REGRESION

Este apartado se basa principalmente en el capitulo 3 del 1libro
de Draper y GSmith "Applied Regression Analysis® (segunda
edicidn). Lo que se presenta no solo es valido para modelos de
regresidn sino también para modelos de diseflo de experimentos
{conocidos tambien como msodelos de andlisis de varianza), pﬁr 1o
que en el apartado 2.2 donde se trata el andlisis de residuales
para estos daltimos, se revisan principalmente 1los trabajos

relacionados con observaciones discrepantes.

Estos autores sefNalan que el analisis de residuales debe permitir

al investigador llegar a una de las siguientes concluciones:

a) Las suposiciones bAsicas sobre el modelo parecen ser violadas

{de una manera que pueda ser especificada).
b) Las suposiciones no parecen ser violadas,

Preséntan di ferentes técnicas para el andlisis de residuvales en
model os de rﬁgfesibn, algunas se re{iéren a2 la cbaservacidn visual
de diferentes tipos de graficaclfon de éstos y otra=s a l1a ocbtencidn
de estadisticas que reflejan algdn aspecto en el comportamiento

de los mismos.



?.1.1 MAtodos Qraficos

Dentro de lo= métodos graficos se encuentran los siguientes:

i) lLLa gqgraficaciédn de todos 1os residuales para observar si

parecen provenir de una poblacidn Normal.

ii) BraAficas de los residuales contra el tiempo. Estas pueden
hacerse cuando el tiempo interviene como una variable explicativa
v las observaciones se han hecho en intervalos de tiempo conocidos.

iii) Graficas de los residuales contra los valores ajustados Q‘.

iv) Graficas de lps residuales contra las variables explicativas

o predictoras x4 ,, i=1,2,...,4N.

Para el inciso i)}, se pueden utilizar los residuales

estandarizados Qi/s, por ejemplo en un histograma de frecuencias

'Y compararlos con el modelo N(O,1). Tanbibﬁ?ﬁqéde ufilizarsgti1~

11 amado "papel Normal®.

=] "papel Normal® e= una hoja de : _su?r 1ab

especialmente de m®modo que la funcidn de di#tglbucibn ﬂgo.:;,

- lugar de tener la apariencia usual, aparece cng,unqﬁ%idga)q

e

escala del eje vertical (algunos autores pr!flirén qlﬁhcrizbﬁ;aiy

corresponde a 1os valores que toma una variable con distribuciéd
: _ o

10



NiO,1Y, en esta e<scala, a diferencias iguales entre ndmeros
corresponden distancias iguales en la hoja. En cambio, el eje
horizantal tiens wna escala especialjg esta escala va del
percentil 0,01 al 99.99 pero de tal forma que la distancia en el
papel entre un percentil y otro se va ampliando conforme se
avanza del percentil 50 al 99.99 v se va reduciendo cuando se
baja del percentil 50 al 0.01. Esta escala estad dada por x=F~1(y)
~donde F(y) es l1a funcidn de distribucidn de una N(O,1). Esta hoja
de graficacidn es Aitil cuando se tiene una muestra independiente
MiyMzy..ey X, QUE QUE Se supone proviene de una N(O,1). E! primer
pasn o= ordenar los datos en forma ascendente. Supdngase que ya
estan ordenados, entonces 21 dato x, se grafica sobre un valor
del eje horizontal. Draper y Smith (1981) proponen que este valor
sea {i-1/2)/m. Sin embargo Tukey (19562) analiza ademds otros

valores como i/{m+1) v (3i-1)/(3n+l); de este dltimo afirma que

"es simple y con seguridad unc de los mas adecuados."

Al sequir este método para graficar los residuales estandarizados
se podria concluir gque é&stos provienen de una .N(O,l) si se
nﬁserva que estln pégadns a la linea recta que representa a la-
funcidn de distribucion N(0,1). Este es un método visual y por

tanto subjetivo, Draper y Smith (op.cit.) recomiendan que para
adquirir experiencig en 1la visua;izacién de estas ghraficas
conviene hacer ensayos graficando ndmeros aleatorios con

distribucién Normal.

Por otra parte, Draper y Saith advierten que aunque los errores

tetricos &, se suponen independientes vy con varianza coﬁstante;

11



esto no sucede con los residuales para los que V(@t) = (1 - r.4) ,
donde r., es el i—-&simo elemento de la diagonal de la matriz R =
X{X*X)—*)*, por lo que dependen de la forma de la matriz X,
entonces, s8i hay grandes variaciones en las Vi(g,) o= mas adecuado
graficar los &,/[(1 - ry,)s212/2 (conocidos como residual es

astudentizados).

8in embargo Behnken y Draper (1972) afirman que en la mayoria de
los conjuntos de datos la graficacién de los e, ode los 8,/s
tiende a reflejar las mismas caracteristicas generales, buenas o
malas, que los residuales studentizados por 1o que, en general,
se pierde muy poco al usar las formas mas simples. En
conclusidn, seNalan que aunque es mis correcto el uso de los

residuales studentizados, en casi todos los problemas practicos

es el uso de los &, o de los &,/s es perfectamente adecuado.

Para los inciso=s ii), 1ii) v iv), Draper v Saith pre=entan
cuatro formas de comportamiento "tipo” de los résiduales. En 1la
figura 2.1 se presentan esto= patrones de comportamiento. Aunque
desde luego, se aclara que pueden ocurrir combinaciones o
variaciones de éstos, por ejemplo, tendencias en direcciédn

inversa etc.

La figura 2.1(a) (los residuales dentro de una banda horizontal)
sugiere que las suposiciones sobre el msodelo no han sido
viol adas, =in esbargo, ai we trata del inciso 1ii), wuna

'oblsrvhcibn mds detallada puede'reflejar uﬁ comportamiento d.



tipo ciclico en intervalos de tiempo mas o menos iguales. Esto se
puede corregir introduciendo al modelo wvariables “dummy" que

corrijan el incremento uniforme del tiempo.

residual

(a) — variable contra la que se
o grafica

(b) ///

© /

VRN

Figura 2.1

Una grifica comp la de la figura 2.1(b) en cualgquiera de las
graficaciones ii), iii) y iv) sugiere que las Vi{(e,) no son
iguales (lo que se conoce comso Ih-terOcedasticidéd) Yy que

posiblesente los e, estdn correlacionados. Para tratar estas

13



situaciones es necesario usar la técnica de "minimos cuadrados
ponderados", u otro tipo de transformacidn de las ocbservaciones
y. antes de la regresidn. La técnica de minimos cuadrados
ponderados consiste en efectuar una transformacidn lineal en las
observaciones vy, que logre que &stas sean independientes vy de
varianza constante., Sin esbargo, como lo seffala Méndez (op. cit,
p. 11&) "para encontrar la transforsacidn adecuada es necesario
conocer el tipo de dependencia y heterocedasticidad, cosa que en
la practica no es muy frecuente. Se puede sustituir el
conocimiento de la estructura real de 1la depgndencia Y
heterocedasticidad por estimadores de varianza vy covarianza,
utilizando al efecto un asétode aproximado. Para efectuar 1la
estimacidn e= necesario tener repeticiones de algunos de 1los
puntos muestrales." Conviene sefralar, sin embargo; que adn en
_lns casos en que se tiene dependencia vy heterbcedasticidad, los
estimadores obtenidos por el smdtodo de minimos cuadrados son
insesgados aunque la varianza de las estimaciones se incrementa
io cual distorciona las pruebas de hipbtesis schre los

parametros.

Eon resbe:to a un comportamiento de los residuales similar al de
la grafica 2.1{c) se indica, para 1# graficacidn 1i), que se
podria corregir incluyendo un término lineal en el tiempo; para
ia graficacibn iiiy), que exiaste un error en 21 analisis yva que la
deaviacidn de la echacibn_ajustada es sistemdtica, este efecto
puede aor cauﬁadn por omitir erronsasente el parlaitro bo on el

modelo (uh vector de unos coso primera columna de la matriz X))

14



finalmente en la graficacién iv}), este patrén de comportamiento

indica que posiblemente hay error en los calculos.

Un patrdn de comportamiento de lo= residuales como el que se
mues=stra en la figura 2.1{(d) indica: para la graficacidn i), que
hace falta incluir en el modelo térmainos lineales y cuadraticos;
para las graficaciones jii) v iv), que se necesitan algunos
términos extra, por ejemplo, s=e podria incluir alguna variable
explicativa o alguna funcidn de ésta o de alguna de laé ya
incluidas o incluso, el producto de dos 0o mi= de &lla=; también
podria ser que lo gque hiciera falta fuera alguna transformacibdn

en las observaciones v,.

Estos tipos de graficacidn =on los basicos, sin emsbargo, el
investigador puede efectuar cualquier otro tipo de gr&fica que le
sugiera la eastructura de los datos con los que esth tfahajanda.
No se recomienda la graficacién de los residuales contra las
cbhservaciones Y va que frecuenteaente se encuentran
correl acionado=, mientras que la correlacidn entre los residuales

vy los valores ajustados s nula.

£:1:2 Observaciones discrepantes

Una observacidn discrepante es agquella que se aleja msucho del

patréon de coiparta-iento o tendencia que siguen las otras

15



observaciones,.

Se han propuesto reglas para eliminar este tipo de ocbservaciones,
ajn embargo, la eliminacidn automatica no siempre es adecuada ya
que pueden proporcionar informacion valiosa que por alguna
inusual ceombinacidn de circunstancias, ias otras observaciones no
lo hicieron; esto podria ser de vital interés, por lo que es

conveniente una reflexidn profunda antes de rechazarla.

Frecuenteaente los residuales. ayudan en la deteccidn de
observaciones discrepantesi cuando solo existe una, p?ubablenente
sea a la que corresponda el residual de mayor magnitud después
del ajuste, .En otras palabras, cuando se cbserva gue un residual
se aleja demasiado del resto (talvez 3 o 4 desviaciones estandar
de la media del conjunto de residuales en el anilisis), este
resjidual suy probablesente corresponda a una observaci dn

discrepante,

Cuando se tienen dos o mds observaciones discrepantes, #&stas son
dificiles de detectar, sobre todo en los modelos de diseflo de
experimentos, vya que unas pueden enmascarar a otras y lo misso
puede suceder con los residuales. En el parigrafo 2.2, que trata
del! anAlisis de residuales an -odelbs de disefic de experimentos,
am hace una revisidn de los principales métodos que se han

desarrollado para tratar con este tipo de ocbasrvaciones,
Por ahora baste con sefifalar que, como regla general, las

16’



ocbservacicnes discrepantes solo deben e rechazadas
definitivamente cuando =e comprusba un error de registro,
medicidn u otro como puede ser 21 que no se hayan mantenido las

condiciones requeridas en la muestra o experimento.

Una observacidn influyente es aquella que tiene una influencia
importante en el ajuste de un modelo, es decir, que el ®sodelo
ajustado sertia significativasente diferente si esa observacidn

fuera eliminada previamente.

Una observacidn de este tipo puede o puede no producir un.
residual de gran magnitud y no necesariasente es una observacidn

discrepante.

Frecuentesente el problema de observaciones de este tipo puede
surgir' cuando la estimacidn de uno o varios parAsetros depende

fuertesente de suy pocas observaciones.

En los casos en que se¢ tienen observaciones influyentes, las
concluciones son dudosas y para resolver el problema es necesario

chtener mayor nomsero de datos.

‘Cook (1977) propone la siguiente estadistica para evaluar la

17



influencia de la i—é&sima observacidn en el ajuste de un modelo:
AN M F O
Dy = [h—bi{i)I* X’ X[b-bli)l/p==

donde b es el estimador usual de sinimos cuadrados ydﬁ(i) es el
estimador de minimos cuadrados después de omitir la i-ésima
ocbservacitn. D, se compara con el valor de F(p.n-w.1—«>; dOonde n
Y P son el nadmerc de renglones vy columnas de la matriz X
respectivamente y « es el nivel de significancia. Si el valor de
D: resulta significativo, la i-#sima observacidtn se considera

influyente.

Se puede facilitar la interpretacidn de esta estadistica =i se

expresa de la siguiente forma equivalente:
Dy = [€,/8(1—1,4,)2/212[r,,/(1-1r;,)1{1/p)

El primer factor es el cuadrado del residual studentizado visto
en 2.1.1, mientras que el segundo factor es el ceciente de 1la
varianza del i-#simo predictor y 1a varianza del i-#ksimo

.residual.

Draper y Saith citan a Andrews y Pregibon para presentar . otra
estadistica atil para detectar ocbservaciones discrepantes y/o
influyentes. La estadistica 1lamada AP consiste en calcular el

siguiente cociente de detersinantes:

18



Riqy. .. (N, y)=ID*y 5. _ (X, y)* (X,y)] 3/ [(X,y)* (X,y) (2,3

Donde (X,y) es la usual msatriz X afMadida por la columna de_
ohservaciones vy y el operador D%, ... significa *llevar a cabo la
operacidn que se indica inmediatamente, despudés de haber
eliminado los k renglones i, j,...". Valores pequeffos de (2.3) son
de interds ya que posiblemente estén asociadeos con observaciones

discrepantes o influyentes.

Si s define R®+* como el menor valor de (2.3) para todas las
pogibles eliminaciones de k renglones y se hace una grafica
horizontal del log de (2.3) entre R°s% para los menores valores
de k, esta grafica frecuentemente es reveladora ya que, dado un
valor de k, en ella se pueden observar los valores de este
logaritme que estadn aislados del resto y entonces k es designado
como 21 namero de observaciones que deben =er reexaminadas y son
precisamente las que estAn relacionadas con los valores aislados

en la grafica.

2.2 ANALISIS DE REBIDUALES EN MODELOS PARA DISENOD DE EXPERIMENTOS

En el caso de modelos para disefio de experimentos (frecuentemente
llamados sodelow de Andlisis de Varianza "ANOVA"), la mayor parte
de los mdtodos vistos en 2.1 pueden sar aplicados. Los wsétodos

graficos para tratar de verificar la suposicién de norsalidad son
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los mas sencillos y ademds peramiten identificar residuales
spspechosos que pueden corresponder a observaciones discrepantes.
Son comunes ademis, las graAficas de residuales para los
di ferentes niveles de cada factor o los distintos tratamientos en
un bloque.para inspeccionar si en alguno de ellos ﬁe detecta una
falla importante que esaté afectando el ajuste, por ejemplo, si
hay indicio= de que la varianza es mayor en un blogque o aumenta

al wvariar los niveles de un factor etc.

Sin embargo, en una revisidn de titulos de +trabajos scbre
residuales en mpodelos de Andlisis de Varianza, se obsérva que los
autores que tratan este tema se centran principalmente en 1la
deteccidn y tratamiento de observaciones discrepantes. Gueda
claro que aungue &ste ha sido un tema en el que se ha trabajado
mucho en affos recientes, _la mayor ﬁarte de lo= problemas que se

presentan no han sido completamente resuelto= en la actualidad.

John (1978) en un trabajo scbre este tipo de observaciones en
disefios factoriales concluye que la necesidad dé e#aninar ios
residuales se considera cada vei mds importante, pues aparte dé
ayudar a detectar ocbservaciones posiblemente discrepantes, sus
diferentes tipos de graficacidn proveen informacidn acerca de lé

adecuado del! modelo y las suposiciones subyacentes al anAlisis.

Indica ademsids, que si sclamente estA presente uné cbhservacidn
discrepante en los datos, los residuales necesariamente’

proporcionardn informsacidn para detectarla.



Por otra parte, Beckman y Cook (19B3) hacen una revisidn muy
completa sobre la literatura acerca de las cbservaciones
discrepantes v muestran el papel que juegan los residuales en su

deteccidn.

Al hablar en general sobre las observaciones discrepantes,
seffalan que una revisidn de la historia de #stas muestra que
aunque las técnicas especificas para tratarlas han canbiado‘ con

el tiempo, no ha sucedido asi con la actitud basica hacia ellas.

Mencionan que la mayor parte de las definiciones que se dan sobre
observaciones discrepantes son subjetivas pues en esencia casi
sjiempre se dice que son agquellas gue a juicio del investigador =e
apartan considerablemente del resto de los datos o de 10 que se

esperaria de ellos.

Citan a Collet vy Lewis quienes reportan un experimento para
detectar la subjetividad para identificar una observacién como
discrepante vy concluyen que la inclinacidn individual para
percibir una observacidn como discrepante depende del método de
presentacidn, de la experiencia del inveatigador y de la escala

de 1o=s datos.

Seftalan, =in esmbargo, que en grandes conjuntos de datos o en
modelos complicados vya sea 'de regresidn maltiple, di sefios
experimentales o casos de datos sultivariados, una inspeccion

visual de los datos puede resultar isposible por lo que es
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mAra=arin aplicay =21lqgdn rriftarin objetivo.

I'na idea gensral detris de los métodos para identificar una
nbservacidn discrepante consiste en transformar los datos en  un
crniunto de n estadisticas univariadas, una para cada
oheervacidn, v luego inspeccionarlas visualmente o construir una

rprueha de significancia. Se han sugerido muchas transforsaciones

dif=zrentas, algunas estin basadas en wmodelas especificos
altoernatives V4 xlguras son designadas para reflejar
~aras-tofetices scperificas de las chservaciocnes individuales.

= recidueles studentirados s0n usados

Fer Rriemplo, e
$r9cuentementé para identificar obszrvaciones discrepantes en el
and3licis de modelos lineales. 3 la ocbservacién c©on el mavor
recidual  studentizade =r wvalor absoluto se le da especial
atencidn ¥ 2s tomada como la observacidn con mayores

nrosikilidades de ser discrepante.

A crontinuecidn se examinan algunas formas que se han propuesto
pera tratar las obeservaciones discrepantes en modelos lineales

normales, principalmente en diseffos factoriales.

El desarrello que sigue, si bien se basa en 1la revisidn de
Beckman v Cook (op. cit.), se emplea la notacidn que usan John vy
Draper (1978) y de Draper y John (1980) en los métadaos que ellos
proponen vya que ésta notacidn coincide con la que se usd en el

pardgrafo anterior al examinar el andAlisis de residuales en
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7.1 Tratamientn de observaciones discrepantes en modelos de

dicseMn de sxgsrimentos.,

Considérase =l modelo lineal basico (2.1) de n observaciones v p

raraimetros perc escritec (posiblemente rearregliando los renglones)

As 1a =iquients manera:

Ety) = E = b (2.4)

dnnde v corresponde a k observacicnes consideradas como posibles

obs=eprvaciones discrepantes.

NDespuds de ajustar este modelo por minimos cuadrados, el vector

de residuales puede expresarse como

e, I-Raia -Ria Y
e = =(I-R)y=
ex —Ras I~-Raa Ya
donde Ryy = X (X"X)~2X3 es una submatriz de X(X*X)—1X?

En este caso, uha alternativa para resclver el problema &e las

observaciones discrepantes seria fechazarlas y ajustar el modelo
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Ely,)=X;b, obtenerlgatxl’x;)“y; y entonces estimar §==X£5

Otra forma es ajustando el siguiente modelo:

Ya X2 O||b
E = (2.5)

1Ya Xa Iiflo

donde g es un vector k x 1 de parametros adicionales cuyo
estimador § permite una revisidn del vector de observaciones

discrepantes ya. Los estimadores de b Y E s0n

o

= (XIX)=1X,y

Y @ = ya—(I-Raa)~*Raiy:

Si se reemplaza ya por ya — ﬁ Yy =e reajusta (2.4) se cbtienen

nuevos residuales:

Uy = {I-Ri3:-Ri1ia{I-Raa) —"Ra;)'y;

ua = 0
donde laﬁ disenziones de u; son las mismsas de y, en (2.4).

Este altismc procedimiento para ajustar ys necesita que uz = 0
mientras que u; son los residuales que resultan de ajustar
E{ys)=%;b. LlLos u, se denominan "residuales r!vigados' y la suma
de cuadrados "extra®", debida al ajuste de g en el modelo (2.35)

co-pﬁrldo con a1 ajuste del modelo (2.4) estd dada por
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Q. = AA(I-Raa) —téa (2. &)

Fsta w»=stadistica es muy citada en trabajos que tratan con 1a
detecridn = identificacidn de cobservaciones discrepantes; Beckman
v ook (np. cit.) citan a& Rarnett vy fewis quienes diétinguen
entre la versidn "etiquetada® de (Z.S) gue es aquella en la que
ce tienen identificadas las observaciones discrepantes antes de
1a inspecci®n de2 los dates v la versiodon "ne etiquetada™ on la cual

= dezconncidas,

2in sesmharco, la revizi®n que hacen Beckman y Cook lleva a la
cnnclusidn de que cuandeo sxisten varias observaciones
diecrepantes, hasta 1a ftecha de su articulo no astaba
compl etamente resuelto =1 problema de identificarlas. Aungque es
impnrtanté reconocer rue se han propuesto algunas pruebas
aprovimadas y que muches investigadores estan trabajando en esto.

Para profundizar =n este tema constiltese a Beckman y Cook (1983).



3. MODELOS PARA VARIABLES (DATOS) CATEBORICAS

En los procesos de medicidn y/o experimentacidn que se realizan

en diversas disciplinas, 'se presentan las variables categiricas.
Estas corresponden a las observaciones de alguna caracteristica
de un fendmeno cuandﬁ ésta puede tomar varias modalidades que
caen dentro de dos tipo= de escalas de medicidn: nominal vy

ordinal.

a) Escala de medicidn nominal. En esta escala dnicamente se les
dan nombres a las modalidades de una caracteristica o propiedad
que presenta &l fenbmeno bajo estudio. Por ejemplo, cuatro msarcas
di ferentes de un producto; las diferentes variedades de las

plantas de café) el sexc de un insecto etc.
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b) Escala de medicidn ordinal. En ésta tambié&n se les dan nombres
a las modalidades que presentan las propiedades de algin
fenbmeno, pero estos nombres mantienen una relacidn de orden de
acuerdo con 1la intensidad de l1a propiedad. Por ejemplo, la
actitud de una persona hacia alguna circunstancia puede ser
favorable, indiferente o contraria; la calidad de un vino podria
cataleogarse como excelente, buena, regular o malaj; una quemsadura,
de acuerdo con la clasificacidn médica, puede ser de primer,

segundo o tercer grado etc.

Para cualquiera de estas dos escalas, en muchas ocasiones
conviene distinguir a las variables dicotdmicas, es decir,
aquellas en gque la observacion solo puede presentar dos
modalidades., Por ejemplo, el sexo solo puede ser masculino o
femenino; se puede pensar en algin tipo de evento en el que solo
se puede tener &xito o fracaso etc. A este tipo de variables

frecuentemente se les llama variables binarias.

En cualquiera de las escalas mencionadas, frecuentemsente se les
llama categorias a 1los nombrezs que reciben las diferentes
modal idades, de aqui el nombre de variables categbricas o datos

categdricos.
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3.1 TABLAS DE CONTINGENCIA

Cuando se estudian varias variables categdricas =imul tAneamente
se forman las llamadas tablas de contingencia, e&stas pueden ser
de dos o mas dimensiones, el namero de disensiones corresponde al
ndmero de variables bajo estudio, cuando se tienen tablas de mas
de dos dimensiones se les suele llamar tablas de :nntinggncia

multidimensionales.

Las tablas de contingencia estan formadas por celdas'que quedan
determinadas por las combinaciones de las categorias de las
di ferentes variables bajo estudio. De sodo que al tomar una
muestra de objetos o sujetos donde =e observan 1las diferentes
variables de una tabla, a cada celda le corresponde el conteo o
la frecuencia con que aparece en la muestra la combinacion de

categorias que la deterainan.

Una tabla de contingencia bidimencional r x ¢ (de r renglones y ¢
columnas) en cuyas celdas aparecen registrados los valores
observados de 1las frecuencias, es como la que aparece en la

figura 3.1
La variable A tiene r categorias yv la variable B tiene c. En los

totales marginales =e reemplaza el subindice sobre el que se suma

por un signo "+*, de modo que
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VARIABLE B

Categ. 2! . . .

H : } H
ICateg. 1 |} iCateg. c |Totales
H | i ! H '
lCateg. 1 ! HKi1a ! Xam : M . . ! Xia | X1
v 1 H H ! H i
A ICateg. 2 | xa, ! Xa=z b e o« . ! %2 ! Xae.
R I : ' i ' H
O e T e I« &« e« 3 & < .
o e T T b e« & &} & & .
Bl .. . o} & & &b & o ot . . . T
L ! H { 1 H _l
£ ! { { ! H H
ICateg. r | x.: ! X I « « . | Xpa | Xeu
Al l } H H H
iTotales i X...,, H x‘-: H - - - t X - H Xea™ N
FIBURA 3.1

Si =e considera una nueva variable C con d categorias se tendra
una tabla tridimensional r x ¢ x d, vy asil se puede extender esta
idea hasta una tabla n-dimensional, donde cada disensidn

corresponde a una de n variables.

Fienberg (1977) sefiala que la= tablas de contingencia de mis de
dos dimensiones bresentan problesas especiales de andlisis e
interpretacidn. Indica que este tipo de problemas ha ocupado un
i-poftante_ lugar en articulos de revistas cientificas de
astadlsti;a despuds de.que aparecid un articulo de Bartlett en
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1935 sobre pruebas en una tabla 2 x 2 x 2.

El mismo Fienberg sefiala que hasta principios de los afos 70°s
casi todos los investigadores manejaban las tablas de
contingencia multidimensionales analizando varias tablas de dos
dimensiones utilizando los totales marginales de 1la tabla
multidimensional vy aunque e=ste tipo de tratamiento a veces
proporciona una visidn relativamente buena de 1a relacidn entre

las variables, se pre=entaban algunos problemas:

a) Se confunde la relaci®n marginal entre un par de_ variables,

con la relacidn entre ellas cuando otras estan presentes.

b) No permite £1 andlisis simultinec de la relacidn entre varios

pares de variables,

c) Ignora la posiﬁilidad de asociacidn (interaccidn) entre tres o

mis variables,

Para el aniAlisis de tablas de contingencia multidimensionales
actﬁalmente son amspliamente aceptados ios modelos lugarit-icﬁ;
lineales que como au nosbre lo dice, =on modelos lineales en los
logaritmos de las frecuencias esperadas en las celdas. Existen
algunas analogias entre los términos de interaccion en estos
modelos y los modelos de andlisis de varianza, pero en los
modelos logariaicos lineales estos t&r-inqs son usados para
describir relaciones estructurales entre las variables

tateqbricas.



Fienberg indica también, que cuando se distingue entre variables
exploratorias vy wvariables respuesta 1los modelo=s logaritmicos
lineales  pueden ser convertidos en modelos logisticos o

logisticos lineales,

Sin embargo, esto altimc tiene sus lismitaciones ya que, como se
veri mAs adelante, los sodelos logisticos para respuesta bingria,
tienen un desarrollo propio y no siempre pueden ver=e como una
transformacidn de un medelo logaritmico lineal. Al final de este

capitulo se veri esto con mayor claridad.

La exposicititn de este tema se basa principainente en el libro de
Fienberg (1977) "The Analysis of Cross-Classified Categorical

Data®, o

Para facilitar la exposicidn, considérese una tabla de: tres
disensiones I x J ¥ K. Sea %4iu la frecuencia observada en las
categorias i de la primera variable "A", j de la sesgunda vari-able
*"B*, vy k de la tercera variable "C"3} es decir, el conteo =n la

celda (i,j,k) de la tabla, Y sea mi 4 #]1 valor esperado de Xiju.
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Si las tres variables de l1a tabla son todas independientes entre

g1, se tiene que
P{A=i,B=j,C=k} = P{A=i}P{B=jiPC=kl}
Fl estimador del valor esperado m,; j. Seria en este caso
G‘Ju B (Xgaee/N){Mes+/N) (Xesw/NIN
Tomando logaritmos se tiene
log G;Jh = 100 Xpes+s + 100 Xos54+ + 100 Xuwe — 2 1l0g N

Esta forma aditiva sugiere que log msi . S2a expresado de 1la

siguiente manera (lo que puede ser probado sin mucha dificultad)
10Q Myse = U + Usgceey + Umcyr + Usimd (3.1)
donde:
u = (1/131()%?.%109 By e
Useas = tuamg}iloq Mo — U
Uzcs> = t1/1|<)§§1og Susk — U

Uz cresr ™ 11/1.1);?1::«; Mg — U
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Como =e puede obs=ervar (3.1) se asemeja a un modelo de analisis
de varianca; e! primer término es la media general de los
logaritmos; los términos segundo, tercero y cuarto, representan
desviaciones de esta gran media y estdn en funcidn de los valores
o categorias de las variables A, B y C respectivasente. Se puede
abreviar el modelo (3.1) de completa independencia, con 1la

siquiente notacidn: Al (Bl [C]

Supdngase ahora, que las +tres variables no s0n todas
independientes entre si, se pueden tener entonces cuatro tipos de

situaciones:

a) Independencia de una variable con las otras dos conjuntamente.

En este caso se pueden construir tres modelos: independencia de A

con B y C conjuntamente, independencia de B con A vy C

conjuntamente, e independencia de C con A y B conjuntamente. La

notacién abreviada para estos tres modelos en el misao orden es
LAl [BC1l , [Bl [AC] , [€1 L[AB]

En forma explicita el modelo representado por [A] [BC] es
100 Mg 30 ™ U + Uz car + Uacyy + Uscwr + Uascsu (3.2)

Como se puede ver, este modelo es el (3.1) mds un téraino, éste

corresponde 2 1a relacién estructural entre las variables B y C.

b) Independencia condicional de dos variables dada la otra. A

eata situacidn corresponden también tres modelos cuya notacibn
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abreviada es:

[ABY TAC] , L[AC3 [BC1 , [AB] L[BC1
E! segundc de éstos en forma mids explicita sefa (3.2) affadido por
el término uix(i.y que representa la relacidn estructural entre

la= variables A y C.

c) Relacidn entre 1oz tres pares de variables, sin que 1la

relaciédn entre cada par esté afectada por la otra variable. En

este ca=o se tiene un solo modelo cuya notacidn abreviada es:
EAB] [ACI [BC1

Para ponerlo explicitamente, =se debe afadir al modelo descrito

en el inciso b) el término correspondiente a la relaciodn entre

lags variables A vy B.

d) Relacidn entre las tres variables (1o que corresponderia a una
interaccidn de segundo orden en un modelo de Analisis de
Varianza). Su notacidn abreviada es [ABCl, y éste es ] msodelo
logaritmico lineal saturado para tres disens=iones, es decir, se
tiene un pardmetro para cada observacidn (celda) vy todos los
mpdelo=s derivados de las situ#:ianes descritas en los incisos a),
B) y c) s=son casos particulares de #ste. Explicitamente este

aodelo se expresa como sigue:

10§ M5 = U+ Uica> + Uacsr ¥+ Uscur + Usacssy + Ussciwr +

Uaxcamr + Uiazci swd : (3.3)

El wmodelo logaritmico lineal saturado_para cuatro disensiones

tendrd entonces, un téreino que representa a la gran media de los
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logaritmos, cuatro para las variables individuales, apis para
tas relaciones de primer orden, cuatro para las relaciones de

seqgundo orden y uno para la relacidn entre las cuatro variables.

De este modo, no es dificil la generalizacidn para n variables,
sin embargo, la cantidad de situaciones que se pueden presentar
{p hipdtesis gue se pueden establecer) aumenta considerablemente

al aumentar el ndmero de variables.

Fienberg sol amente considera modelo=s logaritmicos lineales
lerarquicos, es decir, aguellos en los gue si aparecé un término
representando la relacion estructural entre varias variables,
necesariamente deben incluirse lo= términos que representan
relaciones de menor grado entre las variables involucradas en el
primero. Por ejemplo, el término uias no puede estar en un modelo
si no estian los téreinos u;a, Uiz ¥ Uaszs ¥, por supuesto, los

términos u;, Uz Y us.

En una tabla de cuatro disensiones se pueden considerar 113
modelo=s logaritmicos lineales jerArquicos, todos ellos 1nc1uyend6
los términos del modelo de completa independencia entre las
cuatro variables, de ahi que muchos autores == han preocupado por
desarrollar procedimientos para la seleccidn de un modelo. En los
ejemplos del capitulo & a= presentaria la aplicacidn de uno de

estos procedimsientos.
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.Fienberg (op.cit.}, Habernaﬁ(l973) y otros autores seffalan que
comunmente los datos en las celdas de una tabla de contingencia
de cualquier dimensidn surgen de algunoc de los sjiguientes tres
modelos de muestreo: Poisson (no se fija el tamaho de suestral,
Multinomial (se fija e] tamafio de suestra de toda 1l1la tabla),
Producto—Multinomial (ap fijan totales marginales para alguna o
algunas variables}. Seffalan ademas, que para cualquiera de estos
tipos de muestreo, los estimadores de maxima verosimilitud (EMV)
son los aismos para o1 modelo logaritmico lineal particular que
se considere. Solamente se requiere que 1los términos 'Q'
correspondientes a los totales marginales fi jados en el esquema
producto-sultinomial, aparezcan en el modelo logaritmico 1lineal

bajo consideracidn.

A continuacidn =e presentan algunos resultados basicos sobrg
estadisticas suficientes vy estimacidn de valores esperados en

modelos logaritmicos lineales,

Considérese una tabla multidimsensional. Para abreviar {(siguiendo
a Fienberg) se usard un solo subindice para describir las
frecuencias, ya que todas las tab1a$ pueden verse cosc un
conjunto de frecuencias cbservadas x = {x,:1i€ F}; indexada por un

conjunto F que contiene t - elesentes, las cualea son la
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realizacidn de un conjunto de variables aleatorias X similarmente

indexadas.

Al conjuntc de frecuencias cbservadas le corresponde un conjunto
de valores esperados @ = {my= E{(x,;):1€F } v de logaritmos de

valores esperados L= ¢k =.lng mg:i€ F3.

Considérese primero el casc en que las frecuencias observadas
provienen de distribuciones Poisson independientes. La funcidn de

verosimilitud en este caso es proporcional a:

TImiexp (-my)

ieF

y el kernel del logaritmo de esta funcidn es:
zx‘log-. - [TV ’ZX1LA -z-l.

Estamos interesados en situaciones en las gque m es descrito por
un modelo logaritmico lineal (un modelo lineal de A ) 2l cual se

denotard por M, se tiene el siguente resultado:

Bajo puestrec Poisson, para cada pardsetro en WM. hay

ineal de (x4

I E

estadistica suficiente minimal] que e=x combipaci
La estadistica suficiente minimal seri denotada por P
Ejemplos:
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a) PfPeasidirace una *abla de contingencia I x J con frecuencias
rh=nrvadas {v; 33 v sea M =21 modelo Iogaritmico lineal que
especifica la independencia entre las dos wvariables. E&ntonces:

Pt = g 3 = 1,2,0..0,03 Moy 3= 1,28,0.04407

h) Considérese que en el modelo (3.3) se desea probar 1ia

h!pbt?ElS: Wimolx? = Uoxm ¢ $3c> = Uiaxcidky = 4] 2 es dE‘Cil",
independencia de la varitable tres con 1la uno v dos
respectivamente. Entonces: Pt = 114 3e: i=1,2,.eesl; 4=

1,2,..-,\]- ‘-{4—4-&: k=1,:-'.‘,.-.,}'l:}

Mtro rezultado importante es 21 siguiente:

Los ostimadores de mAxima verorosimilitud (EMV), m de m bajo

las ecuaciones de verosimilitud.

Pﬂa A P

tienen una soluciion gque esta e 1 ipterior del subespacio

Continuando con los ejemplos anteriores, se tiene:

a) Las ecuaciones de verosimilitud para el ejemplo de una tabla

IxJd donde se considera la hipdtesis de independencia son:

m‘+ = x.‘q- i= 1’2’---,1

a-&‘ = x-l-J j' 1'2'---,J
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las cuales tienen solucidn dnica
~
Mg = X;+X+JKX++

b) Para el ejemplo de tres variables donde se desea probar la
hipdtesis de independencia de la variable Ccon la A y la B
respectivamente (lo que corresponderia a ajustar el modeloc [C1

LAB]), las ecuaciones de verosimilitud =on:

sg‘-p: x,,_]‘t i=1,2,.-ngl; j=1,2,---,\]

Pasrw = Xewi k=1,2,...:k
las que tienen solucidn dnica:s
.
Myt = Xy 3uNaore/ Xt

Sin embargo, no siempre se puede encontrar en forma directa la
aplucidn, por ejemplo, =i en el modelo.(3.3) se quiere probar la
hipdtesis ujasxcisw» = 0. Por las reglas dadas por Fienberg
(op.cit p;31), ios estimadores {ms s} son funciones de {x;,+};

{21+J}- Mesul.

Usando =1 wmétodo de mixima versimilitud se tiene que {m;ud

deben satisfacer:

S‘J-ﬁ = X;_g4- 1-132,.-.,1' j'1,2|-...a

3;“ = x‘-hﬁ 1-1,2,-..,1; k'l,?.....x



Basi = Roswe I=1325..0533 k=1,2,...,k

para las cuales no existe una solucidn en forma cerrada. El
problema, sin embargo, puede ser resuelto usando el método
conocido como “Ajuste Proporcional Iterativo" (API) o bien el
algoritmo "Newton—Raphseon® (NR). FPara mayores detalles scbre API
ver Fienberg (op. cit. p-33) y sobre NR ver Haberman (1974b).
Estos algoritmos =e pueden usar también en las situaciones

anteriores.

Un tercer resultado importante sobre estimacidym en modelos

logaritmico lineales es el siguiente:

Bajo el esquema de muestreoc multipominal y . producto-multjnomsial

los estimadores de mAxima verosimilitud de los valores esperados

N
3
4
"

5

Teniendo los valores esperados para cualquiera de 1o wmsodelos
logaritmicos lineales se puede verificar la bondad de ajuste del

modelo con alguna de las siguientes estadisticas:

X® = 3 (observados — estimados)2/estimados



G= = 2 Ei(observadns) log (observados/estimados)

DPonde 1los valores estimados son los que se esperarian bajo la

suposicién de que la hipdtesis en consideracidn es cierta.

Para muestras grandes se tiene que tanto X* como G= ap
distribuyen como Ji-cuadrada con grados de libertad igual al
ntmero de celdas menos el ndmero de parametros estimados en el

modelo logaritmico lineal.

3.3 MODELOS LOGISTICOS PARA RESPUESTA BINARIA

Conaidérese un experimento en que a cada observacidn le
corresponde una de dos posibles categoria= y a cada una de estas
categorias se le asignan valores cero o uno, de tal manera que si
la wvariable aleatoria Y, representa a la i-&sima observacidn,
&ata solamente rpadra tomar uno de estos valores con alguna

probabiiidad, es decir,
PriY, = 1} = p; 3 PriY, = 0 = 1 - p,

A este tipo de ohservaciones frecuentemente se leas llamsa

obhservaciones binarias.

Siguiendo 1la terminologla mAs usual! en teoria de probabilidades,
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cuando Y, = 1 se dice que en la i-&sima observacidn ha ocurrido

un "&xito” v si Y, = 0, un "fracaso".

En muchas investigaciones con respuesta binaria, ya sea en disefio
de experimientos o muestreo de poblaciones, existe, asociado con
cada ohservacian, un vector de covariables o variables
explicativas. El objetive de l1o= modelo= logisticos lineales que
aqul se presentan es evaluar la forma en que la probabilidad de
respuesta p, depende del conjunto de variables explicativas

(tambié&n llamadas covariables o condiciones experimentales).

Para hacer la presentacidn en forma mas general, supdngase que
para la i-&=ima combinacidn de condiciones experimentales
(Xg2:0293X2?)y, 1 =1,2,...,N s hacen ohservaciones binarias en
ng individups u objetos. En este caso, se dice que las
ocbservaciones son agrupadas en grupos de taaaﬂos NaigasesgNu} ¥
tienen la forma ri/Ni; ra/Nag...;rn/nn donde r, el nimero de
dxitos en n, cbservaciones, por supuesto 0 { rqy < Mna. En el caso
de ni=...= ny=1, se dice que los= datos estan desagrupados. De
acusrdo con Mc Cullagh y Nelder t19é3,p.24) la distincidn entre

datos agrupados o desagrupados es isportante por dos razones:

a) Algunos métodos de anAlisis para datos agrupados no son

.aplicables a datos desagrupados.

b) De acuerdo con la teorla asintdtica, para datos agrupados sa

pusden bacer inferencias, ya sea si n > pat N o=, Pero para



matme decsanru amenpt=2 cuando M —oco

9
i i}
[m
a
n
Ll
¥
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[

R *odas las chesrvaciones de un mismc grupe son independientes vy
tisnen las miemas probabilidades de éxito, entonces ia
distribucidn de r; dado n, es binomial, comunmente denotada

ror Rin,3 pa) con esperanza y varianza:
Eiry,) = nipi » Variry) = nupa(i-pa)d

Cow (1983 cap.1? muestra ocho ejemplcs en los que se puede
apr=ciar a2 naran variedad de situaciones en que se tienen

respuestas binarias y diferentes tipos de variables explicativas.

Eetne sjiemplos WA, desde una simple camparacidn de
nrmbabilidades de 2xitoc en dos pcecblaciones diferentes, hasta
dizseflos factoriales vy prcblemas de regresidn con respuesta
hinaria; pasando por el analisis de una tabla de contingencia de

2 % 2, varias tablas de contingencia de 2 » 2 vy otros.

i
|u
"
u
E
0

istico lineal.,

De acuerdo con Cox {(op. cit. cap. 2) en muchos aspectos la forma
mds simple de representar la dependencia de una probabilidad p,

respecto de un conjunto de variables explicativas (X34, Xayseay
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? P
Fi = expibo + Y wishy)/I1 + expibo + 2L xssbsl (3.4)
R

e

P
1 = pe = 1701 + expibo v 2 X44D04)1 (3.5

_:,al

donde bg, Bi1,..., bpg 22 un conjunto de parametros desconocidos.

Mitose que (3.4) y (3.5) satisfacen la condicidn de gue 0 p¢i i

Estas ecuaciones se pusden expresar en forma equivalente como:
Ki= 1eqg P,/ (1-py} = bo + 7 x4sby (3.6}

que es 21 medelo logistice lineal. Li= pPssi{l - pi) 8 conocida

come ta transeformacidn logistica o logaritmo de "momiosY .

Con obietn de analizar las ventajas de la transformacidn K- sobre
otras, y para mostrar dos situaciones diferentes en que los
modelos logisticos lineales pueden ser usados, a continuacidn se

presentan dos sjemplos.

3:.3.2 Estudios prospectivos y retrospecfivos.

Supdngase gue se tiene una poblacidn en la cual cada individuo es

clasifiacado de acuerdo a dos variables aleatorias binarias Sy T
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donde:

1 si el individuc ha estado expuesto a ciertas
8 = condiciones que se piensa gue propician una enfermedad.

0o zi el individuo no ha estado expuesto.

{:1 si el individuo padece la enfermsedad.
T= '

0 =i no la padece.

La distribucidn de probabilidades de clasificacidn de los sujetos
de acuerde con estas variables se puede expresar en la siguiente

tabla:

|

/9]

1/4
(]

- e e e
P N . R

Donde p,;s es 1a probabjliad de que un individuo esté en el nivel

i de la variable S v en 21 nivel j de la variable T (i, = 0,1)

Supingase ahora que se quiere comparar la probabilidad de que un
individuo padezca de enfermedad (T = i) dado que ha estado
expuessto (S = 1), con la probabilidad de que el individuo padezca

la enfermedad (T = 1) dado que no ha éstado expuesto (S = Q).

Existen por lo senos tres procedimientos de suestreoc para este
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sk~

2} 'ma mnestra al arar de toda la poblacién.

by Una mwestra de individuos que han estado expuestos vy otra de

individuns gque no han estado expuestos.

<) lna muesta de individuecs que padecen la enfermedad v otra de

individeos que ne la padecen.

W

Fnm

m
b—d

caso (al

e puede estimar cualquiera de las cuatro pais's.

l_as grobai

-t

idades condicicnales de que T = 1 dado que S = 0 y 5 =

ui
"]

1 respectivamente son:
PIT=118=02 = poi1/{Pootpor) vy P{T=li8=1} = pi1/ProtPira? (3.7)
I bi=2n, utilizando (3.43) y (3.3)

PIT=1158=13 = expi{a+Duy)/[i+exp{a+Dx,) (3.8)
con %,;=0 si 5=0 v u;=1 si 5=1

La transformacidn loglstica (3.46) de las prbbabilidades en (3.7)

253

A.:o
Y .Aaz

logP{T=115=03/{1-F{T=11i8=03}]1 = log{po1/Pooc)

10glP{T=115=13/(1-P{T=1!5=03)1 = 10g9(p11/Pio)
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0 bien, usando (3.8):
K:g = a + Dx, , con xX,=0 si 8=0 vy x,.=1 =i 8S=1

y las diferencia de las transformaciones logisticas de estas

probabillidades, utilizando ambas expresiones es:
A:.: - on =D = log{piiPoo/PioPor) {3.9)

En el Caso (b) los tamafos de muestra para S =0 y 8§ =1 - Ta 31
fijos, por 1lo que no se pueden calcular las prﬁbabilidades
marginales poo *+ Por Y Pio t+ Ppiis Este seria el caso de un
estudio prospectivo, ya gue s toman muestras fijas de individuos
que han y que no han estado expuestos a condiciones gue
supuestamente propician la enfermedad vy posteriormente se cbservan
los valores de T, es decir, cuantos de cada situacidn padecen la

enfermedas y cuantos no la padecen.

En este caso, las prohabilidades p; ;*s nc pueden ser estimadas
individualmente, sin esbargo, al cbhservar los valores de T si se
pueden estimar las probabilidades condicionales en (3.7} y (3.8),

y en particular se puede estimar la diferencia logistica (3.9).

En =1 procedinieﬁtn {c), los tamafios de muestra de individuos que
padecen y no padecen la enfersedad son fijos (se fijan para T=0 y
para T=1) y posteriorsente a la seleccidn de las asuestras, se

averigua si 1los individuos han eatado expuestos © no a 1las
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condiciones que podrian propiciar la enfermedad, por lo gque se
trataria de un estudio retrospectivo. En este caso se pueden

cbtener estadisticas gque estan en funcidn de:

Pio/ {pootpPio) Y Pia/ (Portpis)

que son precisamente las probabilidades condicionales expresadas
en (3.7) y (3.8B) y por 1o tanto la diferencia logistica es 1la

misma que en (3.%) y puede ser estimada.

Este ejemploc es presentadoc por Cox (1983,o0p.cit) y McCullagh vy
Nelder (1983,op.cit. cap. 4) con algunas diferencias. Pero la
conclusidn es basicamente la misma: si el interés es considerar T
como variable respuesta y.S como variable explicativa, pero el
esquema de muestreo.esta basado en el procedimiento inverso de
fijar 1lo= tamafos dé muestra para T y luego observar S5 (que,
dicho sea de paso, es 1o sds frecuente ya que en la mayoria de
lo= probliemas practitos es mds facil localizar antes a los
enfermos) la diferencia logistica ﬁuedé ser estimada. Esta es una
de las ventajas que tiene la escala logistica con respecto a

otras escalas.

Fienberg (1977,o0p.cit.) msuestra una prueba de hipdtesis de
independencia en una tabla 2 x 2 basada en la eatimacidn de esta

diferencia logistica.



Z.3.3 Relacidn entre un estimulo (variable continua) y una

=== —_—mm i e a—= —— s e b

De acuerdo con Cox (op.cit.) esta situacidn se presenta con sucha
frecuencia. Existe un estisulo bajo control del investigador;
cada individuop es asignadec a un nivel del estimulo y una
respuesta binaria es observada. Un importante campo de aplicacidn
se epncuentra en experimentos bioldgicos donde por ejemplo,
diferentes niveles del estimulo pueden ser representados por
diferentes dosis de veneno y la respuesta binaria de Eada sujeto

es muerte o supervivencia.

En tales aplicaciones auchas veces es posible seleccionar una
medida x de la intensidad del estimulo de tal sanera que la
probabilidad de "#&xito®™ es cero para x negativa y uno a partir de
algln valor grande vy positivo de x vy la probabilidad es una
funcidn estrictamente creciente de x. De hecho esta funcidn
tiene las propiedades matemdticas de una funcidn de distribucidn
continua. Si la e=scala de x se selecciona adecuadamsente, 1;
funcidn de distribucién serd sisdtrica; por ejemsplo, aen la

aplicacidn sencionada frecuentesente es atil tomar x como el

logaritmn de la dosis de veneno.

Haberman (1973) presenta un ejeaplo de este tipo y el cual ss
abordarAd en diferentes partes de este trabajo, concretasente sn

el capitulo 5, donde se presentan los residusles de Haberman y en
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el capitulo 6, donde se hace una aplicacidn sobre deteccidn vy

tratamiento de cobservaciones discrepantes.

En este ejemplo N; sujetos reciben una log dosis t; de un venenoc,

1<j<r. Para cada sujeto existen dos respuestas posibles al

estimulo: supervivencia o suerte. Bea n;. 2]l ntmero de sujetos
gue habiendo recibido la dosis t; tienen respuesta k; k=0,1., Para

emaplear un modelo legistico, 1la probabilidad de respuesta cero

dada la dosis t; se puede expresar cosb:

PriY = 013} = 1/[i+exp(-a-bt,)]1 1<i<r

para a y b desconocidos.

Al aplicar la transformacidn logistica se tiene:

logEIPr{Y=0!j}/Pr{Y=11j}1 =

= log{li/{1+exp{—-a-bt,)) Y/ [exp{—-a-bt,)/(1+exp{—a—bt,)) 1}

| PaS
[ 9
[Fa
¥

’a“‘bt_’ 1

3,3.4 Estimacidn y prusbas de bondad de ajuste,

Considérese elmodelo logistico lineal (3.46). De acusrdo con
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Fimpnhern (|1979) pars =2ctimar los paraametres b*s e2n este modelo,

do de mdwima verosimilitud, sin embarqo, 1las p+l

9

L

sA  usa =] mat
pruacicnes de verpsimilitud resultantes para los p+i  parametros
b’s no tienen una seluciédrn cerrada, por lo que para llegar a .su
=nlucidn numérica 25 necesario usar algdan procedimiento

compuetacional iterativo.

Haherman/1974), por s=jemplo sugiere el uso de un procedimiento
Mewtpn—~-Raphson modifizado qQue tiene propiedades cuadriaticas de

convernencia,

Para las aplicaciones gque se presentan en el capitulo & del
presente  trabajo se utiliza el pagquete de computo "Generalized
tinear Interactive Modelling" {(GLIM) desarrollado por Beckman vy
Nelder (1978) v que para la estimacidn de parametros en modelos
para datos categdricos utiliza el algoritmc Newton—-Raphson
medificado de diversas formas segdun el tipo de mndela que se

trate.

Para probar la bondad de ajuéte de un modelo logistico lineal, se
usan las estadisticas 62 y/o X® vistas en 3.2, 1las cuales tienen

una distribucidn aproximada Ji-cuadrada.
Cabe seftalar que conforme los tamaffos de muestra son mayores, las

estadisticas'>B= y X2 tienden a tomar los mismos valores para la

prusba de un modelo determinado.
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.1 ERELACIOM EMIRE LDOS MORELOS LOGARITMICOS LINEALES ¥

I

11}

MODELOS LOGISTICOS LIMEALES

Fn determinadacs circunstancias sn que se tiene respuesta binaria,
21 modelo logistico puede ser tratado desde el enfoque de los
modelos logaritmico lineales., Fienberg (op.cit.) muestra este

procedimiento con unes ejemplos.

€r el primer eiemple, toma unos datos repcrtados por Bliss (1967)
arerca de una investigaridn gue consistid en plantér en el
invierno retoffos de dos variedades de pinociy para cada vgriedad

== puperimentaron dos tipoce de plantacidn: demasiado superficial
(ds) v demasiado profunda (dp). Para cada tipo de plantacidn se
usarcn 100 retoffcs d= cada variedad de pino, vy en el otoiyo del
suquiente affc se observd cuantos pinos habian sobrevivido. En el

4

cuadro I.! se presentan los datos.

Para ajustar un modelo logaritmico lineal a estos datos, se debe
incluir el términec u,z en todoz= los modelos gque se consideren,
con objeto de que al aplicar el ﬁétndn de ajuste proporcional
iterativo, los valores esperados estimados no alteran los totales
marginales de las variables 1 y 3 (profundidad de plantacidn vy

variedad de pino) fijados por el disefio.



CUADRD 3.1

Retoftos “Longleaf"” Retofios "Slash"
} } i !
! Tipo 1| i ! H ! Tipo | { } H
! de ! muer— | vivos | tot. | | de | muer— ! vivos | tot. |
iplant.! tos : { ! iplant.] tos= ! ! !
H H ! | H H i ! : !
i H ' H ' ! ! i ! H
i dp | 41 ! 59 I 100} i dp | 12 i 88 ! 100 |
! ' ! H H ! H H i !
! ! H ] : H i : | H
i ds= 11 i B9 ! 100 { ds 1 5 i 95 1 100 |
H H H 1 ' H i { H H
H ! ' } ! 4 H | H :
| tot. | 82 ! 148 i 200 ] | tot. | 17 ! I 200 |
H ! ! H H { H i H H

183

En el cuadro 3.2 se encuentran en notacidn abreviada, l1os modelos
jeradrquicos permitidos para este conjunto de datos y los valores

de las correspondientes estadisticas de bondad de ajuste.

CUADRDO 3.2

- Modelo X= g2 g.1l.
£12]1 [133 t§33 1.37 1.28 1
C12] [231 25.54 27.79 2
£12] C13] 24.03 25.03 2
C13] [2] 54.7 50.1 3
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F= ~lsrn naue snlaments =21 mcdelc de “no interaccidn de tres
factnrag” =2 ajusta a lcs dates, sin embargoc, se reconoce que
tomando oiros podelos gque consideren b,z = O se podrian obtener

valores peguefos de X2 y 62 peroc los valores esperados estimados

)

ndrian o n

8]

Torresponder a ics Tampafos de muestra +fijados por el

Pusstn ue ol interés ecti en los efectos de la profundidad de

variedad de pinoc scbre la mortalidad, es

ravonable observar !a razén de mortalidad imuertos/vivos) para
r2da combinacitn de variedad de pino v tipo de plantacidn, esto
=512 M1/ M 2

Pitesto gue =21 modelo ajustado es

logmy 56 = U + Uz iy + Umcar + Uscer + Usmcisr T UaScawr + Uasoiws

=e tiene que 21 modelo logistico lineal es:
logimy s/ Mian)=luzcsr Va2 It lUuiacitr—Uiaaa IHluazciw) —uas cany 1=
+ Uz cts )

= 2fu=¢1r *+ Usmcaa>

=W+ Wi + Wk

Notese que el primer miembro de (3.10) es equivalente al

miembro del modelo logistico (3.6)

(3.1

primer



En =21 Altimo miembre de {(3.19) no aparece 21 subindice que indica
1a wvariable 2 (mortalidad) va que el primer miembro es el

lngaritmo de la raron de= mortalidad.

Fienberg (op.cit.) sefiala que este procedimiento se usa cob
praf=orencia rcuando los tamaffos de muestra de las variables
exnlicativas éan controladas por el diseffo pero que muchos
invecstigadores ajustan este2 tipo de modelos en conjuntos de da#os
an los cuales alqunas variables explicativas no son controladas
por =21 disefio por 1o que pierden informacidn sobre las relaciones

entre =211as.

Coma se2 ha visto, con este procedimiento los medelos logisticos
centinen tarminos que corresponden a los de los modelos

lngaritmicos linealss.

fin embargo este procedimiento tiene algunas 1limitaciones vy
desventajas que se pueden resumir en los siguientes puntos.
a) No se puede aplicar cuando alguna de 1las variables o

explicativas es continua.

b} Cuande se utiliza este procedimiento 1los aocdelos
logaritmaicos deben ser jerarquicos por lo que en ocaciones se
estiman parAmetros que no son de ihterés, lo que puede hacer

decrecer la precisién en la estimacitin de los otros parametros.



c) Pueden existir otros modelos logisticos desde el enfogue
de 3.3 que no tienen su equivalente en modelos logaritmicos

lineales jerarquicos.

d) Como vya =e menciond, se pierde informacidn cuando :las

variables ne son controladas por el disefio.

—am 2 = e e e - . - P - - - .. - ~ [, . . i T me et e e s



Tanto los modelos logaritmicos lineales como los= modelos
logisticos s=on “"modelos lineales generalizados", este término
debido a Nelder y Wedderburn (1972), ae refiere a una
generalizhcibn de los modelos lineales clasicos al introducir
dos conceptos bAsicos: a) la distribucidn de las observaciones
puede ser de una familia exponencial (no necesariamente normsal) y

. b)Y El concepto de la funcidn liga.

Muchos resultados valido=s para los modelos logaritmicos lineales
y para los msodelos loglsticos, =on vidlidos para otros msodelos
lineales generalizado=, en particular la definicidtn de residuales

que se analizara con détalld. Por otra parte, existen resultados

57



propins de 1os medelos linsalss jensralizados que al ser tratados

Ui

para =1 c:sn especial de datos categéricos enriguecen el analisis
d=2 los podelos =epeclificos para este tipo de datos. Entonces la
precentacin  del an3lisics de residuales desde el punto de vista
de los modelos 1ineales‘generalizadus, ademas de enriquecerla,
permite dar una mayor homogeneidad a la discusidn y se puede
apreciar 1a amplitud de aplicaciones de los resul tados

indep=ndiantements de las gque para datos categidricos se hacen

agqut.

la expesizidn que se hacs agul estid basada principalmente en el
libro "RGeneralized Linear Modeslz" de Mc Cullagh y Nelder (1983).
Estos autores seffalan que los modelos lineales genesralizados son
una  ontansiin de los modelos lineales clasicos por lo que éstos

censtituven un adecuado punto de partida.

Sea y un vector de chservaciones de longitud N que se supone es
la realizacidn de un vector de variables -aleatorias Y
independientemente distribuidas con nedias/ﬂ,. El vector de
medias)n constituye la parte sistematica del modelo y se supuﬁé

la existencia de variables explicativas (covariables) Mag

Mayeesg¥p Con valores conoccidos tales que:

donde las b’s son parametros usualmente desconocidos y tienen que

=1 o eztimados de 1los datos. Si se indexan por i las

T



observaciones, la parte sistemAtica puede expresarse como sigue:
P
ECYs) =My -Zb,xu i=1,2,...,N
g

donde ;4 es el valor de la j—#&sima variable para la observacién

i. En notacidn matricial se puede escribir
/Jnnl B Xaumbpx1
donde X ez la matriz del msodelo vy b el vector de parametros.

Esto completa la especificacidn de la parte sistematica del

modelo.

iLas suposiciones de independencia y varianza constante - para el
error son imsportantes y'es necesario confirmarlas. La estructura
de 1la parte sistemdtica supone que las covariables que influyen

en la media son conhocidas y pueden medirse sin error.

Otra importante suposicidn es que los errores tisnen una

distribucidn Normal con varianza constante q’.

Entonces el modelo 1ineal clasico se puede resumir de la

sjguiente manera:

Y es un vector de variables aleatorias independientes norsalmente

distribuidas con:
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Xb (4.1)

ELY) =/.L donde /LA

_—— = ===

Para aimplificar la transicidn a los sodelos lineales
generalizados se rearreglard ligerasente (4.1) para producir los

gsiguientes tres enunciados:

a) El componente aleatorio: Y tiene una distribucidn noraal

independiente con varianza constante q2 y E(Y) =)J .

b)Y El componente sistemidtico: Las covariables Xi,Xaj.ss3Xm

producen un "predictor lineal™ dado por:

1=3 bax,
J

c) La "liga® entre lo= componentes sistematico y aleatorio:

MmN

Esta forma de representar el modelo lineal clasico introduce un
 huevo simbola N para el predictor Hneal, y el inciso ()

indica que/.l Y q son de hecho idénticas. 81 se escribe

r{s =gl
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a ntey 22 12 1lamarad "funcidn liga". De este modo, se puede decir
qgue les modeleos lineales clasiceos tienen una distribucidn Normal

en el inciso (a) v una funcidn liga idéntica en el inciso ().

Loz modelos lineales generalizados permiten dos extensiones:

in. La distribucidn en el incise (a) puede ser de una familia

exponeci al.

20. La Ffuncidn liga del! inciso (c) puede ser cualquier Ffuncidn

mendtona diferenciable.

K-
)}
Im
-

COMPONENTE ALEATORIO.

En 1los modelos lineales generalizados 1a forma que se puede usar

para la funcidn de densidad de probabilidad de una observacidn vy

es:
Fvlyvi@,8) = exp{lye-b(®)1/air+cly,p)? (4.2)

para algunas funciones a( }, b{ ) y c( ). Sip es conocida (4.2)
es una familia exponencial con paraametro candnico ® . SiP es

deaconocida (4.2) puede o puede no ser una familia exponencial.

el



Con el propdsito de ver esto con mayor claridad e introducir otros

conceptos considérese primero la distribucidn normal.

fviy;0,¢) = (ZU92) ~Yiexpl—(y-4n 2/2q2

= exp{(yu—uy2/2) /92 —1/2[y2/g2+1n(207*) 13
tal que B =u , bipy=p2/2, ¢g=v2, aigpr=¢,
¥ ' cly, @) =—1/2[y2/I2+1n (277 ]
Sea 1(B&, p;y) = Infv(y; 0, %) la funcidn de log-verosimilitud
considerada como una funcidn de B y @ dado y. La media y la
varianza de vy pueden entonces ser derivadas de las conocidas
relaciones.

E(921/9B) = O {(4.3)

E(3*1/38) + EQ31/38)2 = 0 (3.8

De (4.2) se obtiene que 1 = [yp— b(E)l/a(f) + cly,$)

entonces
31736 = [y - b* (6)17a () (4.5)

v 1738 = b’’(8)/alp) (4.6)
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de (4.3) y (4.5) se tiene
0O = E(31/38) = [¥Y-b*{(8)]/a($)

por lo que E(Y) = U= b? (D)
Similarmente, de (4.3), (4.5) y {4.46) se tiene que

0 = - b**(8)/a(P) + Var(Y)/a=($)
de modc que Var(Y) = b??* (8)a(g) (4.7)
por 1o gque la varianza de Y es producto de dos funciones: b”""({8)
que depende solamente del parametro cantnico 8 (y por la tanto, de
la media) y sera llamada "funcion varianza", por otro lado, a(g)
es independiente de 8 y solamente depende del parametro de
dispersidn ¢.
La funcion a($) es comunmente de la forma

alf) = @/m

donde ®w"™ es un peso previo que se supone conocido vy es
1lamado =1 parasetrc de dispersion (a veces se denota port®}. Por

ejemplo, para un modelo ndraal en #1 que cada ocbsevacidn es la

media de n registros independientas, se tiene
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a(?) = q'z./n

de mode gue en est= caso w = n.

En el cuadro 4.1 se presentan algunas de las mas importantes

distribuciones de este tipec.

Cuadro 4.1*

Normal Poisson - Binomial Gamma Inversa Gaussiana

Rango de' y  (~@@) o  =XZ (9, ) )
« ) ¢ 1 1/a ¢ 14
N ) Y. ] ¢ h(l+e) - —hn(-8 —{(-25p

4 " - - L im(-
« ) —i(;ln(w)) ~hy! rn[(")] @-DROP+ag-TE@) L -iln(-xf)
&= ET) o 4 /(14 -1/0 (—25-i
Funcidn./varianza 1 ' A M1—n) » ~

Puesto que en los modelos logaritmicos lineales y los modelos
loqisticos que se aplican en este trabajo se consideran los
componentes aleatorios Poisson y Binomial respectivamente, é&stos

se ven a continuacidn.

a).- La distribucion Poisson como miembro de 1a familia
exponenciai.— Si "Y" es una variable aleatoria Poisson, su
funcidn de densidad de prdbahilidades {$+.d.p.) comunmente se

escribe:

PriY=yl = f,{y;h) = exp&eh) L/y! y=0s1,...

% Tmado de AcCullagh y Melder lop. cit. (93



ecta puede reescribirsse de la forma {4.2) como sigue:

fvivia,g) = expilyp-bi(0)1/a(g) + Cly,g}7

donde b(@) = sxpi(®) =L, atg) =1, cly P’ = -lny!'
da (4.5) v (4.46) se obtiene:

Ety) = K= u =b"() = &

varty) = b (@rag) = (1) = &

Como <ce puede apreciar, !a varianza vy la funcidén varianza en la

Poisson son idénticas.

bY.— La distribucidn Binominal comc miembro de 1la familia
expnnencial .~ 8i "X" es una variable aleatoria Binominal, su
f.d.p. comunmente se escribe:

n
Pr[Xéz] = fixusn,p) = ( )p"(l—p)"'“ ¥=0,1,...,40
¥

Mc. Cullagh y Nelder, hacen una pequefta modificacidn que no
altera la esencia de esta distribucidtn., Ellos consideran la
variable aleatoria Y = X/n, entonces Y , tiene una +f.d.p.

binominal :
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n
}“V(l—p)“""" y=0,1/Ny...,n/n=1

PriY=yl = fy{yin,p) =
ny

Para presentar esta f.d.p. como miembro de l1a familia exponencial

en la forma (4.2), se pue-delexpresarz
PriY=yl = f ly3;g,¢) = exp{[(yg—ln(1+e°))/(lfn)]-l-ln[(:‘):l}
donde | 1/n = a(@), 1ni1+e®) = b(@, 1nC{0} = cly,$)
y p se ha sustituido de tal modo que p = e/ (1+e®)
por lo que t - p = 1/ ¢14a°)
De (4.3) yv (4.4) se tiene que :
Ety) = b’ (0) = e%/(1+e®) = p = u
Y Var(y) = b”.( praigr = e®/(1+e®12(1/n)
8

= [e? 7(1+e® 2301/ (14+e®)301/m) = pt1-po/n

por 1o que 1a funcidn varianza es: p.(l—}.u = pll-p)
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4.3 LA FUNCION LIGA

La funcitn 1liga relaciona al predictor lineal } con el valor
esperadn/u de un dato y. En los modelos lineales clasicos, el
predictor 1lineal y el valor esperado de una ocbservacidn son

idénticas vy q y M pueden tomar cualquier valor en la recta real.

Cuando la=s observacidnes =pn conteos y la distribucidn es
Poisson, se tiene que U > O, de modo que en este caso la liga
idéntica es poco atractiva en parte porque q debe poder tomar
valores negativos. Los modelos basados en independencia de
probabilidades como en las tablas de contingencia, de manera
natural consideran efectos multiplicativos y estos son expresados
por una liga logaritmica q- lng/u con inversa ‘/u=- 2. Entonces

los efectos aditivos en n son efectos multiplicatios en}J.

Para la distribucidn binomial se tiene gque 01}151 por lo que la
funcién ligar debe de satisfacer la condicidn de aapear el
intervalo (0,1) en toda la recta real. Hay varias funciones que
satisfacen esto y que son ampliamente usadas como la "logit”, ln‘
'probit' y la 'lug;log cosplementaria®, sin embargo, para este
caso aqui solasente se trata la "logit” o logistica que se vio sn

el.capitulb anterior y que es la siguiente:

N = 1ogiM(1-£0]
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Cada una de las distribuciones del cuadro 4.1 tiene una funcidn
liga especial para las cuales existen estadisticas suficentes
para el predictor lineal n= Eib1Xg- Estas son llamadas ligas

candbnicas y ocurren cuando

B=1

donde 8 ea el parametro candnico como se muestra en el cuadro 4.1.

Las ligas cananiéas para las distribuciocnes del cuadro 4.1 son:

Normal n=u

Piosson Rh= 1lnu (4.8)
Binomial q = InCu{i-u)1 (4.9)
Gamaa n=u"

Inversa Saussiana n 8,1-1—1

Para las ligas canbnicas, las estadisticas suficientes estan
dadas por :E_yx, j=1,2,...,p. Las ligas canénicas tienen
propiedades estadisticas deseables particularmente en muestras

pequeffas y facilitan el c3lculo de los estimadores.

En los modelos logaritmicos lineales y logisticos lineales se
pueden usar las ligas candnicas (4.8) y (4.9) respectivasente,
por 1o que se son modelos candnicos; adeads, como se vid en el
capttuin 3, los efectos sistemdticos en estos wmodelos son

aditivos por lo que se facilita su manejo e interpretacidn.
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Mc. Cullapgh v Nelder (pp. cit. cap 2) seffalan que los residuales

pueden ser usados para explorar gue tan ade;uadn es el ajuste de
un modelo con respecto a 1la seleccidn de 1la funcidn varianza vy
los té&rminos en el predictor lineal, ademas de que también
pueden indicar 1la presencia de valores andmalos, 1los cuales

requieren una mayor investigacién.

Tambidn apuntan que para modelos lineales generalizados se
requiere de wuna generalizacidn de los residuales aplicable a
todas las distribuciones que puedan reesplazar a la Normal y que

puedan sar usados con los mismo propdsitos que los residuales
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Mrrmaleses estandarizadeos en leon modelos lineales normales. Definen
trae tinmpns 42 recsidnales {residuales de  Fsarson, Devianza vy
AnerambeY., En el present= trabajc se consideran ademas, los

reciduales de Haberman.

S.1 FESINUALES DE PEARSOM.

£l re=jdual de Pearson ce define comos
A ~
re = {y 7u)/V(y)

Fl numerador e= =21 residuzl simple mostrado en el capitulo 2 y el
denominador es 2l estimador de la desviacidn estandar de Y, de
modo que si Y tuviera distribucién Normal, éste seria el residual

estandarizado visto en 2.1.1.

El nombre se debe a que para la distribucidn Poisson el residual
de Pearson es la raiz cuadrada {(con signo) de los componentes de

1a estadistica X2 de Pearson para bondad de ajuste, de modo gque

:irt = X=

Al analizar estos residuales en modelos para datos categdricos,
Agresti (1984 p. &62) sefiala, que si el modelo es correcto, estos

residuales son asintdticamente normales con media cero f con una
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varianT i promediao de los  {rg2 igual al cociente del namero de
arados de libertad entre =1 ndumero de celdas en una tablia de
contingencia por lo que su varianza asintdtica es menor gque 1.0 .

Fn mcdelos cemplejos puede ser bastante menor por lo que en  esos

~azm=  no pueden considerarse aproximadamente procedentes de una
MO, 1Y,

Tiemplos:

pY Uaharman (1973) muestra gue si %.4 s una observacién con

distribucidn Ppicson o Multinomial correspondiente a una tabla de
rontingencia bidimensional, 21 residual de FPearson para el modelo
logaritmico lineal de independencia entre las dos variables es

."p = {3‘-"__‘ - X‘q—}{q._if‘){q—*)f’(%‘q—}‘q—_‘fx-b‘]1'/'2

h) Ci y, es una ohservacidn con distribucidn Binomial Bin.,p.),

el residual de Fearson esta dado por

FY F.Y
Feo = {(ve = nNaPa)/7En.pa t1-py)1rs=2

5.2 RESIDUALES DE DEVIANZIA

ta devianza se define como la medida de discrepancia establecida
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nor 2l Toaaritme ds un= razén de verosimilitudes .

Nada= M rhsprvaciones s= posible ajustar modelos que  contengan
dasde unc hasta N parametros; al modelo con N parametros (uno por
observacidn) se le suele llamar modele satwado, no tiene
componente aleatrrio (toda la variacidén de las y’s es  explicada
por =1 componente sistemadtico) y no es informativo ya que no
recsume los datos sino que simplemente es una repeticidn de ellos.
2in embargo, el modelo saturado sirve de base para medir 1a
discre=pancia entre &ste y un modele intermedio con p<N

rarametros.

Para definir esta discrepancia, es conveniente expresar la log-
verosimilitud en términos del parémetro/u en lugar del parametro
canfnico 8. Sea 1id,gs5y) la locg-verosimilitud maximizada sobre b

‘mas no sobre el parametro de estorbog.

La maxima log-versomilitud factible en el modelo completo con N
paraetros es 'lty,p 5v} 1la cual es generalmente  finita. La

discrepancia de un ajuste es proporcional al doble de 1a

diferencia entre la maxima log-verosimilitud posible (modelo

saturado) vy la maxima log-verosimilitud obtenida para el modelo
bajo investigacidn. 8i ﬁ = § (ﬁ) y§= O({y) son los estimadores del
parimetro can®nico bajo los dos modelos, 1la discrepancia pusde

ser escrita como sigue:

~ ~ A
22":[?1(9‘--3;) - bt0;) + b(BII/G = D(Y:ﬁ)/‘d
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Arnde ﬁ(y%ﬁ\ ps ~mncrida cemo la devianza del medelo bajo estudio

voas funcidn de los datns =clamente.

| a=  formas de las devianzas para las distriburiones del cuadro

4.1 =on 1las siquientes:

Mormal 2ty —ﬁ)’

Poissan 21ULyinly/A) - (y =013

Rinrmial 2ULvIny/A)T + (n - y)Inlin - y)/(n —ﬁt)]}
Bamma 2¥C-1nly /0 + (y —20 2]

Inversa Saussiana (v — g2 gkl y)

donde todas las sumas son =scbhre i = 1,2,...; N

Para 112 distribucidn Normal la devianza es la suma de cuadrados
de loe residuales simples, mientras que para la Poisson es ja-
ectadistica B2 vista en el capitulo 3. Ntotese que los segundos
términos de las expresiones de la devianza para la Poisson y 1la

Bamma son usualmente iguales a cero.

La devianza 25 entonces la suma de N términos, si a cada uno de

ellos se le llama d;, el residual de Devianza se define cohn
re = sgnly —jﬁ)(d‘)*fz

Esta es una cantidad que crece o decrece con y 1;‘ y para la cual



Ast, para la distribucidn Poisson se tiene
el A A
ro = sgniy ff;)tz(yln(yéu) -y +pMI32
v para la distribucidn Binomial es

ro = sgniy —;l){ztyln(ygﬁ) + (n — yvXinlin — y)/(n -zﬁ))l}"z

Una desventaja del residual de Pearson es que la distribucidn de
re para distribuciones no normales es marcadamente sesgada por lb
que puede fallar en cuanto a que no tendrd propiedades similares

a las de los residual normales.

Anscompe propusoc ia definicidn de un residual usando una funcidn
Aly) en 1lugar de vy, donde Aly) es escogida de modo que su
distribucidn sea "tan Nnr@al comc sea posible”. Se ha demostrado
que para las funciones de verosimilitud en Modelos Lineales

Generalizados, A{k) estad dada por

A = Sv—s?stﬁ)d;-.
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por 1o goe 21 residual de Anecombe se basa en la diferencia Aly) -
A{ZY. Sin embarge, la transformacidn Al+) que normaliza la
funcidn de probalidad no estabiliza 1la varianza por lo que para
definir 21 residual de Anscombe la diferencia anterior debe
dividirse entre la raiz cuadrada de la varianza de A(y), la cual
=¢ puede aprovimar por A’(;13£V(})31’2. Entonces el residual

de Anscombe == define come

o~

ra = TAIYY = ARYIZIVIAIYIITLZ2 £ [AlGy) — AU I/87 GV (k) J1rz

v para 1s Zdistribucidn Pcisscon se tiens

Ay = v—‘md} = Z/Zp=S

por lc gque para esta distribucidn el residual de Anscombe ‘se

obtiene por la siguiente esxpresidn
ra = [Z/2(Y2/S - jl”’)]éﬁ*" ' (5.1)

Cox v Snell (19468) presentan también el residual de Anscombe para
la Poisson, para lo cual citan a Anscompe (1953) quien indica que
i Y es una variable aleatoria Poisson, la esperanza de Y2/ es
(~1/6Y273 por 1o que esta versidn del residual de Anscombe
presenta una pequeffa diferencia con el de la expresidn (5.1) que

es la que dan McCullagh y Nelder (op. cit.), vya que se tiene

ra = 3/2[y2/3 -~ (/3- - 1/6)”33/ﬁ"’" (5.2)
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'a nequefa difer=ncia (el tédrmino — 1l/6) entre las expresiones
(9.1 v (5.2) es qgue en esta dltima s2 procura que la
distribuci®dn sea inssegada. Sin embargec en la mayoria de los
casecs prictices 1a diferencia que se obtiene al aplicar (3.1} vy
(T.2) =25 irrelevante.

Crv v ‘Snell fan, cit.) tratan tamhién el residual de Anscombe

para la distribucidn Binomial definiéndolo de la siguiente manera

ra = Thiy/n) - hip-1/6{1-2p) /nl/pr/e(1-p)1se/ns-= (5.3)
uw .
donde h{u) = St-tf=(1 - £)-/3 g, 04 u £1 (5.4)

]

fintes de wver la solucidn de hi{u) es importante hacer dos

observaciones:

a) Si p es pequena este residual se reduce a (5.2}, es decir, el

definido para distribucidn Poisson.

b) La correcidn del sesgo —1/6(1-25)/n frecuentemente puede ser

omitida.

Para el cdlculo de h{(u) Cox y Shell (op. cit.) elaboraron el
cuadre S.1 donde se encuentran tabulados los valores de 1la
funcidn beta incompleta I.,(2/3,2/3), la cual es siadtrica

alrededor de u = 0.5; estos valores multiplicados por la funcidn
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beta bim,n) wvaluvada =n n=n=I1"", =2¢ decir, por b{Z/3,2/3) = Z2.0033
da =21 wvaloyr d=2 (S.3%, For sjemplo HIG.2) =  (Z.03553) (2.257) =
0.528, hiQ,BY=(Z, 0853 (1-2.287) = l.3Z5.

CUARDRO =1

Valores deo la funcion Beta incompleta b(2/3,2/3)

o000 0001 0002 0003 OO 0005 0006 0007 (0008

o009
0 0007 0012 0015 0018 0021 0024 0027 002 0032
0034 0036 0038 0040 043 0045 0046 0048 0050 0052
0054 0056 0058 0059 006f 0063 0064 0066 0058 0069
04971 0072 0074 0075 0077 0079 0080 0052 0083 004
0086 0087 0089 0090 0052 0093 0094 009% 0097 0098
0100 0101 0102 0104 0105 0106 0108 0109 O1180 ©112
0113 ©114 CI115 0117 0118 06119 G120 0122 G128 01
0128 0126 0128 0129 0130 0C131 0132 Ol 0135 0138
0137 0138 0139 0141 0142 0143 0l44 0145 0146 0147
0149 0150 0151 152 0153 0154 0155 O15% ©O157 0©158
0160 ©161 0162 ¢163 0164 0165 0166 0167 0168 0169
0170 - O171 O172 0173 0174 017 0177 0178 0179 0180
012 0181 ¢18 018 0184 0185 O186 0187 0188 0189 (0190
0191 0192 0193 0194 0195 019 (197 0198 0199 020
Ol4 0201 0202 0203 0204 0205 0206 0207 0208 0209 0210
o115 0201 0212 0213 G214 0214 0215 06 0217 0218 0219
¢i6 0220 0221 022 0223 02 05 0226 0227 0223 029
037 0230 0231 0232 0232 02533 0234 25 0236 0237 0238
018 0239 0240 §241 0242 0243 0244 0244 0245 0246 0247
019 0243 0249 0250 0251 0252 0253 0254 0254 0255 0256
020 03257 0258 0259 0260 0261 0262 0262 0263 0264 0265
0267 0268 0269 (210 02H 0271 0272 0273 0274
o022 2 0276 02717 0277 0278 0I19 0280 0281 0282 0283
0284 0285 (286 0287 0288 0289 0290 0290 031
0293 0294 0295 0295 029 027 0298 0299 0300
0-25 3 0302 0302 0303 0304 0305 0306 0307 038 OX8

253383822323

)
-

0-266

0-275

0284

0292

0351
026 0309 0310 0311 0312 0313 0313 0314 035 0OM6e 0317
027 0318 0318 0319 0320 0321 0312 0323 $323 0324 0328
028 0326 0327 0328 ¢328 032 0330 0331 ¢332 0333 0333
029 0334 0335 0336 0337 0338 0338 0339 0340 0341 0342
030 0342 0343 0344 0345 OH6 0347 0347 0348 0349 0350
031 0351 €351 0352 0353 O34 0355 0355 03% 0357 0358
032 0355 0360 0360 0361 0362 0363 0364 0364 0365 0366
033 0357 0368 0368 0369 0310 037 0372 0372 0373 034
C OM 0375 0376 0376 ©377 0378 0379 0180 C380 0381 032
| 035 0383 0384 0384 0385 038 0387 0388 0388 0389 0390
© 036 0391 0392 0352 0393 0334 0395 (0396 (039 0397 0293
0-37 0399 0400 0400 0401 0402 0403 0303 0404 0405 0406
038 0407 0407 0408 0409 (410 0411 0411 0412 0413 0414
039 0414 0415 . 0416 0417 0318 0418 0419 0420 0421 042
040 0422 (0423 0424 0425 0425 0426 0427 0428 0429 G4
041 0430 O3 0432 0433 0433 04X 0435 0436 (436 0437
042 0433 0439 0440 0440 0441 04482 0443 043 D444 OS5
043 0446 0347 0447 0445 0449 0450 0450 0451 0452 0453
044 0454 0454 0455 0456 0457 0457 0458 0439 0460 0461
045 0461 0462 0463 0463 0464 0465 0466 0467 0468 0468
046 0469 0470 O4T1 0471 0472 0473 0474 0474 0475 0476
047 Od77 0478 0473 0479 0450 - 04831 0481 0482 0483 O
043 0485 0435 04856 0437 0488 04381 0489 0450 0491 0491
049 0492 0493 G454 0495 0495 0496 0497 0498 0493 0499




Cov v Snell seMalan gue grificas sobre papel de probabilidad
sugisren gu=s la transformacidn 2s muy efectiva incluse para

valores tan pequefos como p = 0.04 vy n = 5.

S.4 RESIDUALES DE HABERMAM

Aunque McCullagh vy Nelder (op.cit.}) no 1los presentan, estos
rasiduales ocupan un lugar importants en el ajuste de modelos
para datos categéricos. Haberman (1272) los propuso y les did el
nombre de "residuales ajustados” (aunque en este trabajo se les
denomina residuales de Haberman o rw). Haberman (1973) ilustra el
use de estos residuales tantoc en medelos logaritmicos lineales

como en modelos logisticos lineales.

Estos residuales tienen una analogia con leos residuales
studentizados en los modelos lineales normales, en 21 sentido de
que se refieren al cociente de los residuales simples y, -~ 9.
entre su desviacidn estandar real, con la diferencia de gque 1la
varianza de los residuales en los modelos para variables

categlricas es asintdtica.

Una dificultad que presentan los residuales de Haberman es en su
.calculo, va que la f&rmula para cada mbdelc es diferente y suele

=er complicada. Haberman (1978 vo. 1) presenta algunos ejemsplos vy
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fA3rmulas pa3ra =u cilculc.

t_» principal ventaja de los residuales de Haberman es que tienen
1tna distribuchn asintética N{0,1). Para mads detalles ver Haberman

(1978, vel. 1Y,

Considdr=ee primero, una tabla de contingencia I x Jd, vy sean
Xy ;3 1loe valores observados, 1£i{I, 1£{j{J. FPara el modelo

lngaritmico lineal de independencia sntre las dos variables, el
recidual  de Pearson  (también llamado residual estandarizado)

visto =n S.1 =2s:
Fe = {3’.;_1 - }‘.1+:{+JI.X+¢)/(3“;--?‘54-_1/}14-4-)"lz (5.95)

donde %,4+, Xes5 Y Xos SON los totales definidos en 3.1. Haberman
(1972, op.cit.) muestra que el estimador de 1a varianza

asintdtica de (5.5} es

Vig = =2y a/tes) (1% g/ Ras)

por 1o que, - para el modelo logaritmico lineal de independencia

entre dos variables categdricas, el residual de Haberman es:
e = rpjo‘_‘

Considérese ahora una tabla de contingencia de treé dimansiones y
sean {Xi sk} las frécuencias observadas en las celdas, 1<ilI,

1$_j£‘], lﬁjia ISkS_K; Y S8AN Xieseg Nedgey Aeen X ey Hiew ¥ Xegn los
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tctales marginzales vistos 2n J.2 ¥y Xeee = n 25 la suma total de
l13s v, ;w3 Habesrman (1978, op.cit.) presenta para este caso, las
fArmulas de lgs residuales para los posibles modelos logaritmicos
lineales jer3rquicos. En el cuadro 3.2 se presentan los posibles
modelos con notacidn abreviada y los residuales de Haberman para

cada uno,

Hoherman indica, al presentar este cuadro, que se omite £1 modelo
saturadB_EABCE porque los residuales son nulos y se omite también
21 modele de "ne interaccitn de tres factores " LABJ [AC] [BC1
porgue el cilculo de los ry generalmente requiere de la invesidn
de la matriz 5 correspondiente a la version del algoritmo Newton-—
Raphson empl=ado para encontrar los estimadores de maxima

verscmilitud. Sin embargo, seMala gque para resultados aproximsados

se podria usar en este caso el residual standarizado (rg).

Haberman (1973, op. cit.) utiliza sus residuales en el modelo
logistico 1lineal bosquejado en 3.3 y que se verd con mas detalle
en la aplicacién 6.4. Comb se recordard, en ese ejesplo N,
sujetos reciben una log dosis de veneno t,, 1€<3ry vy naw es el.
némero de sujetos que habiendo recibido la log dosis t; tienen

respuesta k=1,2 (sobrevivencia o muerte).

Al emplear en este ejemplo un modelo logistico lineal se tiene

que

" 1ogIP(113§)/P(213>1 = a + bt



donde Pi{k!j} s la probabilidad de gque un sujetoc tenga respuesta

k dado que recibi# l1a leg dosis t;.

CUADRD 5.2

Modelo [A2 [Bl (C]

= [!ug - {llulqoloﬂ,ﬂ!y[h“!.jolu.[ﬂ’” - :lodojofl’ - h»lu*!lz - lo,pl“tfl’ + h..‘;"”_g“-fnslluz

Modelo [ABI [C]

fu = [,I.lh - Ix.,.:...!nl]!hu.:...fnll - lg;J‘]‘“ - lm’l]l'n

Modelo [AB]1 [AC]

n S {!;a - lx.,..l...h...l!![lu..l,..!l...{l - :.,J:...HI - lu-.f!lc-ol]"’

Para eéte modelo simsple (ya que solamente tiene una- variable
explicativa) Haberman (1973, op. cit) muestra que la fbrmula para

el cAlculo de los r. es
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L ¢ — L3 -
e = IR = Mo/ lwsll = {wy /T owy) — lw,(hy—t)/ Twslts-t)2) 13
]:\ 5“
-.-(5-6)

donde:

A 0n
Wi = MyaMza/ Ny
_ t

t = fzwjtj)}’iﬂ_;

=
v M3 =on los valoress esperados estimados al ajustar el modelo.

Ez importante seffalar sin embargo, gque para mdelcs logisticos mas
complejos, la expresidn para el calculo de los ry no es aucho mas
complicada que ésta.
Ina wventaja de ver estos residuales desde el enfoque de los
modelos lineales generalizados es que su representacidn y cialculo
en ocaciones se facilitan.
Por ejemplo, Pregibon (198B2) muestra que (5.6) se puede expresar
de la siguiente forma equivalente que puede ser fAcilnente-
calculada usando el paquete de cdmputo GLIM.

~ N -~ ~
e = (n_,.. - ﬂJu)/{(]. - DJVJ)[._".(N; - m;;)]/ﬂ,}‘fz {35.7)
donde: : Eyb}’

vs ®s la varianza del predictor lineal R, \
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0y son las Altimas ponderaciones en sl algoritmo iterativo en el

ajuste d=! modelo.

Haberman (1976} propone e ilustra el uso de residuales
generalizados ajustados (que agui l11lamariamos residuales
generalirzados de Haberman), los cuales pueden expresarse en forma

general como sigue:

Fone = 2 i (A — Ma)/hia)

dondes
h{a) es =21 =2stimador de la varianza asintdtica de E;a;(ng —‘;;) Y
los a; son nAmeros reales adecuadamente seleccionados para loa

fines que se persigan.

La principal dificultad que presentan estos fesiduales
generalizados de Haberman est3d en imaginar e interpretar su
aplicacidn en situaciones concrestas. El mismo Haber;an indica que
para rciertas selecciones de las a, no se puede garantizar 1a

distrubucidn asintética Normal de dichos residuales.

S:5 ANALISIS DE RESIDUALES EN MODELOS LINEALES GENERALIZADQS

Como se ha seflalado anteriormente, el andlisis de residuales

tiene una gran importancia en la verificacidn de las suposiciones
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cas en 21 ajuste de modeles estadisticos y en las posibles

rausas ~uando se tisnen evidencias de las fallas.

Las definiciones de residuales vistes en los paragrafos
anteriores buscan que éstos tengan una dostribucidn
aproximadameﬁte Normal de modo que para wmodelos lineales
generalizados puedan ser usados con los missos propdsitos que en
lps modelos lineales clisicos. Es importante sefralar sin embargo,
que 2lguncs autores no se limitan a procurar que la definicidn de
residuales te2nga una distribucidn aproximadaments Normal, sino

cualquier distribhucidn conocida (ver Cox y Snell, 1968).

Al +tratar modelos para datos categdricos Haberman (1978, wvol.l)
indica que dados los conocimientos actuales no es posible dar
recomendaciones precisas sobre lo que indican los residuales,
aunque s! hay algunos aspectos aceptados en general sobre todo en lo
que cse refiere a inspecciones visuales cuando, como en el
pressnte trabajo, se espera que los residuales sean

aproximadamente normales.

Para modelos 1lineales generalizados McCullagh y Nelder (1983,
cap. 11) dan algunas recomendaciones generales, unas de ellaﬁ
consisten en. extensiones de las propuestas criginalmente para
modelons de regresidn y andlisis de varianza {(revisadas en el
capitulo 2 de este trabajo) y otras que son novedosas cosad Son

las concernientes a la funcidn ligh, a2 la fupcidn varianza vy

algunas sobre la escala de las variables explicativas. Subrayan

o e L meee em - o e e el e et e et



la importancia de 1os métodos graficos al indicar que una
practica importante despudcs del ajuste de un modelo, es graficar
1o residuales contra 1los valores estimados (éstos daltimos
posiblemente transformados) y gque este tipo de graficas pueden
mostrar puntos aisladecs con grandes residuales o una curvatura
general indicadora de gque la esscala de las covariables o 1la
funci®dn liga, no son satisfactoriasy; o bien, una tendencia
creciente de 1los valores ajustados reveladora de una funcidn

varianra no satisfactoria.

Mtras recomendaciones generales muchas veces son diflciles de
sntender si  no estan.aplicadas a problemas concretos donde se
requiere de alguna experiencia o cierto conocimiento del fendmeno
bajo estudio que np scn resueltos por las recomendaciones

generales.

En el siguiente capitulo se presentan ejemplos de ajuste de
modelos logariaicos lineales Y logistico lineales, el
compnrtam;entn vy analisis de diferentes tipos de residuales, y se
detectan y resuelven algunos problemas de diferente indole con

ayuda de los métodos y recomendaciones revisadas.
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. APLICACTOMES

Se presentan cinco aplicacicnes de modelos paré datos
categéricos,.el cilculo de diferentes tipos de residuales seqdn

s2 considere conveniente en cada casoc y su analisis. Las dos
primeras aplicaciones no presentan comportamientos extrafios en
los residuales una ver ajustado el modelo, sin embargo, en ellas
se presentan algunas caracteristicas del ajuste de modelos para
datos categdricos que no se mencionaron antes y que son de
interés. En la primera sermuéstrg ademas, cdmo el andlisis de los
residuales de Pearson para esa aplicacidn en particular, conduce
a la misma seleccidn del "mejor* modelo que al éplicar el esétodo
que :un;iste en particionar la estadistica 62. En la segunda, se

calculan todos 1los tipos de reSiduaies definidos y se hace una



comparacidn de los valores que toman.

En 1

[0

e otras trecs aplicacicnes el comportamiento de 1os residuales
en un primer intento de ajuste d= un modelo es indicador de
alguna falla. Su analisis permite proponer algén tipo de
enlucidn, por 1o que se ilustra 1a aplicacidn de métodos diversos
rara llegar a modelos gue se ajustan adecuadamente y donde el
nuevo comportamiento de los residuales resulta aceptable. Ademas
se presentan algunas caracteristicas de los modelos que no fue?on

discutidas =2n los capitulos anteriorss.

&.1  SELECCIDN DE

Comc se seffald en 3.2, para una tabla de cuatro dimensiones
existen 113 modelos logartitmicos lineales jerarquicos, todos
ellos ronteniendo los t&rminos principales, es decir, el caso de

independencia total entre las cuatro variables
100 Myj: = U + U 3645 + Uacsr + Uscur + Ugcas (6.1)
siempre serd un caso particular de esps 113 modelos.

Seria realmente fastidioso obtener estadisticas de bondad de

ajuste para todos los posibles modelos, pero si éstas se




ralrularan, =eria tambigén dificil seleccionar uno entre todos

2qu2lles cuvo ajusie hava sido adecuado.

FPor supuesto que esto casi nunca se hace, 1o comfin es que se
tengan definidos previamente, al mencs de una manera aproximads,

1= modeleos que se desea explorar.

Por ctra parte, casi todes los avtores consultados consideran que
1n mAs frecuente =n la practica es preferir un modelo simple que
une complicado, aunque el modelo complicado tenga un  ajuste

ligeramente mejor gue el modeloc simple (Esto resulta obvioc si se

1)

siensa en el casc extremo de que e! modelo saturado, siempre
tondrd un ajuste perfecto). De cualqgquier manera, exite cierto

conflicto entre bhondad de ajuste y simplicidad del modelo.

Fienberg (1979) presenta un método basado en la particidn de 1la
estadistica de bondad de ajuste G2 en varias partes aditivas, las
cuales tienen distribucidn asintdtica Ji-cuadrada. Este se
puede usar como criterio para escoger el "mejor" modelo dentro de

un grupo de modelos para los que se tiene un ajuste adecuado.

Para 1llevar a cabo este s#todo es necesario sscoger un drupo de
modelos logararlitmaicos lineales jerarquico “"anidados®, es decir,
un grupo de modelos tales que, ordenados, los términos del priser
modelo estén presentes en el segundo, de mayor complejidad que el
primero; y los términos del segundu estén presentes en el

tercero, de mayor complejidad, etc.



Sean &, B, C v D las variables que definen una tabla de cuatro
i mensiones; un =2jemplo de grupo anidado de modelcs logaritmico
lineales expresados en la forma abreviada es:

(2} [A] CB1 [C] L[D3

(b} £[AJ EB] [CD]

(c} [B] [ACI [CDJ]

{d) TACI fBC] L[CD1]

‘e} [BC1 L[ACD]

(£ [ACDI [BCD1]

(g) [ACDl [BCDl L[ABD1
tro- grupe podria ser definide afladiendo en otro orden los
té¢rminos de un modelc a otro pero respetando la caracteristica de
que deben ser anidados, por ejemplo si en (b) se cambia [CD1 por
FACY se tendri otro grupo. FPara una tabla de tres dimensiones
podrian incluso erxplorarse todos 11os grupos anidades Y
seleccionar el mis convincente, para cuatro dimensiones, sin

embargo, 21 nédmero posible de grupos es demasiado grande.

Volviendo a 1los 7 modelos (a)l,(b},...,{g) en el ejemplo, si
denotamos la estadistica 62 como 62(a),; para el modelo (a); 6=(b)

para =} modelo (b); ...; 6F (g) para el {(g) se tiene que

G2(a)>B2(b)> ... >E7(g) (6.2)

Una razén por 1a gue no se considera aqui{ la estadistica X= de

Pearson es que (4.2) no es necesariasente cierto para cualquier

a9



arupc anidado si se resmplaza G2 por X2,

Otro reeutlado importante =5 que si se toman del grupe dos
modelos digamos (a) y {(c), entonces la estadistica de razdn de

versomilitud
2 E;(cbservadcs} logl (Esparados) (o, / (Esperados? (a1l (6.3)

puede ser usada para probar si la diferencia entre los modeloé se
dahe a una simple variacién alesatoria dado que los valores
esperados satisfacen el modelo (c). Esta prueba estadistica
cendicional tienen una distribucidn asintdtica Ji-cuadrada {(bajo
1a hipadtesis nula) con grades de libertad (g.l.) igual a 1la

diferenrcia de g.l1, de los dos modeles.

Fienherg cita a Goodman (1969) para afirmar que, dada la forma
multiplicativa de 1la estimacidn de los valores esperados en
modelos logaritmicos lineales jerarquicos, el valor de (6.3) es

el mismo si se cambia (observados) por (esperados) (c>-

Nitese entonces, gue en nuestrﬁ grupo anidado G2{a) - G=(b),

Bath) - 52{c),...,62(g) - G2(f); =on estadisticas de la forma
(6.3) y pueden ser usadas para probar diferencias entre cada par
de modelos. Entonces la estadistica de razdn de vernsi-ilituq de
bondad de ajuste para el msodelo de completa independencia S8

puede expresar como sigue:

6% (a)=[52(a)-62(b) 1+[6=2(b)-B2{(c) I+...+[62(f)-B2(q) 1+G=(q) (6.4)



Iln procezdimiznto nora ta =zleczidn de un "mejor® osodelo conisiste

an r

o

correr Ade derzcha a izquisrda los t&rminos compuestos  por
diferencias en 1a supresidn {&£.4) v observar, para cada término,
dos wvalores: e de=! 21 de &2 para =l modelo mads complejo dentro
dal +d&rmino v =21 del té&rmino. La reqla seria : detenerse en este
recorrido de derecha a izgquierda cuando alguno de los valores sea
significativo {cornciderando la distribucién Ji-cuadrada apropiada
para cada unc) v censiderar como mejor medelo el del paso

nrevio.

Para ilustrar ecteo prec=sdimiento de seleccidén considérense los
dates del cuadreo &£.1, 1los cuales han sido analizados por varios
autores, entrz =llcs Bishop, Fienberg vy Holland (1975) vy
Fienberg (op.cit.). Los datos proceden de una nuestra de 1008
per=sonas entrgvistadas cten objeto de comparar dos clases de
detergente: un producto nuevo "R" y otro de vuso comdin "S*%. Ademds
de 1la pre{erencia por algunoc de estos dos productos, se lés
preguntd si habian utilizado antes el *S", el tipo de agua (su#ve,

regular o dura) que usarcn y la temperatura de ésta.

Se tienen entonces, cuatro variables:
A: tipn>de agua (5, M, D) & (1, 2, 3
B: uso previn'de S (si, no) & (1,2)

C: temperatura (ﬁaliente, fria) & (1,2)

D: producto gque se prefiere (R, §8) & (1,2)




al

an

modo gque cada celda se puede representar por un  arreglo

i = -~ -
x 1 = 5 n
Yy 1 1, 2, 3

tratar ecstos datos Fienberg escoge un grupo de

inadas, obtiene 1la

1
-

estadistica

=1,

tJ

L =

s

e

"1

G2 para cada uno y

particiona para seleccionar el mejor modelo.

Fi

=1, 2.

& modelas

luego 1a

Para complementar a

enberg, en esta aplicacidn se presentan ademads 1los valores

ectimados v los residuales de Pearscn para cada modelo.

.

CUADRC &.1%

Usaron antes el producto S

para

' si no H
i Tipo : Producto | Temperatura ! Temperatura |
! de : que H i i
¢ agua } prefiere | alta baja | alta baja i
H : R H 19 57 i 29 &3
i SBuave : : i :
H ' S H 29 49 | 27 53 |
H : H H :
! i R ! 23 47 33 &6 |
i} Mediana | H H :
i ! S H 47 55 | 23 S0 i
H ' H ! :
' H H : H
H : R i 24 37 1 42 68 |
! Dura : H : : H
H : S H 43 32 | 30 42 i
: : H ! !
El propdsito principal de presentar 1los residuales es
obhservar si al analizarlos existe alguna relacidn aparente entre

=]

procedimiento para

la seleccidn del

mejor asodelo por

ia



tdcnica de la Ji-cuadrada particionada y 21 comportamiento de los

r=ciduales,

Para escoger el grupo de modelos logaritmicos lineales anidados
Fienherg razona del siguiente mcodc (los modelos se presentan en
notacidn abreviada): selecciona primero el modelo simpie de

independencia total entre las cuatro variables.
{2} [al [bl Ecl £d3

tuegn dice que seria natural que la preferencia estuviera
relacionada con el uso previo, por lo que incluye el término que

representa esta relacidn:
(b) [A] [E]1 EBD]
F1 siguiente términc es escegido en funcidn de que algunos

detergentes son elaborados para agua caliente o fria por lo que

podria existir una relacidn entre € y D

{c) [A] [BD] L[CD1]
Luego introduce la relacidn entre tipo de agua y temperatura vya
que algunos fabricantes de detergentes hacen recosendaciones

al respecto.

(d) [AC] [BD]1 [CD1]

i CrOs v e e m e e T e T -



v Finalmente incluye dos modelos que incorporan ralaciones de

seqgundo corden
{2} [ACI [BCD1

{(f) [ABCl [BCD3

En el cuadrc £.2 se presentan los valores esperados estimados,
las =stadisticas X® y G2 y los grados de libertad (g.l1.) para los
modeles  {a), (b)), {(cy, (d), {e} y (¥} y en el cuadro 6.3 se
presentarn 1los valores observades y los los residuales de Pearénn

para cada medelo.

Antes de analizar el comportamiento de los residuales, se procede
a selecrionar el modelo por la técnica de 1a Ji-cuadrada

particionada.

Sea G&fa) la estadistica de razén de verosimilitud y supngase gque
se particiona en componentes aditivos como en (6.4) pero
considerando el grupo de modelos anidados que se estd analizando

para los datos del cuadro 4.1

De acuerdo con el cuadro 6.2 G2(a) = 42.93. En el cuadro 6.4 se
muestran los resultados de esta estadistica particionada por
diferencias y su. valor para cada modelo, asi como los grados de

libertad correspondientes.
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CusDRO &.2

Celda Valor. Estimacidn de valores esperados
{A,B,C,D) ohser. {a) {b) (c) (d) (e) {+)
(1,1,1,1) i9 28.75 24.51 22.40 19.52 18.60 17.12
(2,1,1,1) 23 J30.35 25.86 23.64 23.65 22.54 24.97
{(3,1,1,1) 24 29.82 25.41 23.23 26.09 24.86 23.90
(1,2,1,1) 29 31.38 I5.564 32.58 2B.37? 29.31 31.45
(2,2,1,1) 33 33.12 37.560 34.38 34.40 35.51 31.65
(3,2,1, 1) 42 32.54 36.95 33.78 37.94 39.18 40.70
(1,1,2,1} 57 49.80 42.44 44 .54 47.85 4B.9%9 50,32
2,1,2,12 47 32.55 44,78 47.00 46.99 48.10 48.42
(3,1,2,1) 37 S51.54 44,00 46,18 42.89 43.91 42.25
(1,2,2,1) &3 54.35 &1.71 64,77 69.5B 6B.44 66.8B2
(2,2,2,1) b6 57.35 65.12 &8.35 2 68.32 &67.21 66.82
{(3,2,2, 1) &8 56.35 £3.98 67.135 62.37 61.35 b83.36
(1.1,1,2) 29 28.31 22.56 35.40 30.85 33.54 30.88B
2,1,1,2) 47 29.87 34.3& 37.35 37.37 40.63 45.03
(3,1,1,2) 43 29.35 33.76 36.70 4i.33 44.83 43.10
(1,2,1,2) 27 30.89  256.564 28.94 25.24 22.55 24.35
(2,2,1,2) 23 I2.460 28.11 30.58& 30.58 27.32 24.35
(3,2,1,2) 30 32.03 27.862 30.03 33.73 30.14 31.30
(1,1,2,2) 49 49,02 56.38 53.54 57.52 54.20 55.68
(2,1,2,2) 55 51.72 59.49 S56.50 56.48 53.22 53.58
{3,1,2,2) 52 50.82 58.46 55.51 51.56 48.5B 44.75
(1,2,2:;2) 53 53.49 46,13 43.Bi1 47.06 50.38 49.18B
(2,2,2,2) 50 56£.45 48.68 46,22 46.21 49.47 49.18
(3,2,2,2) 42 55.4546 47.83 45.42 42.18 435.16 46.464
X= 43.88 23.13 18.33 11.92 8.44 5.635
&= 42.93 22.35 17.99 11.89 B8.41 S.b66
g.-1. 18 17 16 i4 12 8
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CUADRO 6.3

Celda Valor. Residuales de Pearson para cada aodelo
{A,B,C,D) obser. _ (a) (b’ (c) (d) (=) (f)
(1,1,1,1) 19 -1.82 -1.11 -0.72 -0.12 —-0.09 Q.45
(2,1,1,1> 23 -1.33 -0.548 -0.13 -0.13 -0.10 -0.39
(3,1,1,1 24 -1.06 -0.28 Q.16 —0.41 -9.17 Q.02
(1,2,1,1) 29 ~0.43 -1.11 -0.463 0.11 -00.06 Q.47
(2,2,1,1) 3IF -0.02 —0.75 -0.23 -0.24 -0.42 -0.24
(3,2,1,1) 32 1.66 0.83 1.41 0. 66 Q.45 Q.20
(1,1,2, ) 57 1.02 2.23 1.87 1.32 1.14 Q.74
(2,1,2,1) 47 -0.77 0.33 -0.00 - —0.00 -0Q.16 -0.20
(3,1,2,1) 37 =-2.04 ~-1.95 -1.35 -0.90 -1.04 -0.81
(1,2,2,1) &3 1.17 0.156 -0.22 —0.79 -0.66 -0.47
(2,2,2,1) b6 1.14 a.11 -G.28 -0.28 —-0.15 -4.10
(3,2,2,1) &8 1.55 0.30 a.10 Q.71 0.85 0.58
(1,1,1,2) 29 .13 -Q.62 -1.07 -0.33 -0.78 -0.34
(2,1,1,2) 47 3.13 2.16 1.58 1.57 1.00 0.29
(3,1,1,2) 43 2.92 1.5% 1.04 0.28 -0.27 -0.01
(1,2,1,2) 27 -0.70 -0.07 —-0.36 0.35 0.94 0.54
(2,2,1,2} 23 -1.68 -0.%96 -1.37 -1.37 0.83 -0.27
(3,2,1,2) 30 -0.36 Q.43 -0.01 —0.684 -0.02 -0.23
(1,%1,2,2) 49 -0.00 -0.98 -0.62 ~1.12 ~-0.7%{ -0.89
(2,1,2,2) 55 0.45 —0.58 -0.20 -0,20 0.24 0.19
(3,1,2,2) 52 0.186 -0.84 -0.47 —-0. 06 C.49 .77
(1,2,2,2) 53 -Q.07 1.01 1.39 6.87 0.37 0.54
(2,2,2,2) 50 -0.B6 0.19 0.55 0.56 -0.08 0.12
(3,2,2,2} 42 -1.81 0.84 -0.51 -0.03 -0.47 -0.48

nivel de significancia del 0.035.

95

Como se puede observar en los valores G® en el cuadro

6.4’ )
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Existen cierfés diferencias entre estos valores calculados con el
paquete 61IM y los obtenidos por Fienberg, sin embargo #stops son
a nivel de centésimas., El asterisco indica que el valor rebasa =1

valor de la Distribucidn Ji-cuadrada correspondiente tosando un

los

modelos (b)) (c) (d) (e) y (f) se ajustan adecuadamente y sbdlo es



rechazado el modelo {a) de complsta independencia. Y comc es de
gcpeorarse, mnientras e! modelc 25 mas complejo, el ajuste es

meior.

CUADRD 4.4
! Componente H i i
i debido a d G= i g.l. H
; ; ; :
! Medelo (a) i 42.93% | i8 H
] 1 ] F
i Diferencia entre : ' H
i modelos (b)) y (a) i 20.58x i :
! Modelo ¢b) P 22.35 i 17 H
] " ) ¥
H H H H
i Diferencia entre : H :
i modelos {(c) y (b} i 4,.36% |} 1 HE
! Modelo () H 17.99 H 146 i
H H H !
! Diferencia entre : : :
! modelos (d) y (c) : 6.1% H 2 H
} Modelo (d) H i1.8% i 14 :
i H H H
H H t :
! Diferencia entre : H H
i modelos (e) y (d) i J.48 ' 2 H
! Modelo (e) i B8.41 H 12 H
! H H i
! H i 1
! Diferencia entre i H {
! modelo (f) y (&) i 2.75 i 2 }
! Modelo (f) i S.66 H 8 i
! H } }

Si s emplea la técnira de la 62 particionada, en =1 cuadro 6.4 s=e
puede ver que el priser valor que resulta significativd

. f{recorriendo de abajo hacia arriba) es el correspondiente a la
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difoerencia antre lcs modeles () v (£). Esto sugiere gque =21 modelo

{d) 2= el mejor modelo del grupce anidado.

En este rasc no ha side necesario recurrir al analisis de
residuales para encontrar 21 modelo ma&s adecuado; sin embargo es
ilustrativo analizar el ccamportamientc de é&stos en el proceso

sequido.

En la figura 5.1 se muestran las graficas de los residuales de
Pearson, que aparacen en el cuadro 6.3, contra 1los valores

ecstimados para ctada uno de los modelos probados.

Comoc se muestra en el cuadro 6.4 solamente el modelo (a) es
rechactado; en la grafica correspondiente se observa que 1los
residuales - estan bastante dispersos perao sin ninguna tendencia
clara y su comportamiento no corresponde a ninguno de los patrones
de la figura 2.1 del capituloc 2. Sin embargo, s claro que lo que

debe hacerse es considerar otros términos en el modelo.

Los modelos (b)), (c), (d) y (f) son aceptados como modelos que se.
ajustan adecuadamente a los datos al considerar las estadisticas
X vy 62 y contrastarlas con los valores de la distribucidn Ji-

cuadrada correspondiente en cada caso.

En ‘la grafica correspondiente al modele (b)), los residuales
positivos =e observan bastante dispersos por 1o que == advierte
un sesgo proﬁun:iadu en su distribucidn. Esto de acuerdo a los

comentarios del caplitulo dos, seria suficiente para no
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crnesiderarlo como 2l mejor de los modelos del (b)) al (f).

En los medelos (2), (d}, (e) y {(f) la grafica de 1ps residuales
parece comportarse como la de la figura 2.1 {a) del caplitulo 2,
es decir, 1os residuales dentro de una banda horizontal con
fronteras alrededor del cero. Esta banda, como es natural, es msas
estrecha cuando 2] modelo es mds complejo. Esto no nos lleva a
ninguna conclusidn sobre cual es el mejor modelo entre el (C),

(), ¢e) y (£),

Para utilizar los residuales de Pearson para decidir entre alguno
de ostos medelos, una sugerencia podria ser escoger aquel para el
cual los residuales tengan una distribucidn mads parecida a una

M{0,1).

Para ver esto, a continuacidn se realizan pruebas Ji-cuadrada de
bondad de ajuste sobre los residuales para cada uno de estos

model os.

Hoel (19466 p. 247) al considerar las linitacioneé de esta prueba
seflala que tanto la experiencia como investjgaciones tedricas
indican que es usualmente satisfactoria cuando 1los valores
esperados en cada intervalo, asi como el nﬁlerb k de intervalos
es mayor ©o igual que 5, pero que 2i alguna de estas dos
condiciones no se puede mantener es.nejor tener k<8 intervalos,
conservéndn el némero esperado de observaciones en cada uno,

mayor o igual que 5.
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Come on eete casn =f tispen 24 residuales para cada modeio se
ronsidaran solamente 4 intervalas: I =toe ,-0.8), Iz=(-0.23,0),

T+=100,0.8), I,=/0.8,00),

Rain 1a =upposicidn de que los rasiduales provienen de una N{(O, 1),
2l wvalor esperado para los intervalons I3 2 Isa 28 5.08 v para los

intarvalos 15 2@ Ix =2 4,92

l 2 nrusba para cada modelo consiste en contar cuantos residuales
astan dentro de rada intervale vy calcular la estadistica X2 vista

an R.2.2

I'me wvalores de la estadistica X2 para los residuales en cada uno

dAe 1n= modelas ceonsiderados san:

Valores observados X=

Modelo (T3, 72,15,14,)}
() (I, 13, 3, 5 8.41
(d) (X, 12, 4, 3 5.55
{e) (1, 14, 4, 5 11.75
() {2, 10, 11, 1) 8.92

Como no se estiman paraAmetros se tienen tres grados de libertad.
F1 valor en tahl;s de una variable Ji-cuadrada con tres grados de
libertad y considerando un nivel de significancia de 0.05 es
7.81, por 1lo que para el énico modelo que ﬁo ee rechaza 1la

hipbdtesis ‘de que los residuales de Pears=on provengan de una

jot
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RO 1Y 22 81 medate 4y o apr tanto, ez =1 gue = considera mas

adecuado.

Ee interesantes observar como, en este caso, el andlisis de
reciduales no= conduce a seleccionar como €1 modelo mas adecuado
al mismoc modelo que se considerd comc el mejor, empleando el

mdtodo de particicnar la estadistica G=.

En las figuras 6.2, 6€.3:. 6.4 6.5 6.6 ¥ 6.7 =2 presentan en
“napel de graficacidn nermal® las graficas de los residuales de
Peoarson correspondientes a les modelos {al), tb), (c),l(d}, (e} vy
(f). FParz elabeorarlas se sigue 21 preocedimiento visto en 2.1.1 ¥y
se toma la recomendacidn de Tukey (19462) de asignar el k—ésimo
menor residual a la coordenada correspondiente a la probabilidad
(Ik-1)/7(3n+1) = (3k-1)/73. Junto a cada puntoc se marca entre
paréntesis el lugar que ocupa el residual contando de arriba
hacia abaijo en 21 cuadro 6.3. Cuando los residuales provienen de
una distribucidn N{(0,1) se espera que estén pegados a la raya
continua que representa a la funcidn de distribucién N{(O,1).

En este ejemplo sol amente para el modelo (d) se aceptd | la
hipadtesis de que los re provienen dg una N(0,1) por lo que su
grafica sirve como referencia para analizar las otras; se puede'
apreciar que en ella los puntos estan mds pegados a 1la raya

tontinua que en las otras graficas.

E= especialmente interesante observar las graficas de los sodelos

(d), (@) y (f). Conviene recordar que =n los modelos (e} y (f) se
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leagra un meior ajucste al obessrvar la estadistica G=, sin embargo,
cse =21igid 21 medelo {(d) como =1 mids adecuadoy en las graficas
correspeondientes se observa que los residuales se alejan mas de
12 rava continua mientras =1 modelo es mas complejo a partir del
td) v la tendencia es de acercarse a una raya horizontal a 1la
altura del cero que ez la que se obtendria al ajustar el modelo

saturado =2n que todos los residuales serian nulos.

6.2 AJUSTE- DE UM MODELO LOGISTICO LINEAL EN UNA

I—I
1
H

Haberman (1978, wvol. 1 pp. 1&63-18%1) presenta unos datos de
victimas de homicidios cometidos en Estades Unidos en 1%970.
Fueron excluidos algunos datos, pues sdlo se toemaron aquellos
que pudieran clasificarse de acuerdo cen tres variables de dos
categorias cada una: sexo, raza {negra o blanca) y tipo de
homicidio para el que 1#5 categrorias consideradas son a) armsas
de fuego o explosives y b) instrumentos punzocortantes. A pesar
de estas restricciones los datos abarcan al 82% de los homicidios

reportados ese affo.

Estos datbs se pueden presentar en un tabla de contingencia 2 x 2

X 2 como s muestra en el cuadro 46.95.




Con =l propdsito de simplificar la notacidn, sea la variable A el

tipo de homicidio, B 21 sexoc y C la raza.

Haberman (idem) ajusta el modelo logaritmico lineal

1ogMms 3 = U + Uzqgr + Umeyy * Uzsewr ¥ Uaais> F Usisaiwy + Uazcsw

es decir, el modelo de "no relacidn de segundo orden”. Este

modelo, como se vid en 3.2 puede abreviarse [AB] [ACY [BC1.

CUADRO &.5

TIPO DE ATAGLE

i ! Armas de fuego Instrumentos i H
i Raza Sexo | vy explosivos punzocortantes | Totales i
: i Masc. i 3 910 808 I 4 7i8 |
! Blancal H : i
: ! Fema. | 1 050 234 i 1 284 |
! H ' H H
: } t ! H
H 1 Masc. | 3 218 1 385 i 6 603 !
! Negra ! : i H
H ! Fem. | 929 298 - 1 227 1
} : : : ! :
: : - H - !
H Totales H 11 107 2 725 ! 13 832 |
I H ! ' H

Los valores observados y ajustados para cada una de las 8 celdas,

obtenidos por Habersman se presentan en el cuadro 4.6.




CUADRD £.56

: Celda i Valores H Valores |
! (A,B,C,) | ovservados | Ajustados !
H H H H
i (1,1,1) : 3 21d V3 912.50 |
H (2,1,12 ; 808 H 798.54 |
; (1,2, 1) H 1 050 i 1 040,54 |
H (2.2,12 : 234 ' 243.46 |
: {(1,1,2) ; 5 218 H 3208.50
H {2,1,2) : i 385 i 1394.50 |
H {1,2,2) H 2T i 238.46 |}
H (2,2,2) H 298 H 288.54 |

€in embargo, en el mismo problema se menciona gque el interés
principal de la investigacidn es conocer ! grado en que el tipo
de atague depende del sexo o la raza de la victisa. Entonces de
acuerdo a la parte 3.3 de =ste trabajo, el analisis de los datos
puede hacerse considerando un modelo logistico para respuesta
binaria, donde el tipo de homicidio es la respuesta ¢ variable

dependiente.

Para utilizar uvun modelo logistico sin eaplear el recurso visto

en 3.4, el problema puede ser replanteado del siguiente modo:

Sea Y una variable aleatoria binaria que toma el valor cero si el
tipo de  homicidio en una victima fue por arma de fuego o

explosivos y uno si fue con un objeto punzocortante.

Los datos necesarios solamente son las victimas por uno de 1los
dos tipos de homicidio y el total, clasificados por raza y sexo

como se muestra en el cuadro &.7.
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CUADRO &.7

iVictimas por armas!: Total de

iRaza {ry) ! Sexo (sy) ide fuego o explos.! Victimas |
! H : |2 ™ H N_lk H
L] 1 1 1 t
1 ] [} ] )
} i Masculino (s;)1 3 910 i 4 718 :
iBlanca {(r4) 1 H H H
H i Femenina (sz) | 1 050 i 1 284 i
1 1 1 1 1
: | Masculino (s,)) 3 218 i 6 803 i
‘Negra (rz} ! : i H
H i Femenino (53) ! P29 i1 227 i

EFl1 nfmero de victimas per armas de fuego o 2 explosivos puede
considerarse como proveniente de una distribucidn Binoamial

Bip g Nisu)d.

ta probabilidad de gque la victima haya sido atacada por arma de

fuego y explosivos puede ser representada por:

PIY=113,k1 = expfu + s4 + rjy)/L1 + explu + s, + ry)l i3 1,2

Al aplicar la transformacidon logistica

A= 1og (PLY=11j,k1 /PLY=013,k1) = u + r, + s,
Por medio del paquete GLIM, utilizando el componente aleatorio
binomial, 1a liga logistica y los dato= del cuadro 4.7 se ajusta

el modelo logistico. En el cuadro 6.8 se encuentran los valores
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chservados, ectimados vy los residuales de Pearson, Bevianza,

Anecombhe v Haberman.

Los valores estimados para el tipo de ataque por arma
nunzocortante son Ny — ﬁ*J. Como se puede observar, los valores
estimados =on casi idénticos a 1os obtenidos por Haberman usando
=1 hodelc lngaritmico lineal. El valor X2 es de 1.077 con un

grado de libertad por lo que el ajuste resulta ser muy adecuado.

tos residuales de Pearson y Devianza toman valores pequefios y muy
parecidos y se podria decir gue tienen una magnitud similar a
ioe residualecs de Anscombe; en estos tres casos se advierte un

ligerec sesge en la distribucidn de los residuales.

CUADRD 4.8

H ! : tValores! : H : H
1 (s, ,f'_j} H Ny s H N‘_J ! estim. ! e H o H e H i H
! H ! ' ' H d ' }
' ' : I faas 8 ! ! ' !

H i i i H H H § '
i(s,r1)! 3 910 1 4 718 | 3 919 | -0.37 | —-0.37! -0.38 § -1.0371
} H ! H 4 H ! i - H
1(sa,ra)) 1 050 | 1 284 | 1 041 | 0.67 | 0.868Ff 0.60 1! 1.037¢
1 i H H : ! H ! -4
Jls,,ra)! 5218 1 6 603 | 5209 1| 0.28 | 0.29! 0.22 { 1.0371
' i ' ! i H 3 H {
1 (8a,ra)l 929 !} t 227 | 93I8.5! -0.64 | -0.63} -0.67 | ~-1.037}
H ! ! H ' i 1

Para el cAlculo de los residuales de Ascombe no es necesario usar
=l t&rmino para correccitin de sesgo visto en 3.3 ya que su valor

es insignifi:énte al tenerse suestras grandes y probabilidades




astimadas suficientem=nte alejadas de los valoraes 0 vy 1.

En o=ste problema son de esspecial interés los residuales de
Haberman vya que el ndmerpo de observaciones es grande y se podria
decir que tienen una distribucidn muy apfoximada a luna N(O,13;
como se puede observar, estos residuales no son de una magnitud
preocupante pues ninguno de ellos sale del intervalo {(—1.96,1.96)
y su suma es igual a cero. Para su obtencidn se aplicd la

expresidn (S5.7)

i
3
%
l;
:
5
'
2
=
E
o
5

b,

MODELO LOGARITMICO LINEAL.

En muchas ocasiones las categorlas de una variable representan
puntos en una escala ordinal. Esta caracteristica puede ser
importante por lo que se debe tener presente cuando se ajusta un

modelo.

Fienberg (1979 op.cit.) seftala que varios autbres han propuesto
mdtodos para tratar con categorlas ordinales en tablas de
contingencia multidimensionales. El tratamiento que &1 describe y
que agqul! se aplica, es basicamente el aisao que presentan

Haberman (1974), Nerlove y Press (1973) y Sison (1974).

Conaidérese una tabla de l:ontingencian 1 x J con valores
‘114 0
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chservados {x:;} y supdngase qus las J columnas estan medidas en
una escala eordinal vy gque se pusden ponderar previamente con
copficientes I{v; }. 8i se decide gque el modelo de independencia no
es adecuadp, en lugar de aceptar directamente el modelo saturado,
conviene explorar algin modelo alternative que considere la
relacidn entre las columnas y sus ponderaciones, por ejemplo, se

puede considerar =1 modelo

1Dg Mg = 2 *+ g ¢a, + Uzcyy *+ vy — G)U‘zct) (6.5}

donde Vv ez la media de las {vj Y. Para 1la soclucidm de las

ecuaciones de verosimilitud es necesario que O £ v,; £ 1 para j =

1,2,...5, J . Estas ecuaciones para el modelo (&.5) son:

Fa .
m’,-b = }:t* 1 = 1’2’---’1
ﬁ-l-j = }!..-4 j = 1,2,.--,‘]
. A -
Y ZVJI’MJ = ZVJXL: i = 1500441

Las tuales pueden ser solucionadas por el algoritmo Newton-

Raphson, o bien por el mdtodo de ajuste proporcional iterativo.

Fienberg f{(op.cit) cita a otros autores al presentar.una tabla de
contingencias- 3 X 3 con datos cuya finalidad es relacionar la
frgcuencia de visitas con el tiempo de estancia de 132 internos
ésquizofrénicos en dos hospitales mentales de Londres. En el

cuadro 6;9 == muestran los datos
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F1 mpdsin de independencia sntre renglones v columnas es:
Ieg Mmas = 4+ Uaganr + Uzcsn

A1 ajucstar eoste modelo se tiene que las estadisticas X2y G=

tiene

3

valeres de 35.15 y 3B8.35 respectivamente, vy se tienen 4§

grados de libertad.

CUADRD &.9

Feriodo de estancia en el hospital (t: afos)

‘tFrecuencia ! 2<t<10 1 10LE420 1 t2 20 !} Totales '
) de ! i i H H
1 visitas : H H H i
i : H H i :
!Regqul armente! 43 : 16 H 3 H 62 i
i : i i H H
Menos de ' i H : H
funa al mes | -] i 11 : 10 : 27 H
' ! H H ! }
' H : ' i H
iNunca ! g i iB : 16 H 43 '
! H : : H ' !
} i } ! H H
iTotales ! 58 i 45 : 29 H 132 H
i 1 l H ! !

Al comparar estos valores con el de la distribucidn Ji-cuadrada
con cuatro grados de libertad y considerdndose un nivel de

significancia de 0.05 se rechaza la hihbtesis de indehendencia.

R
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dntes de tomar una decisidn definitiva conviente observar el
cemportamients de los residuales. En el cuadro 6.10 se presentan
los valeres observados, estimades vy los residuales de Fearson,

Habherman, Devianza y Anscombe.

Agresti (1984 p.43) muestra un ejemplo de una tabla bidimensional
con variables ordinales donde calcula los residuales de Haberman
para =l modeln de independencia y observa que se obtiénen
residuales positivos donde =21 nivel es alto o bajo para ambas
vartables, mien*ras gue cuando el nivel es bajo para una y alto
nara otra, se obtienen residuales negatives. Este comportamiento
e 1l1n= residuales sugiere ajustar un modelo gue considere 1las

escalas ordinales 2n las variables para tener bien representada

n

v influeencia.

n

l_ejemplo de Agresti nos enseffa 1la conveniencia de observar los
residuales correspondientes a las celdas cercanas a las esquinas
de 1la tabla cuando se tiene alguna variable ordinal y de este
modo obtener in%armacibn de 1la posible influencia de esta

'taracter!stica en el comportamiento de los datos.

En el cuadro 6.10 se observa que los residuales mayores en valor
absoluto son los de Haberman y que los de Anscombe y Devianza

toman practicamente los mismo valores.
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CUADRE &.10

Celda Yalores VYaloras Residuales Residuales Residuales Residuales

phserv. estima. de Fearson Haberman Devianza Anscombe
1,1 47 27.24 .02 5.54 z.78 2.78
2,1 & 11.88 -1.70 -2.54 -i.88 -1.8%9
(I, 1) ? 13.8%9 -2.28 -3.71% -2.54 -2.54
(1,21 1& 21.14 -1.12 -1.89 -1.17 -1.17
(2,2) 11 9,20 0.59 0.81 0.57 0.57
(2,2 18 14,66 a.87 1.30 0.84 O, B4
1,3 3 12,462 -2.88 -4.48 -3.49 - =3.52
(2,3 10 5.23 1.47 2.12 1.52 1.52
(3, 3) 15 ?.45 2.13 2.94 1.94 1.94

En o1 rcuadro &.11 se presentan los residuales de'Haberman, Fearson
y Devianza acomodados de acuerdc con la forma de la tabla para su

anali=sis,

Se puede observar que, como en el ejemaplo de Agresti, en . las
esquinas superior izquierda e inferior derecha los residuales son
positivos 9' en las esquinas superior derecha e inferior

izquierda, son negativos.

‘También se puede observar que los mayores residuales en valor
absoluto se encuentran precisamente en las esquinas de la tabla.

Esto sucede para los'tres tipos de residuales considerados.
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TUADRD AL 11

'Frecuenci2

! de H ! H H
1 Yisitas ! 24E<10 P10t <20 | t>20 :
1 * ] ] ]
! r 3,02 ! -1.12 i -2.88 ! re
!Regularmente! 5.54 H -1.89 } —-4.48 L o
H ' 2.78 ! ~-1.17 H -3.49 i ro
E : ; ; ;
! Monps de 1 -1.70¢ i 0.59 i 1.567 I
! una vez H -2.54 } 0.81 H 2.12 [
i al mes ! -1.88 H 0.57 H 1.52 ! ro
H ' : ; H
! ! -2.28B ! 0.87 H 2.13 i re
! Nunrca H -3.71 H 1.30 ; 2.94 I rm
H : -2.54 H ¢.84 ' 1.94 ! ro
1 ¥ ] 1 1

Se podria pensar =n un modelo alternativo al sataurado y al de
independencia (que es rechazado por las estadisticas X2 y G2,

que considere la escala ordinal de las variables.

En este ejemplo Fienberg considera solamente la variable "tiempo
de estancia como ordinal y propone el ajusfe del modelo (6.5)'coh’j
v,=-1,' va=0 y vs=1; vy affadir la restriccidn uacs» = (vy—viu’

con lo que gquedaria
log my s = U 4+ uy; = (vy — Yiu® + (vy - ;)u‘;“, (6.6)
Al ajustar este modelo con el paquete SLIM se obtiene que X2 =

.24 y 62 = 3,195 y ahora se tiene 3 g.1. por lo que el modelo

ass ajusta bastanfe bien.

119




Fr =1 cuadro £.12 s2 presentan entre paréntesis 1os valores
z2etimades 21 ajustar =21 modelo (6.6 y abajo de ellos los

residuales de FPearson que se obtienen.

Ern 1lps residueales ya no se observa ninguna tendencia y, en valor

abksoluto, sdlo uno excede la unidad y por muy pocco.

CUADRO 46.12

tFrecuencia H i H :
' de H H i '
! Visitas 1 2410 ! 10<t<20 | t 20 i
; ; ; ” ;
' i {44.19) 1 (13.61) : (4.19) i
'Regul armente] i H H
! i —0.179 i1 —0.404 : -0.& H
H H H - H i
! Menos de : (7.07) : (8.85) H (11.07) |
! una verz : H : . :
! al mes i 0.5647 ! Q.722 ] 1.055 i
! H : ! H
H ' H : H
H ! (10.98) H (14,05) H (17.98) H
i Nunca ! 1 ! }
: i -0.583 I —0.323 I —0.468 H
H : H ! !
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Comc se menciond en 2.3 v en 5.4, Haberman (1973) ilustra el uso
de =u=z residuales ajustados =n modelos 1legistico lineales al
considerar 1los datos del cuadro 6.13. Estos datos se refieren a
un experimento sobre efecto tdxice d= diferentes dosis de o&xzido
de stileno aplicadas al insecto "Calandra granaria”. La variable
explicativa gs e] leogaritmo de la dosis aplicada a diferentes
grupos de insectos. Sé emplea un modele logistico para evaluar la
forma en que =1 legaritme de la desis afecta 1a probabilidad

muerte de los insectos.

Para plantear e! modelo logistico considérese la columna del
centro del cuadro 6.13 como el niwmero M, de insectos que reciben
1a log dosis t, 1<{j<10. Para cada insecto se tienen dos posibles
respuestas: sobrevive o muere. Sea niw. s el ndmero de insectos
que habiendo recibido 1a dosis t; tienen respuesta k, donde
1<k<2. Entonces se puede considerar que la probabilidad de..

respuesta 1 dada la dosis t; es

P{t!j) = /L 1 + exp{— a — bt )33 1£i<10
para algquna a vy b.
sp tiene entonces que:

log [ P(113)/P(213)] = a + bt,
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CUADRO &£.13

0,033

: Log i Namero | Nameroi

! Dosis | de H de !
H ! Sujetos | Muertos |
: 0.394 0 : 3 ;
; 0.391 1 30 : 30 ;
! 0.362 | 1 i 29 H
! 0,322 | 30 H 22 :
' 0.314 | 2 H 23 H
H 0.2&60 ) 27 H 7 ;
; 0.225 1 31 ; 12 ;
! 0,199 | 30 H 17 H
H 0.1&87 | 31 } 10 H
H H 24 H O }

- w-

Para el analisis de residuales en 21 ajuste de este modelo,
Haberman propone su cAlculo por medio de la expresidn (5.6) que
come se vid en 5.4, es equivalente a la expresion (5.7) que puede

ser calculada ficilmente con el paquete GLIM.

En el cuadro 4.14 se aftaden los valores ajustados y los

re=iduales de Habersan, Pearson, Devianza y finscombe.

Las estadlisticas B2 y X2 son 36.25 y 33.22 respectivamente, ambas
con B8 grados de libertad. El wvalor de la variable con
distribucidn Ji~cuadrada en el percentil 95 (es decir al
considerar un nivel de signifi:ahcia de..x_= 0.035) y 8 grados de

libertad es 15.51 por lo que el aodelo falla clarasente en el
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”~
= —-3.443% v b = 14.44.

CUADRD 5.14

100 ! My H Naz : Yal. | Fr : e : o : Fa H
dosis ! ! testim. ! ! ! : !
? ’ 1 1 1 ) ) !

: } ; i H i } d

0.394 | 20 P23 ] 27.13 1 -2.86 | -2.886 | -2.21 | -2.21 |}
0.2%91 ' 30 i 30 1 27.02 1 2.03 ) t1.82 1 2.51 1 2.68 i
0.362 1 31 P29 ! 26.54 1 1.40 1 1,261 1.32 1 1.40 i
0.322 + ZO T22 I 23.09 | —0.52 | -0.47 | -0.47 | -0.46 |
0.314 1 24 P23 119,86 1 1.73 F 1.60 1 1.73 1 1.74 |
0,250 1V 27 H 7 ! 15.59 } =3.&60 | -3.34 | -3.35 ! -3.40 |
0.225 1 31 112 1 14,00 1 -0.8L §] -0.72 | Q.73 1 -0.74 i
0.199 | 30 P17 1 10.84 ¢ 2.68 1 2.34 F 2.28 1 2.29 i
a.167 ¢ 31 i 10 ! B8.15 ) 0.71 V 0.76 ) 0.74 1 0.73 |
0.033 | 24 : 0 ] 1,17 3 -1.25 | -1.11 | -1.38 ~1.64 |
1 L [} [} 3 1 1

—

En el experimentc se esperaria que el aumentar la dosis de
veneno, aumentara paulatinamente la proporcidén de insectos
muertos, es cierto gue se deben presentar fluctuaﬁiones debidas
al azar pero épueden ser #&stas tan grandes como las que se
presentan entre las observaciones | y 2 o entre las observaciones

6,7y 8 72 - o .

En las @iltimas cuatro colusnas del cuadro 4.14 se presentan 1los
residuales de Haberman, Pearson, Devianza y Anscombe. Igual que
en los ejemplos anteriores, los residuales de Devianza y Anscombe

toman valores casi idénticos.

Los residuales de Pearson cnrrespnndientes a las uhsgr{a:ianes 1,

& y 8 tienen sagnitudes sayores de 2 en valor absoluto. Los
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residuales de las_otras tres columnas gue exceden al 2 eﬁ val or
abenluts son los correspendientes a las chservaciones 1, 2, & vy
2, El1 residual correspondients a la observacidn 6 (log dosis
0.250) eon todos 1los casos es menor gue —-3.30 por lo  que es
sumamente improbable gue éestos pudieran surgir de una

digstribucidn N(0,1).

Haherman concluye que se deben haber presentado variaciones - en
las condiciones experimentales qﬁe no fueron registradas y que
esto es  fuertements scportado por 1la diferencia tan grande en
lcs resultados al aplicar des log dosis de téxico tan cercanos

como .394 v .391 correspondientes a las observaciones 1 y Z.

Sin embargo, =i se gquisre profundiuzar en el anélisis, se puede
aceptar la conclusidn de Haberman, pero por ctro lado se puede
observar gue de cualquier forma, existe una tendencia de que al
aumentar 1a 1log dosis de tdéxico se incrementa la proporcidn de
insectos muertos, por lo gque ins descuidos al mantener - las
condiciones constantes en el experimentd pueden haber Dcasionadﬁ
observaciones discrepantes que pueden ser esliminados del anélisis.

y estimadas posteriormente.
En 2.2 se vid que cuando s=se tiene un wsodelo lineal con

ochservaciones discrepantes, este puede ser rearreglado del

siguiente modo:
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Y. X1

Y= X=

Donde Yo correspende a k observaciones consideradas como posibles
obeervaciones discrepantes. Y que una alternativa para tratar el
problema es rechazar las posibles observaciones discrepantes,
ajustar e! modelo E(Y,) = X;b, obtener b = (X; Xg)—2 xl Yi Y

. P ~
estimar Yz = Xzb.

Por otro lado se revisaron articulos cuyo propaésite es la
identificacidn de 1,2,3,... observaciones discrepantes y se vid

que mientras mads son #stas, el problema es mucho mas complejo.

En este problema concreto se considerard primero como cbservacidn
distrepante ala :orreﬁpandiente al residual de Pearson de mayor
magni tud en valor absoluto. despuds se prucédera como se acaba
de exponer (ver 2.2) y asil sucecivamente hasta un buen ajuste vy

un comportamiento aceptable de los residuales.

ontes de proceder es isportante tener mayor evidencia de que ese
residﬁal no corresponde al patrdnde comportamiento esperado, con
este propdsito s elabord la grafica en "papel de graficacibn
Normal” que aparece en la figura 6.8. Para elaborarla se giguid
el prncediniento-—visto en 2.1.1 y se toad la recomendacidn dé
Tukey (1962i de asignar el k—#simo menor r, a la coordenada
.correspondjente a la probabilidad (3k-1)/(3n+1) = (3k~-1)/313

idealmente los residuales deberlan caer en la raya continua que
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representa la Funcién de distribucidn N(0,1).

En la grafica, junto a cada puntc se encuentra entre paréntesis
1z 1og deosis a 1la que corresponde. Se observa que los residuales
que se alejan mas d= la raya son los correspondientes a las log

dosis 0.2£0 y 0.394.

%2 modrian considerar de una vez, como observaciones discrepantes
a las corresondientes a estas dos log dosis, sin embargo esto es
peligroso ya que al eliminar una, el comportamiento de los demas

rosiduales puede cambiar considerablemente.

Entonces, como primer paso, eliminamos la observacion
corespondi=nte a la log dosis .260 que tiene el residual de mayor

magnitud y ajustamos 21 modelo con los otros nueve renglones.

En el cuadro 6.15 se presentan los nuevos valores ajustados y los

residuales de FPearson.

lLas estadisticas G y X2 son 23.2 y 22.14 respectivamente y se -
tienen 7 grados de libertad por lo que el modelo nuevamente falla
al tratar de explicar los datos. El residual correspondiente a la

log dosis .394 ahora es -3.14.

En la figura 6.9 se presenta la grafica en “papel Normsal"
‘sl aborada de manera similar a la anterior pero considerando los

nueve residuales que ahora se tienen.
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€ nmp+mric =21 alpjamientc de la ravya continua del residual
correspendiante a la log dosis 0.3%4 al compararlo con los demas
residuales. Entonces se elimina ahora el renglon correspondiente

a s=e residual y se ajusta 21 modelo con los B restantes.

CUADRO &.15

: lLag ! Observados | Estimados | Residuales!
! dosis : H i de 1
. ! : {__Pearson__1
1} 13 ] } :
: . 294 H 23 H 27.6 i -3.14 :
H . 321 H 3 H 27.5 H 1.64 H
H . 362 H 29 H 27.3 H ¢.74 i
: . 322 i 22 H 24.2 i -.99 H
b .314 ' 23 ! 20.4 H 1.22 :
i . 225 i 12 : 15.46 : -1.31 H
H . 199 : 17 : 12.3 : 1.72 :
! . 167 ' 10 H 9.5 H G.20 :
i 033 H O H 1.4 i -1.24 H
) ) 1] L}

En e! cuadro &.146 se presentan las missas columnas que en el

cuadro 6.15 pero solamente con los 8 renglones considerados

ahora.

lLa estadistica X2 es ahora {12.2 y se tienen & grados de libertad
por o que se tiene un ajuste aceptable y todos los residuales
estan dentro del intervalo (-1.95, 1.76). Los estimadores dé ay

b son: 3 = -3.858 y b = 17.56.
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Para tener meyor claridad sobre el comportamiento de los
reziduales on sste Al*imo ajuste, on la figura 4.10se gpresenta la
nrafica en "papel normal” de los ocho residuales de Fearson
cbtznidos. Coma <ce puede ver, ningdn residual proporsiona
evidencias de que el modelo falle fuertemente en algén valor de

1a variable explicativa.

CUADRD 6.1&

) ) L} r H
1 r 1 3 [}
i Log dosis i DObservados ! Estimados | Residuales |
: : : : S
! . 391 i 30 H 28.6 : 1.22 H
: . 362 i 29 H 28.6 H 0.24 H
: . 322 : 22 i 25.7 H -1.95 i
H -314 : 23 H 21.8 i Q.62 d
: « 225 i 12 : 16.2 H -1.52 i
H . 199 } 17 : 12.3 H 1.74 :
H - 1567 : 10 H 8.8 i 0.48 i
i 033 H 0 H 0.9 H —0.95

1 ) 1 i

i H ; H

-

los estimadores del ndmeroc de insectos muertos para las dosis

0.394 y 0.260 son:
(.394) = N{ﬁ; = 30/01 + exp(3.852 — 17.56(.394))1 = 28.867

. i
Y¢.260) = NePe = 27/01 + exp(3.852 - 17.56 (.260))1 = 18.09
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SOBREDISFERSION EN UN MODELDO LOGARITMICO LINEAL

Haberman (1973) ilustra el wuso de sus residuales sigples
ajustadps para modelcs logaritmico lineales vistos en el capitulo

=, al considerar los datos gque se muestran en el cuadro 6.17

CUADRO &6.17

Fallas =2n anillos de pistdn en cuatro compresoras

1 1 1 [
B [] ] [ 3
! Nimero H localizacion de la falla H i
; de : H H
icompresoral FParte Farte Parte H H
: : superior media inferior i Totales 1|
1 [ ] 1 |
] [} [} 1
H H H d
i 1 H 17 17 12 : 446 H
' 2 ' 11 g 13 : 33 H
! 3 : 11 8 19 H 38 H
! 4 ' 14 7 28 : a9 i
H ' H H
i H : i
! Totales 33 41 72 H 14646 d
H H i
; H i

Los datos del cuadro 6.17 corresponden a la frecuencia observada
de fallas de anillos de pistdn en tres partes de cuatro

compresoras en una planta quimica industrial.

F1 modelo logaritmico 1lineal que satisface 1la hidtesis de
independencia entre la probabilidad de falla en una compresora vy

la localizacidn de aguella es:
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leg mas = U + Uaceas T Uz

lLa estadistica X2 de Pearson para esta tabla es 11.7 y se tienen
& grados de libertad. El wvalor critico en tablas de 1la
distribucidn Ji-cuadrada para un nivel de significancia de o =
0.05 es 12.8 y parao= .10 es 10.46, por lo que se tiene una
svidencia relativamente débil de la asocsiacién entre las dos

variables,.

Al tomar un nivel de significancia = .05 se podria concluir
simplemente que o1 modelo es aceptado y que las variables son

independientes.

Sin embargo, el investigador podria considerar que debe haber una
relaridn entre las dos variables y entonces seleccionar o«= 0.1

con 1o que el modelo de independencia seria rechazado.

A continuacidn se verd como =21 andlisis de residuales contribuye
de manera considerable a resolver la ambiguedad ﬁue provoca, en
este caso, un valor de X2 tan cercano al 1imite de la regidn de

rechazo (ya sea ot = 0.05 & o = 0.1)

Aunque Haberman toma estos datos para ilustrar el uso de sus
residuales, aqul se presentan diferentes residuales vistos en el
capitulo . anterior con el propdsito de coampararlos en un caso

concreto y realizar un andlisis mAs completo.
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En 2! cuadro 6.18 s2 presentan los valores ocbservados, estimados
{(ronsiderando e! modelo de independencia) y los residuales de

Psarson, Haberman, Anscombe y Devianza.

Como se puede observar en ese cuadro, el conjunto de residuales
de Haberman tiene cuatro elesmentos cuya magnitud en valor
ab=zpoluto es mayor que 2.0, mientras que los otros tres conjuntos
de residuales no tienen ningén elemento de esa magnitud y no
narecen alejarse de un patrin de comportamiento de acuerdo con la
M{0,1). Sin embargo, comoc se vid en el capitulo anterior 1ia
varianza asintdtica de re es menor que 1.0 wmientras que 1la

distribucidn asintdtica de los residuales de Haberman es N¢O,1).

CUADRD &.18B

Celda My 35 . P g 3 | g% e o

t1,1) 17 14,69 0.604 0.856 0.58 0.5%9
(2,1) 11 10.54 0.143 0.19 0.14 0.14
(%, 1) 11 12.13 -0.325 —0.45 -0.33 -0.33
{4,1) 14 15.64 -0.416 —~0.60 -0.42 -0.42
(1,2) 17 11.36 1.473 2.27 1.56 1.56
(2,2) 9 8.151 G.297 0.38 0.29 0.29
(3,2) B 9.386 —0.452 -0.59 -0.47 -0.446
(4,2) 7 12.10 -1.4867 -2.01 -1.59 -1.59
(1,3 12 19.95 -1.78 -2.78 -1.93 -1.92
(2,3 13 14.31 —0.347 —0.52 -0.35 -0.35
(3,3} i9 16.48 0.620 0.94 0.61 0.61
4,3 26 21.23 1.464 2.32 1.40 1.39
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Tambidn puede observarse que {ra} y {roX tienen valores

practicamente iguales.

En s=su anklisis Haberman presenta los rn de acuerdo con 1la

estructura de la tabla, como se muestra en el Cuadro 6.19

CUADRG 6.1%

i Namero ! Localizacidn de la falla H
: de H :
! compresora | F. Superior F. Media F. Inferior |
H ! H
H 1 ' .86 2.27 -2.78 :
2 ' 0.19 Q.38 -0,32 H

3 : -0.45 -0.5% 0.94 }

4 H -0.460 -2.01 2.32 H

;

—— A e w e

Haberman sefiala que la inspeccidn de esta tabla muestra que los
residuales cuya magnitud 5 mayor que 2.0 en valnr absoluto, son.
los correspondientes a las celdas (1,2), (1,3), (4,2)'y {4,3) y
que la probabilidad de que una extraccidn al azar de una N(0,1)
sxceda en valor absolutc al mayor de ellos (-2.78) es 0.0054.
Indica que como el residual es sdlo una seleccidn de las 12 no se
puede concluir fajantemente que la parte inferior de la
compresora 1 no chedezca al nndelﬁ de independencia perc que hay

razones chvias para sospecharlo.
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Misctra una grafica Je los ry sobre papel de probabilidad normal
v comenta que &sta arroja todavia mas evidencias de que el modelo
puede no ser satisfactorio. Para elaborar la grafica (fig. 6.11)
se rconstruye "papel normal® y se éigue el procediaiento visto en
2.1.1: se asigna el k-&simo menor ra & la coordenada
correspendiente a la probabilidad (3k-1)/(3rc+!) = (3k-1)/37
_dcnde r es el namerc de renglones y © 21 ndamero ﬂe columnas.
Idealmente los residuales deberlan caer en la raya continua de'la
figura que representa los percentiles para la distribucidn
M(0,1). Junto a cada punto se marca la celda a la que corresponde

2] residual.

Ees claro que los ry correspondientes a las celdas (1,2), (1,3,

(4.2) y t4,3) estan notoriamente alejados de la linea continua.

Haberman concluye que hay asplias razones para sospechar
desviaciones del modelo en las compresoras 1 y 4, vy que estas
desviaciones pueden representar falta de iﬁdependencia o\ bien,

pueden indicar que el ndmero de fallas en anillos de pistdn tiepe
upa varianza mayor de la debjda si se acepta gue tiepen una

Hasta aqui llega Haberman en su anaAlisis, sin embargo, se puede

tomar el seMalamiento subrayado y pensar en datos prnvenientes de

una distribucidn Poisson con una sobredjspersion.
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McCullagh v Nelder (op.cit. pp 131-133) estudian la situacion de

sphredispersidn en modelos logaritmico lineales.

SefMalan que existen casos en que la disﬁersibn de los datos es
mayar que 1a que se experaria del modelo Pecisson, es decir, que
i ¥ @5 1la variable, se tiene V{Y)= €E(Y)>E(Y); que este fendmenoc
puede surgir por diversas razones, por ejsmplo, cuandoc se observa
un proceso Poisson sobre intervalos cuya longitud en lugar de ser

£iia 25 aleatoria.

Dezpuds de dar otros ejemplos en que este fendmeno puede ocurrir,
proporcionan una forma sencilla para estimar el parametro de

dispersidn <.

Fn =21 caso presente el parametro de dispersion puede ser
ectimado por el cociente X2/(N-p). Donde X2 es la obtenida para
el modelo de independencia, N el tamaflo de la muestra y p el

nimerode parametros estimados.

En nuestro caso tenemos N =4 x 3 = 12 vy p = é y 21 valor de

X2.., es 11.7 por 1o que = 11.7/6 = 1.95

El paguete EL&H peraite incorporar un parametro de dispersidn. Al
incluir T= 1.93, el ajuste del modelo de independencia arrdja un
valor.de X* = 6,01 que conduce a l1a aceptacidn de la hipdtesis de
independencia entre las dos variablﬁs. Y aunque los valores

ajustados persanecen iqu;les, l1a iagnitud de los residuales se
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rodurs considerablementse.

Fn 21 cuadro 4.20 se muestran 1los residuales de Haberman
phtenidos al ajustar el modelo de independencia antes y después
de incorporar =1 parametro de scbredispersidn. Entre paréntesis
se encuentran los residuales antes de incluir el parametroc de

dispersidn y abajo de 2stos, los valores despugs de incluirlo.

Como se puede apreciar, después de considerar el parametro de
cobredispersidn en =281 ajuste del modelo, el mayor de los
reasjiduales deo Haberman en valor absoluto toma un valor
ligeramente menor que 2.0, lo que no es raro en una muestra de

tamaffo 12 de unma N(O,1)}.

CUADRO 6.20

-

1 Namero H Localizacidn de la falla H
: de H H
!  Comp. H P. Superior P. Media P. Inferior i
H H !
! ! H
i 1 ' (Q.86) (2.27) (-2.78) H
1 { 0,62 1.63 -1.99 i
H H ) }
H 2 ! {0.19) (0. 38) . (—0.52) '
! H 0.1356 Q.27 -0.37 !
H i _ :
! 3 H (-0.45) {—0.59) (0.94) !
$ H ~-0.32 -0.42 0.67 -
H ! i
H 4 H {(-0.60) (-2.01) (2.32) t
H H -0.43 -1.44 1.646 }
! H : !
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Fara Bzpr r con mavor zZlaridad =21 comportamiento de estos
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ales de Haherman, en la fiqura 46.12 se presentan
araficados en "papel de graficacidn Normal®. Nuevamente junto a

cada punto se sefala la celda a 1a que corresponde.

Ahora que e1 modelo de independencia con csobredispersidn se
ajusta bien, los residuales aparecen bastante mas pegados a la

rava continua.,
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CONCLUSTIONES

i

7.1 lLa necesidad del anélisis de residuales en el ajuste de
modelos estadisticos en general, se.cnnsidera cada vez mas
importante, pues sus diferentes tipos de graficacidn y sdtodos de
analisis pfoveen informacidn acerca de 1o adecuade de los modelos
v del cumplimiento de la; suposiciones subyacentes al andlisis.
ademds de orientar respecto de. las wmodificaciones que pueden

intentarse para corregir las fallas gque se presenten.

7.2 Algunas de las técnicas para el analisis de residuales en
modelos lineales clasicos pueden ser utilizadas en msodelos
lineales generalizados y concretamente en la subclase de éstos

que cnrfespundenra datos cateﬁﬁricos. Esto sucede principaldente
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~uandr las situariones guardan una analogla y cuando en los
mcdelns lineales generalizados se utilizan residuales con una
Aistribucidn aproximadamente Normal. Un caso tipico de 1la
traslacidn de los métodos de analisis de residuales se da en el
caso de los modelos logisticos lineales con variables
explicativas continuas ya que la interpretacidn de los parametros
en &stos es muy similar a la interpretacidn que se les da en los

modelos de regresin.

7.2 Sobre o1 dificil casc de las observaciones discrepantes se
puede cencluir lo siguiente: en modelos lineales normales, el uso
del mayor residual studentizado en valor absoluto es un criterio
ampliamente aceptadc para identificar una sola observacion
discrepante. Este criterio probablemente pueda trasladarse a los
modelos para datos categdricos, con la diferencia de que en estos
ftiltimos este criteric se basarla en el mayor residual de Habermsan

en valor absoluto.

En la aplicacidn 6.4 se utilizd este altimo criterio incluso para-
la deteccidn por pasos de dos observaciones discrepantes
utilizando el método frecuenteasente usade en modelos de analisis
de varianéa— que consiste en reenplazér las observaciones
identificadas como discrepantes por estimaciones de ellas, para
1o cual el primer pasoc consiste en eliminar las observaciones

discrepantes y los renglones correspondientes de la matriz X.

-
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7.4 En modelos para datos categdricos, cuando alguna o algunas
variables se miden es escalas ordinales, los residuales pueden
dar evidencias de 1a necesidad de hacer explicito 21 orden en el
medelo, a diferencia de los modelos lineales clasicos en que el

crden esta implicito.

Come se pudo apreciar en la aplicacidn 6.3 en los wmodelos para
datos categdricos esta evidencia se puede observar en las celdas
de las esguinas en una tabla de contingencia ya que si ios
roasiduales eon estas celdas son de mayor magnitud en valor
absoluto que el resto de residuales, esto indicara que las fallas
an e1 ajuste del modele se presentan en las categorias mayores o
menores de una o varias variables y/o en las categorias méycres
de una o varias variables que se cruzan con categorias menores de

otra u otras.

Al afinar el modelo incluyendo términos que representen este tipo
de informacidn sobre categorias ordenadas, se 1cgraré un mejor

ajuste v los residuales tendran un comportamiento mas adecuado.

Ecte es uno de 1los aspectos que surgen en el andlisis de
residuales en modelos para datos categdricos que no corresponde a
" 1a adaptacidn de alguna técnica empleada en weodelos lineales

cla=zicos.

7.5  Otras situaciones nuevas se presentan cuando en el andlisis
de residuales en modelos lineales generalizados (esto se facilita

mis con los mdétodos graficos) peraiten apreciar la necesidad de
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cambiar 1a funcidén liga o de la funcidn varianza. For ejemplo, en
1a aplicacidn £.5 se vid la necesidad de incluir un parametro de
scbredispersidn en un modelo logaritmico lineal para una tabla de
contingenciaj 1le cual se pudo hacer gracias a la visidn de los
model as para datos categdricos CoHRo model os lineales

generalizados.

7.8 Ctro seMalamiento con respecto a las ﬁbservaciones
discrepantes es gue la revisidn histdrica de ellas muestra que,
aunque las t&cnicas han cambiado con el tiempo, la actitud basica
hacia ellas no ha variado considerablemente en el estudioc de 1los
modelos lineales clasicos y se podria decir que esta actitud se
cbserva tambi2n en los modelos lineales generalizados ya que 1la
mayor parte de definiciones que se dan acerca de ellas {(cuando
son varias) son subjetivas pues en esencia casi siempre se dice
que son agquellas que a juicio del investigador se apﬁrtan
cnnsiderablementg del resto de los datos o de 1o que se esperar;a

de pllos.

7.7 Finalmente, se considera que se podria estahlé;éf/ un
paralelismo en el estudio de las dltimas técnicas desarrollad#s o
en desarrollo para observaciones influyentes vy/o discrepantes
para los modelos lineales c1&§icus Y los wmodelos lineales
generalizados cuh el propdsito de lograr en lo posible un avance

sinult&necﬂ
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PROCRAMAS DEL PARUETE GLIM FARA LAS AFLICACIDONES DEL CAPITULD 6.
(%

INSTRUCCIONES PARA LA APLICASCION 6.1

P fSERVICIO/GLIM

SUNITS 24

EDATA M

$READ M .
19 22 24 29 33 42 57 47 37 463 56 68 29 47 43 27 43 27 23 30 49
52 53 50 42

EYVAR M

$ERROR P

$LINK L

SCAL XI1=YBL (3,1) : X2UGL(2,3) : X3=%uGL(2,6) : X4=%(2,12)

SFIT +X1 +X2 +X3 +X4

]

$LO0K %X2

3

$DISPLAY ER M T

*FIT £x2.X4

%

$1 DOK %LX2

-

$DISFLAY ER M T

$LODK %X2

%

$DISFLAY ER M T

SFIT +X1.%3

%

SLO0K %X2

% o
$FIT +X2.X3.X4

%

$LO0K %X2

] P
$DISPLAY ER M T
SFIT +X1.%X2.X3

:

SLOOK XX2

$

. $DIDPLAY ERM T
SSTOP

¥ El1 f.iaquete BLIM estiA disponible en la computadora Burroughs 7-
800 de la Direccidn Beneral de Servicios de Cdaputo Académico de
Ta UNAM., ' _
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THSTRUCCIONES FAFA LA APLICACION 6.2

F XSERVICIO/GLIM
UNTTS 4

- ¥DATA X1 X2 R N

EREAD

1 3910 4718

1 2 1050 1284

2 1 3218 64603

2 2 929 1227

+YVAR R

$ERRCR B N

SFIT +X1 +X2

%

sDISPLAY ERMT
sLOOK %X2

%

SCAL D=%SORT(2¥ (RXVLOG (R/ZFV) + (N-R) ¥LLOG { (N-R) ¥%LL0OG ( (N—R) /7 (N—
FVIIY)

€L 00K D

;3

SEXT %AVL

$CAL V=N/ (%ZFVX (N-7FV})
$CAL. H=XWTIIVL

$CAL. A= (R-YUFV} /4SERT ( {1-H) /V}
sLO0K A

%

£S5TOP

P

R $SERVICIO/GLIM

SUNITS 9

$DATA FREC

$READ 43 &6 9 1& 11 18 3 10 16
SFAC X1 3 X2 3

$CAl X1=¥BL(3,1) : X2=YBL(3,3)
SYVAR FREC '

SERROR P

SLINK L

SFIT +Xt +X2

]

$LOOK 2%X2

SDISFLAY ERM T

SCAL RD = YSORT(2tFRECR%ZLOB(FREC/LFV)-FREC+%ZFV))
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$L.00K RD

%

$CALL RA=(Z/2YIFRECEI(2/3)-UFVER{2/3) JUFVEX{1/6)
L 00K FA :

%

$STOF

{ahora introduciendo un t&rmino que considere la relacion de 1a
escala ordinal)

R $SERVICID/GLIM
SUNITS 9

$DATA FREC

$READ 43 16 3 &6 11 10 9 18 16
SFAC R 3

$CAL R=%5L(3,3)
$CAL Y=Y%BL (3, 1)
$CAL Y=y-2

$YVAR FREC
$ERROR P

$LINK L

SFIT +R.V

E

$LO0OK %X2

%

SDISPLAY ER M T
€STOP

INSTRUCCIONES PARA LA APLICACION 6.3

R &SERVICIO/GLIM

SUNITS 10

SDATA T N R | e Lo
$READ | -

$ERROR V N

$YVAR R - :
$LINK B ' | I
SFIT T | S
$ : , EE
$LODK %X2

3

$CAL D =7%SBRT (2% (R¥ZLOG (R/%ZFV) + (IN-R) £ZLOB  (N-R) /N-ZFV) } ) )

$LOOK D

%

SEXT 7L :

SCAL V=N/ (XFVE (N-%FV)

SCAL H=YWTE%VL

$SCAL A= (R-YFV) /%SERT ¢ (1-H) /V)

SLOCK A




{ze repiten todas las instrucciones, primero eliminando el
ranglon de datos y después el primero)

R 2EERVICIO/GLIM

S SUNTTE 12

¢DATA FREC

+READ 17 11 11 14 17 2 8 7 12 13 19 28
$FAC X1 4 X2 3

$CAL X1=YBL (4,1) : X2=YUBL (3,4)
$YVAR FREC

SLINK §

$ERROR P

4FTIT +X1 +X2

&

$LO0OK %X2

-

$DISPLAY ER M T

SEXT ZVL

SOWN M1 M2 M3 M3

SMAC M1 SCAL UFV=XEXP(YLP) $ ENDMAC
SMAC M2 SCAL YPR=1/%FV $ENDMAC
€MAC M3 $CAL %VA=1.952%FV SENDMAC
SMAC M4 SCAL %DI=2% (LYVHILOG (LYV/LFV) - {(LYV-LFV) $ENDMAC
$LODK %X2 .

$DISFLAY ER M T

sexto
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