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Introduccion

El principio de incertidumbre tiene implicaciones muy importantes en la teoria cuantica. Impone
un cambio radical en los conceptos fisicos de la teoria clasica. Incluso se le atribuyen
consecuencias filosoficas muy importantes concernientes a la realidad misma de las cosas. Por
tales razones el principio de incertidumbre ha sido tema de gran debate entre fisicos. Muy
comunmente se le interpreta como sigue: “no pueden medirse simultdneamente la posicion y el
momento de una particula con precision arbitrariamente grande”; o como: “una particula no tiene
posicion ni momento definidos simultdneamente”. Estas son formas particulares de entender el
principio de incertidumbre, que corresponden a la interpretacion usual de la mecanica cuantica
(Ilamada ortodoxa o de Copenhague); pero existen otras menos conocidas o aceptadas. Por
ejemplo, de acuerdo a la interpretacion de ensemble, el principio de incertidumbre no impone
ninguna condicién sobre la incertidumbre o indeterminacién simultdnea de una sola particula;
mas bien, éste se refiere a las desviaciones estandar de un ensemble estadistico de particulas

gue se han preparado similarmente.

En el capitulo 1 presentaremos una deduccidon del principio de incertidumbre usando Unicamente
el aparato matematico de la mecanica cuantica. Evitaremos adoptar cualquier postura filosoéfica
respecto a su significado. Veremos que el principio de incertidumbre concierne a cualquier par de
variables no conmutativas, donde las variables candnicas conjugadas son un caso particular;

profundizaremos en las variables de mayor popularidad en la literatura: la posicién y el momento.

En el capitulo 2 presentaremos diversas interpretaciones del significado del principio de
incertidumbre. Discutiremos los argumentos de cada una de ellas y las dificultades que
presentan. En la seccién 2.1 presentaremos la interpretacion ortodoxa del principio de
incertidumbre. Introduciremos el famoso microscopio de rayos gamma de Heisenberg y otro de
sus experimentos pensados; veremos que la filosofia de Heisenberg (y de la interpretacion

ortodoxa) se basa en las conclusiones que se obtienen de este tipo de experimentos.



Presentaremos también la filosofia de Bohr: la complementariedad, cuya expresion matematica
son las relaciones de incertidumbre; segun la cual la materia presenta caracteristicas duales que
son excluyentes entre si y complementarias, cuales se presenten depende del experimento
disefiado. Expondremos el experimento de la doble rendija como fue discutido por Einstein y
Bohr, como un ejemplo de la aplicacion del concepto de complementariedad y del principio de
incertidumbre; también presentaremos una forma novedosa de analizar este experimento con
conclusiones distintas a las de Bohr. Ademas vamos a presentar algunas deducciones del
principio de incertidumbre que son particulares de la interpretacion ortodoxa, pero que carecen
de la rigurosidad de la expuesta en el capitulo 1. En la seccién 2.2 se estudiara la interpretacion
de ensemble. Se hard notar que ésta no tiene algunas de las desventajas conceptuales que
posee la interpretacién ortodoxa. Expondremos los argumentos que tiene la interpretacion de
ensemble contra la interpretacion usual. En la seccién 2.3 tratamos el tema de determinismo y
causalidad en la mecanica cuantica. Se vera que el principio de incertidumbre implica una
modificacion en el entendimiento de estos conceptos como se tienen en la mecanica clasica.
Presentaremos la interpretacion causal de David Bohm y la electrodinamica estocastica lineal;
segln las cuales, las desigualdades de incertidumbre podrian en principio ser violadas bajo
ciertas circunstancias no consideradas por la mecanica cuantica. En la seccién 2.4 exponemos
algunos experimentos pensados que intentaron superar los limites impuestos por el principio de
incertidumbre, entendido en la forma de la interpretacion ortodoxa, pero ninguno con resultados

satisfactorios.

En el capitulo 3 estudiaremos la relacion de incertidumbre para la energia y el tiempo. En la
seccién 3.1 presentamos una demostracion del teorema de Pauli segin el cual no hay un
operador universal de tiempo en la mecénica cuantica. Este hecho implica que no existe una
relacion de incertidumbre para la energia y el tiempo en términos de las desviaciones estandar
de los operadores de la energia y del tiempo. En la seccion 3.2 exponemos algunos argumentos
en contra de la conclusion de Pauli. Hay dos posturas respecto a la existencia de la relaciéon de

incertidumbre para la energia y el tiempo: unos la niegan, otros la afirman. En la seccién 3.3



discutimos algunas de las interpretaciones mas comunes de la relaciéon de incertidumbre para la
energia y el tiempo. En la secciéon 3.4 discutimos una afirmacion comin sobre la relacion de
incertidumbre para la energia y el tiempo, segun la cual la energia no siempre se conserva.
Demostramos que tal afirmacion es incorrecta, y que renunciar a la validez del principio de
conservacion de la energia es innecesario. En la secciéon 3.5 vemos cuatro propuestas de un
nuevo tipo de relacion de incertidumbre para la energia y el tiempo: la de Mandelstam y Tamm,
la de Eberly y Singh, la de Uffink y Hilgevoord, y la de Wigner. En la seccién 3.6 estudiamos el
decaimiento de un estado inestable y aplicamos los formalismos de Mandelstam y Tamm, y de
Wigner a este problema. Concluimos que aunque existe una relacion entre el ancho de energia

de un estado inestable y su tiempo de vida, ésta no es una relacion de incertidumbre.



Capitulo 1. El principio de incertidumbre

1.1 Deduccion formal del principio de incertidumbre

Una caracteristica muy importante de la mecanica cuantica, la cual no se presenta en la
mecanica clasica, es el caracter no conmutativo de algunos pares de operadores. En particular
las variables candnicas conjugadas, como la posicion y el momento, se representan por
operadores que no conmutan. Este hecho implica que las eigenfunciones de uno no lo sean del

otro.

El conmutador [A, |§] se define como

Si dos variables de un sistema fisico se representan por los operadores A y B que no

conmutan, es decir,
[A.B]=0,

entonces un vector de estado ‘l//> no puede ser eigenvector de ambos operadores. Es decir, no

pueden satisfacerse simultaneamente las dos ecuaciones de eigenvalores siguientes:
Ay)=ay). Bly) =bly);

pues de satisfacerse ambas condiciones se tendria que [A, Lsa] = 0. Por lo tanto, si se obtiene un

eigenvalor de A para el estado ‘l//> no puede obtenerse un eigenvalor de B para el mismo

estado. La conclusion es que, dado un vector de estado, no pueden obtenerse simultaneamente
eigenvalores de dos operadores que no conmutan. Veremos que el principio de incertidumbre se
presenta como una manifestacion de la imposibilidad expuesta y que su origen matematico es

que el conmutador de los operadores no sea nulo.



Presentaremos a continuaciéon una deduccién matematica rigurosa y formal del principio de
incertidumbre, para lo cual utilizaremos la notacién de Dirac. Considere la funcion (de la Pefia,

2006, pp.222-223)

J(a)=<(aA+ié)T(aA+ié)>, (1.2)
donde & es un numero complejo. Usando el hecho de que <CTC> = <V/‘CTC‘ 1,//> = Cl//>‘2 >0
para cualquier operador ¢ y para cualquier vector de estado ‘l//> se tiene que

J(e)>0. (1.3)

Desarrollando la expresion (1.2) y usando el hecho de que los operadores deben ser

hermitianos, A= AT y B = B", para que representen variables fisicas, obtenemos
Ja)=la"(A*)+ia’(AB)-ia(BA)+(B?). (1.4)
Expresamos al parametro en sus partes real e imaginaria & =a+1ib, con a y b reales
Ie)=(a®+ bZXA2>+ (b+ia) AB)+(b—ia) BA)+(B?). (1.5)
Tomando la derivada con respectoa a =a+ib,

4._9.,9 (1.6)
da o0a ob

e igualando a cero para calcular el valor ,;, que minimiza la funcién J , tenemos
2(a+ibXA2>+2i<AE§>:o. (1.7)

Por lo que el valor buscado es

(1.8)

Sustituyendo este valor en (1.4), después de arreglar los términos, y recordando la desigualdad

(1.3), tenemos

ety )= (A%)(B?)—(AB)(BA) 2 0. (1.9)

10



Con lo que obtenemos la siguiente desigualdad, la cual proporciona la cota maxima del lado
derecho (ya que en su deduccion se obtuvo el minimo de la funcion J dada en la expresion
(1.9)):

<A2><|§2>2<AE§><BA>. (1.10)

Definimos el anticonmutador {A, B} como
{A,B}=AB+BA. (1.11)

Utilizamos las siguientes identidades entre los operadores:

AU U
AB:E[A, B]+E{A, B}, (1.12)
AU U

BA=_{A B}—E[A, B]. (1.13)

en la desigualdad (1.10) y utilizando las siguientes propiedades de los conmutadores y

anticonmutadores:
{ABY) ={A B}, (1.14)
([AB)" =~(AB]). (1.15)
se obtiene
<A2><Bz>zi<[A,B]>2+i<{A, é}>\2. (1.16)

M=A-(A),
(1.17)
AB=8-(8)
Es facil ver que
[A,B]=[aA, AB]. (1.18)

11



También puede comprobarse que la relacion entre los valores esperados de los

anticonmutadores es la siguiente:
({AA, ABY) = ({A,B}) - 2(A)(B). (1.19)
La variancia (o varianza) o dispersion del operador O se define como:
<(A(3)2> - <(O—<O>)2> =(6%)-(6)". (1.20)
Remplazando los operadores A y B por sus desviaciones AA y AB enla expresion (1.16), y
sustituyendo en ésta las igualdades (1.18) y (1.19), obtenemos la desigualdad que estabamos

buscando

2

(1.21)

(A8 )/ (a8 ) 2 i<[A, 8)

La desigualdad anterior proporciona la cota inferior maxima para las dispersiones de los

"+ Ay -2A8)

operadores A y B , respectivamente; ésta fue obtenida primeramente por Schrédinger en 1930.
También pueden obtenerse relaciones de incertidumbre para tres (0 mas) operadores
hermitianos; una forma de hacerlo es utilizando tres vectores unitarios en un espacio complejo

de Hilbert, representado cada uno en términos de un operador hermitiano (Synge, 1972).

Un andlisis como el dado arriba en términos de la funcién J (a), pero considerando al parametro

o/ como un numero real en vez de uno complejo nos permite obtener la siguiente desigualdad

(de la Pefa 2006, pp. 222-223):

(1.22)

Esta expresion fue obtenida por Robertson (1929).

El principio de incertidumbre se representa matematicamente por las desigualdades (1.21) o
(1.22). La expresion (1.21) nos da una cota inferior mayor o igual que la proporcionada por la
(1.22); la primera es de caracter mas fuerte que la segunda. Esto es de esperarse, ya que en la

deduccion de la primera se consideré al parametro & como un nimero complejo, mientras que

12



en la deduccion de la segunda & es solo un numero real. Sin embargo, ambas son validas ya

que como el segundo término del lado derecho de (1.21) es positivo entonces se satisface que

(oA (s8] 28]+ >, [A8].

Lasy -2ae)

1.2 Relaciones de incertidumbre para las variables candnicas conjugadas

Consideremos el caso de las variables candnicas conjugadas. Si un par de variables

representadas por los operadores A y B satisfacen la siguiente relacion de conmutacion:
[A.B]=in,

entonces se dice que son candnicas conjugadas. Para las variables candnicas conjugadas, la

relacion de incertidumbre (en la forma de Robertson) es

<(AA)2 ><(AB) > " (1.23)

4

Ejemplos de variables candnicas son: la posicién X y el momento p, el angulo @ en un planoy
la proyeccién de momento angular L, perpendicular a dicho plano; incluso el nimero de

fotones N y la fase ¢ de un campo electromagnético1, etc. Existe mucha controversia sobre si

existe una variable candnica conjugada a la energia, la cual es representada por un operador
hamiltoniano; un fuerte candidato parece ser el tiempo, pero la construccion de un operador de
tiempo en mecanica cuantica tiene diversas dificultades; discutiremos al respecto en el capitulo

3.

! Partiendo de la comtnmente aceptada relacion de conmutacion [N , @] = —1I, Louisell (1963) obtuvo que

los elementos de matriz de () tienen valores indefinidos. Solo si el numero de fotones es grande la relacion
de conmutacioén anterior es valida y se obtiene que

(AN) ) (ap) ) =174,

Louisell (1963) propuso otra forma para la desigualdad anterior con el fin de evitar dichas dificultades.

13



1.3 Relaciones de incertidumbre para la posicién y el momento

Ahora veamos la forma que toma la desigualdad (1.21) para el caso de los operadores de

posicion y de momento. El conmutador vale
[% p]=in. (1.24)
La relacion de incertidumbre queda
(A=) ){(ap)") = L 1\<{5z o} —2(x)(p)". (1.25)
4 47
Notemos que
{x 03)—2(%)(p) = (%0 + PR) — 2(R)(p) = 2I(%, ),
en donde F(A, é) es la correlacion de A y B , definida como
(A B)=_(AB+BA)-(A)B). (1.26)
Por lo tanto, el segundo término del lado derecho de (1.25) es la norma al cuadrado de la

r( p).

correlacionde R y P,

De (1.25) se obtiene directamente que

(9 {(a0)) > h4 | (1.27)

La anterior, es la forma de la desigualdad de Heisenberg en la forma de Robertson (expresion
(1.22)), y proporciona un limite al producto de las desviaciones estandar de los operadores de
posicion y momento®. Esta fue obtenida en primera instancia por Kennard en 1927; el calculo es

reproducido por Heisenberg en sus conferencias de Chicago (Heisenberg, 1930, pp. 15-19).

% Sin embargo, Hilgevoord y Uffink argumentan que la expresion matematica del principio de incertidumbre
en términos de desviaciones estandar, o sea en la forma (1.27), es inadecuada porque éstas no
representan correctamente el ancho de una funciéon de onda arbitraria en los espacios de posicion y de
momento. Proponen una forma alternativa de expresar matematicamente el principio de incertidumbre
(Hilgevoord y Uffink, 1983; 1985). En la seccién 3.5.3 presentamos esta propuesta.

14



Heisenberg obtuvo primeramente la igualdad, para el caso particular de la funcién de onda

gaussiana, en el articulo donde introdujo el principio de incertidumbre (Heisenberg, 1927).

Como ya explicamos la desigualdad (1.27) es de caracter menos fuerte que la (1.25), pero es
mas sencilla y popular, y es valida en general. En lo que sigue del texto nos referiremos a ésta
como la relacién de incertidumbre para la posicién y el momento, tal como aparece generalmente

en la literatura.

Puede comprobarse que el segundo término de la desigualdad (1.25) se anula en los estados de
minima dispersion, como en la funcién de onda gaussiana y el oscilador arménico en su estado
base. Esto es de esperarse ya que para estos sistemas la desigualdad (1.27) se convierte en
una igualdad, por lo tanto el segundo término del lado derecho de (1.25) se anula en estos
casos. El primer término de (1.25) es el que impone la condiciéon de que el producto de las
dispersiones del momento y la posicion siempre sea mayor que cero; éste es una constante

positiva, mientras que el segundo término puede anularse a veces. Como el primer término se

debe a que el valor del conmutador [X, p] es distinto de cero, concluimos que el origen de la

relacién de incertidumbre entre posicidn y momento se debe al caracter anticonmutativo de R Yy

f . Analicemos en detalle por qué [X, p] #0.

Deduzcamos la relacion de conmutacion [X, p]=ih. Para esto usemos la forma de los

operadores en el espacio de configuracion (en el espacio de momentos el resultado es el
mismo):

R =X, (1.28)
p=—ih—; (1.29)

entonces,

15



) 0 )
[&phf%m—o@w=xow—@@x+mw)=ﬂWX=mwa§=mw. (1.30)

Vemos que se obtiene un resultado distinto de cero porque un operador, el operador P, deriva
con respecto a la variable dinamica que representa el otro operador, el operador X (en el espacio
momental se invierten los papeles, R deriva con respecto a py Psolo es p, por lo que se

mantiene el resultado). Debido a su forma (1.29), el operador de momento lineal es el generador

de traslaciones espaciales infinitesimales®. Si el operador ) fuera una derivada parcial con

respecto a otra variable, por ejemplo el tiempo, y no con respecto a x, entonces facilmente puede

®Considérese un sistema cuantico representado por la funciéon de onda W(X) (trataremos el caso en una
dimension, en mas dimensiones el tratamiento es analogo). Sea f‘(XO) un operador que traslada al
sistema en la cantidad X, . El sistema trasladado una distancia X, se representa por la funcion de onda

l//(X =X, ) ; tenemos entonces que

£ o (x) =y (x=x,).

Desarrollando la funcion y/(X - XO) en su serie de Taylor alrededor de X, obtenemos

0 x> 02 —_
wx=%) = () =%~ w0+ 50— su(x)+=e " (x).

o en términos del operador de momento

_ixp

w(x—x,)=e " p(x);

o sea,

_ixP

#(x,)=¢e *

Si trasladamos al sistema en una cantidad infinitesimal OX se tiene que

(1— X fljy/(x) =y (x— ).

Por lo tanto, P es el generador de traslaciones espaciales infinitesimales (Sakurai, 1994, pp. 46-50).
Podemos ver también que el operador de posicion es el generador de traslaciones infinitesimales en el
espacio de momentos. Partiendo de la relaciéon de conmutacion [X, p] =i/ se obtiene que en el espacio

de momentos, p= Py X= iha— ; entonces, en una traslacion infinitesimal 5pen el momento se

obtiene

(1+wp;jw<p>=w<p—ap>.

16



comprobarse que se tendria [X, D] =0. Por lo tanto, es fundamental la forma (1.29) del operador

de momento en el origen de la relacion de incertidumbre entre posicion y momento.

La relacion de incertidumbre para momento y posicién se debe a que el conmutador [X, p] es

distinto de cero. El conmutador adquiere su forma debido a la expresién que tiene el operador de
G, "
momento: P = —Iha—. Ahora nos preguntamos: ¢por qué tiene tal forma el operador de
X

momento? Para averiguar esto partimos del hecho de que los sistemas cuanticos estacionarios

obedecen la ecuacion de Schrodinger:
h* 0?
(_ +V(x)}//(x) _Ep(x). 131

Podemos hallar una analogia con la ecuacion de la energia:

p—+V =E, (1.32)
2m
_ 0 . y
de donde asociamos el operador de momento como p:—lha— (tomar el signo positivo
X

también seria valido; en este caso habria un cambio de signo en el conmutador [X, p], pero no

asi en la relacion de incertidumbre). Entonces, resolver la pregunta de por qué existe una
relaciéon de incertidumbre para la posicidon y el momento, puede reducirse a responder por qué
los sistemas cuanticos se rigen por la ecuaciéon de Schrodinger, pregunta para la cual la fisica
actual no tiene una respuesta de aceptacion generalizada. Sin embargo, existen algunas
propuestas para explicar el origen de la ecuacion de Schrédinger. Por ejemplo, Luis de la Pefa
presentd una derivacion de ésta partiendo de la teoria de los procesos estocasticos (de la Pefia,

1967; 1969).

1.3.1 Momentos candnico y cinético
El momento cinético y el momento candnico describen conceptos distintos aunque son iguales

bajo ciertas circunstancias. En mecanica cuantica, el momento canoénico P esta expresado por
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la ecuacion (1.29), es el generador de traslaciones infinitesimales y es el que satisface la relacién

de conmutacion (1.24); por lo tanto, éste es el que satisface la relacion de incertidumbre (1.27).

Por otro lado, el momento cinético describe el movimiento de una particula o de un ensemble de
particulas; se define como el producto de la masa y de la velocidad; en el caso cuantico la
velocidad toma el papel de la derivada temporal del operador de posiciéon. Aunque en muchas
situaciones la distincidn entre estos dos tipos de momento carece de importancia puesto que son
lo mismo, en otras situaciones su diferencia se hace evidente. Por ejemplo, en el caso de una

particula en un campo magnético, el momento canoénico [P es la suma del momento cinético
MV y del producto de la carga por el vector potencial qA (estamos usando unidades del SlI, en
unidades electrostaticas se divide entre la velocidad de la luz) que describe al campo magnético,

p=mo+gA. (1.33)

En este caso, el momento cinético y el momento canénico son distintos. El primero describe el
movimiento de la particula y es invariante ante transformaciones de norma; en el caso
electromagnético A — A+ VA, las cuales describen todas correctamente al campo magnético,
y por lo tanto la dinamica de la particula. Por otro lado, el momento candnico no es invariante
ante las transformaciones de norma; sin embargo, es éste y no el momento cinético el que es

una constante de movimiento, siempre que se satisfaga la siguiente condicion:

V]alg-v-A)=0. (1.34)

Esto se debe a que el lagrangiano de una particula con carga ( y velocidad V en un campo

magnético y en un campo eléctrico, descritos por un vector potencial A y un potencial escalar

@, es

Entonces, de acuerdo a las ecuaciones de movimiento
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ao_a
dtog,  og;

se obtiene
v +9) = [a(p-v- A)]

Vemos que si se satisface la condicion (1.34) entonces el momento canénico P =MV + qA es

una constante de movimiento. Anadlogamente en mecanica cuantica.

Por tal motivo, el momento candnico P se considera como la suma de dos términos: uno el

momento cinético MV y otro el que es llamado momento potencial, 0 momento almacenado QA

(Semon y Taylor, 1996). Al momento canodnico se le llama también el momento total, haciendo
alusion al caso de la energia total, que es la suma de la energia cinética y de la energia
potencial. Tal como en el caso de la energia potencial, el momento potencial tiene cierta
arbitrariedad; la energia potencial tiene un cero arbitrario y el momento potencial tiene una

transformacion de norma arbitraria.

Si consideramos que el campo magnético es el campo fisico real, entonces deberiamos tomar al
momento cinético como el que representa al sistema fisico. Por otro lado, si consideramos que
es el vector potencial el campo fisico real, entonces el momento candnico es el que representa al
momento del sistema. Sin embargo, el flujo de las particulas se describe mediante el momento
cinético y este no cambia con una transformacién de norma; por lo tanto, son el momento

cinético y el campo magnético los que representan al sistema fisico.

Como momento candnico y cinético no son lo mismo, nos preguntamos: ;cémo cambian los

conmutadores colocando los momentos cinéticos en lugar de los momentos candnicos?, y
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,como cambia la desigualdad de Heisenberg? La respuesta resulta sumamente sencilla si

hacemos una suposicion sobre el vector potencial. Tenemos que

[%,mv]=[x, p-aA]=[% p]-q[# A]

En el caso particular en el que el vector potencial depende Unicamente de las coordenadas, se

tiene que

[%, A(%)]=0: (1.35)
por lo tanto,

[,m0]=[%, p]=in.
Concluimos que en este caso se sigue satisfaciendo la desigualdad (1.27) ya sea para el
momento candénico o para el momento cinético. Aunque como A= A(X), es de esperarse que
A y X estén correlacionados; por lo tanto, en general no se cumple que
r(x A)= ({2, Aj)-2(x)(A) = 0.

Entonces, la relacion de incertidumbre en la forma de Schrédinger, expresiéon (1.25), no es

necesariamente la misma.

1.4 Relaciones de incertidumbre para el momento angular y el angulo

Aunque el momento angular y el angulo son variables candnicas conjugadas porque satisfacen

que [(ﬁ, Ez]z i%, la relacion de incertidumbre :

<(AEZ ) ><(A@)2> >hi2 (1.36)
no es aplicable en este caso. La razén es la siguiente. Como la variable angular se restringe a

valores en el intervalo finito: [0,211], entonces <(A¢)Z> tiene un valor maximo finito; éste es igual

a 72'/\/5 y corresponde a una distribucion uniforme en ¢ (Judge, 1963). Si <(A|:Z )2> es cero,
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entonces (como <(A¢))2> se mantiene finito) el lado izquierdo de la desigualdad anterior es cero;

por lo tanto ésta no se satisface. Judge y Lewis (1963) dedujeron una forma consistente de la

relacion de incertidumbre entre posicién angular y momento angular, ésta es:

. ~ 2 . A , L
Vemos que si <(ALZ) >:O entonces la varianza de ¢ adquiere su valor maximo:

2

—~——

(ag
3

p)
1—?<(A€5)2>

5 — o0 por lo tanto se satisface la desigualdad

<(A(/3)2> = % ; entonces,

propuesta.

1.5 Estados coherentes y estados comprimidos

Una aplicacion importante del principio de incertidumbre es en los estados de minima dispersion,

es decir en los que se cumple la igualdad en (1.23).

Un ejemplo de sistema con minima dispersion es un paquete de osciladores armonicos con una
distribucién gaussiana, estos son los llamados estados coherentes del oscilador arménico. En

este caso, las variables conjugadas son la posicion X y el momento P de las particulas

sometidas al potencial del oscilador arménico:
1 2
V(x):Ema)x , (1.38)

el cual consideramos unidimensional para simplificar la exposicion, donde Mes la masa de las

particulas y @ la frecuencia de oscilacién. La distribucion inicial gaussiana de particulas centrada

en X, corresponde a la funcion de onda
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w(x,0)= Aexpl— a(x—x, )’ J (1.39)
Si la dispersion inicial de X es la adecuada, el paquete se mantendra oscilando alrededor de su

centro sin modificar su forma, y la dispersién de la distribucion se mantendra constante. Esta

condicion se satisface si

Mo

= 1.40
o (1.40)

La funcién de onda que se obtiene al resolver la ecuacion de Schrédinger es
mo " mae 1 maw mae
xt)=| — | exp|———(x—Xx,cosat)’ —i| =t +—— X xsenawt — —— X,’sen2at || (1.41)
)= eu - 5 cx,cosan) 1 ot et — 3 senzon |

La densidad de particulas es

1/2
p(x,t)= (Tf;j exp[— rT;;)(x — X, COS a)t)z} : (1.42)

Esta corresponde a una distribucién gaussiana cuyo centro oscila con amplitud X, Y frecuencia
@, de tal forma que
(%) =X, cosat . (1.43)

Puede comprobarse que las oscilaciones del paquete siguen en promedio un movimiento clasico

como se aprecia en el siguiente resultado:

(%) +@*(%)=0. (1.44)

Este paquete tiene la propiedad de que tiene la minima dispersion, pues se tiene que

((a=)?) = tha) ((ap)*) = ;hma), (1.45)

resultando asi la minima dispersién que permite el principio de incertidumbre:

(A=) ){(ap)) = . (1.46)

4

22



Ademas, las dispersiones de X y P no varian en el tiempo. Los estados coherentes de un

oscilador armodnico tienen la propiedad de que tienen la minima dispersion, pues satisfacen la
igualdad (1.46), ademas de que sus dispersiones no varian en el tiempo. Los estados del
oscilador armonico que tienen minima dispersion, pero sus dispersiones varian en el tiempo se

llaman estados comprimidos o prensados (‘squeezed states’ en inglés) de minima dispersion.

La energia media del paquete es
A 1 1
<E>=Ehw+§ma)zxg. (1.47)

El segundo término equivale a la energia de un oscilador armoénico clasico con amplitud X, la

cual se anula cuando la amplitud tiende a cero. El primer término corresponde a la energia del
punto cero y es la energia minima del sistema, ésta se mantiene aun cuando la amplitud de
oscilacion es cero. Vemos que debido a la energia del punto cero es imposible reducir
arbitrariamente la energia de los osciladores aun cuando se detengan las oscilaciones en todos
los modos de vibracién (a todas las frecuencias). Esto es una manifestacién del principio de

incertidumbre que impide que los osciladores puedan tener reposo absoluto.

Ahora daremos una breve exposicion sobre los estados coherentes en la electrodinamica

cuantica. Para esto introducimos la base del numero de fotones \n> y los operadores de

aniquilacion & y creacion 4", definidos como

T

1 .

a= ;(ma)x+ ip),

~2mhw

y que satisfacen las siguientes relaciones
an)=-/nn-1), a'ln)=-/n+In+1). (1.49)
De las expresiones anteriores se puede entender porque el nombre de estos operadores, pues

4 aplicado a un estado de N fotones produce un estado de N—1 fotones, y a' aplicado a un
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estado de N fotones produce un estado de N+1 fotones; es decir, & aniquila un fotén y a'

crea un foton.

En la electrodinamica cuantica el campo cuantizado tiene la forma G = fa(a))+ f*aT(a)),

donde en general f depende de X y t. Estamos considerando unicamente la componente de

Fourier de frecuencia @ del campo G, el cual puede ser un campo eléctrico o magnético.

Una forma de definir los estados coherentes ‘ a> es la siguiente:

a\ a> = a‘ a> , (1.50)
es decir, los estados coherentes son eigenestados del operador de aniquilaciéon. Los estados

definidos de esta forma se llaman estados coherentes de Glauber.

En la base de numero, el estado coherente tiene la siguiente expresion:

a>:e“2’zzn:% n). (1.51)

Otra forma de definir el estado coherente ‘a> €s como sigue
‘ a> = exp(oz&T - a*a) O> = exp(— \a\z 12+ cd" )O> = [A)(a} 0> , (1.52)
donde se ha introducido el operador de desplazamiento [3(05) definido como
D(a)= exp(Otc‘JLf —a*a): exp(—‘a\z /2+aaT). (1.53)
Vemos que el estado coherente ‘0{> surge a partir del estado de cero fotones, el estado del

vacio, a partir de aplicar el operador de desplazamiento.

Otra forma de definir a los estados coherentes es como lo hicimos al inicio de esta seccion: los

estados coherentes son los que tienen minima dispersion, y que ademds tienen dispersion
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independiente del tiempo, si su dispersion varia en el tiempo hablamos de los estados

comprimidos de minima dispersion (de la Pefia, 2007, capitulo 11; Howard y Roy, 1987).

El estado base del oscilador arménico ‘0> con energia %ha) y cualquier estado coherente ‘a>

tienen minimas dispersiones que valen lo siguiente:

Ax, = ((A)") = thw Ap, = ((Ap) ) = hmza’ (1.54)

En términos de las variables adimensionales X = (ma)/h)l/2 RyY = (1/ma)h)l/2 p, llamadas
las variables de cuadratura del oscilador, se tiene que las dispersiones de cuadratura para el

estado base del oscilador y para los estados coherentes son iguales: AX, = AY, = % .

Los estados comprimidos se definen como estados del oscilador arménico que cumplen que uno
de sus operadores canonicos tiene una dispersion menor que la de un estado coherente,
mientras que el otro operador candnico tiene una dispersién mayor. No es una caracteristica
esencial que el producto de ambas dispersiones sea la minima permitida por el principio de
incertidumbre, aunque una clase de estados comprimidos satisface esta condicion extra, es
decir, que son de minima dispersiéon. Los estados comprimidos de minima dispersion son los

mas discutidos en la literatura (Ekert y Knight, 1989).

Las dispersiones de posicién AX, y de momento Ap, de los estados comprimidos son distintas,
y si son de minima dispersion pueden expresarse como
AX, =e " AX,, Ap, =e'Ap,. (1.55)

Vemos que el producto de ambas dispersiones es el mismo que para el estado base del
oscilador, es decir, el minimo valor que permite el principio de incertidumbre. Sin embargo una

de las dispersiones es menor que la otra si el parametro I es distinto de la unidad.
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Los estados comprimidos se discuten usualmente en el contexto de los campos cuantizados de
luz. Se espera que los estados comprimidos puedan usarse en comunicacién oéptica para
producir una forma mas eficiente de transmitir informacién. También pueden ser muy importantes
en experimentos de deteccion de ondas gravitacionales usando interferémetros épticos (Mufioz-

Tapia, 1993).
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Capitulo 2. Interpretaciones del principio de incertidumbre.

Existen diversas interpretaciones de la mecénica cuantica y particularmente del principio de
incertidumbre. Hay varias formas de clasificarlas. Una clasificacion general es la dada por Mario
Bunge (Bunge, 1956), de acuerdo a la respuesta que se da a la pregunta: “; cual es la naturaleza
y origen de las relaciones de incertidumbre de Heisenberg?”. Obtiene dos grupos principales,

que responden de la siguiente manera:

1. Las relaciones de Heisenberg son indeterminaciones, es decir, son propias al sistema
observado.
2. Las relaciones de Heisenberg son incertidumbres; se deben a un conocimiento

imperfecto de las cosas, no a su naturaleza propia.

Como reconoce Schrodinger (1949): segun la interpretacion 1, es la naturaleza del sistema no
tener valores definidos hasta que se midan; segun la interpretacion 2, el sistema puede tener

valores definidos pero no los conocemos.

Otra clasificacion se refiere al tipo de limitacidon que impone el principio de incertidumbre

(Jammer, 1974, pp. 79). Segun este criterio, el principio de Heisenberg se interpreta como:

1. Un principio de imposibilidad de acuerdo al cual es imposible medir simultaneamente
variables conjugadas.

2. Un principio de limitaciones en la precision de mediciones, de acuerdo al cual la
certidumbre de una variable previamente conocida disminuye al medir su conjugada.

3. Un principio estadistico que relaciona las dispersiones de una secuencia de mediciones

de las variables conjugadas.

27



4, Un principio matematico que expresa la dualidad o complementariedad de los

fenémenos cuanticos.

La clasificacion mas general es quiza en términos de las dos grandes interpretaciones de la

mecanica cuantica:

1. La interpretacion ortodoxa, también llamada interpretacion de Copenhague.

2. Lainterpretacion de ensemble.

Su diferencia radica en el grado de conocimiento que se le atribuye al vector de estado (o
funcion de onda). Segun la interpretacion ortodoxa, el vector de estado provee la descripcion
mas completa de un sistema individual (una particula). Ademas postula que en el proceso de
medicion éste se colapsa a un valor unico y definido. Por otro lado, la interpretacion de ensemble
considera que el vector de estado representa el conocimiento que se tiene de un ensemble
estadistico, pero no de un sistema individual. En el proceso de medicion, el colapso del vector de
estado significa que nuestro conocimiento de él ha cambiado, mas no que el propio sistema ha

sufrido tal cambio discontinuo e inmediato.

En el proceso de medicién radica una de las dificultades de interpretacién en la mecanica
cuantica. Segun la interpretacion ortodoxa, antes de la medicion la propiedad a medir del sistema
fisico se encuentra distribuida en su conjunto de eigenvalores; después de la medicion la
propiedad medida se colapsa a un unico eigenvalor. El observador juega entonces un papel
activo muy importante en la mecénica cuantica, ya que con su observacién ha alterado el estado
del sistema observado. Las anteriores dificultades son evitadas por la interpretacion de
ensemble. Segun ésta, el sistema a medir se encuentra en un estado definido antes de la
medicion; y el colapso del vector de estado uUnicamente representa un cambio en el conocimiento
que se tiene de él. En esta interpretacion el observador ya no juega un papel central como lo

hace en la interpretacion ortodoxa.
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Segun la interpretacion de ensemble, el principio de incertidumbre se refiere a desviaciones
estandar (definidas en alguna forma apropiada) de las variables conjugadas en la preparacion de
un ensemble estadistico. Pero cada sistema individual tiene valores definidos de estas variables,
tal como afirman las interpretaciones de variables ocultas y las interpretaciones causales de la
mecanica cuantica; por tal motivo, la interpretacion de ensemble es consistente con dichas
interpretaciones, aunque también es consistente con interpretaciones acausales y con
interpretaciones que no incluyen variables ocultas. Por otro lado, la interpretacion ortodoxa no es

consistente con las interpretaciones de variables ocultas ni con las interpretaciones causales.

En lo que sigue de éste capitulo estudiaremos las diversas interpretaciones del principio de
incertidumbre. Trataremos en la seccion 2.1 la interpretacion ortodoxa. En la seccién 2.2
presentaremos la interpretacion de ensemble; discutiremos las diferencias entre ésta y la
interpretacién ortodoxa y los argumentos a favor de una y de otra. Algunas interpretaciones
causales, como la de Bohm y la electrodinamica estocastica lineal, seran discutidas en la seccién
2.3. Concluiremos el capitulo con la seccion 2.4, donde presentaremos algunos puntos de vista

sobre si el principio de incertidumbre puede ser violado.

2.1 La interpretacion ortodoxa

La interpretacién ortodoxa, o también llamada interpretacién de Copenhague, es la interpretacién
usual de la mecanica cuantica. Sus fundadores fueron Bohr, Heisenberg, Pauli, Born, entre
otros. Aunque existen amplias variaciones de interpretacion dependiendo del autor, comparten

los principales elementos. La interpretacion ortodoxa se basa en dos postulados (Bohm, 1952):

(1) La funciéon de onda con su interpretacion probabilistica provee la especificacion mas
completa posible del estado de un sistema individual.
(2) El proceso de transferencia de un solo cuanto entre sistema observado y aparato de

medicién es impredecible, incontrolable e inanalizable.
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Una version mas actual y ortodoxa es (Lalog, 2001):

(1) El vector de estado ‘l//> provee la descripcion mas completa de un sistema individual y

su evolucion esta dada por la ecuacion de Schrodinger.
(2) En el proceso de medicion el vector de estado se colapsa a un valor unico y definido. Tal

colapso es impredecible, incontrolable e inanalizable.

Aunque el postulado (2) se expresé arriba de dos formas distintas, ambas afirman que existe un
cambio discontinuo en el estado del sistema al efectuarse una medicién sobre él, el cual no esta

descrito por la ecuacion de Schrédinger.

Segun la interpretacion ortodoxa, las relaciones de Heisenberg son indeterminaciones y no
incertidumbres, ya que el limite impuesto en el conocimiento simultaneo de las variables
canodnicas no puede superarse de ninguna forma. Como reconoce Bunge, se refiere a un
indeterminismo empirico y no ontolégico porque fuera del plano experimental no puede afirmarse

la existencia de las cosas (Bunge, 1956).

2.1.1 El microscopio de rayos gamma de Heisenberg

Heisenberg narra (Wheeler y Zurek 1983, pp. 56-57) como surgié su principio de incertidumbre y

su articulo "El contenido fisico de la cinematica y la mecanica cuantica” (Heisenberg, 1927):

Aunque en 1926 el formalismo matematico de la mecanica cuantica estaba practicamente
completo, existian aun problemas en la forma de aplicar el formalismo a problemas especificos,
pues no habia una relacion clara entre los elementos matematicos de la teoria y los elementos
fisicos de la realidad que pretendia describir. Los resultados eran aparentemente contradictorios;
algunas veces debia usarse un modelo de particulas y otras uno de ondas. Heisenberg no
estaba de acuerdo con la formulacion ondulatoria de Schrodinger pues creia que impediria se

comprendiera correctamente la teoria cuantica. En las discusiones que Heisenberg sostenia
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noche tras noche en Copenhague con Bohr durante los primeros meses de 1927 se pretendia
aclarar las ideas que debian aplicarse en la nueva teoria. Tras no obtener resultados positivos
Bohr decidi6 irse de vacaciones a las montafias nevadas de Noruega. En ausencia de Bohr,
Heisenberg aclar6 sus ideas y escribié una larga carta a su amigo Pauli exponiéndole su trabajo
sobre el principio de incertidumbre. Para Heisenberg ésta era la herramienta que permitiria
entender las paradojas que existian sobre la teoria cuantica. A su relacion de incertidumbre le
atribuyd, en el contexto de la teoria cuantica, un papel analogo al concepto de simultaneidad de
Einstein en su teoria de la relatividad; ambas son ideas que modificaron radicalmente la forma de
entender los conceptos clasicos. Pauli apoyo entusiastamente las ideas de Heisenberg y lo
motivé a que presentara su articulo. A su regreso, Bohr discutié con Heisenberg el significado de
sus ideas. Bohr estaba de acuerdo en que la relacion de Heisenberg permitiria resolver los
problemas conceptuales de la teoria cuantica, pero quiso darle un significado que iba mas alla
del dado por Heisenberg. Para Bohr, las relaciones de incertidumbre de Heisenberg eran una
manifestacion matematica de su concepto de complementariedad, en el cual habia pensado
desde hacia algun tiempo y que logré aclarar durante sus vacaciones en Noruega. Bohr creia
que la deduccion de la relacion de incertidumbre en el experimento pensado de Heisenberg no
era suficientemente rigurosa, ya que no estaba considerando la apertura angular de su
microcopio de rayos gamma. Tras intensa discusion entre Bohr y Heisenberg, mediada por Pauli,
Heisenberg accedi6 a afiadirle una nota al final de su articulo donde decia que Bohr daria una
deduccion mas formal en su microscopio de rayos gamma; en dicho articulo Bohr introduciria su

concepto de complementariedad.

Heisenberg describié en su articulo un experimento pensado para determinar la posicion de un
electron. Su conclusién fue que no pueden medirse simultdneamente la posicion y el momento
del electron con incertidumbres arbitrariamente pequefias. Este fue el primer enunciado del

principio de incertidumbre.
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En el experimento de Heisenberg se utiliza un microscopio que funciona con rayos gamma,
debido a que éstos tienen la energia necesaria (longitud de onda suficientemente pequefia) para
poder distinguir el electron. Se manda un foton a través del microscopio; la posicion del electrén
queda determinada como la interseccién entre las trayectorias del fotdbn antes y después de
chocar con el electrén. En las palabras de Heisenberg: “en el instante en el que la posicidon es
determinada -por lo tanto, en el momento en que el fotdon es dispersado por el electrén - el
electrén sufre un cambio discontinuo de momento. Este cambio es mayor mientras menor sea la
longitud de onda de la luz empleada - es decir, mientras mas exacta sea la determinacién de la

posicion” (Heisenberg, 1927, p. 64).

Heisenberg utiliza en su deduccion la relacion entre el momento lineal p y la longitud de onda

A, como lo propuso por primera vez Louis de Broglie:

== 2.1
P=- (2.1)

donde /1 es la constante de Planck. La incertidumbre Ox en la posicion del electrén es
aproximadamente igual a la longitud de onda A del fotdn. Por otro lado, la incertidumbre dp en
el momento del electron es aproximadamente igual al momento p que tiene el foton. Usando la
ecuacion (2.1), Heisenberg obtuvo:

oxdp ~h (2.2)
lo cual atribuyé a la relacion de operadores candnicos conjugados de posicion, g, y de

momento, p , en la mecanica cuantica:

pq—qp =-ih (2.3)

Enuncié también las expresiones:
AJow ~ h (2.4)
OEOt ~ h (2.5)

debido a las relaciones de conmutacion:
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Jw—wJ =—ih (2.6)

Et—tE =—ih (2.7)
donde J, w, E y t son respectivamente la accion (o momento angular), el angulo
correspondiente a dicha accioén, la energia y el tiempo. La relacion de incertidumbre entre la
energia y el tiempo es, a diferencia de las otras dos, causa de mayor polémica debido que no
hay comun acuerdo entre la comunidad fisica sobre si puede construirse un operador de tiempo
con significado fisico real que pueda satisfacer la relaciéon de conmutacion (2.7); sobre esto

discutiremos en el capitulo 3.

Bohr analizé el articulo de Heisenberg y su deduccién de la relacion de incertidumbre (2.2) con el
experimento pensado en el que usa el microscopio de rayos gamma, y advirtié que hay un efecto
de dispersion angular que Heisenberg no tomé en cuenta y que permite una deduccidon mas clara
y acertada de la relacion (2.2). A continuacién se describe dicho analisis, el cual esta incluido en

las conferencias de Chicago de Heisenberg (Heisenberg, 1930, pp. 21).

Considere un microscopio con el cual se medira la posicion de un electron. El electron se esta
moviendo a una distancia del objetivo del microscopio, de tal forma que los rayos dispersados
por el electron forman un angulo de apertura & como se observa en la figura 2.1. Existe una
incertidumbre Ox en la posicion del electron debido a la difraccion de los rayos gamma, ésta
depende de la longitud de onda A de los rayos gammay del angulo &,

A
seng

ox ~

El resultado anterior puede comprenderse mas facilmente si consideramos una rendija de ancho
Ox por la cual pasa luz de longitud de onda A . El primer minimo de intensidad en la pantalla
esta a un angulo & que satisface la expresion anterior. Vemos que el ancho de la rendija es el
rango de posibles posiciones que tiene el electrén, porque la luz gamma es dispersada desde

ese intervalo; por tal motivo dx corresponde a la incertidumbre de la posicion del electrén. La luz
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dispersada por el electron incide sobre el area del objetivo; el ancho del primer maximo de

difraccion corresponde en una buena aproximacion al diametro del objetivo del microscopio.

X
T ocular

objetivo

electrén ono de rayos gamma rejilla
dispersados por el electron pantalla

A) B)

Figura 2.1. A) Microscopio de rayos gamma para medir la posicién de un electrén. B) Analogia con una

rejilla de difraccion que produce la dispersion de los rayos.

Para lograr una medicion, al menos un fotén debe ser dispersado por el electréon y pasar por el
microscopio hasta el ojo del observador. Este foton transferira al electron un momento de orden
de magnitud %4/ A; la cantidad de momento transferido en la direccion x depende de la
trayectoria seguida por el fotén; como ésta no es completamente conocida, salvo por la apertura
angular &, entonces existe una incertidumbre en el momento transferido al electrén en la

direccion x, de magnitud

X

h
op. ~ —sene.
L)

Por lo tanto, el producto de las incertidumbres de la posicién y del momento del electrén en la

direccion x es la relacién (2.2):
&ép, ~h.

Observamos del andlisis anterior que para alterar en menor magnitud el momento del electron
podemos mandar un fotén con menor momento, es decir, con mayor longitud de onda; pero al

chocar éste con el electron su posicion se medira con mayor incertidumbre ya que no sabemos

34



con exactitud donde choco el fotén con el electrén, mas que con una imprecisién de tamafo
aproximado a la longitud de onda. De esta manera, mientras mas grande sea la longitud de onda
del fotén enviado, menor sera su momento y por lo tanto menor sera el momento transferido al
electrén; pero mayor sera la incertidumbre en su posicién. Vemos que en el caso limite en que la
longitud de onda del foton sea infinita su momento sera nulo, por lo que no se transmitira
momento al electrén; pero la incertidumbre en su posicién sera infinita, es decir, no sabremos en
lo absoluto donde se produjo la colision. De hecho no hubo ninguna colisién; ya que un fotén con
longitud de onda infinita no tiene energia en lo absoluto y por lo tanto no existe, es decir, no se
produjo ninguna colisién; consecuentemente no se midié la posicién del electron y nuestro
conocimiento de ella es nulo. En el extremo opuesto en el que enviamos un foton de longitud de
onda cero, lograremos conocer su posicion con precision perfecta; pero el momento transferido

sera infinito, por lo que nuestro desconocimiento de su momento sera total.

Notamos que la relacion inversa entre la longitud de onda y el momento, dada por la ecuacién
(2.1), es la razéon de que no podamos medir simultaneamente posicibn y momento con
incertidumbres arbitrariamente pequefias. Si en lugar de tener la ecuacion (2.1) tuviéramos una
en la cual el momento fuera proporcional a la longitud de onda, entonces podriamos disminuir
arbitrariamente el momento y la longitud de onda de la particula incidente, y por lo tanto conocer

con precision arbitrariamente grande la posicién y el momento de la particula medida.

Veremos en la seccidén 2.2 que la interpretacién de ensemble considera que la relacion (2.1) es
valida para un ensemble de particulas, pero no para una particula individual. Por lo tanto, de

acuerdo a esta interpretacion, la relacion (2.2) no es valida para una sola particula.

En esta deduccion del principio de incertidumbre el fenédmeno de observacién juega un papel
muy importante porque la luz emitida para observar al electron es responsable de la alteracion
de su posicion y momento. La relacién de incertidumbre se manifiesta al alterarse el estado del

electron con un proceso fisico mediante el cual se le pretende observar. Entonces, es natural
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preguntarse si la relacion incertidumbre existe aun sin un proceso de observacion con el cual se
modifique el estado del electron. Segun la postura de Heisenberg, la fisica trata Unicamente con
cantidades observadas en algun experimento, por lo tanto estd fuera del papel de la fisica

responder a esta pregunta.

2.1.2 Otro experimento pensado de Heisenberg

En la seccién anterior se describid un experimento para medir la posicion de una particula. A
continuacion se presentara uno de los varios experimentos pensados para medir la velocidad de
una particula, expuestos por Heisenberg en sus conferencias de Chicago (Heisenberg, 1930, pp.

28-30).

En la figura 2.2 se muestra el esquema del experimento. A través de una rejilla A con ancho d
se hace incidir un haz de particulas libres. El haz pasa por una regidon de ancho a donde hay un

campo magnético constante y uniforme de magnitud B apuntando en la direccion — 2 (hacia el

interior del papel). Las particulas han sido deflectadas un angulo « al salir de la region del

campo magnético, y después recorren libremente una distancia / hasta incidir sobre la rejilla C.

—
y
— |4

Figura 2.2. Diagrama del dispositivo para medir la velocidad de un haz de particulas.

Igualando la fuerza de Lorentz con la fuerza centripeta obtenemos:
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2
my

evB = ——
r

El radio r de las 6rbitas en la regién con campo magnético es

mv
r=—
eB

Por otro lado, de un analisis geométrico de la figura 2.2, se obtiene que
rsena = a

Haciendo la aproximacién sena = o para angulos pequefios obtenemos que

_aeB

a (2.8)

my

de donde calculamos la incertidumbre de a en términos de la incertidumbre de v:

_aeB

2
my

oa ov

La anchura finita del haz produce una incertidumbre en el angulo « . Suponemos que @ es
pequefio, entonces la distancia entre la region donde comienza el campo magnético y la rendija
C es aproximadamente [+ a. La incertidumbre O« es un angulo pequefio formado
aproximadamente por un arco de longitud d con radio /+ a; en general, & es mayor o igual

que el angulo mostrado en la figura 2.3. Se tiene entonces que

oo >

“l+a

Figura 2.3. Esquema de la incertidumbre Ocr del angulo de deflexion de los electrones.
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Por otro lado, la difraccion de las ondas de de Broglie (asociadas al haz de electrones) en la

rendija A producen una incertidumbre extra en el angulo de deflexion, por lo que se tiene
A
oa > —.
d

Multiplicando las desigualdades anteriores resulta

(Ga) > 2
l+a

La incertidumbre en la posicién de un electron en el rayo seguido de A a C después del
experimento es igual al producto del tiempo que le tomé pasar por la region del campo

magnético y alcanzar la segunda rendija, y la incertidumbre en su velocidad, es decir

l+a5v’

é‘qN

\%

entonces,

por lo tanto,

S0 > ’1(’”"2} ,

v\ aeB

sustituyendo v de la ecuacion (2.8) en la anterior y utilizando la relaciéon de de Broglie (2.1) con

= 2 = )

por lo que se obtiene la desigualdad de Heisenberg:

oqgop = h.
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Hay que tomar en cuenta que el resultado anterior es valido para angulos de deflexion «

pequefos.

Vemos que en los dos experimentos descritos por Heisenberg, para medir posicién el primero, y
para medir momento el segundo, se obtiene la relacion de incertidumbre anterior (estrictamente
hablando no se obtuvo lo mismo; en el primer experimento se obtuvo una igualdad aproximada,
mientras que en el segundo se obtuvo una desigualdad). Como en el microscopio de rayos
gamma, el paso fundamental para obtener la relacién de incertidumbre es la aplicacion de la
relacion de de Broglie entre momento y longitud de onda para una particula. Como ya

mencionamos, esto no es valido segun la interpretacién de ensembile.

2.1.3 LaInterpretacion de Heisenberg

En su microscopio de rayos gamma Heisenberg deduce la relacién de incertidumbre para un
electrén. Atribuye que el cambio discontinuo del momento del electron debido a la dispersion del
foton gamma es el responsable de la existencia de una relacion de incertidumbre entre su
posicion y su momento. El limite implicado en las incertidumbres se debe a la relacion reciproca
existente entre la longitud de onda y el momento del fotdon. Se pregunta entonces sobre la
definicion de los conceptos clasicos tales como ‘posicion’, ‘velocidad’, etc. en el marco de la
teoria cuantica; éstos pueden definirse si se especifican experimentos con los cuales uno pueda
medir ‘la posicion’ y ‘la velocidad’; de otra forma los conceptos carecen de sentido. Habla
también de la ‘trayectoria’ de una particula, definiéndola como el conjunto continuo de posiciones
que adquiere en el tiempo. Refiriéndose al caso particular de un electrén en el estado base del
atomo de Hidrogeno, dice que no es posible definir su trayectoria ya que para medir su posicion
se requiere iluminar el atomo con luz de longitud de onda suficientemente pequefia (y por lo
tanto energia suficientemente grande) que arrancaria al electrén de su 6rbita; por lo tanto se
conoceria un solo punto de su trayectoria, impidiendo asi su definicion. Concluye que en ese
ejemplo la palabra ‘trayectoria’ no tiene significado definible. Sin embargo, reconoce que existe

una funcién de probabilidad para la localizacion del electrén en el atomo, la cual se obtiene al
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medir la posicién del electron en muchos atomos. Heisenberg concluye que: “todos los
conceptos que pueden usarse en la teoria clasica para describir un sistema mecanico pueden
también definirse exactamente para procesos atémicos en analogia a los conceptos clasicos.
Los experimentos que proveen tales definiciones sufren una indeterminacion introducida
unicamente por procedimientos de observacién que usamos cuando pedimos la determinacion

simultanea de dos cantidades canodnicas” (Heisenberg, 1927).

Heisenberg interpreta el principio de incertidumbre como un limite al conocimiento simultdneo
que puede adquirirse de varias cantidades fisicas, como la posicién y el momento; y establece
que impone restricciones al conocimiento del comportamiento de un sistema después de una
medicién: “...la observacién de la posicién de un electron libre alterara el momento por una
cantidad desconocida e indeterminada tal que después de realizar el experimento nuestro
conocimiento del movimiento electrénico esta restringido por las relaciones de incertidumbre”.

Aclara que no se limita el conocimiento del pasado, sino del futuro: “...la relacion de
incertidumbre no se refiere al pasado; si primero se conoce la velocidad del electrén y después
se mide con exactitud su posicién, la posicidon para tiempos previos a la medicion puede

calcularse. Entonces para estos tiempos pasados dpdg es mas pequefio que el valor del limite

usual, pero este conocimiento del pasado es de un caracter puramente especulativo, ya que
nunca (debido al cambio desconocido en el momento causado por la mediciéon de la posicion)
puede ser usado como una condicién inicial en ningun calculo del futuro del electrén y por lo

tanto no puede ser sujeto a verificacion experimental” (Heisenberg, 1930, p.20).

2.1.4 Deduccién de las relaciones de incertidumbre en términos de un paquete

de onda

Como vimos en la seccidon 1.1, el principio de incertidumbre tiene una deduccion formal y
rigurosa. Muchos experimentos pensados como el microscopio de rayos gamma, los

presentados en las conferencias de Chicago de Heisenberg (Heisenberg, 1930), el experimento
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de la doble rendija, etc. no son deducciones del principio de incertidumbre; pero son
caracteristicos de la interpretacion ortodoxa. Richard Feynman, refiriéndose a éstos
experimentos pensados y al principio de incertidumbre, dijo: “el principio de incertidumbre no es
‘probado’ al considerar unos pocos de estos experimentos. Solo es ilustrado. Su evidencia es de
dos tipos. Primero, nadie ha encontrado aun alguna forma experimental para superar las
limitaciones que implica en las mediciones. Segundo, las leyes de la mecanica cuantica parecen
requerirlo para que se mantenga su consistencia, y las predicciones de estas leyes se han

confirmado una y otra vez con gran precisién” (Feynman, 1965, p.13).

Presentaremos a continuacion una deduccion de caracter mas formal que los experimentos
pensados, la cual es muy comun en los libros que siguen la interpretacion ortodoxa’ (Bohr sigue
el mismo razonamiento en su articulo de 1927, aunque su deduccién no es tan rigurosa). Esta se
basa en la idea de que una particula es representada por un paquete de onda, y en una

desigualdad aplicable a cualquier paquete de onda.

Es un resultado matematico que un paquete de onda con dimensién aproximadamente igual a
Ax tenga componentes de Fourier con nimeros de onda en un intervalo aproximadamente igual

a Ak tal que se satisfaga la siguiente desigualdad aproximada:

AxAk > (~1) (2.9)

Aclaremos que en este casoAx y Ak no representan desviaciones estandar, ni tampoco
incertidumbres; representan la dimensién del paquete y el intervalo de frecuencias con los que
se le construye. Este es un resultado matematico aplicable a cualquier paquete de onda. La
conexion con el principio de incertidumbre de la mecanica cuantica se hace al afirmar lo

siguiente:

! Veanse por ejemplos los libros de Bohm (Bohm, 1951, pp. 99-100), de Broglie (de Broglie, 1960, pp. 33-
35), Laloé (Laloé, Cohen-Tannoudji y Diu, 1977, pp. 23-28). Nosotros seguimos principalmente la deduccién
presentada en el libro de Bohm.
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(1) La ecuaciéon de de Broglie: p =k relaciona el momento de una particula con una

longitud de onda que se le asocia.
(2) Cuando se miden el momento y la posicion del electron, el resultado es siempre un
numero definido. Por el contrario, un paquete de onda tiene una dimensién espacial y un

rango de numeros de onda.

(3) La funcion de onda t//(x) determina la probabilidad de una posicion dada, mientras que

su componente de Fourier ¢5(k) determina la probabilidad de un momento dado.

Asumiendo validas las ideas anteriores y usando la relacion de de Broglie para expresar el

numero de onda en términos del momento se obtiene:

AxAp > (~ 1) (2.10)
Como (2.10) se dedujo de (2.9) sus significados son andlogos: a una particula se le asocia un
paquete de onda con una dimensién espacial finita y con un rango de valores de momento, cuyo
producto es mayor que un limite impuesto por la desigualdad anterior. En este sentido algunos
autores interpretan que la posicion y el momento de una particula no pueden existir
simultaneamente con valores perfectamente definidos. Por ejemplo, Bohm expreso que:
‘momento y posicidon ni siquiera pueden existir con valores perfectamente definidos
simultaneamente. El ‘principio de incertidumbre’ es, por lo tanto, un nombre incorrecto. Un mejor
término seria ‘el principio de determinismo limitado de la estructura de la materia™” (Bohm, 1951,

pp. 100-101).

Las afirmaciones (2) y (3) son generalmente aceptadas como validas por las diversas
interpretaciones de la mecanica cuantica. Sin embargo, el punto (1) requiere mayor atencion;
ésta es una suposicion que no es aceptada como valida por la interpretacion de ensemble.
Segun dicha interpretacion, la funcidon de onda representa un ensemble de sistemas individuales;

no presenta una descripcién de un sistema individual. En otras palabras, la onda cuya longitud
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de onda esta dada por la ecuacién de de Broglie debe asociarse a un ensemble de particulas y

no a una sola particula.

2.1.5 Complementariedad

Bohr introdujo el concepto de complementariedad en su articulo: “The Quantum Postulate and
the Recent Development of Atomic Theory” (Bohr, 1928). En sus afos finales de vida, Bohr
expres6 que nadie habia entendido lo que para él significaba la complementariedad, tal como
dijo en una entrevista realizada por Thomas Kuhn en 1962: "creo que seria razonable decir que
ningun hombre que sea llamado un filésofo realmente entiende lo que quiere decirse con las
descripciones complementarias” (citado en: Folse, 1985, p. 9). Por lo tanto, seria arrogante de
nuestra parte decir que comprendemos perfectamente lo que Bohr quiso decir con su
complementariedad. Sin embargo, intentaremos en la medida de lo posible dar las ideas basicas
de su filosofia, principalmente en su relacion con la mecanica cuantica®. Veremos que para Bohr
las relaciones de incertidumbre de Heisenberg son una manifestacion matematica de la

complementariedad.

En mecanica clasica el lenguaje usado es el cotidiano; podemos hablar sin mayor problema de
conceptos como: particulas, ondas, posicién, velocidad, etc. porque éstos estan definidos y
entendidos en términos de los experimentos. Los resultados experimentales resultan intuitivos
pues son de la vida cotidiana y podemos observarlos directamente. Por consiguiente, tenemos
una imagen pictérica clara de los hechos que describen lo que sucede en mecanica clasica. Por
otro lado, los resultados experimentales en mecanica cuantica no nos permiten hacer una
imagen que nos permita entender con claridad lo que ocurre; dicha imagen tendria que regirse
por leyes clasicas para que fuera comun a nuestra experiencia. Segun Bohr, debemos crear el

lenguaje apropiado para una correcta descripcion de los fendmenos cuanticos basandonos

2 Bohr considera que la complementariedad es aplicable a diversas areas del conocimiento, tales como la
biologia, psicologia, sociologia, etc., aparte de la fisica; para un estudio detallado de la filosofia de Bohr vea
el libro: “The philosophy of Niels Bohr. The framework of complementarity” de Henry Folse (Folse, 1985).
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puramente en los resultados experimentales y no en una descripcion intuitiva en términos
clasicos. No debemos apegarnos a términos clasicos que puedan crear contradicciones en su

entendimiento, por ejemplo, intentando llamar particulas u ondas a la materia.

Bohr dice que la naturaleza aparentemente contradictoria de la materia en los fendmenos
cuanticos, respecto a que en ciertos experimentos se describe con una teoria corpuscular,
mientras que en otros es explicada con una teoria ondulatoria, se debe a que nuestro
pensamiento en términos clasicos nos impide entender correctamente los fendmenos a niveles
cuanticos. Inventé el concepto de complementariedad con la intencion de describir la naturaleza
dual que presenta la materia. Segun su complementariedad, el experimentador puede establecer
las condiciones del experimento de acuerdo a dos configuraciones excluyentes entre si: la de
coordenadas espacio temporal o la de variables dinamicas. En la primera el experimentador
renuncia a conocer la energia y momento del sistema para conocer su posicién espacial y
temporal; en la otra abandona el conocimiento de su posicion en el espacio y tiempo con tal de
conocer su energia y momento. El término complementariedad no es una explicacion de la razén
del comportamiento de la materia; mas bien es un nombre que Bohr le dio a su principio con una

filosofia implicita basada en las caracteristicas de la teoria cuantica (Bohr, 1961).

Para comprender mejor el concepto de complementariedad pensemos en el siguiente ejemplo.
Piense en un flujo de electrones pasando por una rendija (o varias rendijas). Dicho flujo puede
considerarse como una onda; de esta forma se describe correctamente el patron de maximos y
minimos de intensidad que se observa en la pantalla. Pero cada electron marca un punto en la
pantalla, es decir, en este caso se describen correctamente con el modelo de particulas. Por lo
tanto, las descripciones ondulatoria y corpuscular son complementarias, pues ambas son
necesarias para la correcta descripcién del fenédmeno. Para el caso de la luz existe también la
descripcién en término de ondas y de fotones; ambas son complementarias, es decir, se cumple

una u otra dependiendo del experimento realizado.
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De acuerdo a Bohr, la indivisibilidad del cuanto de accién es la responsable de que:

I.  No exista una descripcién causal del comportamiento de atomos individuales en el espacio y
el tiempo, pues sdlo puede asignarse una probabilidad a éste; el atomo tiene la “libertad” de
“escoger” entre varias posibilidades.

II. Sea imposible distinguir entre fenédmeno y observacion (Wick, 1996).

Por lo tanto, de acuerdo a Bohr, debido a la indivisibilidad del cuanto de acciéon debemos cambiar

nuestra concepcion sobre el principio de causalidad y el concepto de observacion.

llustraremos los puntos anteriores con el ejemplo de un ensemble de electrones que pasan por
una rendija. Si el ancho a de la rendija es comparable a la longitud de onda de de Broglie A de
los electrones entonces se producira un patron de maximos y minimos de intensidad en una

pantalla opuesta a la rendija, como se observa en la figura 2.4a). El primer minimo se producira

para un angulo @ que satisfaga:

send = — :L,
2a 2ap

donde p es el momento de los electrones, y /1 es la constante de Planck, la cual proporciona la
magnitud del cuanto de accion. Si el cuanto de accion fuera divisible, entonces podriamos

considerar que /1 se hace arbitrariamente pequefia, es decir, se podria tener que
h—0,

implicando que
0—->0,

lo anterior corresponde a un patron de intensidad como el que se observa en la figura 2.4b).
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Observamos que en la figura 2.4a) el electron “tiene” la “posibilidad” de “escoger” cualquier punto
de la pantalla para chocar (a excepcion de los minimos de intensidad), siendo algunos puntos
mas probables que otros. En este sentido la descripcion es indeterminista, pues carece de la
facultad de predecir con certeza donde arribara el electrén. Ademas, segun la interpretacion
ortodoxa, no existe causa alguna para que el electron alcance alguna region particular de la

pantalla y no otra, por lo tanto la descripcién no es causal.

senB = h/2ap Sih—»0, 6 —»0
> - >
—> a ___—"'—g —> a
_’ - D e e - - o _>
— —
a) b)

Figura 2.4. Patron de intensidad observado en una pantalla debido a un flujo de electrones que inciden
sobre una rendija. a) Resultado observado. b) Resultado que se observaria si la magnitud del cuanto de

accion fuera cero.

Bohr toma una postura filoséfica en la que no puede afirmarse la existencia de algo sin que sea
observado. Dice que los fendmenos son observaciones, i.e., mediciones de propiedades de
sistemas fisicos. Por tal motivo, segun Bohr, no podemos hablar del fenédmeno correspondiente a
la trayectoria seguida por un electrén al pasar por una rendija porque ésta no se observa. Sin
embargo, si podemos hablar del fenédmeno de la posicién que toma el electron en la pantalla al
pasar por una rendija porque éste corresponde a una medicion de su posicién (es una

observacion); es en este sentido que no es posible distinguir entre el fenédmeno de trayectoria y

46



su observacion. Para Bohr, fendmenos y observaciones son lo mismo; si no hay observaciones

no hay fenémenos.

Por otro lado, si el cuanto de accion fuera divisible la descripcion seria determinista y causal. Ya
que como se observa en la figura 2.4b) se podria predecir con absoluta certeza (salvo por el
ancho finito de la rendija) la posicion de la pantalla a donde llegara el electron. Ademas
podriamos asignarle una causa a este resultado: los electrones se desplazan sobre una linea
recta. Ahora si, aunque no observemos la trayectoria de los electrones punto a punto mientras se
desplazan, es evidente (observando la figura 2.4b)) que la trayectoria debe ser una linea recta;
por lo tanto, puede hablarse del fendmeno de la trayectoria seguida por los electrones sin que se
hable necesariamente de su observacion; es decir, en este caso observacion y fendmeno serian
conceptos independientes y validos. De esta forma, Bohr entiende que la indivisibilidad del

cuanto de accion impide tener una descripcion causal, y distinguir entre fendmeno y observacion.

Observamos que si el cuanto de accion fuera divisible, no habria ningun limite en el
conocimiento simultdneo de posicion y momento de un electrén, pues de acuerdo a la relacion
(2.2) si la constante de Planck fuera cero, no existiria el principio de incertidumbre. Por lo tanto,
las relaciones de incertidumbre de Heisenberg estan intimamente relacionadas con los
planteamientos de Bohr, de que la mecanica cuantica no sea una teoria causal, y de que
fendmeno y observacion sea el mismo concepto, a través del hecho de que el cuanto de accién

es indivisible.

2.1.5.1 El principio de incertidumbre como manifestacion matematica de la

complementariedad

Bohr (1928) expuso una interpretacién de las relaciones de incertidumbre de Heisenberg como
manifestacion matematica de la complementariedad presente en la mecanica cuantica. Utilizé un
analisis mediante transformadas de Fourier para describir una particula, ya sea en la descripcion

de posicion con cierto rango de componentes de momento, o en la descripcion de momento con
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cierto rango de componentes de posicion. Es decir, Bohr dio un significado de paquete de onda a
una particula. Puesto que la particula debe estar en una region limitada del espacio, el paquete
de onda que le corresponde debe tener una extension finita y en consecuencia un rango de
componentes de momento también finito. Por lo tanto, con el andlisis de Fourier introducido por

Bohr el principio de incertidumbre surge de manera natural.

Veamos la deducciéon de las relaciones de Heisenberg presentada por Bohr. Partié de la
siguiente relacion para una onda armonica, que de acuerdo a su interpretacion representa a una

particula libre:

Er=pl=h (2.11)

donde E y p son la energia y el momento de la particula; 7 y A son el periodo de vibracion y

la longitud de onda.

Por un lado, una particula se representa como un cuerpo que tiene una posicién definida en un
punto espacial en un tiempo dado. Entonces, requiere el uso de coordenadas de espacio- tiempo
para su correcta descripcidon. Por lo tanto es necesario conocer con absoluta precision la
posicion de la particula en el espacio y en el tiempo. Con lo anterior se renuncia a conocer en lo
absoluto su momento y energia, tal como lo indican las relaciones de incertidumbre. Por otro
lado, una onda arménica se caracteriza por tener una longitud de onda y un periodo temporal
bien definidos, cantidades que en la descripcion cuantica se asocian directamente al momento y
a la energia respectivamente. Por tal motivo, como se expresa en las relaciones de
incertidumbre, dicha onda se extiende infinitamente en el espacio y en el tiempo. Sélo usando el
principio de superposicion puede superarse esta dificultad; pues para tener una onda limitada en
el espacio y en el tiempo (un paquete de onda) es necesario considerar la interferencia de un
grupo de ondas armonicas, tal como se obtiene con un andlisis de Fourier. El orden de magnitud
de la diferencia promedio de la frecuencia v y del reciproco de la longitud de onda A, en un

grupo de onda esta dado por la siguiente condicién:
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otov = 5x5(1j =1,
A

donde Of y ox denotan la extension en el tiempo y en el espacio del paquete de onda.

Utilizando la ecuacion de de Broglie para una particula libre: A =4/ p , y la ecuacién de Einstein

para un fotén: E = hv, junto con la ecuacion anterior, se obtiene lo siguiente:
OtOE = dxdp = h (2.12)

Vemos en la expresion anterior que segun Bohr (y muchos seguidores de la interpretacion
ortodoxa), las relaciones de incertidumbre entre posicion y momento, y entre energia y tiempo,
estan en el mismo nivel conceptual y ambas son validas. En el siguiente capitulo discutiremos la

validez de la relacion de incertidumbre para la energia y el tiempo.

Bohr dice que: “estrictamente hablando, la idea de observacién pertenece a la forma de
descripcién causal en el espacio-tiempo. Sin embargo, debido a la relaciéon (2.12), esta idea
puede ser utilizada consistentemente también en la teoria cuantica, sélo si la incertidumbre
expresada a través de esta relacién es tomada en cuenta” (Bohr, 1928). De esta forma, Bohr
afirma que puede usarse el concepto clasico de observacion, pero con un limite en el
conocimiento de las cantidades complementarias para un sistema fisico; las cuales son energia 'y
tiempo por un lado, y momento y posicién por el otro; y dice que este limite esta impuesto en el
principio de incertidumbre. Notemos que en el caso clasico no existe ningun limite en cuanto al
conocimiento simultdneo de dichas cantidades, este caso corresponde al limite en el que la
magnitud del cuanto de accion sea nulo, es decir, cuando 4 — 0. De esta manera, las
relaciones de Heisenberg exhiben un caracter complementario que previene el uso simultaneo
de los conceptos de espacio-tiempo y de leyes de conservacion (de energia y momento), salvo el

limite que imponen.

49



2.1.5.2 Complementariedad y el principio de incertidumbre en el experimento de la doble
rendija
Dentro de las muchas discusiones entre Bohr y Einstein sobre la interpretacion de la mecanica
cuantica existe una referente a la indeterminacién que establece el principio de incertidumbre en
el experimento de la doble rendija. La discusién es narrada por Bohr (1949) y se presenta
enseguida. llustraremos cémo es que Bohr utiliza el concepto de complementariedad para
explicar los fendmenos cuanticos. Notaremos como es que el principio de incertidumbre es la
manifestacion matematica de la complementariedad, imponiendo un limite en el conocimiento
simultaneo de posicion y momento, evitando asi un resultado experimental contradictorio en el
que se observe a la materia como particula y como onda a la vez. El disefio experimental decide

cual de estas propiedades se manifiesta.

El esquema del experimento se presenta en la figura 2.5. Se colocan alineadas: una rendija
simple, una doble rendija y una pantalla en este orden (marcadas en la figura como A, By C,
respectivamente). Se hace incidir un haz colimado de electrones (o fotones) sobre la primera
rendija. Los electrones son difractados en todas direcciones frontales. La doble rendija se coloca

suficientemente lejos de la rendija simple; se obtiene asi en buena aproximacion, un haz de

electrones viajando en la direccion x con momento P incidiendo sobre la doble rendija.
Consideremos que la longitud de onda asociada al momento lineal del haz es del orden de
magnitud del ancho de la doble rendija; por lo tanto, en la pantalla se observa un patréon de

interferencia. Un electrén identificado en la pantalla pudo haber pasado por la rendija de arriba o

por la de abajo, con momentos P o P, respectivamente, como se ilustra en la figura 2.5

(estamos haciendo la suposicion, no obvia en la interpretacion ortodoxa, de que los electrones
tienen trayectorias definidas y de que éstas son lineas rectas); cada una de las dos posibilidades
se identifica con una componente distinta de momento paralelo a la pantalla (en la direccién y ).
Con base en esto, Einstein sugiri6 que controlando suficientemente el momento transferido y

haciendo un andlisis detallado podria determinarse por cual rendija habia pasado cada electron.
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Sin embargo, Bohr argumenté que su principio de complementariedad impide que se conozca la
rendija por la que ha pasado cada electréon y ademas pueda observarse el patrén de
interferencia; porque de este modo se estarian manifestando ambas naturalezas de los
electrones: la ondulatoria (al observar la interferencia) y la corpuscular (al conocer por cual
rendija pasd cada electron), pero esto no es posible como lo indica su principio de

complementariedad.

Figura 2.5. Esquema del experimento de la doble rendija.

El andlisis que apoya la conclusién anterior de Bohr es como sigue. Un electron pasa por un
agujero de la doble rendija y se observa su impacto en la pantalla. & es un angulo pequefio
entre las dos posibles trayectorias del electron. Se observa en la figura que se cumple la

siguiente relacion entre los angulos:

p=a+0.
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Si el electron ha pasado por la rendija de arriba, su momento transversal al incidir en la pantalla

es

P

1, = Psena ,
mientras que, si el electron ha pasado por la rendija de abajo, su momento transversal es
P,, = Psenf3.

Al sustituir la relacién entre los angulos en la anterior ecuacion, y desarrollar se obtiene

P,, = Psenf3 = Psen(a + 6) = P(sena cos @ + senfcosa).

6 es un angulo pequefio si la distancia r entre la doble rendija y la pantalla es grande a
comparacion del tamafo a de la doble rendija; haciendo esta consideracion, las siguientes
aproximaciones son validas:

cosf =1, senf =0,
sustituyendo las expresiones anteriores obtenemos

P,, = Psena + POcosa = K, + POcosa .

Por lo tanto, la diferencia de los dos posibles momentos transversales del electrén al incidir en la

pantalla es

P

2y

- B, =Pblcosc.

Observamos que la diferencia anterior depende de la posicién en la pantalla a través del angulo
o . Sin embargo, estamos interesados en el valor de esta diferencia para cualquier punto de la

pantalla; por tal motivo consideraremos su valor maximo, el cual se alcanza con o =0, éste es

(sz - B

ly

)max ~ Po.

Utilizando la relacion de de Broglie P =h/ A, entre la magnitud del momento del electron y su

longitud de onda asociada, la expresién anterior queda
(p,-p,) =7~ (2.13)

Por otro lado, el primer minimo de interferencia ocurre si se cumple la siguiente condicion:
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A
asena = — .
2

Entonces, la distancia d entre dos franjas de interferencia consecutivas en la pantalla es

d =2rsena :ﬁ.
a

En la region de la primera franja brillante en la pantalla, el angulo & puede aproximarse como

0

I

a
r

Por lo tanto, la distancia entre las franjas es

d

I

A
0" (2.14)

Como indica la expresién (2.13), la maxima diferencia entre los dos posibles momentos
transversales del electrdn al incidir en la pantalla es aproximadamente 426/ A . Por lo tanto, para
distinguir el agujero por el que paso el electron es necesario medir el momento transferido a la
doble rendija con una precision minima de este valor. Pero de acuerdo a la relacion de
incertidumbre de Heisenberg, dxdp ~ A, una imprecisién de magnitud 26/ A en el momento
transversal de la doble rendija implica una imprecision minima en su posicién transversal de
tamafio A/6 ; éste es el valor de la distancia entre dos franjas consecutivas de interferencia en
la pantalla, como expresa la relacién (2.14). En consecuencia, el patrén de interferencia no se
observaria. Con este resultado dice Bohr: “este punto es de gran consecuencia logica, puesto
que es Unicamente la circunstancia de que nos presentamos con la opcion de trazar la
trayectoria de una particula o de observar los efectos de interferencia, lo que nos permite
escapar de la necesidad paraddjica de concluir que el comportamiento de un electrén o un fotén
deberia depender de la presencia de una rendija en el diafragma a través de la cual podria ser
probado que no ha pasado” (Bohr, 1949). De esta forma, el principio de incertidumbre apoya las
ideas complementarias que plantea Bohr; las relaciones de incertidumbre impiden en este

experimento que pueda observarse el patron de interferencia y al mismo tiempo conocer la
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rendija por la que ha pasado cada electron; es decir, la naturaleza ondulatoria de los electrones
no puede manifestarse al mismo tiempo que se manifieste su naturaleza corpuscular, pues éstas

son complementarias.

En el analisis anterior se ha considerado que la pantalla esta fija, y que la doble rendija tiene la
libertad de moverse transversalmente; de esta manera puede medirse el momento transferido a
ésta por el electron. Si por el contrario, la doble rendija se deja fija y a la pantalla se le da libertad
de movimiento el resultado es el mismo (vea Marsh 1975). En este caso, el momento transversal
de la pantalla debe ajustarse con una precisién minima para que al medir el momento transferido
por el electron se pueda distinguir por cual rendija ha pasado; pero al lograrse tal precision,
debido a la relacion de incertidumbre, la imprecision en la posicién transversal de la pantalla sera
suficientemente grande para ser comparable con la distancia entre las franjas de interferencia;

en consecuencia, el patrén de interferencia no se observara.

Vimos arriba, que Einstein pretendia conocer con exactitud la rendija por la que habia pasado
cada uno de los electrones y observar al mismo tiempo el patrén de interferencia. Sin embargo,
como ya se vio, Bohr refuté esta sugerencia diciendo que si se conociera la rendija por la que
habia pasado cada electron entonces el patrén de interferencia no se observaria. En un articulo
presentado por Wooters y Zurek (1979) se analizan los casos intermedios entre los extremos
discutidos por Einstein y Bohr. En éstos se conoce la probabilidad de que los electrones han
pasado por cierta rendija, sin que sea ésta del 100%, aunque si cercana a ella; y a pesar de que

se atenua el patrén de interferencia, éste se puede observar.

Los autores proponen una forma de cuantificar la informacion que puede tenerse de las
propiedades ondulatorias de los electrones en el experimento de la doble rendija; ésta consiste
en medir la razon R entre las intensidades maxima y minima en el patréon de interferencia
obtenido. En un caso extremo en el que se conoce con precision absoluta la trayectoria de los

electrones el patrén de interferencia se anula completamente; entonces, las propiedades de

54



particula se manifiestan cabalmente, mientras que las propiedades ondulatorias no se presentan
en lo absoluto; esto corresponde a R =1. En el otro extremo, en el que el patrén de interferencia
es perfecto se tiene que R=0; en este caso no se tiene ninguna informacion sobre la
trayectoria de los electrones, por lo que la naturaleza que presentan los electrones es
completamente ondulatoria y sus propiedades corpusculares no se observan en absoluto. En
una situacién intermedia, en la cual pueda distinguirse el patrén de interferencia, aunque
atenuado, y se tenga algo de informacién sobre la trayectoria de las particulas, entonces se
tendra cierta informacién de las propiedades tanto ondulatorias como corpusculares de los
electrones. En el ejemplo presentado en su articulo, dan una funcién de onda particular (la de un
oscilador armonico) para la placa que tiene la rendija simple. Con tal consideracion, obtienen la
funciéon de onda del ensemble de electrones que pasa por la doble rendija. Aunque no conocen
con precision absoluta por cual rendija han pasado los electrones, si obtienen una probabilidad
muy alta (por ejemplo del 99%) de que hayan pasado por ejemplo, por la rendija de arriba.
Obtienen un patron de interferencia atenuado, pero con la razon R suficientemente grande

(R =3/2 en el ejemplo dado) para poder distinguirlo.

Wooters y Zurek proponen en consecuencia una forma de cuantificar el principio de
complementariedad de Bohr en el experimento de la doble rendija; y afirman que a diferencia del
caso extremo discutido por Einstein y Bohr, en casos intermedios puede tenerse cierto
conocimiento de las propiedades tanto de particula como de onda de los electrones. Es claro que
la cuantificacién propuesta, en términos de onda o de particula, se refiere a un ensemble de
electrones, no a un electrén individual (aunque el ensemble puede referirse a un conjunto grande
de electrones que pasan de uno en uno); pues con un solo evento no puede observarse el patron
de interferencia, tampoco puede calcularse una probabilidad de que el electron haya pasado por

alguna rendija en particular.

Otra forma de investigar la complementariedad en casos intermedios entre los extremos que

corresponden a la observacion o no del patron de interferencia se presenta en un experimento
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reciente (Bertet et al. 2001) en el cual se hace interferir un ensemble de atomos que pasan uno a
la vez a través del interferometro. El interferometro usado en el experimento puede ilustrarse
como si fuera uno de Mach-Zender aunque en realidad es mas complicado (uno de Ramsey de
doble pulso). La peculiaridad del interferometro es que uno de sus divisores de haz tiene la
propiedad de que puede ser modificado continuamente de un estado microscopico hasta uno
macroscopico. Cuando el divisor de haz es microscopico éste puede guardar la informacion de la
trayectoria seguida por la particula, en este caso no se observa el patron de interferencia.
Cuando el divisor es macroscopico éste es insensible a la interaccion con la particula y se
observa el patrén de interferencia. Los divisores de haz corresponden a pulsos de microondas.
Uno de los pulsos es un campo coherente almacenado en una cavidad, que corresponde a un
numero promedio pequefio y ajustable de fotones. La transicion del divisor de haz de cuantico a
clasico se produce cuando se incrementa este numero de fotones, produciendo como resultado

el incremento de la visibilidad de las franjas de interferencia de los atomos.

Se han realizado experimentos de la doble rendija con electrones (Tonomura et al. 1989) y con
atomos (Carnal y Mlynek 1991; Shimizu et al. 1992) en los cuales el flujo de materia a través de
las rendijas es tan débil que nunca hay mas de una particula recorriendo el camino hacia la
pantalla. En la pantalla se marca un punto cada vez que llega una particula, pero después de
suficiente tiempo se observan las lineas de interferencia. Entonces, al interactuar con la pantalla,
la materia se comporta como particulas, pero el resultado global es el de una onda. ;Cémo
puede interpretarse esto? Una interpretacion comin es que una particula pasa a través de
ambas rendijas al mismo tiempo, produciéndose asi la interferencia. Si experimentalmente
hacemos la pregunta de por que rendija ha pasado cada una de las particula, la respuesta es
que ha pasado a través de una sola, pero entonces se destruye el patron de interferencia, tal
como lo indica el principio de complementariedad. Otra interpretacion es que la posiciéon de la
particula cuando pasa a través de las rendijas carece de realidad fisica si no la medimos, y por lo
tanto no puede decirse si ha pasado por una, por la otra o por ambas. Solo podemos decir que

cada particula cruza el aparato con una superposicion lineal de dos estados, cada uno
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correspondiendo a un paquete de onda que pasa a través de una de las rendijas. La particula no

es la que interfiere, sino su amplitud de probabilidad.

2.1.6 Estimacion de cantidades fisicas usando el principio de incertidumbre

Puede usarse el principio de incertidumbre para estimar cantidades de la mecanica cuantica; por
ejemplo, para obtener el orden de magnitud del radio de Bohr; una deduccion es como sigue
(Bohm, 1951). Un electron se encuentra limitado a una region del espacio de dimension
aproximadamente igual al radio de Bohr. Por otro lado, el electrén consiste en un paquete de
onda de extensién Ax; entonces, asociaremos ésta con el tamafio del radio buscado. El

momento promedio es del orden del tamafio del intervalo de momentos
p=h/Ax,
mientras que la energia total del electron es su energia cinética mas su energia potencial

hz

2
e
Ex—— -~
2m(Ax)”  Ax

I

El radio de Bohr corresponde al radio de la érbita de equilibrio, es decir, el radio que minimice la

energia. Entonces, derivamos la expresion anterior y la igualamos a cero:

OE - h’ e’
oAx  m(Ax)  (Ax)

El procedimiento anterior esta basado en la interpretacion ortodoxa, ya que a Ax le hemos dado

el significado del radio de un atomo. Ciertamente, la aproximacién anterior es buena, pero no es
necesario usar el principio de incertidumbre para obtenerla. De un analisis dimensional

habriamos llegado al mismo resultado. Sabemos que las cantidades fisicas involucradas son la
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masa y carga del electron, y que en los fendmenos cuanticos la constante de Planck debe

considerarse. Por lo tanto, usando las cantidades anteriores se logra el mismo resultado.

2.2 La interpretacion de ensemble

De acuerdo a la interpretacién de ensemble, un estado cuantico representa un ensemble de
sistemas preparados similarmente; y conocerlo no proporciona una descripcion completa de
alguno de sus sistemas individuales. Esto difiere de manera esencial de la interpretacion
ortodoxa que afirma que un estado puro3 provee una descripcién completa y exhaustiva de un

sistema individual.

Margenau (1963) sugiere la existencia de dos tipos de ensembles: (1) el ensemble espacial que
consiste en un conjunto (hipotético) de muchos sistemas individuales, los cuales no interactian
entre si; cada uno de ellos se encuentra en el mismo estado cuantico. (2) El ensemble temporal,
en el cual un unico sistema es preparado y medido una y otra vez por el mismo aparato bajo
condiciones similares. Cuando el sistema fisico es una particula individual no debe confundirse
un haz de particulas con el ensemble. Si las particulas del haz no interactuan entre si, entonces
hablamos de una realizacidon aproximada del ensemble espacial. De otra forma, un haz puede
simular un ensembile si la intensidad del haz es suficientemente baja para que solo una particula

esté presente en un tiempo dado; éste es un ejemplo de ensemble temporal.

Segun la interpretacion de ensemble, existe una diferencia entre un proceso de medicién y uno

de preparacion de estado. Una preparacion de estado es un proceso en el cual un ensemble se

% Un estado puro‘ l//> es el que puede expresarse como
v)=2.4,
n

donde los vectores ‘g0n> forman un conjunto completo y ortonormal de estados que satisfacen la ecuacion

).

de Schrédinger. Es decir, un estado puro es una superposicion coherente de estados. En cambio, los
estados que requieren de la matriz de densidad para su descripcion se llaman mezclas (son una
superposicion incoherente). En la seccién 3.5.2 se dara la definicion de un estado puro y de una mezcla en
términos de la matriz de densidad.
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hace interactuar con un aparato con el fin de que inmediatamente después de la interacciéon
alguna (o algunas) de las propiedades fisicas del ensemble adquiera un valor especifico
conocido. Una mediciéon es un proceso mediante el cual un ensemble interactia con un aparato
de medicién modificando alguna de las propiedades fisicas del aparato; al observar el valor que
ésta adquirié se logra inferir el valor que tenia alguna propiedad fisica del ensemble justo antes
de llevarse a cabo la interaccion. La diferencia esencial entre los procesos de medicion y de
preparacion de estado es que el primero se refiere a un tiempo inmediatamente previo a una
interaccién, mientras que el segundo se refiere a un tiempo inmediatamente posterior a una
interaccién. El principio de incertidumbre no se refiere a mediciones sino a preparaciones de
estado (Ballentine, 1969). En efecto, como reconoci6 Heisenberg, el principio de incertidumbre

no se refiere al pasado, sino a tiempos inmediatamente posteriores a una interaccion.

Considere el ejemplo en el que el sistema individual sea un solo electron. EI ensemble
correspondiente seria el conjunto de todos los electrones individuales que no interactian entre si
(por ejemplo, despreciando su interaccion electromagnética si la densidad de electrones es
suficientemente baja), y que hayan sido sujetos a una misma preparaciéon de estado. Entonces,
un eigenestado de momento consistiria en el conjunto (conceptualmente infinito) de electrones
con el mismo valor de momento, pero distribuidos uniformemente en todo el espacio. Sistemas
fisicos que hayan sido sujetos a la misma preparacién de estado tendran iguales algunas de sus
propiedades pero no todas; por ejemplo, los electrones del eigenestado de momento tienen el
mismo momento pero distintas posiciones. Debido al principio de incertidumbre es imposible
preparar un ensemble que esté formado por sistemas individuales con todas sus propiedades

iguales (Ballentine, 1970).

Un fuerte argumento que apoya a la interpretacién de ensemble del principio de incertidumbre
consiste en que la formulacion matematica de éste impone un limite al producto de las
desviaciones estandar de dos variables conjugadas, como se indica en la desigualdad (1.23); no

se hace referencia a un sistema individual sino a un conjunto grande de sistemas preparados
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similarmente, es decir, a un estado cuantico representado por un ensemble. Segun esta
interpretacion, las relaciones de incertidumbre no dicen nada acerca de los resultados que se
obtendrian al hacer una sola medicién, pues en este caso la desviacidon estandar carece de
sentido. Por ejemplo, si realizamos una medicion de la posicion de un electréon, no puede
inferirse nada sobre los probables resultados que se obtendrian al medir su momento

(Margenau, 1950, pp. 375-377).

Las desviaciones estandar de la posicion y momento de un estado cuantico se definen como

sigue:

~\2
(donde se ha usado la notacion convencional AWA = <(AA) > )- Entonces, de acuerdo a la

relacién de incertidumbre de Heisenberg obtenemos que el producto de las desviaciones

estandar es mayor que el limite impuesto:
h
A,xA, p2 5

Debe aclararse que para calcular correctamente las desviaciones estandar, las mediciones
deben realizarse sobre un ensemble de sistemas que se han preparado en el mismo estado. En

el formalismo matematico de la mecanica cuantica esto significa que para calcular las cantidades

wa y Av/p es necesario aplicar los operadores de posicion y de momento sobre el estado

cuantico ‘l/l> en el que se encuentra el ensemble; de tal forma que los valores esperados se

calculan como sigue:

(=) ) == v)flw). (=00 ) =l (p=lwlpw) w).

Experimentalmente, el ensemble puede representarse por un conjunto de electrones que no
interactuan entre si, y que a un tiempo t se hacen interactuar con un aparato, por ejemplo, con

una rendija. Inmediatamente después de pasar por la rendija se ha preparado el estado. Cada
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electron tiene al tiempo f, posicion y momento bien definidos con valores g, y p,,

respectivamente (el subindice & representa al k-ésimo electron del ensemble). El producto de
las desviaciones estandar de la posicion y del momento sera mayor que el limite inferior

impuesto por el principio de incertidumbre. Al tiempo ¢+ 7 se hacen las mediciones de la

posicién g, para cada electron de un subconjunto S del ensemble y del momento p; (con

i # j ) para cada electrén de otro subconjunto S'. El aparato para medir posicién podria ser una

pantalla fija en la cual se marque un punto (que tendria naturalmente un area finita) cuando
incida un electron sobre ella; la pantalla podria servir para medir simultaneamente la posicion de
N electrones. Si la pantalla no esta fija sino que tiene la posibilidad de desplazarse sobre un
eje, entonces midiendo el momento que adquiera al incidir un electrén, por conservaciéon de

momento, podria calcularse el momento del electron. Los subconjuntos S y S’ contienen cada
uno N electrones, pero son distintos y ningun electron pertenece a ambos conjuntos. Por lo

tanto, se han hecho N mediciones de momento y N de posicion; a cada electron se le ha

medido solo una propiedad: su posicion o su momento, no ambas. La medicidon realizada sobre
cada electron tendra asociada una incertidumbre qu o] 5pk, pero el principio de incertidumbre

no impone ninguna condicién sobre éstas (naturalmente, son los valores medidos, con sus

incertidumbres asociadas, con los que se calculan las desviaciones estandar). De hecho, como

se ha explicado arriba, para calcular las desviaciones estandar Ay,x y Ay,p solo se midié

posicion o momento de cada uno de los electrones (sdlo se midi6 g, o p, del k-ésimo

electron). Por lo tanto, la afirmacion de la interpretacion ortodoxa de que el principio de
incertidumbre impone una limitacién a la medicién simultanea de posicion y momento de un

sistema individual no es necesariamente correcta (vea la seccion 2.2.2).
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2.2.1 Argumentos de lainterpretacion de ensemble contra la interpretacién

ortodoxa

La interpretacion ortodoxa se apoya en experimentos pensados que involucran a una sola
particula, como el microcopio de rayos gamma de Heisenberg. En estos experimentos pensados
siempre es necesario usar la relacion entre momento y longitud de onda, de de Broglie en el
caso de particulas, y de Einstein en el caso de la luz, para obtener la relacién de incertidumbre
de Heisenberg. Los seguidores de la interpretacion de ensemble argumentan contra estas
deducciones, que en los experimentos las propiedades ondulatorias se aprecian Unicamente
cuando se tiene un conjunto grande de particulas; por lo tanto, la longitud de onda de de Broglie
es aplicable a un ensemble y no a una sola particula. Por ejemplo, al mandar un haz de
electrones sobre una rendija se observa en una pantalla que los electrones inciden sobre ella
formando un patrén de intensidad correspondiente a una onda, con longitud de onda dada por la
relacion de de Broglie en términos del momento lineal de los electrones. Pero si se manda un
solo electrén, en la pantalla solo se observa un punto; no se observa ningun patrén de difraccion
correspondiente a una onda. Por otro lado, al mandar un electrén a la vez a través de la rendija y
repetir este proceso muchas veces se observara en la pantalla el patrén de difraccion; con base
en esto, los seguidores de la interpretaciéon ortodoxa argumentan que cada electron ha interferido
consigo mismo como si fuera una onda con longitud de onda de de Broglie; la misma conclusion
se obtiene en el experimento de la doble rendija. Pero segun la interpretacién de ensemble, es el
ensemble el que presenta interferencia y difraccion como una onda. Segun la interpretacion de
ensemble, existe una onda de probabilidad asociada a un ensemble. Mientras que de acuerdo a

la interpretacion ortodoxa, se puede asociar una onda a una sola particula.

Otra dificultad que presenta la interpretacion ortodoxa se debe a que una particula se representa
por un paquete de onda. Puede demostrarse que un paquete de onda que en un instante inicial
tiene una extension espacial finita se dispersara conforme avance el tiempo pudiendo adquirir
una dimension arbitrariamente grande. Entonces, esto significaria que la posicién de la particula

es cada vez mas indeterminada. Por el contrario, la interpretacion de ensemble no presenta esta

62



dificultad; si inicialmente muchas particulas se restringen a una pequefia region del espacio, es
natural que éstas se dispersen; tal como sucede con las particulas de un gas, éstas se dispersan

produciendo que se expanda.

2.2.2 ¢Es posible que el principio de incertidumbre se refiera a un ensemble y

también a un sistema individual?

Nos preguntamos si es posible que las interpretaciones ortodoxa y de ensemble del principio de
incertidumbre, respecto a si éste se refiere a una sola particula o a un ensemble, sean ambas
vdlidas; es decir, ¢es posible que exista un limite al conocimiento simultdneo de dos variables
conjugadas para un sistema individual y que también lo exista para el producto de las
desviaciones estandar de dichas variables correspondientes a un ensemble? Existe una
respuesta parcial a esta pregunta. Si se supone correcta la interpretacion de ensemble del
principio de incertidumbre y ademas se asume que las mediciones cumplen la propiedad de que
al repetirse inmediatamente, los resultados son los mismos que los obtenidos originalmente (es
decir, si las mediciones son del primer tipo en la terminologia de Pauli), entonces la

interpretacion ortodoxa del principio de incertidumbre también es valida.

La prueba a la afirmacién anterior es como sigue (Jammer, 1974, pp. 487-488). Supongamos
que la interpretacién ortodoxa del principio de incertidumbre es incorrecta. Entonces, es posible
medir simultineamente en un sistema individual dos variables candnicas conjugadas con
precisién arbitraria. Luego, podriamos construir un ensemble de sistemas con valores de las
variables conjugadas en un intervalo arbitrariamente pequefo. En consecuencia, el producto de
sus desviaciones estandar podria ser mas pequefio que el limite impuesto por el principio de
incertidumbre. Es decir, la interpretacion de ensemble del principio de incertidumbre también es
incorrecta. Concluimos que si la interpretacion ortodoxa del principio de incertidumbre es
incorrecta también lo es la interpretacion de ensemble. Por lo tanto, si la interpretacion de

ensemble del principio de incertidumbre es correcta también lo es la interpretacion ortodoxa.
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Esto significa que si las mediciones son del tipo requerido, el principio de incertidumbre impone
un limite minimo al producto de las desviaciones estandar de las variables conjugadas de un
ensemble, y ademas, implica que no pueden conocerse simultaneamente con precision arbitraria
las variables conjugadas de un sistema individual. Vemos que para obtener la conclusion anterior
debe hacerse una suposicion sobre la naturaleza de las mediciones; esto concierne a la teoria
de la medida, sobre la cual existe gran controversia (vea por ejemplo: Jammer, 1974, capitulo

11).

2.3 Determinismo y causalidad en la mecanica cuantica

Algunos de los conceptos mas importantes de la fisica clasica que han requerido una
reconsideracion en la fisica cuantica debido al principio de incertidumbre son los de causalidad y
determinismo. Ambos conceptos estan intimamente relacionados, y se refieren a la existencia de
leyes naturales que permiten predecir la evolucion temporal de un sistema fisico si se conocen
sus condiciones iniciales. En general, se considera que la mecanica clasica es determinista y
causal; sin embargo, no lo es la mecanica cuantica, al menos en el mismo sentido que la
mecanica clasica. EI cambio que implica el principio de incertidumbre en estos conceptos es
quiza el de mayor disgusto para muchos fisicos, pues modifica la creencia de que todos los
fendmenos en la fisica se rigen por leyes deterministas. Einstein fue uno de los mas fuertes
creyentes en que la fisica es determinista y que por lo tanto la mecanica cuantica es una teoria
incompleta. En algunas de sus cartas dirigidas a Born, Einstein expresa su inconformidad con la
teoria cuantica y su esperanza en que ésta sea remplazada por una teoria determinista. En una

carta con fecha del 7 de noviembre de 1944 dice (citado en Born, 1949, p. 122):

"En nuestras esperanzas cientificas hemos avanzado hacia posiciones opuestas. Tu crees en el
dios que juega a los dados, y yo en la ley perfecta en un mundo de algo existente objetivamente
que trato de entender en una forma especulativa. Espero que alguien encuentre una forma mas

realista, o un fundamento mas tangible para tal concepcion que la que se me ha dado. El gran
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éxito inicial de la teoria cuantica no puede convertirme en creyente del juego fundamental de

dados.”

En otra carta, con fecha de 3 de diciembre de 1947 expresa lo siguiente (citado en Born, 1949,

pp. 122-123):

“...estoy absolutamente convencido de que eventualmente alguien llegara a una teoria en la cual
los objetos conectados por leyes no son probabilidades, sino hechos concebidos, como uno
tomaba por garantizado hace poco tiempo. Sin embargo, no puedo proveer argumentos l6gicos
para mi conviccion, pero puedo Unicamente llamar a mi pequefio dedo como testigo, el cual no

puede reclamar ninguna autoridad para ser respetado fuera de mi propia piel.”

En las cartas anteriores, Einstein expresa sus esperanzas de que se encuentre una teoria que
no sea probabilistica, y que sea determinista en el sentido estricto de la mecanica clasica.
Veremos a continuacion que diversos autores interpretan distintas formas de determinismo y
causalidad, pero todos se desvian de la forma exacta de éstos conceptos en la mecanica clasica,

que es la forma esperada por Einstein.

Vimos en la seccion 2.1.3 que en la idea de Heisenberg, el principio de incertidumbre modifica la
idea clasica de que la fisica es determinista y causal; pues segun él, no es posible conocer con
total precisién el comportamiento futuro de un sistema debido a la imposibilidad de conocer
exactamente, en un tiempo dado, cantidades como el momento y la posiciéon. Puede refutarse la
afirmacion de Heisenberg diciendo que sus relaciones de incertidumbre implican que el principio
de causalidad no es aplicable en mecanica cuantica, mas no que éste no se cumpla. Debido a
que en el enunciado légico: “si A se satisface entonces B se cumple”, no puede negarse la
validez de B si no existe la hipotesis A; en el caso que nos atafie, no puede negarse que exista
la ley de causalidad sin que exista la condicion de que en un tiempo dado se conocen

exactamente todos los datos del sistema fisico. En otras palabras, las relaciones de
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incertidumbre impiden comprobar si se cumple el principio de causalidad, pero no prueban su

inexistencia.

Sin embargo Heisenberg dice que como la fisica se limita a estudiar las relaciones entre
cantidades que pueden ser medidas mediante algun experimento, carece de sentido dar la
posibilidad de la existencia de algo que no puede observarse. Con este argumento concluye que
como las relaciones de incertidumbre impiden que pueda observarse la ley de causalidad,
entonces ésta como es entendida en el sentido clasico no existe en la teoria cuantica. Sin
embargo propone una forma distinta de expresar el principio de causalidad: “si en un tiempo
dado todos los datos de un sistema fisico son conocidos entonces existen en un tiempo
posterior, experimentos cuyos resultados pueden ser exactamente predichos, siempre que el
sistema no esté sujeto mas que a las perturbaciones necesarias para la realizacion del
experimento”. Heisenberg reconoce el significado y la validez del principio de causalidad pero en

una forma restringida (Jammer, 1974, pp.75-78).

La idea de Bohr respecto a la causalidad en la mecéanica cuantica es muy parecida a la de
Heisenberg. Como vimos en la seccién 2.1.5, para Bohr, la indivisibilidad del cuanto de accion es
la responsable de que no exista una descripcién causal del comportamiento de atomos
individuales en el espacio y el tiempo; pues sélo puede asignarse una probabilidad a éste,
teniendo el atomo la libertad de escoger entre varias posibilidades. La complementariedad de
Bohr dice que el experimentador escoge una descripcion del fenédmeno observado en términos
de coordenadas de espacio y tiempo, o una descripciébn causal en términos de leyes de
conservacion. Segun Bohr, para tener una descripcion causal es necesario poder conocer el
momento y la energia de una particula, de acuerdo a las relaciones de incertidumbre, esto

impide una descripcion en términos de las coordenadas de espacio y tiempo.

Mientras que Bohr se refiere a la causalidad como aplicable al comportamiento de una particula;

Born reclama una causalidad distinta, aplicable a las probabilidades del comportamiento de una
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particula y no a su comportamiento en si (Born, 1949, capitulo 9). Born explica el concepto de
causalidad y lo compara con el de determinismo, afirmando que existe una relaciéon entre éstos,

pero haciendo notar que no son equivalentes pues existe una diferencia entre ellos:

“Causalidad postula que existen leyes mediante las cuales, la ocurrencia de una entidad B de
cierta clase depende de la ocurrencia de una entidad A de otra clase, donde la palabra ‘entidad’
significa cualquier objeto fisico, fendmeno, situaciéon o evento. A es llamada la causa y B el

efecto.

Determinismo postula que eventos a tiempos diferentes son conectados por leyes, de tal forma

que pueden realizarse predicciones de situaciones desconocidas” (Born, 1949, p. 9).

Vemos que de acuerdo a Born, para que exista determinismo es necesaria la causalidad; pero
para tener determinismo debe agregarse a la causalidad, la posibilidad de hacer predicciones,
ademas de una relacion temporal que determina los eventos. Es decir, el determinismo se refiere

a la causalidad de eventos que permite hacer predicciones.

Segun la interpretacion ortodoxa, la mecanica cuantica no puede hacer predicciones como lo
hace la mecanica clasica. Pues como indica su principio de incertidumbre, en un instante dado
es imposible conocer con precision absoluta los valores de las variables candnicas conjugadas,
en particular la posicion y el momento. Es decir, las condiciones iniciales en términos clasicos no
se conocen con absoluta certeza, por lo tanto no podra predecirse el comportamiento futuro,
salvo en términos de probabilidades. Es en este sentido que la teoria cuantica es indeterminista,

segun la definicion de determinismo dada por Born.

Una caracteristica de la fisica clasica es que supone situaciones objetivas que pueden siempre

ser observadas, y que existen procesos de medicidon en los cuales éstas no se alteran. A

diferencia de en fisica cuantica, donde segun la interpretacion ortodoxa, medicion implica
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necesariamente una alteracion al estado del sistema observado. Pero Born argumenta que tal
suposicion en la fisica clasica no es correcta, ya que existe siempre alguna interaccion con los
medios de observaciéon que impide una medicion en la que no se altere el objeto observado. Por

lo tanto, en la fisica ya sea clasica o cuantica, observar sin alterar al sistema es imposible.

Born dice que aunque la mecanica cuantica es una teoria probabilistica, cumple el principio de
causalidad. Segun su definiciéon de causalidad, la mecanica cuantica es causal porque los
elementos descritos tienen una causa, dichos elementos son las probabilidades de eventos
aislados y no los eventos en si. En mecanica clasica la causa de los efectos observados es la
fuerza aplicada al sistema fisico, o en otras palabras el potencial que la genera; mientras que en
mecanica cuantica, es el hamiltoniano quien contiene la causa, pues éste incluye el potencial.
Las probabilidades cumplen leyes descritas por la teoria porque la funcién de onda satisface la
ecuacion de Schradinger. El principio de causalidad se cumple en la mecanica cuantica si nos
referimos a la descripcidon de probabilidades. Vemos aqui una clara diferencia con el concepto de
causalidad de Bohr, porque éste se refiere a la descripcion de un solo evento, por ejemplo a un
atomo, no a un ensemble de ellos. En la siguiente frase, Born expresa claramente su postura
respecto a la causalidad y el determinismo en mecénica cuantica: “tenemos la situacién
paraddjica de que los eventos observables obedecen leyes de azar, pero que la probabilidad de
estos eventos se propaga de acuerdo a leyes que son en todas las caracteristicas esenciales

leyes causales” (Born, 1949, p. 103).

2.3.1 Lainterpretacién causal de David Bohm

John von Neumann parecia haber demostrado que las probabilidades en la mecanica cuantica

no se deben a nuestra ignorancia de ciertas variables ocultas®. Si éste fuera el caso, el

4 Las variables ocultas son supuestos parametros no contemplados por la mecanica cuantica que
permitirian un conocimiento preciso de los sistemas cuanticos. Si existen variables ocultas entonces la
mecanica cuantica es una teoria incompleta. El debate sobre la existencia de las variables ocultas esta
activo y aun no hay un resultado claro, se estudia en relaciéon con los temas de ‘realismo’ y ‘localidad’ a
partir de ciertos teoremas como el de Bell. Para el lector interesado sugerimos una introduccién al tema de
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determinismo estaria perdido en la mecanica cuantica. Sin embargo, David Bohm construy6 una
interpretacion de la mecanica cuantica en término de variables ocultas (éstas son los momentos
y posiciones de las particulas, que en la interpretacion usual no tienen valores definidos
simultaneamente) que da las mismas predicciones que la mecanica cuantica (Bohm, 1952a);

demostrando asi la invalidez de las conclusiones de von Neumann.

En la interpretacion propuesta por Bohm cada sistema individual se encuentra en un estado
precisamente definible, cuyo cambio en el tiempo es determinado por leyes definidas. Propone
un nuevo potencial que llama ‘potencial cuantico’ y que estd dado en términos de la funcion de
onda, a la cual le atribuye un significado fisico real y le llama campo-y. Concluye que puede
hacer una descripcion causal de la dindmica de las particulas, que es andloga a la descripcién
clasica. Segun su interpretacion, las particulas tienen posiciones y velocidades completamente
definidas simultaneamente. Existe una imposibilidad de medir simultaneamente dos variables
conjugadas de un sistema, pero ésta es una imposibilidad practica debido a la interaccién entre
aparato de medicion y sistema observado, mas no una imposibilidad concerniente al sistema en

Si.

Concluye que siguiendo su interpretacion se obtienen todos los resultados de la interpretacion
usual si se asumen tres puntos mutuamente consistentes:

(1) Que el campo- y satisface la ecuacion de Schrédinger.

(2) Que el momento de la particula se restringe a P= VS(X’), donde i = ‘l//‘e’s”’ .
(3) Que no se predice o controla la posicion precisa de la particula, pero se tiene en la

practica un ensemble estadistico con densidad de probabilidad P(X):‘l//(?cy. Sin

embargo, el uso de estadisticas no es inherente a la estructura conceptual, simplemente

es consecuencia de la ignorancia de las condiciones iniciales precisas de la particula.

las variables ocultas en el articulo de Bell (1966) y una exposicion mas moderna en el articulo de Laloé
(2001).
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La anterior es la llamada ‘interpretacién causal’ de Bohm. Esta se refiere a una sola particula.
Una extension de dicha interpretacion se hace en el contexto estocastico al describir a un

ensemble de particulas (Bohm y Hiley, 1993). La consideracion extra que se hace es que la

velocidad v, (t)de cada particula consta de dos términos: una velocidad promedio dada por

vS(x,)
m

y un término azaroso adicional fi(t) con promedio cero debido a un proceso

estocastico; de tal forma que

v,(t)= V&) (2.15)

De acuerdo a la interpretacion de Bohm, podrian existir modificaciones a la formulacion
matematica actual de la mecanica cuantica renunciando a las tres condiciones mencionadas
arriba, cuyas predicciones a escalas suficientemente pequefas serian distintas a las de la teoria
actual. En principio, tales modificaciones permitirian medir simultdneamente la posicién y el
momento de una particula con precisiones arbitrariamente grandes (Bohm, 1952b). Con dicha
modificaciéon, la funcibn de onda no representaria una amplitud de probabilidad;

consecuentemente, un experimento que midiera la densidad de probabilidad p y que

distinguiera una diferencia con la norma al cuadrado de la funcién de onda podria verificar que la
interpretacion probabilistica de la funcién de onda es inadecuada. Bohm prueba que si
inicialmente la densidad de probabilidad de un ensemble de particulas fuera distinta a la norma
al cuadrado de la funcién de onda, entonces por un proceso de colisiones entre las particulas, la
primera se igualaria finalmente a la segunda y a partir de ese momento se mantendrian iguales

(Bohm, 1953). Por lo tanto, la modificacién propuesta es consistente con la mecanica cuantica

. 2
unavez que O se ha igualado con ‘t//‘ .

Un modelo particular con dichas modificaciones que es consistente con la interpretacion causal

de Bohm es el que propuso junto con Jean-Pierre Vigier (Bohm y Vigier, 1954). En éste, el
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potencial cuantico se asocia con la tension interna de un fluido, y las particulas toman la forma
de inhomogeneidades que se mueven con la velocidad local del fluido. En un fluido real las
ecuaciones hidrodindmicas solo describen el movimiento promedio, mientras que el movimiento
real tiene componentes extra debido a fluctuaciones muy irregulares. Andlogamente, en el
modelo propuesto, la ecuacion de Schrodinger sélo describe el movimiento promedio de las
particulas, pero no las fluctuaciones cuanticas irregulares. Por lo tanto, en este modelo el
principio de incertidumbre se debe a las fluctuaciones cuanticas, las cuales tienen como origen el
movimiento irregular del campo-y. Esto a diferencia de la interpretacion ortodoxa, segun la cual,
dichas fluctuaciones son elementos fundamentales de realidad que no pueden ser analizadas en

mayor detalle.

2.3.2 Laelectrodindmica estocastica lineal

La electrodinamica estocastica (EDE) es una teoria que se ha desarrollado durante las ultimas
décadas y que pretende sentar las bases fundamentales de la mecanica cuantica. Una versién
actual de esta teoria es la electrodinamica estocastica lineal (EDEL), la cual tiene mayores

predicciones que su sucesora, a continuacion daremos una breve descripciéon de ésta.

El postulado fundamental que comparten la EDE y la EDEL es que el campo de radiaciéon

correspondiente al vacio (a cero fotones en el lenguaje cuantico) es real y fluctuante, con

energia promedio por modo normal de frecuencia @ de valor iw/2 y densidad espectral

p(w):hw3/27z'zc3. Ademas tienen como conjetura fundamental que a través de su

interacciéon con este campo, la materia adquiere propiedades estocasticas y dinamicas, incluidas
las propiedades ondulatorias, que eventualmente la guian a su comportamiento cuantico. La
EDE, como se le desarrolld, resultd limitada al estudio de problemas lineales. Sin embargo, tales

limitaciones no las presenta la EDEL.
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La EDEL es una teoria causal; el movimiento de una particula cargada se describe por la

ecuacion de Abraham-Lorentz:
mx :f()?)+ mb?'+eE(t). (2.16)

La cantidad 7 = 2e” /3mc’ depende de los valores de masa y carga de la particula. El término

m1xX es la fuerza de reaccion debido a la radiacion, mientras que el término eE(t) corresponde

a la fuerza eléctrica ejercida por el campo de fondo. El campo E no tiene dependencia espacial
pues la longitud de onda de los modos relevantes se supone mucho mayor que la amplitud del

movimiento de la particula.

Las premisas en las que se basa la EDEL son las siguientes:

1. El sistema bajo estudio alcanza un estado de equilibrio, en el cual la tasa promedio de
energia radiada por la particula iguala a la tasa promedio de energia que absorbe del
campo. Cuando se cumple esta condicion de equilibrio para cada frecuencia se dice que
el sistema ha alcanzado el ‘régimen cuantico’.

2. Cuando se ha alcanzado el régimen cuantico el campo de fondo ha adquirido control
sobre el movimiento de la parte material del sistema.

3. Se cumple el principio de ergodicidad. Es decir, el promedio temporal de la posicion de
una particula es igual al promedio espacial de las posiciones de las particulas de un

ensemble a un tiempo dado.

Partiendo de los tres puntos anteriores, la EDEL predice los mismos resultados que la mecanica
cuantica. Tiene ademas la ventaja de dar explicaciones fisicas a preguntas que la mecanica
cuantica solo da respuestas formales. Por ejemplo, la estabilidad de los atomos es explicada por
esta teoria como resultado del equilibrio de la potencia radiada por el electron debido a su

aceleracion, y la potencia que absorbe del campo de fondo.
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De acuerdo a la EDEL (y a la EDE), la mecanica cuantica describe el comportamiento promedio
de un ensemble estadistico; los principios presentados no se cumplen para una particula

individual. Por lo tanto, la EDEL apoya la interpretacion de ensemble de la mecanica cuantica.

En esta teoria las trayectorias existen tal como se expresa en la ecuacién (2.16), a diferencia de
en la interpretacion usual de la mecanica cuantica. Sin embargo, éstas no pueden conocerse
debido a que la realizacion especifica del campo de fondo es desconocida. En este sentido la

descripcion final es indeterminista, aunque es causal y realista.

Las fluctuaciones cuanticas, representadas por la relacién de incertidumbre

2

(COR(COREL

se consideran irreducibles en la interpretacion ortodoxa de la mecanica cuantica. De acuerdo a
esta interpretacion, las relaciones de incertidumbre son intrinsecas a la materia. Por otro lado, de
acuerdo a la EDEL, las fluctuaciones cuanticas tienen como origen el comportamiento
estocastico del campo de fondo con el cual la materia interactua alcanzando el equilibrio. Desde
esta perspectiva, las relaciones de incertidumbre son propiedades que adquiere la materia
cuando se alcanza el régimen cuantico, mas no son propiedades intrinsecas a ella. Antes de
alcanzarse el régimen cuantico, para tiempos suficientemente pequefios después de que las
particulas son conectadas con el vacio, las relaciones de incertidumbre pueden ser violadas (de

la Pefia y Cetto, 2001; 2005; 2007; de la Pefia, 2006, capitulo 23).
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2.4 ;Puede violarse el principio de incertidumbre?

2.4.1 ¢Puede violarse el principio de incertidumbre de la interpretacién

ortodoxa?

Hasta el momento no se han realizado experimentos que violen el principio de incertidumbre
como lo entiende la interpretacion ortodoxa. En un articulo de 1973 (Albergotti, 1973) se estima
el producto de las incertidumbres de las variables conjugadas en algunos experimentos
histéricos del siglo 20. Los experimentos cuyo producto de incertidumbre dan un menor valor

son: el microscopio de electrones con dxdp ~ 207 y el efecto MGssbauer con OEOt ~ 207 . Los

otros experimentos analizados dan un valor al producto de incertidumbres con varios érdenes de

magnitud mayor a la constante de Planck.

También se han presentado diversos intentos por disefiar experimentos pensados en los cuales
se viole el principio de incertidumbre de la interpretaciéon ortodoxa; pero ninguno de ellos es
concluyente. Por ejemplo, Ruark (1928a) propuso un experimento pensado en el que
aparentemente se violaria el principio de incertidumbre. El dispositivo propuesto consiste en dos

rendijas separadas una distancia d , que se abren por un tiempo ¢ pequefio. Una particula se

hace pasar a través de las rendijas. Haciendo d suficientemente grande y ¢ suficientemente
pequefio podria pensarse que puede medirse la velocidad de la particula con precisiéon tan
grande como se quiera. Argumenta que el error en el razonamiento anterior consiste en que los
aparatos de medicién son agregados de atomos sujetos a fluctuaciones; por lo tanto el principio
de incertidumbre se aplica a ellos y sigue siendo valido en el experimento. Kennard (1928) critica
el razonamiento anterior. Dice que Ruark interpreta incorrectamente la medicion de la velocidad;
argumenta que en realidad mide la velocidad promedio y no la velocidad instantanea de una
particula como es requerido para aplicar el principio de incertidumbre. Posteriormente Ruark
corrigié su razonamiento (Ruark, 1928b), diciendo que la verdadera razén de que se satisfaga el
principio de incertidumbre en su experimento pensado es que ocurren cambios en la velocidad

de la particula cuando ésta pasa por las rendijas.
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Otro ejemplo es el experimento pensado presentado por Robinson (1968), en el cual
supuestamente se viola el principio de incertidumbre. En el experimento, una fuente de baja
intensidad emite particulas cargadas sobre el extremo de un tubo largo y delgado inmerso en
campos eléctrico £ y magnético B, estaticos, uniformes y perpendiculares entre si. En el
extremo cercano a la fuente se encuentra el detector de particulas D4, en el otro extremo del
tubo se encuentra el detector D,. Solo las particulas con velocidad
v=E/B
pueden atravesar el tubo sin ser deflectadas y logran llegar a D,. Si una particula es detectada
en D, al tiempo #, y en D, al tiempo ¢,, entonces su posicion dentro del tubo al tiempo #, con
1, <t<t,,es
x=x +v(t—t,)=x, +E(t-1t)/B.

Midiendo el intervalo de tiempo ¢, —¢, y las magnitudes de los campos E y B con precisiones
suficientemente grandes, la posicion x y la velocidad v pueden conocerse simultaneamente
con incertidumbres arbitrariamente pequefas. Robinson concluye que se viola asi el principio de
incertidumbre de Heisenberg. Sin embargo, la conclusién de Robinson es criticada por varios
autores (Billete et al. 1969; Ballentine, 1969), y se demuestra que es falsa. El error en el
razonamiento de Robinson es que la posicion x de la particula dentro del tubo se refiere al
pasado. Para calcular x es necesario que la particula sea detectada en D, al final del tubo,
entonces puede conocerse cual era su velocidad mientras viajaba por el tubo. Pero en el
momento de interactuar con D, su velocidad cambia y ya no puede utilizarse como una condicién
inicial que permita hacer calculos de su posicién en el futuro. Como dijo Heisenberg, el principio

de incertidumbre no se refiere al pasado; por lo tanto, el principio de incertidumbre no se viola en

el experimento de Robinson.

Un ejemplo mas que muestra esencialmente el mismo razonamiento de Robinson, aunque las

condiciones del experimento son distintas, es uno presentado por Ballentine (1970) en el cual
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concluye que puede medirse simultaneamente la posicion y el momento de una particula con
incertidumbres arbitrariamente pequenas. Sin embargo, veremos que esto no significa que en
este caso se viole el principio de incertidumbre de la interpretacion ortodoxa. La aparente
contradiccion se debe a que, de acuerdo a Ballentine, el principio de incertidumbre se refiere a la
preparacion de estado y no a la medicion; mientras que la interpretacion ortodoxa llama medicién

al proceso que la interpretacion de ensemble reconoce como preparacion de estado.

A continuacion analizaremos el experimento propuesto por Ballentine. El experimento se basa en
el microcopio de rayos gamma de Heisenberg. Como vimos en la seccion 2.1.1, la conclusién de
Heisenberg es que debido a la difraccion del fotén, se produce una incertidumbre en el momento
y posicion transversales del electron, cuyo producto tiene orden de magnitud igual a la constante
de Planck. El argumento de Ballentine es como sigue. Consideremos el caso analogo en que un
fotdn es dispersado al pasar por una rendija, y que éste hace impacto sobre una pantalla a una
distancia L de la rendija. La medicién de la posicién y del momento transversal del foton se

hace cuando éste produce una marca sobre la pantalla. La incertidumbre &y en la posicion

sobre la pantalla sera igual al ancho de la marca. El experimento se esquematiza en la figura 2.6.

P }5y_1

i

A
\ 4

rendija

pantalla

Figura 2.6. Esquema del experimento pensado de Ballentine.
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El momento transversal medido es

P, = Psen®,
donde @ es el angulo que se dispersa el foton, y P es la magnitud del momento del foton.
Haciendo L muy grande, la incertidumbre 5Py del momento transversal puede hacerse

arbitrariamente pequefia, como se muestra a continuacion.

Consideremos un foton que es dispersado por la rendija con un angulo € pequefio. Entonces, la

incertidumbre 5Py es

&P, = P50 + OSP (2.17)

Como @ es pequefio, podemos aproximarlo con la siguiente expresion:

0;1.
L

La distancia L entre la rendija y la pantalla puede hacerse tan grande como se quiera, pero la

altura y a la que incide el foton en la pantalla estd determinada por € y L. Por tal motivo,

debemos expresar 5Py en términos de @ y L ; haciendo esto obtenemos que

1. 6
S0=—&+—dL 2.18
Y7 (2.18)

Por otro lado, el momento del haz de fotones tiene una incertidumbre OP debido a la relacion de

incertidumbre. Si OP fuera cero significaria que la posicion de los fotones es completamente
desconocida; sin embargo, su posicion debe ser conocida con una incertidumbre que a lo sumo

es del orden de magnitud de la distancia entre la rendija y la pantalla, es decir,

ox~L.
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Entonces, de acuerdo a la interpretacion ortodoxa del principio de incertidumbre, debemos tener

que

SP ~ (2.19)

k
L
Sustituyendo las expresiones (2.18) y (2.19) en la ecuacion (2.17), y multiplicandola por oy se

obtiene
1 o0 hoé
POy ~P —+—0OL|y+— 2.20
Oy (L5y i Jdv Lc?y (2.20)

Si hacemos L suficientemente grande, entonces el producto de las incertidumbres de momento
y posiciéon transversal del foton puede hacerse arbitrariamente pequefio, violandose asi el
principio de incertidumbre. Sin embargo, el razonamiento anterior no es consistente con la
interpretacion ortodoxa; por tal motivo, no puede concluirse que en este ejemplo no se cumple el

principio de incertidumbre como lo entiende esta interpretacion.

Analicemos qué argumentos expuestos arriba son invalidos segun la interpretacion ortodoxa. En
primer lugar, considere que el fotdn atraviesa la rendija al tiempo 7, y choca con la pantalla al
tiempo ¢. Entonces, al tiempo ¢ se ha medido la posicién transversal del fotén. Del andlisis
geométrico presentado en la figura 2.6 podria concluirse errébneamente que se ha medido el
momento transversal del fotén al tiempo 7; pero en realidad se ha medido para tiempos menores
a t y mayores a [, pues al tiempo #, el momento del foton se ha modificado al impedirle su
libre propagacion (de hecho, el fotdn ha sido absorbido por la pantalla). Por lo tanto, la afirmacién
de que se midieron ambas: la posicion y el momento que tiene el fotdén al tiempo ¢ es incorrecta.
En otras palabras, el momento se midié para tiempos pasados al instante en que se midié la

posicion; en este caso el principio de incertidumbre no es aplicable; recordemos las palabras de

Heisenberg (que citamos en la seccién 2.1.3) donde hace manifiesta la consideracién anterior:
“...la relacion de incertidumbre no se refiere al pasado...para tiempos pasados dpdg es mas

pequefio que el valor del limite usual, pero este conocimiento del pasado es de un caracter

78



puramente especulativo, ya que nunca (debido al cambio desconocido en el momento causado
por la medicion de la posicidn) puede ser usado como una condicion inicial en ningun calculo del

futuro... y por lo tanto no puede ser sujeto a verificacion experimental” (Heisenberg 1930, p.20).

Notamos que la diferencia con el concepto de medicion de Heisenberg, es que para éste, la
posicion del foton se mide al pasar por la rendija y no al incidir en la pantalla. De esta forma el
producto de las incertidumbres no supera el limite dado. Ballentine distingue el concepto de
medicion de Heisenberg mas bien como una preparacion de estado. La preparacion de estado
se refiere al acto posterior a la interaccion con un aparato (en este caso la rendija); mientras que
la medicién consiste en el acto previo a la interaccién (en este caso la interaccién es con la

pantalla al incidir sobre ella).

2.4.1.1 El argumento de Einstein Podolsky y Rosen

Aunque Einstein Podolsky y Rosen (1935) no trataron especificamente el principio de
incertidumbre en su famoso articulo, presentaron un analisis novedoso al tratar con particulas
correlacionadas. Haciendo un analisis parecido al de ellos, y si las suposiciones que hicieron
fueran validas, podria violarse el principio de incertidumbre como lo entiende la interpretacién
ortodoxa. Trataremos primero el argumento de Einstein Podolsky y Rosen (EPR) vy
posteriormente daremos una version distinta para observar la conexién con el principio de

incertidumbre.

EPR dieron un argumento con el cual concluyeron que la mecanica cuantica es una teoria
incompleta. Sin embargo, para obtener dicha conclusion tuvieron que hacer una suposicién (la
de localidad) que aunque es intuitiva no necesariamente es correcta. En su articulo presentaron
un criterio razonable de realidad fisica que dice lo siguiente “si, de ninguna forma se perturba a
un sistema, podemos predecir con certeza (i.e. con probabilidad igual a uno) el valor de una
cantidad fisica, entonces existe un elemento de realidad fisica que corresponde a esta cantidad

fisica”.
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Partiendo del criterio anterior, EPR propusieron como un ejemplo ilustrativo un par de particulas
que interactian en una pequefia regidén del espacio durante cierto intervalo de tiempo T .
Después de este tiempo las particulas se alejan suficientemente y dejan de interactuar. Antes de
la interaccion se conoce el estado cuantico de cada particula. Con ayuda de la ecuacion de
Schrodinger se puede calcular el estado del sistema compuesto por las dos particulas a
cualquier tiempo, sin embargo no puede conocerse el estado de una particula por separado. A
un tiempo ¢ > T se mide la posicién de la particula 1, entonces puede predecirse la posicion de
la particula 2. Si en lugar de esto, se mide el momento de la particula 1, entonces puede
predecirse el momento de la particula 2. Como suponen EPR que al tiempo ¢ las particulas ya
no interactuan, entonces puede predecirse la posicion y el momento de la particula 2 sin de
ninguna manera haberla perturbado. Esto significa que existen elementos de realidad fisica
asociados a la posiciéon y al momento de la particula 2. Pero, como la posicion y momento son
cantidades conjugadas que no conmutan, la mecanica cuantica no predice los valores
simultaneos de éstos. Por lo tanto, EPR concluyen que la mecéanica cuantica es una teoria
incompleta. Bohr (1935) respondié al articulo de EPR diciendo que las condiciones
experimentales impiden que pueda llevarse a cabo la suposicion de EPR de que “de ninguna
manera se perturba” a la particula 2. Bohr muestra un posible arreglo experimental con el cual
podria medirse la posicién o el momento de la particula 1, y conocer la posiciéon o el momento de
la particula 2. Si se elige medir la posicion, el sistema se altera inevitablemente perdiéndose la
posibilidad de medir el momento. De ofra forma, si se elige medir el momento ya no puede
medirse la posicién. Bohr dice que la suposicion de EPR de que pueda medirse posicién o
momento de la particula 1 sin “de ninguna manera perturbar” a la particula 2 es ambigua, y que
esto no puede aplicarse en la mecanica cuantica, como lo explica con su complementariedad.
Por lo tanto, concluye que la afirmacion de EPR de que la mecanica cuantica es una teoria

incompleta es injustificada.
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Nosotros daremos un enfoque distinto al dado por EPR para que se observe la relaciéon con el
principio de incertidumbre. De acuerdo a EPR las particulas ya no interactuan al tiempo ¢, por lo
tanto la medicion que se realice sobre una particula no altera el estado de la otra. Supongamos
que al tiempo ¢ se mide la posicion de la particula 1 y el momento de la particula 2. Como se
conoce el estado del sistema compuesto, las mediciones efectuadas no solo permiten conocer la
posicion de la particula 1 y el momento de la particula 2, sino también la posicién de la particula
2 y el momento de la particula 1. En otras palabras, con este experimento se podria conocer
posicion y momento de una particula con precision tan grande como se quiera, violandose asi el

principio de incertidumbre.

Sin embargo, en el argumento de EPR se hace la suposicién de que para un tiempo ¢ > T las
particulas dejan de interactuar porque se encuentran suficientemente alejadas, y que por
consiguiente la mediciéon sobre una particula no produce una alteracion instantanea del estado
de la otra; este es el principio de localidad. Este principio es intuitivo y parece razonable, pero no
necesariamente es cierto. Otra posibilidad es que las particulas nunca dejen de interactuar
cuando se han correlacionado previamente, aunque se encuentren alejadas por una distancia
muy grande, y que al realizar una medicion sobre una particula la otra sufre un cambio
instantaneo en su estado. Si este es el caso, entonces la medicidén de la posicion o del momento
de una de las particulas produce una alteracion instantanea en la posicion o momento de la otra.

De tal forma que no puede violarse el principio de incertidumbre.

Podemos resumir el argumento de EPR con el siguiente teorema: “si las predicciones de la
mecanica cuantica son correctas (aun para sistemas compuestos de particulas correlacionadas
remotamente) y si la realidad fisica puede describirse en una forma local (o separable), entonces
la mecanica cuantica es necesariamente incompleta: algunos ‘elemento de realidad’ existen en la

naturaleza que son ignorados por esta teoria.” (Lalog, 2001)
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Respecto al principio de incertidumbre podemos decir que: si las predicciones de la mecanica
cuantica son correctas (aun para sistemas compuestos de particulas correlacionadas
remotamente) y si la realidad fisica puede describirse en una forma local (o separable), entonces

puede violarse el principio de incertidumbre.

2.4.1.1.1 Elteoremade Bell

El articulo de EPR inici6 un tema intenso de investigaciéon en los fundamentos de la mecanica
cuantica, el de realismo y localidad. El siguiente gran paso fue dado por Bell (1964), quien siguio
el razonamiento de EPR para probar si una teoria local y realista en la que nuevos parametros,
llamados ‘variables ocultas’, que pudieran representar los elementos de realidad fisica tratados
por EPR tiene predicciones compatibles con la mecanica cuantica. El resultado que obtuvo se
presenta en el llamado teorema de Bell que implica lo siguiente: una teoria local en la cual sea
valida la nocién de los ‘elementos de realidad’ como los definieron EPR es incompatible con los
resultados de la mecanica cuantica (Laloé, 2001). Dicho de otra forma, realismo y localidad no
pueden ser ambos validos si todas las predicciones de la mecanica cuantica son correctas. Las
teorias de variables ocultas que tienen las mismas predicciones que la mecanica cuantica tienen
un caracter no local, tal como la interpretacion causal de Bohm (1952). Si insistimos en que la
teoria sea local y tenga predicciones compatibles con la mecanica cuantica, entonces debemos
renunciar al realismo, es decir, la teoria no puede incluir variables ocultas que permitan una

descripcion del estado cuantico mejor que la de la mecanica cuantica.

La demostracion de Bell (1964) tiene el siguiente razonamiento. Suponga un sistema formado
por un par de particulas con espin ¥ formadas a partir del estado singulete que se mueven

libremente en direcciones opuestas. Con aparatos de Stern-Gerlach pueden medirse las
componentes de los espines &, y &, de las particulas 1 y 2, respectivamente. El espin de la

particula 1 se mide en la direcciéon de un vector unitario @ y el espin de la particula 2 en la

direccion de un vector unitario b , obteniéndose los resultados 4 y B, respectivamente, los
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cuales pueden tomar los valores £1. Supongamos que existen variables ocultas que permiten
especificar los valores de las mediciones 4 y B, y que se denotan con el parametro A .
Supongamos también que la teoria es local, es decir, la medicién del espin de una de las
particulas no produce ninguna alteracién en el estado de la otra particula ni en el resultado de la
medicién de su espin. Tomando en cuenta ambas suposiciones se obtiene que los resultados
A y B son funciones del vector unitario sobre el cual se proyecta el espin y de las variables

ocultas, es decir,
A(a,2)=+1, B(5,2)=+1.
La localidad se manifiesta en el hecho de que 4 no depende de b y B no depende de a. El

valor promedio del producto de las proyecciones de los dos espines &, -d y &, b es
Pa.b)=[dAp(2)4(a, 1)B(b. 2), (2.21)

donde p(/l) es la distribucion de probabilidad de A . Por otro lado, la prediccion de la mecanica

cuantica es
(6,-a6,-b)=-a-b. (2.22)

Si una teoria local de variables ocultas fuera compatible con la mecanica cuantica, entonces
(2.21) y (2.22) deberian dar el mismo resultado. Sin embargo, Bell mostré que esto no sucede.
Por lo tanto, las teorias locales de variables ocultas son incompatibles con la mecanica cuantica,
0 en las palabras de Bell (1964): “En una teoria en la cual se agregan parametros a la mecanica
cuantica para determinar los resultados de mediciones individuales, sin cambiar las predicciones
estadisticas, debe haber un mecanismo por el cual la utilizacién de un aparato de medicion
puede influenciar la lectura de otro instrumento, aunque sea remoto. Ademas, la sefial

involucrada debe propagarse instantaneamente...”.
Existe una forma de probar experimentalmente si la naturaleza se comporta de acuerdo a un

realismo local, o si por el contrario las predicciones de la mecanica cuantica son correctas. Estos

son los llamados ‘experimentos tipo Bell' en los cuales se miden propiedades de pares de
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particulas correlacionadas. Suponiendo que el estado de las particulas puede describirse con
una teoria realista y local, se calculan las probabilidades de distintos resultados de las
mediciones. Posteriormente, se calcula un nimero M (el cual mide el grado de correlacion
entre las particulas) como la suma de estas probabilidades. El modelo utilizado en los calculos
anteriores predice que M debe satisfacer una desigualdad, normalmente que M < 2. Se lleva
a cabo el experimento y se miden las probabilidades relevantes, entonces se calcula M . Bajo
ciertas condiciones del experimento se obtiene un valor de M >2, de acuerdo a las
predicciones de la mecanica cuantica. Los resultados de los experimentos realizados hasta
ahora han sido siempre consistentes con la mecanica cuantica, violando las desigualdades de
Bell. El primero de estos experimentos fue realizado en 1981 (Aspect et al, 1981) y le han
seguido muchos mas (uno mas reciente es el de Rowe et al, 2001). La aparente conclusion es
que no existen teorias realistas locales que describan correctamente los resultados
experimentales, y que la mecanica cuantica sigue prediciendo los resultados correctos. Sin
embargo, el debate respecto a tal conclusion sigue en pie; pues se argumenta que en los
experimentos que tienen como objetivo violar las desigualdades de Bell existen deficiencias de
los arreglos experimentales, llamados ‘loopholes’, que permiten una interpretacion realista y local

de los resultados (Lalo€g, 2001).

2.4.2 ¢Pueden violarse las relaciones de incertidumbre?

Como expusimos en la seccién 2.4.1, han habido varios intentos por disefar experimentos
pensados donde no se cumpla el principio de incertidumbre como lo expresa la interpretacion

ortodoxa, pero todos han sido fallidos.

Sin embargo, existen interpretaciones de la mecanica cuantica que afirman que las relaciones de

incertidumbre, como son expresadas formalmente por el aparato matematico de la mecanica

cuantica (desigualdad (1.27)), podrian en principio ser violadas. Estas son principalmente las
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interpretaciones causales de la mecanica cuantica. Por ejemplo la interpretacion de Bohm, la

electrodinamica estocastica, etc.

Como se expuso anteriormente, la interpretacion de Bohm es consistente con nuevas teorias
que tengan un formalismo matematico distinto al de la mecanica cuantica; y con el nuevo
formalismo podrian, en principio, violarse las relaciones de incertidumbre. También vimos que de
acuerdo a la electrodinamica estocastica lineal, las relaciones de incertidumbre no se satisfacen
bajo condiciones muy particulares en las cuales el formalismo de la mecanica cuantica no es

aplicable, es decir, cuando no se ha llegado al régimen cuantico.

Concluimos que si en un futuro se logra realizar un experimento en el cual se observe que se
violan las relaciones de incertidumbre, entonces se demostraria que el formalismo matematico
de la mecanica cuantica no siempre es valido; y una nueva teoria deberia remplazar a la

mecanica cuantica.
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Capitulo 3. La energiay el tiempo en el principio de

incertidumbre

Heisenberg (1927) enuncié una relacion de incertidumbre entre la energia y el tiempo analoga a
la de posicion y momento, basandose en una supuesta anticonmutacién entre el tiempo y la
energia. Aunque mostré con un experimento pensado dicha relacion, no la dedujo; fue Bohr
(1928) el primero en hacerlo. Como vimos en la seccion 2.1.5.1 Bohr le atribuy6 el significado de
paquete de onda a una particula. Mediante la ecuacion de Einstein para la energia de un fotén,
Bohr establecioé una relacién entre la frecuencia del paquete de onda y su energia. Entonces,
pudo aplicar un analisis de Fourier entre la distribucion de energias del paquete y su coordenada
temporal; obtuvo que

SOE ~ Xp ~ h. (3.1)

La deduccion de Bohr no es rigurosa; sin embargo, como vimos en la seccion 1.3, si existe una

deduccion formal para la relacion de incertidumbre entre la posicién y el momento; ésta es
2 2 hz
(A=) ){(ap)") = 7 (3.2)

y vimos que se debe a la relacion de conmutacion

[%,p]=in.
Vimos en la seccién 1.1 que en general las relaciones de incertidumbre se obtienen para dos
variables representadas por operadores que no conmutan. Un fuerte argumento contra la
existencia de una relacién de incertidumbre para la energia del tiempo analoga a la (3.2) de la

forma

<(At)2><(AFI )2> B (3.3)
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es un teorema de Pauli en el cual concluyé que no existe un operador de tiempo en la mecanica
cuantica. Por lo tanto, el tiempo juega el papel de un parametro y no de una variable dinamica.

Entonces, el tiempo conmuta con cualquier operador y en particular con el hamiltoniano:
t.A]=0. (3.4)
En consecuencia, nada impide que el estado ‘1//> sea un eigenestado de H para un valor

definido de t (Nikoli¢, 2007). Como el tiempo no es un operador su dispersion es nula:
((atf)=0. (3.5)

Esto significa que el tiempo no presenta fluctuaciones cuanticas analogas a las de la posicion, el
momento y la energia (Bunge, 1970). Sustituyendo las expresiones (3.1) y (3.2) en la
desigualdad de Robertson (1.22) no obtenemos ninguna relacion de incertidumbre de la forma

(3.3).

3.1 Elteorema de Pauli

Como ya mencionamos, Pauli presenté un teorema que le permitié concluir que no es posible
construir un operador de tiempo en la mecanica cuantica. Dos requerimientos fisicos asumidos

en el teorema de Pauli son los siguientes (Nikoli¢, 2007):

1. El espectro del hamiltoniano H debe ser acotado inferiormente. Esto se debe a que la
energia no puede ser arbitrariamente negativa, pues de otra forma tal sistema no seria
fisicamente estable.

2. Solamente los operadores autoadjuntos tienen eigenvalores reales correspondientes a
cantidades fisicas. Por tal motivo, un operador de tiempo debe ser autoadjunto al igual

que el hamiltoniano.

La prueba de Pauli es como sigue (Galapon, 2002). Sea H un hamiltoniano autoadjunto.

~

Suponga que existe un operador de tiempo, T , autoadjunto, canonicamente conjugado a H , es

decir,
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[f.A]=in. (3.6)
Como T es autoadjunto, entonces para toda Be9R, Uﬁ :exp(— iﬂf/h) es unitario.

Expresando a Uﬂ en una serie de potencias y usando la relacion de conmutacion (3.6)

obtenemos

o, Al-3 o) 'ﬂ/h [t Al=-p0,. 67)

k=0

C

Sea ‘(pE> un eigenestado de H con eigenvalor E . De la relacién de conmutacion (3.7) resulta
que

U, 0 ) =(E+ AWl 0c)- (3.8)
Entonces, Uﬁ‘(oE> es un eigenvector de H con eigenvalor (E +,B) Como [ puede adquirir

cualquier valor real, entonces H tiene un espectro continuo de eigenvalores que cubre todo el

eje real.

De la prueba anterior se obtiene que no puede existir un operador de tiempo autoadjunto que
sea candnicamente conjugado al hamiltoniano de la mecanica cuantica con espectro

generalmente discreto y acotado inferiormente. Por tal motivo, Pauli concluyd que “...la

introduccion de un operador T debe ser abandonada fundamentalmente y que el tiempo t en la
mecanica cuantica tiene que ser considerado como un numero ordinario” (citado en Galapon,
2002). El teorema de Pauli implica que no puede existir una relacion de conmutaciéon como (3.6),

por lo tanto tampoco puede existir una relacion de incertidumbre como (3.3).

3.2 Argumentos que apoyan la existencia de una relacion de
incertidumbre para la energiay el tiempo
A pesar de que las conclusiones de Pauli parecen ser muy claras, existen objeciones contra

éstas. Por ejemplo, Galapon (2002) muestra que es consistente asumir la existencia de un
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operador de tiempo acotado, autoadjunto y candnicamente conjugado a un hamiltoniano con
espectro discreto, semiacotado o no acotado. Contra esta afirmacion puede argumentarse que
un operador de tiempo universal no puede ser acotado, ya que debe correr continuamente desde
—oo hasta oo. Sin embargo, como sefiala Galapon, la duracion de cualquier experimento es
finita; por lo tanto, la introducciéon de un operador de tiempo no acotado es innecesaria en el

plano experimental real.

Por otro lado, Hilgevoord (2002) afirma que el problema del tiempo en la mecanica cuantica se
debe a una confusién que existe entre las coordenadas espaciales x y las variables de posicion g
de una particula puntual. Su argumento es como sigue. La posiciéon de una particula puntual
puede asociarse directamente con la coordenada espacial que ocupa:
q=Xx,

pero la ecuacion anterior no debe entenderse como una identidad sino como una igualdad.
Notamos que no existe un operador de coordenada espacial, al igual que no existe un operador
de coordenada temporal. Ciertamente, existe el operador de posicion de una particula puntual
porque ésta es una variable dinamica. Por el contrario, el tiempo es una coordenada universal

del espacio-tiempo; no es una variable dinamica; por lo tanto, no se representa por un operador.

Sin embargo, al igual que una particula puntual es un sistema fisico que permite una asociacion

directa de su variable dinamica de posicion ( con la coordenada espacial X que ocupa, existen

sistemas fisicos que poseen una variable dinamica que tiene una relaciéon directa con su
coordenada temporal; éstos son los relojes. Los relojes pueden tener una funcion lineal del
tiempo, como en el caso de un campo de fuerza constante donde la diferencia de momentos de
una particula es proporcional al tiempo transcurrido; o pueden ser ciclicos, en éstos el tiempo se
mide con variables angulares representadas por el operador de momento angular. Hilgevoord
argumenta que si se busca un operador de tiempo en mecanica cuantica, éste no debe
corresponder a la coordenada universal de tiempo, la cual corre continuamente desde —©

hasta oo ; deben considerarse las variables dinamicas de tiempo (también llamadas variables de

89



reloj) asociadas a sistemas fisicos especificos, es decir, a relojes cuanticos. De la misma forma
que el operador de posicion corresponde a la variable dinamica de posicion de una particula

puntual y no a la coordenada espacial.

Otros argumentos a favor de la existencia de una relacién de incertidumbre para la energia y el
tiempo se basan en que la teoria de la relatividad sugiere que la posicion y el tiempo deberian
tratarse igualmente en una teoria cuantica relativista y que por consiguiente deberia existir una
cuarta relacion de incertidumbre, entre la energia y el tiempo, aparte de las tres correspondientes
a la posicion y al momento. Particularmente, se afirma que el operador de energia esta a la par
con el operador de momento y que por lo tanto una cuarta relacién de incertidumbre surge de

manera natural. Sin embargo, debemos notar que el operador de energia en mecanica cuantica

relativista no es i70/0x° sino H /¢, donde H es el hamiltoniano del sistema. Por lo tanto, los
operadores de energia y de momento no tienen expresiones analogas. El error consiste en tratar

a la ecuacion de Schrédinger
A .. 0
H =1h— ,
=iy

como una identidad, en lugar de una igualdad, como debe ser tratada si se considera que ésta

es una ley fisica y no una convencion (Bunge, 1970; Shalitin, 1984).

Un argumento muy comun a favor de la existencia de un principio de incertidumbre para la
energia y el tiempo es que éste se aplica muy bien en el analisis de resonancias: particulas
compuestas de vida muy breve con una aparente relacion de incertidumbre entre el ancho de la
distribucién de energias del estado resonante y su vida media (Wigner, 1972; Rayski y Raisky
Jr., 1977; Busch, 1990a). Con el fin de evaluar la validez del argumento anterior dedicaremos la
seccion 3.6 a estudiar el proceso de decaimiento de un estado inestable, que puede ser por
ejemplo, una resonancia o un conjunto de nucleos radiactivos; expondremos el caso de los

nucleos radiactivos.
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3.3

Interpretaciones del principio de incertidumbre para la energiay el

tiempo

La comunidad fisica esta dividida en dos posturas generales respecto a la existencia de una

relaciéon de incertidumbre para la energia y el tiempo: unos afirman su existencia, otros la niegan

rotundamente. Entre los que apoyan su existencia hay ain mas divisiones en cuanto a las

distintas interpretaciones que se le asigna: algunos creen en una relacion del tipo (3.3) que

requiere la existencia de un operador de tiempo; otros basan sus argumentos en experimentos

pensados como los de Bohr y Heisenberg; otros mas se apoyan en una relacion de

incertidumbre distinta a la (3.3) que no requiere un operador de tiempo.

Entre los que afirman la existencia del principio de incertidumbre para la energia y el tiempo se

sostienen diversas interpretaciones de su significado. Presentamos las mas comunes:

1.

En el proceso de medicién de la energia de un sistema, el tiempo t requerido para
obtener una medicion con precision OE satisface toE > 7i (Heisenberg, 1927).

La duracién t de la medicion de la energia de un sistema implica una incertidumbre

§(Ef - EO) en la energia de interaccion entre sistema y aparato (donde E, y E son

la energia del sistema antes y después de la interaccién con el aparato,y E; —E, esla

energia de interaccién entre el sistema y el aparato de medicion), de tal forma que

té(Ef - EO)Z fi. Conforme evoluciona el sistema particula-aparato, el aparato y la

particula interaccionan mas débilmente, decreciendo asi la incertidumbre de la energia
(Landau y Peierls, 1931).

Hay una relacién de incertidumbre entre el tiempo de ocurrencia de un evento cuantico
individual y la energia del sistema. Las cantidades relacionadas son por ejemplo: el
ancho de la distribucion de energias de un estado inestable (incluyendo las resonancias,
un conjunto de nucleos radiactivos, etc.) y su vida media, o la energia medida de una
particula que pasa a través de una region del espacio y la medicion del instante en que

esto ocurre (Wigner, 1972; Raysky y Raysky Jr., 1977; Busch, 1990a).
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4., Existe una relacion de incertidumbre entre la dispersién de la energia de un sistema
cuantico y el tiempo de evolucion de sus propiedades dinamicas. Esta interpretacion es

adquirida con la desigualdad de Mandelstam y Tamm.

Las interpretaciones 1 y 2 surgen como generalizaciones injustificadas de experimentos
pensados particulares. Un contraejemplo fue presentado por Aharonov y Bohm (1961), en el cual
presentan un proceso de medicidén de energia cuya duracién puede ser tan pequefia como se
quiera, y con incertidumbre de la energia arbitrariamente pequena; demostrando asi la invalidez
de estas interpretaciones. Sin embargo, su procedimiento es muy discutido; existen argumentos
en contra y a favor (Busch, 1990b). La interpretacion 3 sera analizada en la seccion 3.6 para el
caso del decaimiento de un estado inestable. La interpretacién 4 es quiza la de mayor aceptacion
porque se basa en la desigualdad de Mandelstam y Tamm, la cual es deducida rigurosamente y
de forma muy sencilla con el formalismo de la mecanica cuantica; la presentaremos en la
seccion 3.5.1. Ademas, ésta permite una generalizacion del principio de incertidumbre en la cual
se trata de forma equivalente a las relaciones de incertidumbre para la energia y el tiempo, y
para la posicién y el momento. Adicionalmente, se obtiene que las relaciones de incertidumbre

de Heisenberg son un caso particular de esta generalizacion.

3.4 ¢Permite el principio de incertidumbre que se viole el teorema de

conservacion de la energia?

La validez del teorema de conservacion de la energia ha estado en controversia debido al

principio de incertidumbre de Heisenberg. Siguiendo la interpretacion 1 de la seccién anterior, se
afirma que la conservacion de la energia puede ser violada en una cantidad OE siempre que
sea durante un intervalo de tiempo t<%/JE. Se argumenta que como el principio de
incertidumbre limita nuestro conocimiento de la energia en una cantidad JE durante un intervalo

de tiempo t, de acuerdo a toE > 7, entonces la energia no puede medirse con precision tal que
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se reconozca la violacion de la energia. Parece mas adecuada la interpretacion 2, de Landau y
Peierls (1931), en la cual dicen que la energia se conserva siempre, pero debe tomarse en
cuenta la energia de interaccion entre sistema medido y aparato de mediciéon, y debe
reconocerse que la energia del sistema y la de interaccién se desconocen ambas debido al

principio de incertidumbre.

Hidekei Yukawa predijo la existencia de particulas responsables de la fuerza nuclear fuerte y el
orden de magnitud de su masa. Estas particulas son los mesones pi, 0 piones. Yukawa
construyé un modelo tedrico que explica la fuerza de atraccion entre los nucleones que
mantienen unido al nucleo, segun el cual, los nucleones intercambian piones a cortas distancias.
En los libros de fisica nuclear y de particulas elementales se adopta la interpretacion 1 del
principio de incertidumbre para la energia y el tiempo para llegar a la conclusion de Yukawa.

Sabiendo que la fuerza nuclear se limita a un alcance dentro del nucleo, cuyo diametro es

aproximadamente d , y que su velocidad esta limitada a ser menor a la de la luz C, entonces la
, . . . 2 .

energia de los piones con masa M, que es aproximadamente igual a MC” , debe satisfacer la

desigualdad t < filmc?, donde t es el tiempo que viajan los piones entre su emisiéon por un

nucledn y su captura por otro. Puesto que durante el tiempo t, entre la emisidn de un nucleén y
la captura de otro, los nucleones tienen una energia menor en una cantidad mc?, t tiene que

2 .. . . .
ser menor que 7i/mc- para que el principio de incertidumbre evite que pueda observarse
experimentalmente una violaciéon a la conservacion de la energia. El tiempo que le toma a un

pién viajando a la velocidad de la luz atravesar el nucleo es t=d/C; por lo tanto, debe
satisfacerse d /c < //mc?, obteniéndose asi que M ~ 71/ dc. Sustituyendo los valores de 7,

cy d~1fm, se obtiene que m~200Mev/c?. En 1947 Powell y sus colaboradores
mostraron evidencia del pion de Yukawa con una masa cercana a la que predijo, con valor
aproximado a 150 MeV/c?. Siguiendo el razonamiento anterior, se establece una relacion entre el

alcance de las fuerzas fundamentales y la masa de las particulas intercambiadas para producir
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dicha fuerza. De manera similar, los fotones son las particulas intercambiada en la interaccion
electromagnética; al ser su masa nula, el rango de alcance de la fuerza electromagnética es
infinito. De manera analoga, como el rango de la fuerza gravitacional es infinito, se deduce que

los gravitones deben tener masa nula (Krane, 1988).

Aunque el razonamiento anterior es consistente con la prediccion del valor de la masa de los
piones, no es necesario renunciar a la validez de la conservacion de la energia para explicar
dicho resultado. Podemos decir que la energia siempre esta conservada, incluso durante los

pequefios intervalos de tiempo t en los que existen los piones dentro del nicleo. Para apoyar

nuestro punto de vista consideremos un sistema de dos nucleones. Sea E la energia que tiene

cada nucledn dentro del ndcleo. Supongamos que el par de nucleones esta intercambiando
continuamente un par de piones que tienen energia E, cada uno. Podemos decir que durante el
intervalo de tiempo t, entre el instante en que un nucleén emite un pidn y el instante en que

absorbe otro, el nucleon tiene energia E — Eo- De tal forma que la energia total ET , que es la

energia de los nucleones E, = 2(E — E;) mas la de los piones E = 2E, es

E, =E,+E, =2(E-E,)+2E, =2E.

n p

Entonces, la energia total es la misma cuando los piones estan presentes o cuando no lo estan.

Por lo tanto, se conserva la energia. Un argumento contra este razonamiento podria ser que la

energia observada de los nucleones es E y que en consecuencia debe ser la misma cuando
estan presentes los piones. Sin embargo, adoptando la interpretacion 1 de la seccion anterior,

podemos decir que durante el intervalo de tiempo t en el cual existen los piones, la energia de
los nucleones no puede medirse con incertidumbre menor a E;, ya que debido al principio de

incertidumbre
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Por lo tanto, mientras existan los piones no puede asegurarse que la energia de los nucleones
tenga valor E y no E—-E,. Vemos que adoptando la interpretacién 1 del principio de

incertidumbre para la energia y el tiempo, es comun que se diga que durante pequefios
intervalos de tiempo la conservacion de la energia es violada, pero que dicha violacion no puede
verificarse mediante una medicion debido al principio de incertidumbre. Por el contrario, nosotros
decimos que la energia siempre esta conservada, y que durante pequefios intervalos de tiempo
la energia de los nucleones disminuye en una cantidad pequefa que no puede verificarse
experimentalmente debido al principio de incertidumbre. Por lo tanto, si se adopta la
interpretaciéon 1 del principio de incertidumbre para la energia y el tiempo, es innecesario

renunciar al teorema de conservacion de la energia.

3.5 Propuestas de relacion de incertidumbre para la energiay el tiempo

Hay varias propuestas para relaciones de incertidumbre entre la energia y el tiempo distintas a la
(3.3); aqui expondremos tres y discutiremos su validez y significado:

1. La desigualdad de Mandelstam y Tamm. Esta es quiza la de mayor aceptacion. Presenta
la ventaja de que su deduccion es muy sencilla y es completamente consistente con el
formalismo de la mecéanica cuéantica. Permite una generalizacién del principio de
incertidumbre en la cual se tratan de forma equivalente las relaciones de incertidumbre
para energia y tiempo, y para posicion y momento.

2. La desigualdad de Eberly y Singh. Parecida a la desigualdad de Mandelstam y Tamm
pero de caracter mas general.

3. La formulacion de Hilgevoord y Uffink. Es consistente con el formalismo de la mecanica
cuantica; pero se deduce a partir de la desigualdad de Mandelstam y Tamm; por lo tanto,
no es tan fundamental como ésta. Sin embargo, permite una generalizacion del principio
de incertidumbre que consiste en relaciones de incertidumbre analogas para la posicion

y el momento, y para la energia y el tiempo. Tiene la ventaja de que propone conceptos
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de incertidumbre distintos a desviaciones estandar, que siempre son finitos aun cuando
las desviaciones estandar sean infinitas.

4. La relacion de Wigner. Aunque en ésta el tiempo no juega el papel de un operador, es
muy parecida a las relaciones de Heisenberg, pues intervienen las desviaciones
estandar del tiempo y la energia de un estado particular. Presenta algunas dificultades:
el significado de las cantidades que involucra no es muy claro, su deducciéon es muy

complicada y requiere asumir algunas condiciones que no son siempre validas.

3.5.1 Desigualdad de Mandelstam y Tamm

Mandelstam y Tamm presentaron en 1945 una desigualdad entre la dispersion de energia de un
estado y el tiempo de evolucién caracteristico de sus propiedades dinamicas; seguiremos una

deduccion presentada comunmente en la literatura.

Sea A un operador hermitiano que representa una observable que no depende explicitamente
del tiempo. Entonces, en la representacién de Heisenberg la evolucion temporal del operador

esta dada por
dA 14 4
i = [AA]. (3.9)
De acuerdo a la desigualdad de Robertson (1.22):
~ A 1irs &
((8A) }{(aB) ) > Z\<[A, 8]
y a la ecuacion (3.9) tenemos que

ey (a7 = AR) -

A partir de ahora usaremos la siguiente notacion comun para referirnos a la desviacion estandar

2
’

(3.10)

2

de un operador:

AC = <(AC)2>. (3.11)
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Definiendo la cantidad

At= AA/‘<dA/dt> , (3.12)
obtenemos la desigualdad de Mandelstam y Tamm:
h
A tAH 25. (3.13)

Notemos que como A no depende explicitamente del tiempo, la siguiente igualdad es valida
dA\ d .
o= (A
dt dt

Entonces A, también puede escribirse como
At=AA/d(A)/dt. (3.14)

Observamos de la expresién anterior que A,t es el tiempo medio que la propiedad A requiere
para cambiar por una cantidad del orden de su desviacién estandar y se le llama tiempo de

evolucion de A.

Cuando el sistema cuantico no se encuentra en un eigenestado del hamiltoniano, el tiempo de
evolucion de sus variables dinamicas no es arbitrariamente pequefio y queda acotado

inferiormente por la desviacion estandar de su espectro energético:

Atz
2AH

Por el contrario, si el sistema se encuentra en un eigenestado de H , el tiempo de evolucion de
sus variables dinamicas es infinito. En otras palabras, las variables dinamicas no cambian en lo

absoluto. Es decir, en este caso el sistema se encuentra en un estado estacionario (de la Pefia,

2006, pp. 250).
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3.5.1.1 Generalizacion del principio de incertidumbre a la Mandelstam-Tamm
Luis de la Pefia propuso una forma de generalizar las desigualdades de Heisenberg utilizando la

forma de Mandelstam y Tamm (de la Pefia, 1980). Partiendo de la desigualdad (3.10) y

sustituyendo B por P obtenemos

A 1
(6) {(a0F = [ A 0]
Como
(A p]- m*
usando la notacion (3.11) y definiendo A ,X como

A,x=AAT| (3.15)

obtenemos

AAxApZZ. (3.16)

A,X es una distancia promedio en la cual A cambia por una cantidad del orden de su

desviacion estandar. En particular, si escogemos A=2% , tenemos que
A X =AX

y llegamos a la relacion de incertidumbre de Heisenberg (1.28)
h
AXAp 2 rE (3.17)

Las desigualdades (3.13) y (3.16) representan una generalizacion del principio de incertidumbre,

gue como puede apreciarse, tratan de forma equivalente a X y t.

3.5.2 Desigualdad de Eberly y Singh
Existe una desigualdad parecida a la de Mandelstam y Tamm, pero que define una cantidad

temporal de forma distinta, usando la matriz de densidad p, por lo que su caracter es mas

general. Esta es la desigualdad de Eberly y Singh (1973). Antes de presentarla daremos una
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descripcién breve del papel de la matriz de densidad en la mecanica cuantica y de algunas de

sus caracteristicas (Blanchard, 1982).

La matriz de densidad se define como

p=Y Pl v,

: (3.18)

donde los vectores ‘l//n> forman un conjunto completo (y ortonormal) de estados, y P, es la

probabilidad de que el sistema descrito por p esté en el estado ‘l//n>. Si un sistema es un

, de

estado puro la matriz de densidad puede expresarse como un proyector: P =| P} P
Y

tal forma que ,52 = p . Esta es la propiedad que se utiliza para definir un estado puro (de la

Pena, 2006, pp.796). Si por el contrario, [72 # p, entonces el sistema es una mezcla de

estados.

La matriz de densidad resulta muy util para calcular el promedio de una observable A en el

sistema representado:
(R) =Tr(pA)= > (w, | PR, (3.19)

Habiendo introducido a la matriz de densidad, procedemos a presentar la desigualdad requerida.

Para esto, primero haremos algunas observaciones. Partiendo de la ecuacién de Schrodinger
.. 0 -
ih—|y)=H ,
& v =Ry

y de la ecuacion (3.18) se obtiene que

P_1[4 5
= A, 5] (3.20)
Notemos que
P\ _ LAl AN L re(ada - aad ) L Te(Ad A A A
<6w>—ihTf([H,pD = Tr(pAp - ppH )= Tr(pAp - pHp).
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En la ultima igualdad se utilizo el hecho de que Tr(ALsa)z TI’(QA). En lo que sigue usaremos la

A

op

notacion p = a3 entonces

(p)=0. (3.21)
Aunque para un sistema no estacionario, p # 0, para cualquier sistema (estacionario o no) se
cumple que </3> = 0. Por lo tanto, la desviacién estandar de ﬁ puede ser una buena medida del

grado de estacionaridad del sistema. Particularmente, si Ap =0 (note que estamos usando la
convencion dada en (3.11)), entonces el sistema es estacionario. Por el contrario, si Ap # Oel
sistema no es estacionario. Un sistema con mayor valor de Ap tiene menor grado de

estacionaridad. Ahora definimos el “tiempo de estacionaridad” T; como
Tg=—. (3.22)

Entonces, para un sistema estacionario Ty es infinito, para un sistema no estacionario T4 es

finito y su valor disminuye conforme disminuya el grado de estacionaridad. Eberly y Singh (1973)

demostraron la siguiente desigualdad:
TAH > 7. (3.23)

Observamos que esta desigualdad es parecida a la de Mandelstam y Tamm (3.13). Pero
mientras que la de Mandelstam y Tamm hace referencia al tiempo de evoluciéon de una variable
dinamica particular, la de Eberly y Singh goza de un caracter mas general ya que la cantidad
usada para definir el tiempo de estacionaridad es la matriz de densidad, la cual describe
totalmente al sistema. Si la matriz de densidad describe a un sistema excitado que decae, el

tiempo de estacionaridad es igual al tiempo de vida (Eberly y Singh, 1973).

3.5.3 Desigualdades de Uffink y Hilgevoord
Uffink y Hilgevoord (1985) dedujeron una relacién de incertidumbre para posicion y momento que

no esta en términos de desviaciones estdndar como la desigualdad (1.28). Segun los autores, la
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forma matematica del principio de incertidumbre debe presentarse en términos de conceptos que
llaman ancho total W y ancho méximo promedio W de un estado (en inglés: ‘overall width’ y
‘mean peak width’, respectivamente), y no en términos de desviaciones estandar. Argumentan
que en algunos casos las desviaciones estandar de la posicion y del momento son muy grandes
aunque las densidades de probabilidad se encuentren contenidas en pequefas regiones. Por lo

tanto, la desviacion estandar no es una buena medida de incertidumbre; mientras que si lo son

Wy w.

La desigualdad que proponen es

w, W, (P)> 27 arccos('v”'\ll_’\l), siysolosi M <2N -1.  (3.24)

Las definiciones de W, (P) W,,, M y N en la forma presentada por Hilgevoord (1998) son

las siguientes. W, (P) es el intervalo mas pequefio para el cual

[ [Ply) dP=N, (3.25)

donde N es un nuimero entre 0 y 1, pero cercano a 1. Mientras que W,, es el nUmero mas

pequefio para el cual
W, (wy Jy)=M, (3.26)
donde M es un nimero entre 0 y 1, pero cercano a 1; UX(WM ):exp(— iw,, If’/h) es el

operador unitario de traslacion espacial y P es el operador correspondiente al momento total del

sistema.

W, (P) es la longitud del intervalo mas pequefio donde esta situada la mayor parte de la
probabilidad del momento; es una medida del ancho de la distribucion de momentos. W, es la

longitud de un desplazamiento para el cual la probabilidad de que el estado ‘l//> se encuentre en
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el estado desplazado UX(WM }l//> sea apreciable; un nombre adecuado es: ancho de traslacion

espacial del estado.

Para ilustrar el significado de w,, y W, (P) consideremos el ejemplo de un ensemble de

particulas que pasa a través de una doble rendija (Uffink y Hilgevoord, 1985). Si el ancho de

cada rendija es 2@ y el espaciamiento entre ellas es 2A, un buen modelo para la funcién de

onda z//(q) en la pantalla donde inciden las particulas que previamente pasaron a través de las

w(g)=C exp{— (q;aAjT + expl:— (qz_aAjT , (3.27)

donde C es una constante de normalizacion. La amplitud de probabilidad en el espacio de

rendijas es:

momentos esta dada por la transformada de Fourier ¢(p):

2 2
#(p)= 2Ca\/g exp(_ ath JCOS(A;) . (3.28)

Asignamos valores a M y a N, tales que satisfagan la restriccion dada en (3.24) y que sean

cercanos a 1. Damos los valores M =0.8 y N =0.95, los cuales cumplen las condiciones

requeridas. Usando la aproximaciéon A >>a el calculo se simplifica considerablemente y se

obtiene
w,, =1.34a y W, (P)=1.96%/a;
mientras que las desviaciones estandar son
AqQ=Ay Ap=nl2a.
En la figura 3.1 se ilustra cualitativamente la distribucion de probabilidad de posicion y de

momento para este ejemplo.
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Debido a que A>>a , se tiene que AQ >> W,, ; por el contrario Ap =W, (P) En la figura 3.1

se observa que aunque la desviacion estandar de ( es muy grande, la densidad de probabilidad

2 . . . ~ .
\y/(q] esta contenida en dos intervalos pequefios de tamafio con orden de magnitud W,, .

Entonces, puede apreciarse con claridad el argumento de Uffink y Hilgevoord: en algunos casos
la desviacion estandar no es una medida adecuada de la incertidumbre, ya que ésta puede tener

un valor muy grande aunque la densidad de probabilidad se encuentre contenida en pequenas
regiones; sin embargo, el ancho de pico promedioW,, y el ancho total W (P) son

representaciones adecuadas de las incertidumbres de la densidad de probabilidad de posicién y

de momento, respectivamente.

w(a) ”

P »
“« >

2a 2a

‘¢(p12 1/a

A
v

1/A

Figura 3.1. Densidad de probabilidad de posicién y de momento en la pantalla para el experimento de la

doble rendija (Uffink y Hilgevoord, 1985).
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Existe una desigualdad analoga a la (3.24) para la energia y el tiempo (Uffink, 1993; Hilgevoord,

1996, 1998). Se defineW, (E) como el tamafio del intervalo mas pequeno que cumple

J'W\<E\g//(0)>\2dE =a. (3.29)
Si a es un numero entre 0 y 1 pero cercano a 1, entonces Wa(E) es una buena medida de la
dispersion de energia del estado ‘t//(0)> Por ejemplo, si & =0.9 entonces W_(E) es el
intervalo mas pequefio en el cual se encuentra distribuida el 90% de la energia. T, se define

como el tiempo minimo que le toma a |/(0)) evolucionar al estado |y/(z, )= U, (r, ) w(0)
que cumple

w(0)U,(z,)w(0) =5, (3.30)
donde U, (z,)=expliz,F /1) es el operador de traslacion temporal y H es el hamiltoniano del

sistema.

A partir de su desigualdad mas general (3.13), Mandelstam y Tamm obtuvieron la siguiente (vea

la deduccion en el apéndice A):

AH 2
cos’| —t | < 0)wlt)) , ara 0<t< : 3.31
SRIECIC o @31
Esta es utilizada por Uffink (1993) para deducir la desigualdad (vea el apéndice B):
1—
7 W, (E) > 2h arCCOS[MJ : siysolosi f<2a-1. (3.32)
o

Vemos que las definiciones de W, (P), W,,, N 'y M son analogas a las de W_ (E), Ty, Ay

[, respectivamente. Por lo tanto, las desigualdades (3.24) y (3.32) representan una propuesta

de generalizaciéon del principio de incertidumbre, que incluye, ademas de la posicion y el

momento, a la energia y al tiempo.
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3.5.4 Desigualdad de Wigner
Wigner (1972) presentd una relacién de incertidumbre entre la energia y el tiempo. Definié las

siguientes cantidades

2 T<uw(t)>2(t—tm)2dt

‘ = (3.33)
Jluv) o
Jul6(E) (€ -,y de
T ’ (3.34)

donde

oE) = [l)e™ 039

—00

es la transformada de Fourier del estado ‘l//(t)> :

Interpretemos las definiciones anteriores. Consideremos un sistema que al tiempo inicial se ha

preparado en el estado ‘1/1(0» . Este evoluciona temporalmente, y en el tiempo t se encuentra en
el estado ‘t//(t)> \u> es un estado particular que nuestro sistema puede adquirir a cierto tiempo

t, , y con el cual queremos compararlo; es decir,

La probabilidad por unidad de tiempo R, (t) de que al tiempo t el sistema se encuentre en el

estado ‘ u> es

Py (t)=~ ’ (3.36)
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donde el denominador H<u‘l//(t)>‘2dt permite que la probabilidad esté normalizada. En otras

—00

palabras, P, (t) es la probabilidad por unidad de tiempo de que \u> sea el estado ‘l//(t)>

Dada la definicion de B, (t) el valor promedio <f(t)> que una funcién del tiempo f(t) adquiere

en el estado \u> es

o0

. [luly @)  (t)at
(f(t) = [P OF (t)dt ==

- fluvt) e

(3.37)

t,, se define como el promedio del tiempo al cual i se encuentra en el estado \u>:

o0

J@yﬁ»ﬁm

=" (3.38)

Ahora podemos interpretar correctamente el significado de 7 : es la desviacion estandar de los

tiempos para los cuales el sistema i se encuentra en el estado \u> De forma analoga, £ es la

desviacion estandar de la energia de \u>

Wigner deduce la desigualdad

i
6>, (3.39)
2

haciendo algunas suposiciones sobre el estado \u> que no son siempre validas; sin embargo,

como afirma Wigner, son correctas para el caso particular en el que \u> representa un estado

resonante. El hecho de que la igualdad no se alcance en (3.39) se debe a que el espectro de

energia esta acotado inferiormente como se observa en las integrales de (3.34).
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3.6 Decaimiento de un estado inestable

Como ya dijimos en la seccion 3.2, comunmente se argumenta que la relacién entre el tiempo de
vida, o vida media, y la anchura (también llamada ancho) de la distribucion de energia de un
estado inestable es una aplicacion del principio de incertidumbre para la energia y el tiempo;
particularmente si el estado inestable representa una resonancia (Wigner, 1972; Rayski y Raisky
Jr., 1977; Busch, 1990a). Por ejemplo, Wigner dijo que “solo existe una aplicacion bien conocida
para la relacion de incertidumbre entre la energia y el tiempo: la conexién entre el tiempo de vida
y el ancho de energia de los estados resonantes” (Wigner, 1972). En esta seccién estudiaremos
el proceso de decaimiento de un estado inestable con el propdsito de analizar la validez de la
afirmacién anterior. Consideraremos el ejemplo particular de un conjunto de nucleos atémicos
que decaen a un estado de menor energia. Presentaremos las definiciones de tiempo de vida,

vida media y anchura; y deduciremos la relacién entre anchura y tiempo de vida.

Se observa experimentalmente que la tasa de decaimiento de sustancias radiactivas puras
decrece exponencialmente con el tiempo. Si N nucleos radiactivos estan presentes al tiempo t

y si no se introducen nuevos nucleos a la muestra, se tiene que (Krane, 1988)
N(t)=N(0)e ™. (3.40)
La probabilidad P(t) de que al tiempo t un nucleo se haya mantenido sin decaer es
P(t)=e". (3.41)
La vida media (‘half life’ en inglés) 7,,, se define como el tiempo necesario para que la mitad de

los nucleos decaiga, o equivalentemente, para que la probabilidad de que un nucleo decaiga sea

¥2; de la ecuacion (3.41) obtenemos que

Ta = (3.42)
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El tiempo de vida promedio 7, (‘mean lifetime’ en inglés), también llamado tiempo de vida

(‘lifetime’ en inglés), se define como el promedio del tiempo que un nucleo se mantiene sin

decaer; entonces,

[tP(t)dt
T, = 7& : (3.43)
[ P(t)dt
0
sustituyendo (3.41) en (3.43) e integrando se obtiene
1
T, = ; (3.44)

Las observaciones experimentales correspondientes a estados inestables que decaen en el
tiempo pueden explicarse tedricamente con la mecanica cuantica. Como ejemplo,

consideraremos el caso en el que el sistema a describir es un ensemble de nucleos radiactivos.

Notemos que un eigenestado del hamiltoniano H es un estado estacionario: no evoluciona en el

tiempo; por lo tanto no puede describir un sistema de nucleos que decaen en el tiempo. Por lo

tanto, requerimos que el estado ‘l//(t)> que describa a dicho sistema sea una combinacion de los

eigenestados de H. Supongamos por simplicidad, que el hamiltoniano tiene unicamente dos

eigenestados: ‘l//0> que representa a los nucleos sin decaer, y ‘y/f>que representa a los

nucleos que han decaido. Entonces, 1//(t)> = ‘ Vo ><l//0 ‘ l//(t)> + ‘ g ><wf ‘l//(t)> es decir,

wlt) = lwt)wo) + (v wt) v, ), (3.45)
donde (wo|w(t)) v <z//f \y/(t)> son las amplitudes de probabilidad de que un nucleo se
mantenga sin decaer, o de que haya decaido, respectivamente. Para que las probabilidades
(wolw®) v ‘<wf‘l//(t)>‘2var|’en en el tiempo como se observa experimentalmente es

necesario que el hamiltoniano tenga un potencial con dependencia temporal. Consideremos un

potencial V +V', donde V es independiente del tiempo y nos permite calcular los eigenestados
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de H,y V' es un potencial muy débil dependiente del tiempo que puede causar transiciones
entre los estados ‘y/0> y ‘l,//f > . La probabilidad de transicion es la constante de decaimiento A

y se calcula usando la regla de oro de Fermi:

\7!

i=2;<§//f V/0>‘2p(Ef)’ (3.46)

donde p(Ef) es la densidad de estados finales (niumero de estados finales accesibles al

sistema por unidad de energia).

El vector de estado\ v, (X,t)> para un estado estacionario con energia E, es
—iE,t/h
v (%, 1) = |y, (x)e ™", (3.47)
donde ‘l/la(X» es solucion a la ecuacion estacionaria de Schrodinger. La probabilidad de

encontrar al estado es independiente del tiempo. En el caso del estado ‘l//(t)> requerimos que

la probabilidad ‘<w0 ‘ W(t)>‘2 sea igual a P(t) dada por (3.41); entonces, su parte temporal debe

. . , . _atl2 ., . .
incluir el término € . De acuerdo a la observacion anterior y a la expresion (3.47), tenemos

que
(3.48)

La amplitud de probabilidad de que un nucleo se encuentre en el estado inicial sin haber decaido

es

f(t)=<1//01//(t)>=exp[—t;—iEh°tJ. (3.49)

La expresién anterior describe un sistema de nucleos radiactivos, tal que en un tiempo inicial, al

cual le hemos dado el valor de cero, todos los nucleos se encuentran en el estado ‘l//o>; por lo
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tanto, ésta es valida para tiempos t > 0. Para obtener la distribucion de energia P(E) de los

estados, requerimos calcular la transformada de Fourier de (3.49), obtenemos

T _| A 1
IEt/hf . .
l 27 (hA12)-i(E -E,) (5:50)

El limite inferior de la integral anterior es 0 y no —o0 porque, como ya explicamos, la funcién

f(t) solo esta definida para t > 0. La densidad de probabilidad de que un nucleo tenga energia

entre E y E +dE es P(E)dE, donde

fE) 1 anl2
T (E)'dE m(Anl2) +(E-E)) (3.51)
0

y donde se ha hecho la aproximaciéon E, >> A% .La expresion (3.51) describe una distribucion
lorentziana, cuyo maximo valor se encuentra en E; y con anchura (ancho a la mitad de la altura)

Al . Ala anchura se le asigna cominmente la letra I, tenemos entonces que

[=Ah. (3.52)

Rescribimos la ecuacion (3.51) en términos de 1" y obtenemos

P(E) = 1 r/2

712 +(E-E, )} (3:53)

La figura 3.2 muestra la forma de la distribucion lorentziana descrita por la ecuacién anterior.

De las expresiones (3.44) y (3.52) tenemos que la relacion entre el tiempo de vida T,y la

anchura I' es

(3.54)

o usando la expresion (3.42) se tiene que la relacion entre la vida media 7,,, y la anchura es
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h
T, = In(z)f' (3.55)

Para obtener las dos expresiones anteriores no fue requerido usar ninguna relacion de
incertidumbre entre energia y tiempo; por lo tanto, éstas no apoyan la existencia de un principio

de incertidumbre para la energia y el tiempo.

P(E)

E,>T

I

Figura 3.2. Distribucién lorentziana que representa la ecuacion (3.53).

3.6.1 Aplicacion de la desigualdad de Mandelstam y Tamm
Aplicaremos la desigualdad (3.31):

cosz(A:tj <l () p )

2
, para 0<t<

) 3.31
2AH (-3

a la vida media de un estado excitado. La vida media es el tiempo 7,,, que debe transcurrir para

que la probabilidad de no decaimiento ‘<l//(0)‘ l//(T)>‘ * sea V2. De (3.31) obtenemos que

AH 1 7h
cosz(hrl,zj <=, para0<g,, < AR (3.56)

lo cual implica que
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AH p/a 7h
7@2 > 4 pera 0<r7g,, < 2AH " (3.57)

La restriccion en el dominio de t para la cual se dedujo la desigualdad (3.31) implica que si la

vida media 7,,, de un estado es suficientemente pequefia, tal que satisface 7,,, < 71/ 2AH ,

entonces se cumple la siguiente relacion

AHz,,, 2

7ih
—. 3.58
4 (3.58)

Sin embargo, (3.58) no apoya la interpretacion de un principio de incertidumbre entre energia y

tiempo, en el cual se relacione la vida media de un estado inestable y su dispersion de energia,
porque su aplicacion esta limitada a que se satisfaga la condicion 7,,, < 7l 2AH ; es decir, la

desigualdad (3.58) no es de caracter general.

3.6.2 Ladesigualdad de Wigner para un estado resonante

A continuacién aplicaremos la desigualdad (3.39):
h
7€ > E , (3.39)

para un estado resonante (o resonancia). Veremos que en este caso 7 y & son

aproximadamente el tiempo de vida y la anchura de la resonancia.

Un sistema que decae es un estado no estacionario. La ley de decaimiento exponencial (3.41)
para dicho sistema es una buena aproximacion para grandes intervalos de tiempo, pero no es
asi para tiempos muy pequefios o muy grandes (Busch, 1990a). Consideraremos valida dicha

aproximacion y la utilizaremos para describir al sistema inestable.

Sea \u> el estado al tiempo cero:

u)=|w(0)). (3.59)

De acuerdo a (3.35) tenemos que
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WOy (t) T "y (0) 4(E)dE . (3.60)

0

El limite inferior de la integral anterior es cero y no —oo porque el espectro de energias esta
acotado inferiormente, y hemos dado el valor de cero a la minima energia. Por otro lado, ‘t//(t)>

—itH /1

se obtiene aplicando el operador de traslacién temporal € al estado inicial ‘w(0)>

Entonces, expresando el hamiltoniano en la base de sus eigenestados ‘ E> , tenemos
0

w(t) =e ™"y (0) = [ E)(E|w(0)dE . (3.61)

0

Aplicando el bra <1//(0)‘ a (3.61) y comparando con (3.60) se concluye que

o WO 4(E) <[ Elv0)" (362

Notemos que el modelo de decaimiento exponencial esta dado por la ecuacion (3.49) que nos da

la amplitud de probabilidad de que un nucleo se encuentre en el estado inicial sin haber decaido;
sin embargo, ésta esta definida solo para t > 0. Pero en el caso de la formulacién de Wigner,

para calcular T es necesario calcular las integrales de (3.33) desde —o0 y no desde cero. Lo
que se hace en este caso es sustituir el término exp(— tF/Zh) por exp(— ‘t‘F/Zh), de tal forma

que el limite de integracion pueda ser — oo (Busch, 1990a). Entonces tenemos que

(w(0)w(t) =e p[ i IEOt] (3.63)

2 h

y su transformada de Fourier es

(w(0) 4(E)) = 71[ E Eogzlf C12f (3.64)

La razén de que (3.49) esté definida Unicamente para tiempos positivos es que a un tiempo
inicial, que llamamos cero, se tienen N(O) nucleos radiactivos en su estado excitado. ;Qué

significa ahora que (3.63) esté definida también para tiempos negativos? Para responder esta
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pregunta consideremos que al tiempo cero tenemos N0 nucleos, los cuales estan excitados.
Llamemos Ne(t) al numero de nucleos que al tiempo t se encuentran en su estado excitado y

Nb(t) al nimero de nucleos en su estado base al mismo tiempo t. Entonces, se tiene que a

cualquier tiempo se cumple que
N, = N, (t)+ N, (t). (3.65)

Ne(t) esta dado por la norma al cuadrado de (3.63):

tr

N,(t)=N, exp[— hj; (3.66)

Evaluando (3.65) y (3.66) en t = —c0 tenemos que
Ne(—oo)zo y Nb(—oo): N, .

Por lo tanto, (3.63) representa un conjunto de nucleos que inicialmente (en t=-o) se
encontraban en su estado base; conforme avanzaba el tiempo se excitaron a un estado de
mayor energia con una tasa creciente de forma exponencial; a partir de que todos los nucleos
llegaron a su estado excitado, o sea, a partir de t =0, los nlcleos decaen a su estado base con
una forma que decrece exponencialmente con el tiempo. Aunque esta interpretacién es
razonable y parece adecuada, presenta la dificultad de que para tiempos negativos, es necesario
un agente externo que esté suministrando energia al sistema para excitar los nucleos, hecho que

complica el problema. Nosotros no consideraremos a dicho agente externo en nuestro analisis.

Usando las ecuaciones (3.33) y (3.34):

0w - e FlO1o(E) e -, ot

_T<‘//(O)‘//(t)>2dt | B T<V/(O)¢(E)>2dE ’
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y usando la aproximacién F/E0<<l generalmente valida para los estados resonantes,

obtenemos que 7 :ﬁh/r I\/Efp y ¢ =1"/2. Es decir, 7 y & son aproximadamente, el

tiempo de vida y la anchura. Vemos que se satisface la desigualdad de Wigner
e >hl2.

De acuerdo al resultado anterior, el formalismo de Wigner parece apoyar la interpretacion del
principio de incertidumbre para la energia y el tiempo segun la cual existe una relacion de
incertidumbre entre el ancho de energia de un estado inestable y su tiempo de vida. Sin
embargo, para llegar al resultado anterior, tuvimos que realizar integrales en el tiempo cuyo
limite inferior es — o0 . Este hecho, como hemos indicado, tiene como significado fisico en el caso
estudiado de nucleos radiactivos, que debe existir un proceso mediante el cual se exciten a los
nucleos de su estado base a un nivel de mayor energia. Este proceso no estd descrito en el

formalismo de Wigner, y por lo tanto, el significado de 7 resulta obscuro.

Concluimos esta seccion diciendo que ciertamente existe una relacién entre el ancho de la
distribucién de energia de un estado inestable y su tiempo de vida, como se indica en (3.54).
Pero ésta no es una relacion de incertidumbre. Vimos que del formalismo de Mandelstam vy
Tamm se obtiene la desigualdad (3.58) que relaciona la dispersion de energia del estado
inestable y su vida media, pero la validez de tal desigualdad esta limitada para pequenos valores
de la vida media. Por otro lado, siguiendo el formalismo de Wigner se obtiene una desigualdad
entre tiempo de vida y el ancho de energia del estado inestable, pero como explicamos, el

significado fisico de las cantidades involucradas no es claro.
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Conclusiones

La expresibn matematica formal del principio de incertidumbre tiene una aceptacién
generalizada. Consiste en desigualdades que imponen un limite al producto de las desviaciones
estandar de pares de operadores no conmutativos. La controversia surge al interpretar el
significado de tales desigualdades. En el caso mas tratado, es decir, el de la posicion y el

momento se dicen muchas cosas distintas respecto al significado del principio de incertidumbre.

Las dos principales interpretaciones de la mecanica cuantica son la ortodoxa y la de ensemble.
La interpretacion ortodoxa atribuye distintos significados al principio de incertidumbre
dependiendo del autor. Puede concluirse de los experimentos pensados de Heisenberg que el
principio de incertidumbre implica un limite en la medicion simultdnea de la posicién y el
momento de una particula. Otro punto de vista consiste en que una particula no tiene posicion y
momento definidos simultdneamente con absoluta precision. Un enfoque mas es el de la
complementariedad, segun la cual, el principio de incertidumbre impide que en los experimentos
se manifiesten simultineamente la naturaleza corpuscular y ondulatoria de la materia, pues
éstas son caracteristicas excluyentes pero complementarias. Segun la interpretacion ortodoxa, el
principio de incertidumbre impone un limite en el conocimiento de la materia que es intrinseco a

ella.

Por otro lado, la interpretaciéon de ensemble considera que el principio de incertidumbre impone
un limite a las desviaciones estandar de las variables no conmutativas de un ensemble
constituido por muchas particulas que se han preparado similarmente. El limite impuesto no es
sobre una sola particula sino sobre un conjunto grande de ellas. Esta interpretacién no dice que
una particula no tenga definidos simultaneamente con absoluta precisién su posiciéon y su

momento. Tampoco dice que sea imposible medirlas simultineamente con incertidumbres
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arbitrariamente pequefias. Mucho menos atribuye caracteristicas ondulatorias a una particula

individual, pero reconoce el caracter ondulatorio de un ensemble.

Cual interpretacién se considere correcta es cuestion de gustos. Ambas tienen el mismo
formalismo matematico y son consistentes con los resultados experimentales. Las dos
interpretaciones son validas. Pero a mi parecer, la interpretacion de ensemble es mas adecuada
porque a diferencia de la interpretacion ortodoxa no presenta tantos problemas para el
pensamiento intuitivo, resuelve paradojas importantes y hace menos afirmaciones de caracter
filosofico que son incomprobables experimentalmente. Ademas, la interpretacion de ensemble de
la mecéanica cuantica es consistente con nuevas teorias que en algin momento pudieran
remplazar a la actual. De tal forma, que al adoptar esta interpretacion uno tiene la libertad de
buscar nuevos formalismos mateméticos que en algin momento pudieran requerirse para
explicar resultados experimentales que no coincidan con los predichos por la mecanica cuantica.
Por ejemplo, la violacion del principio de incertidumbre en algin experimento futuro seria un
indicador de que la mecanica cuantica tiene limites de aplicacion y que es necesario construir
una nueva teoria mas general. En cambio, si se abraza la interpretacion ortodoxa, uno esta
destinado a creer que la mecanica cuantica es una teoria completa y que por lo tanto nunca sera

necesario remplazarla.

Respecto al principio de incertidumbre para la energia y el tiempo vimos que el teorema de Pauli
implica que no existe un operador universal de tiempo en la mecénica cuantica, hecho que
impide la existencia de una relacién de incertidumbre para la energia y el tiempo analoga a las
de posicién y momento. Sin embargo, existen posturas distintas a ésta, que afirman la existencia
de un principio de incertidumbre entre energia y tiempo. Hay varias interpretaciones de la
relacién de incertidumbre para la energia y el tiempo. Vimos que la interpretacion segun la cual
la duracién de un proceso de medicidon de la energia implica una incertidumbre minima en la
energia medida, o en la energia de interaccion entre sistema medido y aparato de medicion, es

incorrecta como muestra el contraejemplo de Aharonov y Bohm en el cual se mide la energia de
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un sistema con precisién arbitraria en un tiempo tan pequefio como se quiera. Y aunque esta
interpretacién se considerara correcta, demostramos que ésta no implicaria que se viola el
principio de conservacion de la energia, contrariamente a lo cominmente dicho. También vimos
que la interpretacién segun la cual la relacién de incertidumbre se aplica al ancho de la
distribuciéon de energia de un estado inestable y a su tiempo de vida tampoco es adecuada;
aunque existe una relacion entre ancho de energia y tiempo de vida, ésta no es una relacion de
incertidumbre. Si existe un tipo de relacién de incertidumbre para la energia y el tiempo, que se
deduce sencilla y rigurosamente con el formalismo de la mecéanica cuantica; ésta es la
desigualdad de Mandelstam y Tamm. Segun ésta, el producto del tiempo de evolucion de las

propiedades dinamicas de un sistema cuantico y la desviacion estandar de su espectro
energético no puede ser menor que 7/ 2. Ademas, esta desigualdad permite una generalizacion

del principio de incertidumbre en la cual se trata en forma analoga a las relaciones de

incertidumbre para la energia y el tiempo, y para la posicion y el momento.
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Apéndices

Apéndice A
Seguiremos el procedimiento presentado por Uffink (1993) para deducir la desigualdad (3.31)

obtenida por Mandelstam y Tamm:

AH 2 7h
cos?| ——t|< 0)wlt)) , ara 0 <t < : A1
(<O, e 0sts )
a partir de su desigualdad mas general (3.13):
n
A \tAH > > (A2)
De acuerdo a la definicién (3.12):
At= AA/\<dA/dt>\ , (A3)
expresamos (A2) como
d(A
AHAA > E ﬁ : (A4)
2| dt

A=y (0)((0). (AS5)

Como

la desviacién estandar de A es

aa= ((B-(AF) = A7) ~(A7 = [AR-(A). 0

El valor esperado de A al tiempo t es

()= ) w0 WO w (V) =[O w)" @

Realizando el siguiente cambio de variable:
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cos? g(t) =|(w (0)w(t)|” =(A), (A8)

tenemos que

d(A
(<jt> = 2cos¢(t)sen¢(t)d§£t) , (A9)
y que
AA = [cos? (t L - cos? #(t)) = cosg(t sengt). (A10)
Sustituyendo las expresiones (A9) y (A10) en la desigualdad (A4) se obtiene
AH _|dg(t)
= S | TP
n ol dr (A11)

Integramos con respecto al tiempo y obtenemos

AH, tAH  _ ldg(s), _|tdels)
; t:! 5 dszl i dszl i ds =|g(t) - 4(0) . (A12)
De (A8) vemos que
1=(y(0)|w(0)" = cos? 4(0). (A13)

Limitando el dominio de ¢ al intervalo (-11,7) que da todos los valores posibles, de 0 a 1, para la
2
probabilidad ‘<y/(0)‘l//(t)>‘ , obtenemos que

#(0)=0.

Entonces, de (A12) resulta

AH
(t). (A14)

—t=glt

De la desigualdad anterior y de la definicion (A8) de ¢(t) se obtiene (A1).
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Apéndice B

Seguiremos a Uffink (1993) para demostrar la desigualdad (3.32):

rﬂWa(E)Z Zharccos('gﬂ_a], siysolosi f<2a-1. (B1)
a

Para hacer esto utilizaremos la desigualdad (3.32) (cuya deduccién se presenta en el apéndice A

y se llamé (A1)):

7h
2AH

COSZ[A:tj < ‘<l//(0)‘ l//(t)>‘2, para 0 <t < (B2)

Primero expresemos al estado ‘W(t)> como una combinacion lineal de dos estados, uno

‘l//W (t)> cuya energia esta en el intervalo W, (E) y otro ‘l//wc(t)> con energia fuera de este

intervalo:

() = (O w (O] () + (wye O (t) vy 1) (B3)

De acuerdo a la expresion (3.29):

[,/Elw(©0)] dE =0 (B4)
Las amplitudes de probabilidad son

wu@yt)="a v  wOvlt)="1-a.

Como los estados ‘l//w (t)> y “//WC (t)> son ortonormales se tiene que

<l//W‘l//W>=<l//WC ‘//WC>=1 y <‘//Wc ‘//w>:0-

Desarrollando <l//(0)‘ w(t)> y usando las expresiones anteriores obtenemos

W (©)|y(t) = alyy 0)wy ) + 1)y, (0) v (). (B5)

De acuerdo a la desigualdad (B2)

vy Oy ) z oo 1241 |
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donde A, H es la desviacion estandar correspondiente al estado ‘l//w (t)> Como el término

<1//WC (O)‘t//wC (t)> en (B5) no es menor que -1, resulta

o)) > acos 2]~ 0-a).

(B6)

Debido a la forma en la que se construy6 el estado ‘l//w (t)> el intervalo de energias Wa(E)

incluye toda su distribucién energética, por lo que la desviacién estandar A, H esta contendida

en W, (E), es decir,

Como se indica en (B2),

entonces

cos[AWHtj > cos(W“(E)t] :
h 2h

Sustituyendo la expresion anterior en (B6) obtenemos

W) wit) = aCOS(W“Z;E)tj—(l—a).

Sustituyendo t por 7 ; en la expresion anterior y utilizando (3.30):

<‘//(0)‘Ut (Tﬁ ) '//(O)> =B,

se obtiene (B1).

(B7)

(B8)
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