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Capitulo 1

Introduccion

Banados, Teitelboim y Zanelli mostraron que las ecuaciones de campo de
Einstein en el espacio-tiempo (2+1) dimensional con constante cosmoldgica
negativa admiten una solucién que describe un hoyo negro, el cual es llama-
do el hoyo negro BTZ. La presente tesis tiene el objetivo de encontrar las
propiedades termodinamicas de este hoyo a través de conceptos geométricos
asociados a un espacio termodinamico.

Este estudio de las propiedades termodinamicas, esta basado en la cons-
trucciéon geométrica del espacio fase termodindmico 7, el cual estdcoorde-
nado por los pardmetros {®, E% I}, donde ® es la ecuacién fundamental
del hoyo negro y entonces juega el papel del potencial termodinamico, E*
son las variables extensivas en términos de las cuales estd descrito ®, que
en este caso son la entropia S y el momento angular J, por otra parte ¢
son las correspondientes variables intensivas duales a las extensivas y son la
temperatura 1" y la velocidad angular €.

Este espacio 7 tiene ciertas propiedades geométricas, como por ejemplo,
el ser un espacio continuo y ademds es una variedad diferencial, estos y
otros conceptos son bésicos para el entendimiento de esta tesis. Los apéndices
presentan los conceptos base de la geometria diferencial que nos ayudaran
a obtener las propiedades geométricas del espacio 7 y en particular de un
subespacio contenido en este dltimo que es de vital importancia para nuestro
estudio, que es el espacio de estados de equilibrio termodinamico . Asi que
para el lector que no este familiarizado con estos conceptos de geometria dife-
rencial es recomendable que comience estudiando desde el apéndice A hasta
el apéndice E, en donde son presentados conceptos tales como la definicién de
variedad, espacios tangente y cotangente en una variedad, el tensor métrica,



la relacion entre los vectores y los covectores a través de la métrica, los simbo-
los de Christoffel, la relacion entre los simbolos de Christoffel y la métrica,
tensor de curvatura de Riemann, tensor de Ricci, escalar de curvatura, entre
muchos otros conceptos. Ademéas damos ejemplos de cémo calcular los simbo-
los de Christoffel y el escalar de curvatura para una variedad 2-dimensional a
partir de una métrica general, lo cual sera muy ttil en una parte del desarrollo
de esta tesis.

Una de las propiedades que més nos importa de la variedad que vamos a
estudiar es la curvatura, que nos habla de las interacciones termodinamicas
dentro del hoyo negro. Con interacciones termodinamicas nos referimos al he-
cho de que por ejemplo para el gas ideal donde no se consideran interacciones
entre los elementos del gas, la curvatura de la variedad correspondiente es
cero, mientras que para el gas de van der Waals donde se consideran interac-
ciones de un cierto tipo, las cuales se ven reflejadas en la ecuacién de estado
de dicho gas, la curvatura de la correspondiente variedad es distinta de cero.
Esta curvatura la obtenemos en términos de la métrica g introducida en el
espacio de estados de equilibrio € y se introduce en base al potencial ter-
modinamico ® y las demés coordenadas en el espacio fase termodindmico T,
de tal manera que g es invariante de Legendre, es decir, la métrica describe de
igual forma las propiedades geométricas del espacio ¢ sin importar con cual
de los potenciales termodindmicos (los cuales tienen la misma informacién
termodindmica del sistema) es construida.

La estructura de la tesis es la siguiente:

En el capitulo 1, revisamos algunos conceptos pertinentes de relativi-
dad general que son ttiles en la descripcién de los hoyos negros en cuatro
dimensiones, para después pasar a una descripcién de la gravedad en (2+1)-
dimensiones y del hoyo negro BTZ.

En el capitulo 2, recordamos algunos de los principales conceptos de ter-
modindmica clasica y después nos introducimos a la termodinamica de los
hoyos negros, en donde se estudian las cuatro leyes de la termodinamica para
un hoyo negro. También dedicamos parte de este capitulo a estudiar los an-
tecedentes de la geometria aplicada a la termodinamica y los fundamentos
de la geometrotermodindmica de los hoyos negros.

En el capitulo 3, construimos el espacio fase termodinamico del hoyo ne-
gro BTZ y encontramos su ecuacion termodinamica fundamental. También
obtenemos propiedades como la temperatura, la velocidad angular y la ca-
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pacidad calorifica, entre otras. Esto en términos del radio del horizonte de
eventos del hoyo negro BTZ.

Por otra parte obtenemos la métrica Gprz del espacio fase termodinamico
en base a una métrica presentada en el capitulo 3, ademés de la uno-forma
fundamental, para después inducir el espacio de estados de equilibrio con la
correspondiente métrica g.

Como 1ltimo paso, realizamos un analisis grafico de todas las variables
termodinamicas, para concluir con el calculo del escalar de curvatura y hace-
mos el correspondiente andlisis general de resultados.

En el capitulo 4, introducimos la constante cosmolégica A como otra
variable extensiva termodinamica y al observar que esto ultimo crea un gran
problema en la métrica g del espacio de estados de equilibrio, optamos por
introducir el cuadrado del radio de curvatura /2 como variable extensiva en
lugar de A, a su vez analizamos el por qué de esta arbitrariedad y hacemos
el correspondiente andlisis de resultados.

El capitulo 5 presenta las conclusiones obtenidas de esta tesis.



Capitulo 2

Fundamentos de Relatividad y
Hoyos Negros

Para entrar al tema de hoyos negros y en particular al de los hoyos negros
BT7Z (Banados, Teitelboim y Zanelli), necesitamos introducirnos al contexto
de la teoria de gravedad, en particular a las ecuaciones de campo de Einstein,
cuyas soluciones adecuadas al problema particular describen ciertos sistemas
fisicos como por ejemplo la fisica de un hoyo negro.

2.1. Tensor de Einstein

La relatividad general es una teoria basada en conceptos de geometria
diferencial, por medio de los cuales se puede describir las propiedades de un
espacio-tiempo como su curvatura, el cual se ve afectado por una fuente de
campo gravitacional.

Imaginemos una variedad continua o bien un espacio, el cual tiene una
cierta curvatura. A este espacio le podemos asociar una métrica g por medio
de la cual medimos la longitud de un elemento de linea de cualquier curva
en dicho espacio. Es decir, la métrica nos pérmite una definicion de longitud
en la variedad como se estudia en el apéndice B.

Ahora de acuerdo al apéndice E, en un espacio plano existe un sistema
de coordenadas en el cual los simbolos de Christoffel son cero, pero en un
espacio curvo, no podemos hallar un sistema de coordenadas global en el cual
estos simbolos sean en general cero y también se estudia en este apéndice que
la diferencia entre una variedad general y un espacio plano se manifiesta en



la derivada de estos simbolos de Christoffel.

Por otra parte de acuerdo al apéndice D, podemos obtener los simbolos
de Christoffel en términos de las derivadas parciales de las componentes de
g, por medio de la siguiente expresion

1 m m
591 (Gjik + Gk — Ging) =T ik (2.1)

donde gy; son las componentes de la métrica y gy, ; la derivada de esta com-
ponente con respecto a la j-esima coordenada.

De acuerdo a lo expresado anteriormente, es natural que la curvatura de
una variedad general se pueda obtener en términos de las derivadas de los
simbolos de Christoffel. Es el tensor de curvatura de Riemann quien pre-
cisamente tiene esta funcién y el cual como vimos en el apéndice E tiene
componentes dadas por:

R =17 ik — r ikl T D7 ™ — T T, (2.2)

También se estudia en este apéndice, que una variedad plana es aquella
en la que un vector puede ser movido paralelamente alrededor de una curva
arbitraria cerrada y retornar a su punto inicial sin cambiar, lo que significaba
que

R ;1 = 0 < lavariedad es plana (2.3)

Por otra parte como Rj;x = g; fRf k1, una propiedad importante respecto
a las componentes del tensor curvatura, es la siguiente

Rjikl;n + Rjink;l + Rjiln;k =0 (24)
También definimos el tensor de Ricci Rj;:
Rji = Rk jki = Rij (25)

que es la contraccién de R* j; en el primer y tercer indices.
Por ultimo el escalar de Ricci o bien el escalar de curvatura es definido
de la siguiente forma

R = ¢" Ry = ¢"¢" R (2.6)

En el apéndice E se muestran ejemplos de como calcular, tanto los simbo-
los de christoffel como el escalar de curvatura para una variedad dos-dimen-



sional y una tres-dimensional, cada una de las cuales tiene asociada una
métrica general.

En el caso del ejemplo dado para la variedad dos-dimensional, la expresion
obtenida del escalar de curvatura R (ecuacién E.45), serd muy ultil para
nuestro trabajo posterior.

A continuacién se dard una motivacion intuitiva de la estructura de las
ecuaciones de campo de Einstein por medio de una construcciéon muy sencilla
de estas [9].

Partiendo de la ecuacién (2.4) tenemos que

G [Rjiktom + Rjimka + Rjitmat] = 0 (2.7)
si ahora usamos que gj;x = 0y como ¢* es funcién solo de g;; de aqui se
sigue que

9% =0 (2.8)
de esta tltima ecuacién y de (2.7) podemos ahora obtener la contraccién de
Ricci a las idéntidades de Bianchi, es decir

Ril;m - Rim;l + Rk imsk — 0 (29)

pues ¢’F y gi; pueden ser tomadas dentro y fuera de las derivadas covariantes,
esto significa que si consideraramos el bajar y subir indices como un opera-
dor, este conmutaria con la difereciacion covariante. Otro hecho que hemos
utilizado para obtener el segundo término es que Rjimr = —LRjikm-

Pero hay una ecuacién que es mas frecuentemente usada y es obtenida
contrayendo otra vez en los indices ¢ y I:

gil [Ril;m - Rim;l + Rk ilm;k} =0
de lo cual se sigue
Ryn — RF e — R¥ i = 0 (2.10)

donde hemos utilizado otra vez la antisimetria del tensor de curvatura. Pode-
mos notar que R es un escalar, asi que R, = I, en cualquier sistema de
coordenadas. Asf la ecuacién (2.10) puede ser escrita de la siguiente forma:

(2R*,, — 6%, R) . = 0 (2.11)

estas son las llamadas idéntidades de Bianchi. Por otra parte si definimos el
tensor simétrico ]
GV = R — §gjiR =GY (2.12)



de la ecuacién (2.11) podemos observar que
G, =0. (2.13)

Es importante resaltar que el tensor G’* depende solamente del tensor cur-
vatura y de la métrica, este tensor es llamado el tensor de Einstein [9].

La descripcién de la gravedad y su accién en la materia esta basada en
la idea de una variedad curva con una métrica y en que es son las fuentes de
este campo las que determinan la métrica asociada a la variedad. El andlogo
a esto en la teoria de Newton es

V¢ = 4nGp (2.14)

donde p es la densidad de masa. Su solucién para una particula puntual de
masa m es

o= - (2.15)

se podria decir que la fuente del campo gravitacional en la teoria de Newton
es la densidad de masa. En la teoria relativista de gravedad, consideramos
el tensor T de energia-momento como la fuente de campo gravitacional. La
generalizacién de la ecuacién (2.14) para la relatividad podria tener la forma

O(g) = kT (2.16)

donde k es una constante y O es un operador diferencial en el tensor métrico
g, el cual es la generalizacién de ¢ y aqui habra 16 ecuaciones diferenciales
para cada componente de (2.16) en lugar de una sola, ecuacion (2.14). Pero O
esta igualado a un tensor de rango (3), T. Y al igual que este tltimo también
debe estar en términos de combinaciones de g5, Gri,m ¥ gri- Observamos que
el tensor de Ricci satisface todas estas condiciones, asi que también las debe
satisfacer un tensor de la forma [9]

O = R 4 ug" R + Ag’ (2.17)

con p y A constantes. Localmente T cumple con
T =0, (2.18)
ecuacién que es cierta para cualquier tensor métrico, por lo que tenemos que

0", =0 (2.19)

)
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lo cual también es cierto para cualquier tensor métrico y como ¢/, = 0
entonces de la ecuacién (2.17) se cumple que

(R + g’ R); = 0 (220)

comparando esto con la ecuacién (2.12) vemos que p = —3.

En este punto debemos notar que la métrica esta determinada por las
fuentes del campo que deseamos describir.

Otra manera de obtener las ecuaciones de campo de Einstein en el vacio

es mediante la accion de Einstein-Hilbert definida como sigue

Mn

donde M™ es la variedad M de dimension n y g es el determinante de la métri-
ca definida en esa variedad n-dimensional. Al variar la accién de Einstein-
Hilbert con respecto a la métrica y pidiendo que sea cero obtenemos las
ecuaciones de campo de Einstein

0 en
St

1
=0« Ry — 5%13 =0 (222)

la ultima relacién es en realidad un sistema de ecuaciones no lineal y en
derivadas parciales para la métrica g;;, cuyo ntimero de ecuaciones depende
de la dimensién de M, es decir de la variedad que queremos describir. Las
ecuaciones (2.22) son las ecuaciones de campo de Einstein.

2.2. Hoyos negros en cuatro dimensiones

El fenémeno de la formacién del horizonte que encierra a un hoyo negro
estd relacionado con el colapso de una estrella a tan pequenas dimensiones
que el campo gravitacional atrapa cualquier cosa inclusive la luz dentro de
una cierta regiéon la cual es llamada el interior del horizonte del hoyo negro.

La clave para entender los hoyos negros y especialmente su conexién con
la termodindmica, es apreciar el significado de lo que llamamos el horizonte
de eventos. Consideremos una estrella masiva muy compacta, la fuerza de
gravedad en su superficie se puede incrementar debido a que esta empiece a
colapsarse o al haber un aumento en su masa. De acuerdo a la teoria general
de la relatividad, la gravedad afecta las propiedades de la luz, un ejemplo

11



de esto, es que los rayos de luz dejan la superficie de la estella viajando
radialmente hacia afuera y como la luz tiene que hacer trabajo para vencer
a la gravedad superficial y escapar de la estrella, la cosecuencia es que su
energia y por lo tanto su frecuencia se ven disminuidas. Esto es lo que llaman
el corrimiento al rojo debido a la gravedad y ha sido medido para luz dejando
objetos masivos de gravedad relativamente baja, como por ejemplo el sol y
la tierra. Para objetos méas compactos y masivos el corrimiento al rojo llega
a ser enorme [16].

De acuerdo a la teoria de gravitacién Newtoniana y a la teoria de relativi-
dad, una estrella esférica sin carga puede colapsarse si su radio es menor que
2GM/c?, donde M es la masa, c es la velocidad de la luz y G es la constante
gravitacional de Newton. Este tamano es muy pequeno, es de 1km para el
sol y de 1lcm para la tierra.

Calculos directos muestran que conforme la estrella se apréxima al radio
critico, la luz de su superficie sufre un corrimiento al rojo sin limite y no
lo podemos ver, de ahi el adjetivo. Una forma de visualizar esto es pensar
que conforme la estrella se apréxima al radio critico 2GM/c* ninguno de
los eventos que ocurren en su superficie y dentro de la estrella pueden ser
vistos después de esto. Asf la superficie esférica r = 2G'M/c? actia como un
horizonte de eventos [16].

Una forma de visualizar el horizonte de eventos es imaginar frentes de
onda de luz esféricos, los cuales son emitidos radialmente hacia fuera desde
diferentes superficies r = cte. Aquellas ondas esféricas que no son atrapadas
al colapsar la estrella, viajan desde r > 2G'M/c? expandiendose y escapando
gradualmente al infinito. Aquellos rayos de luz emitidos que se encuentran
dentro del radio critico, no logran escapar y son atraidos hacia el centro, ain
cuando ellos fueron emitidos hacia fuera del mismo. El horizonte de eventos es
la superficie esférica de luz, a partir de la cual los rayos no pueden escapar al
darse el colapso. Para observadores distantes este horizonte tiene un tamano
de r = 2GM /2.

De acuerdo a la teoria de relatividad, la materia y la informacién no se
pueden propagar mas rapido que la luz, asi la luz no puede escapar de dentro
del horizonte ni cualquier otra cosa tampoco. El colapso de la estrella es muy
rapido, en una fraccién de segundo en tiempo propio de la estrella, la super-
ficie aparentemente desaparece en un sélo punto y la densidad de la estrella
tiende a ser infinito [16], pero debido a que la curvatura del espacio tiempo
presenta una singularidad sin aparente limite, estd singularidad representa
un tipo de borde para el espacio-tiempo.
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Las soluciones generalmente mas conocidas a las ecuaciones de campo
de Einstein de relatividad general las cuales describen hoyos negros, son las
llamadas Kerr-Newman, que describen materia libre en el espacio-tiempo re-
presentando un hoyo negro el cual rota y tiene carga eléctrica. Estas solu-
ciones estan descritas por un conjunto de tres parametros que son: la masa-
energia total M, el momento angular J = |J| y la carga eléctrica (). Para
J = @ = 0 la solucién, es la descubierta por Schwarzschild en 1916, cuya
métrica estd dada por [§]:

, oM
I

oM 2
ds* = — (1 — —)dt2 + o ar + r2dQ?. (2.23)

Aqui dQ? representa la métrica sobre una 2-esfera unitaria. La solucién
Reissner-Nordstrom describe un hoyo negro con J = 0, cuya métrica es [2]

A 2
ds = = Sde* + rPsen®0dig? + i + r2df? (2.24)
T
con
A=(=r)r=r),  re=MEV/M-Q* (225

donde 7y y r_ son los radios externo e interno del hoyo negro respectiva-
mente. La métrica Kerr, describe el campo gravitacional de un hoyo negro
estacionario, simétricamente axial y rotando pero con () = 0, estd métrica es
la siguiente [2]

a = By 20500 4 8) gy,
S b
2 2)2 _ 42sen20A by
, P44 S ’ sen0d® + dr? + Td6?, - (2.26)

donde
E:r2+a200329, A= (r—?"_,.)(?“—?"_), T+ =M=+ V MZ_QZ (2'27)

y con a = J/M que se interpreta como el momento angular especifico. La
solucién que describe el hoyo negro de Kerr-Newman es [2]:

gt o AT, dusen’O” tal A
E X
2 1 a2)2 — a2sen0A by
n (r* +a”) - asen sen®0dp® + ZdTQ +Xd6?, (2.28)

13



con ¥y A dadas por (2.27), pero en este caso r4 = M £ /M? — a? — Q2.

La forma del horizonte y el comportamiento de los rayos de luz en este caso
general son mas complicados, pero las caracteristicas cualitativas escenciales
son las mismas que para el hoyo negro de Schwarzschild.

2.3. Gravedad en 2+1 dimensiones

La gravedad en (2+1) dimensiones (dos dimensiones de espacio més una
de tiempo) es un modelo que ayuda a abordar de una manera més sencilla
problemas relacionados a la teoria cudntica de gravedad [13]. Este modelo
tiene la ventaja de ser mds simple matemadtica y fisicamente que el modelo
real (341)-dimensional de relativiad general usado para describir la teoria
de gravitacién y ademas tiene los mismos fundamentos conceptuales que este
altimo.

Como ya mencionamos en la seccién anterior, Hawking mostrd que los
hoyos negros son objetos termodindmicos, con temperaturas caracteristicas
y entropias. Aun antes del trabajo de Hawking se ha supuesto que estas
propiedades termodindmicas reflejan la mecédnica estadistica de los estados
cuanticos gravitacionales del sistema, pero la naturaleza detallada de estos
estados atin no se ha podido decifrar. El hoyo negro (2+1)-dimensional de
Banados, Teitelboim y Zanelli, es decir el hoyo negro BTZ puede tener una
entropia arbitrariamente alta [14].

Una de las principales caracteristicas de la gravedad vista en un espacio
(2+1)-dimensional en el vacio es que no hay grados de libertad locales. Esto
puede ser mostrado por un simple argumento: el espacio fase consiste de una
métrica espacial con la cual hay tres grados de libertad por punto y su mo-
mento candnico con el cual hay otros tres grados de libertad por punto, pero
la teoria también tiene tres constricciones que restringen los datos iniciales
y tres coordenadas arbitrarias elegidas con lo cual tenemos cero grados de
libertad locales. Asi cuando n = 3 es decir en el espacio (2+1)-dimensional
no hay grados de libertad fisicos; todos los grados de libertad son topoldgicos
[14].

En este espacio-tiempo tridimensional la accién de Einstein-Hilbert es

18, = / VI (R —2A) d*z (2.29)

donde A es la constante cosmoldgica y es un grado de libertad topoldgico.
Cuando la constante cosmoldgica es cero, la solucién a las ecuaciones de
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campo de Einstein en este espacio-tiempo (2+1) dimensional corresponde a
una métrica que describe un espacio necesariamente plano.

Variando esta ultima ecuacién con respecto de la métrica, obtenemos las
ecuaciones de campo de Einstein

0 Eara 1
5gkl = Rkl — §gk1R + Agkl =0 (230)
donde .
Rkl — §gk1R = —Agkl (2.31)

son las ecuaciones buscadas. Una de las soluciones de (2.31) describe la fisica
relacionada al hoyo negro BTZ, que discutimos en la siguiente seccion desde
el punto de vista de la relatividad general.

2.4. El hoyo negro de BTZ

Como mencionamos en la seccién anterior, cuando la constante cosmoldgi-
ca es cero, una solucién en el vacio a las ecuaciones de campo de Einstein
en el espacio-tiempo (2+1) dimensional es necesariamente la que describe un
espacio plano y puede ser mostrado que no hay soluciones que describan un
hoyo negro. Por lo tanto causé una enorme sorpresa cuando Banados, Teitel-
boim y Zanelli mostraron que en el vacio, la gravedad (2+1)-dimensional con
A < 0 admite una solucién que describe un hoyo negro [14]. Es decir hay una
solucién a (2.31), la cual describe un hoyo negro y este es precisamente el
espacio-tiempo BTZ.

El hoyo negro BTZ en coordenadas de Schwarzschild (2° = ¢, 2! = r, 2? =
¢) esta dado por la métrica [13]

ds? = —N2d2 + r*(d¢ + N°dt)? + N~2dr’ (2.32)

con

2 2 72
2 re  16G*J
N——8GM+Z—2+ 7

(1] < MD). (2.33)

Si elegimos unidades tal que 8G = 1, entonces

2 JQ
N2=-M+ 4+ N = —

— 2.34
12 4r2’ 212 (2.34)
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con M la masa, J el momento angular del hoyo negro y A = —1/I%. Este

espacio-tiempo es el hoyo negro BTZ (2+1)-dimensional. De la ecuacién
(2.32) vemos que la métrica espacial es simplemente

N72 0
Gesp = 0 r2
observamos que la métrica tiene una singularidad cuando N2 = 0 con lo cual

podemos obtener el horizonte de eventos en r = r, y el horizonte interno en
r_. De esta condicién se desprenden las siguientes relaciones

N? =0
7.2 J2
_M — —
= + l2+47‘2 0
4 2
r 5 J

(2.35)

con lo que obtenemos los ceros de la funcién N:

12 J2\ /2
ri = ) [M + (M2 - 1_2> ] (2.36)

y entonces de una manera sencilla obtenemos de esta tltima ecuacion
2 2
T+l 2ryr_
M=—"+_—= J=="t" (2.37)
2 l
La caracteristica mas importante de los hoyos negros BTZ es que tienen

propiedades termodinamicas cercanamente analogas a los hoyos negros realis-
tas del espacio-tiempo (341) dimensional [13].
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Capitulo 3

Termodinamica de hoyos negros

En este capitulo, como primer paso recordaremos algunos de los prin-
cipales conceptos de termodinamica cldsica, para después introducirnos a
la termodinamica de los hoyos negros, en donde estudiaremos las cuatro
leyes de la termodinamica para un hoyo negro. También estudiaremos los an-
tecedentes de la geometria aplicada a la termodindmica y como ultimo paso
se estudiaran los fundamentos de la geometria aplicada a la termodinamica
de los hoyos negros. Es importante senalar que el estudio de este capitulo, es
importante para conocer los conceptos que se manejaran posteriormente.

3.1. Algo de termodinamica

Para describir macroscépicamente un sistema se requiere de un escaso
nimero de parametros a diferencia del enorme nimero que requeririamos
para hacer una descripcion a nivel atémico. Cuando pasamos de un nivel
de descripcién atémico a uno macroscépico hay una simplificacién enorme
y una dréstica reduccién en el nimero de variables necesarias. Es decir, las
medidas macroscépicas detectan solamente valores medios de las coordenadas
atémicas [11].

Del enorme ntmero de coordenadas atémicas, sélo un pequeno grupo de
ellas sobrevive al promedio estadistico asociado con la transicién a una des-
cripcién macroscopica. Algunas de estas coordenadas que sobreviven son de
naturaleza mecanica como por ejemplo el volimen. Asi la termodindmica es el
estudio de las consecuencias macroscopicas de las innumerables coordenadas
atémicas que debido al promedio estadistico, no aparecen explicitamente en
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la descripcion macroscopica de un sistema dado.

Por otra parte los pardmetros macroscopicos V, N1, Na, ..., N,., donde N}, es
el nimero de moles del k—esimo componente quimico del sistema, tienen una
propiedad comtn que es importante la cual se llama extensividad. Suponga-
mos que tenemos un sistema compuesto por varios subsistemas, los pardame-
tros de este sistema cuyos valores son iguales a la suma del mismo parametro
en cada uno de los subsistemas se llaman parame-
tros extensivos. Los pardmetros extensivos tienen un papel fundamental en
toda la teoria termodinamica.

Los sistemas macroscépicos poseen energias definidas y precisas, que es-
tan sometidas a un principio de conservacién determinado. Es decir en todo
sistema, termodinamico hablaremos de una energia perfectamente definida.
Unicamente las diferencias de energia y no los valores absolutos de las mis-
mas tienen un significado fisico. Por eso se acostumbra adoptar algin estado
particular del sistema como estado de referencia cuya energia se considera
como cero. La energia del sistema en cualquier otro estado referida al estado
de referencia, se conoce como energia interna termodindamica del sistema en
dicho estado. Al igual que el volumen y el nimero de moles, la energia interna
es un parametro extensivo.

Los estados a los que se aplica la termodinamica macroscépica se denomi-
nan estados de equilibrio, donde, un sistema se encuentra en equilibrio si las
cantidades fisicas aditivas de los subsistemas son con un alto grado de presi-
cién iguales a su promedio. En este sentido hay un postulado que establece
la existencia de estados particulares denominados estados de equilibrio de
los sistemas que desde un punto de vista macroscépico estan caracterizados
completamente por la energia interna U, el volumen V' y los nimeros molares
N1, ..., N, de los componentes quimicos. Como el estado queda caracterizado
completamente por los parametros extensivos U, V, N1, Ns, ..., N, se sigue que
las propiedades del sistema tiene que ser independientes de su historia [11].

La descripcién de un sistema termodindamico requiere que especifique-
mos las fronteras que lo separan de los alrededores y que proporcionan sus
condiciones de contorno y es mediante la manipulacion de estas fronteras o
paredes como se alteran los parametros extensivos del sistema y se inician
los procesos.

En general se dice que una pared que constrine un parametro extensivo de
un sistema a un valor definido y particular es restrictiva con respecto a dicho
parametro, diciéndose en cambio que una pared que permite al parametro
variar libremente es no restrictiva con respecto al mismo. Un sistema confi-
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nado por una pared que es restrictiva con respecto a la energia, al volumen
y a la totalidad de los nimeros de moles se conoce como un sistema aislado.

Ahora considerando las definiciones anteriores deseamos abordar el prob-
lema principal de la termodindmica.

Consideremos dos sistemas que estan contenidos en el interior de un cilin-
dro cerrado, separados por un pistén interno. Supongamos que el piston y las
paredes del cilindro son rigidos, impermeables a la materia y adiabaticos, es
decir no permiten la transferencia de calor, y que la posicién del pistén esté fi-
jada firmemente. Ambos sistemas estan aislados. Ahora si dejamos el pistén
en libertad, en general este se movera en busca de una nueva posiciéon. De
forma andloga si hacemos que por el pistén pueda fluir el calor entre los dos
sistemas, se producird una redistribucién de energia entre ambos. Y asi mis-
mo si hacemos que el pistén sea permeable a las particulas se producird una
redistribucién de materia entre los dos sistemas. Es decir la eliminacién de
una ligadura da como resultado en cada caso el comienzo de algin proceso
espontaneo y cuando al final los sistemas se estabilizan en nuevos estados de
equilibrio lo hacen con nuevos valores de U,V y N; el problema bésico de la
termodinamica es calcular estos nuevos valores de equilibrio [11].

De forma mas general, consideremos un sistema aislado, es decir rodeado
por una pared que es restrictiva respecto a la energia total, al volumen total y
al nimero de moles totales, el cual dividimos en subsistemas. Los subsistemas
contenidos en el sistema aislado no necesitan ser sistemas aislados a su vez.
Las ligaduras que impiden el intercambio de energia de volumen o de materia
entre los subsistemas que constituyen el sistema compuesto aislado se conocen
como ligaduras internas. Si un sistema compuesto aislado estd en equilibro
respecto a ciertas ligaduras internas y se eliminan algunas de ellas, el sistema
buscara con el tiempo un nuevo estado de equlibrio. El problema basico de
la termodindmica es la determinacion del estado de equilibrio final que se
alcanza después de eliminar las ligaduras internas de un sistema compuesto
aislado.

Podriamos intentar obtener la solucién de este problema termodinamico
a partir de la teoria estadistica y cuantica, pero en termodindmica clasica lo
que se hace es adoptar postulados que proporcionan la solucién formal mas
simple que puede concebirse para este problema bésico.

Es de esperar que la forma mas simple de expresar el criterio de equi-
librio sea en términos de un principio extremal. Es decir que los valores
de los pardmetros extensivos en el estado de equilibrio final fueran simple-
mente aquellos que maximizan una cierta funcién. Y se podria esperar que
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esta funcién hipotética tuviera diversas propiedades mateméticas simples y
particulares que garantizan la sencillez de la teoria derivada. Los siguientes
postulados desarrollan la teoria propuesta.

El primer postulado establece que existe una funcién S de los parametros
extensivos de cualquier sistema compuesto, la cual llamamos entropia, defini-
da para todos los estados de equilibrio y que tiene la siguiente propiedad: los
valores que toman los parametros extensivos, en ausencia de ligaduras in-
ternas, son aquellos que maximizan la entropia respecto al conjunto de los
estados de equilibrio ligados [11].

Se debe enfatizar en que la entropia estd definida tinicamente para los
estados de equilibrio, y que el postulado no hace ninguna referencia a los
estados de no equilibrio. La entropia de cada uno de estos estados de equilibrio
ligados esta definida y la entropia es méxima en algtin estado particular del
conjunto. En ausencia de ligaduras, es este estado de entropia maxima el que
resulta seleccionado por el sistema.

Consideremos el caso de dos sistemas separados por una pared adiabéatica
y con valores particulares de energia U' y U? tal que U' +U? = U, donde U
es la energia total del sistema. Para cada uno de esos estados de equilibrio li-
gados existe una entropia del sistema compuesto y para ciertos valores parti-
culares de U' y U? esta entropia es méaxima. Si ahora separamos los dos
sistemas por una pared didtermica habra una redistribucion de la energia U
entre ambos sistemas y se distribuird en aquel estado en el que la entropia
es maxima [11].

La relacion en la cual la entropia es funcién de los parametros exten-
sivos se denomina relacién fundamental. Por tanto, si se conoce la relacién
fundamental de un sistema particular, toda la informacion termodindmica
imaginable concerniente al sistema puede deducirse a partir de ella.

La informacién contenida en la relaciéon fundamental es completa: es
equivalente a todos los tipos imaginables de descripciones de propiedades ter-
modindmicas. Si se conoce la relacién fundamental de un sistema, no queda
un solo atributo termodinamico que no esté determinado completa y precisa-
mente.

El segundo postulado establece que la entropia de un sistema compuesto
es aditiva respecto a la de los subsistemas constituyentes. La entropia es
continua y diferenciable y es una funcién monétonamente creciente de la
energia.

De aqui se siguen varias consecuencias matematicas. La propiedad de
aditividad establece que la entropia S del sistema compuesto es simplemente
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la suma de las entropias S* de los subsistemas constituyentes [11]:
S=> 5 (3.1)

La entropia de cada subsistema es funcion exclusivamente de los parametros
extensivos del subsistema considerado:

S = §o(U*, V', N%) (3.2)

La propiedad monoténica postulada implica que la derivada parcial (05/0U )y .y

es una cantidad positiva:
S
— >0 (3.3)
U J .y

el reciproco de esta derivada, es decir a (OU/0S) es definido como la tem-
peratura del sistema.

La continuidad, la diferenciabilidad y la propiedad monotdnica implican
que la funcién entropia puede invertirse con respecto a la energia y que la
energia es una funcién uniforme, continua y diferenciable de S,V N. De la
funcién

S = S(U,V,N) (3.4)

puede obtenerse univocamente U en la forma
U=U(S,V,N) (3.5)

Las dos ultimas ecuaciones son formas alternativas de la relacion fundamental
y cada una de ellas contiene toda la informacién termodinamica acerca del
sistema.

El siguiente postulado establece que la entropia de cualquier sistema se
anula en el estado para el cual

(%) o 0 (3.6)

es decir, en el cero de la temperatura. Este postulado es una ampliacion debi-
da a Planck del postulado de Nernst del tercer principo de la termodinamica.

Los postulados anteriores constituyen las bases del desarrollo de la ter-
modinamica.
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En condiciones apropiadas puede minimizarse la energia U(S,V,N) en
lugar de maximizarse la entropia S(U,V, N) y estos dos procedimientos de-
terminan el mismo estado final. La inversién de la ecuacién fundamental y la
exposicion alternativa del principio extremal béasico en términos de un mini-
mo de energia en lugar de un méaximo de entropia, sugiere otro punto de vista
desde el cual parece razonable el postulado extremal [11].

De acuerdo con la ecuacién fundamental invertida, la energia es funcion
de los pardmetros mecénicos y de un parametro adicional (la entropia). Por
la introduccién de este parametro adicional, la forma del principio de energia
minima se extiende al dominio de los efectos térmicos tanto como a los
fendmenos mecéanicos puros. De este modo se llega a una especie de prin-
cipio de correspondencia entre la termodinamica y la mecdnica, por el cual
el principio de equilibrio termodinamico se reduce al principio de equilibrio
mecénico cuando pueden despreciarse los efectos térmicos.

La condicién matemadtica para que un maximo de S(U,V, N) implique
un minimo de U(S,V,N) es que la derivada (0S/0U)y . sea positiva. El
motivo para la introduccién de esta condicién en el segundo postulado puede
comprenderse teniendo en cuenta el deseo de asegurar que el principio de
entropia maxima llegara a convertirse en un principio de energia minima al
invertir la ecuacion fundamental.

Debido al interés en los procesos y en los cambios asociados de los parame-
tros extensivos, estamos interesados en la forma diferencial de la ecuacién
fudamental en la forma

U=U(S,E (3.7)

donde al igual que S tenemos que E* a = 1,2...n son los demds parametros
extensivos de los que depende la ecuacién fundamental y n es el namero de
estos pardmetros. Calculando la diferencial de U tenemos

oU oU i
wo () ase (L) ur o

las diversas derivadas parciales que aparecen en la ecuacién anterior tienen
un significado fisico el cual depende de los parametros extensivos en funcién
de los que esta la ecuacién fundamental y tienen el nombre de pardmetros
intensivos. En este caso sabemos que la ecuacién fundamental es una funcién
de la energia que depende de la entropia y los demaés parametros extensivos
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o viceversa. Asi el pardmetro intensivo

ou
95 ) 1

lo conocemos como la temperatura, es decir sabemos que la derivada parcial
de la energfa con respecto de la entropia es la temperatura [11].

T (3.9)

3.2. Termodinamica de hoyos negros

Anteriormente hemos hablado de los hoyos negros y algunos concep-
tos bésicos relacionados a un sistema termodinamico clasico como lo es la
ecuacion fundamental de tal sistema. Ahora relacionaremos estas ideas al
estudiar primero la termodinamica de los hoyos negros para después pasar a
su descripcion geometrotermodinamica en una seccion posterior.

En 1973 Bekenstein descubrié que el area A del horizonte de un hoyo negro
se comporta como la entropia .S de un sistema termodindmico clasico, ademas
los hoyos negros poseen propiedades termodinamicas reflejadas a través de la
temperatura de Hawking 7', la cual es proporcional a la gravedad superficial
en el horizonte [9]. Asi comenzé lo que ahora es llamado la termodindmica
de los hoyos negros. Este tema ha sido estudiado en los ultimos treinta anos
debido a su posible conexién con la teoria cudntica de la gravedad.

Como vimos en la seccion 2.2, en general un hoyo negro estacionario en
cuatro dimensiones en el vacio, es caracterizado por tres ntimeros: su masa
total M, su momento angular J y su carga eléctrica (). También vimos en
esa seccién que el interior del hoyo es invisible e inaccesible a el exterior del
universo, de esto se concluye que nosotros no podemos diferenciar entre dos
hoyos con la misma masa M, el mismo momento angular J y la misma carga
Q, si la estrella implotando esta hecha de antimateria, neutrinos, piones o
queso verde el estado final del hoyo se ve igual [16]. S6lo estos tres paramet-
ros globales (los cuales pueden ser medidos por experimentos lejos del hoyo)
tienen significancia fisica. Sabemos que un enorme ntimero de microestados
pueden formar el mismo macroestado (M, J, @), esto sugiere que los hoyos
negros deben tener una entropia muy alta y representan en algin sentido la
entropia maxima en su estado final de equilibrio después del colapso gravita-
cional.

Es instructivo considerar que conforme la estrella implota se acerca al
equilibrio, para ver como la informacién acerca de los microestados es borrada
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fuera por el colapso.

Puede ser mostrado [16] que en el ultimo estado del colapso, conforme el
equlibrio se apréxima todos los parametros los cuales caracterizan los estados
internos de la estrella, son inmedibles fuera del hoyo negro.

En resumén, el colapso de una estrella a un hoyo negro es un tipo de de-
generacién irreversible de informacion y organizacion en un gas. La aparien-
cia del sistema cambia de un estado estructurado ordenado a un estado desor-
denado con pocos parametros los cuales no tienen memoria del sistema ini-
cial. Entre mas grande es el hoyo, més informaciéon ha sido borrada y més
grande es el ntimero de microestados internos que pueden producir este. Se
dirfa que una medida de la entropia es provista por el tamano del hoyo.

3.2.1. Las cuatro leyes de la termodinamica para un
hoyo negro

Una curiosa analogia entre el comportamiento de los hoyos negros y los
sistemas termodindamicos en equilibrio fue notada en los afios setenta. A groso
modo, debido a que la fuerza de gravedad es siempre atractiva, hay una
tendencia general de los sistemas a crecer mas que a achicarse. En el caso del
hoyo negro, al ser la luz incapaz de salir de dentro del horizonte de eventos
excluye el escape de cualquier material [16]. Asi el horizonte actia en cierta
manera como una superficie antisimétrica: cosas caen dentro y hacen el hoyo
més grande pero no pueden salir y hacer el hoyo méas pequeno. Esto es de
algin modo parecido a la segunda ley de la termodindmica, en la cual hay
una tendencia asimétrica para que la entropia se incremente. El tamano del
hoyo actia en forma analoga a la entropia, ambos crecen.

En el caso mas general de los hoyos negros que poseen momento angular
J y carga eléctrica @), el tamano del hoyo depende de ambos J y ) de una
manera complicada. Si el area total de la superficie del horizonte es usada
como una medida del tamano, luego de la férmula derivada por Smarr [16]:

, , , Q2 J2\ /2
(donde Q* < M? y J* < M*) no es claro que la cambiar J y @ asi como
también M, el area total se incrementa.
De hecho en 1972 Hawking mostré que en cualquier proceso, el area del
horizonte no puede disminuir, ain para los hoyos negros mas generales.
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Esta fuerte analogia entre el drea del horizonte de eventos y la entropia
da al teorema de Hawking el nombre de segunda ley de la termodinamica
para los hoyos negros y es escrita asi:

dA >0 (3.11)

donde la igualdad corresponde a la reversibilidad.
Hay también andlogos para las leyes cero, primera y tercera de la ter-
modindmica. De la ecuacién (3.10) obtenemos:

AM = SidA +QdJ + ¢dQ (3.12)
T
con
ro_ oM
&t 0A
oM
0 = &
9.
oM
(b - @

el término (87) 'k = OM/OA es la expresién de la conservacién de masa-
energia y corresponde a la primera ley. De la ecuacién (3.12) observamos
que si A juega el papel de la entropia entonces x es la correspondiente tem-
peratura, algo interesante del comportamiento de s es que es constante en
toda la superficie del horizonte de eventos [16]. Ahora tenemos una expresién
analoga a la ley cero de la termodindmica que establece que en equilibrio
termodinamico el parametro denominado temperatura es el mismo en todo
el sistema.

Los dos ultimos términos a la derecha de la ecuacién (3.12) describen el
trabajo hecho debido a los cambios en el momento dngular (Q2d.J) y la carga
eléctrica (¢ dQ), donde Q es la velocidad angular y ¢ el potencial eléctrico.

Finalmente, también hay una tercera ley que establece que si J y @) son
lo suficientemente grandes para que

QQ

2
A (3.13)

MY M2

entonces k se hace cero (aunque A no) [16]. Esto corresponde al cero absoluto.
Un hoyo negro que cumple con la condicién (3.13) se denémina extremo.
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3.3. Antecedentes de geometria aplicada en
termodinamica

La geometria de la termodindmica ha sufrido varios cambios desde los
trabajos originales de Gibbs [18] y Caratheodory [19]. Los conceptos de
geometria diferencial han sido aplicados a la termodinamica clasica desde
los anos setenta [20, 21]. Un concepto base para la geometrotermodindmi-
ca es considerar el espacio fase termodindamico 7 el cual es de dimensién
(2n 4+ 1) . Dentro de esta variedad (2n + 1)-dimensional hay un subespacio
n-dimensional muy importante ¢ C 7 que es el llamado espacio de equilibrio
termodinamico [1]; de estos dos espacios hablaremos con detenimiento més
adelante.

Primero Weinhold [20] introdujo en el espacio de estados de equilibrio
termodinamico una métrica en la que las componentes estan dadas por el
Hessiano de la energia termodindmica interna

OFE*OFE?

donde E* = {5, J, Q}. Después Ruppeiner [21] introdujo una métrica definida
como el Hessiano de la entropia con signo menos,
R 825 a b
g’ = 8F“8deF dF (3.15)
con F'* = {M, J,Q}. la cual es conformalmente equivalente a la métrica de
Weinhold, donde la inversa de la temperatura es el factor conforme, es decir
g" =Tg" [1].

Uno de los objetivos de la aplicacion de geometria en termodindmica es
describir las transiciones de fase en términos de singularidades de curvatura,
asi la curvatura del espacio de equilibrio juega un papel muy importante pues
puede ser interpretada como una medida de la interaccién termodindmica.
Se mostré que esto ultimo era cierto en el caso del gas ideal [2, 7] cuya cur-
vatura del espacio de estados de equilibrio es cero, lo que nos indica que no
hay interacciones termddinamicas entre las moléculas que constituyen el gas,
lo cual concuerda con la definicién de gas ideal. Para el caso del gas de van
der Waals, la curvatura del espacio de equilibrio descrita por la métrica de
Weinhold y Ruppeiner es singular en aquellos puntos donde las transiciones
de fase ocurren, que la curvatura para el espacio de equilibrio termodindmi-
co del gas de van der Waals no sea cero nos indica que hay interacciones

g dE"dE". (3.14)
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termodinamicas, lo que coincide con la descripcion de este gas en donde se
estan teniendo en cuenta las desviaciones de un gas real respecto de un gas
perfecto debidas a la interaccién de las moléculas que lo constituyen [3]. Es-
tos resultados ilustran la aplicabilidad de la geometria en la termodinamica.
Como paso inmediato se intenté describir las transiciones de fase de los hoyos
negros en terminos de las singularidades de la curvatura en el espacio de es-
tados de equilibrio pero los resultados obtenidos eran contradictorios. Por
ejemplo para el hoyo negro Reissner-Nordstrom, un hoyo negro con masa
M y carga eléctrica @), la métrica de Ruppeiner es plana, mientras que la
métrica de Weinhold con la masa como potencial termodindmico, presenta
una singularidad en la curvatura sélo en el limite extremo del hoyo negro.
Observamos que ninguno de estos resultados describen las transiciones de
fase como las predichas por Davies [16] usando la capacidad calorifica. Sin
embargo si construimos la métrica de Ruppeiner cambiando sélo un poco el
potencial termodindmico [4] hay un cambio en la geometria de tal manera
que la singularidad en la curvatura resultante ahora corresponde a una tran-
sicién de fase. La situacién es parecida en el caso del hoyo negro de Kerr, el
cual describe el campo gravitacional de un hoyo negro rotando con masa M
y momento angular J. En este caso la métrica de Weinhold es plana [5] y
la métrica original de Ruppeiner no presenta singularidades en la curvatura
en los puntos de transiciones de fase del hoyo negro Kerr. Sin embargo, si
cambiamos el potencial termodindmico, la métrica de Ruppeiner reproduce la
estructura de las transiciones de fase del hoyo negro Kerr. De estos resultados
vemos que en el caso de la descripcién termodindmica para un mismo hoyo
negro se obtienen diferentes resultados que varian de acuerdo a el potencial
con el que se construyé la métrica [2].

Pero en la termodinamica clasica de equilibrio sabemos que cualquiera de
los potenciales termodinamicos tiene la informaciéon necesaria para describir
al sistema, tal que es equivalente la descripcién con cualquiera de ellos. Es
decir, podemos pasar de un potencial a otro por medio de una transformacién
de Legendre y cada uno de ellos tendra la misma informacion acerca del
sistema termodinamico que estan describiendo.

Es muy factible pensar que una descripcién geométrica de la termodinami-
ca del sistema tendria que tener esta propiedad y entonces la métrica que
nos ayuda a describir la propiedades geométricas del espacio de estados de
equilibrio tiene que ser invariante de Legendre.

En trabajos recientes [1, 2, 7], se ha incorporado en el formalismo de la
geometrotermodindamica (GTD) la propuesta de hacer que la métrica G' que
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construimos en el espacio fase termodindmico 7 sea invariante de Legrendre,
es decir que la geometria que describa esta métrica no dependa del potencial
con el cual fue construida. Asi, al calcular por medio de la métrica g inducida
en el espacio de estados de equlibrio € el escalar de curvatura, obtendremos
el mismo resultado independientemente de la representacién usada para la
ecuacién fundamental o bien del potencial termodindmico. Cabe sefialar que
la forma en que GG induce a g, es de manera tal que g serd también invariante
de Legendre en el sentido explicado anteriormente.

En este sentido, debido a que las métricas de Weinhold y Ruppeiner no son
invariantes de Legendre uno de los principales resultados dentro de la GTD
fue la derivacién de una generalizaciéon simple que es invariante de Legendre
de estas métricas, lo que tiene una importante aplicacion a la termodinamica
de los hoyos negros [1].

3.4. Fundamentos de
geometrotermodinamica

Consideremos el espacio fase termodindmico 7 de dimensién (2n + 1)
coordenado por el potencial termodindmico ®, las variables extensivas E® y
las variables intensivas I%(a = 1, ...,n). Ahora consideramos en 7 una métrica
no degenerada G = G(Z4), con Z4 = {®, E¢,I*}, y la uno-forma de Gibbs

O =d® — d[“dE” (3.16)

con dg4 los elementos de la matriz diagonal cuyas entradas son solo unos.
El conjunto (7,0, G) constituye una variedad Riemanniana de contacto si
la condicién © A (dO)™ # 0 se satisface, esta ultima condicién establece que
podemos definir elementos de volumen distintos de cero. La uno-forma de
Gibbs también es invariante con respecto a las transformacionas de Legendre
[6, 7]. La invariancia de Legendre garantiza que las propiedades geométricas
de G no dependan del potencial termodindmico usado en su construccién.
Pero en termodindmica nosotros siempre trabajamos con sistemas que
estan en equilibrio. Asi en GTD hay un subespacio muy importante contenido
en el espacio fase 7, y es el subespacio fase que forma sistema en equilibrio
termodindmico. Sea el subespacio ¢ C 7 de dimension n determinado por el
mapeo suave ¢ : € — T, que en términos de coordenadas escribimos como

0 (E*) — (P,E% 1) con & = O(E*). € es llamado el espacio de estados de
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equilibrio termodinamico cuando se cumple que
0" (©)=0 (3.17)

al cumplirse esta tultima condicién tenemos que © = 0 en ¢, con lo que
obtenemos la primera ley de la termodinamica

d® = §,I*dE, (3.18)

y de esta ultima relacién observamos que se tiene

% = S 1" (3.19)
Esta ecuacién es conocida como la condicion de equilibrio termodindmico y
también significa que las variables termodindmicas intensivas son duales a las
extensivas. Es necesario mencionar que el mapeo ¢ anteriormente definido
requiere conocer de forma explicita la ecuacion & = ®(E?) y esta es la
ecuacién fundamental del sistema de la cual como ya mencionamos, todas
las ecuaciones de estado pueden ser derivadas.

La ecuacién ¢ es el potencial termodinamico y satisface la condicién de
homogeneidad ®(AE*) = M\’®(E?) para parametros constantes A y 3. De
estd ecuacion y usando la primera ley de la termodindmica vamos a obtener
dos identidades importantes :

Derivando la condicién de homogeneidad ®(AE?) = A\’®(E?) con respecto
de A tenemos

OP(NE") _
—— L LE* = B\ O (B
I(AE?) b (E7)
pero
OP(AE®) l(‘)CI)()\E“)
OAE®) X O(E9)
y
OP(AE™) _ ON'D(E) _ AﬁE)(I)(E“)
O(E®) 9(E*) 9(E*)
esto implica que
Nod(E°)
B = BN (EC
i BN B(E)
y usando la condicién de equilibrio termodindmico aaEq)a = 81" obtenemos
BO(E®) = dpI° B (3.20)
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de estd ultima relacién, al diferenciar de ambos lados se tiene
BAD(E®) = S I°dE* + S E*dI°

y usando la primera ley se sigue que
B8 IPdE® = 6 I°dE® + 6,4, E*dI®

o bien
(1 = B)0apI*dE" + 64 E*dI® = 0 (3.21)

las ecuaciones (3.20) y (3.21) son conocidas como la identidad de Euler y la
relacion de Gibbs-Duhem respectivamente.

Ahora, como lo que queremos es trabajar en el espacio de estados de
equilibrio termodinamico €, deseamos crear una estructura métrica g no de-
generada en este espacio, la cual pedimos que sea compatible con la métrica
G en 7. Esto puede ser obtenido por medio del pullback ¢* de tal forma que
g sea naturalmente inducida por G de la siguiente manera g = ¢*(G). Se
puede demostrar [7] que una métrica G invariante de Legendre induce una
métrica g también invariante de Legendre y viceversa, una métrica g en €
es invariante de Legndre sélo si es inducida por una métrica G invariante de
Legendre en 7. Pero hay un gran nimero de métricas en 7 que satisfacen la
condicién de invariancia de Legendre. Sin embargo nosotros vamos a trabajar
con una métrica la cual ha demostrado tener resultados muy satisfactorios
en la descripcién de hoyos negros como el Reissner-Nordstrom, el hoyo negro
Kerr-Newman, el hoyo negro Kerr y el de Schwarzschild.

3.5. Geometrotermodinamica de hoyos negros

Un hoyo negro es visto como un sistema termodinamico el cual pode-
mos describir completamente por medio de una ecuacién fundamental que
relaciona los parametros extensivos. Supongamos que conocemos la relacién
M = M(S, J,Q) de forma tal que M es el potencial termodindmico, podemos
diferenciar esta ecuacién para asi obtener la primera ley de la termodinamica
para hoyos negros:

dM =TdS + QdJ + ¢dQ (3.22)

donde € es la velocidad angular, ¢ es el potencial eléctrico, y T es la tem-
peratuta de Hawking. Ademads la entropia es S = A/4. De (3.22) tenemos las
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siguientes condiciones para el equilibrio termodindmico

TZG—M, Q:a—M7 :a—M. (3.23)
08 aJ 0Q

Las relaciones anteriores son validas en relatividad general, donde el cam-
po gravitacional del hoyo negro mas general es descrito por la solucién Kerr-
Newman que corresponde a un hoyo negro rotando y con carga.

Ahora, para pasar a la descripcion en el contexto de la GTD de los hoyos
negros mas generales, consideremos 7 un espacio 7-dimensional con coorde-
nadas Z4 = {M,S,Q,J,T,$,Q},A = 0,....6. En el espacio cotangente 7,
introducimos la siguiente uno-forma [1]

Ou = dM — TdS — ¢dQ — QdJ, (3.24)

la cual satisface la condicién Oy A (dOy)* # 0. En 7 introducimos una
métrica no degenerada G

G = (d® — 6, I"dE")? + (6 E“I°) (nead E°dI?), Nay = diag(—1,1,...,1)
(3.25)

donde 14 es una métrica seudo-FEuclidiana en ¢.

En el caso en que nuestro sistema termodindmico son los hoyos negros, G

toma la siguiente forma

G = (dM —TdS — ¢dQ — QdJ)* + (ST + ¢Q +QJ)(—dSdT + dQd¢ + d.JdSY)

(3.26)
estd métrica es no degenerada pues det(G) = (ST + QJ + ¢ Q)*/16. Asi el
triplete (7,0, G) es nuestra variedad Riemanniana de contacto. Pero jpor
qué estamos considerando esta métrica?. Nosotros queremos describir un sis-
tema termodinamico por medio de la métrica G la cual es llamada métrica
termodinamica, para que esto suceda G debe satisfacer las siguientes condi-
ciones:

1. G debe ser invariante con respecto a las transformaciones que no modi-
fiquen la estructura de contacto de 7. En particular G debe ser invarian-
te con respecto a las transformaciones de Legendre.

2. G debe inducir en el espacio de estados de equilibrio £ una métrica g
invariante, por medio del mapeo

' (G)=yg (3.27)
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Tras estas condiciones, estd la idea de crear una estructura métrica que descri-
ba un sistema termodindmico independientemente de las coordenadas usadas
en 7 en términos de conceptos geométricos, de tal forma que esta descrip-
cién sea invariante con respecto a los cambios en el potencial termodindmico
y también esta la idea de establecer una relacién entre g y G tal que g
sea también invariante en el espacio de equilibrio termodindamico ante estas
transformaciones y que sea compatible con la métrica G en 7.

Por otra parte, el espacio de estados de equilibrio termodinamico € es un
subespacio 3-dimensional de 7 con coordenadas E* = {S,Q, J}, a = 1,2,3,
y es definido por medio del mapeo

(3.28)

oM OM OM
¢:{S,Q,J}»—>{M(S,J,Q),S,J,Q, }

957917 9Q

para que € sea en verdad el espacio de estados de equilibrio se tiene que
cumplir la siguiente condicién ¢},(0y) = 0, donde @3, es el pull-back in-
ducido por ¢y;. Como ya mencionamos, podemos inducir una métrica g en
¢ aplicando el pull-back en la métrica G de 7, es decir g = ¢},(G).

Aplicando la condicién ¢3},(0)) = 0 tenemos la primera ley de la ter-
modindmica para hoyos negros dada por la ecuacién (3.22).

dM = TdS + QdJ + ¢dQ

Esto también implica la existencia de la ecuacién fundamental M = M (S, Q, J)
y las condiciones de equilibrio termodindmico, ecuacién (3.23).

La invariancia de Legendre juega un papel fundamental para nuestro tra-
bajo en GTD, pues esto nos permite cambiar el potencial termodinamico sin
afectar los resultados. Si denotamos las variables termodindmicas intensivas
como [* = {T, ¢,Q}, entonces una transformacién de Legendre esta definida
por _

{Z"Y = M, E°, 1° — {Z"} = {M, E*, "}
M =M —64E°I°, E*=—I*, I°=E" (3.29)

Como ya mencionamos si pedimos que G sea invariante de Legendre entonces
la métrica g inducida también lo sera. Para garantizar que la métrica G en 7 es
invariante de Legendre, es suficiente pedir que cada una de sus componentes
preserve su dependencia funcional después de la transformacién de Legendre.
Es decir si Gag(Z°) = Gap(Z° — Z°) representa las componentes de la
métrica G obtenidas después de la transformacion de Legendre de la métrica
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G, v sea Gy 5(Zc) = Gap(Z2° = Z€) son las componentes de la métrica G’
obtenidas reemplazando cada coordenada Z¢ por su contraparte ZC en la
métrica G (no fue aplicada una transformacién de Legendre). Asi si nosotros
pedimos que la condicién:

Gap(Z9) = Qlyp(Z°) (3.30)

sea cierta para cada valor de A y B, se garantiza que la métrica G en 7
as{ como también g en € son invariantes de Legendre.

A continuacién demostraremos que la métrica G dada por la ecuacion
(3.26) cumple con la invariacia de Legendre.

G = (dM —TdS —QdJ — ¢dQ)* + (ST +QJ + ¢Q)(—¢dT'dS + ddJ + dpdQ)
en donde ¢ = M, E* = {S, J,Q}, I* = {T, (2, ¢}. Utilizando (3.29) ten(jrﬁc}s)
M = M-E'T' —EI> - E*P
M- ST —JQ—Q¢
esto implica que
dM = dM — SdT — TdS — Jd) — QdJ — Qd¢ — ¢dQ
pero tenemos que
B'=-T'"= S=-T = dS=—dT
EB=-T1" = J=-Q = dJ=-dQ
EBP=-F = Q=-¢ = dQ=—do
y por otra parte también es cierto que
I'=F'" = T=8 = dl'=dS
P=F = Q=J = dy=dJ
P=F = ¢=Q = dp=4dQ
sustituyendo esto en (3.26)se sigue que
G = [dM — SdT — TdS — JdQ — QdJ — Qd¢ — ¢dQ + SdT + JdQ + Qdo)
+ [-TS = QJ — Qo)[dSdT — dJdQ) — dQd¢)]
[dM — TdS — Qd.J — dQ)* + [TS + QJ + Qd)[—dSdT + d.JdS + dQdg]
= G(Z° =a¢'(Z%
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También es facil mostrar que la uno-forma fundamental ©,; es invariante
con respecto a las transformaciones de Legendre pues

O = dM —TdS — QdJ — ¢dQ
— [dM — SdT — TdS — Jd — QdJ — Qd¢ — ¢dQ] + SdT + JdQ + Qdo
= dM —TdS — QdJ — ¢dQ = ©

Otra ventaja del uso de la GTD es que nos permite implementar facil-
mente diferentes representaciones termodinamicas del potencial [1]. La des-
cripcién dada anteriormente es llamada la representacién de masa debido a
que la ecuacién fundamental es dada como M = M (S, Q, J), pero uno po-
dria escribir esta ecuaciéon como S = S(M,Q,J),Q = Q(S,M,J) o J =
J(S, M, Q)y redefinir las coordenadas en 7 y el mapeo suave ¢ de tal forma
que la condicién ¢*(©) = 0 genera en ¢ la correspondiente ecuacién funda-
mental en la representacion de S, ) 6 J respectivamente.

En la descripcion dada arriba, la masa M juega el papel de potencial
termodindmico que depende de las variables extensivas S, J y Q. Pero las
transformaciones de Legendre nos permiten introducir un conjunto de siete
potenciales termodinamicos adicionales los cuales dependen de diferentes
combinaciones de variables extensivas e intensivas. El conjunto completo de
potenciales termodindmicos es el siguiente [1]

M = M(S,J,Q),
My(T, J,Q) = M — TS,
My(S,9,Q) = M — QJ,
My = Ms(S5,J,¢) = M - ¢Q,
My(T,Q,Q) =M —TS —QJ,
(
(
(

SRS
[

S
il

M5 T7J>¢):M_TS_¢)Q7
Mg = Ms(S,Q,¢0) =M —QJ — ¢Q,
My = My(T,Q,6) =M —TS —QJ — ¢Q, (3.32)

Y desde luego el mapeo ¢ puede ser definido en cada caso, independiente-
mente de la eleccién del potencial termodinamico. Ademéds como estamos
considerando solo métricas invariantes de Legendre en 7 y en ¢, entonces las
carateristicas geométricas del espacio fase termodindmico y por tanto del de
equilibrio para un sistema seran independientes del potencial termodinami-
co. Asi en la representacién de masa del potencial usado para coordenar T,
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podemos elegir cualquiera de los potenciales dados arriba M, My, ..., M7 sin
afectar las propiedades del espacio fase termodinamico.

Debe ser enfatizado, que los resultados obtenidos con diferentes repre-
sentaciones de la misma ecuacién fundamental son completamente equiva-
lentes. En este contexto, también es posible considerar la representacién de
entropia. En este caso la uno-forma del espacio fase es elegida de la siguiente

manera 1 Q
O = dS — =AM + =dJ + ¢

= 71Q (3.33)

Asi que las coordenadas de 7 son:
Z4={S, B 1*} = {S,M,Q, J,1)T,—¢/T,—-Q/T}

El espacio de estados de equilibrio € pueden ser introducidos con el mapeo
suave

Ps - {Mv JvQ} — {M7S(M7 JvQ)?‘LQ?T(Mv J,Q),Q(M, J?Q)v(b(Mv J?Q)}
(3.34)
con
1_os o o5 o oS )
T oM T aJ T 0Q
tal que ¢%(Og) = 0 implica la primera ley. En la representacion de entropfia,
la ecuacién fundamental es ahora dada por S = S(M, J,Q), y la segunda ley
de la termodindamica corresponde a la condicion de concavidad de la funcién
de entropfa 92S/0E*OE® > 0. Otras representaciones pueden también ser
analizadas dentro de la GTD, donde en cada caso solo es necesario un mapeo
suave @ que garantize la existencia de un espacio de estados de equilibro bien
definido.

Observamos que el espacio fase construido para la descripcion GTD de
los hoyos negros es de dimensién 2n + 1, donde n es el nimero de grados
de libertad termodinamicos, el cual coincide con la dimensién del subespacio
€. El caso n = 1 corresponde al hoyo negro de Schwarzschild con masa M
como el unico grado de libertad distinto de cero. En este caso la estructura
Riemanniana de € es trivial. Para n = 2 la estructura geométrica de ¢ es
més complicada y corresponde al hoyo negro Reissner-Nordstrom (J=0) 6 el
hoyo negro Kerr (Q=0). En estos dos casos la métrica g en ¢ es diagonal
y simplifica mucho los calculos [2]. A continuacién mostramos las métricas

oS
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termodinamicas de los hoyos negros Reissner-Nordstrom y Kerr, respectiva-

mente
Ay 8T (2 (ry —3r) 0
Yab = (rp—r_)3 0 3+ 3r2
o< = 167%r2 (ry +1_) _ e} = 6rr = 3r2) 0
ab (r+ _ 7A_)4 0 re+r_

donde 7, y r_ son los radios interno y externo respectivamente de los hoyos
negros. El hoyo negro mas general es el de Kerr-Newman que corresponde
a una variedad £ de dimension 3 con una métrica g no diagonal, la cual no
escribiremos aqui [2].
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Capitulo 4

Geometrotermodinamica del
hoyo negro BTZ

En este capitulo construiremos el espacio fase termodinamico del hoyo
negro BTZ y obtendremos su ecuacion fundamental termodindmica. También
encontraremos por medio de la primera ley de la termodindamica para hoyos
negros, propiedades como la temperatura, la velocidad angular y la capacidad
calorifica entre otras, esto, en términos de las dimensiones.

Por otra parte obtendremos la métrica del espacio fase termodinamico
Gprz en base a la métrica presentada en el capitulo anterior, ademads de
la uno-forma fundamental, para después inducir el espacio de estados de
equilibrio con la correspondiente métrica g.

Como siguiente y tltimo paso, realizaremos un analisis grafico de todas
las variables termodindmicas, para concluir con el cdlculo del escalar de cur-
vatura y hacer el correspondiente andlisis general de resultados.

4.1. Resumen del hoyo negro BTZ

En este capitulo ya estamos listos para estudiar las propiedades del espa-
cio de estados de equilibrio termodindamico para el hoyo negro BTZ. Como
ya habiamos mencionado en la secciéon 2.4, el hoyo negro BTZ vive en el
espacio-tiempo de dimensién (241), también vimos que una de las princi-
pales caracteristicas del campo gravitacional en este espacio es que no hay
grados de libertad fisicos todos los grados de libertad son topldgicos y que
Banados, Teitelboim y Zanelli mostraron que en el vacio la gravedad (2+1)-
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dimensional con A < 0 admite una soluciéon que describe un hoyo negro, el
BTZ [13]. A es la constante cosmoldgica y es un grado de libertad adicional
introducido en la accion de Einstein-Hilbert para tener una solucién a las
ecuaciones de campo distinta de la que nos describe un espacio plano.

El espacio tiempo BTZ no tiene singularidades en su curvatura. Pero atin
asi todas las caracteristicas de los hoyos negros, como lo es el horizonte de
eventos y la radiacién de Hawking se ven presentes en este mddelo, por lo que
es considerado un verdadero hoyo negro [13]. Este médelo es muy importante
en la teoria de cuerdas y se considera que puede ayudar en la construccién
de una teoria cudntica de gravedad.

En la seccién 2.4 mencionamos que en coordenadas esféricas la métrica
del hoyo negro BTZ puede ser escrita como

ds® = —N?dt* + r*(d¢ + N?dt)* + N 2dr’ (4.1)

donde
J

¢ _
PRk N? = 57 (4.2)
con M, .J y I? constantes. Para la métrica BTZ vimos que A es negativa y es
A = —1/1% En la métrica, M y J son la masa y el momento angular de un
hoyo negro en 3 dimensiones el cual esta rotando.

También en esa seccién obtuvimos los radios con los que obtenemos el

area de horizonte de eventos

l2 J2 1/2

La hipersuperficie r = r, corresponde a el horizonte de eventos de un hoyo
negro extremo, r es el radio externo del horizonte y r_ es radio interno.

4.2. Termodinamica de BTZ

Ahora, para realizar la descripcién termodinamica del hoyo negro BTZ
necesitamos conocer la ecuacion fundamental, la cual obtenemos usando que
la entropia es S = A/4, donde A es el drea del horizonte de eventos y estd da-

da por
2mry

A=
G

(4.4)
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por otra parte como estamos utilizando unidades en las cuales 8G = 1,
obtenemos

2
S = ZZ; = 4nr, (4.5)
es decir
I g2\ /2712
S = 4wﬁ {M - (M2 - T?) } (4.6)

Ahora podemos invertir esta ultima expresion para obtener el potencial ter-
modindmico en la representacion de masa
S? n 472 J?
167212 S2
Esta ecuacion relaciona todas las variables extensivas de la métrica BTZ

en la forma M = M(S,J) y como ya sabemos al diferenciar esta ecuacién
obtenemos la primera ley de la termdédinamica

dM = TdS + Qd.J (4.8)

M (4.7)

Podemos ahora deducir las expresiones para la temperatura y la velocidad
angular por medio de la relacién (4.7), pues T = 9M/0S,Q = OM/dJ.
Entonces

S 82 J?
r = 8r22 S8
8m2J
Q = o2 (4.9)

recordando las expresiones (2.37), es conveniente escribir estos resultados en

términos de r, y r_
2 2
ry —rs r_
R 0=-—— (4.10)
27l Ty l7"+
Observamos que la temperatura es siempre positiva pues r2 > r2, lo cual
podemos corroborar de las ecuaciones (4.3). Ademds 7" = 0 sélo en el caso
extremo del hoyo negro, es decir cuando r; = r_, pero en este caso como ya
sabemos es el hoyo negro extremo.
Otra cantidad muy importante que caracteriza a cualquier sistema ter-

modinamico y que podemos calcular ahora, es la capacidad calorifica, donde

—1
C:Tg—;: :T(%) . (4.11)
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Asi utilizando la expresién (4.9) para la temperatura tenemos

T S'+ (87°1) (247 J?)

oS 82254
De aqui se sigue que
or\ ! 821284
=T = =T 4.12
¢ (as) St 4 (8m212)(24m2J?) (4.12)

y en términos de ry y r_

B 47?7“+(rgr —1r?)

4.13
r2 +3r2 (4.13)

De aqui vemos que la capacidad calorifica es siempre positiva y se hace
cero solamente en el caso extremo r, = r_. En termidinamica clasica este he-
cho es considerado usualmente como una indicacién de que el sistema corres-
pondiente es estable.

4.3. Geometria del espacio de estados
de equilibrio

Hasta aqui hemos visto que las variables extensivas con las cuales describi-
remos la termodidmica del hoyo negro BTZ, son la masa M, la entropia Sy
el momento angular J. En la seccién anterior obtuvimos las correspondientes
variables intensivas que son la temperatura T y la velocidad angular 2. En
este caso M = M(S,J) juega el papel del potencial termddinamico. La
ecuacién (4.7) es nuestra ecuacién fundamental en la representacion de la
masa.

Para el hoyo negro BTZ, el espacio fase termodinamico 7 esta coordenado
por ZA ={M,S,J, T,Q}, A=0,..., 4.

Ahora en el espacio cotangente 7*, consideramos la uno-forma fundamen-
tal

Oy =dM —TdS — QdJ (4.14)

la cual como es requerido satisface la condicién O A (dO,,)3 # 0.
Introducimos el espacio de estados de equilibrio por medio del mapeo
suave

om {8, I} — {M(S, ), S, J.T(S,J),QS,J)} (4.15)
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con el cual, de la condicién ¢3},(0,,) = 0, se genera la primera ley de la ter-
modindmica para el hoyo negro BTZ que es la ecuacion (4.8) y las condiciones
de equilibrio con las que obtuvimos 1"y €.

Las graficas de la temperatura y la velocidad angular en términos de los
radios del hoyo negro BTZ se muestran en las figuras 4.1 y 4.4.

Para la gréafica de la temperatura, observamos que la superficie tiene un
comportamiento suave y no hay puntos singulares, ademas, T' = 0 solo cuando
r. =r_, caso que corresponde al hoyo negro extremo.

En el caso de la velocidad angular, esta grafica muestra la velocidad carac-
teristica con la que rota el hoyo negro en términos de las dimensiones de sus
radios.

Consideremos ahora la siguiente métrica Gprz que es un caso particular
de (3.26) en el espacio fase T y entonces es invariante de Legendre

Gprz = (M —TdS — QdJ)* + (ST + QJ)(—dTdS + dQdJ),  (4.16)

o bien
Gprz = 03, + (ST + QJ)(—dTdS + dQd.J), (4.17)

con Oy la uno-forma de Gibbs la cual es invariante de Legendre. Estamos
considerando esta métrica debido a que ya es conocida en el contexto de GTD
de hoyos negros y ha servido para analizar sus propiedades termodinamicas.
Con Gz podemos inducir la métrica ¢ en el espacio de estados de equilibrio
¢ de la siguiente forma.

Cuando le aplicamos el pull-back a Ggrz obtenemos

g = SO*(GBTZ)a donde QP*(GM) =0
asi que tenemos
g = ©"(0%) + (ST + QJ)¢"(—dTdS + dQdJ)

" (Om @ On) + (ST + QI ){ =" (dT) A p™(dS) + ™ (d2) A ™ (dJ)}
" (Om) ® " (On) + (ST + QI){ =" (dT) A ¢™(dS) + " (d2) A ™ (dJ])}

pero el primer término de esta iltima ecuacién es cero, y por otra parte

tenemos
oT oT

dl’ = %dS + Edj
pero
oM
T=—
oS
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esto implica que
0?M ?M
iT'=35 %" 5705

dJ (4.18)

es decir
dT = MgsdS + MjsdJ

donde hemos usado la notacion My = OM/OZ y también Mz = 0?°M/0Z'0Z

Temperatura

XL
[y}

—
]

0.75

]
(]

]
[
(g

=
[}

radio menor  [-] ' &

Figura 4.1: Grafica de la temperatura del hoyo negro BTZ en términos de los
radios mayor y menor. Observamos que el comportamiento es suave y no hay
singularidades.
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Graficas de la Temperatura con r,=cte.

=10 4
-12

14 4

-16

_- Temperatura

Figura 4.2: La figura muestra la gréafica de la temperatura para dos distintos valores

de r_.

Graficas de la Temperatura con r.=cte

Iy

-100 +

—200

-300 -

Temperatura

Figura 4.3: La figura muestra la gréafica de la temperatura para dos distintos valores

de 4.



Velocidad Angular

radio
mayor

£o_ 4
. f+
7.5

| T T T T ] & hed L T 10.0

0.0 258 50 75 10.0

radio menor  ![-]

Figura 4.4: Grafica de la velocidad angular con la que rota el hoyo negro BTZ en
términos de el radio menor y el radio mayor.

con Z,7' =8, J. De forma anéloga

o0 o0 oM
dQ—%deLWdJ, Q_W
entonces 920 920
dQ) = 85(‘9st+ ENE dJ
o bien

dQ) = Mg dS + MydJ
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Graficas de la velocidad angular con r =cte

300 - Velocidad
angular

200 o

10 fry 15

Figura 4.5: La figura muestra la gréafica de la velocidad angular para tres distintos
valores de r_.

Graficas de la velocidad angular con r,=cte

10 4 “elocidad
angular

Figura 4.6: La figura muestra la gréafica de la velocidad angular para tres distintos
valores de r,..
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una vez hecho esto podemos ver que

—*(dT) A *(dS) = —MggdS* — M;sdJdS
O (dQ) A *(d]) = MgydSdJ + My;dJ?

usando esto ultimo, tenemos en la expresién para g
P17 = (ST + QJ){—MgsdS* — MysdJdS + Ms;dSdJ + My,dJ*}
para obtener finalmente
"7 = (SMg + JM;){—MgsdS* + M;;dJ?} (4.19)
Por otra parte

SR
gr22 5 2T R

SMs+ JM; =

y también tenemos que

1 2472 J?
M p—
59 87r212+ S4
812
My, = o

as{ podemos escribir g de la siguiente forma

S (—Mgs 0
g 87T2l2 0 MJJ

donde podemos observar que

S? 3J2
Yss = — (87212)2 + 1252

o bien en términos de ry y r_

Wzri + 3r2
95 =~ “amp

y también se tiene que



Ahora podemos calcular el escalar de curvatura por medio de la siguiente
ecuacion [7]

donde

H = G110 Y121 Y221
G112 G122 Yoo

en nuestro caso

gSS 0 gJJ
detH =det | gsss 0 g,,5 | =0
9sso 0 955,

esto implica que

) ()
\/gssgu \/gssgu J 955915 S

sustituyendo cada uno de los términos obtenemos

(8n212)2 T 1252

R__<£>;+1(y>2 !
52 (8:;?2)2""% 2\ 5 l2< 52 3J2)2

sustituyendo J y S en términos de r, y r_ el escalar de curvatura es

po 3 1 (4.21)
T 202 3r2) '

4.4. Analisis de resultados

De la ecuacién (4.21) observamos que el escalar de curvatura es distinto de
cero, lo que nos indica que si hay interaccién termodindmica en el hoyo negro
BTZ como esperabamos. Esta ecuacién debe reproducir la estructura de las
transiciones de fase dictadas por la capacidad calorifica (4.13). En el trabajo
hecho por Davies [16] se argumenta que en los hoyos negros hay transiciones
de fase a segundo orden en los puntos donde la capacidad calorifica diverge.
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Asi nosotros asumiremos en este trabajo que la estructura de transiciones de
fase del hoyo negro BTZ esta determinada por su capacidad calorifica.

De la expresion para la capacidad calorifica (4.13), observamos que al no
haber puntos singulares, ni maximos y tampoco minimos quiere decir que
en el hoyo negro BTZ no hay transiciones de fase, pues no hay puntos de
inestabilidad termodinamica. Esto se muestra en la figura 4.7.

Por otra parte también mostramos la grafica de R en términos de r,
y r_, donde observamos que solo hay una singularidad para radios mayor
y menor iguales a cero, pero en este ultimo caso no hay hoyo negro que
describir. También observamos en la ecuacién para el escalar de curvatura
que su denominador es multiplo del denominador que aparece en la relacién
de la capacidad calorifica, por lo que si hubiera transiciones de fase, también
estarian reflejadas en la curvatura del espacio de estados de equilibrio.
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Capacidad Calorifica

dio mayor

T 17 r 1T r1rrr1r 1 T T
o1 2 3 4 5 B 7

radio menor 1]

Figura 4.7: La figura muestra la gréafica de la capacidad calorifica en términos de
los radios del hoyo negro. Como se observa, la superficie se comporta de manera
suave, tampoco hay maximos ni minimos lo que quiere decir que no hay transiciones
de fase en el hoyo negro BTZ .
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Graficas de la capacidad calorifica con r.=cte.

120 +

Capacidad
calorifica

Figura 4.8: La figura muestra la gréafica de la capacidad calorifica para tres distintos

valores de r_.

Graficas de la capacidad calorifica con r, =cte.

Capacidad
calorifica

Figura 4.9: La figura muestra la grafica de la capacidad calorifica para tres distintos

valores de r,..
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Escalar de Curvatura

\

1,000+

[}

oo

Figura 4.10: Gréfica del escalar de curvatura también en términos de los radios,
la superficie se comporta perfectamente, solo es singular para radios iguales a cero,
pero en este Gltimo caso no hay hoyo negro.
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Graficas del escalar de curvatura con r.=cte.

Escalar de
curvatura
0.06 -
0.05 —
0.04—_
0.03 —
0.02 —
0.01 —
0 3 10 15 20 ry 25

Figura 4.11: La figura muestra la grafica de el escalar de curvatura para dos
distintos valores de r_.

Graficas del escalar de curvatura con r, =cte.

Escalar de
9 4 curvatura

Figura 4.12: La figura muestra la grafica de el escalar de curvatura para dos
distintos valores de r. .
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Capitulo 5

Constante cosmolégica como
variable termodinamica

En el capitulo anterior, estudiamos el espacio de estados de equilibrio
termodinamico, en donde la entropia S y el momento angular J eran las
unicas variables extensivas que formaban parte de las coordenadas de . En
este capitulo, introducimos primero la constante cosmoldgica A como otra
variable extensiva, pero observamos que esto ultimo crea un gran problema
en la métrica g del espacio de estados de equilibrio, por lo que optamos por
introducir el cuadrado del radio de curvatura [? como variable extensiva en
lugar de A y hacemos el correspondiente analisis de resultados.

5.1. Termodinamica con constante
cosmologica

En esta seccién construiremos el espacio fase termodinamico 7 en el caso
en que consideramos la constante cosmoldgica como una variable. Fn este caso
las coordenadas del espacio fase son Z4 = {M, S, J,A,T,Q, L}, A=0,...,6.
La uno-forma fundamental de Gibbs es ahora dada por

©=dM —TdS — QdJ — LdA (5.1)

donde L es la variable dual a A y nuestro potencial termodindamico en la
representacién de masa es tal que M = M (S, J, A). El espacio de estados de
equilibrio € es 3-dimensional con coordenadas E® = {S,J, A} y es definido
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por medio del mapeo

(5.2)

M OM OM
eo:{s,J,A}H{M(SJ,M,S,J,A,a 0 8}

957 9 9N
En este caso el potencial termodinamico sigue siendo el de la ecuacion 4.7,
es decir

S2A 4Ar?J?
[N
pidiendo que ¢*(©) = 0, obtenemos la primera ley de la termodindmica

M=— (5.3)
dM = TdS + Qd.J + LdA (5.4)

de la cual se siguen las condiciones de equilibrio termodindmico.
La temperatura y la velocidad angular estan dadas por las ecuaciones

OM(S, J,A)  —A(r —12)

= S - 2nry (55)
_OM(S,J,A)
0 = 57 = (5.6)

las cuales son identicas a las obtenidas en la seccién 4.2, ecuacién (4.10). Por
otra parte
OM (S, J,A)

OA
es una variable fisica intensiva de la cual debemos descrubrir su significado.
Tenemos que

L:

oM S?

oA 1672
esto implica que en términos de r,, L es

L=—r%. (5.7)
La métrica Gy es un caso particular de (3.25) y tiene la siguiente forma
G = ©% 4 (ST + QJ + LA)(—dTdS + dQdJ + dLdA) (5.8)
cuando le aplicamos el pull-back a G, obtenemos g = ¢*(Gy)

g = ¢ (0% + o ((ST + QJ + LA)(—dTdS + dQd.J + dLdA))
= ¢'(0)®¢"(©)+ (ST + QJ + LA)p*(—dTdS + dQdJ + dLdA)
(ST + QJ + LA)@*(—dTdS + dQdJ + dLdA)
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donde hemos utilizado ¢*(©) = 0. Por otra parte

T_ OM(S, J,A)
B as
asi tenemos que
0 oM 0 oM 0 oM
dT = %ﬁdS + ﬁﬁdt] + G—A%d/\

es decir

dT = MssdS + Mysd.J + MasdA

de igual forma

0*M

0*M 0*M

dQ

o bien

" 0507

as + dJ +

0J? ONOJ aA

dQ) = MgydS + My;dJ + My dA

pero también tenemos

0*M

dL

as + dJ +

2 2
oM aMdA

es decir

~ 9SOA

0JOA O0A?

dL = Mgp + MjadJ + MppdA

por lo tanto

asi obtenemos que

Msgdsz + MjysdJdS + MpsdAdS
Mg ;dSdJ + My ;dJ? + My;dAdJT
MgpadSdA + MjadJdA + MAAdA2

o (—dTdS+dQdJ+dLdA) = (—MgsdS>+ M ;dJ?+MandA2+MyadJdA+ My dAd.T)

por lo que la métrica ¢ inducida en el espacio de estados de equilibrio ter-

modindamico € es

g = (SMS + JMJ + AMA)(—M55d52 + MJJdJ2 + MAAdA2 + 2MJAdeA)
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que podemos escribir de la siguiente forma matricial

—Msgg 0 0
g:(SMs—l—JMJ—i—AMA) 0 Mjy; Mjp
0 Mjy Mpya

por otra parte

oM B SA n 8m2.J?
2s 8m? S3 )
oM 82 J?
oJ S2 7
oM S?
oA 1672
de aqui se sigue que
ZA
SMg+ JMj;+ AMy = —i
1672
y ademas
2472 J? A
M, = - —
SS 54 87T2’
872
My, = 52
MJA = 07
MAA = 0.

con todo esto tenemos finalmente que la métrica es

gq2y [ ~Mss 00
g:_16 5 MJJ 0
g 0 0 0

Observamos que el determinante de esta matriz es cero, lo que implica que
g es una métrica degenerada y por lo tanto no cumple con los requrimientos
para ser propiamente un métrica. Asi que debemos descartarla.
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5.2. Problema de linealidad

En la seccién anterior vimos que al tomar la constante cosmolégica como
variable termodinamica y obtener la métrica en el correspondiente espacio
de equilibrio, esta ultima es degenerada (detg = 0), por lo cual no es propi-
amente una métrica. Uno de los problemas con A es que el potencial ter-
modindamico M depende linealmente de esta variable asi que Myp = 0 y no
contiene término de interaccion entre A y J, por lo que M,; = 0. Este re-
sultado nos lleva a la conclusién de que A no es una variable termodinamica.
De hecho, la variable dual L también presenta un comportamiento extrano.
Puesto que L = —ri podemos cambiar el radio interno r_ de forma arbitraria
sin cambiar el valor de L, a diferencia de T' y 2 que dependen explicitamente
de r_, pues mientras T y €2 toman un valor extremo al hacer r, =r_, a la
variable dual L no le afecta en lo mas minimo, es decir parece no depender
de la estructura interna del hoyo negro, lo cual es un comportamiento poco
intuitivo. El siguiente problema con A, el cual tal vez es el problema de fondo
es que al andlizar sus unidades se sospecha que esta variable no es extensiva.

Pero supongamos que en vez de tomar A = —1/I*> como variable ter-
modindmica la cual no es extensiva, usamos simplemente [?> como nuestra
variable, que de acuerdo a las unidades si puede ser tratada como una vari-
able termodinamica extensiva. Es decir escribimos la primera ley de la ter-
modindmica como

oM oM oM
AM(S, J.I?) = Z2dS + - dJ+8(l2)d(12) (5.9)

usando el cambio de variable v = [2, entonces la ecuacién para el potencial
termodinamico en términos de v es

52 472 J?

M = 672 + & (5.10)
en donde
o OM(SJy) _ri-r?
B S - 2myry ]
q — OM(S,J,y) 7
8J - ﬁ""+
OM (S, J,~) -5? r
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La expresion para la capacidad calorifica sigue siendo

O S(S* —64m'12J?)  Amri(ry —1?)

5.12
S4+ 192747y .J? ri+3r2 (5.12)

por lo que observamos que sigue sin haber transiciones de fase, es decir la
variable termodindmica introducida no afecta la descrpcion de la estructura
interna del hoyo negro.

Ahora en base a (3.25) escribimos la métrica en el espacio fase 7 como

G = 0%+ (ST + JQ +yY)(—dTdS + dQdJ + dYdr) (5.13)

y la métrica g = ¢*(G) inducida en el espacio de estados de equilibrio ter-
modindmico es completamente andloga a la obtenida para A

—Mss 0 0
g:(SMs+JMJ+’}/M,Y) 0 MJJ MJ’Y
0 MJ’Y MW

en donde
S2 S2
SM JM M, = —
st 7+ 8m2y 16wy
512
— T (5.14)
Ty
y también
1 2472 J?
M —
SS 872y + I
872
M;; = R
52
M. =
Y 871'2737
My, = 0. (5.15)
Asi la métrica obtenida es
s2 3J2
T 1287142 T 16524 (1) 0
9= 2 5(31
0 0 12874~4
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cuyo determinante es distinto de cero. De esta manera vemos que el hecho
de tomar el radio de curvatura como variable termodindamica nos permite
obtener una métrica no degenerada, la cual describe el espacio de estados
de equilibrio. Pero también observamos que la variable dual T = —ri /2
nuevamente presenta un comportamiento inusual en el sentido en que no
depende del radio interno r_ del hoyo negro. Se necesita un andlisis més
minucioso para ver que tan viable es interpretar el radio de curvatura como
una variable termodindmica.

5.3. Escalar de curvatura

Una vez que ya tenemos la métrica podemos calcular el escalar de curvatu-
ra, esto lo hicimos por medio del programa REDUCE 3.8 y lo que obtuvimos
es lo siguiente

R = (2264924167'2J%97 + 294912078.74755* + 3317767574258
18874368712 724754 4 1228871 J?~7 S8 + 441671 T2y S + 49152784558
+ 1695 4 7519) /2567175 5% (368647° T2 + 3847t J2ySt + S8)

esto también se puede escribir en la forma

R f(5.7.7)
256654 (S + 192747 J2)?

(5.16)

donde

226492416712 7547 4 294912078 J4~° 54
3317767% J4y2S® — 18874368712 J%~7 S*
1228874.J%7°S® + 44167* J?~S™ + 491527%~0 58
16’)/4312 4 75’16

[0S, J,7)

+ + +

observamos que el denominador en (5.16) es multiplo del denominador en
(5.12), es decir también esta ecuacién reproduce la estructura de las transi-
ciones de fase que nos indica la capacidad calorifica y como era de esperarse
al no haber puntos singulares, quiere decir de nuevo que no hay transiciones
de fase.
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5.4. Geometria del espacio de estados
de equilibrio

A continuacién vamos a mostrar las graficas del escalar de curvatura
en términos de las variables S, J y [. La gréfica 5.1 muestra el escalar de
curvatura en términos de la entropia y el momento angular, poniendo el radio
de curvatura [ = 1, como observamos no hay singularidades y la curvatura
va creciendo si la entropia y el momento angular crecen, es decir entre mayor
entropia o mayor momento angular tenga el hoyo negro, sus interacciones
termodinamicas dentro de él crecen sin seguir teniendo transiciones de fase.
También se muestran secciones transversales de esta grafica con S = cte. y
después con J = cte.

Seguido de esto mostramos en la figura 5.4 la grafica de R , pero ahora en
términos de las variables J y [ con S = 1. También mostramos las secciones
transversales de esta grafica cuando hacemos cortes con los planos J = cte.
y [ = cte. Observamos que R muestra un comportamiento singular cuando el
momento angular J es muy cercano a cero, lo que nos indica que para ese valor
de momento angular puede haber una transicién de fase si la entropia es igual
a la unidad, por otra parte entre mas se acerca J a cero hay un crecimiento
extremadamente alto an la curvatura, lo que nos idica interacciones cada vez
mas altas entre las particulas que conforman el hoyo negro.

Por dltimo, se muestra la misma grafica de R pero ahora en términos
de S y [, en donde el momento angular es J = 1 y también observamos las
respectivas graficas de las secciones transversales. Aqui vemos que la curva
es suave y presenta sélo una singularidad para el caso en que S = [ = 0,pero
si el radio de curvatura [ es igual a cero quiere decir que no hay hoyo negro,
por otra parte la entropia sélo es cero cuando ry = 0 y en este caso tampoco
hay hoyo negro, por lo que esta singularidad pertenece a un caso de hoyo
negro que no existe.

5.5. Analisis de resultados

Como vimos en las secciones anteriores, cuando introducimos la constante
cosmolégica A = —1/1? como variable termodindmica, obtenemos una métri-
ca singular, la cual no nos sirve para describir las propiedades geométricas
del espacio de estados de equilibrio termodindmico en el cual A seria una de
las variables extensivas, pero tal vez este es precisamente el problema pues
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5.4. Geometria del espacio de estados
de equilibrio

A continuacién vamos a mostrar las graficas del escalar de curvatura
en términos de las variables S, J y [. La gréfica 5.1 muestra el escalar de
curvatura en términos de la entropia y el momento angular, poniendo el radio
de curvatura [ = 1, como observamos no hay singularidades y la curvatura
va creciendo si la entropia y el momento angular crecen, es decir entre mayor
entropia o mayor momento angular tenga el hoyo negro, sus interacciones
termodinamicas dentro de él crecen sin seguir teniendo transiciones de fase.
También se muestran secciones transversales de esta grafica con S = cte. y
después con J = cte.

Seguido de esto mostramos en la figura 5.4 la grafica de R , pero ahora en
términos de las variables J y [ con S = 1. También mostramos las secciones
transversales de esta grafica cuando hacemos cortes con los planos J = cte.
y [ = cte. Observamos que R muestra un comportamiento singular cuando el
momento angular J es muy cercano a cero, lo que nos indica que para ese valor
de momento angular puede haber una transicién de fase si la entropia es igual
a la unidad, por otra parte entre mas se acerca J a cero hay un crecimiento
extremadamente alto an la curvatura, lo que nos idica interacciones cada vez
mas altas entre las particulas que conforman el hoyo negro.

Por dltimo, se muestra la misma grafica de R pero ahora en términos
de S y [, en donde el momento angular es J = 1 y también observamos las
respectivas graficas de las secciones transversales. Aqui vemos que la curva
es suave y presenta sélo una singularidad para el caso en que S = [ = 0,pero
si el radio de curvatura [ es igual a cero quiere decir que no hay hoyo negro,
por otra parte la entropia sélo es cero cuando ry = 0 y en este caso tampoco
hay hoyo negro, por lo que esta singularidad pertenece a un caso de hoyo
negro que no existe.

5.5. Analisis de resultados

Como vimos en las secciones anteriores, cuando introducimos la constante
cosmolégica A = —1/1? como variable termodindmica, obtenemos una métri-
ca singular, la cual no nos sirve para describir las propiedades geométricas
del espacio de estados de equilibrio termodindmico en el cual A seria una de
las variables extensivas, pero tal vez este es precisamente el problema pues
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Grafica del escalar de curvatura con I=1

Figura 5.1: Grafica del escalar de curvatura en términos de la entropia S y el
momento angular .J, en este caso el radio de curvatura [ = 1.

analizando A ésta parece no ser una variable extensiva. Sin embargo cuan-
do introducimos explicitamente el cuadrado del radio de curvatura /2 como
variable termodinamica, obtenemos una métrica diagonal, pero como ya men-
cionamos, la variable dual Y = —r2 /I* a [? presenta un comportamiento un
tanto inusual respecto a las otras variables intensivas, pues observamos que
no depende del radio interno r_. Aunque por otra parte, el denominador en
la expresién para el radio de curvatura es multiplo del denominador en la
expresion para la capacidad calorifica, es decir reproduce la estructura que
nos indica si hay o no transiciones de fase. Por estos hechos atin queda abier-
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Graficas del escalar de curvatura con I1=1

y S=cte.
_ S=30
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Figura 5.2: Gréfica del escalar de curvatura para tres distintos valores de S con
el radio de curvatura [ = 1.

Graficas del escalar de curvatura con |=1
y J=cte.
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Figura 5.3: Grafica del escalar de curvatura para tres distintos valores de J con
el radio de curvatura [ = 1.
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Grafica del escalar de curvatura con S=1

Figura 5.4: Gréfica del escalar de curvatura en términos del momento angular J
y el radio de curvatura [, en este caso tomamos la entropia como S = 1.

ta la pregunta de cuan viable es interpretar al radio de curvatura como una
variable extensiva del espacio €.

Asi mismo aunque en las graficas de R (5.1, 5.4, 5.7) observamos un com-
portamiento suave, queda abierta la pregunta de si ellas representan o no
geometricamente la estructura termodinamica del sistema. Por esta razén
sera necesario un estudio més detallado de si [? podria ser la variable ter-
modindmica que necesita ser introducida al espacio de estados de equilibrio
para obtener una generalizacién del hoyo negro BTZ, tal que ¢ sea de dimen-
sién 3.
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Graficas del escalar de curvatura con S=1

y J=cte.
1R
15,000
10,000 —_
5,000 ]

=5.000

Figura 5.5: Gréficas del escalar de curvatura para dos distintos valores de J con
la entropia S = 1.

Graficas del escalar de curvatura con S=1
y I=cte.
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—4,000 -

-6,000 -

Figura 5.6: Gréficas del escalar de curvatura para dos distintos valores de ! con
la entropia S = 1.
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1

Grafica del escalar de curvatura con J

Figura 5.7: Gréfica del escalar de curvatura en términos de la entropia Sy del

radio de curvatura [, en este caso J = 1.
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Graficas del escalar de curvatura con J=1

Y 12 =cte.

25=10%{R

2 = 10% 4
1.5 % 10% -

1 3 10% 7

1 Z=q
i . . T ; T
0.1z 014 016 0.1g g 00

Figura 5.8: Gréficas del escalar de curvatura para tres distintos valores de [ con
el momento angular J = 1.

Graficas del escalar de curvatura con J=1
y S=cte.
R
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Figura 5.9: Gréficas del escalar de curvatura para tres distintos valores de .S con
el momento angular J = 1.
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Capitulo 6

Conclusiones

Se realizé un estudio acerca de la termodindmica del hoyo negro de
Banados, Teitelboim y Zanelli (BTZ), que es una solucién a las ecuaciones de
campo de Einstein en el espacio (241) dimensional con constante cosmoldgi-
ca menor que cero. Este espacio-tiempo del hoyo negro en (241)-dimensiones
es un modelo que ayuda a abordar de una manera més simple problemas rela-
cionados a conceptos de relatividad general en (3+1) dimensiones, pues tiene
la ventaja de ser mas simple matemdaticamente pero teniendo los mismos
fundamentos conceptuales que este ultimo.

Este estudio de la termodindmica del hoyo negro BTZ esta basado en
el formalismo de la geometrotermodinamica. A partir de la obtencién de la
ecuacién termodindmica fundamental del hoyo negro en términos de la varia-
bles extensivas, construimos el espacio fase termodindmico cuyas coordenadas
estan dadas por el potencial termodinamico ®, las variables extensivas, que
en este caso son la entropia S y el momento angular J y las correspondientes
variables intensivas, que son la temperatura Ty la velocidad angular €2. Hay
que mencionar que todo esto se obtuvo en unidades geométricas, es decir en
unidades en las que ¢ = h = 1, donde ¢ es la velocidad de la luz y h es la
constante de Boltzman.

Una vez construido este espacio fase 7, introducimos en él una métrica
G, la cual tiene la propiedad de ser invariante de Legendre. Esta métrica se
introdujo en base a trabajos anteriores [1, 2, 6, 7, 15], en ellos se ha estudiado
las propiedades que debe cumplir G y hay una construccién detallada que
nosostros no ofrecemos en este trabajo, pero es importante senalar que G
ha demostrado ser adecuada en las descripciones hechas sobre sistemas ter-
modinamicos a través de la GTD en los trabajos anteriores .
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Una vez obtenido 7, abrimos paso a un subsistema muy importante, con-
tenido en éste ultimo, que es el espacio de estados de equilibrio termodindmico
g, el cual nos dicta todos los posibles estados del sistema cuando este se en-
cuentra en equilibrio termodinamico. En ¢ inducimos la métrica ¢ invarian-
te de Legendre con la cual realmente trabajamos y que es por supuesto com-
patible con la métrica G en 7.

En los trabajos hechos por Weinhold y Ruppeiner en el estudio de otros
sistemas termodinamicos en equilibrio a través de la geometrotermodindmica,
se introducian en el espacio de estados de equilibrio €, métricas las cuales no
son invariantes de Legendre, esto hace que al obtener propiedades geométri-
cas de € tales como puntos singulares y la curvatura, obtengamos distintos
resultados dependiendo del potencial ® utilizado para la construccion de la
métrica g.

En los trabajos que ya hemos mencionado [1, 2, 6, 7, 15], se incorporé al
formalismo de la geometrotermodinamica, la construccion de métricas que
fueran invariantes de Legendre. Asi al estudiar sistemas en equilibrio termo-
diamico tales como el gas ideal, el gas de van der Waals y los hoyos negros
en (3+1)dimensiones desde el hoyo negro de Reissner-Nordstrom hasta el de
Kerr-Newman, se encontraron resultados que describen las propiedades geo-
métricas del espacio € (el cual es por supuesto diferente, dependiendo en ca-
da caso del sistema termodindmico que se desea describir) y son los mismos
sin importar cual de los potenciales termodinamicos del sistema o que elec-
cion de las variables extensivas se uso para la construccion de la métrica g.
Los resultados en las propiedades geométricas de € para cada sistema coin-
ciden con sus propiedades termodinamicas en el sentido en que por ejemplo,
si hay curvatura distinta de cero en la variedad, esto indica interacciones
termodinamicas entre las componentes del sistema o por ejemplo cuando
presenta puntos singulares, de acuerdo a los trabajos hechos por Davies [16],
estos puntos indican transiciones de fase en el sistema.

Este trabajo es una extensién al hecho de probar que el formalismo de
la geometrotermodinamica sirve para estudiar las propiedades de un sistema
en equilibrio termodinamico, siempre y cuando sea incorporada la nocién de
invariacia de Legendre en la métrica que forma parte de nuestra variedad
Riemanniana. En este caso el sistema estudiado a través de esta técnica,
fue el hoyo negro BTZ, que a pesar de no ser un hoyo negro real, por estar
en el espacio-tiempo (2+1) dimensional, presenta todas las caracteristicas
propias de los hoyos negros, tal como el horizonte de eventos y la radiacién
de Hawking, lo que es suficiente para nuestro estudio.
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Por otra parte obtuvimos que la curvatura del hoyo negro BTZ es distinta
de cero, lo que indica interacciones termodinamicas dentro de éste ultimo,
ademas de la obtencion de resultados, en los que hay que destacar expre-
siones explicitas para la curvatura del hoyo negro y para otros parametros
caracteristicos, tales como su temperatura, la entropia, el momento angu-
lar, la velocidad angular y la capacidad calorifica, todo esto en términos de
sus dimensiones. Otro resultado importante es el hecho de que al no haber
singularidades en la curvatura, quiere decir que no hay transiciones de fase
lo cual coincide con la estructura dictada en la expresion para la capacidad
calorifica.

Por dltimo, se intento una generalizacién de este espacio-tiempo BTZ,
tal que € fuera de dimensién 3. Esto se hizo introduciendo el cuadrado del
radio de curvatura /2 como una variable termodindmica mas, pero ain queda
la pregunta de cuan viable es interpretar al radio de curvatura como una
variable extensiva méas que caracterice la ecuaciéon de estado de hoyo negro
BTZ en una dimensién mayor. Asi pues, se requiere un anélisis mas extensivo
para determinar si se puede dar o no dicha generalizacion.

El alcance de la geometrotermodindmica para el estudio de sistemas ter-
modindmicos en equilibrio se seguira dictando por los resultados en los
siguientes trabajos, pero no cabe duda que lo que se ha logrado hasta ahora,
al seguir conservando el concepto de invariancia de Legendre cuando trata-
mos de presentar la termodinamica del sistema en términos de conceptos
geométricos, igual que como es tratado en la termodinamica clasica, es un
paso clave en el avance de este tema.
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Apéndice A
Definicion de una variedad

Para entender lo que es una variedad consideremos primero el espacio R",
el cual denotamos por el conjunto de n-tuplas de nimeros reales de la forma
(1,22, ..., Z,). Un conjunto M (el cual puede ser un conjunto de puntos),
se dice que es una variedad si cada punto de M puede ser cubierto por una
vecindad abierta en la cual se puede definir un mapeo uno a uno de esta
vecindad hacia un conjunto abierto de R", para una n. Esto tltimo significa
que M es localmente como R™ y entonces la dimensién de M es n.

El mapeo asocia con un punto P de M una n-tupla (x1(P), xo(P), ..., 2,(P)).
Estos nimeros z1(P), z2(P), ..., x,(P) son llamados coordenadas de P ba-
jo este mapeo. Una forma en que podemos considerar una variedad M n-
dimensional es pensarla como un conjunto al cual se le pueden asociar n
coordenadas independientes en alguna vecindad de cualquier punto de M,
donde estas coordenadas estan refiriendo el mapeo requerido a R". De aqui en
adelante adoptaremos la notacién convencional escribiendo el indice de cada
coordenada como un superindice: z!'(P), z*(P), ...,z"(P) que indican las n
coordenadas asociadas a P [8].

Supongamos que f es un mapeo uno a uno de una vecindad U alrededor
de un punto P de M a un conjunto abierto f(U) de R™. De la definicién
dada arriba sabemos que U no necesariamente cubre todo M, por lo que se
requeriran otras vecindades con sus propios mapeos tal que cada punto de M
pertenezca a una de estas vecindades. Como estas vecindades cubren todos
los puntos de M y son abiertas, algunas de ellas se deben intersectar, esto
nos da la oportunidad de dar una caracterizaciéon adicional a la variedad.
Supongamos que V' es una vecindad que se intersecta con U y que V tiene un
mapeo g a una region abierta de R". Esta regién abierta puede ser completa-
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mente distinta a la regién obtenida por el mapeo de f definido en U. Entonces
bien, la interseccién de V' y U es abierta y dan dos diferentes sistemas de
coordenadas asociados a los mapeos, pero hay una relacién entre estos sis-
temas de coordenadas. Para hallar esta relacién fijemonos en un punto de la
intersecciéon bajo f (el cual es un punto en R") y llamémosle (z', 2%, ..., 2"),
ver figura (A.1) .

z

|

Figura A.1: Las vecindades U y V en M se intersectan. Sus respectivos mapeos a
R™ los cuales son fy g van a dar a diferentes regiones.

El mapeo f tiene asociado un mapeo inverso f~!, entonces hay un tnico
punto S en la interseccién el cual tiene estas coordenadas bajo f. Ahora a S
le aplicamos g y obtenemos otro punto en R" el cual llamamos (y,v?, ..., y"),
lo que hemos hecho es construir un mapeo de R* — R" el cual es la com-
posicién g o f~1. De esta forma obtenemos una relacién funcional, es decir
una transformacién de coordenadas [8].

yl _ yl(z17 2’ ,l‘n)
o= P22, 2
yro= "zt 2.

Si las derivadas parciales de orden k o mayor de todas estas funciones
con respecto a todas las ¢ existen y son continuas, entonces se dice que los
mapeos f y g estan C*-relacionados. Por otra parte el par consistente de
una vecindad y su mapeo es llamado una carta. Asi, si es posible construir
un sistema de cartas que cubra totalmente M y tal que cada carta este C*-
relacionada una con otra cuando sus respectivas vecindades se intersectan,
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se dice que la variedad M es una C* variedad. Una variedad de clase C" es
una variedad diferenciable. La diferencialidad de la variedad le proporciona
una mayor estructura: la posibilidad de definir tensores, formas diferenciales,
etc.

A.1. Ejemplos de variedades

El concepto de variedad diferencial es realmente 1til debido a su genera-
lidad. Y es que una variedad abarca conjuntos los cuales ordinariamente no
considerarfamos como espacios [8]. De acuerdo a la definicién dada anterior-
mente, cualquier conjunto M que pueda ser parametrizado continuamente
es una variedad cuya dimensién es el nimero de parametros independientes.
Por ejemplo:

(i)Consideremos N particulas, si consideramos todas sus posiciones (3N
nimeros) y todas sus velocidades (3N ntimeros), podemos definir la variedad
6N-dimensional la cual es llamada espacio fase y cada punto de esta variedad
indica un estado del sistema.

(ii)Una variedad muy particular y comiin es un espacio vectorial, suponga-
mos que el espacio vectorial V' es n-dimensional y elegimos cualquier base
{€1, ..., €, }. Entonces cualquier vector puede ser representado como una com-
binacion lineal

y=a'e +..+a"e,. (A1)

Pero 4 es un punto en V por lo que hemos establecido un mapeo de V' a R",
g — (a',..,a™). De hecho a cada punto de R™ corresponde un tnico vector
en V bajo este mapeo, entonces V es una variedad idéntica con R"™ pues V
estd cubierto por un solo sistema de coordenadas.

Por dultimo mecionaremos que dos variedades de la misma dimensién
pueden ser localmente indistinguibles pero tener una estructura global to-
talmente diferente [8].

A.2. Curvas y funciones en una variedad

En una variedad consideramos una curva como un mapeo diferenciable de
un conjunto abierto de R' a M, entonces asociamos cada punto de R' el cual
es un numero real A, con un punto en M, el cual es llamado el punto imagen
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de A. El conjunto de todos estos puntos imagen es la curva y se dice que la
curva estd parametrizada con el pardmetro A. Asi aunque dos curvas puedan
tener la misma imagen en M pero estén parametrizadas de manera diferente
se dird que son distintas. Por mapeo diferenciable entendemos que las coor-
denadas del punto imagen {x?()\),7 = 1,...,n} son funciones diferenciables de
A

De forma andloga una funcién en M es una regla que asocia un numero
real (el valor de la funcién) a cada punto de M. Es decir, la funcién puede ser
escrita como f(P), donde P es un punto de M. Por otra parte como P tiene
coordenadas podemos expresar el valor de la funcién como f(z',...,2"). Si
esta funcién es diferenciable en sus argumentos se dice que es diferenciable.

De ahora en adelante siempre asumiremos que podemos poner coorde-
nadas {z%,i = 1,...,n} en la variedad y que cualquier conjunto de ecuaciones
suficientemente diferenciable y* = y'(27), que sea localmente invertible (es
decir cuyo Jacobiano es distinto de cero) constituye una aceptable transfor-
macién de coordenadas a las nuevas coordenadas {y*,i =1, ...,n} [8].
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Apéndice B

Espacios Tangente y
Cotangente

B.1. Espacio Tangente

Para introducir la nocion de espacio tangente comencemos por describir
los vectores y los campos vectoriales.

Consideremos una curva que pasa a través de un punto P de M, descrita
por las ecuaciones {z’ = z%()\),i = 1,...,n}, consideremos también una fun-
cién diferenciable f(z!,...,2™) en M. Entoces a lo largo de la curva hay una
funcién g(\) = f(z'()\), ..., z"(\)). Diferenciando esta funcién tenemos

dg _ dxt Of

= . B.1
dA - dA Ox* (B-1)
Esto es verdad para cualquier funcién g, por lo que podemos escribir
d dxt 0
d\ = d\ Ox (B2)

desde el punto de vista de vectores en el espacio Euclidiano, podriamos decir
que el conjunto de niumeros {dx’/d\} son las componentes de un vector
tangente a la curva x?()\). Esto se puede visualizar considerando que {dx'}
son desplazamientos infinitesimales a lo largo de la curva y al dividirlos por
dX solamente cambia la escala pero no asi la direccién de este desplazamiento.
De hecho, como una curva tiene un tnico parametro, para cada curva hay
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un tnico conjunto { dx’/d\} el cual decimos que son las componentes de el
vector tangente a la curva. Entonces de la definicién de curva, vemos que
cada curva tiene un tnico vector tangente en cada punto [8].

El término vector trae conceptos del espacio Euclidiano, pues los vectores
son definidos por analogfa con desplazamientos Az®. Sin embargo en una
variedad no necesariamente hay una relacién de distancia entre puntos, por
lo que necesitamos una definicién de vector que no necesariamente ocupe esta
nocién.

Supongamos que a y b son dos nimeros y x° = x%(u) es otra curva a
través de P. Entonces tenemos

i_zd:p’ (9_ (B.3)

du dp Ox’
' i d dii dat\ @
't Tt
LA b _ B.4
“ T Van Z<ad)\+ d,u)@x’ (B4)

Pero los ntimeros {a dx’/d\ + bdx'/du} son las componentes de un nuevo
vector el cual es tangente a alguna curva en P. Asi debe existir una curva
con parametro ¢ tal que en P

d dz* dx*\ 0
%‘2(“@ +bdu)8xi (B.5)

De estos ultimos resultados obtenemos que en P,

(B.6)

Por lo tanto, las derivadas direccionales d/d\ a lo largo de la curva, forman un
espacio vectorial en P. La ecuacién (B.2) muestra que cualquier d/d)\ puede
ser escrita como combinacién lineal de el conjunto de derivadas 9/0z°. De
aqui se sigue que {0/0z'} son las bases de este espacio vectorial. Asf también
(B.2) muestra que d/dX tiene componentes{dz’/d\} en estas bases. Entonces
tenemos el siguiente resultado importante: el espacio de todos los vectores
tangentes en P y el espacio de todas las derivadas a lo largo de la curva en
P tienen una correspondencia uno a uno, por esta razén se dice que d/dX\ es
el vector tangente a la curva x'(\) [8].
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Es importante indicar que sélo vectores en el mismo punto P pueden ser
sumados. Vectores en distintos puntos no tienen relaciéon uno con el otro.
Estos vectores tangentes no viven en M, viven en el espacio tangente a M en
P, el cual denotamos con Tp. Una variedad como la superficie de una esfera
tiene como espacio tangente en un punto P un plano.

Debemos usar el término vector para referirnos a un vector en un punto
P de M. El término campo vectorial se refiere a la regla que asigna un vector
a cada punto de M.

B.2. Bases Vectoriales

En cualquier punto P de M el espacio Tp es un espacio vectorial con la
misma dimensiéon n que M. Cualquier coleccién de n vectores linealmente
independientes en Tp forman una base de Tp. Si nosotros tenemos un sis-
tema de coordenadas {x'} en una vecindad U de P, entonces estas coorde-
nadas definen la base coordenada {9/0z'} en todos los puntos en U. Pero
no necesariamente tenemos que usar esa base coordenada, podemos escribir
los vectores en cualquier base arbitraria {¢;}. En un punto P un vector V
cualquiera puede ser escrito como

_ 9 g
V= szﬁxi = ; Vi'e; (B.7)

Los ntimeros {V'} son las componentes de V en la base {9/0z'} y los niimeros
{V7'} son las componenetes de V en {¢;} que estan relacionadas con {V?}
por una transformacién vectorial [8].

B.3. Uno-formas y Espacio Cotangente

Como ya mencionamos Tp es el espacio de todos los vectores tangentes
en P. Definimos una uno-forma como una funcién lineal de vectores que nos
da un valor real. Es decir, una uno-forma & en P asocia con un vector V en
P un ntimero real, el cual llamamos @(V'). Esta notacién expresa la idea de
que w es una funcién con argumentos vectoriales. El conjunto de uno-formas
en el punto P satisfacen los axiomas de un espacio vectorial, por lo tanto el
espacio de estas uno-formas es el llamado espacio dual a T» o bien el espacio

cotangente en P y es denotado por T p.
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La formacién del niimero w(V') es frecuentemente llamada la contraccién
de @ con V [8].

B.4. El gradiente como uno-forma

De manera andloga al concepto de campo vectorial, un campo de uno-
formas, es una regla que da una uno-forma a cada punto de M.

El campo de uno-formas mas comin es el gradiente de una funcién f, el
cual denotamos por df. Asi el gradiente df es definido por

df(d/dX) = df Jd), (B.8)

donde d/d\ es un vector tangente arbitrario. Es decir, el gradiente de f en
cualquier punto P es el elemento de T} cuyo valor en un elemento V de Tp
es la derivada direccional de f a lo largo de la curva cuya tangente es V.

El valor de f en P es irrelevante para obtener df /d\. Para calcular df /dA
en P necesitamos conocer df/dz" en P, las cuales debemos ver como las
componentes del gradiente de f. Asi el gradiente es una uno-forma [8].

Por ejemplo, consideremos el espacio Euclidiano R* en el cual hay un
campo escalar ¢(Z) en cada punto Z y una curva definida por un pardmetro
t € R, entonces cada punto de la curva tiene coordenadas

El vector tangente U tiene componentes

- dx
U — .

Como ¢ es una funcién de x,y y 2z entonces esta es una funcién de ¢ en la
curva:

¢(t) = ol (t), y(t), 2(1)],

entonces la derivada tangencial de la curva es

do _ 0pdr  9pdy 99 dz
dt — Oxdt Oydt Ozdt
= Doy Doy 00y (B.9)

ox oy 0z
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De la tltima ecuaciéon observamos que con el vector U hemos producido el
nimero d¢/dt que representa la derivada tangencial de ¢ en una curva en

la cual U es el vector tangente. Y también observamos que la uno-forma, es
decir el gradiente de ¢ tiene componentes (0¢/dxz, d¢/dy, dp/0z)[9)].

B.5. Bases de uno-formas y Componentes de
uno-formas

En el espacio cotangente en P, el cual estd formado por uno-formas,
cualquier conjunto linealmente independiente de uno- formas constituye una
base. Sin embargo la base {¢;,i = 1,...,n} del espacio vectorial Tp en P
induce una base preferida en el espacio cotangente que es llamada la base
dual {&,i = 1,...,n} y se define como sigue [8]. Si V es un vector en Tp,
entonces @' produce la i-esima componente de V'

(V) =V" (B.10)

En particular, como las bases vectoriales €; tienen solo la i-esima compo-
nente, todas las otras desaparecen teniendo

@'(€;) =0, (B.11)
Una forma de probar que {&'} es una base del espacio cotangente en P
es la siguiente. Consideremos cualquier uno-forma ¢ actuando en un vector
arbitrario V'

av) = a(vae])
= Z Vig(e;)
— T(V)ile,) (B.12)
Los nimeros
q; = q(&;) (B.13)

son llamados las componentes de ¢ en la base dual a {€;}. Para ver esto
escribimos la ecuacién (B.12) como

i)=Y 0 (V). (B.14)
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Esto muestra que el conjunto {&7} es una base, pues podemos escribir cualquier
¢ como combinacién lineal de ella y también muestra que los nimeros {g;}
son las componentes de ¢ en esta base [8].

Un sistema de coordenadas {z'} en U, define una base natural para el
espacio tangente {0/0x'} y también define un conjunto de n uno-formas, los
gradientes {Jxl}, estas uno-formas son la base dual a la base vectorial de
coordenadas.

De la ecuacién (B.8) y (B.11) tenemos

dz'(0/027) = 02’ /0 = 5] (B.15)

B.6. Notacién de Indices

Adoptaremos las siguientes convenciones para el uso de indices. Por ejem-
plo las componentes de vectores las escribimos como V', es decir, el indice
escrito como un superindice. Componentes de uno-formas como w; las es-
cribimos con el indice como subindice. Por ejemplo las bases de un vector
son nombradas con subindices (€;) y las bases de una uno-forma se denotan
con superindices (@7). Consideremos la contraccién

H(V) = Z Viw, (B.16)

la cual es una suma de productos de componentes con indice arriba y com-
ponentes con indice abajo. Nosotros adoptaremos la convencién de suma
de Einstein: cuando una expresién contiene indices repetidos como un su-
perindice y un subindice, se entiende que es una suma sobre los indices.
Asi las expresiones

O=widt!, V= Vji. o(V) = Vi, (B.17)

son entendidas como sumas [8].

B.7. Transformaciones de Bases

Consideremos vectores y tensores definidos en algin punto P de M.
Supongamos que tenemos una base vectorial {€;,i = 1,..,n} pero preferi-
mos usar la base {€}, " = 1,..,n}. En Tp hay una transformacién lineal A de
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la vieja base a la nueva: 4
ejr=N,e (B.18)

La matriz A;'-/ es no singular y es llamada la matriz de transformacién. La
vieja base de uno-formas satisface (B.11):

o'(ey) = oy, (B.19)
Multiplicando por Af, y usando (B.18) y linealizando tenemos

@'(ejr) = 6 AL, = A (B.20)

J’

Ahora bien, la matriz Aé-, tiene inversa, la cual denotamos por Af’ tal que:
ASN, =6, AYAL, =0 (B.21)
Multiplicando (B.20) por A¥ obtenemos
AT = 6%'; (B.22)
y comparando con (B.11) obtenemos finalmente

O = Ao (B.23)

Esta es la contraparte de (B.18): bases de uno-formas se transforman opues-
tamente a las bases vectoriales (y entonces utilizando la matriz de transfor-
macién inversa).

Ahora podemos obtener como se transforman las componentes:

-/

Vi = TNV = Auuf(f/) AZVJ (B.24)
) =

g = qlew) = q(Ae 2q(€;) = A,q;. (B.25)
Estas leyes de transformacion muestran que las componentes de vectores y las
bases de uno-formas se transforman de la misma manera, la cual es la forma
opuesta de como se transforman las bases vectoriales y las componentes de
uno-formas.
La posicién de un indice automaticamente da su ley de transformacion.
Por ejemplo, V7 yv &’ obedecen la misma ley, la cual es

V= ATVI
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Supongamos que una regiéon U de una variedad M tiene el sistema de
coordenadas {z',i = 1,...,n} y que queremos introducir unas nuevas coorde-
A .
nadas {y",7 = 1,...,n} dadas por las ecuaciones

y' = fi(t 2, P =1,...,n (B.26)

Estas ecuaciones constituyen una transformacién de coordenadas si el Ja-
cobiano de la matriz de las derivadas parciales Oy /O tienen determinante
distinto de cero en U. Entonces un punto P en U puede ser descrito por
estos dos diferentes conjuntos de coordenadas, {z'} o {¢’'}. En P tenemos
dos diferentes bases de coordenadas, las cuales estan relacionadas por

0 ox? 0
oyt Oyt Oxd ( )
Comparando esto con (B.18) podemos ver que
, O’
A= — B.28
J ayz/ ( )
De esta forma la matriz inversa es
A T
kK
Y=o (B.29)

Lo cual se puede probar facilmente de la siguiente forma

ooy _ on
oy’ Oxk  Oxk

_ 5.
Es importante observar que (B.29) define solamente una clase de transfor-
maciones Afl en U [8].
B.8. La métrica es un tensor

Consideremos un punto P de M. Un tensor de tipo (¥,) en P, es una
funcién lineal que toma como argumentos N uno-formas y N’ vectores y

cuyo valor nos da un numero real. Por lineal entendemos la linealidad en
cada argumento.
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Por ejemplo, si F es un (3) tensor, su valor en las uno-formas @ y & y los
vectores V/ vy W es
F(©,5;V, W)
es una funcion lineal que nos da un nimero.
El producto punto es una regla la cual asocia un niimero a dos vectores,
es decir es una funcién lineal de ambos vectores, por la tanto esta funcién es
un tensor (9), el cual es llamado el tensor métrico g y se define

g(V,U0)=g(U,V)=U -V (B.30)

La primera igualdad en esta ecuacion establece que U -V no debe depender
del orden de U y V. Entonces decimos que g es un tensor simétrico. Sus
componentes en una base {¢;} son

Gij = 9(€;,€;) =€ - & (B.31)

Estas componentes forman una matriz simétrica de n X n y ademas la matriz
es unitaria si

9ij = 0ij.
Si esto sucede decimos que el tensor g es la métrica Euclidiana y el espacio
vectorial es el llamado espacio Euclidiano. Pero si g;; no es tan simple pode-

mos tratar de elegir una nueva base {€; } en la cual las nuevas componentes
de la métrica son mas simples

gi’j/ = A;C/Aé'/gkl (BSQ)

considerando esta tultima como una ecuacién matricial podemos escribirla
como
k l
Girgr = Ai/gklAj/

pero esta es la ecuacion matricial
g = ATgA, (B.33)

donde AT es la transpuesta de la matriz A cuyas entradas son A%.

De aqui se puede derivar con un procedimiento no muy tedioso [8], que
cualquier espacio vectorial con un tensor métrico tiene una base en la cual
este tensor tiene una forma candnica diag(-1,...,-1,1,...1) y surge el importante
teorema que establece que en un espacio vectorial hay pocos tipos de tensores
métricos diferentes.
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Desde el punto de vista del algebra tensorial, con el tensor métrico pode-
mos mapear vectores en uno-formas de una manera uno a uno. Consideremos
un vector V, para este vector fijo, podemos construir la funcién lineal de vec-
tores a numeros reales, es decir una uno-forma, la cual denotamos por

V=gV, ). (B.34)

El hecho de que la matriz g;; tenga inversa hace que este mapeo sea uno a

uno: hay solamente un vector V' que es mapeado a V', para tener mas claro
esto podemos escribir la ecuacién anterior en términos de sus componentes.
Denotamos las componentes de V' por V;:

Vi= ‘7(51') = g(V,&) =g(Ve;, &) (B.35)
= ng(éj, él) = ngji (B36)
= gz'jVj7

la dltima igualdad es debido a la simetria de g. Por otra parte la matriz
inversa de g;; serd denotada por g%:

Ggsn = 0L (B.37)

Entonces tenemos ' ‘ ‘ )
gkz‘/; _ gkzgjivj —_ 5;61/] —Vk (B38)

Esto muestra que el mapeo es invertible y entonces la métrica proporciona
una unica relacion entre vectores y uno-formas

V;‘ = gijVj, (B39)
Vio= ¢, (B.40)

De la misma forma, la métrica puede mapear un tensor A (3) en un tensor
(1) o
Al =g A" (B.41)
y a su vez este ltimo puede ser mapeado en un tensor (3)
Ay = g AT = GumgirA™" (B.42)
el cual puede ser mapeado de regreso al tensor original

A* = glghm A, (B.43)
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con estos mapeos se dice que estamos subiendo y bajando indices. Asi los
vectores se distinguen entre ellos por la posicién de sus indices [8].

En un espacio vectorial Euclidiano una base Cartesiana tiene g;; = d;;,
por lo que ¢ = §% y U* = U;: no hay diferencia entre las componentes de
un vector y su asociada uno-forma en este caso.

Un campo tensorial métrico en una variedad es un campo tensorial (9)
simétrico que debe tener una inversa en cada punto.

La definicién de un cierto tensor (9) en una variedad M, como la métrica
de la variedad dota a M con una estructura muy rica, en donde uno puede
definir nociones como distancia y curvatura entre otras.

Como se menciond en el parrafo anterior una importante propiedad de la
métrica es que permite una definicién de longitud en la variedad. Si una curva
tiene tangente V = dZ/d), entonces un desplazamiento d\ tiene longitud
cuadrada

I = dz - dz = (VdN) - (Vd\) = V - V(d\)? = g(V, V)d\? (B.44)

Si una métrica es positiva definida, entonces g(V,V) > 0 para toda V # 0.
En ese caso dI? es positivo y tenemos

dl = (g(V,V))2dx (B.45)
como longitud de un elemento de la curva. Asi definimos el nimero real
dl = |g(V,V)[Y2d\ (B.46)

como la distancia propia si g es positiva definida.
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Apéndice C

Formas Diferenciales

C.1. Volumen

Hay una clase particular de tensores muy frecuentemente usados, los
cuales sirven para definir elementos de volumen en una variedad.

Primero consideremos la nociéon de volumen en dos dimensiones, el cual
es llamado area. Cualquier par de vectores en el espacio Euclidiano define un
area (ver figura C.1): los vectores en la figura definen el drea encerrada por
el paralelogramo.

———————— -
\\ _ PRe
\’ e
/
/

/
/
/

Figura C.1: Area definida por dos diferentes pares de vectores.

Por otra parte un area puede ser definida por muchos diferentes pares
de vectores, asi que la nocién de area es menos restrictiva que la nocién de
métrica. Por ejemplo en el espacio Euclidiano la métrica define la longitud
de vectores y el dngulo entre ellos, mientras que el drea da solo un nimero
asociado a estos vectores [8].

Pero es posible definir un area para una variedad de dimensién dos 6 bien
un volumen en una arbitraria variedad sin tener que definir una métrica en
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la variedad.

En una variedad dos-dimensional el area es un tensor, bilineal en sus
argumentos. Como el drea es un nimero este es un tensor () sin embrago
si los vectores @ y b que definen el 4rea son paralelos ésta debe ser cero y
como una consecuencia de esto el tensor debe cambiar de signo si @ y b son
cambiados.

En la siguiente figura los dos vectores dibujados definen un paralelogramo

de una cierta area, en términos de componentes el area es el determinante

Ve vy
we W

area =

Aqui se manifiesta la antisimetria bajo el intercambio de V' y W.

\

Figura C.2: Area definida por V' y W

Por orta parte decimos que un tensor (9) es antisimétrico si su valor

cambia de signo cuando intercambiamos sus argumentos:

o(U,V)=—o(V,U) paratodo U,V < & antisimétrico (C.1)

C.2. Formas diferenciales

Una p-forma, p > 3 se define como un tensor de tipo (g) completamente

antisimétrico. Igual que antes una uno-forma es un (9) tensor. Una funcién
escalar es una cero-forma. El ntimero p es el grado de la forma.

Los tensores (5) pueden ser formados por tensores (V) usando la operacién
®. Definimos la operacién A llamada producto cuna para construir dos-
formas de uno-formas: si p y ¢ son uno-formas entoces

PANG=DP®q—q®p (C.2)
es el producto cuna.
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Se puede demostrar que si {€;,i = 1,...,n} es la base de un espacio
vectorial y {w’} es la base dual para uno-formas, entoces {&/ A &%, j,k =
1,...n} es una base para el espacio de las dos-formas.

La regla para el producto cunia se extiende naturalmente a tres formas
[8]:

PAWGAT) = (DAQAT (C.3)
= PAGAT=DPRGRAT+qRT®p+ —... (C.4)

Esta expresién puede ser generalizada a altos nimeros de uno-formas y esto
permite definir productos cunia de p y g-formas arbitrarias, pues cualquier
p-forma puede ser escrita como cualquier combinacién lineal de productos
cunia de p uno-formas (las bases uno-formas).

Una operacion frecuentemente usada es la contraccién de un vector con
una forma. Una p-forma requiere p argumentos vectoriales para dar un niimero
real, si esta es suplida con un argumento entonces se convierte en una (p—1)-
forma

a(g):a (57 )y 9ty ) :aij...kgi (05)
|

p—1 argumentos vacios

es decir la (p—1)-forma obtenida al contraer & con ¢. Notamos que poniendo

¢ en cualquier espacio vacio, podriamos solamente afectar el signo de a(¢).
Como ejemplo consideremos a = p A ¢ donde p y ¢ son uno-formas:

PADE) = Pei-72p)E)
= p&)q— q(&)p-
Asi aunque £ es contraido en el primer argumento de p y ¢, la operacién

implicita de el producto cunia asegura que £ es contraido con cada uno-forma
en el producto A [8].

C.3. Volumen en una variedad

En una variedad m-dimensional hay s6lo un espacio unidimensional de
n-formas en cualquier punto. Esto se debe a que el espacio de todas las p-
formas en cualquier punto en una variedad n-dimensional es de dimensién
C,. Entonces si W' es cualquier n-forma en P, luego existe un ntimero f # 0
tal que @' = fw [8].
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Ahora podemos regresar al punto de vista en el cual las formas estan
relacionadas con elementos de volumen. En una variedad n-dimensional, un
conjunto de n vectores linealmente independientes definen una regiéon de
volumen diferente de cero, un paralelepipedo n-dimensional. El volumen de
esta regién es el valor de una n-forma. Uno es libre de elegir cualquier n-
forma como el volumen, elegimos la n-forma determinada por el problema
que queremos resolver.

Supongamos que w es una n-forma en una regiéon U de una variedad
n-dimensional cuyas coordenadas son {z!,...,2"}. Entonces, como todas las
n-formas en un punto forman un espacio vectorial unidimensional, existe
alguna f(z!,...,2") tal que

w= fgxl A ... Adz"

Consideremos una regién U, dividimos esta en regiones delgadas separadas
por n-tuplas de vectores { Az'd/0x!, Ax?0/0x?, ..., Ax"d/dx™} donde {Az'}
son nimeros muy pequenos. Asi el valor de la pequena parte de volumen es

Az Az A =dat AN de(Az'0)0zt, A2 /023, ..., Ax"D )0z

Ahora veamos como se transforman los elementos de volumen de un sis-
tema de coordenadas a otro, en el caso particular de una regiéon U en una
variedad dos-dimensional.

Coonsideremos primero las coordenadas A\ y i, cuando cambiamos a las
coordenadas x y y, de la regla de cambio de bases obtenemos

= -~ O~ 3)\ ~
~ ou~  Op
@_.mm+@@

Recordando que dz A dx = 0, por ser antisimétrico.

~ 5 (O0As  OA o~  Op~
dANdp = <8 dx+aydy) A <%dx+a—dy>
Ao ~ O\ O
= — dzx
e 3y dz A dy +aya dy A
ONOu  OXOu
= B — d d .
<8z dy 8y8z> " (C-6)
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El factor al lado de dz A Jy es el Jacobiano de la transformaciéon de coor-
denadas O(A, u)/0(z,y). La ecuacién (C.6) nos dice como se transforma el
volumen [8].

Pero hay una manera de determinar el Jacobiano usando la métrica.

Si una variedad tiene una métrica g y sea {&'} una base ortonormal para
uno-formas, definimos @ como el volumen en este sistema

O=w"NDENLID (C.7)

. ’ . . . 7 . .
ahora, si {z*'} es un sistema de coordenadas arbitrario, en términos matri-
ciales, la transformacion de la métrica de un sistema de coordenadas a otro

es
gi/j’ = A?zgkl/\gl (08)

es decir
g = ATgA (C.9)

donde AT es la transpuesta de la matriz de transformacién cuyas entradas
son AF,. Si obtenemos el determinante de esta tltima ecuacién tenemos

det(g') = det(AT)det(g)det(A) (C.10)
pero para cualquier matriz
det(A) = det(AT) (C.11)

Pero en una base ortonormal, g;; es una matriz que tiene £1 en la diagonal
y cero donde quiera, entonces el determinante de g;; es £1. Por lo tanto

obtenemos
det(q') = j:[alet(A)]2 (C.12)

ahora introduciendo la notacién
o = det(gyy) (C.13)
entonces de la ecuacién (C.12) concluimos que
det(AE) = (+¢')/? (C.14)
Asi de la ecuacién (C.6) generalizada a un volumen n-dimensional obtenemos

W= |g[1/2£ivx1, Adx? A A dp”. (C.15)
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Apéndice D

Conexion

(Simbolos de Christoffel)

D.1. Transporte paralelo

En una variedad diferenciable no hay una nocion intrinseca de paralelismo
entre vectores definida en diferentes puntos.

Consideremos la nocién de paralelismo de una ordinaria curva en la su-
perficie de una esfera. En la figura D.1 el vector V es tangente al circulo
mayor ABC en el polo norte, en el punto A. Supongamos que transportamos
V alo largo de ABC' al polo sur a C. Si nosotros no rotamos el vector, este
permanecera paralelo a la curva ABC y llegard como V' en C'y observamos
que apuntard en la direccién antiparalela a V' [8].

Ahora observemos la figura D.2 donde ADC' es otro circulo mayor inter-
sectando ABC' en un angulo recto en ambos polos.

V' comienza perpendicular a ADC, y lo movemos mateniendolo perpen-
dicular a ADC' y tangente a la esfera. Esto produce el vector V" en C' y
para nosotros llega paralelo a V. Pero V' y V” ambos vectores en C' son
antiparalelos. Si nosotros simplemente consideramos las propiedades intrin-
secas de la esfera ninguno de los vectores puede ser llamado paralelo a V. No
hay una nocién global de paralelismo, lo tinico que podemos hacer es definir
la nocién de transporte paralelo, lo cual significa mover el vector a lo largo
de una curva sin cambiar su direccion. La conexion afin es una regla para
el transporte paralelo. La conexion afin es una regla por medio de la cual
alguna definicién de paralelismo puede ser definida.
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C

Figura D.1: Transporte paralelo de un vector V a lo largo de un circulo mayor de
la esfera.

C V”

Figura D.2: Un camino alternativo para transporte paralelo, con resultados difer-
entes
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D.2. La derivada covariante

La definiciéon de derivada de un campo vectorial envuelve la diferencia
de vectores en dos diferentes puntos en el limite en que ellos llegan a estar
juntos.

Supongamos que tenemos una curva C' y una conexién, una regla para el
transporte paralelo. Entonces la tangente a C' es U = d/d). En un punto P,
tenemos un vectror arbitrario V' de Tp. La conexién nos permite definir un
campo vectorial V a lo largo de la curva C, el cual es obtenido transportando
paralelamente V (ver figura D.3).

Figura D.3: La conexidn afin nos permite definir un campo vectorial en cualquier
punto de la curva C

Ahora podemos decir que V' no cambia alo largo de €', nosotros podemos
definir una derivada con respecto a la cual V' tiene razon de cambio cero. Esta
es llamada la derivada covariante a lo largo de U, V7 y escribimos esto como

V&V =0 <V es transportado paralelo a lo largo de C (D.1)

Si W es un campo vectorial definido para cualquier punto en C, pode-
mos definir su derivada covariante a lo largo de C. Para definir VW en
P sera conveniente expresar todos los vectores en términos de A. Si P tiene
valor de paramétro \g, definimos el campo W*y ,.(\) para ser el campo
transportado paralelamente (VgW* = 0) el cual es igual a W en g + e.
El vector W*y,4.(A) es el vector W()\g + €) transportado paralelamente de
regreso a Ag. Entonces la derivada puede ser evaluada en el espacio vectorial
Tp [8]

(VUW)P — l{m W*/\O+E()\) — W(AO)

e—0 €

(D.2)
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D.3. Simbolos de Christoffel y la derivada
covariante

Consideremos un vector V en el espacio Tp de dimensién n, escrito en
términos de la base {€;}, este vector tiene componentes (V! .. V™) su
derivada con respecto a la coordenada z* es

oV oVi e
= ——¢€. J J
oxt oxt GtV oxt

(D.3)

Como dé;/dz" es un vector, puede ser escrito como una combinacién lineal de
las bases vectoriales; introducimos el simbolo F?Z» para denotar los coeficientes
en esta combinacion:
ox?
Aqui I’fi es la k-ésima componente de de;/dz". Este simbolo necesita tres
indices: j da el vector base que sera diferenciado, ¢ da la coordenada con
respecto a la cual se esta diferenciando y k& denota la componente del vector
resultante derivado. F;?Z. son llamados los simbolos de Christoffel.
Usando la definicién de los simbolos de Christoffel, la derivada en la

ecuacién (D.3) es escrita como:

=TI'%e; (D.4)

v VI .

En el dltimo término hay dos sumas j y k. Renombrando indices: cambiamos
k ajyjak para obtener
ov _ovd

o= o ot VET ¢ (D.6)

Ahora é; puede ser factorizado fuera de ambos términos

v [oVI \ .
— ( o T vF Fggi)ej (D.7)

Asi el campo vectorial 9V /0x° tiene componentes

oV
oxt

+ Ve, (D.8)

93



Por otra parte la notacién para las derivadas parciales es V7 /dz" = V7 ;.
Ahora utilizando esta notacién definimos el nuevo simbolo:

Vi,=VI,+V Ffﬂ- (D.9)
Entonces con esta notacion de punto y coma tenemos:

g;, =V, ¢ (D.10)

que es una forma muy compacta de escribir la ecuacién (D.5) y es lo que
llamamos derivada covariante en términos de los simbolos de Christoffel.

D.4. Derivadas de uno-formas y tensores de
mas alto rango

La derivada covariante con respecto a las coordenadas difiere de la deriva-
da parcial solamente debido a que las bases vectoriales cambian, pero un
escalar no depende de las bases vectoriales asi que su derivada covariante es
lo mismo que su derivada parcial, el cual es su gradiente:

Vif =0f/oc; Vf=df (D.11)

Si p es una uno-forma y V' es un vector arbitrario, entonces para i fijo, V;p
, es una uno-forma, V;V es un vector y (p,V) = f es un escalar [9]. En
cualquier sistema de coordenadas arbitrario este escalar es

f=pV (D.12)
Por lo tanto V; f es por la regla del producto para derivadas

0p ' ; 8 Vj

VI g p ——
oxt Pi oxt

Vif=fi= (D-13)

pero podemos usar la ecuacién (D.9) para reemplazar V7 /0x" en términos
de VI . con lo cual obtenemos

op; .. 4 ,
sz = 8_].;]2 V7 —i—ij] i —ijij ki (D14)
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Rearreglando términos y renombrando indices tenemos

Op; A A
Vif = (8_35]1 — pI* ji> VIt piV7 (D.15)
Como esta es una ecuacién tensorial debe ser cierto que el término en parénte-
sis debe ser la componente de un tensor. Vemos que este es la derivada co-
variante de p:
(Vib); = (VD)ji = pj s = pji — 2el* i (D.16)

Entonces de la ecuacién (D.15) obtenemos
vi(pjvj) =D ;ivj +pjvj i (D.17)
Ahora tenemos las siguientes dos férmulas [9]
Vig = VI, 4V, (D.18)
pii = pja—pel" i (D.19)
[V ;; esta relacionado a las derivadas de las bases vectoriales, por lo tanto es
razonable que —I'* j; este relacionado con las derivadas de las bases de uno-
formas. El cambio de signo significa que las bases de uno-formas cambian

opuestamente a las bases vectoriales.
De forma anéloga se pueden obtener las siguientes relaciones [9]:

ViTu = Tui—Tpl? 1 — Ty Iy (D.20)
VAR =AM — AT - ANTY (D.21)
V:B*, = BY,+ B/ I'*; - B" IV, (D.22)

El significado de la ecuacién (D.20) es que V;T},; es una componente del tensor
(§) VT, donde T es un tensor (5). Similarmente en la ecuacién (D.21), A es
un (3) tensor y VA es un (3) tensor con componentes V;A*.

D.5. Simbolos de Christoffel y la métrica

Debido a que por medio de la métrica podemos expresar las componentes
de vectores en términos de las componentes de uno-formas y viceversa, tam-
bién debe existir una relacién entre sus derivadas covariantes. En particular
en coordenadas cartesianas las componentes de la uno-forma y su vector

95



asociado son iguales y como V es la diferenciacién de componentes, las com-
ponentes de las derivadas covariantes de la uno-forma y del vector deben ser
iguales. Esto significa que si V' es un vector arbitrario y V = g(V, ) es la
uno-forma asociada, entonces en coordenadas cartesianas [9]

ViV =g(ViV, ) (D.23)

Pero esta tultima ecuacién es una ecuacion tensorial, asi que debe ser valida
en todas las coordenadas, por lo que se concluye

Vii=gw V", (D.24)

la cual es la representacién en componentes de la ecuacién (D.23).

Si los indices i, j, k, ... denotan coordenadas Cartesianas y los indices pri-
mados 7', j', k¥, ... denotan coordenadas arbitrarias, podemos comenzar con la
siguiente ecuacion que es valida en cualquier sistema de coordenadas

‘/j/ = gj’k’vk, (D25)
Pero en coordenadas Cartesianas
gjk =i, V; =V
Ahora, también en coordenadas Cartesianas, los simbolos de Christoffel de-
saparecen y
Via=Vie y VVa=V7,
Por lo tanto concluimos que

Vj A & ;i
en coordenadas Cartesianas solamente. Para convertir esto en una ecuacion
valida en todos los sistemas de coordenadas, notamos que en coordenadas
Cartesianas
j k
V] R gjkv 3
y otra véz en coordenadas Cartesianas tenemos
k
Via=giV"

Pero esta ecuacién es una ecuacion tensorial y su validez en un sistema de
coordenadas implica su validez en todos los sistemas. Esto justifica la ecuacion
(D.24):

Vi = gV (D.26)
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Este resultado tiene otras implicaciones. Si tomamos la derivada covariente
con respecto a i’ de la ecuacién (D.25), hallamos que

Vi = gy oV + g VP i (D.27)
Comparando esto con la ecuacién (D.26)vemos que se debe cumplir
gy v =0 (D.28)
en todos los sistemas de coordenadas. En coordenadas Cartesianas
Gik i = Gjk i = Ok i = 0

Usando la ecuacién (D.20) obtenemos (para cualquier sistema de coorde-
nadas)

Giik = Giik — U g — T ingji (D.29)
Para espacios curvos Riemanianos, la ecuacién (D.28) también serd cierta y
por tanto sus consecuencias [9].

D.6. Podemos calcular los simbolos de
Christoffel por medio de la métrica

El que la ecuacién (D.29) sea cero da un muy importante resultado. La
ecuacion (D.29) puede ser usada para determinar g;;x en términos de I'* ;;.
Esto quiere decir que el reverso también es cierto, que I'* ji puede ser expre-
sado en términos de g;; . Para probar esto primero tenemos que demostrar el
siguiente resultado: en cualquier sistema de coordenadas I'* ;; = ' ;. Para
probar esta simetria consideremos un campo escalar arbitrario ¢. Su primera
derivada V¢ es una uno-forma con componentes ¢ ;, su segunda derivada
covariante VV¢ tiene componentes ¢, .; y es un tensor (3). En coordenadas
Cartesianas estas componentes son

o 0
OxJ Oz’
y estas derivadas son simétricas en j e ¢, pues las derivadas parciales conmu-

tan. Pero si un tensor es simétrico en una base este es simétrico en todas las
bases [9] y por tanto en cualquier base

Giy = by (D.30)

Gij =

¢
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Usando la ecuacién (D.16) obtenemos en cualquier sistema de coordenadas

Gij— Oul" iy = b5 — dul™ ji (D.31)
Pero otra véz tenemos
Gji= i
en cualquier sistema de coordenadas, con lo cual obtenemos para ¢ arbitrario
r* jiPk = r* i Pk (D.32)
Esto prueba la siguiente igualdad valida en cualquier sistema de coordenadas
Ik =Tk, (D.33)

utilizando esta relacién y la ecuacién (D.29), podemos obtener las siguientes
relaciones en donde se permutan los indices

Giiwe = T jegii + T g
Giki = I jigik + r kidji
T g — TV kjga

—Gik,j

Si sumamos estas ecuaciones y agrupamos términos, usando la simetria de g,
Git = i

Giik + Gini — Giwg = (T ju = Thi)gu + (T 5 = Th i) g + (T e + T i) gji

en esta dltima ecuacién los dos primeros términos del lado derecho de la
igualdad desaparecen por (D.33) y obtenemos

Gjik + Giki — Gig = 290" in
Ahora si dividimos por 2 y multiplicamos por ¢’™, usando
9" gq =0
obtenemos

1 im m
59] (Gjik + Giki — Ging) =T i (D.34)

Esta es la expresion para obtener los simbolos de Christoffel en términos de
las derivadas parciales de las componentes de g.
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Apéndice E
Variedades Riemannianas

En este apéndice se estudiara el concepto de variedad Riemanniana, basa-
dos en la definicién de variedad, la cual se puede estudiar en el apéndice A y
su entendimiento estard basado en los conceptos presentados principalmente
en el apéndice B.

En nuestro estudio sdlo consideraremos variedades diferenciales. Estos son
espacios que son continuos y diferenciables. A groso modo esto significa que
es posible definir un campo escalar ¢ en cada punto de la variedad y estar
seguros de que este puede ser diferenciable donde quiera. El que la variedad
sea diferenciable significa inmediatamente que podemos definir uno-formas
y vectores. Es decir en un cierto sistema de coordenadas en la variedad,
los miembros del conjunto {¢ ;} son las componentes de la uno-forma d¢
y cualquier conjunto de la forma {a¢ ; + by ;}, donde a y b son funciones
es también un campo de uno-formas; de aqui en adelante la notacion sera la
usada en el apéndice B. Similarmente cada curva pardmetrizada (por ejemplo
con pardmetro \) tiene un vector tangente V' definido como la funcién lineal
que toma la uno-forma d¢ en la derivada de ¢ (d¢/d)) a lo largo de la curva:

(dp, V) = V(de) = V¢ = do/d\

Decimos que una variedad es Riemanniana si es diferenciable y un campo
tensorial (3) simétrico ha sido definido de manera tinica, el cual actiia como la
métrica en cada punto. Estrictamente hablando sélo si la métrica es positiva
definida, esto es, g(V,V) > 0 para todo V # 0 la variedad es llamada
Riemaniana.

Es importante entender que la métrica se esta sumando a la estructura
de la variedad, veremos mas adelante que la métrica define la curvatura de la
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variedad. Asi, por nuestra eleccién de la métrica g, la variedad obtendra una
cierta curvatura, mientras que una diferente ¢’ podria dar una diferente cur-
vatura.

Nosotros sélo trataremos con variedades Riemanianas en las cuales una
métrica g se ha definido en cada punto. Antes se debe enfatizar que es posible
definir una curvatura en una variedad sin introducir una métrica, pero este
tipo de estructuras no seran tratadas aqui.

E.1. Diferenciacion covariante

Aqui enfatizaremos lo que es la definicién de derivada covariante, donde
una primera nocién es dada en el apéndice B de esta tesis. La justificacién
esta en las nociones fisicas: En una region U alrededor de un punto P de
la variedad, que podemos mirar localmente como un espacio Euclidiano, las
derivadas de las bases vectoriales son cero. Esta definiciéon es inmediata del
hecho de que en estas coordenadas en este punto, la derivada covariante
de un vector tiene componentes dadas por las derivadas parciales de las
componentes, es decir los simbolos de Christoffel desaparecen :

VIi,=V?, enPenestaregionU (E.1)

En el apéndice D hacemos referencia que para la métrica g en una regién
como U se cumple
gjin=9jig=0 enP

La ecuacién g;; ; = 0 es valida en la region U que miramos como Euclidiana
y es una ecuacién tensorial que es cierta en cualquier sistema de coordenadas.

gjiq =0 en cualquier sistema de coordenadas (E.2)

También se vio en el apéndice anterior que al cumplirse la ecuacién anterior,
entonces también se cumple que para cualquier métrica

IV = Egﬂ(gik 1+ 9k — Gkl i) (E.3)

como I'* i; s simétrico en cualquier sistema de coordenadas, la ecuacién an-
terior es correcta en cualquier sistema de coordenadas. Nosotros asumimos
en el comienzo que en P, en una regiéon que se mira como Euclidiana, los
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simbolos de Christoffel son cero I'V ;; = 0. Pero lo importante es que las
derivadas de IV ; en P en esta regién no son todas cero, pues ellas estan en
términos de gj; 4. Esto significa que aunque pueden ser halladas coordenadas
en las cuales IV ;; = 0 en un punto, estos simbolos generalmente no desa-
parecen donde quiera. Esto difiere el espacio plano, donde existe un sistema
de coordenadas en el cual IV ;; = 0 donde quiera. Asi podemos ver que en
un punto dado, la diferencia entre una variedad general y un espacio plano
se manifiesta en las derivadas de los simbolos de Christoffel [9].

E.2. Tensor de curvatura

Para estudiar este concepto imaginemos que en nuestra variedad tenemos
un pequeno lazo cerrado (ver siguiente figura E.1), los cuatro lados del lazo
son las lineas coordenadas z' = a,z' = a +da, 2> =b y 2*> =b+ b [9)].

B

x?=b +&b

Figura E.1: Pequefio lazo cerrado por el cual transportamos paralelamente a V.

Un vector V en el punto A es transportado paralelamente a B. De la ley
de transporte paralelo Vg V = 0 tenemos que
oV 4
—— =T/ V* E4
Ox! k1 (E.4)

Entonces en B el vector tiene componentes

. ) B J
VI(B) = VI(A)+ %dml
A
— Vi(4) - / T o VEda! (E.5)
z2=b
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Ahora transportamos el vector de B a C'y de C' a D con lo que obtenemos
Vi(C) = VI(B) - / I 1o Vhda?
rl=a+6a

Vi(D) = VI(O)+ / I, VEda!
22=b+6b
(E.6)

La ultima integral tiene signo positivo debido a que al transportar el vector de
C a D vamos en la direccién z! negativa. De manera analoga al transportar
de D a A obtenemos

VIi(Afina) = VI(D) + / I o VEda? (E.7)
zl=aqa

Asi el cambio en V7(A) es el vector 6V’ que podemos hallar sumando las

ecuaciones (E.5) a (E.7)
VI = VI Apina) — V (Ainicial)
- / 7o VEdr? — / [V o VEda?
zl=a+da
+ / 9, VEde! — / I, VEda! (E.8)
x2=b+6b z2=b

Ahora obtenemos al méas bajo orden, usando el teorema del valor medio de
calculo

b+6b N a+éa N
i~ j 2 j 1
oV7? o~ —/b (5@@(11] kQV )dﬂf +/a 5[)@(F] le )dI

0 .
g V) +

%

5aéb[ - 0 —(TY klvk)] (E.9)

Or2

Usando la ecuacién (E.4) para escribir las ecuaciones de V7 en términos de
los simbolos de Christoffel, obtenemos

SV = 6adb[lY j10 — 19 joq + 19 ;o — 19 T o] VE (E.10)

Los indices 1 y 2 aparecen debido a que el camino fue elegido a lo largo de es-
tas coordenadas. Si usamos para las lineas en el dibujo anterior, coordenadas
generales z' y ™, obtenemos para la ecuacién anterior

SV = 6adb[T? i — TV g + 9 1T g — T, T, ] VF (E.11)
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De esta tltima relacién se puede inferir que V7 depende linealmente de da é;
y 0b €,,, pero en esta ultima ecuacién vemos que también depende linealmente
de V7 y de &7, la cual es la base uno-forma que da V7 de el vector §V. Por
lo que tenemos el siguiente resultado: si definimos [9]

R =T g =T gy + T D™y = T7 T (E.12)

entonces R ;;; debe tener componentes de un tensor (1) al cual cuando eval-
uamos con argumentos @/, V', da €, b €, da 6V7, que es la componente del
cambio en V en el transporte paralelo alrededor del lazo dado por da € y
ob ;. Este tensor es llamado el tensor de curvatura de Riemann R.

Podemos ver cuales son las componentes de R, en una regién U que
localmente se mira como Euclidiana, en un punto P. Tenemos que IV ;; = 0
en P, pero de la ecuacién (E.3)tenemos

I jim = §gﬂ(gik,lm + Gitkm — Gklim) (E.13)

pues las segundas derivadas de g;; no desaparecen, obtenemos que en P

R i = §g]m<gmi,lk: + Gmi ik — Gitymk — Ymikl — Gmk,il + Gikmi) (E.14)

usando que gj; es simétrico y que las derivadas parciales conmutan gj; x =
gjiik, hallamos que

1 .
R iy = §g]m(gml,ik — Ymkil + Gikomi — Git.mk)- (E.15)

Si bajamos el indice de coordenadas j, obtenemos (en este sistema de coor-
denadas en P)

1
Rjim = gir R i = E(gjl,ik — Gikit + Gikjt — Giljk)- (E.16)

De esta ultima ecuacién se pueden verificar las siguientes identidades:

Rjiiy = —Rijui = — Rjur = Ry (E.17)
Ry + Rjiir + Ry = 0 (E.18)

Es decir Rj; es antisimétrico en el primer par y en el segundo par de sus
indices y simétrico en el cambio de dos pares. Las ecuaciones (E.17) y (E.18)
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son ecuaciones tensoriales que son validas en cualquier sistema de coorde-
nadas, es decir son vialidas en todas las bases. La ecuacién (E.15) no es una
ecuacién tensorial pues envuelve derivadas parciales mas no covariantes y es
valida sélo en el sistema de coordenadas que fue derivada [9].

Una variedad plana es aquella la cual tiene una definicién global de para-
lelismo: un vector puede ser movido paralelamente alrededor de una curva
cerrada y retornar a su punto inicial sin cambiar. Esto significa que

R 41 = 0 < lavariedad es plana (E.19)

Un importante uso del tensor de curvatura viene cuando examinamos las
consecuencias de tomar dos derivadas covariantes de un campo vectorial V'

V;V.VE = v(VF) (E.20)

= (VP +TF oV =T Ve o (E.21)
En coordenadas en las cuales podemos ver una regién alrededor de P como
Euclidiana, todas las I''s son cero, pero sus derivadas parciales no. Por lo
tanto tenemos en P

VjVin = Vk i + Fk li,jvl (E22)
en estas coordenadas solamente. Considerando la misma féormula con j e @
cambiados:

ViVij - Vk Ji + Fk WVZ (E23)
si restamos estas dos ultimas ecuaciones, obtenemos el conmutador de los

operadores de derivadas covarientes V; y V;, escribiendo en la misma no-
tacién de mecdnica cudntica:

[V, ViV = v, Vv, VF - v, v, VFk (E.24)

- (Fk li,j — Fk ljﬂ-)Vl (E25>

donde se ha utilizado V* ji = vk i;- Ahora en este marco (Fk ;i = 0), podemos
comparar las ecuaciones (E.25) y (E.12) y vemos que en P

[Vj, Vl]Vk = Rk ljZ-Vl (E26)

Como esta es una ecuacion tensorial es valida en cualquier sistema de coor-
denadas.

Entonces vemos que el tensor de Riemann da el conmutador de las derivadas
covariantes. Esto significa que en espacios curvos, uno debe ser cuidadoso con
el orden de las derivadas covariantes al ser tomadas, pues ellas no conmutan

[9].
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E.3. Identidades de Bianchi y escalar
de curvatura

La ecuacién (E.12) nos da las componentes del tensor de Riemann. Si
nosotros diferenciamos esta ecuacién con respecto de z" (solamente la deriva-
da parcial) y evaluamos el resultado en coordenadas en el que podemos ver
el sistema localmente como Euclidiano , tenemos [9]

1
Rjikin = §(le,ﬁm — Gjkyitn + Gikjin — Yil,jkn) (E.27)

De esta ecuacion y de la simetria g;; = g;; y el hecho de que las derivadas
parciales conmutan, se puede mostrar que

Rjikin + Rjinky + Rjimi = 0 (E.28)

donde en nuestras coordenadas tenemos I'* ;; = 0 en este punto, esta ecuacién
es equivalente a la siguiente

Rjikin + Rjinkg + Rjine = 0 (E.29)

Pero esta es una ecuacion tensorial y es vélida en cualquier sistema. La
ecuacién anterior es llamada la identidad de Bianchi.
Antes de proseguir hay que definir [9] el tensor de Ricci Rj;:

R = R" j;; = Rij (E.30)

esta es la contraccién de R* ;1 en el primer y tercer indices.
Similarmente, el escalar de Ricci es definido como [9]

R = gklel = gklgjiRjkil (E31)

Para ilustrar un poco lo visto en las dos ultimas secciones, consideremos
una variedad de dimensién 3, en la cual esta definido el campo tensorial
métrico g(zt, 2%, ), las componentes del tensor g en una base dada en una
region U de la variedad son:

g1 912 913
9i5 = | 912 922 Ga3 (E.32)
913 Gg23 933
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donde hemos usado g;; = g;;- Ahora la inversa de la matriz g es

g g12 g13
gij _ g 922 g23
g 23 33
922933 — 923 913923 — 912933  G12923 — G13922
= 913923 — 912933 911933 — 9132 912913 — 911923 (E-33)
912923 — 913922 G12913 — 11923 911922 — 9%2
donde

B = —9132922 + 2912913923 — 9119232 - 9122933 + 911922933
Ahora usando la ecuacién (D.34) vamos a calcular los simbolos de Christoffel
1 .
™ = §g]m(9ji,k + ik + Gikj) (E.34)
donde gj; 1 es la derivada de g;; con respecto de la coordenada x* definida

en la regién U de la variedad, pues g;; = gij(z%,27,2%) coni,j, k = 1,2,3.
Entonces tenemos que

1 .
iy = 59 YGjik + Giki + Ginj) (E.35)
y de aqui se sigue que
1 L
Fu o= 59 (gj11 + gji1 + giy)
1
= 5911(2911,1 - 911,1)
1 o L g
+ 59 (29211 — g112) + 59 (29311 — g11,3)
es decir
1
'y, = 5[911911,1 + 9% (29211 — g112) + ¢° (29311 — 113)]- (E.36)

Calculando de manera andloga por medio de la métrica los deméds simbolos
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de Christoffel, obtenemos

1
F12

1

5[911911,2 + 921922,1 + 931(931,2 + 321 — G12,3)]

1

5[911911,3 + 921(921,3 + 9231 — Gi13,2) + 931933,1}
|
1

5[911(2912,2 — Ga21) + 9% G222 + 67 (20302 — G22.3)]

1
5[911(912,3 + G132 — Goz1) + 921922,3 + 931933,2}
|
|
1
5[911(2913,3 — g331) + 921(2923,3 — g332) + 931933,3]
1

5[912911,1 + 922(2921,1 — g112) + 932(2932,1 — g11,3)]

1

5[912911,2 + 922922,1 + 932(931,2 + 321 — G12,3)]

1

5[912911,3 + 922(921,3 + 9231 — G13,2) + 932933,1}
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I%y = Iy
1

[y = 5[912(2912,2 — g221) + 922922,2 + 932(2932,2 — §22.3)]
1
[y = 5[912 (9123 + G133 — Gos1) + 922922,3 + 932933,2}
My = I’
[P3 = Iy
1
r? 33 = 5[912(2913,3 - 933,1) + 922(2923,3 - 933,2) + 932933,3]
1
r, = 5[913911,1 + 9% (29211 — g11.2) + 9 (29311 — 9113)]
1
M, = 5[913911,2 + 92392271 + 933(93172 + 9321 — G12,3)]
1
M = 5[913911,3 + 9% (g213 + G231 — G132) + 97 g33.1]
My = T
1
[Py = 5[913(2912,2 — go2.1) + 9% G220 + 9% (29320 — g22.3)]
1
By = 5[913(912,3 + g132 — g231) + 923922,3 + 933933,2}
My = I3
[Py = Iy
1
My = 5[913(2913,3 —g331) + 923(2923,3 — g332) + 933933,3]

(E.37)

Ahora, como parte también del ejemplo, vamos a calcular las compo-
nentes del tensor curvatura, esto se calcula de una manera muy general con
la ecuacién (E.12), pero como ya habiamos mencionado es muy frecuente
calcular las componentes de este tensor para una regién U tal que se cumpla
la ecuacién (E.15) y por tanto que se cumpla la ecuacién (E.16)

1
Rjip = §(gjl,ik — Gjk,it + Gikji — Gitjk)-
Entonces tenemos

1
Rim= §(gll,lk — g1k + 91k — Guak) =0
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esto implica que

Rllll = R1112 = R1113 =0
R1121 = R1122 = R1123 =0
Rll31 = R1132 = R1133 = 0.

Por otra parte

1
Rigm = 5(915,21@ — G1k.21 + G2kl — G211k)

con lo que calculamos las siguientes componentes del tensor

Rion = 0
1
Ri2ip = —5(911,22 + go2,11 — 2912,21)
1
Risis = 5(913,21 — 011,23 + go1,13 — 923,11)
1
Riso1 = 5(911,22 + go2.11 — 2912,21) = —Rio12
Rz = 0
1
Rigs = 5(913,22 — 012,23 + g22.13 — 923,12)
1
Rigs1 = 5(911,23 — G1321 + 2311 — 921,13) = —Rioi3
1
Rz = 5(912,23 — 01322 1+ go3.12 — 922,13) = —Rig3
Rygz3 = 0

como observamos Rj;; cumple las identidades dadas por (E.17). Sigamos
calculando las siguientes componentes.

1

Rysp = §(gll,3k — 91k31 T 93k — 931,1k)

calculando las componentes para distintas k y [ tenemos
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R1311 = R1113
R1312 = R1213

1

Riz13 = —5(2913,31 + 91133 + 933.11)

1
Rizyn = 5(911,32 — G12,31 T 932,11 — 931,12) = —Rio3
Rizp = 0

1
Rizsn = 5(911,33 + 93311 — 2013,31) = —Riz13
Ryz33 = 0.

Por otra parte Ro1p = — R0k, asi que

Ry = —Rian
Ro112 = —Rige
Roiis = —Riois
Ro11 = —Rig
Ro120 = —Rigo
Roi23 = —Rios
Roiz1 = —Rias
Roi30 = —Riaz
Roi33 = —Rioss

también tenemos, Rosp = %(921,% — Gok,2t + Gor,2t — Gar,21) = 0 por lo que

R2211 = R2212 = R2213 =0
R2221 = R2222 = R2223 =0
R2231 = R2232 = R2233 =0
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]%2311
}%2312
1%2313
}%2321
}%2322
]%2323

Ras31
Ro339

1%2333

Por otra parte R3jp =

0
= Rz

Ri3a3
1

= —(921,32 — g2231 + 93221 — 931,22) = Ri23

2
= R

1
= ——(g22,33 + 933,22 + g23.32)

2
—Ri303

= —Ross
0

. . 1
Escribiendo ahora Rysi = 5(g21,3% — 92r,30 + g3k,20 — 931.2¢), tenemos

— Ry3p;, es decir

R3111 —Ri3n
R3112 = —Rizie
R3113 = —Rizis
R3191 = —Rizn
R3122 = —Riza
R3193 = —Rizs
R3i31 = —Rizs
R3132 = —Riss
R3133 = —Risss.
De forma andloga Rson; = — Rosir, por lo que
Rs3p11 —Ro31
R3212 = —Razio
Rs3913 —Ra313
R3po1 = —Rasyn
R399 —Ra329
R3293 = —Rasos
Rs3o31 —Ras31
R3932 — o330
R3z33 = —Rasss.
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Para terminar de calcular las componentes, tenemos que R3s = %(ggl’gk —
93k31 + 93k,30 — g31,3x) = 0 y por lo tanto

R3311 = Ragi2 = R3313 =0
Rs3391 = R3go0 = R3303 = 0

R3331 = R3332 = R3333 = 0.

Ahora, vamos por tltimo a calcular el escalar de curvatura R. Sabemos que
el escalar de curvatura o bien el escalar de Ricci esta dado por R = ¢¥ Ry, v
también tenemos que Ry = ¢*Rjx, es decir

Ry = jSij = gllle + 9%3211'1 + ggiR31i1
es decir:

Ry = ¢*Ron + ¢”Rain + 9% Rowz
4+ ¢*' Rs111 + 9% Ra1o1 + ¢°° Raim

de forma andloga calculamos lo siguiente
Ry = gﬁij = glile + 9%3211'2 + g3iR3u2
y entonces
Ris = ¢*' Ro112 + ¢’ Roiso + 9% Rsniz + 9% Raise
continuando asi, obtenemos lo siguiente

Riz = ¢°'Ronz + 9% Roras + 9% Ranis + 0% Raios
RQl - R12

Ry = ¢"Riziz+ g Rizsa + ¢*' Rao1a + g% Raoso
Rys = g'"'Risiz+ g Rizes + ¢°' Raois + 9 Raaos
R31 = R
R3s = R

Rss = ¢"'Riziz + g2 Rizes + 9*' Roziz + °° Rasos
Pero sabemos que

R=g"Rkl = g¢"Ry+ ¢*Ry+ ¢® Ry
g"R11 +2¢"2 Ry + 29" Ry
+ g% Ry + 2¢ Ryz + ¢*° R33
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donde hemos utilizado ¢ R;; = ¢’*Rj;, de aqui obtenemos

R = ¢"(¢”Rua +29%Roiz1 + ¢ Raiz1)

29" (9*' Ra112 + ¢°° Rowso + 9% Rsniz + 9% Rais2)

29" (9° Rot13 + 9°* Rot2s + ¢°' Ra113 + ¢°° Ra23)
(9" Ria1z + 29" Ri2s2 + 9% Rsoso)

29% (9" Ri213 + 9" Ri2as + ¢°' Rso13 + 7" Rsaos
(9" Rigis + 29" Risos + 97" Rosas)

+ o+ o+ o+

pero simplificando ain maés

R 9" 9% = 2(9")° + 99" ) Rarn
29119 2912 31 2913 21 _'_ 2923 11)R2131
9" 9% = 2(9")* + 99" ) Raiz

(
(
(
(2912 23 2913 22 2922 13 =+ 2923 12 )R2132
(
(

2912 33 2g13 32 2932 31 + 2933 12)R3132
929% +2(6°°)* + 9% 9%) Raoso

+ + 4+ + +

donde ¢" esta en términos de las componentes gy, al igual que Ry, las
cuales ya encontramos anteriormente.

Ahora, consideremos una variedad de dimensién 2, en la cual esta definido
el campo tensorial métrico g(x!, z%), las componentes del tensor g en una base
dada en un punto P de la variedad son:

< gn g2 > (E.38)

912 g22

donde hemos usado g;; = g;;- Ahora la inversa de la matriz g es

11 12
-1 _ g g
g ( 912 gzz )
_ 1 922 —012 (E 39)
detg \ —912 9gn '

Ahora usando la ecuacién (D.34) vamos a calcular los simbolos de Christoffel
m 1 jm
I = 59" (gjik + gini — Ginj) (E.40)
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donde gj; 1, es la derivada de g;; con respecto de la coordenada 2¥ definida en
el punto P de la variedad, pues g;; = g;;(z%,27) coni,j, k = 1,2. Entonces
tenemos que

1
My = 59]1(9j¢,k + Giki — Yik,j) (E.41)

y de aqui se sigue que

', = —9j1(9j1,1 + 91— 9115)

=N~

= 5911(2911,1 - 911,1)
1
+ 5921(2921,1 — g11,2)

es decir

1
M, = 5[911911,1 + 9% (29211 — g11.2)]- (E.42)

Calculando de manera andloga por medio de la métrica los demés simbolos
de Christoffel, obtenemos

1

"y, = 5[911911,2 + 921922,1]

My = Iy
1

r 22 = 5[911(2912,2 - 922,1) + 921922,2]
1

r, = 5[912911,1 + 922(2921,1 — g112)]
1

r?, = 5[912911,2 + 922922,1]

My = I'?p
1

2y = 5[912(2912,2 — g21) + 922922,2]

Ahora, como parte también del ejemplo, vamos a calcular las compo-
nentes del tensor curvatura, esto se calcula de una manera muy general con
la ecuacién (E.12), pero debido a las relaciones de simetria ecuacién (E.17)
observamos que la tnica componente que es ditinta de cero del tensor cur-
vatura es

Ri212 = Ra121 = —Rig21 = —Ronnz
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asi que vamos a calcularla, usando que Rjij = gjm R}y v de (E.12), obtenemos
Rjitt = 9imI™ e — GjmLI™ ikg + gimI™ nk ™ it — g™ il ik (E.43)
y por tanto tenemos
Rig12 = 911%2,1 + 912F32,1 - 911F%1,2 - 912F§1,2

+ gullyy + gul5 05 + g2l T T3,
- gIIF%ZF%Q - 911F%2F%2 - 912F%2F12

(E.44)
Con lo que se tiene lo siguiente
Rig1e = %911[911,1(2912,2 - 922,1) + 911(2912,21 - 922,11) + 912,1922,2 + 912922,21]
+ %912[912,1(2912,2 — g221) + 912(2912,21 — g2211) + 922,1922,2 + 922922,21]
- %911[911,2911,2 + 9" 911,22+ 9", 29221 + 9" 922,12
— %912[912,2911,2 + 912911,22 + 922,2922,1 + 922922,12]
+ 411 <911(911911,1 +29%g120 — 9%9112) (29" 9122 — 9" 9221 + 9" 922.2)

g11(9" 9112 + 9" 9221) (29" G122 — 9" G221 + 9% g222)

912(912911,1 + 2922912,1 — 922911,2)(2911912,2 - 911922,1 + 912922,2))

1
T <g11(911911,2 + 912922,1)2 + 911(2911912,2 — 911922,1 + 912922,2)(912911,2 + 922922,1)

+ 912099112 + 9% 9221) (9" 9112 + 912922,1)>
Ahora para calcular el escalar de curvatura, primero consideramos lo siguiente
Ry = gjiRjkil con lo que se obtiene

Ry = 922R2121
Ryy = 912R2112
Ry = 912R1221
Rap = 911R1212
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por otra parte sabemos que el escalar de curvatura esta dado por R = g" Ry,
es decir
R=g"Ri1 + ¢ Riz + ¢°' Ro1 + ¢’ Roo

sustituyendo cada uno de estos términos, obtenemos para el escalar de cur-
vatura

_ 1 [(911,2 —912,1> i (922,1 —912,2> } _ det(H) (E 45)
~ \detg Vdetg ) , Vdetg ) 1| 2(detg)? '
con
guin G122 g22
H = 9111 9121 G221
g11,2 G122 G222

E.4. Pull-back

Consideremos dos variedades diferenciales M y N y sea ¢ : M — N un
mapeo continuo de M a N y entonces un mapeo en que las funciones sean
continuas para todas las cartas coordenadas. Asi si 2 son coordenadas locales
para M y y” son coordenadas locales para N, entonces ¢ toma un punto p y
lo manda a un punto ¢ = ¢(p), si p esta coordenado por z® con « = 1,2, ..., m
y ¢ tiene coordenadas y” con 3 = 1,2, ...n, entonces 3° = y?(2?).

Ahora vamos a mostrar algunas propiedades de ¢ [10]. Definimos el sigu-
iente mapeo inducido por ¢,

b0 : Tp(M) — T,(N) (E.46)

donde T es el espacio tangente. Este mapeo es llamado el push — forward y
actla sobre curvas, vectores y tensores contravariantes.
Ejemplo: consideremos una curva en la variedad M, ¢ : R — M parametriza-
da por A. El push — forward de la curva c¢, lo obtenemos mediante la com-
posicién
coipoc (E.47)
o bien
¥’ () =y’ (@ (V) (E.48)
ahora por ejemplo, si queremos calcular el push— forward del vector tangente
veT lo hacemos por medio de la regla de la cadena
dy® B oyP dx™
d\  Ore d)\’

(E.49)
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o en términos de la notacién ¢,v = v,, obtenemos

B
W(a) = 5L () (E.50)

también podemos asociar un segundo mapeo ¢* : T (N ) — Ty (M ), que es
llamado el pull — back de ¢. El pull — back actua sobre funciones, covectores,
p-formas y tensores covariantes. Como ejemplo, consideremos la funcién en la
variedad N, es decir un mapeo f : N — R. El pull — back de f lo denotamos
por f* en M es obtenido por la composicion:

[f=¢"f=fo0 (E.51)

o bien

fr@®) = f(y°(a®)) (E.52)
por otra parte, podemos calcular el pull —back del co-vector gradiente w = df
por medio de la regla de la cadena

af ol of
== E.53
ox>  Jz® OyP ( )
considerando la notacién ¢*w = w* tenemos
. 0y”
w(p) = gmws(a). (E.54)
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