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Capitulo 1

Introduccion

La definicién original, dada en 1883, por G. Cantor (1845-1918) establece que
un continuo es un subconjunto perfecto (es decir cerrado y denso en si mismo)
y conexo de un espacio euclidiano.

Uno de los conceptos bdsicos de la topologia es la conexidad. La definicion
actual de este concepto fue introducida en 1893 por C. Jordan (1838-1922)
para la clase de los subconjuntos compactos del plano. El estudio sistematico
de la conexidad fue iniciado por F. Hausdorff (1868-1942), B. Knaster (1893-
1980) y Kuratowski (1896-1980) en 1914 aproximadamente. En cuanto a la
conexidad local, en 1913 H. Hahn (1879-1934) y S. Mazurkiewicz (1888-1945)
obtuvieron (independientemente) un resultado que caracteriza a los continuos
localmente conexos: Un continuo métrico es localmente conexo si y sélo si es
imagen continua del intervalo cerrado [0,1]. En 1913, S. Mazurkiewicz y en
1916, R. L. Moore demostraron que un continuo localmente conexo es conexo
por arcos. La conexidad por arcos de los continuos localmente conexos estd
relacionada con el concepto de orden de un punto por medio del teorema n-arco
de Menger (1927): Si un continuo localmente conexo X contiene un punto de
orden al menos n (donde n es un niimero natural), entonces existen n arcos en
X los cuales, sin el punto p, son mutuamente disjuntos. Se ha puesto especial
interés en los continuos localmente conexos que no contienen curvas cerradas
simples, es decir en las dendritas. Wazewski (1896-1972) construy6 para cada
nimero natural n > 3, una dendrita universal para la clase de las dendritas cuyos
puntos tienen orden a lo mas n.

Actualmente se define continuo como espacio métrico, compacto y conexo.

El origen del concepto de compacidad estd vinculado con un teorema de-
mostrado en 1895 por E. Borel (1871-1956), que establece que toda cubierta
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abierta numerable de un intervalo cerrado tiene una subcubierta finita. En 1903
Borel generalizé este resultado para todo subconjunto cerrado y acotado de un
espacio euclidiano. La definicién actual se debe a P. S. Alexandrov (1896-1982)
y a P. S. Urysohn (1898-1924).

El concepto de espacio homogéneo fue introducido en 1920 por W. Sier-
pinski. En ese mismo afio, Knaster y Kuratowski preguntaron si todo continuo
homogéneo no degenerado contenido en el plano es una curva cerrada simple.
En 1922 el mismo Knaster descubrié el Pseudo-arco, un continuo homogéneo y
hereditariamente indescomponible. En 1924, Mazurkiewicz demostré que la pre-
gunta planteada por Knaster y Kuratowski tiene respuesta afirmativa siempre
que el continuo sea localmente conexo. Este resultado fue ligeramente gene-
ralizado, en 1949, por F. B. Jones, para los continuos homogéneos planos. Los
continuos homogéneos fueron el tema principal del articulo de Van Dantzig de
1930, quien demostré que todo solenoide n-adico es homogéneo. Pero dado que
los solenoides no estan contenidos en el plano, este resultado no respondié la pre-
gunta de Knaster y Kuratowski. En 1959, R. H. Bing demostré que todo continuo
encadenable, homogéneo no degenerado es un pseudo-arco. Este resultado fue un
paso hacia la solucién del problema de encontrar todos los continuos homogéneos
del plano ya que se sabia que todo continuo encadenable es encajable en el plano.
Un poco antes, en 1951, F. B. Jones demostré que todo continuo homogéneo
del plano que no separa al plano debe ser indescomponible y en 1955 clasificé los
continuos homogéneos del plano de la siguiente manera: (a) los que no separan
al plano (y por tanto, son indescomponibles), (b) los que separan al plano y son
descomponibles, y (c) los que separan al plano y son indescomponibles. Desde
que F. B. Jones di6 su clasificacién, los dnicos ejemplos conocidos del tipo (a)
son el punto y el pseudoarco. La curva cerrada simple y un ejemplo descubierto
simultdaneamente, en 1959, por Bing y Jones llamado el circulo de pseudo-arcos,
son los dnicos ejemplos del tipo (b). En 1981 J. T. Rogers, Jr., probé que no
hay continuos de tipo (c). C. E. Burges en 1969, probé que un continuo no de-
generado circularmente encadenable en el plano es homogéneo si y solamente si
es una curva cerrada simple o un pseudo-arco o un circulo de pseudo-arcos. En
1960, Bing demostré que el circulo es el tinico continuo homogéneo que contiene
un arco.

En resumen, se conocen tres continuos homogéneos planos no degenerados:
la curva cerrada simple, el pseudo-arco y el circulo de pseudoarcos. No se sabe
si existe otro.

Algunos datos en esta introduccién histérica de los continuos homogéneos
se obtuvieron de un articulo escrito por Janusz J. Charatonik [3, pdg. 245-247]
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llamado Bosquejo de la historia de la teoria de continuos. La Teoria de los Con-
tinuos es una rama de las matematicas que estd floreciendo en México, y esta
tesis es uno de sus frutos.

El concepto de continuo 1/n-homogéneo generaliza al de continuo homogé-
neo y fue introducido por Hanna Patkowska en 1989 [12, pag. 25-28] y trabaja-
do recientemente por S. B. Nadler, V. Neuman, Patricia Pellicer e Isabel Puga
[9, 10, 11].

El objetivo de esta tesis es estudiar el concepto 1/n-homogeneidad en los
continuos, principalmente en las graficas y las dendritas para los casos n = 2, 3.

Siempre estaremos trabajando con espacios métricos.

La tesis estd organizada como sigue: En la parte de Preliminares daremos
algunas definiciones y teoremas que utilizaremos en el resto de la tesis. En la
segunda parte daremos algunas generalidades y ejemplos. En la tercera parte
veremos algunas propiedades de las graficas 1/2-homogéneas, después veremos
algunos resultados con gréficas 1/3-homogéneas, y terminaremos dando algunos
resultados y ejemplos de dendritas 1/3-homogéneas.
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Preliminares

2.1. Definiciones y Teoremas basicos

En esta seccién daremos algunas definiciones y teoremas que ocuparemos
en el desarrollo de este trabajo. La mayor parte de estos resultados no se pro-
bardn en esta tesis pero se dan las referencias para que el lector pueda ver las
demostraciones.

2.1.1. Espacios Métricos

Definicién 2.1 Un espacio métrico es un conjunto no vacio X junto con una
funcion d : X x X — [0,00), que satisface las siguientes condiciones:

1) Para cada z,y € X, d(z,y) >0 yd(z,y) =0 si y sélo si z = y.

2) Para cada x,y € X, d(x,y) = d(y,x).

3) Paracadax,y,z € X, d(x, z) < d(z,y)+d(y, z), se cumple la desigualdad
del triangulo.

A la funcion d se le llama métrica.

Definicién 2.2 Sea X un conjunto. Una topologia T definida en X es una
familia de subconjuntos de X que cumple las siguientes propiedades:

1) ¢ y X son elementos de .

2) Sea A y B elementos de T, entonces AN B € 7.

3) Sea {A, : « € I} una familia de elementos de T, entonces | J A, € T.
aecl

A los elementos de 7 se les llaman abiertos y a la pareja (X, 7) se le llama
espacio topoldgico. En otras palabras, la propiedad 2) la expresamos diciendo que

4
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interseccién finita de abiertos es abierta y la propiedad 3) que unién arbitraria de
abiertos es abierta. Diremos que un subconjunto C' de X es cerrado si X \C € 7.

Definicién 2.3 Sea (X, d) un espacio métrico. Un conjuntoY C X es abierto
sidadoy €Y, existe e > 0 tal que B-(y) ={z € X | d(z,y) <e} CY.

Observacion 2.4 Es facil ver que la familia de conjuntos abiertos de un espacio
métrico es una topologia.

Definicién 2.5 Un espacio X es Hausdorff si para cualesquiera dos puntos
p,q € X, existen abiertos U y V de tal manera que p € U, q € V' y ademas
unv =ga.

Teorema 2.6 Todos los espacios métricos son Hausdorff.

Demostracién. Es claro que si p y g son elementos de un espacio métrico
X, entonces B.(p)N B.(q) = D sie < @. Por lo tanto los espacio métricos
son Hausdorff. m

Definicién 2.7 Sea X un conjunto. Sea 7 = P (X)'. A esta topologia se le
llama la Topologia Discreta, y se caracteriza porque cada subconjunto de X, es
un abierto de la topologia. En particular, cada elemento {x} de el conjunto X
es un abierto.

Definicién 2.8 Sean X un espacio topologico y V' un subespacio de X . Defi-
nimos la cerradura de V' como el cerrado mds pequefio que contiene a V', es
decir la interseccion de todos los subespacios que contienen a V. Denotamos la
cerradura de V' por ce (V).

Definicién 2.9 Sean X un espacio topologico y V' un subespacio de X . Defi-
nimos la frontera de V' como fr (V) =ce(V)Nce (X \V).

Notacién 2.10 El conjunto N denota a los niimeros naturales. El simbolo | X|

denota el nimero de elementos que tiene el espacio X,en particular tenemos que

U € P(X) si U es un subconjunto de X. Al conjunto P (X) se le conoce como el
conjunto potencia de X.
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2.1.2. Conexidad y compacidad

Definicién 2.11 Sea X un espacio métrico.

1) Diremos que X es disconezo si existen dos abiertos, ajenos, no vacios U
yV de X cuya union es X.

2) Si X no es disconexo entonces X es conexo.

3)SiY C X entoncesY es disconexo (o conexo), si lo es como subespacio
con la topologia relativa.

Definicién 2.12 Sea X un espacio topoldgico.

1) X es localmente conexo en p, si para cada abierto U de X que contiene
a p, existe un abierto V de X conexo de tal manera quep € V C U.

2) X es localmente conexo si es localmente conexo en p, para cadap € X.

3) X es hereditariamente localmente conexo (h.l.c.) si cualquiera de sus
subespacios es localmente conexo.

Definicién 2.13 Sea X un espacio métrico.
1) Se dice que una familia U de conjuntos abiertos es una cubierta abierta
para un conjunto X si cada punto de X pertenece al menos a un U € U. Es

decingu{U:UeU}.

2) Una subcubierta de U es cualquier subfamilia de U que también cubre a
X.

3) Una cubierta o subcubierta es finita si contiene tnicamente un nimero
finito de elementos.

Definicién 2.14 Un espacio X es compacto si cada cubierta abierta de X tiene
una subcubierta finita de X.

Teorema 2.15 Si X es un espacio métrico y compacto entonces cualquier
sucesion en X tiene una subsucesion convergente. [4, Teorema 2.102, pdg. 102]

Definicién 2.16 Un continuo es un espacio métrico, compacto y conexo.

Una gran cantidad de ejemplos y resultados acerca de continuos se encuentran
en los libros [3] y [8].

Definicién 2.17 Una funcion f : X — Y de un espacio X en un espacio Y
se llama homeomorfismo, si f es una biyeccion tal que f y f~' son continuas.
Dos espacios topologicos X y 'Y se dicen homeomorfos o equivalentes si existe
un homeomorfismo de X sobre Y. Lo denotamos como X =Y.
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Definicién 2.18 Una funcion f : X — Y es llamada cerrada si la imagen de
cada conjunto cerrado en X es cerrada enY .

Teorema 2.19 Sean X un espacio compacto y'Y un espacio Hausdorff. Sea
f: X =Y una funcion continua, entonces f es una funcion cerrada.

Demostraciéon. Sea A C X un conjunto cerrado. Entonces A es compacto,
ya que esta contenido en un espacio compacto. Luego como f es una funcién con-
tinua entonces f (A) es compacto, y como los compactos en espacios Hausdorff
son cerrados, entonces f (A) es un cerrado. ®

Corolario 2.20 Si X yY son continuosy f : X — Y es una funcion continua,
entonces f es cerrada.

Corolario 2.21 Sean X yY continuos. Una funcion h : X — Y es un homeo-
morfismo si y solo si h es biyectiva y continua.

Definicién 2.22 Sea X un espacio topologico. Decimos que X es un arco si
X es homeomorfo al intervalo [0, 1].

Definicién 2.23 Un espacio topoldgico X es arco-conexo si para todo x,y €
X existe un arco A C X con puntos extremos x y .

Teorema 2.24 Todo continuo localmente conexo no degenerado es arco-conexo.
Véase [8, Teorema 8.23, pag. 130-131].

Teorema 2.25 Todo subconjunto abierto y conexo de un espacio localmente
conexo es arcoconexo [8, Teorema 8.26, pag. 132].

Definiremos ahora una relacién (como en la Definicién 3.1).
Definicién 2.26 Sea X un espacio topoldgico, y sean x, y € X. Decimos que
x estd relacionado con y (denotado x ~ y) si x = y, o si existe un arco con

puntos extremos x y y.

Proposicion 2.27 ~ es una relacion de equivalencia.
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Demostracién. i) = ~ . Es inmediato.

ii) Si z ~ y entonces y ~ x. Si x ~ y entonces existe un arco A C X con
puntos extremos = y ¥y, el mismo arco nos sirve para ver que y ~ T.

i) Siz ~yyy~ zentonces © ~ z. Como z ~ y entonces existe un arco
A C X con puntos extremos x y y. De la misma manera como y ~ 2z existe
un arco B C X con puntos extremos y y z. Si consideramos A U B, nos damos
cuenta que contiene un arco con extremos = y z. Entonces z ~ z. ®m

Definicién 2.28 Sea X un espacio topologico, definimos la arco-componente
de x como como el conjunto C;, = {y € X |z ~ y}.

Definicién 2.29 Sea S' = {x € R? | ||z|| = 1} . Se dice que X es una curva
cerrada simple si X = St

2.1.3. Productos

En esta tesis s6lo nos preocuparemos de productos cartesianos finitos y nu-
merables, atin asi la definicion la damos en general para una familia arbitraria de
espacios topoldgicos.

Definicién 2.30 Sea {X, | « € A} una familia de conjuntos. El producto carte-
siano || X, es el conjunto de todos las funciones continuas ¢ : A — |J X,

a€cl acA
que tienen la propiedad de que para toda « € A, se tiene que ¢ (o) € A,.

Observacion 2.31 1) [] X, es un conjunto. [2, 1, 85 y 8.9, pag. 19 y 20].
a€A
2) Un elemento ¢ € [] X, generalmente lo escribiremos {a,}, indicando
a€EA
que ¢ (o) = a,, para cada o. Con esta notacion, a, € X, es llamada la a-ésima

coordenada. El conjunto X, es llamado el a—ésimo factor de [[ X,.
acl
3) Para cada 3 € A, el mapeo mg: [[ Xo — Xp dado por mg ({aa}) = ag
acl
es llamado la proyeccion sobre el (3-ésimo factor.
4) Dado un o € A y C, C X,,, denotaremos w,* (C,,) por (C,). Este es el

subconjunto de [ X, donde cada factor es X, excepto el a-ésimo, el cual es

a€eA
C,.
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Productos finitos

Definicién 2.32 Sean (Xi,71), ..., (X, Tn) espacios topoldgicos con sus res-

n

pectivas topologias y sea X = [[ X;. Definimos la topologia producto P en X
i=1

n
como aquélla que tiene como base a la coleccion B = {H U, | U; € Ti} )
i=1

En otras palabras A € P si dado (z1,...,7,) € A, existe U; € 1;, con
i =1{1,...,n}, de tal manera que (x1,...,z,) € Uy X ... x U, C A.

Definicién 2.33 Para cada j, la proyeccion natural w; : [[ X; — X, estd
1=1
definida por m;(x1, ..., Tj, .., Ty) = ;.

Teorema 2.34 La topologia producto en ( X, P) es la minima para la
=1

7
cual 7; es continua para toda j.

n
Demostracion. Sea 7 una topologia para H X, de tal manera que 7; :

=1
n

HlXi — X; es continua. Es decir si U; € 7; entonces ;' (U;) = ];[ X, xUj €
1= 1#]

7. Queremos probar que P C 7. Consideremos un abierto A € Py (ay,...,a,) €
A, entonces (ay,...,a,) €Uy X - - x U, = 7,2 (U)N...N7; 1 (U,) C A. Por
locual Aer. m

Productos infinitos

Definicién 2.35 Sea {X,, | « € A} una familia de espacios topoldgicos. Para

cada o € A, sea 7, la topologia para X,. La topologia producto en [] X, es
a€A

aquélla que tiene como subbase todos los conjuntos de la forma (Ug) = ﬂgl (Ug),
donde U varia sobre todos los abiertos de T3 y 3 varia sobre todos los elementos
de A.

Observacion 2.36 Los abiertos basicos son los conjuntos de la forma U, X

n

XU, x I Xs = Nn,'(Us,) donde n es un nimero natural
BF#at,...,an =1

y cada U,, es un conjunto abierto en X,,. Denotaremos este conjunto por
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(Uyy X -+ - x U,,). Entonces cuando |A| = n < Wy, una base para la topologia
n

es simplemente la familia de todas las cajas || U;, donde cada U; es un abierto
=1

en X;. Sin embargo cuando |A| > X, esto no es verdadero: De hecho, un con-

Jjunto de la forma [[U,, donde cada U, # X, y U, es abierto en X,, nunca

es un abierto en el producto cartesiano, y esto por que cada abierto bdsico esta

restringido tinicamente en un ndmero finito de coordenadas; como ningtin abierto

bdsico puede estar contenido en [ U,, entonces [[ U, no es abierto [2, Ill, 2.3.

pdg. 65].



Capitulo 3

Generalidades y Ejemplos

En este capitulo daremos la definicién de espacio 1/n-homogéneo, veremos al-
gunos ejemplos y mencionaremos algunas generalidades. Muchos de los ejemplos
mencionados en este capitulo se usaran en el resto de esta tesis.

3.1. Definiciones

Definicién 3.1 Sean X un espacio y a,b € X. Consideremos la siguiente
relacion: a =~ b si existe un homeomorfismo h : X — X de tal manera que
h(a) = b.

Proposicion 3.2 Sea X un continuo, entonces = es una relacion de equi-
valencia.

Demostracién. i) Veamos primero que a =~ a. La funcién identidad 7 :
X — X definida por i(a) = a, para toda a € X. La funcién identidad es un
homeomorfismo.

i) Si a ~ b entonces b =~ a. Si a ~ b entonces existe un homeomorfismo
h: X — X de tal manera que h(a) = b. Como h es homeomorfismo, entonces
h=': X — X es también un homeomorfismo de tal manera que h™! (b) = a.
Por lo tanto b =~ a.

i) Sia~ by b= c, entonces a = c. Existen homeomorfismos g,h : X — X
de tal manera que g (a) = by h (b) = c. Consideremos la composicién hog : X —
X, donde hog(z) = h(g(x)). Esta nueva funcién es un homeomorfismo por ser
composicién de homeomorfismos, y ademds ho g(a) = h(g(a)) = h(b) = c.
Por lo tantoa~c. m

11
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Figura 3.1: S*

Sabemos que una relacién de equivalencia induce una particién. En este caso,
a cada elemento de la particién le llamaremos una érbita.

Definicién 3.3 Se dice que un espacio X es 1/n-homogéneo si el nimero de
drbitas inducidas por la relacion de equivalencia = es igual an € N\{0}. Cuando
n = 1 se tienen a los ya conocidos espacios homogéneos.

3.2. Ejemplos

3.2.1. Espacios homogéneos

Ejemplo 3.4 1) S* es un espacio homogéneo (véase Figura 3.1).

Es facil ver que para cualquier par de puntos p,q € S existe una rotacion
r: St — S de tal manera que r(p) = q, y claramente r es un homeomorfismo.

2) R es homogéneo, usando una funcién traslacion.

3) R™ es homogéneo, usando una funcion traslacion.

4)El conjunto de Cantor [8, Definicion 7.5, pdg. 105-106] es homogéneo, esto
se probara mds adelante en el Teorema 3.19.

5) Un espacio discreto es homogéneo. Sea X un espacio discreto y sean x,

TStz =1y
y € X. Consideremos la funcion definida como h(z) = ysiz=x
z28ixFzF£Yy

con h : X — X. La funcion h es biyectiva y continua, y por lo tanto X es
homogéneo.
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Figura 3.2: Intervalo

3.2.2. Continuos homogéneos

Ejemplo 3.5 1) S, véase Fig 3.1.
2) La esfera S* = {z e R® | ||z|| = 1} .
3) El toro, véase Teorema 3.20.
4) El pseudo-arco. Véase [7].

3.2.3. Continuos 1/2-homogéneos.

Ejemplo 3.6 1) El intervalo [a,b] (véase la Figura 3.2), es un continuo 1/2-
homogéneo, donde las drbitas son O = {a,b} y Oy = (a,b).

2) El continuo que consta de n curvas cerradas simples unidas por un punto
(flores finitas), también es un continuo 1/2—homogéneo, véase Figura 3.3. Una
orbita es Oy = {p} donde p es el punto en el que se intersectan las curvas
cerradas simples y la otra es Oy = X \ {p} .

3) Sea X el arete Hawaiano, X = |J C;, donde C; es el circulo en R?* con

=1
centro en (0,1 — 27%) y radio 27", Viéase la Figura 3.4. El arete Hawaiano X es
un continuo 1/2—homogéneo donde Oy = {p} es el punto donde se intersectan
todos los circulos, y Oy = X \ {p}.

4) El continuo que consta de n arcos que unen a dos puntos distintos a y
b es un continuo 1/2—homogéneo, véase la Figura 3.5. Una de las orbitas es
Oy ={a,b}, y la otra 6rbita es Oy = X \ {a, b}.

5) La suspension del conjunto de Cantor, denotada por Sus (C'), es el con-
tinuo que consta de todos los segmentos que unen a los puntos del conjun-
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Figura 3.3: Flores finitas

Figura 3.4: Arete Hawaiano
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Figura 3.5: n arcos con extremos a y b

to de Cantor C, con los puntos (1/2,1) y (1/2,-1), véase la Figura 3.6. Ya
que el conjunto de Cantor es homogéneo (véase el Teorema 3.19), la suspen-
sion del conjunto de Cantor es un continuo 1/2-homogéneo. Las orbitas son

Or = {(1/2,1),(1/2, =)}, Oz = Sus (C) \ {(1/2,1), (1/2, =1)}.

3.2.4. Continuos 1/3-homogéneos

Para describir las drbitas, en los siguientes ejemplos utilizaremos la siguiente
notacion: Sea ab un arco con extremos a y b, entonces denotaremos por (ab) =
ab \ {a, b} al arco sin sus puntos extremos.

Ejemplo 3.7 1) Consideremos n arcosrt;, i € {1,2,...,n} tales que rt;Nrt; =
{r} sii # j. Este continuo, al que llamamos n— odo simple, es 1/3—homogéneo,
véase Figura 3.7. Las drbitas son Oy = {t1,ts,...,t,} (los puntos extremos),
Oy = {r} donde r es el punto en el cual se unen los arcos, y O3 = | (rt;).
i=1

2) Como caso particular, un 3-odo simple X (o triodo simple) es un continuo
1/3—homogéneo, véase Figura 3.8. Tiene tres orbitas, en una de ellas estan los
tres puntos extremos O = {a,b,c}, otra drbita es Oy = {d}, y finalmente
O3 =X\ {0, UOs}.
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[1/2.1

0,0] (1.0

-142.1)

Figura 3.6: Suspension del conjunto de Cantor

—
[

Figura 3.7: n—odo simple
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Figura 3.8: Triodo simple

3) Para cadan € N, sea A,, el arco con extremos v y t,,, donde lim,, ., diaém
A, = 0 y ademds A, N A, = {v} para todo n,m € N. Entonces F,, =
U,en An €s un continuo 1/3-homogéneo, véase la Figura 3.9. Las orbitas son
01 = {tl,tg,tg, }, 02 = {’U} y03 = Uzozl (’Utn) .

4) Sea C el conjunto de Cantor, y v el punto (1/2,1) € R?. El cono del

conjunto de Cantor, denotado como cono (C) = |J vz (véase la Figura 3.10),
zeC
es un continuo 1/3-homogéneo, O; = {(z,0) e R? |z € C}, Oy = |J (vz)
zeC
y O3 = {v} son las orbitas. Esto se sigue de que el conjunto de Cantor es

homogéneo (véase el Teorema 3.19).

5) Consideremos un intervalo [a,b] y en cada punto extremo le unimos las
circunferencias Cy y Cy respectivamente, de tal manera que [a,b] N Cy = {a}
y [a,b] N Cy = {b}. A este espacio le llamaremos las pesas. Las pesas X es un
continuo 1/3-homogéneo, véase Figura 3.11. Las orbitas son O; = {a,b} (el
conjunto que contiene a los dos puntos donde se intersectan los circulos con el
intervalo); Oy = (ab) el intervalo abierto, y O3 = X \ ab (el conjunto de puntos
que estan en los circulos exceptuando a y b).

6) Sea S el rayo enrollado en S*. Entonces X = S U S es un continuo
1/3-homogéneo y no es localmente conexo (véase Figura 3.12). Las drbitas son
01 :E(X) = {$}, 02 :S\{$} y03 :Sl.

7) Continuo 1/3-homogéneo con un punto de ramificacion y no es localmente
conexo (véase Figura 3.13). Se pude ver como X = X;UX,UX3, donde X; es un
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Figura 3.9: F,

[1/2.1]

0.0 - (1.0

Figura 3.10: Cono del conjunto de Cantor
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X

Figura 3.11: Las pesas

Figura 3.12: Semirayo enrollado en S*
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Figura 3.13: Continuo 1/3-homogéneo que no es localmente conexo

continuo como el de la Figura 3.12, parai = {1,2,3}, y ademds X; N X; = {'r}

donde r es el punto extremo de cada X;. Las drbitas son Oy = {r}, Oy = U S;

donde S; es e/ rayo enrollado menos el punto extremo r en las CIrcunferenCIas
Yy Os = U S}

8) Sea X un tridngulo con tres circunferencias pegados. X es un continuo
1/3-homogéneo con tres puntos de corte (véase Figura 3.14). Las drbitas son
O1 = {p.q.7}, 02 = (S]\ {p})U(SE \ {ghU(SI\ {r}) y O3 = X\ (01 U O).

9) El continuo X en la Figura 3.15 es un continuo 1/3-homogéneo. Las
orbitas son Oy = {a,b,c,d}, Oy = (ab) U (cd), O3 = X \ (abU cd).

3.2.5. Continuos 1/n-homogéneos para n > 4

Ejemplo 3.8 SeanT un triodo simple, consideremos los puntos extremos {b, ¢, d},
y para i € {b,c,d} sean S} circulos de tal manera que T N S} = {i}. Sea
X = TUSHUSHUS]. El continuo X es 1/4-homogéneo (véase Figura
3.16). Las orbitas son O; = {a}, Oy = T \ {a,b,c,d}, O3 = {b,c,d} y

Oy = ( U Sll) \ {b,c,d}.
1={b,c,d}

Ejemplo 3.9 1) Sea X la grdfica de la funcién sen(L) en el intervalo (0,1],
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Figura 3.14: Continuo 1/3-homogéneo con 3 puntos de corte

N AN

Figura 3.15:
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Figura 3.16: Continuo 1/4-homogéneo.

le unimos ademds la barra limite (0 x [0,1]). Entonces X es un continuo 1/4-
homogéneo (véase la Figura 3.17). Seana = (0,1),b = (0, —1) yc = (1, sen (1)),
entonces las orbitas son Oy = {a, b}, Oy = (ab), O3 = {c}, y O, = X\ (abUc).

2) Consideremos la cerradura de la grafica de la funcion sen (1/x), donde = €
(0, 1], le unimos ademds un semicirculo del punto (0, —1), al punto (1, sen (1)),
(véase Figura 3.18). A este continuo le llamamos el Circulo de Varsovia y es 1/4-
homgéneo. Sean X el Circulo de Varsovia, a = (0,1), y b = (0,—1). Las orbitas
son Oy ={a}, Os={x € X |z €ab\{a,b}}, O3 ={b}, y Oy, = X \ ab.

Ejemplo 3.10 Continuo 1/5-homogéneo. Véase Figura 3.19.

Para ver ejemplos de continuos 1/n-homogéneos localmente conexos, véase
el Ejemplo 4.6.

Ejemplo 3.11 Veamos continuos 1/n-homogéneos no localmente conexos para
n > 2.

1) La suspension del conjunto de Cantor es un continuo 1/2-homogéneo no
localmente conexo, véase el Ejemplo 3.6.

2) El Cono de Cantor es 1/3-homogéneo, vease el Ejemplo 3.10.
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Figura 3.17: Continuo sen(2)

N
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Tt C

Figura 3.18: Circulo de Varsovia
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Figura 3.19: Continuo 1/5-homogéneo.

3) Si queremos un continuo X que sea 1/n-homogéneo para n > 4, conside-
remos primero un continuo ﬁ—homogéneo como en el Ejemplo 4.6, y en cada
punto extremo le pegamos un cono del conjunto de Cantor desde su vértice, véase
la Figura 3.20 para el caso n = 4. Entonces X es un continuo 1/4-homogéneo y
no es localmente conexo. Las drbitas son O = (ab), Oy = {a,b}, O3 = E(X),
y O4 = (ae) U (be), donde e € E (X).

Ejemplo 3.12 Para ver continuos localmente conexos 1/n-homogéneos, para
n > 3, véase los ejemplos del siguiente capitulo en la seccion de arboles.
3.3. Producto Cartesiano.

Veamos ahora dos ejemplos de productos cartesianos entre continuos 1/2-
homogéneos y calculemos su grado de homogeneidad.

Ejemplo 3.13 Sea A el arete hawaiano (véase Figura 3.4) y sea I el intervalo
[0,1], entonces X = A x I es 1/4-homogéneo. Notemos que las drbitas de A
son Ot y OF y las drbitas de I son OF y O. Entonces las drbitas de X son
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Figura 3.20: Continuo 1/4-homogéneo no localmente conexo.

O =0 x Of, Of = O x Of, OF = 04 x Of y OF = 02 x Of (véase
Figura 3.21).

Ejemplo 3.14 X = [0,1] x [0, 1] es 1/2-homogéneo. Ya vimos en los ejemplos
anteriores que las drbitas del intervalo unitario son O1 = {0,1} y O = (0,1).
Notemos que O x Of, O x Ok, Ol x Of estan en la misma orbita, es decir en la
frontera de X, y O} x Ol es una drbita diferente en el interior de X, pues en el
cuadrado unitario solo hay 2 orbitas, los puntos frontera y los puntos interiores.
Véase Figura 3.22.

Teorema 3.15 Sea i € {1,...,n}. Si X; es 1/m;-homogéneo, entonces X =
X1 X ... x X, es 1/m-homogéneo para alguna m < my - - - m,.

Demostracién. Sea O C P (X) una érbita en el conjunto potencia de X,
definida como sigue: W € O si W = Oq x ... x O,, donde O; es una 6rbita de
X;.

1) X = |J W. Esto se sigue de que cada X; es la unién de sus érbitas.

Weo
2) Sia,b € W € O, entonces existe un homeomorfismo h : X — X tal que

h(a)="0.
Sean a = (ay,...,a,) y b= (b1, ...,b,) € W. Entonces existen homeomorfis-
mos h; : X; — X; de tal manera que h; (a;) = b; para toda i € {1,...,n}, ya
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O'I 02

Figura 3.21: X = Ax [

Figura 3.22: X = [0, 1] x [0, 1]
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que a; y b; estan en la misma orbita de X;. Definamos la funcion h : X — X
como sigue h(xy,...,x,) = (hy (21), ..., hy (2,)). La funcién h es continua, pues
h; es continua para toda i € {1,...,n}. Es suprayectiva puesto que para cada
y;, existe x; de tal manera que h; (z;) = y; y entonces para cada y € X, existe
x € X de tal manera que h(z) =y.Sia,c € X, ya # c, existe una coordenada
donde a; # ¢;, y como h; es inyectiva entonces h; (a;) # h; (¢;), y por lo tanto
h(a) # h(c). En consecuencia, h es un homeomorfismo.
De 1) y 2) se sigue el resultado. m

Corolario 3.16 5i X1, ..., X,, son espacios homogéneos, entonces el producto
n
[T X: es homogéneo.
i=1
Demostracion. Usando el Teorema 3.15 en el caso cuando cada m; = 1,

n
se tiene que || X; es homogéneo. m
=1

Teorema 3.17 Si X,, es homogéneo para cada o € A, entonces X = [[ X,
acA
es homogéneo.

Demostracion. Sean (a.),cp ¥ (ba)yen € X, entonces para cada a €
A existe un homeomorfismo h, : X, — X, de tal manera que h, (a,) =
bo. Definimos entonces la funcién h : X — X como sigue h ((Za),cp) =
(ha (Ta))aen- La funcion h asi definida es biyectiva y continua y por lo tanto es
un homeomorfismo. Luego entonces X es homogéneo. m

Corolario 3.18 Si X,, es homogéneo para cada n € N, entonces [[ X, es
neN
homogéneo.

Demostracién. Usando el Teorema 3.17 para el caso cuando A = N, se
tiene el corolario. m

Teorema 3.19 El conjunto de Cantor es homogéneo.
Demostracion. Sea A; € {0,2} con la topologia discreta (véase la Defini-

cion 2.7), para cada i € Z*, entonces [| A, es el conjunto de todas las suce-
nezZt

siones de( sy 2 ’s; escrito de otramanera [[ A, ={{ni}|ni=002;i=1,2,..}.
nezZt
La funcion continua f : [] A, — [0,1] definido por f ({n:},cn) = > % es
nezt =1

inyectivo, y ademds su imagen, contenida en el intervalo [0, 1], es el conjunto de
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Cantor [8, Definicion 7.5, pag 105-106]. El conjunto de Cantor puede ser descrito
geométricamente como sigue: Dividimos el intervalo [0, 1] en tres partes iguales
y quitamos el tercio medio, es decir el intervalo abierto (%, %) , con esto quitamos
todos los niimeros reales en [0, 1] que requieren ny = 1 en la primera cifra de
su expansion triddica. En el segundo paso quitamos el tercio medio a cada uno
de los dos intervalos que permanecen, es decir a los intervalos [0,1], [2,1], ¥
de esta manera eliminamos todos los nimeros en [0, 1] que requieren no = 1 en
la segunda cifra de su expansion tridadica. Procediendo de una manera inductiva,

removemos en el n-ésimo paso la union M, de los tercios medios de los 2"
o0
intervalos presentes y C' = [0,1] \ |J M, es el conjunto de Cantor. Dicho de

n—=
otra manera, el conjunto de Cantor consiste de todos los nimeros reales en el
intervalo [0, 1] que no requieren el uso del nimero uno en su expansion triddica.
Como la expansion (sin usar 1°s) de cada miembro del conjunto de Cantor es

tnica, entonces f es una biyeccion de || A, en el conjunto de Cantor. Luego
nez+

el conjunto de Cantor es homeormorfo a {0,2}"°. Sabemos que {0,2} es un
espacio discreto y por lo tanto homdgeneo, y usando el Corolario 3.18, se tiene
que {0,2}™° es homogéneo. m

Teorema 3.20 S* x S (el toro) es homogéneo.

Demostracién. Como S' es homogéneo (véase Ejemplo 3.4) y usando el
Corolario 3.16, se tiene que S! x S es homogéneo. Véase la Figura 3.23. m

Usando el Teorema 3.20 podemos crear una infinidad de continuos 1/n-
homogéneos con diferentes dimensiones.
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Figura 3.23: Toro, S x St
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Capitulo 4

Graficas

4.1. Introducciéon

Comenzaremos este capitulo dando la definicién de gréfica y algunos ejemplos.
Después veremos algunas propiedades de graficas 1/2 y 1/3-homogéneas.

Definicién 4.1 Una grifica es un continuo que es union finita de arcos, de tal
manera que dos arcos o bien son ajenos, o se intersectan en un punto extremo,
0 en ambos puntos extremos.

Definicién 4.2 Definimos un drbol como una grafica que no contiene curvas
cerradas simples.

Observacién 4.3 1) Toda grdfica es hereditariamente localmente conexa. Véase
[8, 9.4, pag. 142].

2) Si X es un drbol y a,b € X, entonces existe un tinico arco ab C X, véase
[8, 10.9, pag. 169].

Recordemos que (ab) = ab \ {a, b}.

Definicién 4.4 Sean X una grdficay x € X. Sea m € N.

1) Decimos que = es de orden m en X, escrito ordx (x) = m, si para
cualquier abierto U que contiene a x, existe un abierto V de tal manera que
x CV CU yque cumpla que | fr (V)| = m!, y ademds que m sea minimo con
esa propiedad.

Lfr(Vy=ce(V)Nnece(X\V)

30
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X

Figura 4.1: Arbol 1/4-homogéneo.

2) O(X) = {p € X : ordx(p) = 2} es el conjunto de puntos de orden dos
de X, conocido como el conjunto de puntos ordinarios de X.

3) E(X) = {p € X :ordx(p) =1} es el conjunto de puntos extremos de
X.

4) R(X) = {pe€ X :ordx(p) > 3} es el conjunto de puntos de ramifi-
cacion de X.

Ejemplo 4.5 Grdficas que no son drboles:
1) Sy (véase Figura 3.1) es una grdfica homogénea.
2) Las flores finitas (véase el Ejemplo 3.6, 2)) son grdficas 1/2-homogéneas.
3) La grdfica que consta de n arcos con extremos a y b (véase la Figura 3.5),
es una grafica 1/2-homogénea.
4) Las pesas (véase la Figura 3.11), es una grdfica 1/3-homogénea.
5) La gréfica de la Figura 3.16, es una grafica 1/4-homogénea.

4.2. Arboles

Ejemplo 4.6 1) El intervalo (Figura 3.2) es un arbol 1,/2-homogéneo.

2) El n—odo de la Figura 3.7 es un arbol 1/3-homogéneo.

3) El drbol X en la Figura 4.1 es 1/4-homogéneo. Es facil ver que las drbitas
son O1=FE(X), Oy = (ae)U (be) U (cf)U(df), O3 = R(X) y Oy = (ef).
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Figura 4.2: Arbol 1/5 homogéneo.

4) Mostramos X un drbol 1/5-homogéneo en la Figura 4.2. Las drbitas son
Oy = {b}, Oy = (ba) U (bc) U (bd), O3 = {a,c,d}, Oy = E(X) y O5 =
4
i=1
Este drbol se construyo de la siguiente manera: Consideramos el 3-odo simple
de la Figura 3.8, el cual es un drbol 1/3-homogéneo. En cada punto extremo se
afiadieron dos arcos. En el caso del ejemplo del inciso 4) s6lo pegamos en cada
punto extremo del 3-odo dos arcos. Siguiendo este mismo proceso podemos
construir drboles 1/n-homogéneos cuando n es impar y n > 3

5) Un drbol X que es 1/6-homogéneo (véase Figura 4.3). Las drbitas son
Oy = (ab), Oy = {a,b}, O3 = (ac) U (ae) U (bd) U (bf), Oy = {c,d,e, [},
5

=1

Esta grdfica se construyo a partir del drbol 1/4-homogéneo de la Figura 4.1.
En cada punto extremo le afnadimos el mismo nidmero de arcos. De la misma
manera se pueden construir drboles 1/n-homogéneos sin es paryn > 2.
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jk
i = %I
d
b
p =
r 9

Figura 4.3: Arbol 1/6-homogéneo.

4.3. Gréficas 1/2-homogéneas

4.3.1. Gréficas 1/2-homogéneas con puntos de corte

Definiciéon 4.7 Sean X un continuo y p € X.

1) Decimos que p es un punto de corte si X \ {p} no es conexo.

2)Cut (X) ={pe€ X | p es punto de corte} denota al conjunto de puntos
de corte del continuo X.

Teorema 4.8 Si X es un continuo 1/2-homogéneo y Cut (X) # & entonces:
1) |Cut(X)|=10
2)Cut(X)=R
Véase [10, pag. 2160].

Teorema 4.9 Si X es un continuo 1/2-homogéneo, localmente conexo y |Cut (X)| >
1 entonces X = [0,1]. Véase [10, pag. 2163)].

Corolario 4.10 Si X es una grdfica 1/2-homogénea y si |Cut (X)| > 1 en-
tonces X = [0,1].
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Definicién 4.11 Sea X una grafica. Decimos que A es una arista de X en
cualquiera de los siguientes casos:

1) si existen a,b € R(X) y un arco A, de tal manera que a,b son los puntos
extremos de A y AN R (X) = {a,b};

2) si existe a € R(X) y A una curva cerrada simple de tal manera que
a€ A yANR(X) = {a} (en ese caso decimos que A es un lazo).

3) siexistena € R(X),be E(X) yunarco A de tal manera que a y b son
los puntos extremos de A, R(X)NA={a} y E(X)NA={b}.

Observacién 4.12 Observemos que si A es arista de X, entonces ordx (z) =
2siz e A\ {a,b} donde a y b son los puntos extremos de A.

Teorema 4.13 Sea X una grifica 1/2-homogénea. Si |Cut(X)| = 1 en-
tonces X es una flor finita (véase el Fjemplo 3.6).

Demostracién. Notemos que X es unién finita de arcos y X # [0,1],
pues |Cut (X)| = 1 (véase el Teorema 4.9). Sea Cut (X) = {p}. Ya que X es
gréfica sabemos que es localmente conexa (véase la Observacién 4.3), entonces
por el Teorema 2.24 sabemos que X es arcoconexa. Luego hay una arista A que
contiene al punto p. Las 6rbitas son O; = {p} y Oy = X \ {p}, los puntos
que no son de corte. La arista A no contiene puntos extremos de X, ya que
X es 1/2-homogénea. Entonces A es un lazo. Notemos que si x € A\ {p},
entonces por la Observacién 4.12 se tiene que ordy (z) = 2. Como X # S,
pues |Cut (X)| = 1, entonces hay otro lazo B # A que contiene al punto p.
Solo puede haber un nimero finito de lazos que contienen al punto p, puesto
que X es unién finita de arcos, por lo tanto X es una flor finita. m

Es facil ver que se cumple el siguiente lema.

Lema 4.14 Sea X una grafica sin puntos de corte y q el niimero total de aristas,

entonces Z ordx () = 2q.
z€ER(X)UE(X)

El siguiente teorema se sigue del lema anterior.

Teorema 4.15 No hay grdficas sin puntos de corte, de tal manera que |R (X)|
es impar y ordx (p) es impar para cadap € R(X).



CAPITULO 4. GRAFICAS 35

4.3.2. Gréficas 1/2-homogéneas sin puntos de corte

Teorema 4.16 Si X es una grdfica sin puntos de corte, entonces:
1)E(X)=2,y
2) X no contiene lazos, excepto S?.

Demostracién. 1) Supongamos que existe a € E (X). Sea A una arista
de X que tiene a a como uno de sus puntos extremos. Sea b el otro extremo de
A.Seape A\{a,b} ysea B = [p,a] C A el arco con extremos p y a. Entonces
es claro que X\ {p} = (B\ {p})U(X \ B) yademds (B \ {p})N(X \ B) =@
y esto es una contradiccion puesto que X no tiene puntos de corte. Por lo tanto
EX)=0o

2) Supongamos que A es un arista de X, y suponga que los puntos extremos
de A son los puntos a y b. Supongamos que A es un lazo, es decir a = b.
Entonces a es un punto de corte y por lo tanto X \ {a} es disconexo, pues
X\ {a} = (A\{a}) U (X \ A). Como X # S', X\ A # &. Esto contradice
que X no tiene puntos de corte. Por lo tanto no hay lazos. m

Corolario 4.17 Si X es una grifica 1/2-homogénea, sin puntos de corte,
entonces X = S' ¢ X tiene al menos dos puntos de ramificacion.

Demostraciéon. Supongamos que X es una grafica sin puntos de corte. Si
R(X) = @, entonces X = S; supongamos entonces que X tiene un solo punto
de ramificaciéon. Sea A una arista, sean a y b los puntos extremos de A. Como
E(X) =@ yademis R(X) = {r} los extremos de A son a = r = b. Entonces
A es un lazo lo que contradice el Teorema 4.16. =

Definicién 4.18 1) Decimos que una grafica G es reqular si todos sus puntos
de ramificacion tienen el mismo orden.

2) Diremos que una grdfica G es regular de orden m (m € N, m > 3) si
ord (z), =m para toda z € R (X).

Teorema 4.19 Si X es una grifica 1/2-homogénea, entonces:
1) X es regular, y
2) Si X #10,1] entonces E (X) = @.

Demostracién. 1) Sea X una grafica 1/2-homogénea. Veamos dos casos,
cuando i) Cut (X) # @ yii) Cut (X) = @.
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i) Si X tiene puntos de corte entonces X = [0,1] 6 X es una flor finita
(veamos los Teoremas 4.13y 4.9), las cuales evidentemente son graficas regulares,
pues todos sus puntos de ramificacion tienen el mismo orden.

i) Si X no tiene puntos de corte entonces por el Teorema 4.16, se tiene que
E (X) = @, y sabemos que solo hay dos 6rbitas, la de los puntos ordinarios y los
puntos de ramificacion. Los puntos de ramificacién tienen el mismo orden, de lo
contrario estarian en drbitas diferentes.

2) Sea X grafica 1/2-homogénea y X # [0, 1]. Entonces por los Teoremas
4.8y 4.9, tenemos que X tiene uno o ningln punto de corte.

i) Si X tiene un punto de corte entonces por el Teorema 4.13 tenemos que
X es una flor finita y por lo tanto £ (X) = @.

ii) Si X no tiene puntos de corte, entonces por el Teorema 4.16 tenemos que
EX)=92. =

Definicién 4.20 Sea X una grdfica regular 1/2-homogénea sin puntos de
corte, diremos que X es una grifica tipo (n,p) si X tiene n puntos de ra-
mificacion de orden p. Se pueden ver ejemplos desde la Figura 4.4 a la Figura
4.25.

Observacion 4.21 Sea X una grdfica. Sean ry, ra, 13 y 4 puntos de ramifi-
cacion arbitrarios. Sean A,...,A, todas las aristas con extremos r1 y 1, y sean
Bi,...,B, todas las aristas con extremos s y 4. Siu # v ysia € A; para algin
ie€{l,..,u} ybe B paraalguna j € {1,...,v}, entonces a y b estan en drbitas
distintas.

Definicién 4.22 Para cada p € N, p > 3 definimos al continuo H, como la
grdfica en la Figura 4.4.

Definicién 4.23 Decimos que una grdfica regular X es de orden p, si para
todo r € R (X) punto de ramificacion ordyx (r) = p.

Proposicion 4.24 Sea X una grifica reqular de orden p > 3 sin puntos de
corte y tal que |R (X)| = 2. Entonces X es homeomorfa a H,.

Demostracion. Sea p > 3 fijo, y R(X) = {r1,m2}. Debido a que X no
tiene puntos de corte, E (X) = @ y X no tiene lazos por el Teorema 4.16. Se
sigue de esto que si A es una arista de X, entonces A tiene como extremos a ry
y r2. De aqui se sigue facilmente que X = H,. m
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Figura 4.4: H,, gréafica tipo (2,p).

Teorema 4.25 Sea p € N, p > 3. Existe una grdfica tipo (2,p) y es dnica.

Demostracién. Esto se sigue de la Proposicién 4.24 y de que H), es
1/2-homogénea. m

Ejemplo 4.26 La grdfica X en la Figura 4.5 es regular con tres puntos de
ramificacion de orden cuatro.

Observacién 4.27 Notemos que la grafica en la Figura 4.5 es 1/2-homogénea.

Teorema 4.28 La grifica X de la Figura 4.5 es la inica sin puntos de corte,
del tipo (3,4).

Demostracién. Sean X una gréfica sin puntos de corte con |R(X)| = 3
tal que si 7 € R(X) entonces ordx (r) = 4. Consideremos a,b,c € R (X),
entonces existe al menos una arista A con extremos a y b. Veamos como pueden
ser las graficas con tres puntos de ramificacion de orden cuatro.

i) Si hay cuatro aristas con extremos a y b, entonces X no es un continuo,
pues no es conexo ya que hay tres puntos de ramificacién.
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Figura 4.5: Grafica regular con tres puntos de ramificacién de orden cuatro.

Figura 4.6: Gréfica con tres puntos de ramificaciéon de orden cuatro con un
punto de corte.
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Figura 4.7: Gréafica regular con tres puntos de ramificacién de orden seis.

ii) Si hay tres aristas con extremos a y b, entonces hay un lazo con extremos
en ¢, lo cual no puede pasar por el Teorema 4.16 (véase la Figura 4.6).

iii) Si hay dos aristas con extremos a y b, entonces hay dos aristas con
extremos b y ¢, y dos aristas con extremos a y ¢, y por lo tanto X es la gréfica
de la Figura anterior 4.6.

iv) Si hay una arista con extremos @ y b, entonces hay lazos y por el Teorema
4.16 no puede pasar.

Por lo tanto sélo hay una gréafica sin puntos de corte con tres puntos de
ramificacién de orden cuatro. ®

Ejemplo 4.29 La grdfica X sin puntos de corte de la Figura 4.7 es regular y
es tipo (3,6).
Teorema 4.30 La grifica X de la Figura 4.7 es la inica sin puntos de corte

con tres puntos de ramificacion de orden seis.

Demostracién. Sea X una grafica tal que R (X) = {a,b,c} y ordx (a) =
ordx (b) = ordy (c) = 6.
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Figura 4.8: Gréfica con tres puntos de ramificacién de orden seis.

i) Si hay cinco aristas con extremos a y b, entonces ¢ es un punto de corte y
hay dos lazos con extremos en c y eso no puede pasar, véase la Figura 4.8.

ii) Si hay cuatro aristas con extremos a y b, entonces hay un lazo con extremos
en ¢y no puede haber lazos, véase la Figura 4.9.

i) Si hay tres aristas con extremos a y b, entonces X es como la Figura 4.7.

iv) Si hay dos aristas con extremos a y b, entonces las otras cuatro aristas
que tienen como extremo al punto a también tienen como extremo al punto cy
estamos en el caso ii). ®

Observacion 4.31 La grdfica X de la Figura 4.7 es 1/2-homogénea, las orbitas
son O = R(X) y O, =X \ R(X).

Corolario 4.32 La grdfica de la Figura 4.7 es la tnica del tipo (3, 6) sin puntos
de corte.

Ejemplo 4.33 En general podemos construir una grafica regular con tres pun-
tos de ramificacion de orden p, donde p es par y p > 4. Véase las Figuras 4.5,
4.7, y 4.10, para los pasos p = 4, 6 y 8, respectivamente.

Observacion 4.34 Las grdficas sin puntos de corte con tres puntos de ramifi-
cacion de orden p, donde p es par y p > 4 son grdficas 1/2-homogéneas.

Teorema 4.35 Las grificas 1/2-homogéneas sin puntos de corte con tres
puntos de ramificacion de orden p, donde p es par y p > 4 son unicas.
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Figura 4.9: Gréfica con tres puntos de ramificaciéon de orden seis, con un lazo
en un vértice.

Figura 4.10: Grafica con tres puntos de ramificaciéon de orden ocho.
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Demostracion. Por el Teorema 4.19 sabemos que estas graficas son regu-
lares. Como estas graficas son 1/2-homogéneas entonces entre cualesquiera dos
puntos de ramificacién debe haber el mismo nidmero de aristas. Sean ry, 79, y 73
los puntos de ramificacion y consideremos las aristas que tienen como extremos
al punto r;. Sabemos que no hay lazos ni puntos extremos. En otras palabras
todas esas aristas tienen en el otro extremo a r5, o r3. Si el nimero de aristas
con extremos 71 y 7o €s mayor que el niimero de aristas con extremos 71 y 73
entonces la grafica no es 1/2-homogénea. Por lo tanto el niimero de aristas debe
ser el mismo. Como p es par entonces hay p/2 aristas con extremos r1 y ra, y
ademds p/2 aristas con extremos r; y 3. W

Observacion 4.36 Usando el Teorema 4.15 vemos que no hay graficas re-
gulares 1/2-homogéneas sin puntos de corte con tres puntos de ramificacion de
orden p, donde p es impar y p > 3.

Corolario 4.37 Sea p par, y p > 4. Las grdficas sin puntos de corte tipo (3, p)
son dnicas.

Ejemplo 4.38 La grdfica regular X de la Figura 4.11 tiene cuatro puntos de
ramificacion de orden tres y ademds es 1/2-homogénea. Las orbitas son O =
R (X) (los puntos de ramificacion) y O, = X \ R(X).

Teorema 4.39 La grifica reqular de la Figura 4.11 es la unica sin puntos
de corte del tipo (4,3).

Demostracién. Sea X la grafica de la Figura 4.11. Supongamos que Y
es otra grafica con cuatro puntos de ramificacién de orden tres, y que X no es
homeomorfo a Y. Sean a, b, ¢y d los puntos de ramificacién de Y. No puede
haber tres aristas con extremos a y b, pues en ese caso X no seria conexo.
Supongamos que hay dos aristas con extremos a y b. Como ordy (a) = 3 en-
tonces sin pérdida de generalidad hay otra arista A,. que tiene como extremos al
punto a y al punto c. Ahora veamos que hay una arista B con extremos el punto
by el punto y, donde y es punto de ramificacién. Veamos que opciones tenemos
para el punto y. Si y = ¢ entonces d es extremo, véase la Figura 4.12, y eso no
puede pasar, entonces y # c. Supongamos entonces que y = d entonces como
no hay lazos, hay dos aristas con extremos ¢ y d, entonces tenemos una gréfica
como la de la Figura 4.28, y notemos que esta grafica es 1/3-homogénea (véase
el Ejemplo 4.61), y eso tampoco puede pasar. Por lo tanto la grafica tipo (4, 3)
es Ginica. m
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Figura 4.11: Gréfica regular con cuatro puntos de ramificacién de orden tres.

Figura 4.12: Gréfica con cuatro puntos de ramificacién de orden tres.
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Figura 4.13: Gréfica regular con cuatro puntos de ramificacién de orden 4.

Ejemplo 4.40 La grdfica regular en la Figura 4.13 tiene cuatro puntos de ra-
mificacion de orden cuatro.

Observacion 4.41 La grdfica X de la Figura 4.13 es 1/2-homogénea. Las
orbitas son O = R (X), Oy = X \ R (X).

Teorema 4.42 La grifica reqular de la Figura 4.13 es la unica sin puntos
de corte tipo (4,4).

Demostracién. Sea X una grafica con cuatro puntos de ramificacion R (X)
= {a,b,c,d} ysir € R(X) entonces ordyx (r) = 4. Fijemos los puntos a y b.

i) Consideremos el caso en que sélo hay una arista con extremos a y b, hay
entonces al menos dos aristas que tienen como extremos al punto a y al punto
¢, entonces por la Observacién 4.21, hay puntos ordinarios en &rbitas diferentes,
lo que implica que habria mas de dos 6rbitas. Véase la Figura 4.14.

i) Veamos cuando sélo hay dos aristas con extremos en los puntos a y b. Si
las otras dos aristas que tienen como extremo el punto a, tienen como extremo
un punto comdn, por ejemplo ¢, la grafica que obtenemos es la de la Figura 4.13.
Si las otras dos aristas que tienen como punto extremo al punto a tienen como
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Figura 4.14: Gréfica con cuatro puntos de ramificaciéon de orden cuatro, con
s6lo una arista entre los vertices a y b.

extremos al punto cy al punto d respectivamente, nuevamente por la Observacién
4.21 sabemos que hay mds de dos érbitas, por lo tanto eso no puede pasar. Véase
la Figura 4.15.

i) Por dltimo veamos el caso cuando hay tres aristas con extremos los puntos
a 'y b. Entonces hay otra arista que tiene como extremos al punto a y al punto c.
Entonces por la Observacion 4.21 hay mdas de dos érbitas y eso no puede pasar.
Véase la Figura 4.16. Por lo tanto la Grafica es tnica. =

Corolario 4.43 La grdfica de la Figura 4.13 es la dnica del tipo (4,4).

Teorema 4.44 No hay grdficas sin puntos de corte tipo (4,5). En general
no hay grificas tipo (4,p) donde p es impar y p > 5.

Demostracién. Supongamos que X es una grafica con R (X) = {a, b, ¢, d}.
Suponga que hay sélo un arista entre dos puntos de ramificacién, es facil ver en-
tonces que hay dos aristas entre dos puntos de ramificacién, entonces hay mas de
dos érbitas. Si suponemos que hay dos aristas entre dos puntos de ramificacion,
se puede ver que hay dos puntos de ramificaciéon que comparten sélo una arista,
entonces hay mds de dos érbitas. Lo mismo pasara si hay tres aristas entre dos
puntos de ramificacion. m

Ejemplo 4.45 Hay grdficas regulares con cuatro puntos de ramificacion de
orden p, donde p es par y p > 4. En la Figura 4.17 se muestra la de orden ocho.
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Figura 4.15: Gréfica con cuatro puntos de ramificaciéon de orden cuatro, con
dos aristas entre los vertices a y b.

Figura 4.16: Gréfica con cuatro puntos de ramificacién de orden cuatro, con
tres aristas entre los vértices a y .
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Figura 4.17: Grafica regular con cuatro puntos de ramificacién de orden ocho.

Ejemplo 4.46 Hay grdficas regulares con cuatro puntos de ramificacion de
orden p, donde p = 3u, w € N, u > 1. En la Figura 4.18 se muestra la de orden
p=9.

Teorema 4.47 Sea p = 6u, u € N. Las grdficas con cuatro puntos de rami-
ficacion de orden p, no son unicas.

Demostracién. Hay dos gréficas con cuatro puntos de ramificacién de orden
cuatro. La primera es la grafica que tiene 6u /3 aristas entre cualesquiera dos
puntos de ramificacion (véase la Figura 4.19 para el caso u = 1). La segunda
grafica es la que tiene 6u_ 2 aristas entre puntos de ramificacién que comparten
las mismas aristas (véase la Figura 4.20 para el caso u = 1). Evidentemente
estas graficas no son homeomorfas pues el niimero de aristas que unen puntos
de ramificacion son diferentes. m

Teorema 4.48 Sean X una grifica sin puntos de corte, p = 6u — 3, u € N,
u > 2. Las graficas 1/2-homogéneas con cuatro puntos de ramificacion de
orden p, son Unicas.
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Figura 4.18: Gréfica con cuatro puntos de ramificacién de orden nueve.

=

Figura 4.19: Grafica regular con cuatro puntos de ramificacién de orden seis.
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Figura 4.20: Grafica regular con cuatro puntos de ramificacién de orden seis.

Demostracién. Para el caso u = 1 tenemos que p = 3 y la gréfica es
tinica por el Teorema 4.39. En general si p = 6u — 3, entonces para cualesquiera
dos puntos de ramificacién hay £ = 6“—3_3 = 2u — 1 aristas que los unen (véase
Figura 4.18, para el caso u = 2). La gréfica es 1/2-homogénea, las 6rbitas son
O =R(X), yOy =X\ R(X). Si entre dos puntos de ramificacién hubiera
mads aristas o menos, entonces por el Teorema 4.21 la grafica tendria mas de dos
6rbitas y no seria 1/2-homogénea. m

Teorema 4.49 S5i p = 6u + 1, entonces no hay grificas con cuatro puntos
de ramificacion de orden p que sean 1/2-homogéneas.

Demostracién. Para que la grafica sea 1/2-homogénea todos los puntos
de ramificacién deben estar en la misma 6rbita, es decir, si entre dos puntos de
ramificacién hay n aristas, entonces debe de haber n aristas entre cualesquiera
dos puntos de ramificaciéon que compartan aristas. Como sélo hay 4 puntos de
ramificacion sélo tenemos dos opciones, la primera si cada punto de ramificacién
comparte aristas con los otros tres puntos de ramificacién, y la segunda si cada
punto de ramificacién comparte aristas sélo con dos puntos de ramificacion.
Como p = 6u £ 1 no es divisible entre tres el primer caso no puede pasar. De
la misma manera como p = 6u %+ 1 no es divisible entre dos el segundo caso no
puede pasar. ®

Ejemplo 4.50 La grdfica regular de la Figura 4.21 tiene cinco puntos de ra-
mificacion de orden cuatro, y es 1/2-homogénea.
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Figura 4.21: Gréfica regular con cinco puntos de ramificacién de orden cuatro.

Ejemplo 4.51 La grdfica de la Figura 4.22 tiene cinco puntos de ramificacion
de orden cuatro, y es 1/2-homogénea.

Teorema 4.52 Las grificas tipo (5,4) no son unicas.

Demostracién. Véanse las Figuras 4.21 y 4.22. Claramente las gréficas
de las Figuras 4.21 y 4.22 no son homeomorfas ya que en la primera grafica,
cualesquiera dos vértices comparten dos aristas o bien no comparten ninguna, en
la segunda grafica cualesquiera dos vértices comparten sélo una arista (véase la
Observacién 4.21). =

Definicién 4.53 Sea n > 4. Definimos la grafica K,, como aquélla que tiene
n Vértices, y para cualesquiera dos vértices existe una y solo una arista que los
une. La Figura 4.22 representa a la grdfica K.

Observacion 4.54 Para todan > 4. La grafica K,, es 1/2-homogénea. Facil-
mente vemos que R (X) es una orbita y O (X) es la otra drbita.

Teorema 4.55 Sin > 2 yp > 4, con p par, entonces existen graficas regulares
con n puntos de ramificacion de orden p, y ademds son 1/2-homogéneas.
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Figura 4.22: Gréfica regular con cinco puntos de ramificacién de orden cuatro.

Ejemplo 4.56 La Figura 4.23 muestra la grdfica regular con n. puntos de ra-
mificacion de orden cuatro.

Ejemplo 4.57 Las grdficas regulares 1/2-homogéneas con seis puntos de ra-
mificacion de orden cuatro no son tnicas, véase Figuras 4.24 y 4.25. En la primera
si dos puntos de ramificacion comparten una ariata, entonces comparten dos
aristas. En la segunda grafica eso no pasa.

Las gréficas 1/2-homogéneas sin puntos de corte se han estudiado muy poco.
Con este capitulo mostramos que hay mucho adn para estudiar, y asi poder
clasificarlas en cuanto al niimero de puntos de ramificacién, y el orden de cada
punto de ramificacion.

En la siguiente seccién haremos algo similar pero con las graficas 1/3-homogé-
neas sin puntos de corte.
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Figura 4.23: Gréfica regular con n puntos de ramificacién de orden cuatro.

Figura 4.24: Gréfica con seis puntos de ramificacién de orden cuatro.
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Figura 4.25: Gréfica con seis puntos de ramificacién de orden cuatro.

4.4. Gréficas 1/3-homogéneas sin puntos de
corte

En esta seccién daremos ejemplos de gréficas 1/3-homogéneas sin puntos de
corte a partir del nimero de vértices (en el caso de las graficas los vertices son los
puntos de ramificacién). Veremos también algunos casos donde dado el nimero
de vértices, no hay graficas 1/3-homogeéneas sin puntos de corte.

Teorema 4.58 5i X es una grifica sin puntos de corte con 3 vértices en-
tonces X es 1/2-homogénea, 1/4-homogénea, o 1/6-homogénea.

Demostracién. Sea X una gréfica sin puntos de corte, R (X) = {a,b,c}
los vértices de X, y u (v, w respectivamente), el nimero de aristas que tienen
en sus extremos los vértices a y b (b y ¢, ¢ y a respectivamente). Consideremos
los siguientes casos:

i) Si u = v = w, entonces la gréfica es 1/2-homogénea, véase las Figuras
45y 4T

i) Si w = v # w, entonces X es una grafica 1/4-homogénea, véase la
Figura 4.26. Las 6rbitas son O = {a,c}, Oy = {b}, O3 = ac\ {a,c} y Oy =
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Figura 4.26: Gréfica 1/4-homogénea sin puntos de corte, con tres vértices.

3
i=1
i) Si u# v, v# w, y w# u, entonces la grafica es 1/6-homogénea, véase
la Figura 4.27. Las érbitas son Oy = {a}, Oy = {b}, O3 = {c}, Oy = ab\ {a, b},
Os = (ac), U (ac), donde (ac), y (ac),son las aristas con extremos los vértices
5

ayc;yO(;:X\(UOi). [ ]
=1

7

Teorema 4.59 Si X es una grifica 1/3-homogénea sin puntos de corte, en-
tonces X tiene al menos cuatro vértices.

Demostracion. Si X es una gréfica con sélo un vértice p, entonces p es
un punto de corte, véase el Corolario 4.17. Si X tiene solamente dos vértices
entonces, por el Teorema 4.25, tenemos que X es 1/2-homogénea. X no puede
tener tres vértices, véase Teorema 4.58. Entonces X tiene almenos cuatro vér-
tices, véase Figura 4.28. m

Corolario 4.60 No hay gréficas regulares 1/3-homogéneas con tres vértices de
orden p, para todap € N, p > 3.
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Figura 4.27: Gréfica 1/6-homogénea sin puntos de corte con tres vértices.

Este resultado se puede generalizar para gréficas 1/n-homogéneas sin puntos
de corte, con n > 3.

Ejemplo 4.61 La grdfica de la Figura 4.28 es 1/3-homogénea y tiene cuatro
Vértices de orden tres. Las orbitas son Oy = R(X) = {a,b,c,d}, Oy = (ab) U
(Cd) yO3 :X\(01U02>

Teorema 4.62 La grifica de la Figura 4.28 es la inica 1/3-homogénea con
cuatro puntos de ramificacion de orden tres.

Demostracién. Si para cualesquiera vértices tenemos exactamente una
arista que los una, entonces la grafica es 1/2-homogénea (véase la Figura 4.11).
Supongamos que hay dos aristas A y B que unan a los vértices a y ¢, entonces
hay otra arista C' que sale del vértice a, y sin pérdida de generalidad el otro ex-
tremo es el vértice b. Sea D otra arista que sale del vértice ¢, si el otro extremo
de la arista D es el vértice b, entonces en el vértice d hay un lazo, y eso es una
contradiccidn, ya que no hay puntos de corte. Entonces el otro extremo de la
arista D es el vértice d, y entonces hay dos aristas que unen a los vértices by d.
Por lo tanto la gréfica de la Figura 4.28 es tnica. m

Ejemplo 4.63 Grafica 1/3-homogénea sin puntos de corte con cuatro vértices
de orden cuatro, véase Figura 4.29. Las orbitas son O; = {a,b,c,d}, Oy =
(ab) U (cd), donde ab (respectivamente cd) es cualquier arista con extremos los
vértices a y b (respectivamente los vértices ¢ y d). Y O3 = X \ (01 U Oy).
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Figura 4.28: Gréfica 1/3-homogénea sin puntos de corte, con cuatro vértices
de orden tres.

Figura 4.29: Grafica 1/3-homogénea sin puntos de corte, con cuatro vértices
de orden cuatro.
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Figura 4.30: Gréfica 1/3-homogénea sin puntos de corte, con cuatro vértices
de orden cuatro.

Ejemplo 4.64 La grdfica de la Figura 4.30 es 1/3-homogénea con cuatro vér-
tices de orden cuatro.

Las 6rbitas son O; = R(X), Oy = (ab) U (ad) U (cb) U (cd), O3 = X \
(O1 U Oy).
La grafica de la Figura 4.30 tiene dos aristas entre los vértices a y c.

Teorema 4.65 La grifica de la Figura 4.30 no es homeomorfa a la grifica
de la Figura 4.29.

Demostracion. En la gréfica de la Figura 4.30 para cualesquiera dos vértices
existe al menos una arista que los une. En la gréfica de la Figura 4.29 no es asi,
pues entre los vértices a y d (b y ¢ respectivamente) no hay una arista que los
una. m

Ejemplo 4.66 Graficas 1/3-homogéneas con cuatro vértices de orden cinco. En
general con cuatro vértices de orden p para toda p > 4, véase Figura 4.31. Las
rbitas son O1 = R (X)), Oy = (ac)U(bd), y O3 = (ab)U(cd), donde ab (respec-
tivamente cd ) es cualquier arista con extremos los vértices a y b (respectivamente
los vértices c y d).
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Figura 4.31: Gréfica 1/3-homogénea con cuatro vértices de orden cinco.

Ejemplo 4.67 La grdfica de la Figura 4.32 es 1/3-homogénea, con cuatro
vértices de orden cinco. Las drbitas son O = R(X), Oy = (ad) U (bc), y
O3 =X\ (01 U0O,).

Observacién 4.68 Hay mds de una grdfica con las propiedades de ser 1/3-
homogénea, no tener puntos de corte, y cuatro vértices de orden cinco. Véanse
las Figuras 4.31 y 4.32.

Ejemplo 4.69 Gréfica sin puntos de corte 1/3-homogénea, con cinco vértices
de orden seis, y en general gréficas sin puntos de corte 1/3-homogéneas, con
cinco Vértices de orden p, para toda p par y p > 6. Véase Figura 4.33.

Ejemplo 4.70 Grdfica sin puntos de corte 1/3-homogénea, con seis vértices de
orden tres, y en general grdficas sin puntos de corte 1/3-homogéneas con seis
Vvértices de orden p para toda p > 3, véase Figura 4.34.

Ejemplo 4.71 Grdfica 1/3-homogénea con siete vértices de orden 4, véase
Figura 4.35.
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Figura 4.32: Gréfica 1/3-homogénea con cuatro vértices de orden cinco.

Figura 4.33: Gréfica 1/3-homogénea con cinco vértices de orden seis.
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Figura 4.34: Gréfica 1/3-homogénea con seis vértices de orden tres.

Figura 4.35: Gréfica 1/3-homogénea con siete vértices de orden cuatro.
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Figura 4.36: Gréfica 1/3-homogénea con siete vértices de orden seis.

Ejemplo 4.72 Grdfica 1/3-homogénea con siete vértices de orden seis, y en
general grdficas 1/3-homogéneas con siete vértices de orden p, donde p es par y
p > 4, véase Figura 4.36.



Capitulo 5

Dendritas

5.1. Definicién y ejemplos

Definicién 5.1 Una dendrita es un continuo localmente conexo que no con-
tiene curvas cerradas simples.

Ejemplo 5.2 Mostramos ejemplos de dendritas: Intervalo (Figura 3.2), n-odo
(Figura 3.7), F,, (véase Figura 3.9), también los arboles de la Figura 4.1 a la
Figura 4.3.

Definicion 5.3 Sean X una dendrita y p € X.

1) Definimos el orden del punto p en X como el nimero de arco-componentes
de X \ {p} y lo denotamos como ordx (p).

A partir de esta definicion definiremos tres conjuntos.

2) El conjunto de puntos de orden dos, conocido como el conjunto de puntos
ordinarios denotado como O(X) = {z € X : ordx(p) = 2}.

3) El conjunto de puntos extremos denotado como:

EX)={ze X :ordx(p) = 1}.

4) El conjunto de puntos de ramificacién denotado como:

R(X) ={z € X :ordx(p) > 3}.

A continuacién enunciaremos algunos teoremas relacionados con las dendri-
tas.

Teorema 5.4 Todo punto de una dendrita X es de orden < W, [8, Corolario
10.20.1, pag. 173].

62
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Observacion 5.5 Considerando la dendrita F,, y su vertice v, notemos que
ordp,(v) = w (véase la Figura 3.9).

Lema 5.6 Las dendritas son arco-conezxas.

Demostracién. Como las dendritas son continuos localmente conexos, en-
tonces son arco-conexas [8, Teorema 8.23, pag. 130-131]. m

Teorema 5.7 Si X es una dendrita y los puntos u,v € X, entonces existe un
tnico arco uv que une u con v.

Demostracién. Supongamos que hay dos arcos distintos, A 'y B, que unen
a los puntos u y v. Como A # B entonces existe un punto a € A de tal manera
que a ¢ B, entonces existe un arco Ay C A de tal manera que AgN B # &. De
la misma manera podemos encontrarBy C B de tal manera que By N A # @.
Ahora notemos que Ag y By estan contenidos en una curva cerrada simple,
contradiciendo el hecho de que X sea una dendrita. Por lo tanto se sumple el
Teorema. m

Notacién 5.8 Denotaremos por ab al arco que una los puntos a y b en una
dendrita X .

Lema 5.9 Los subcontinuos de dendritas son dendritas [8, Corolario 10.6, pdg.
167-168].

Teorema 5.10 Si X es una dendrita, entonces E (X) es totalmente dis-
conezo.

Demostracién. Sea C una componente de £ (X'). Entonces por [8, Proposi-
cién 10.9, pag. 169], C es arco-conexo. Si C tiene mas de un punto entonces
elegimos dos de ellos, sean a'y b € C, entonces el arco ab esta contenido en la
componente C, consideremos p € (ab), p € C. Es claro que p ¢ E(X). Esto
contradice que C tenga mds de un punto. Por lo tanto la cardinalidad de C es
uno. Entonces E(X) es totalmente disconexo. m

Teorema 5.11 La dendrita F, es la unica dendrita con sélo un punto de
ramificacion v y tal que ordx(v) es infinito.
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Demostracién. Sea X una dendrita tal que R(X) = {p} y ordx(p) es
infinito, entonces por [8, Corolario 10.20.1, pag. 173], el conjunto E(X) es nu-
merable. Sean E(X) = {ey,eq,...} y E(F,) = {t1,t2,...} los conjuntos de
puntos extremos de X y F,, respectivamente. Sea v el punto de ramificacién de
F,,. Para cada ¢ € N, definimos un homeomorfismo h; : vt; — pe; de tal manera
que h;(v) = py hi(t;) = e;. Sea h : F, — X definida como h(z) = h;(z) si
T € vt;.

Demostraremos que h es homeomorfismo.

Para demostrar que h es una funcién inyectiva, consideremos dos puntos
1,9 € F,, 1 # x9. Veamos primero el caso en que x1,75 € vt;. Entonces
hi(z1) # hi(z2) y eso implica que h(z1) # h(zs). Ahora supongamos que z; €
vt \{v}, za € vt; \ {v}, i # j, entonces h(x1) € pe; \ {p}, h(z2) € pe; \ {p}.
Ya que ¢ # j se tiene que h(z1) # h(z3), por lo tanto h es inyectiva.

Veamos ahora que h es una funcién suprayectiva. Sea y € X. Entonces
y € pey para alguna k£ € N. Como hy : vty — per es un homeomorfismo,
entonces existe x € vt), de tal manera que h(z) = hi(x) = y.

Ahora para ver que h es una funcién continua, consideremos una sucesién
{x,},2, en F,, que converge al punto x. Consideremos dos casos:

i) Primer caso: Existe i € N de tal manera que z,, € vt; para casi toda
n € N. Entonces = € vt; y lim,, oo h(z,,) = lim,, o hi(x,) = hi(z) = h(z) y
por lo tanto h es continua en x.

ii) Segundo caso: Cuando no existe la i del primer caso. De la misma manera
no existe i € N de tal manera que h (x,) € pe; para toda n € N para los arcos
pe;. Entonces limz,, = v y limh (z,,) = p = h (v).

Por lo tanto h es continua. Luego h es un homeomorfismo. Véase Figura 5.1.
]

5.2. Dendritas 1/3-homdégeneas
Estudiaremos la propiedad de ser 1/3-homogéneo en las dendritas.

Observacién 5.12 Si X es una dendrita distinta del [0,1], entonces X

E(X)UO (X)UR(X) (véase [8, 10.7, pag 168]), ademas E (X) # &, O (X)

@y R (X) # @. Notemos que sih : X — X es un homeomorfismoyz € E (X
entonces h (x) € E(X), de la misma manera si ¢ € O (X) entonces h(q)

O(X), ysir € R(X) entonces h(r) € R(X), ademds si ordx (r) =
entonces ordx (h (r)) = m.

SIS ATRT

’
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Figura 5.1: h: F, - X

De lo anterior se tiene que si X es una dendrita, entonces X = [0,1] 6 X es
1/n-homogénea para alguna n > 3.

Por otra parte, si X es una dendrita 1/3-homogénea entonces las drbitas son
E(X),0(X) yR(X), ademds para algunam € NU{w} se tiene que ordx (r) =
m, para todar € R(X).

Teorema 5.13 Sea X una dendrita 1/3-homogénea. Si R(X) es finito, en-
tonces |R(X)| = 1.

Demostracién. Supongamos que 1 < |R (X)|. Como R (X) es finito exis-
ten u,v € R(X)y e € E(X) que cumplen lo siguiente: i) u # v, ii) v € ue, iii)
wNR (X) = {u,v},iv) veNR (X) = {v} . Véase Figura 5.2. Sea z € uvNO (X)
yy € veNO (X), como X es 1/3-homogéneo, existe un homeomorfismo h : X —
X de tal manera que h (z) = y. Sabemos que bajo un homeomorfismo los puntos
de ramificacién son mandados a puntos de ramificacién, ntonces h (zv) = yv
debido a que zv N R (X) = {v} y en el arco ve solo el punto v es punto de
ramificacién. Por lo tanto h (zu) C ye pero ye N R(X) =@y h(u) € R(X).
Esto es una contradiccién. Por lo tanto |[R(X)|=1. =

Proposicién 5.14 Una dendrita X es 1/3-homogénea con exactamente un
punto de ramificacion si y sélo si X=n-odo o X = F,,.
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Figura 5.2: Dendrita con 2 puntos de ramificacion

Demostracién. Sea R (X) = {p} el tnico punto de ramificacién. Si ordx (p)
= n, entonces p es el vértice de un n-odo [8, Lema 9.9, pag. 144], y en ese caso
|E (X)| = n, con n € N. Si ordx (p) es infinito entonces por el Teorema 5.11
tenemos que X = F,. La demostracion del regreso es inmediata, pués el n-odo
y F,, son 1/3-homogéneas con un punto de ramificaciéon. m

Corolario 5.15 Toda dendrita con sélo un punto de ramificacion es 1,/3-homo-
génea.

5.3. Dendrita de Gehman G5

Ejemplo 5.16 La dendrita siguiente se conoce como dendrita de Gehman y
la denotamos por G3. Véase [3, 5.1, pag 77-78]. Mostraremos los primeros tres
pasos de la construccion de G's:

Paso 1) D, es la unién de los dos segmentos de recta A y B, donde A
tiene como extremos los puntos (1/2,1) y (0,0), y el segmento B tiene como
extremos los puntos (1/2,1) y (1,0). Donde las absisas de los puntos (1/2,1) y
(1,0) estdn en el conjunto de Cantor. Véase la Figura 5.3.
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Figura 5.3: Paso 1) en la construccién de G

Paso 2) Para construir Dy, llamemos a y b a los puntos medios de los dos
segmentos rectilineos A y B en Dy, y unamos a D, los segmentos rectilineos A,
y By, donde A, tiene como extremos los puntos a y (1/3,0), y B, tiene extremos
los puntos b y (2/3,0), donde las absisas de los puntos (1/3,0) y (2/3,0) estan
en el conjunto de Cantor. Llamemos A, al segmento rectilineo con extremos los
puntos a y (0,0), y By al segmento rectilineo con extremos los puntos b y (1,0).
Viéase Figura 5.4.

Paso 3) Para construir D3, llamemos a; y as a los puntos medios de los dos
segmentos rectilineos A, y As, respectivamente. Llamemos by y by a los puntos
medios de los segmentos rectilineos B, y Bs, respectivamente. Finalmente unimos
a Dy los segmentos rectilineos Ais, As1, Bia, Ba1, que tienen como extremos
los puntos ay y (1/9,0), a2 y (2/9,0), by y (7/9,0), y los puntos by y (8/9,0),
respectivamente, donde las absisas de los puntos (1/9,0), (2/9,0), (7/9,0) y
(8/9,0) estan en el conjunto de Cantor. Viéase Figura 5.5.

El arbol D,, se construye a partir de D,,_1 en forma similar siempre agregando
los arcos que tienen en un extremo los puntos medios de los arcos agregados en
el paso anterior y en el otro extremo los puntos de la forma (c,0) donde c esta
en el conjunto de Cantor. Es claro ademds que D, C Dy C ...

Finalmente G5 = ce (\U,,cyy Dn). Véase Figura 5.6.

Observacién 5.17 Gz = < U Dn) UC donde C' es el conjunto de Cantor en
neN

el intervalo [0,1] x {0}, y E(X) = C.
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Figura 5.4: Paso 2) en la construccién de G

Figura 5.5: Paso 3) en la construccién de G
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G

3

Figura 5.6: Paso 4) en la construccién de G

Observacién 5.18 Existen dendritas similares cuando cada punto de ramifi-
cacion tiene orden n si n > 4, y son dnicas. Las denotamos por G,, y las
llamamos dendritas de Gehman de orden n. Véase [3, 5.1, pag. 77-78].

Observacién 5.19 1) Caracterizacion de G3: Si X es una dendrita y se cumplen
las 2 propiedades siguientes:

i) ordx(r) =3 para todar € R(X) y

i) E(X) es homeomorfo al conjunto de Cantor,

entonces X = G3. Véase [3, 5.1, pag. 77].

2) Caracterizacion del conjunto de Cantor: Un espacio Y es homeomorfo al
conjunto de Cantor si y solo si Y cumple las 4 propiedades siguientes:

i)Y es métrico.

i) Y es compacto,

iii) Y es totalmente disconexo,

iv) Y es perfecto (Y es perfecto si es cerrado y todos sus puntos son puntos
de acumulacion), véase [8, Teorema 7.14, pag. 109-111].

Lema 5.20 Sea X una dendrita 1/3-homogénea tal que para cada r € R(X)
existe U abierto tal que U N R(X) = {r}. Entonces para cada p € O(X)
existe W abierto de tal manera quep e W y W N R(X) = @.

Demostracién. Si para algtin p € O (X), se tiene que WNR (X) # & para
todo abierto W de tal manera que p € W, entonces p € ce (R (X)). Como X es
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1/3-homogénea entonces O (X) C ce (R (X)) y se sigue de aqui que F (X) C
ce (R (X)) pues cada x € E (X) es el limite de una sucesién de puntos ordinarios
ya que X es una dendrita. Entonces R (X) es denso en X contradiciendo el
hecho que U N R (X) = {r}. Consideremos p € O (X ), sabemos que X \ {p}
tiene dos arcocomponentes, y llamemos X; y X, a estas arco-componentes.
Ahora llamemos 71 y 75 a los puntos de ramificacion mas cercanos al punto p
en las arco-componentes X; y X, respectivamente. Ahora consideremos a los
abiertos U; y Uy que contienen a los puntos r; y ry respectivamente de tal
manera que Uy N R(X) = {ri} y Us N R(X) = {re}. Ahora consideremos
un abierto A conexo de X que contenga al punto p, y consideremos W =
AN ((ANU) U (ANU,)) el cual es abierto. Por la manera en que se construyo
W tenemos que pe Wy WNR(X)=0. m

Proposicién 5.21 Sea X una dendrita 1/3-homogénea tal que R(X) es in-
finito y sea n € N, n > 3. Supongamos que:

1) Para cada v € R(X) existe U abierto de X de tal manera que U N
R(X) = {r}

2) el ordx(r) = n, para algin r € R(X) (n > 3)

entonces X es homeomorfa a G, (véase la Observacion 5.18).

Demostracién. Utilizando la Observacién 5.19, queremos probar ordx (r) =
n para toda r € R(X), lo cual se sigue de que X es 1/3-homogénea. Sélo nos
resta probar que £(X) es homeomorfo al conjunto de Cantor, para lo cual uti-
lizaremos la parte 2) de la Observacion 5.19:

i) £(X) es métrico, pues lo hereda de X.

ii) Para ver que E(X) es compacto, es suficiente probar que es cerrado.
Supongamos que F(X) no es cerrado, es decir, consideremos una sucesion
{en}.2, de puntos extremos de tal manera que lim, e, = 7. Supongamos
que r € R(X). Sabemos por hipétesis que existe U abierto de X de tal ma-
neraque r € Uy UN R(X) = {r}. Como lim, e, = 1, existe m € N de
tal manera que para cada n > m se tiene e,, € U. Sabemos que X es conexo
por trayectorias y por el Lema 5.9 sabemos que sus subcontinuos son dendritas,
entonces reg, Nreg, = {r} si k1 # ko, con kq, ko mayores que m, esto lo pode-
mos afirmar por que la dendrita X es 1/3-homogénea y las érbitas son £ (X),
R(X) y O(X). Pero esto implica que ordx(r) = w y esto es una contradic-
cién. Ahora suponga que € O(X). Puesto que X es 1/3-homogénea sabemos
que todos los puntos ordinarios estdn en la misma drbita, entonces tenemos que
O (X) Cce(R(X)),y porel Lema 5.20 vemos que es una contradiccién ya que
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X es 1/3-homogénea y sus tres érbitas son E (X), O (X)y R (X). Por lo tanto
O(X)NCe(R(X)) = @. Por lo tanto lim, e, = e donde e es un punto
extremo. Por lo tanto E(X) es compacto.

iii) Para verificar que E(X) es totalmente disconexo, véase Teorema 5.10.

iv) Para ver que E(X) es perfecto necesitamos ver que es cerrado y que
todos sus puntos son puntos de acumulacién. E(X) es cerrado (se demostré
en ii)). Veamos que cada punto de F(X) es punto de acumulaciéon. Notemos
primeramente que E (X) es infinito, véase [8, Ejemplo 10.39, pag. 186]. Ya que
E(X) es compacto, entonces existe un punto de acumulacién p € E(X), pero
como X es dendrita 1/3-homogénea, entonces (X)) es una sola érbita y por lo
tanto todos los puntos de E(X') son puntos de acumulacién. Por lo tanto E(X)
es perfecto.

De todo lo anterior concluimos que E(X) = C. =

El siguiente objetivo es probar que G5 es una dendrita 1/3-homogénea, pero
antes de hacerlo introduciremos una notacién que nos ayudard a probar que si
p,q € E(G3) entonces p, g estdn en la misma érbita.

Observaciéon 5.22 A cada punto de ramificacion en G3 le llamaremos como
en la Figura 5.7.

Observacién 5.23 Para cada p € R(G3) existe una n-ada de ceros y unos
con la cual podemos identificarlo de manera tinica. Ahora notemos que con
esta misma notacion a cada punto en E (G3) se le puede representar con una
infiniteada de ceros y unos, por ejemplo al origen (0,0) se le puede representar
con eyy.., al punto (0,1) se le representa con ey1;.., al punto (0,1/3) se le
representa con eg111..., y al punto (0,2/3) se le representa con e1ngp....

Sea [a, b] X [¢c, d] el producto cartesiano de los intervalos cerrados [a, b] y [c, d]
en R?. Definimos Ay = G3N [0,1/3] x [0,1/2] y A} = G3N [1/3,1] x [0,1/2].
Véase Figura 5.8.

Observacion 5.24 De manera andloga se construye para cada punto de ramifi-
cacion el conjunto A correspondiente. En la Figura 5.9 hacemos notar los puntos
de ramificacion rog, o1, T10 Y 711, Y Sus correspondientes Ao, Ao1, Ao y A1
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Figura 5.7: Notacién para los puntos de ramificaciéon en Gz

Figura 5.8: Definiciones de Ay y A
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Figura 5.9: Definiciones de Aqgg, Ag1, A0y Ann

Observacion 5.25 Consideremos el punto (0,0) = eggo... y los siguientes con-
juntos que no contienen al punto eggg.. y son: By = Ay Urgry, Bs = Ap U
To0701, B3z = Aoo1 U ToooT001,---» Brn = Ao...01 UTo. 070,01 ¥y notemos que Gz =
( U Bn) U {eqoo...}. Lo mismo que hemos hecho con el punto (0,0) = egoo...

neN
hacemos con cada punto extremo. Antes de hacerlo para cualquier infinitea-

da de ceros y unos hagamoslo para un caso particular. Consideremos el punto
e101100..,00...- Consideremos entonces los siguientes conjuntos que no contienen al
punto ejo1100..00... C1 = Ag U rory, Oy = Ayp Urierin, O3 = Ajgo U r1007101,
Cy = Aqp111UT10111710110. Para construir Cs consideramos primero los primeros 5
subindices del punto eip1100..00..., €s decir 10110, y al seleccionar A, le ponemos
esos cinco subindices, y como, en este caso, el quinto subindice es el nimero
0, entonces el sexto subindice en A serd 1, entonces nos queda Aigii01, ¥
le uniremos el arco que va de los puntos de ramificacion con esos mismos
seis subindices, pero el sexto niimero tendrd los dos digitos 0 y 1, es decir le
uniremos el arco ryg11007101101- Siguiendo de esta manera, tenemos que G3 =
(U Cn) U {r101100..00..}. Lo hemos hecho de esta manera para poder gene-

neN
ralizarlo, hacemos esto a continuacion.
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Lema 5.26 Los puntos extremos de la dendrita Gs, E (G3), es una drbita.

Demostracién. Consideremos el punto (0,0) = egpo.. y a los conjuntos
respectivos Bl = A1 U roT1, B2 = AOI U TooT01, Bg = AOOI U 70007001 +---» Bn =
Ap..01UTo._ 07001 que no contienen al punto eggp.... Entonces Gs = | |J B, | U

neN
{€o0o...}. Tomemos otro punto extremo arbitrario, representado con una infinitea-
da €jiyis..i,.., donde i, € {0,1} para toda n € N, ademss si i, = 0 denotemos
Jn = 1y de manera andloga si i,, = 1, entonces j,, = 0. Ahora construiremos los
conjuntos que no contienen al punto de ramificacion e;,;,i,. i,.., Y nos quedan de

JO S

esta manera: D1 = Ajl Urory, D2 = Ai1j2UTZ‘10TZ‘11, D3 = Ai1i2j3u7’l'1i207'i”’21, ceny

Dy = Ay in-1jn YUTiris.in0 iris...in1, €ntonces Gz = J Dy | U{€iii..in...}-
neN
Con esta construccion que acabamos de realizar y notando que existen homeo-

morfismos h; : B; — D; definiremos una funcién h : GG3 — (3 o escrito de

otra manera, h : (U Bn) U{eooo..} — (U Dn) U {€iyinis..in...} de tal man-

neN neN
era que h(eppo..) = €ijiyis..in..- Definimos la funcién de la siguiente manera

h(m) _ { €ivini...in... ‘ six :’ €000...
hi (x) si x € B; para toda i € N
Entonces i es un homeomorfismo, pues h es continua, inyectiva y suprayec-
tiva, pues cada h; lo es. Y ademds h manda al punto ego.. €n €;y4yis..4,...- CON
esto probamos que si p,q € F (G3), entonces existe un homeomorfismo h, de
tal manera que h (p) = (q), es decir E'(G3) es una érbita. =

Lema 5.27 Los puntos ordinarios de la dendrita Gs, O (G3), es una drbita.

Demostracién. Sea p € O (G3) y A una arco-componente de G5 \ {p}.
Luego A U {p} es un subcontinuo y AU {p} = K Urp donde K = Gj, y
el arco rp donde r € R(G3) es el punto de ramificacion mas cercano a p
que estd en la arcocomponente, véase la Figura 5.10. Existe un homeomor-
fismo h : G35 — K tal que h(v) = r donde v es el punto (1/2,1) de Gs.
Esto pasa con cualquier arco-componente. Consideremos ahora p,q € O (G3),
y sean Aj (p),As(p) las arco-componentes de G5 \ {p} v A1 (q), A2 (q) las
arco-componentes de Gi3 \ {¢}, entonces A; (p) = Az (p) = A1 (q) = Az (q).
Mas ain si h; : A; (p) — A;(¢) es un homeomorfismo, entonces la funcién

q siz=p
M) = b)) size Ai(p), i = {1,2)
va, puesto que cada h; es un homeomorfismo. m

€s conyinua, inyectiva y suprayecti-
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h
T T

AP)
q
o A(a)
/( Aya)

A (P)

Figura 5.10: O (G3) es una ¢rbita.

Lema 5.28 Los puntos de ramificacion de la dendrita Gs, R (G3), es una
orbita.

Demostracién. Sea p € R(G3) y A una arco-componente de G3 \ {p}.
Entonces A U {p} es un subcontinuo, y AU {p} = K Urp donde K = G3, y el
arco 7p donde r € R (G3) es el punto de ramificacién mas cercano al punto p
que esta en la arco-componente. De esta manera se puede ver que si Ay, As, As
son las arco-componentes de G3 \ {r}, entonces A; & A, = A;. Siq € R(G3),
consideremos el homeomorfismo h; : A; (p) — A; (q) entonces la funcién h :
G35 — G3 definida como h (z) = { h; (:g) siz e A (p), ?Ix{l,pz’g}
funcén continua, inyectiva y suprayectiva, pues cada h; es un homeomorfismo.
[ ]

€S una

Teorema 5.29 La dendrita G es 1/3-homogénea.

Demostracién. Se sigue de los Lemas 5.26, 5.27 y 5.28. =
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