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Resumen

Estudiamos tres aspectos importantes de la relatividadncan la regularizacion de codigos adaptados
a simetria esférica y axial, condiciones de frontera atibfes con las constricciones y el calculo de la
energia y momentos transportados por las ondas gravitdem

Para la regularizacion de cédigos adaptados, discutiasasondiciones de paridad que deben cumplir
las variables geométricas cuande- —r, en el caso esférico, y — —p, para el caso axial. Sin embargo,
estas condiciones no son suficientes para garantizar edscnuméricas regulares. Para obtener las
demas condiciones usamos el hecho de que localmente eie@spanpo debe ser plano. Teniendo en
cuenta esto, usamos la forma general que deben tener laDrentps de los tensores en un espacio-
tiempo esférica o axialmente simétrico para encontralgoritmo genérico para la regularizacion de las
ecuaciones de evolucion en estas dos simetrias. Mostrgueeste procedimiento de regularizacion es
independiente de la estructura matematica de las ecuacoim evolucion, para lo cual implementamos
numeéricamente las ecuaciones de evolucion ADM y NOR. iEitpinente mostramos la regularidad de
nuestras ecuaciones de evolucion y presentamos variopleg numéricos que la confirman. Por otro
lado, la motivacion para tener condiciones de fronterapatibles con las constricciones es simple. La
mayor parte de las condiciones de frontera usadas en lasasiones numéricas actuales causan que
modos de propagacion que violan las constricciones segugm desde la frontera y hacia el interior del
dominio computacional. Teniendo en cuenta esto, presestaarios conjuntos de condiciones de frontera
para las ecuaciones de Einstein en la norma arménica ciimegaton las constricciones. Usando una
nueva técnica, recientemente propuesta por Kreiss y Winiclemostramos que el problema de valores
iniciales asociado con las ecuaciones de Einstein en estarumn las condiciones de frontera propuestas
esta bien planteado por lo menos en la aproximacion de @mrgbs congelados. Hacemos una estimacion
de la cantidad de radiacion espuria introducida por nagstondiciones de frontera y estudiamos su
comportamiento numérico usando un agujero negro pedaortde Schwarzschild. Finalmente, estudiamos
la energia y momentos radiados durante la colision ftalgaos agujeros negros. Para esto, encontramos
las expresiones generales para estos observables usanui@ibalos: los invariantes de norma resultantes
de la teoria de perturbaciones sobre un espacio-tiempohieaBzschild y una descomposicion del escalar
de Weyl ¥, en armbnicos esféricos con peso de espin. Mostramogiead numéricamente que estas
expresiones son completamente equivalentes.



Abstract

This thesis is concerned with three important aspects ofemigad relativity: the regularization of nume-
rical codes to evolve spherically and axially symmetriccghianes, outer boundary conditions and the
calculation of energy and momenta carried by the gravitatioadiation.

To find an algorithm for regularization, we discuss the pariinditions that the geometric functions
must satisfy whem — —r or p — —p in the spherical or axial case respectively. One can showptréy
conditions are not enough in order to have a regular eveiufitie extra conditions are a consequence
of local flatness. With those conditions, we use the generai bf tensor components in spherically and
axially symmetric to specify a generic algorithm of regidation in those symmetries. We show that
such procedure is independent of the hyperbolic structfitbeoevolution equations system. For this,
we implement numerically the ADM and NOR equations. We exihyi show the regularity of evolution
equation and we present several examples showing the riggotfeour evolutions. On the other hand, the
motivation to use constraint preserving outer boundanditmms is simple. Outer boundary conditions
implemented in the current numerical evolution generatestaint violating modes that propagate into
the computational domain. Taking that into account, wei§pseeveral sets of outer boundary conditions
for Einstein field equation in the harmonic gauge which arestraint preserving. Using the new technique
proposed by Kreiss and Winicour, we show the well-posedoésise initial value problem resulting of
Einstein equations in this gauge with our boundary conuiitio the frozen coefficient approximation. We
obtain estimates for the amount of junk reflection introdlibg our conditions and perform numerical
tests using a perturbed Schwarzschild black hole. Finalystudy the radiated gravitational waves from
a head-on collision. For this, we find the general expressionthe energy and momenta carried away
by gravitational waves using two approaches: the invasieggulting from the theory of perturbations of a
Schwarzschild space-time and a spin-weighted sphericaidrdcs decomposition of the Weyl scaliy.

We show analytically and numerically that those expressame equivalent.
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CaPiTULO 1

INTRODUCCION

1.1. Relatividad Numérica

Lateoria general de la relatividad formulada por Albendiin a finales de 1915 [52, 53] ha cambiado
dramaticamente la forma en la que en la actualidad intenmies el espacio y el tiempo. Para esta teoria,
la gravitacion no es una fuerza, tal como se considerabadenria newtoniana, sino una manifestacion
dinamica de la geometria del espacio-tiempo. Un objeteivoadistorsiona la geometria del espacio-
tiempo y esta a su vez altera el movimiento del objeto. La foem que la geometria se relaciona con las
distribuciones de masa y energia nos la dice las ecuacitnesmpd

1
Ry = 5 9w R = 87 Ty (1.1)

dondeg,,, es la métrica del espacio-tiempR,,,, el tensor de RicciR = g"R,,, el escalar de curvatura
y T,., el tensor de momento-energia de la materia.

A simple vista, uno podria pensar que estas ecuacionesrsples de resolver. No obstante, la com-
plejidad de este sistema de ecuaciones solo permitié tacadurante varias décadas, un numero limitado
de soluciones caracterizadas por un alto de grado de sameétr'ejemplo de esto, es la solucion esferica-
mente simétrica de Schwarzschild o de Kerr para espaaiopins axialmente simétricos.

Cuando uno intenta resolver las ecuaciones de Einsteip délde tener en cuenta dos puntos im-
portantes antes que intentar nada. Primero, estas ecaa@stan escritas de forma covariante, es decir,

Estas ecuaciones estan escritas en unidades geomésaiecirc = G = 1. En la siguiente seccion discuti-
remos la notacibn y convenciones que estaremos usandargtode esta tesis.
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podemos usar cualquier sistema de coordenada para intesérerlas. Esta enorme libertad en la forma

en la que podemos elegir coordenadas, que es muy Util emstubda de soluciones, puede llegar, sin

embargo, a complicar la interpretacion de la solucion @ptenemos. El segundo punto se refiere a sus
propiedades matematicas. Las ecuaciones de campapatro dimensiones, forman un conjunto de diez
ecuaciones diferenciales no-lineales acopladas de seguden para la métrica. Asi que, intentar encon-

trar alguna solucion con relevancia astrofisica basarge resulta imposible. Estas dos “complicaciones”

son las responsables de que, como ya dijimos antes, lasasmacexactas que se conocen hoy en dia
presenten alto grado de simetria.

Esto no quiere decir que con la relatividad general sea iijgosacer predicciones relevantes. Es-
ta teoria, por ejemplo, predice que la trayectoria de up iyluz es desviada por la presencia de un
objeto masivo, hecho que fue confirmado durante los ecligee919 y 1922. También puede explicar
la precesion del perihelio de Mercurio, colapsos graidtales, etc. De hecho, se han realizado muchas
pruebas a la teoria y hasta ahora todas parecen confirrdadadetallada discusion acerca de pruebas
experimentales de la relatividad general es presentade3éh [

Uno de los caminos mas fructiferos en el intento de enteladeamplicaciones de la relatividad ge-
neral parece ser el uso de métodos y/o aproximacionesrinam®ara resolver las ecuaciones (1.1). Por
ejemplo, a través de resultados numéricos, Choptuikutheigclos fenbmenos criticos en el colapso gra-
vitacional [47]. A partir de esta necesidad ha surgido ehate la relatividad numérica.

La relatividad numérica se empez6 a desarrollar durastdécadas de los sesentas y setentas a partir
de los trabajos pioneros de Hahn y Linquist [68] y Smarr y EppR0, 55, 56] sobre la colision frontal
de agujeros negros. Sin embargo, los recursos computéEsaaraese momento eran muy limitados y los
resultados numeéricos obtenidos no fueron los mejoresa Batlialidad, con la nueva tecnologia en super-
computadoras, el panorama de la relatividad numéricarmébieao radicalmente. Ahora es posible hacer
simulaciones a muy alta resoluctoque han permitido a la comunidad de relatividad numérideeetar
problemas te6ricos mucho mas interesantes y por lo tauta vez mas complicados. Por ejemplo, y para
citar los trabajos mas relevantes de los Gltimos aficspuis de los trabajos de Pretorius, del grupo de
Brownsville y el grupo de Goddard sobre la evolucion de exgigi negros en orbita [99, 41, 16], ahora
estamos en posicion de estudiar la colision de agujergaeon espin, la interaccion del espin-orbita

2Nos referiremos a las ecuaciones (1.1) como ecuacionesdteli o ecuaciones de campo indistintamente.
3Por ejemplo en [36] se reportaron simulaciones numériehsspacio-tiempo de Schwarzschild con una reso-
lucion maxima deév = M /512.
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en sistemas binarios, etc. Todos estos desarrollos ncwsé&yj por supuesto, tebricos han permitido la
consolidacion de la relatividad numérica como otra rantependiente de investigacion en relatividad
general. A pesar de estos avances aun continuamos con &meobe los recursos computacionales.
Hagamos una cuenta rapida. En una simulacion tipica dier@g negros, por ejemplo las simulaciones
presentadas en los Capitulos 4 y 6, se usa una malla nanderaproximadamens®0? puntos, es decir,
aproximadament0’ puntos. Por otro lado, el nimero tipico de variables paoéueionar, variables de
norma, variables geomeétricas y otras variables auxditakes como la variablg = exp(—4 ¢) necesaria
para evolucionar la puntura, es de alrededds(@eariables. Asi que, teniendo en cuenta que en promedio
durante las evoluciones numeéricas, en cada punto de la medesitamos un Kbyte de memoria RAM,
en total necesitariamos aproximadamente 50 Gbytes de n@edigponible por cada paso de tiempo. Su-
mado a esto, necesitamos hacer analisis de la simulatigennos de diez variables cadl@) pasos de
tiempo. Esto es al rededor de un Thyte de disco para almaizensolo informacion. Asi que, explorar las
simetrias de un problema dado para disminuir los recuismatacionales es indispensable. La simetria
natural para comenzar a estudiar problemas de este tip@sfl&ca. Bajo esta consideracion, los proble-
mas tri y bidimensionales se reducen a problemas unidimealsis, los cuales pueden ser abordados con
modestos recursos computacionales. Sin embargo, existgpacos problemas relevantes que se puedan
atacar con esta simetria tan restrictiva. La siguientesia) mucho mas interesante que la esférica, es la
axial. Los espacio-tiempos con simetria axial pueden sailas para estudiar, por ejemplo, la colision de
frente de dos agujeros negros, fenébmenos de acreciodgmas de esto, con los nuevos detectores de
ondas gravitacionales, LIGO, VIRGO, GHDO y TAMA entre otros, tenemos una gran demanda en el
analisis del patron de ondas gravitacionales provessedé simulaciones de la colision de objetos com-
pactos. Como un espacio-tiempo axialmente simétrico ipemondas gravitacionales, podemos estudiar
este tipo de patrones en simulaciones numéricas que otnPans recursos computacionales que en el
caso de simulaciones tridimensionales.

No obstante, a pesar de la evidente necesidad de usar s@digptados a una simetria dada, se han
hecho pocos avances en esta direccion. Al consideransistele coordenadas curvilineos se produce
una pérdida de regularidad de las variables geométnmasgjemplo, si usamos coordenadas esféricas
(t,r, 0, ¢) para describir un espacio-tiempo esféricamente siotgtue son evidentemente singulares
en el origen, varios términos en cada una de las ecuaci@nesotlcion divergen como/r a pesar de
que en un sistema localmente plahta regularidad de estos términos esta garantizada. Enpaties

4Un espacio-tiempo general descrito por coordenadas mess siempre puede ser expresado localmente usan-
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tiempo con simetria axial nos encontramos con un problémias cuando nos aproximamos al eje de
simetria. Alcubierre y Gonzalez presentaron en [9] uoritigno de regularizacion para evitar este tipo de
singularidades para espacio-tiempos esféricameng&tsiws. Sin embargo, no es claro como generalizar
este algoritmo al caso axial sin destruir la hiperbolicidiedl sistema de ecuaciones. Recientemente, un
método de regularizacion para espacio-tiempos axigkrgmeétricos fue propuesto por Rinne y Stewart
en [107, 104] para el formalismo de evolucight [23, 24]. Este método se basa esencialmente en la
forma general que deben tener las componentes de cualgusear taxialmente simétrico. Siguiendo esta
misma idea, presentamos en [108] un algoritmo de regutaizaeneral para espacio-tiempos esférica 'y
axialmente simétricos. La ventaja de este método sobmds anteriores es que no necesitamos introducir
alguna variable adicional para garantizar la regularidathd funciones geométricas.

El otro punto que se debe tener en cuenta al realizar evolegiauméricas en relatividad general
es el de las condiciones de frontera; en ausencia de frentama puede mostrar que si inicialmente las
constricciones se satisfacen, las identidades de Biamato pon las ecuaciones de evolucion garantizan
que las constricciones se satisfagan a todo tiempo. Sinrgmbe@omo una consecuencia de imponer
condiciones de frontera artificialésgparecen modos de propagacion que violan las constresidste
es un problema que hasta hace muy pocos afnos se le ha comardadia importancia que merece [59,
125, 40]. Miller mostro en [88] que una mala eleccion de @dndes de frontera afecta dramaticamente
la dinamica del sistema. Uno puede pensar, sin embarga| gfiecto de las condiciones de frontera debe
disminuir cuando colocamos las frontera cada vez mas legda degion de interés, es decir, alejamos
tanto las fronteras que cualquier modo de propagacion gugesere en la frontera este desconectado
causalmente de la dinamica del sistema. En efecto, a fltmas buenas condiciones de frontera, esto es
lo que actualmente se hace. Por ejemplo, en la colisibneteefrde dos agujeros negros con espin (ver
Capitulo 6) las condiciones de frontera se encuentra®0ll y la extraccion de ondas gravitacionales
es a40M de la region de interés fisico. Sin embargo, esta sofugragmatica nos lleva de nuevo al
problema de los recursos computacionales. Asi que, inmpomgliciones de frontera compatibles con las
constricciones es igualmente indispensable.

En esta tesis, damos una revision a los tres aspectos quenaeg rasgos, hemos descrito antes. En
el Capitulo 2 daremos una breve introduccion al formadism+ 1 de la relatividad general, el cual es

do un sistema de referencia inercial plano.
SPor condiciones artificiales queremos decir condiciondsxigera que debemos imponer manualmente ya que
la malla numérica es finita.
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necesario para escribir las ecuaciones de campo (1.1) comagienes de evolucion. Adicionalmente,
describiremos las ideas principales detras de los tresdi@mos de evolucién usados por la mayor parte
de la comunidad de relatividad numérica; el formalismo BSBasado en el trabajo de Shibata y Na-
kamura [119] y Baumgarte y Shapiro [21], el cual es el usadoepd0 % de los grupos de relatividad
numerica y que nosotros utilizaremos en las simulacioeda dolisiobn de agujeros negros en el Capitu-
lo 6. El formalismo de Nagy-Ortiz-Reula [92] o formalismo RQOque es un formalismo hiperbolico y, de
alguna manera, alternativo al BSSN y que lo usaremos, pglisidad, en el Capitulo 3. Finalmente, el
armonico, que nos permite reescribir las ecuaciones ¢brip un conjunto de ecuaciones de onda lo cual
garantiza automaticamente que el sistema de ecuacicsdtarges es fuertemente hiperbolico. Esto nos
facilita el encontrar condiciones de frontera compatibtas las constricciones. En el apéndice A discuti-
mos brevemente el concepto de hiperbolicidad y mostranpdicgamente que las formulaciones ADM y
NOR son débil y fuertemente hiperbblicas respectivamentla norma Bona-Masso. Por otro lado, en el
Capitulo 3 se presenta un método de regularizacion declzeciones de evolucién en el caso de simetria
esférica y axial. Mostramos explicitamente gue nuedtyoriamo de regularizacion es independiente y no
afecta la hiperbolicidad de nuestro sistema de ecuaci®mssompletez, ya que las ecuaciones de evo-
lucibn resultantes son extremadamente largas, en etlmgeB presentamos las ecuaciones de evolucion
para el caso esférico y mostramos que nuestras ecuaciere®ldicibn son manifiestamente regulares.
En el Capitulo 4 construimos un conjunto de familias de anodes de frontera que preserva las cons-
tricciones. Estas nuevas condiciones de frontera incliagerecientes propuestas que reducen la cantidad
de falsas reflexion€gle la radiacion gravitacional [37, 38] en la frontera. Eagéndice C presentamos
las condiciones de frontera maximalmente disipativasalFiante, en los Capitulos 5 y 6 presentamos
un estudio sistematico de la colision de frente de doseagsijnegros con diferentes magnitudes de espin
y diferentes relaciones masas. Para esto, en el Capitulodhamos las expresiones generales para la
energia, el momento lineal y el momento angular radiadoglpgistema usando una descomposicion del
escalar de Weyd, en armobnicos esféricos con peso de espin. Las relacamegogonalidad y algunas
otras propiedades para esta base se presentan en el aggnditel Capitulo 6, usamos estas expresiones
para calcular cada uno de estos observables fisicosnkénst, concluimos en el capitulo 7.

por falsas reflexiones queremos decir, reflexiones nuasgae se originan por la presencia de fronteras arti-
ficiales.
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1.2. Notacbn

En relatividad general, tal y como sucede en en la mayoriasidisciplinas de investigacion, no
existe un consenso sobre cual debe ser la notacion queastspd todos los grupos de investigacion en
relatividad. Asi que es necesario hablar explicitamdati& notacibn que usaremos a lo largo de esta tesis
para evitar ambigledades.

A menos que esté mencionado explicitamente en otro laggaremos usando:

= Notacién de indices abstracta para tensores. El nungehadites indica el rango del tensor.

= Para evitar usar el simbolo de suma, a través de toda fadsisiremos usando la convencion de
suma de Einsteirindices repetidos, uno abajo y otro arriba, implican unasuPor ejemplo,

3
A,B*=>"A,B". (1.2)
©n=0

» Los indices griegosa, (3---) son indices de espacio-tiempo, es decir, son usados pgt@b
geomeétricos que estan definidos sobre el espacio-tierapuatro dimensiones y corren de cero
a tres. La componente cero denota la componente tempoeaifras que las demas componentes
denotan las componentes espaciales. Por el contrarimda®s latinog, j, - - - ) son usados para
objetos puramente espaciales y corren de uno a tres.

= Enunlugar donde sea explicitamente necesario distinbigtos tridimensionales de objetos cuatro
dimensionales usaremos los superindiéeyg (Y en cada uno de los respectivos objetos.

= La meétrica que describe el espacio-tiempo es denotadg,paomientras que la métrica que describe
las superficies espacialesgs. Adicionalmente, la signatura que usamos pgraes (- ++ +).

= La parte simétrica o antisimétrica de un tensor es deagtad paréntesis redondos o cuadrados
respectivamente, es decir, la parte simétricalggesta dada por

Ay = %(Auv + Aw) ) (1.3)

mientras que la parte antisimétrica es

Ay = %(AW - AW> : (1.4)
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= Los operadores diferencial®s = 9/0z° y V; denotan la derivada ordinaria y derivada covariante
respectivamente.

= Finalmente un comentario acerca de las unidades. Para@vaatrar constantes a lo largo de toda
la tesis, hemos elegimos el sistema de unidades geonsétrioade la constante de la gravitacion
de NewtonG y la velocidad de la luz son iguales a uno. En este sistema de unidades todas
las cantidades fisicas tienen unidades de longitud a algotencia. Para regresar al sistema de
unidades internacional basta con multiplicar por una caadidn adecuada de las constariteg c
a alguna potencia.

Para finalizar este capitulo, quiero mencionar un puntaitapte. La discusion presentada en esta
tesis esta basada en las referencias [108, 109, 110].&llarf108] fue escrito en colaboracion con el Dr.
Miguel Alcubierre y el Dr. Dario NUfez, aunque el codigamérico empleado fue escrito bajo la asesoria
del Dr. Alcubierre. El articulo [109] fue escrito en colaacion con el Dr. Olivier Sarbach y el Dr. Oliver
Rinne; la mayor parte de este trabajo fue hecha en conjuntelddr. Sarbach, aunque las simulaciones
numeéricas presentadas en [109] y en la seccion 4.3.3rfuengdementadas en el codigo SpEC solamente
por el Dr. Rinne. Por otro lado, el articulo [110] fue esteh colaboracion con el Dr. Alcubierre y el Dr.
NUfez, aunque un estudio numérico preliminar de eststeglos fue hecho en conjunto con el Dr. Ryoji
Takahashi.
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CAPITULO 2

FORMALISMOS DE EvoLuUcCI ON

Cuando uno piensa en simulaciones numeéricas, automégita piensa en variables dinamicas y
en sus respectivas ecuaciones de evolucion. Sin embagm kas ecuaciones de Einstein (1.1) estan
escritas de tal forma que el espacio y el tiempo son sinostgiguegan exactamente los mismos papeles,
no podemos directamente reescribir estas ecuaciones acamoi@nes de evolucion. Por lo tanto, para
simulaciones numeéricas lo primero que debemos hacer gsroesta simetria. Uno de los caminos mas
usados para hacer esto, aunque no el Gnico, es a travé®dalgacion3+1 de la relatividad general. Esta
formulacién se basa en la foliacion del espacio-tiempbipersuperficies tipo espaciy, las cuales estan
parametrizar por la coordenatlaonstante, y en proyecciones de las ecuaciones de campargdale la
tangente y la normal a las hipersuperficies;aOtras formas de romper la simetria entre las coordenadas
espaciales y la coordenada temporal, que son de alguna anam@iogas a la formulaciGh+ 1, son
el formalismo Caracteristico que fue introducido por Bded] y Sachs [111] en los afios sesenta, el
formalismo conforme introducido por Friedrich en los afiokenta [57], 0 usando una norma especifica,
por ejemplo, la norma armonica, para la cual se exige quedaslenadas satisfagan:* = 0. Una
detallada discusibn acerca de las ecuaciones de Eins®itas en esta norma es presentada en [100, 85].
En el formalismo caracterisitico, en lugar de hacer unadi@n del espacio-tiempo en hipersuperficies
espaciales como en la formulaci8ry- 1, se hace una foliacion en hipersuperficies nulas o conos de
luz. Esta descomposicion tiene la ventaja de que las emexide campo pueden ser compactificadas de
forma tal que el infinito nulo es rigurosamente represensadiaa distancia finita sobre la malla numérica.
Con esta compactificacion no existen condiciones de frambgernas artificiales. A pesar de lo llamativo
que suena esta formulacion, tenemos el problema, por &engp que las coordenadas estan generadas
por rayos de luz, los cuales pueden ser enfocados por ur foempo gravitacional. Por otro lado, el
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formalismo conforme se basa en una compactificacion caef@ue mapea todos los puntos del espacio-
tiempo a una distancia finita en el espacio coordenado y doamelacion de las ecuaciones (1.1) en
terminos de las funciones geométricas reescaladas fewtet conforme. Al igual que en el formalismo
caracteristico, el infinito nulo es incluido en la malla rarica. La formulacion conforme es muy (til
para el problema de la extraccion de la radiacion grawited y su inconveniente radica en la dificultad
de encontrar datos iniciales adecuados. Una detalladasifiscacerca de esta formulacion puede ser
encontrada en [73].

Una vez que logramos escribir las ecuaciones de Einsteim emmaciones de evolucion, debemos
preocuparnos por que las ecuaciones obtenidas estén atig@mente bien planteadas, es decir, que el
problema de valores iniciales asociado con las resultactezciones de evolucion este bien planteado (ver
apéndice A). Por ejemplo, ya sabemos, desde mediados d&desnoventa, que el problema de valores
iniciales asociado con las ecuaciones de evolucion deviithkbeser-Misner, conocidas como ecuaciones
ADM, esta malplanteado si usamos las usuales ecuacione®ldeién para el lapso (tipo Bona-Masso)
y, por ejemplo, la ecuacion de evoluci@amma Driverpara el vector de corrimientoEste problema
causa que las simulaciones numéricas rapidamente sestatifes. A continuacion daremos una breve
introduccion al formalism@ + 1 de la relatividad general y discutiremos las principaleagldetras de
las formulaciones BSSN y NOR, cuyo problema de valoresdt@siesta bien planteado. Finalizamos este
Capitulo, reescribiendo las ecuaciones de campo en laananmmonica.

2.1. Formulacion 3+1 de la relatividad general

Consideremos un espacio-tiempd globalmente hiperbolico con una métriga, y una foliacion
particular F'; la razbn para usar un espacio-tiempo globalmente hiiedbés que este puede ser foliado
completamente por hipersuperficies espaciales, tal y cemnaugstra en la figura 2.1. Asi que, asumire-
mos, a partir de este momento, que todos los espacio-tietiemes esta propiedad. Cada hipersuperficie

'En general no es posible garantizar la estabilidad ni laidexcde las soluciones de un sistema de ecuaciones
diferenciales, el cual tiene asociado un problema de valareiales mal planteado. Una detallada discucion acerca
de esto es presentada en el apéndice A.

2Es importante resaltar que las ecuaciones ADM como las tespnesentadas en esta tesis fueron rederivadas
por York [137] y existen algunas diferencias entre las eiom&s ADM originales y las ecuaciones ADM por York.
Una detalla discusion acerca de esto es presentada en [3].
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,,,,,,,

t+dt

FIGURA 2.1: Espacio-tiempo globalmente hiperbdélisa foliado en hipersuperficies espacialgs Cada
hipersuperficie es parametrizada por la coordenada tefpora

espacial:; puede ser parametrizada por la coordertatiacual puede ser considerada como una funcion
de tiempo universal. Por supuesto, este tiempo no necewaria debe coincidir con el tiempo propio de
algln observador. Dada la foliacion, lo siguiente porehags preguntarnos como podemos describir la
geometria de este espacio. Para esto, consideremos @osupigrficies infinitesimalmente cercanas

y Yi1a¢ tal y como se muestra en la figura 2.2. La geometria de lamedg! espacio-tiempo contenida
entre ambas hipersuperficies esta descrita por las sigai@mciones geométricas:

I. La métrica espacial;; que mide distancias sobre la hipersuperficie tridimensidhaDada la
métricay;;, podemos definir el elemento de linea tridimensional como:

di* = v;; da’ dx? (2.1)

Il. Ellapso de tiempo propidr entre ambas hipersuperficies que mide un observador queeseerau
lo largo de la direccion normal a ellas. Este observadooseae commbservador de EuleitUno
puede relacionar, a partir de la definicibn de tiempo prgpioordenado, el tiempo con el tiempo
universalt a través de la relacion:

dr = a(t,z')dt, (2.2)
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dondea(t, z*) es la llamada funcion de lapso.

ll. La velocidad relativa3® entre los observadores de Euler y las lineas con coorderesgeciales
constantes. La velocidael es conocida como el vector de corrimiento y se puede obtetnavés
de la relacion

g =2ty — B(t,2") dt. (2.3)

En términos de estas tres cantidades, uno puede reesznbatricag,, del espacio-tiempo como:
ds? = (—a® + ") dt* + 2 B; dt da’ + v dz* da? (2.4)

donde hemos definid8; = ~;;37. Claramente, la manera en la que se hace la foliacion noiea, {y de

la misma forma, la manera en la que se propaga el sistema decadas espacial de una hipersuperficie
a otra tampoco lo es. Esto significa que tanto el lapso comectbrvde corrimiento son funciones que se
pueden especificar libremente. Estas funciones determimastro sistema de coordenadas y se conocen
comofunciones de norma\btese que, por lo tanto, las componentes métigag g;; solo se pueden
especificar eligiendo un sistema de coordenadas especifico

t+dt

FIGURA 2.2: Foliacion del espacio-tiempo en hipersuperficies tridigienales tipo espacio. La funcién
de lapsax mide el intervalo de tiempo propio entre las hipersupedieito largo de la trayectoria normal
y el vector de corrimient@® mide la velocidad relativa entre las trayectorias normgléss lineas con
coordenadas espaciales fijas.
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FIGURA 2.3: Hipersuperficie espacial; encajada en el espacio-tiempad. El cambio en la direccion del
vector nulori bajo transporte paralelo nos da informacion de como ep&rsiperficie esta encajada en
M, es decir, nos da informacién de la curvatura extrinseca, d

Finalmente, el ingrediente que nos falta para cerrar estasibn es saber como las hipersuperficies
espaciales; estan encajadas en el espacio-tierpb Para esto, es necesario hablar de la curvatura
extrinseca de las hipersuperficies.

2.2. Curvatura intr inseca y extinseca

Al hablar de la curvatura del espacio-tiempad desde el punto de vista de la descomposi&ién1,
debemos distinguir entre la curvatura intrinseca y laatuira extrinseca de cada hipersuperficie tridimen-
sional por el hecho de que estas hipersuperficies estajadasan el espacio-tiempo (ver figura 2.3).
Para aclarar esto, como ejemplo, consideremos un cilindto desdeR? y visto sin tener en cuenta
ningln sistema de referencia, tal y como se muestra en eafR)d. El cilindro encajado eR? es sin
duda alguna curvo. Diremos entonces que el cilindro esnsettamente curvo. Por otro lado, si consi-
deramos el cilindro sin referirnos a algin sistema de eefda y trazamos dos lineas paralelas sobre su
hipersuperficie, claramente estas lineas no se inter&actar ningln punto. Por lo tanto, diremos que
el cilindro es intrinsecamente plano. Nbtese que, erogialcon el tensor de Riematﬁ‘HRWag que
mide la curvatura del espacio-tiempd, la curvatura intrinseca se puede calcular a través dsbtede
Riemann tridimensiona(P)Rijkl, el cual se define en términos de la métriga Por otro lado, para dar
una definicibn geométrica de la curvatura extrinsecasideremos una hipersuperfic¢ig encajada en el
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espacio-tiempo y un vector normal unitarié a esta, tal y como se muestra en la figura 2.3. No es dificil
mostrar que las componentesidlestan dadas pot:

nt = (I/Oé, _ﬁi/a) ) Ny = (-, 0), (2.5)
de donde es claro gque, por construccion, el vector unitags tipo tiempo, es decir,
ntn, =—1.

Con esto, podemos introducir el operador de proyecélép, el cual toma cualquier vector del espacio-
tiempor* y lo proyecta a la hipersuperficke;. Este operador esta definido como:

Pt, =6, +ntn,, (2.6)

donded*, = diag(1,1,1,1) y n, = g.n*. Usando este operador, el tensor de curvatura extrinseca e
definido como
Kop = ~P“aVyns = —(Vang +nan”Ving) 2.7)

Notese que el tensdt,,3 cumple con la relacion
n® Ko =n" Ko =0,

es decir, es un tensor puramente espacial. Adicionalmelrtensor de curvatura extrinseka,; es, como
se vera mas adelante, simétrico en sus dos indices.

Aunque esta definicion, es desde el punto de vista matemnéliegante, es poco intuitiva. Una defi-
nicibn mas clara, con significado geométrico, puedeadasordando el ejemplo del cilindro. Para esto,
consideremos una vez mas el cilindro visto deRélg el vector normal a su hipersuperfigieen el punto
a, tal y como se muestra en la figura 2.4. Si transportamosegbanaénte este vector del punt@l punto
by lo comparamos con el vector normal en este punto, es cladogudos vectores estan apuntando en
dos distintas direcciones. Este cambio en la direccionittera curvatura extrinseca,,,. Teniendo en
cuenta esto Gltimo, se puede mostrar que una definiciopletamente equivalente a (2.7) es

1
Kop = —5 L5 Va8 s (2.8)

donde.£ denota la derivada de Lie. Usando (2.5) en (2.8) es posibf&raraqjue, teniendo en cuenta que
la curvatura extrinseca es puramente espacial,

3Notese que, por definicion, el veci@define la velocidad cuatro-dimensional de los observadigé&siler.
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FIGURA 2.4: Hipersuperficie espacial, encajada en el espacio tridimensioRal El vector normaf; es
transportado paralelamente de un punto a otro sobre lashjperficie espacial;.

K = —%(&fm - fg%j)
= —% (&%j — Vifj — Vjﬁi) ; (2.9)

donde hemos usado qu&- = 9; en un sistema de coordenadas adaptado. Esta ultima expmséde
reescribirse como:

8{'}/,']‘ = —2a K;j + Vzﬂj + Vjﬂi . (2.10)

Asi que, de acuerdo con la expresion anterior, podemespietar a la curvatura extrinseég; como
la velocidadde la métrica espacial;;. Esta es una de las ecuaciones de evolucion que necesipamnzos
reescribir la relatividad general como un problema de esldmiciales. La otra ecuacion que necesitamos
encontrar es la ecuacion de evolucion pAra. Para esto, usaremos proyecciones de las ecuaciones de
Einstein a lo largo de la hipersuperficie espa&ialy su normal.

Usando el vecton* y el operador de proyeccion (2.6) sobre las ecuacione} gddemos separarlas
en los siguientes dos grupos:
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1. Cuatro ecuaciones sin derivadas temporales, llamadasienes de constricciof:
a) Constriccibn Hamiltoniana,
H=R+K?-K;K7=0, (2.11)

dondeR = 7% R;;, R;; es el tensor de Ricci tridimensional sol¥gy K es la traza de la
curvatura definida com&’ = +* K,;. Esta expresion es obtenida al proyectar los dos indices
libres de (1.1) a lo largo de la direccién normal a la hippesficie espaciat;.
b) Constriccibn de momento
M =V;[K7 —y" K] =0, (2.12)
la cual es obtenida a través de una proyeccion mixta, és dég largo de la direccion normal
y sobre la hipersuperficig;.

2. Seis ecuaciones con derivadas temporales, obtenidgscpando los dos indices libres de las ecua-
ciones de Einstein sobbe;,
ot

= —ViVjOé + « [Rij — 2KikKkj + KKZ‘J'] + .fﬁKij
— _ViVia+a [Rij — 2K KR + KK]] (2.13)
+ BMVRK 4 Ky, V65 + Ky, Visk.

Esta Gltima expresion junto con (2.10) forman un sisteeraaclo de ecuaciones de evolucion conoci-
das como ecuaciones de Arnowitt-Deser-Misner (ADM). Agé,ccon este sistema de ecuaciones hemos
reescrito la relatividad general como un problema de valoreiales. Por lo tanto, lo Gnico que nece-
sitamos es resolver numéricamente las ecuaciones ADMgpatacionar cualquier espacio-tiempo. Sin
embargo, como mostramos en el apéndice A, el problema deegdhiciales asociado con este sistema de
ecuaciones esta mal planteado y, por lo tanto, conducestabiédades numéricas. En la seccién 2.4 pre-
sentamos brevemente las principales ideas detras delémiones alternativas cuyo problema de valores
iniciales asociado esta bien planteado.

Antes de discutir las formulaciones alternativas a ADM,@&sesario en este punto hablar de las varia-
bles de norma. Nétese que las ecuaciones ADM involucramtzdn de lapsae y el vector de corrimiento

“4Para los céalculos presentados aqui es suficiente supoa@stamos en vacio.
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(' y las ecuaciones de Einstein no nos dijeron nada sobre c@mio glo evolucionar estas variables. Esto
era de esperarse pues, COmo ya mencionamos antes, edtéegasian funciones de norma. Asi que uno
debe especificar libremente estas variables. Intuitivéenemo podria pensar en usar la solucion mas sim-
ple,a = 1y ' = 0. Sin embargo, uno puede mostrar que en general, y contrrigu uno piensa, esta
solucion rapidamente hace que el sistema de coordenadestamos usando sea singular. En la siguiente
seccibn presentamos un breve resumen de las propuestésnguo®os en la actualidad para elegir estas
variables.

2.3. Variables de norma

Cuando estudiamos la evolucion dinamica del espaaogtiiees importante elegir un sistema de coor-
denadas que nos permita no solo cubrir la mayor parte desggseie sino que a su vez nos ayude a evitar
cualquier tipo de irregularidad, como singularidades deoadas o fisicas. En el lengu8je- 1, esto se
traduce, en como hacer una adecuada eleccién del lapsoveatetl de corrimiento. Desde el punto de
vista geomeétrico, con la eleccion de la funcion de lapsautomaticamente hacemos una foliacion del
espacio-tiempo en hipersuperficies espaciales. Esta@&sia por la cual a esta eleccibn se le conoce con
el nombre deondicbn de foliacon. Por otro lado, con la eleccion del vector de corrimiefitoelegimos
como la lineas coordenadas se propagan de un hipersuperfitia, por ejemplo, con la suposicién de
ques’ = 0, las lineas coordenadas se propagan en la misma direce@elyector normal a la hiper-
superficie (ver figura 2.3). A continuacion damos una bresedpcion de las condiciones de norma que
son mas usadas, en la practica, en la relatividad nuenéric

2.3.1. Condiciones de foliagin

Existen varias formas de elegir la funcién de lapso, queuselgn clasificarse, siguiendo a [2], de la
siguiente forma:

I. Condicion de foliacién prescrita: el lapso es una fénctonocida del tiempo y el espacio. Un
ejemplo natural de este tipo de condicion es la conocidacioh geodésica, en la cual= 1.

II. Condicion de foliacion algebraica: la funcion de dapes una funcion de las variables geométricas
de la hipersuperficie espacial. Un ejemplo de este tipo ddicién es la conocida foliacioh+ log,
en la cuala = 1 + Iny. Empiricamente se encontr6 que esta condicion es @usia practica y,
adicionalmente, evita singularidades.
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[ll. Condicion eliptica: el lapso se obtiene resolvieradocada paso de tiempo una ecuacion eliptica. En
general, esta tipo de condiciones se obtiene cuando supsraguna condicion sobre la geometria
de la hipersuperficie espacial. Un ejemplo de una cond@ioliacion eliptica efa foliaciobn ma-
ximal [121], en la cual exigimos que los elementos de volumen eédpagermanezcan constantes
durante toda la evolucion. Esta condicion claramente evialquier tipo de singularidades.

Foliacion geodesica

Como ya mencionamos antes, la foliacibn geodésica delcestiempo es la eleccibn mas natural
que se puede pensar para la funcidrEsta condicién se obtiene al preguntarnos cual debe saicgl
del lapso para que el tiempo propio del observador de Eulecida con el tiempo coordenado. Asi que,
teniendo en cuenta la expresion (2.2) la funaids 1.

Para entender el significado geométrico de esta condasomecesario tener en cuenta las siguien-
tes propiedades. Comencemos calculando la aceleraci@ws diservadores de Euler a lo largo de la
direccion normal. Esta aceleracion esta dada por

a’ =n"v,n". (2.14)

Nétese que, ya qué&’ es un vector unitario, su gradiente debe ser necesariamogonal a este. Asi que,
atn, = 0. Por lo tanto, la aceleracion del observador de Euler emnpemte espacial. Adicionalmente,
uno puede mostrar, teniendo en cuenta (2.5) y los resultiel@péndice B de [8], que

ag = ﬁ’&lna, (2.15)

a; = Oina. (2.16)

Finalmente, el cambio en el tiempo del elemento de volumiendasio por la divergencia de la velocidad
del observador de Eulér,n*. Usando la definicion (2.8), uno puede mostrar facilmeyie

Vit =-K. (2.17)

El nombre de foliacion geodésica surge del hecho que,destncondicibna = 1 en la expre-
sion (2.16) la aceleracion propia del observador de EBdemula, por lo tanto, estos observadores siguen
geodésicas tipo tiempo. Por otro lado, usando la condigé&odésica en la ecuacion de evolucion de la
traza de la curvatura extrinseca tenemos que

WK — 'O K =a KK, .
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Notese que el termino de la derecha de esta ultima expres ‘definido positivo. Asi que, la traza de

la curvatura extrinseca a lo largo de la direccién norrieahpre crece y por lo tanto, teniendo en cuen-
ta (2.17), el elemento de volumen colapsa a cero. Esta eadn por la cual esta condicidbn nunca se usa
en la practica.

Foliacion maximal

El problema de la foliacibn geodésica es que esta camtljgErmite que los observadores sean enfo-
cados, es decir, que los elementos de volumen colapsen.aAstgue, es natural pensar que una mejor
condicion de foliacibn es exigir que los elementos de m@no permanezcan constantes en el tiempo.
Teniendo en cuenta (2.17), esta condicion es equivalesxega que

oK =0=K.

Tomando la traza de la expresion (2.13) y usando la coogmidamiltoniana para eliminar el escalar de
Ricci tenemos que
OK — 0K = -V'V,a+a Ky K" (2.18)

Entonces, si exigimos que los elementos de volumen perrmanepnstantes en el tiempo, la funcion de
lapso deba satisfacer la condicion
ViVia = a Kjp KM (2.19)

Esta condicion es conocida comodandicbn maximaP Esta condicion fue propuesta por primera vez
por Lichnerowicz en [84] y es usada con frecuencia por ejeraplsimulaciones de agujeros negros.

Una propiedad importante de esta condicion es que evitdrigalaridades. Por construccion no per-
mite que las lineas coordenadas sean enfocadas y adicemalnya que cerca a una singularidad fisica
no se puede garantizar que los elementos de volumen percaaneanstantes, impide que las hipersuper-
ficies espaciales se aproximen arbitrariamente a las siridatles.

Condiciones de foliacbn tipo Bona-Masso
El problema con la condicion de foliacibn maximal es quecada paso de evolucion, necesitamos

resolver una ecuacion eliptica y no tenemos métodoserioos que nos permitan resolver de manera

SUno puede mostrar que cuandd = 0 el elemento de volumen es maximizado con respecto a pesjuefia
variaciones en la hipersuperficig.
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eficiente y en general estas ecuacidhBsr esta razon sean propuesto otro tipo de condicionesdéias
propuestas mas populares es la familia de condicione8tipa-Masso [27, 28]. Este tipo de condiciones
permite, como veremos mas adelante, reproducir por egeetgbmportamiento de la condicion maximal
resolviendo una simple ecuacion evolucion hiperbélica
Para encontrar este familia de condiciones, comencemgieerdd que las coordenadas satisfagan la
condicibn armonica
Oz% = g"'V,V, 2% =0. (2.20)

Esta condicion, en coordenadas adaptadas, es equivalente
r* = gf“’l“fjl, =0, (2.21)

donde los simbolos de Christoffél}, son calculados usando la métriga,. Usando una vez mas el
apéndice B de [8] para expresar los simbolos de Christoffatro-dimensionales en términos de las
variables3 + 1, se pude encontrar facilmente que la componente tempetalekpresion (2.21) es

da=—a*K+ £za. (2.22)

Esta condicion es conocida coraondicbn de foliacon armbnica No6tese que, usando las ecuaciones
ADM, esta condicion implica que

da

— =0,

dt
donde hemos definido la variablecomoa = o/, /7. En el caso en que el vector de corrimiepto= 0,
la condicion armonica puede ser integrada ceme h(z') /7, donde la funciér:(z") es una funcion
positiva y arbitraria pero independiente del tiempo.

Una generalizacion de la condicibn armonica fue profupsr primera vez por Bona y Masso [25,

26, 27, 28] en la forma

da = —a® f(a) K + £sa, (2.23)

SEs necesario aclarar este punto. Por supuesto hoy en dtareriuchos métodos numéricos para resolver las
ecuaciones elipticas de manera eficiente. Por ejemplmétados multi-dominios (multigrid) usando diferencias
finitas, los cuales convergen de manera polinomial a la Esludteseada. También tenemos los métodos espectrales
gue, aunque son mucho mas rapidos pues su convergencoeeagial, son mucho mas complejos de implementar
y/o generalizar numéricamente. Sin embargo, a pesar dera@am estos métodos siempre es mas barato, en terminos
de tiempo computacional, implementar ecuaciones hipiedsd
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dondef («) es una funcion positiva. Se ha mostrado empiricamentéagqaadicion anterior coli = 2/«
es robusta y bien comportada para espacio-tiempos coed$usaimpos gravitacionales.

2.3.2. Condiciones sobre el vector de corrimiento

Las condiciones sobre el vector de corrimiento son menoscitas ya que tradicionalmente se
asumia qugs’ = 0. En la practica, para algunos casos asumir esta condisiéuficiente. Sin embargo, un
vector de corrimiento diferente de cero es necesario, pon@p, para evitar gue durante la evolucion de
espacio-tiempos con agujeros negros, el horizonte apadehtigujero negro crezca muy rapidamente en
el espacio coordenado (los observadores de Euler caenjat@gegro), lo que causa que, eventualmente
el dominio computacional este dentro de dicho horizonteretetnpo coordenado finito. Adicionalmen-
te, el uso de un vector de corrimiento corrotante permiéiéen la primer evolucion binaria de agujeros
negros de una orbita [33]. A continuacion presentamasrnalg propuestas sobre el vector de corrimiento
que han sido utilizadas recientemente.

Distorsion minima

En una tipica evolucibn numérica que involucra fuer@sgos gravitacionales, por ejemplo, la evo-
lucibn de espacio-tiempos que contienen agujeros nelg®glementos de volumen se distorsionan de
manera arbitraria. Esto causa que eventualmente la ebolaeidetenga. Asi que si idealmente se controla
esta distorsion los cédigos numéricos deberian pezo@restables durante mucho tiempo. Teniendo en
cuenta esto, Smarr y York propusieron en [122] la condici@mocida comalistorsbn ninima La idea
basica de esta condicion es controlar y/o eliminar laodighn de los elementos de volumen durante la
evolucion. Para imponer esta condicion, definimos eldeds distorsior:;; como

Sij = =V LA, (2.24)

N —

con la métrica conformé;; = A~ 1/3 7ij ¥, donde por construccion, hemos definido el vector tempora
como

th =ant + 6",

En analogia con la expresion (2.10), podemos interpettansor de distorsion minima como la velocidad
de la métrica conforme. Usando la ecuacion (2.10) se prgaeribir la expresion (2.24) en términos de
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las cantidade8 4+ 1 como

1 1
Xjj = —a <Kz‘j — 3% K> +5 LBy (2.25)
donde el operaddk es definido comd:
2
(LB)y; =2V = 3% ViBE. (2.26)

Finalmente, la condicion de distorsion minima se olati@hminimizar la integral d&;;>% sobre toda la
hipersuperficie espacial. Esta condicion implica

D'S;; =0, (2.27)

0 de manera equivalente,

ALf =2V, [a (KJ . %yij K)} , (2.28)

donde hemos definido el operadg, como
Apf =V LAY = VIV;B+V;V'p — ngVjﬂj
1. ) o
= Vg + SV + R (2.29)

La ecuacion (2.28) es conocida como la condicion de digmorminima para el vector de corrimiento.
Notese que esta condicibn son tres ecuaciones eliptitgsadas para las tres componentes‘d€omo
ya hemos mencionado antes, resolver ecuaciones elipticgeneral es muy dificil. Esta es la razén por
la cual esta condicion es muy poco usada en la practica.

En los Ultimos afos, se han propuesto ecuaciones de @wlpara el vector de corrimiento relacio-
nadas con el tensor de distorsion minima del tipo

atﬁi X ijij,
por ejemplo, la condicion parabdlica [3]
i 24, Lo ] i nj i L
B’ = | V2B + SVIV,H + BB -2V, (a(Kﬂ - gnyK)> , (2.30)

"Este operador también aparece cuando se estudian lodnleiales. Para detalles ver por ejemplo [49, 3]
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donde el parametroes una constante mayor que cero. Esta ultima ecuaciongsacarhponentes del vec-
tor de corrimiento es mucho mas simple de resolver que ldicidm de distorsion minima. Sin embargo,
es conocido que, por estabilidad, en toda ecuacion piralts debe cumplint < (Ax)2. Por lo tanto,

el uso de esta condicion implica muchos recursos computalgs; al incrementar la resolucion espacial
nos toma mucho mas tiempo llegar al mismo punto temporaiefido en cuenta esto, Alcubiereeal.
propusieron la condicion conocida cotBamma drivef Esta condicion tiene la forma [6]

0% = a2 €T, (2.31)

donde¢ es una funcion definida positiva de la posicion y/o del dapsionde hemos usado qié =
—aﬂiﬂ'.g Se ha mostrado empiricamente que esta condicion es exteenente robusta y bien comporta-
da; en las recientes simulaciones de agujeros negros [4&4]lésta condicion fue implementada con un
término adicional de amortiguamiento en la forma

08" = a” 0T —nd (2.32)

donde la constantg > 0. Esta condicion fue indispensable para garantizar |ld#std de los codigos
NuUMEericos.

2.4. Formulaciones hiperldlicas de las ecuaciones de Einstein en la des-
composicbn 3+1

El primer paso en el intento por cambiar la estructura matieade las ecuaciones de evolucion surge

naturalmente cuando se tiene en cuenta que las ecuacioeedulEon que resultan de la descomposicion

3 + 1 no son Unicas. Siempre es posible sumar multiplos de lastricciones para obtener nuevas ecua-
ciones de evolucion sin alterar la solucion fisica cepmndiente. Hoy en dia, existe una gran cantidad de

8Esta condicion esta inspirada en la condig&amma freezing
oI =0.

Para detalles ver, por ejemplo, [3].
%Esta igualdad es valida solamente si suponemos que el desere de la métrica conforme es en general
constate.
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propuestas hiperbolicisalternativas a la formulacion ADM. Por supuesto, unas popsilares que otras.
Nosotros, sin embargo, brevemente discutiremos dos fagimries que empiricamente han probado ser
particularmente estables durante evoluciones numéeitaierentes espacio-tiempos.

2.4.1. Formulacbn BSSN

Una de las formulaciones hiperbbélicas mas exitosasnalt&as a las ecuaciones ADM, y que es usada
por la mayor parte de la comunidad de relatividad numésda éormulacion BSSN introducida a finales
de las afios ochenta por Shibata y Nakamura [94] y usada adidallas afios noventa por Baumgarte
y Shapiro [21] en un estudio sistematico para mostrar gizereeva formulacion es mucho mas estable
que ADM. La idea principal de esta formulacion es la intrmziéin de tres nuevas variablEs conocidas
como funciones de conedm conformey una transformacion conforme para la métrica y la cumaat
extrinseca. Adicionalmente, BSSN separa la curvaturénegica en su traza y en un tensor con traza cero.
Esto permite, como veremos mas adelante, tener mayoiwotsobre la dinamica del sistema.

Para empezar, consideremos una transformacion confagri@endétrica espacial;; de la forma

Fij = g = e 5, (2.33)

donde el factor conforme se elige de tal forma que el determinante de la métrica coef§;; sea igual
a uno; notese que con esta eleccion la métyjgaes por lo tanto una densidad tensorial de peg@3.
Hemos usado la segunda equivalencia porque en la pragtitagar de usar el factor confornje se usa
la funcibn¢. Teniendo en cuenta esto, es facil mostrar que

1
$=1 Inv, (2.34)

dondey es el determinante de la métrigg. Por otro lado, consideremos un reescalamiento conforme de

la curvatura extrinseca sin traza,

1
Aij = Kij — 5 ’Yij K, (235)

Opara la discusion en esta seccion es suficiente con asumilog sistemas de ecuaciones hiperbolicos son
sistemas de ecuaciones cuya solucion depende contintedetos datos iniciales. Sin embargo, una discusion
sobre el concepto de hiperbolicidad, sistemas débil ytéusente hiperbolicos es presentada en el apéndice A.
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similar al reescalamiento de la métrigg, es decir, de la fornfa
Aij = 6_4¢ Aij . (236)

Hasta este momento, no hemos hecho otra cosa mas que reldafinariables ADM en términos de
una descomposicion conforme. Una diferencia signifieadly que adicionalmente a estas redefiniciones,
BSSN introduce tres funciones conformes definidas como

=3 = ~0;37 (2.37)

donde los simbolos de ChristoffEf ;;, son calculados a través de la métrica confofijeAsi, en lugar
de evolucionar las variables ADM, la métrigg y la curvatura extrinsech;;, la formulacion BSSN usa
las variables?

1
= —In 2.38
¢ 2 Y (2.38)
K = "}/ZJ Kij R (239)
Fij = ey, (2.40)
Aij = 6_4¢ Aij 5 (241)
' = —9;39. (2.42)

Existen varias motivaciones para elegir la forma de estedgvariables. Por ejemplo, la transformacion
conforme y la separacion de la curvatura extrinseca emaga t el tensord;; permite tener control
sobre la condicion de foliacion, es decir, sobre la fanaile lapso, que en general, como sugiere la
ecuacion (2.23), esta relacionada con la trAzaAdicionalmente, a través de (2.34) podemos tener el
control, en algln sentido, de los elementos de volumeno®orlado, la definicion de las variablé$
permite, cuando se consideran variables independiemescribir el tensor de Ricci como un operador
eliptico que actlia sobre las componentes de la métritfrroe. Con esto, las ecuaciones de evolucién

1En analogia con la métrica conforme, uno puede mostainfante que la la curvatura extrinseca sin traza
conforme es también una densidad tensorial de p&s8.

12Recientemente se propuso en [41] evolucionar la varigbteexp—4 ¢) en lugar de la funciér para garan-
tizar que las evoluciones numéricas de espacio-tiempesagutienen agujeros negros permanezcan estables. Por
otro lado, en [16] se propuso una nueva condicion de norreaaubién garantiza esta estabilidad sin introducir
ninguna variable adicional.
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para la métricay;; y la curvaturaflij se reescriben como ecuaciones de evolucion tipo ecudei@mda.
Para finalizar esta seccion, lo que nos resta por hacer estesclas ecuaciones de evolucion para las
variables BSSN. Usando la ecuacion de evolucion paraefmica’ (2.10) y la expresion (2.33) es facil
encontrar que

do 1
T = —~akKk 2.43
@iy i

dty = 2« Aij 5 (244)

donde, por simplicidad, hemos definidtdt = 0, — £ 3. Por otro lado, de la ecuacion de evolucion para la
curvatura extrinseca (2.13) y la constriccibn hamitoi para eliminar el escalar de Ricci, encontrdfhos

dK g o

= = 79V Via+a <AUA” + §K2> , (2.45)
dleij _4 ST ~ <

= e -ViViataRy} +a(KAy-24d), (2.46)

donde el superindicBT denota la parte libre de traza de la expresion con respeetan&tricay;;, es
decir, dada la variabl¥;;, su parte libre de trazﬁ.i{;.s'jT esta dada por

1
Y =Y - 3 i Y. (2.47)

Estas ecuaciones de evolucion involucran derivadas iemtas compatibles con la métrigg. Para cal-
cular estas derivadas usamos la relacion, que se obtidae deuaciones (2.33) y (2.38),

Ik = T+ 2 (8% 950 + 0% 016 — 5,5 19 (2.48)
Una relacion similar para el tensor de Ricci, asociadoggrse puede calcular a través de

Rij = Rij + R¢ij , (2.49)

13En este punto de la discusion es Gtil definir cual es la ddevde lie de una densidad tensorial de pesodo
largo del vectoﬁ. Esta derivada es definida como

£4T = [ng] T wTf,

|Jw=0

donde el primer término denota la derivada de lie asumiguoed’ es un tensor.
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dondeR;; es el tensor de Ricci asociado con la métrica conforme

N 1. o R
Ry = —3 A O10mAis + @O + TFT iy

+ Tim [2 f‘f(if‘j)km + f‘fm fklj] , (2.50)
y el tensorR‘f’Z-j denota los terminos que dependende
R =—2V;Vi¢—23,; VEVo+ 4V Vip — 47, VG V6, (2.51)

dondeV; es la derivada covariante compatible con la métrica coméorFinalmente, para encontrar la
ecuacion de evolucion para las variabléspodemos usar las expresiones (2.10), (2.37) y la congiricci
de momentos para eliminar la divergencia4ié para obtenéf

ot = 359,08 + éaiﬂ'ajakﬁ’f + oI —T99;8 + gfiajﬁj
o -~ o 2
— 249904 2a (r;.k ATk 16 49,0 — 5%@-1{) : (2.52)

Uno puede reescribir esta ecuacion de una manera mas cangpae tiene en cuenta que los tres Ultimos
terminos que involucran en vector de corrimiepfocorresponden a la derivada de lie de una densidad
vectorial de pese-2/3. Por lo tanto podemos reescribir (2.52) cdmo
dr
dt

. 1 o
= R0 + 55005 - 249 e
N o 2 .
+ 2a< ;kAJk+6A2Jaj¢—§’~}’ZjajK> : (2.53)

La estabilidad numérica de la formulacion BSSN ha siddada tanto empirica como teéricamente
varias veces (ver por ejemplo [21, 5, 7]). Esta formulagi@rece ser una de las propuestas mas robustas
que se conocen hoy en dia y fue primordial en la soluciorpd#lema de la evolucion de dos agujeros
negros en o6rbita [41, 16].

14En |a practica, si uno usa las ecuaciones (2.43), (2.4415)2(2.46) y la ecuacion de evolucion parasin
usar la constriccibn de momentos en una evolucion nuagel sistema resulta inestable.

15N6tese que solo estamos reescribiendo la ecuacion @5Ranera compacta. Si la variablefuera realmente
una densidad vectorial de pes@/3 los demas términos que involucran el vector de corrinsighitno deberian
estarian presentes.
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2.4.2. Formulacbn NOR

A pesar de que la mayor parte de la comunidad numérica emptag, existe una parte de la comu-
nidad que intenta buscar soluciones alternativas a ungr@btado. Particularmente hablando, aunque la
formulaciébn BSSN es la formulacion que en la practicafona mejor, una pequefia comunidad numéri-
ca ha intentado buscar formulaciones alternativas. Rierrente, Nagy, Ortiz y Reula presentaron una
nueva reformulacion hiperbélica de las ecuaciones ADRbcia como la formulacion NOR [92]. Esta
nueva formulacion esta inspirada en las ecuaciones deda®nltipo Bona-Masso [25, 15, 28]y BSSN
aunque no hace uso de ninguna transformacion conformepaia la curvatura extrinseca en su trAza
y el tensor4;; de traza cero. Estas dos simplificaciones hacen que la facinl NOR sea mucho mas
simple de implementar pues reduce el nimero de variabtasepalucionar, y, por lo tanto, es mucho mas
atractiva. Sin embargo, a pesar de su atractiva forma, dsteexalgunas dudas acerca de su estabilidad
numeérica comparada con la estabilidad que se obtiene ebdigoctipo BSSN.

La formulacion NOR se basa en la introduccion de tres hmes de conexioim®, completamente
analogas a las funciones de conexion conforme de BSSNvaBiable dinamicas son;; y K;;, cuyas
ecuaciones de evolucion conocemos de la formulacion ApMs tres funcione$®. Para encontrar la
ecuacion de evolucion para estas variables, usamosriaddd

i 1 ij
r :_ﬁaj (VYY) , (2.54)
y después de algunas cuentas, encontramos que
dr 4 4 4
— = "0 -V (2 a K — anl K) Y 2a K™ (2.55)

donde por notacibn hemos asumido que la derivada de lie dikbleI corresponde a la derivada de
un tensor, es decir, los términos que resultan de la deridadie al escribir explicitamente la derivada
temporal son

LT = BloTt —T'9,8° . (2.56)
Adicionalmente, NOR introduce dos parametros que se usa@ngomar multiplos arbitrarios de las cons-
tricciones a las ecuaciones (2.13) y (2.55). Estos dos gradwionales de “libertad” son (tiles para

16Es importante mencionar que la formulacion de ecuacioaevdlucion tipo Bona-Masso no corresponde a las
condiciones de foliacion tipo Bona-Masso. Las ecuaciaigesvolucion Bona-Masso son ecuaciones de evolucion
para la métrica, curvatura extrinseca y una variable @&aca auxiliar, mientras que las condiciones de fotiaci”
son condiciones sobre la funcion de lajpso
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garantizar que el sistema de ecuaciones de evolucion cereluin problema de valores iniciales bien
planteado. Asi que, la formulacion modifica la ecuaciéredolucion pards;; en la forma:
dKZ'j
dt

= ViV +a (Rij + K Ky — 2Ky K¥; + oy H) : (2.57)

donden una constante real. De manera analoga, la ecuacion decémwbpara ™ cambia a la expresion

% = ™98, 5 -V, (zaKﬂ —ayt K) +2a K™ +ea M, (2.58)
dondef es de nuevo una constante real. Es importante mencionatespunto de la discusion, que como
mostraremos en el apéndice A, si suponemos que las casianté = 0, el problema de valores inicia-
les asociado con la formulacion NOR no esta bien plantezasto. se debe a que con esta combinacion de
las constantes, NOR esencialmente se reduce a la formmnlA&M; se puede mostrar que por el hecho
de introducir las variable’ como variables independientes, la estructura matendeicsistema de ecua-
ciones no cambia, en otras palabras, aunque considerersisteata ADM y consideremos las funciones
I como variables independientes, el sistema resultante tiarproblema de valores iniciales asociado
mal planteado. Esta es la razbn del por qué es til sunenuadamente maltiplos de las constricciones.
Por otro lado, si asumimos que= 0y £ = 2, el problema de valores iniciales asociado con el sistema
de ecuaciones NOR esta bien planteado (ver apéndice A)eEste esperar pues uno puede mostrar que
con esta combinacion de valores para las constanyes la formulacion NOR se reduce a el sistema de
ecuaciones de evolucion Bona-Masso.

Antes de finalizar esta seccion, queremos mencionar um Bt que sera extremadamente {til en
la implementacion de codigos numéricos adaptados a inmetréa dada. Claramente, las variables de
conexionI de la formulacion BSSN y/@" en la formulacion NOR, no son tensores. Asi que, intentar
evolucionar espacio-tiempos en coordenadas curviliceaduce a varios problemas en la definicion de
estas variables. Para aclarar este punto, veamos un sijepiple. Consideremos un espacio-tiempo
esféericamente simétrico descrito por la métrica triglisional

A 0 0
vi=] 0 2B 0 : (2.59)
0 0 r2Bsertd

Por simetria, la Gnica componente Hediferente de cero debe sEf. Sin embargo, se puede mostrar
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facilmente, usando las expresiones (2.54) y (3.52), qgiedenponentes d& son:

. 1 (0,A 8B 1
M= a <ﬂ_ﬁ_¥>’ (2.60)
g _ cotd
T = SE (2.61)
Y = 0. (2.62)

Ya que estamos considerando la forma mas general pardriaang; en coordenadas esféricas, el hecho
que la component&? sea distinta de cero implica una inconsistencia. Si inisésite consideramos un
sistema de coordenadas, adaptadas a una simetria dadaegsedar que la evolucibn numérica no nos
lleve a otro tipo de coordenadas. Este problema surge pongestras variables de evolucion no son
covariantes con respecto a transformaciones de coorden@dabierre y colaboradores mostraron en [8]
que este problema se puede corregir definiendo una nueebleak’ en lugar dd™

AT = R AL = ik (F;k _ F;k) : (2.63)

donde las funcioneéj.k son los simbolos de Christoffel asociados con un espasigpb de fondo plano
descrito por el mismo tipo de coordenadas que el espacigtidisico. Con esta nueva variable, podemos
verificar que si inicialmente imponemos coordenadas iesferdespués de un tiempo- 0 las evolucio-

nes numeéricas permaneceran en este mismo sistema deradad. Para esto, una vez mas usamos la
meétrica (3.52) y la anterior definiciobn para obtener:

., 1 (0.A 9B\ 2 (9,A 0B

A _Z<2A_B>_F<A_B>’ (2:64)
AP = 0, (2.65)
A® = 0. (2.66)

Al reemplazar la variabl&’ por A’ en las variables del sistema NOR, la Gnica ecuacion deieoi
gue se modifica es la ecuacibn para la curvatura extrin&sste cambio se tiene en cuenta al considerar
que el tensor de Ricci escrito en terminosAfeadopta la forma

1 o
R;; = 5 V* 003 + W05 [Ak + Tk} + AT D
1 ° 1 mn
+ 3 [Al + Pl] g + 57" [23(mn8m'vj)k - 3(i'yzn8j>’mm] : (2.67)

donde hemos definidb' = v/ T'};. En esta ultima expresion la simetrizacion involucricamente los
indicesi y j. Finalmente, para cerrar el sistema de ecuaciones de #émoldel sistema NOR, debemos
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encontrar la ecuacion de evolucion paya Es facil mostrar que, bajo un procedimiento similar aldasa
para encontrar la ecuacién (2.55), después de algunatasuzbtenemos:

dA’

= 200 B+ A" O, = TR0k + 2T O

Y [a (2K°™ — fyimK)} Y20 KM™AL (2.68)

Nbétese que para encontrar esta expresion hemos asunedal gapacio-tiempo de fondo es estatico, es
decir, hemos supuesto que
"

Finalmente, en analogia con la expresion (2.58), la égnate evolucion para’ es

dA’
dt

= MO0 B + 4" B 0T, — TRORB + 21,705
v [oz (2K™ — 4™ ) } Y20 K™AL 4 ea M. (2.69)
Al referirnos a la formulacibn NOR nos referiremos al sistede ecuaciones (2.10), (2.57) y (2.69).

Este sistema de ecuaciones en general no necesariamentigleaon la version original propuesta por
Nagy y colaboradores [92].

2.5. Ecuaciones de Einstein en la Norma Arionica

Hasta este momento solo hemos hablado de formulaciones @eudaciones de Einstein usando la
descomposicion + 1 sin referirnos a ninguna condicion particular sobre lagées de norma. A con-
tinuacion, discutiremos una forma completamente diterde reescribir las ecuaciones de Einstein como
un problema de valores iniciales. Para esto exigimos qumtaslenadas del espacio-tiempbsatisfagan
una condicién arménica, es decir,

Ozt =TH =0, (2.70)

donde, como ya mencionamos anteéss el operador de D’Alambert es definido como
Oz = gV, V2% . (2.71)

La ventaja de usar este método sobre, por ejemplo, la degssicion 3 + 1 es que al imponer esta
condicion la parte principal de la ecuacion diferencia gatisface cada componente de la métrica es una
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ecuacion de onda. Esto permite automaticamente asegueael sistema de ecuaciones es fuertemente
hiperbblico. Este método ha sido muy (til, como mostraoel Capitulo 4, para estudios analiticos. Para
detalles ver por ejemplo [100, 11, 85, 109]. Una generafiracatural de la condicion armoénica (2.71) es

o= Hq, (2.72)

dondeH*“ es una funcion arbitraria. Esta generalizacion fue pesfaude manera independiente por Frie-
drich en [58] para estudiar la hiperbolicidad de las ecussade Einstein y por Garfinkle en [60] para
estudiar singularidades en algunas cosmologias. Reniente fue usada por Pretorius en [99] para pre-
sentar la primera evolucion estable binaria de dos agljeegros en orbita. Notese que a pesar de que la
condicion armbnica es una condicion sobre las coordeegtidel espacio-tiempo, la condicidon armonica
generalizada (2.72) no implica ninguna condicién sobtasesoordenadas. Cualquier espacio-tiempo en
coordenadas arbitrarias puede ser expresado como (2172uamrrespondiente fuent&™. A continua-
cion, siguiendo a [109], presentamos las ecuaciones deaamla norma armonica generalizada teniendo
en cuenta que, como se mostro en la seccion anterior, @sonéeniente usar una metrica de forggp
fijay la cantidadA* 3 en lugar de la conexioh*,g. Con esto, podemos reemplazar la condicion (2.72)
por

Co — g (Fa,w - fm) CHY = gAY, — HY =0, (2.73)
donde hemos definido, en analogia con (2.63), la cantidgd = g ('}, — 10“,3‘,,). Adicionalmente, es
Gtil definir, para los siguientes calculos, la diferenaidre la métrica fisica y la métrica de fondo como

hw = G — G - (2.74)

Notese que comW es la derivada covariante compatible con la métrica dedpado puede reemplazar
V Py porVagW Sin embargo, como veremos en el Capitulo 4, es mas otibaslas expresiones en
términos dé:,,, que en términos de la métriga, . Por otro lado, el tensor de Riemann correspondiente a
la métricag,,,, puede ser reescrito, en términosAl®,,,,, como

Rauyﬁ = Foiawﬁ + 2VVAO‘5W + 2Aaa[VA06]u , (2.75)

dondeRan es el tensor de Riemann asociado con la métrica de f°gp,gioTeniendo en cuenta que

o

1 o o o
AO‘#V = FO‘“V — FO‘“V = 59046 <V,uhl/ﬁ + VVhﬁN — vﬁhl“’> , (276)
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y, adicionalmente que

[

Vg™ = =A%, g7 = A, g7 (2.77)

es facil mostrar que el tensor de Riemann satisface laesitpirelacion

1 o o o o o o o o
Ruvap = 5 <vavvhuﬁ = VMo hua + VsVihay — Vanuﬁ)
+ Gor A%a AT — gor A%0sA o + 9o R L - (2.78)

En esta ultima expresion la antisimetria involucra sofihdices: y v. De manera similar, para el tensor
de Ricci obtenemos

1 o o o o o o o o
Ru = 54 (—Vavﬁhw — VVhas + ViVahys + vyvahuﬁ)
+ gnga'B (Ao,ua ATVB - Ao,uy ATaﬁ) - ga'BRoa,B(ugu)o . (279)

Consideremos ahora, la derivada covariante de (2.73):
o o 1 o o
v,ucu = gaﬁ <v,uvahu[3 - 5 V,uvl/haﬁ> -2 Aaﬁu Guo A% or gﬁT
— 9op 9P A, AT~V H, . (2.80)

Restando la parte simétrica de la anterior expresion dedacion (2.79) obtenemos:

g,uzz = gaﬁvavﬁh;w - 290Tga'8AouaATVﬁ - 4Aaﬁ(pgy)0Aoa7—gﬁT
+ 29°R asu9)0 — 2V H,) (2.81)

donde,, = -2 Ry, +2V(,C,). Finalmente, usando dos veces la identidad de Bianchi éandtitene-
mos,

1
v <5W -5 gwgaﬁgaﬁ> =V'V,C,+ R,"C, . (2.82)

Por lo tanto, si en las dos expresiones anteriores supongo®§,, = 0, obtenemos, de la expre-
sion (2.81), las ecuaciones de Einstein en la norma agagpara el vacio y, de la expresion (2.82),
las ecuaciones de evolucion para las constricciones deanor

Al igual que con las variables de norma en la formuladén 1, las ecuaciones de evolucion para la
métrica (2.81) involucran cuatro funciones arbitrarfas. Estas funciones, en analogia con el lapso y el
vector de corrimiento, se pueden interpretar como la kloegue se tiene de elegir cualquier sistema de
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coordenadas en relatividad general y por lo tanto, las émes de campo (1.1) nuevamente no pueden
decir nada acerca de ellas.

La forma mas simple de como elegir las funciones de naffpas suponer que estas funciones son
funciones arbitrarias de las coordenadas del espaci@diem

Hy, = fu(z®).

Otra propuesta natural es, en analogia con las condicidmdsliacion Bona-Masso, una ecuacion de
evolucion pardi,, que lleve el sistema a coordenadas armonicas

atHu = f(t) Hy,

dondef es una funcién positiva y arbitraria que obliga a que e¢Bist evolucione a un estado para el cual
H, = 0. Sin embargo, el método mas usado para elegir estas fgsciEs traducir la norma armonica al
lenguaje3 + 1. Para esto, elegimos coordenadas:’) y una vez mas hacemos la foliacion del espacio-
tiempo.M en hipersuperficies espacialgs Con esto, podemos descomponer la mégjgaen la forma

goo = — (0‘2 — 7ij 5iﬂj) g (2.83)
gi = Vi, (2.84)
9i5 = Yij (2.85)

dondea y 3% son la funcion de lapso y el vector de corrimiento usualds @iermulacion3 + 1. Usando
este forma de la métrica en la condicion (2.73) y teniendouenta que,

N = —% (atoz — MO+ ozzK) )
r‘ = % (8toz — M Oma + onK) + @)
1 4 . 4
- = (8tﬁ2 — B0 B + a@la) , (2.86)

encontramos que esta condicibn generalizada es equiwadas ecuaciones de evolucion para las varia-
bles de norma

o= " O = o (Hi— o H™ —a®T"), (2.87)
OB — " o,0 = o ((3)Pi Ny - Bifwt B fz)
— "0 —BF H;. (2.88)
Notese que al especificar la funci@ determinamos la evolucion de las funciones de norma. En el
Capitulo 4 usamos este hecho para elegir la forma que debendstas funciones en la practica.




CAPITULO 3

REGULARIZACI ON

Después de los trabajos de Pretorius [99], del grupo de iBraile [41] y el grupo de Goddard [16],
el problema de la colisibn de dos agujeros negros en phigde considerarse esencialmente resuelto. In-
cluso la mayor parte de la comunidad de relatividad nuragramsidera que el problema de la evolucion
y/o colisibn de objetos compactos en vacio esta resuedtia. es la razébn por la cual la mayor parte de la
comunidad de relatividad numérica esta migrando a praddemelacionados con hidrodinamica relativis-
ta. Sin embargo, aln se pueden atacar algunos problemaslewancia astrofisica tales como colapso
y/o acrecion de materia, ondas de Brill, etc. Por supuesto,siempre puede argumentar que estos pro-
blemas deben ser solubles con los codigos numéricoslestisin embargo, como la mayor parte de
estos cbdigos estan escritos en coordenadas cartesiarsspuede tomar alguna ventaja de las simetrias
del problema. La razbn de por qué se implementan codigasstas coordenadas y no en coordenadas
adaptadas a una simetria dada es simple. Al implementigasbcon coordenadas adaptadas aparecen
singularidades coordenadas del tipd /7 0 ~ 1/p para coordenadas esféricas o axiales respectivamente,
que rapidamente causan que las simulaciones sean imssyadplie, por lo tanto, la evolucion se detenga.
Asi que, usar coordenadas cartesianas en las simulacgimésner en cuenta la simetria presente, parece
ser la solucibn mas adecuada. Sin embargo, si queremes éasuciones numeéricas relevantes necesi-
tamos tener, como ya mencionamos en el Capitulo 1, grardessos computacionales. Por este motivo,
reducir el nUmero de puntos en la malla numérica se hatspisasable.

Existen varias técnicas para tratar de resolver el prabldenlas singularidades coordenadas. Por
ejemplo, se puede elegir una norma particular que eliminsriduya este problema. Sin embargo, el
inconveniente de esta eleccion es que limita el tipo deueimhes que se pueden hacer. Por ejemplo,
la norma radial [19], en la cual se exige que el area de lasasstle radio propio sea siempremr 2,

35
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no permite penetrar el horizonte aparente, ya que en eldntigl horizonte es imposible garantizar que
el area de las esferas sea constante con un vector de eoiami = 0. En esta seccion presentamos
un procedimiento completamente general de regularinagéia el caso de espacio-tiempos esférica y
axialmente simétricos, inspirado en el trabajo de Rinngew&rt [107, 104], que nos permite elegir una
condicion arbitraria para las variables de norma.

3.1. Condiciones de regularidad

Para encontrar una técnica de regularizacién para eédigméricos implementados en coordenadas
adaptadas a una simetria dada, lo primero que uno debelemrses el tipo de condiciones de regularidad
que deben cumplir las funciones geométricas. Por sindpléii comenzaremos discutiendo este tipo de
condiciones para un espacio-tiempo esfericamente sangtren base a esto, encontraremos condiciones
analogas para el caso axial.

3.1.1. Simetia eskrica

Existen dos tipos de condiciones de regularidad para lapaoemtes métricas. El primer conjunto de
condiciones surge al considerar directamente la simé&tdi@ analizar este tipo de condiciones, comence-
mos considerando la forma mas general de la métrica edeoadas esféricas,

ds®* = — (a — B,57) dt* + 2 B, drdt + ~ppdr® + vp9 dQ? | (3.1)

donde, como ya mencionamos antes, las variableg” son la funcion de lapso y el vector de corrimiento
respectivamente. Las funciones métrieasy 49 son funciones que dependen solamente ge. Por
otro lado, denotamos pak)? al elemento de angulo solido definido codf@? = df + sen? 6 dp>. Con
esta forma de la métrica ahora podemos preguntarnos piangéisaciones que se tienen con este tipo de
simetria.

La simetria esférica implica que las reflexiones atraé®rigen deben dejar la métrica invariante, es
decir, si consideramos una transformacion de la forma —r tenemos que

al-r) = afr), (3.2)
g(=r) = =F"(r), (3.3)
Yer(=1) = (1) (3.4)
Yoo(—7) = oo(r) - (3.5)
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Por lo tanto, 7, Y 99 deben ser funciones pares:gamientras qued” y las derivadas radiales dg;
deben serimpares. Por otro lado, la paridad de los coefisiemétricos implica, teniendo en cuenta (2.10),
que las componentes de la curvatura extrindégay Kyy deben ser también funciones pares. Por otro
lado, el segundo tipo de condiciones de regularidad surgeuraimente al considerar que siempre se
puede describir localmente cualquier espacio-tiempov@drale una métrica plana, es decir, podemos
reescribir la métricay;; localmente como

di? = di? + #2dQ0? (3.6)

donder es la coordenada radial que mide distancias propias coaatesgl origen. Si ahora consideramos
una transformacion de coordenadasr/de- r, através de = 7(r), podemos reescribir la métrica (3.6)

como
2 di\’ 2, 2T ? 2
i =— | dr*+r*{ =) dQ°. (3.7)
dr r
Desarrollanda® en una serie de Taylor alrededor del origen, tenemos que
dr
e [ 21 . 3.8
' T<dr>r:0 ( )
Por lo tanto, en vecindades del origen encontramos que
2 di\’ 2 . .2.7102
dli* = | — (dr® +r?dQ°) | (3.9)
dr /.,

es decir, para cualquier coordenada radjdh métrica en el origen debe ser conformalmente plana. Est
resultado, junto con las condiciones de paridad, implioa gpdemos reescribir la métrica espacial en
simetria esférica como

di? = Adr® +r2Td0? | (3.10)

con Ay T funciones pares tales que, cerca del origen, cumplen con
A:AQ—I-TZAl, T:TQ—I-TZTl, (311)

y dondeAq y Ty son funciones que solamente dependen deue adicionalmente, teniendo en cuen-
ta (3.9), satisfacen
AO = T(] .

La implementacion numeérica de las condiciones de pagdadondicion (3.11), no es trivial. La razon de
esto es que las condiciones de regularidad estan solmadetdas; en el origen tenemos tres condiciones
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para las dos coeficientes métricos: las variablegs= 0, Ay Dy = 0, T se deben anular y, adicionalmen-
te, debemos garantizar que las funciodeg T’ sean iguales. Para solucionar este problema, Alcubierre y
Gonzalez definieron en [9] la variable auxiliar

1 A
r=t <1 _ T) | (3.12)

Con esto, se tienen tres variables y tres condiciones pgianmentar em = 0. Ellos mostraron que todas
sus variables son manifiestamente regulares en el caso eleiaigsférica. Sin embargo, la generalizacion
de este método de regularizacion al caso axial no es dharoblema surge, como mostramos en la
siguiente seccion, porque este algoritmo introduce iteosnde la forma 9.\ /p, los cuales modifican
la estructura caracteristica de las ecuaciones de efoldeifiando la hiperbolicidad de una formulacion
dada. Esta es la razbn por la cual nosotros usaremos undprieeto de regularizacion diferente, el
cual puede ser generalizado directamente al caso axiairgiamproblema. Para esto, introducimos las
variables,

=T 0 YT
Las condiciones (3.4) y (3.5) implican que tanto la variatlleomo la variable/ son funciones regulares
que son, por construccion, pares en el origen. Esta défimpriede ser trivialmente invertida para obtener

CA4T S _A-T 3.13)

A=H+rJ, T=H-r%J. (3.14)
Teniendo en cuenta esta Ultima expresion, la métricacsn(3.10) puede ser reescrita como
di> = (H +1*J) dr* +r* (H —r*J) dQ*. (3.15)
Esto implica que la curvatura extrinseca debe ser de lasform

Ky 0 0
Ki=| 0 r2Kp 0 ; (3.16)
0 0 r? sin? 0 Kp

donde se debe tener en cuenta flue= Ky +1r2K;y Kr = Ky —r2K ;. Adicionalmente, las funciones
Ky y Ky deben ser funciones pares en las vecindades del origes. dstdiciones, como mostraremos
mas adelante son suficientes para garantizar que las leardibhamicas permanecen regulares durante la
evolucion.

1Estamos usando coordenadas cilindrigasy = para el caso con simetria axial (ver seccion 3.1.2)
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3.1.2. Simetia Axial

En analogia con el método usado para encontrar las condiide regularidad en el caso esférico,
comenzamos, una vez mas, con la forma general de la métricaordenadas cilindricég, z, ¢):

ds*> = —(a—BiB") dt* +2 (B,dp+ B.dz + By de) dt
T Yop P+ Yen A2+ Y49 PP + 2 (Yo dpdz + ypy dpdd + yapd2de) ,  (3.17)

dondeg®, 3%, 3% son las componentes del vector de corrimiento. Noteseaguedriables de norma, y
las componentes de la métrigg son funciones que dependen, por construccion, solamentgepdy

z. Una de las implicaciones que se tiene al considerar un iespampo con simetria axial es que la
meétrica (3.17) debe permanecer invariante bajo la tramsfoionp — —p, lo cual implica que:

a(=p) = alp), (3.18)
5p(_l7) = _5p(l7)7 (3.19)
B(=p) = B:(p), (3.20)
Bo(=p) = Bs(p), (3.21)
’Ypp(_P) = ’Ypp(P)a (3.22)
Ve2(=p) = 22(p) (3.23)
Yoo (—p) = Ys0(p) (3.24)
Vo:(=p) = —p:(p) (3.25)
Yoo (—=P) = —Vpe(p) (3.26)
Y6(p) = Y20(p) (3.27)

y, teniendo en cuenta (2.10), una vez mas, las componeatis alirvatura extrinsech;; heredan las
propiedades de paridad de sus correspondientes coeficim@tricos. Por otro lado, como ya mencio-
namos antes, las condiciones de paridad (3.27) no son stfigipara garantizar la regularidad de las
funciones sobre el eje de simetgia= 0. También necesitamos considerar las condiciones quersaig
suponer el hecho de que el espacio debe ser localmente plaheje. Un camino intuitivo para encontrar
estas condiciones es el siguieAt€omencemos considerando la forma general de la métricziasen

2Un método alternativo para encontrar el mismo tipo de anodes através de vectores de Killing fue presentado
por Rinne y Stewart en [107].
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coordenadas cartesianas

+ o2 (m dx dy + Yoz do dz + . dy dz> : (3.28)

La simetria axial implica, en particular, que la métriebé ser invariante bajo reflexiones alrededor de
los ejest y y, y bajo intercambios de pory. Adicionalmente, la restriccion de que la métrica locze
debe ser plana implica que esta debe ser suave. Estas dosauweslimplican que, para la coordenada
fija, debemos tener

Yor ~ ko + 0@ +y?) ~ K, +0(p?) (3.29)
Yoy~ kpy+ 0@ +y?) ~k, + O(p?) (3.30)
Yo ~ kot O@@? +97) ~ ke + O(0%) (3.31)
Yoy ~ Ozy) ~ O(p?) , (3.32)
Yoz ~ O(z) ~O(p), (3.33)
Y= ~ Oy) ~O(p), (3.34)

dondek,, y k. son constantes. Consideramos ahora la transformaciarodgéemadase, y, z) — (p, z, 9)
usando
T =pcoso, y = psing¢ , z=2z. (3.35)

Bajo esta transformacion de coordenadas, después dealguentas, encontramos

Yop = Yoz cos® ¢ + Yy serf¢ + 2 Yy SERY COS @ (3.36)
Yoz = Vezs (3.37)
Yoo = 0> (’ym serfo + Yoy cos? p — 2 Yy SENY COS qﬁ) ) (3.38)
Vo = Vaz COSO+ Yz SEMP, (3.39)
Yoo = P (Vyy — Vex) SENY COS P + p Vay (C082 ¢ — ser?¢) , (3.40)
Ve = P (Va2 SO + Yz COSP) (3.41)

Finalmente, teniendo en cuenta el comportamiento de lap@oemtes métricas cerca al eje, condicio-
nes (3.29)—(3.34), y la métrica escrita en téerminos dectasdenadas cilindricas, condiciones (3.36)—
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(3.41), encontramos que

Yoo~ kp+O(p%), (3.42)
Ve ~ ks +O(p%) (3.43)
Yoo~ 0 (ko +O(?) (3.44)
Vo=~ Olp), (3.45)
Yoo~ O(p%), (3.46)
Vs~ O(p?) . (3.47)

Por lo tanto, la métrica;; puede ser escrita como

di* = Adp*+ Bdz* + p* T de*
+ 2(pCdpdz+p301dpd¢+p2C'2dzd¢), (3.48)

donde las funciones métricéd, B, T, C, C1,C5) Y, por la expresion (2.10), las respectivas componentes
de la curvatura extrinseca son funciones paresstiore el eje. De nuevo se pude mostrar estas condicio-
nes de paridad no son suficiente para garantizar la regatdd las evoluciones numéricas. Las demas
condiciones surgen, en analogia con el caso esfériconalderar que localmente la métrica es plana. Con
un procedimiento similar al utilizado en la seccibn amerse puede mostrar que esta condicion implica
que

A=Agy+p* Ay, T=Ty+p*Ty, (3.49)

donde las variabled y Ty son funciones dée iguales sobre el eje de simetria.
Una vez mas, las condiciones de regularidad estan sdabradeadas pues el nUmero de condiciones
es mayor al nimero de variables. Para resolver este prabdgguiendo a [9], podemos introducir la

1 A
A:;Q_T>, (3.50)

como variable independiente. Se puede mostrar que, shexdfue el comportamiento de la variable

variable auxiliar

cerca al origen sea
A~0O(p), (3.51)

las ecuaciones de evolucibn son manifiestamente reguBireembargo, al incluir esta variable, como
ya mencionamos antes, la hiperbolicidad de un sistemaplatide ecuaciones de evolucion se rompe.
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Para entender esto, consideremos, por ejemplo, el sistereaudiciones NOR con la variabley, por
simplicidad, supongamos qug = Cy = 0. Ya que la variable\ introduce términos del tipe: 9,\/p en

las ecuaciones de evolucion de las componentes de la granattrinseca, debemos considerarla como
variable de primer orden para el estudio de la hiperbolitifespués de algunas cuentas (ver apéndice A)
encontramos que la matriz caracteristica del subsistemd K, \) esta dada por

2aC 00
M—‘m<1 0)7 (3:52)

el cual claramente no puede ser diagonalizado. Asi quguauwon este método removemos las singulari-
dades coordenadas, eventualmente apareceran inelstdedinuméricas relacionadas con que el problema
de valores iniciales asociado con nuestro sistema de engascide evolucion no esta bien planteado. A
continuacion, describimos un método alternativo paggaisr la regularidad de las variables de evolucion
y garantizar que la hiperbolicidad del sistema. Para estapdvo definimos las nuevas variables

:A+T J:A—T

— =7 (3.53)

Los resultados de (3.18)— (3.27) y (3.42)— (3.47) implicae las funcioneg/ y J son funciones regulares
gue son pares en Una vez mas, las definiciones Hey J pueden ser trivialmente invertidas para obtener

A=H+p*J, T=H-p>J, (3.54)
asi que la métrica espacial (3.48) pude ser escrita como

di? = (H+p*J)dp* + Bdz? + p* (H — p*J) dep*
+2 (pCdpdz + p*Crdpde + p* C2dzdg). (3.55)

Teniendo en cuenta este Gltimo resultado es directo eracamie el tensor de curvatura extrinsécg
adopta la forma
Ka, pKce p*Ke
Kij=| pKe Kp p*Ke |, (3.56)
P Ko, p*Keo, p*Kr
donde, por simplicidad, hemos definiio, = Ky + p?> K;y K+ = Ky — p* K. Notese que, dada la

forma en la que escribimos las componentes de la curvattriaseca, todas las variables son funciones
pares. Finalmente, para regularizar el sistema de ecuEcNOR, lo Unico que nos resta por hacer es
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ver las propiedades de regularidad del vedtérEstas propiedades se pueden obtener directamente de su
definicion, ecuacion (2.63). Por lo tanto, teniendo emtaipropiedades de simetria de la métrigay la
curvatura extrinsecA;;, encontramos que la componerXé es impar mientras que las component€s
y A? son funciones pares con respecto a reflexiones sobre elreja.diguiente seccion explicitamente
mostraremos que este procedimiento regulariza cualgsiensa de ecuaciones de evolucion.

Notese que este procedimiento de regularizacion naadhédriperbolicidad del sistema de ecuaciones
ya que solamente hicimos una redefinicion de algunas foesigeométricas.

3.2. Ecuaciones de evoluon

Estamos interesados en mostrar que las condiciones darnidgdl presentadas en las secciones an-
teriores son suficientes para garantizar la regularidacsledriables geométricas y lo suficientemente
generales para ser aplicadas a cualquier sistema de amm@Dn el que estemos interesados. Para esto,
usaremos dos diferentes tipos de sistemas de ecuacionesldei@: el sistema ADM, que como se
muestra en el apéndice A es débilmente hiperbolico, yserma NOR, que es fuertemente hiperbolico.
Una vez mas, comenzaremos con el caso esférico para ligamwgposteriormente al caso axial.

3.2.1. Caso egfrico

Para mostrar como se usan las condiciones de regularidasl wolzonjunto concreto de ecuaciones
de evolucion, a continuacién regularizaremos el sistdmacuaciones tipo NOR, presentado en la sec-
cion 2.4.2, en el caso esférico. Para esto, debemos teseeata que, de acuerdo con (3.14), las variables
gue vamos a evolucionar saxi', H, J, Ky y K.

La manera simple de implementar numéricamente la candé paridad es, como se muestra en la
figura 3.1, afadir el punto ficticio = —Ar/2 a la malla numérica para desplazar su inicio. Esto implica
entonces que las condiciones de paridad através del g@eeducen a copiar el valor de una variable
dada der = Ar/2 ar = —Ar/2 con el mismo signo para el caso en el que la variable sea pan o ¢
el signo contrario en el caso en que sea impar. La siguiemtgicion de regularidad es que, en el origen
los coeficientes métricod y T' deben ser iguales. Esta condicibn automaticamente splewron la
definicion (3.14). Con esto, las ecuaciones de evolucé@a i y J son trivialmente obtenidas a partir de




3.2 Ecuaciones de evoluam 44

R N IR,

r=0 r=0

FIGURA 3.1: Para aplicar las condiciones de paridad a las funciones &egoas, afiadimos un punto
ficticio r = —Ar/2 para desplazar el inicio de la malla numérica. Esto impfiga las condiciones de
paridad através del origen se reducen a copiar el valor deaniable dada de = Ar/2 ar = —Ar/2
con el mismo signo para el caso en el que la variable sea pan elsigno contrario en el caso en que
sea impatr.

la expresion (2.10),

OH = —2aKy+ B 0H+AdB" (3.57)
0] 20K+ 3 0.+ Ad, B, (3.58)

Las ecuaciones de evolucion pdfg y K ;, por otro lado, se pueden obtener faciimente de las equexio
de evolucion pard{, y K. Estas ecuaciones son muy largas y las presentamos &xpkcite en el
Apéndice B. Para la discusion presentada en esta sezsguficiente considerar tan solo algunos términos
de estas ecuaciones explicitamente. La ecuacion dec#wolpara la funciérK, de acuerdo con (B.1),
es

aH3
21 A2T7?
donde, como en el Apéndice A, hemos definldo= 9,Ina, Dy = 9,H /2y con’H como una funcion
que agrupa los terminos que no estan divididospoBajo una simple inspeccion, se puede ver que todos
los terminos en esta expresion son manifiestamente reguRor otro lado, la ecuacién pdkg toma la

0, K iy (N H?—F, H—2 DH) Y H, (3.59)

forma

o H* (H AT — F) o H (H 8, A" — 8TFT>

K; = -
Ok * 272 A2 T2

93 A2 T2 +J, (3.60)

3Un comentario acerca de la notacion. Al igual que en el AjEnA, en lo que resta de este capitulo hemos
definido, por comodidad, tanto para el caso esférico commelaxial, las variableB,;;, = 0;7v;/2y F; = 0;Ina.
Asi que, por ejemplaD,J = 0,J/2.
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donde la funcion7 agrupa términos que no estan divididos pao términos de la formdDy;)?/r2,
Dy/r = 0,J/2r, etc., que son manifiestamente regulares. Escrita de esta,fta expresion anterior
claramente es irregular cuanddiende a cero. Sin embargo, recordando las propiedadesridagae
A", F,., 0,A" y 0, F,, se puede ver facilmente que los términos de (3.60) sariaess si los juntamos
por pares para formar una sola derivada, es decir, si asribf3.60) en la forma
5 r 4

OK; = % o, (%) - % 8, (%) + 7. (3.61)
Claramente esta ecuacion de evolucion es manifiestamentiar, pue\” /r ~ cons.+ O(r?), asi que
0. (A")r) ~ O(r), y F./r ~ cons.+ O(r?), por lo tantod, (F,./r) ~ O(r). Adicionalmente, uno
puede ver que la ecuacion pakd, y las constricciones son trivialmente regulares tal y cemmuestra
en el Apéndice B. Como vemos, este procedimiento triviatlemeegulariza todas las ecuaciones que se

obtienen de la formulacion NOR en el caso esférico. Ergalisnte seccion veremos su generalizacion al
caso axial.

3.2.2. Caso Axial

En analogia con el caso esférico, comencemos con el sisterecuaciones tipo NOR en el caso axial.
En este caso, las variables de evolucion deberddsef, B, C, C1, Cs, las respectivas componentes de
la curvatura extrinseca y las tres componerit®s, A, A?). Teniendo en cuenta esto, podemos ahora
aplicar las condiciones de regularidad para este caso. d&rafiociones de paridad para estas variables
pueden ser, implementadas, en analogia con el casocesféfiadiendo un punto ficticie Ap/2 para
desplazar el comienzo de la la malla numérica. Esto, panimt implica que las condiciones de paridad se
reducen a copiar el valor de una variable dada éeAp/2 ap = —Ap/2 con el mismo signo para el caso
en el que la variable sea par, o con el signo contrario en elaraque sea impar. Por otro lado, la condicion
de que localmente la métrica debe ser plana en el eje, seg@mmnconstruccion con la definicion (3.54).
Con esto, las ecuaciones de evolucion para las componEptgsk ; pueden ser obtenidas directamente
de las ecuaciones pafé, y K. Estas ecuaciones, sin embargo son extremadamente larmgas &l
caso de un espacio-tiempo sin rotacidit (= 0). Sin embargo, como mostraremos numéricamente en
la siguiente seccibn, la ecuacion de evolucion restdtparak’y es manifiestamente regular. Por otro
lado, la ecuacion de evolucion pakg tiene términos que a simple vista son irregulares. Patar teatos
teérminos consideremos, por simplicidad, qiie= Cy; = 3° = 0. Con esto, la ecuacion de evolucion para
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K ; toma la forma

i) a B2 H* (H AP HON  F,  9,F,

“, AR FOE | 2 P e + 7) +J, (3.62)
donde esta vez hemos definidgZracomo la funcibn que agrupa términos que no estan divido p o
terminos de la formaD,H 9,F,)/p?, D,J/p, que son manifiestamente regulares. Con esto, conseguimos
aislar explicitamente los términos que son irregulares.

Al igual que en el caso esférico, notese que los terming862) son regulares si se unen por pares
para formar dos Gnicos términos con derivadas, es detos escribimos de la forma

AP F,
mon(5) - (5)

p p
Es sencillo ver que esta ultima ecuacion es regular si e 8@ cuenta que)’/p ~ cons.+ O(p?),

asi quep, (A?/p) ~ O(p),y F,/p ~ cons.+ O(p?), por lo tantod,(F,/p) ~ O(p). Por otro lado, se
puede ver por simple inspeccion que el resto de ecuacianegalucion son manifiestamente regulares.

a B? H*

K
Kk 2pT?(AB — p? C?)?

+J. (3.63)

Antes de terminar esta seccion, por completez queremosioman brevemente como regularizar las
ecuaciones de evolucion ADM. La idea basica, una vez esadefinir las variables de evolucion que, para
este caso, simplemente serany K;; y aplicar las condiciones de regularidad. Por ejemplo, atogia
con el caso anterior, la ecuacion de evolucion g@yasin rotacion y sin vector de corrimiento adopta la

D F
on(222) o, ()
”( p "\ p

Uno puede ver que esta Ultima expresion, como las denpies@nes para las otras variables, es regular

forma

a B H*
2p A2 T2 (AB — p2 C?)2

O Ky +J". (3.64)

sobre el eje de simetria.

3.3. Ejemplos Nungricos

Ya hemos mostrado como regularizar sistemas de ecuaciansen simetria esférica como en si-
metria axial. Ahora veamos como este método funciona pralitica. Para esto, primero consideraremos
la evolucibn del espacio-tiempo de Minkowski en coordasaésféricas con una eleccion de lapso no
trivial, para comparar con el algoritmo presentado en [®jc®nalmente, para asegurarnos que el proce-
dimiento de regularizacion es independiente de la hipieibad del sistema, presentamos simulaciones
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axialmente simétricas usando el sistema de ecuaciones pBMistema fuertemente hiperbolico tipo
NOR, presentado en la seccion 2.4.2. Finalmente, comogumde ejemplo, consideramos el espacio-
tiempo de ondas de Brill como una prueba no trivial del pronahto de regularizacion en espacio-
tiempos axialmente simétricos.

Todas las simulaciones presentadas a continuacion haresilizadas usando un método de lineas con
el método iterativo de Crank-Nicholson [83] en el tiempdfgi@ncias finitas de segundo orden centradas
para el espacio.

3.3.1. Espacio-tiempo de Minkowski en simeta es&rica

Como primer ejemplo del método de regularizacion evol@mos el espacio-tiempo de Minkowski
con un lapso no trivial y un vector de corrimie = 0, usando el sistema de ecuaciones tipo NOR, con
los siguientes datos iniciales

A=T=1, (3.65)
Ky=Kpr=0, (3.66)
lo que implica que
H=1, J=0. (3.67)
Kg=0, K;=0. (3.68)

Para garantizar una evolucién no trivial, elegimos un pgafissiano inicial para la funcién de lapso de la

forma
2 2
at=0)=1+rR <eXp [_ (%) _ <7" 7;7“0> D , (3.69)

con los parametro® = 0.001, 1o = 5.0y o = 1.0. Hemos elegido esta forma del perfil gaussiano para

+ exp

garantizar que inicialmente el lapso sea regular en el wrigara evolucionar el lapso, usamos la ecua-
cibn de evolucion (2.23) restringida a la norma armanésadecir, eligiendd (o) = 1. Adicionalmente,
usamos una malla numérica cdr = 0.1, un parametro de Courant d&t/Ar = 0.5 y localizamos

la frontera exterior em = 200. En la Figura 3.2 mostramos la evolucion de la componertialrde la
métricay,, = Ay de la componente radial del vectaf. Notese que estas funciones permanecen perfec-
tamente regulares cuando el pulso gaussiano pasa atel@sgegn. Durante esta simulacion se observo
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FIGURA 3.2: Evolucién del espacio-tiempo de Minkowski en simetritégsa con un lapso no trivial
usando la formulacion NOR. Izquierda: evolucién de la ponente métrica,, = A. Derecha: evolucion
de la componentd™ a diferentes tiempos. Noétese que, durante la evolucitasevsariables tienen un
comportamiento suave, en particular cuando el pulso peeaéatdel origen.

gue el sistema puede evolucionar por largo tiempo. En péaticesta simulacion tuvo una duraciongte
pasos de tiempo y las variables permanecieron regularastéuoda la similacion .

En la figura 3.3 presentamos la norrha de la violacion de la constriccion hamiltoniana para tres
distintas resolucionear = 0.025, 0.0125, 0.0065. Hemos elegido estas resoluciones para asegurarnos
gue estamos en el regimen de convergencia. Notese quéccabprimer modo de propagacion llega a la
frontera exterior (ver panel derecho), en un tiempo de4.5, el cédigo deja de ser a segundo orden. Esto
era de esperarse pues hemos implementado condicionesntirdroadiativas para todas las variables de
evolucion. Ya que estas condiciones de frontera no son atiohigs con las constricciones (ver capitulo 4),
se introducen modos de propagacion al interior del dontaiaputacional que violan las constricciones.
Sin embargo, si consideramos la region antes de que caalpuiso llegue a la frontera, es decir, la
regibn encerrada por la caja punteada (panel izquierdtgrpos mostrar segundo orden de convergencia.
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FIGURA 3.3: Norma Ly de la constriccibn hamiltoniana para tres distintas resohes Ar =
0.025, 0.0125, 0.0065. En el panel de la derecha mostramos la norma de la conétrickirante todo
el tiempo de la evolucidh = 10. En el panel izquierdo, por otro lado, presentamos la nornla dons-
triccién justo cuando un primer pulso toca la frontera eateHemos reescalado la nornia, del panel
derecho, para las resoluciones mas altas por el fattpp* respectivamente.

Para esto hemos reescalado las resolucidnes- 0.0125 y Ar = 0.0065 por un factor det y 16. Los
resultados son presentados en el panel izquierdo. Natesengesta region, la nornia de la constriccion
hamiltoniana para las tres resoluciones es practicanteentesma.

3.3.2. Espacio-tiempo de Minkowski en simeta axial usando ADM

El siguiente ejemplo es similar al presentado en la en Imélseccion. Sin embargo, en este caso
hemos empleado un cédigo axialmente simétrico, el cuzé ligo de la formulacion ADM. De nuevo,
consideramos datos iniciales correspondientes a un esjatipo de Minkowski, asi que la métricay la
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curvatura extrinseca tienen la forma

A=B=T=1, (3.70)

C=0C1=0=0, (3.71)

Ka=Kgp=Kpr=0, (3.72)

Kc=Ke, =Ke, =0, (3.73)

(3.74)

lo cual implica que

H=1, J=0, (3.75)

Kg=0, K;=0. (3.76)

Por otro lado, como dato inicial para el lapso, elegimos ufilgaussiano de la forma

2 2
_ <2_20> _ <p_p0> ] : (3.77)
o, Op

centrado erp = z = 5.0. Adicionalmente, hemos usado un espaciamientad\de= Az = 0.1, un
parametro de Courankt/min{Ap, Az} = 0.25, 4 una amplitud de? = 0.01 para el perfil gaussiano
y 0, = 0. = 1.5. Evolucionamos el lapso usando la norma armonica. Laseras exteriores estan en

a(t=0)=1+ Rexp

p = z = 130. Después de varias pruebas numéricas, encontramos a&paegarantizar la estabilidad
del codigo numérico es necesario usar algin tipo deati®p. Nosotros en particular hemos usado una
disipacion de cuarto orden de Kreiss-Oligda cual modifica la evolucion de una variable dada atravées
de

n n n n n
€p (Uitvay — duilyy j+ 6uiy — duily j+ iy ;)

— €y (qu_’_z — 4'1//2]'_;’_1 + 6UZ] - 4qu_1 + qu_z) s (378)

4Existen varias formas de definir el parametro de Courarat pacaso de mas de una dimension. Por ejemplo,
en lugar de elegir el minimo entre los diferentes?, uno puede elegir la norma de los espaciamientos, es decir,
V> Azi, asi que, el parametro de Courant esta dadaagr/> " Azi. Sin embargo, para evitar problemas de
estabilidad, nosotros preferimos usar el minimo entreltssespaciamientos.

SPara detalles de este operador ver [78, 66].
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dondee, y €, son constantes arbitrarias que deben ser menores que oteseNjue, la forma del termino
de disipacion nos permite usarlo de manera independidat@o de la direcciop y z respectivamente.
Para esta simulacion, hemos usado una constarig=de, = 0.05.
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FIGURA 3.4: Evolucién del espacio-tiempo de Minkowski en simetrieabzon un lapso no trivial usando
las ecuaciones ADM. Las figuras muestran la evolucién dedentas componentes de la métrica y la
funcion de lapso a lo largo de la diagonal. Izquierda: esioli de la componente métrieg, = A a lo
largo de la diagonal. Derecha: evolucion de la funcibnagsda a diferentes tiempos. Las funciones se
comportan suavemente mientras el pulso pasa atravésdis gjmetria.

Las figuras 3.4 muestran la evolucion del coeficiente k@tyj, = Ay la funcion de lapsax. Por
simplicidad, hemos considerado proyecciones a la larga diagjonaf Una vez mas, vemos que no existe
problema sobre el eje de simetria. El lapso evoluciona camaoonda, pasa através del eje y finalmente
regresa a uno.

8Los puntos sobre la diagonal satisfacen la relagién,/p? + 22.
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Notese que el procedimiento de regularizacion, prederga las anteriores secciones, funciona para
el caso en el que el sistema de ecuaciones de evolucionebdeneénte hiperbblico. En la siguientes
secciones veremos que, dicho procedimiento, tambiérangzailas ecuaciones de evolucion para el caso
en el que el sistema es fuertemente hiperbdlico.

3.3.3. Espacio-tiempo de Minkowski en simeta axial usando NOR

En nuestro siguiente ejemplo, consideramos exactameniisiaa situacion anterior, datos iniciales,
condiciones de frontera y malla numeérica, pero esta veanos&! sistema de ecuaciones NOR que, como
mostramos en el Apéndice A, es fuertemente hiperbolico.

Las Figuras 3.5y 3.6 muestran la evolucion de cuatro fures@eomeétricas a lo largo de la diagonal.
Una vez mas, las variables permanecen regulares cuanddsellfega al eje de simetria = 0. Esta
simulacion tuvo una duracion aproximada epasos de tiempo, tiempo durante el cual las variables
permanecieron regulares sobre el eje de simetria.

Finalmente, en las figuras 3.7 y 3.8 presentamos un andést®nvergencia para codigo numérico
empleado. Ya que estamos usando el método de lineas cogtadaniterativo de Crank-Nicholson y di-
ferencias centradas de segundo orden en el espacio, esgegamel codigo numérico empleado sea a
segundo orden. En la figura 3.7 presentamos la ndirgara la constriccibn hamiltoniana y de la compo-
nenteM” de la constriccibn de momento para tres distintas resmiesiA p = 0.03125, 0.025, 0.01875.
Nétese que hemos rescalado las resoluciones mas altas faotor adecuado para mostrar segundo or-
den de convergencia. Claramente en la region en la quertefeoexterior no a afectado la simulacion
numeérica el codigo es asegundo orden. Sin embargo, passelde tiempo ~ 5 la frontera introduce
modos de propagacion hacia el dominio computacional cularvias constricciones. Por otro lado, en la
figura 3.8, mostramos el comportamiento de la constricsidraniltoniana para tres diferentes tiempos.
El tiempot = 3.5 corresponde al tiempo en el que ningln modo de propagaca&oanzado la fronte-
ra exterior. En la iteracion = 8.5 varios modos han alcanzado la frontera y se han introduciaitom
gue violan las constricciones. Finalmente, el paso de tietnp 12.5 detenemos la evolucion. En el
Gltimo panel de la figura 3.8 presentamos la noitpen escala semilogaritmica. Para mostrar segundo
orden de convergencia hemos reescalado las resoluciaealtas. Hemos elegido estas tres resoluciones
Ap = 0.025, 0.0125, 0.00625 ya que empiricamente hemos encontrado que con ellas igarans que
estamos en el regimen de convergencia; para resolucioagebaias, aparentemente errores de orden ma-
yor aO(Ap?) parecen aun dominar en la simulacion y podemos encontreesanvergencia. Notese que,
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FIGURA 3.5: Evolucién del espacio-tiempo de Minkowski en simetrieabzon un lapso no trivial usando
las ecuaciones tipo NOR. Las figuras muestran la evolu@amd de las componentes de la métrica y del
lapso a lo largo de la diagonal. Izquierda: evolucion deokmmonente métrica,, = A a lo largo de la
diagonal. Derecha: evolucién de la funciéon de lapsa diferentes tiempos. Notese que las funciones se
comportan suavemente mientras el pulso pasa atravésdis sjmetria.

en analogia con el caso esférico, la normade la constriccibn hamiltoniana para las resoluciones ma
altas reescala adecuadamente solo hasta el tiempb Después de este paso de tiempo, algunos modos
de propagacion que violan las constricciones son reflgjadda frontera hacia el dominio computacional.
Esto era de esperarse, ya que impusimos condiciones deragatiativas,

OF + v, f +v(F — Fy) ~ 0, (3.79)

dondeF es el campo que se propaga a velocidgdry es un valor asintotico dE. En nuestro caso, hemos
impuesto esta condicion de frontera para todas nuestrebhes y hemos asumido que su velocidad de
propagacion es = 1. En el siguiente capitulo discutiremos un tipo especiata@iciones de frontera
gue son compatibles con las constricciones.
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FIGURA 3.6: Evolucion del espacio-tiempo de Minkowski en simetrieabzon un lapso no trivial usando
las ecuaciones tipo NOR. Las figuras muestran la evoluagbnnd de las componentes de la curvatura
extrinseca y de la componentalel vectorA® a lo largo de la diagonal. Izquierda: evolucion/Ne a lo
largo de la diagonal. Derecha: evolucion de la compon&ite= K 4 a diferentes tiempos. Notese que
una vez mas, las funciones se comportan suavemente rsiehfpralso pasa através del eje de simetria.

3.3.4. Ondas de Brill

Nuestro Gltimo ejemplo corresponde a la evolucion dehesptiempo de ondas de Brill usando la
formulacibn NOR. Este espacio-tiempo corresponde a uhiiéa de ondas gravitacionales intensas,
no lineales y en vacio. Dependiendo de su intensidad, kdasose pueden dispersar o, por el contrario,
colapsar a un agujero negro. Alcubieeteal. encontraron en [4] que para una amplitud aproximadamente
a ~ 5 las ondas de Brill colapsan a un agujero negro.

Para encontrar la geometria que describe este espatipeti@omencemos considerando una métrica
axialmente simétrica de la forma

ds* = U [e* (dp? + dz?) + pde?] | (3.80)
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FIGURA 3.7: NormaLs en escala semilogaritmica para la constriccibn hamdteny de momentd1”

para el sistema de ecuaciones ADM para tres distintas mepés. Notese que hemos reescalado las
resoluciones mas altas por el factdtp,,.../ Amin)* para mostrar segundo orden de convergencia. Una
vez mas, podemos asegurar que el cédigo es a segundo atdsmla que el primer modo de propagacion
alcance la frontera alrededor del tiempe 5.
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FIGURA 3.8: Violacibn de la constriccibn hamiltoniana para el sistetie ecuaciones NOR. En los tres
primeros paneles mostramos la constriccion a lo largojdel eara tres diferentes resoluciones. El Gltimo
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panel corresponde a la nornia en escala semilogaritmica. Hemos elegido estos tres jp@stsmpo

para mostrar el comportamiento de la constriccion antagudeel primer modo de propagacion alcance
la frontera exterior, después que tenemos reflexiones #oritera y, finalmente, cuando se detiene la

evolucion. Notese que hemos reescalado las resolucinassaltas por el factdi pyaz / Amin)? para
mostrar segundo orden de convergencia.
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FIGURA 3.9: Perfil de la funcién de Holz para una amplitudade: 3. Elegimos esta forma de la funcién
q para garantizar la regularidad de los datos iniciales.

donde la variable, que resulta ser arbitraria,% son funciones que depende de las coordengdgasg -.

Para encontrar la funciéb imponemos, sin perdida de generalidad, la condicion detsiatemporal,
es decir,K;; = 0. Esta condicion satisface automaticamente la congiriate momentod/’. Elegiendo
una forma particular de la funciom podemos resolver la constriccibn HamiltoniaHapara el factor
conforme¥. Usando la métrica (3.80) esta constriccion toma la forma

° 1
VA 4 2 (00 +422) U =0, (3.81)

dondeV? es el operador laplaciano asociado con el espacio planainicédhq es arbitraria salvo por las
condiciones de frontera que debe cumplir. Estas condisisae:

qlp=0 = 0, (3.82)
dyqlp=0 = 0, paran impar, (3.83)
q ‘r—>oo = 0 (T—Q) . (3.84)

Una vez elegida la funcioaq lo que resta por hacer es resolver la ecuacion elipticlBuméricamente.
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FIGURA 3.10: Factor conformel (p, z) para datos iniciales de ondas de Brill. Por simplicidad, deem
elegido la funciéry tipo Holz [71] para una amplitud de= 3.0. Con esta amplitud garantizamos que no
se formaran agujeros negros pero, sin embargo, nos pexstitelejos del régimen lineal.

Existen diferentes propuestas en la literatura para eledimciong, ver por ejemplo [10, 56, 71].
Nosotros consideremos, siguiendo a [10], la propuestadatida por Holz y colaboradores en [71], que
tiene la forma

qg=ap’ e~ (P*+2?) , (3.85)

dondea es un parametro constante que determina la amplitud dentissale Brill. Con esta eleccion
garantizamos la regularidad de los datos iniciales. En tadi§.9 se muestra la forma de la funcion de
Holz para una amplitud de = 3. y en la figura 3.11 hacemos un analisis de convergencia gsugatos
iniciales calculados con (3.85).

Con esta eleccion particular de la funci@mpodemos ahora resolvemos la ecuacion eliptica (3.88 par
encontrar el factor conformé. Existen varias formas de resolver esta ecuacion, como lyarhos men-
cionado en el capitulo anterior, existen algoritmos e$iges empleando diferencias finitas 0 métodos
espectrales. Sin embargo, para resolver esta ecuacitnm solo la necesitamos resolver inicialmente,
usamos un enfoque diferente; en lugar de intentar resavecudacion (3.81), resolvemos la ecuacion de
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FIGURA 3.11: Convergencia de los datos iniciales para las ondas de Bnlluna amplituch = 3.
Una vez calculados los datos iniciales calculamos la doogtn hamiltonia para = 0 a tres distintas
resolucionef\p = 0.2, 0.1, 0.05. Notese que hemos reescaldo las resoluciones mas aléadgraostrar
segundo orden de convergencia.

evolucion

° 1
02 — VU = -1 (Gpp + Q.22) (3.86)

donder es un tiempo ficticio usado para evolucionar la ecuacionndia didimensional (3.86). Adicio-
nalmente imponemos condiciones de frontera tipo radgtiva

0.V + 0,V = % , (3.87)
gue permiten que los modos de propagacion de la onda sadgdomino computacional. La idea es en-
tonces evolucionar la ecuacion de onda hasta terminarr@aalucion estatica, la cual debe corresponder
a la solucion de la ecuacién (3.81). En la figura 3.10 pteseos la funcionl que se obtiene resolviendo,
con este método, la ecuacion (3.81) para una amplitud €€3.0. Con esta amplitud garantizamos que
no se formaran agujeros negros pero, sin embargo, nostperstar lejos del regimen lineal.
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FIGURA 3.12: Ondas de Brill. Las figuras muestran la evolucion de lasabées geométricas a lo largo
de la diagonali(= \/r2 + 22). Arriba, izquierda: evolucion de la componente métniga= A alo largo

de la diagonal. Arriba, derecha: evolucion de la funciénapson. Abajo, izquierda: evolucion da?

a lo largo de la diagonal. Abajo, derecha: evolucion dedaarde la curvatura extrinsebaa diferentes
tiempos. Notese que las funciones geométricas se coampsuavemente mientras el pulso pasa através
del eje de simetria.
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Para la evolucion de estos datos iniciales hemos usado alla numérica deAp = Az = 0.1
y un factor de Courant dé&t¢/Ap = 0.2. Las condiciones de fronteras externas estan localizedas
p = z = 70. Para la evolucion del lapso usamos la condicion de fidilade Bona-Masso (2.23) con
f = 2/a. Una vez mas, por estabilidad hemos considerado disipate Kreiss-Oliger con coeficientes
€, = €, = 0.05.

Las Figura 3.12 muestra, en analogia con la evoluciénistelnsa de ecuaciones NOR, la evolucién
de diferentes componentes geomeétricas. Notese que.eanaas, las simulaciones no presentan alguna
inestabilidad cuando el pulso llega al eje de simetria.

3.4. Discusbn

En este Capitulo presentamos un procedimiento de regatéin para simulaciones numéricas en el
caso de espacio-tiempos con simetria esférica y axieh €40, seguimos una idea de Rinne y Stewart
presentada en [107]. Este procedimiento nos asegura quargden las condiciones de paridad y las
condiciones que se obtienen cuando consideramos que elegeae ser localmente plano en el origen
r = 00 en el eje de simetria= 0. La importancia de este algoritmo de regularizacion esgurdepen-
diente del sistema de ecuaciones de evolucion que usem@sdemostrar esto, explicitamente usamos
el procedimiento para las formulaciones ADM y NOR, las csiden débil y fuertemente hiperbolicas
respectivamente. Adicionalmente, describimos los aisliguméricos y mencionamos algunos ejemplos
donde mostramos como el algoritmo de regularizacion @maien la practica. Experimentos numéricos
similares, usando la formulaci&, fueron presentados en [104]. Estos ejemplos muestranagigsms
construir codigos numeéricos adaptados a una simetda, das cuales nos permiten estudiar escenarios
astrofisicos relevantes con modestos recursos compnosdes.

Para cerrar esta discusion, es (til tener en cuenta qu@&arse puede construir codigos regulares
usando normas especificas que permiten reducir el nUmerordponentes independientes de la métri-
ca. No obstante, nuestro interés ha sido el de encontraragedimiento de regularizacion general que
permita que las variables de norma sean arbitrarias.
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CAPITULO 4

CONDICIONES DE FRONTERA PARA LAS
ECUACIONES DE EINSTEIN EN LA NORMA
ARM ONICA

En el capitulo anterior hemos discutido las condicioness&rias para garantizar que la evolucion de
un sistema de ecuaciones, escritas en un sistema de catsidergaptado a una simetria dada, permanez-
ca regular. Esto es, entre otras cosas, indispensablegureirla cantidad de recursos computacionales
empleados en una simulacién dada; en lugar de evolucionespacio-tiempo unidimensional o bidimen-
sional con codigos numeéricos tridimensionales, ahomoliemos hacer con codigos adaptados que nos
permiten reducir en una o en dos dimensiones la cantidad mtegpde la malla numérica. Otro ingre-
diente tan o0 mucho mas importante que los codigos adaptadas simetria dada, y que sin embargo
solo hasta hace relativamente muy poco tiempo a tomado lariameia que merece, son las condiciones
de frontera. Miller, Gressman y Suen mostraron, dentro alelexto de evoluciones binarias de estrellas
de neutrones, que el uso de condiciones de frontera atéigmiede llegar a afectar dramaticamente la
dinamica en las vecindades de campos gravitacionalassiveéd88]. No es dificil entender por que ocurre
esto. La mayoria de simulaciones de relatividad numérseen Uas condiciones de frontera radiativas las
cuales, como mencionamos en el capitulo anterior, no t@namenta las constricciones. Esto causa que
modos de propagacion gue violan las constricciones s¢emrefia la frontera hacia el interior del dominio
computacional contaminando la solucién fisica deseBdasupuesto, uno siempre pueden imponer las
condiciones de frontera lo suficientemente lejos de tal dogue estos modos que violan las constric-
ciones estén desconectados causalmente de la regiotetesinAunque debemos pagar un precio. Esta
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solucion es muy cara en términos de recursos computdegrespecialmente en simulaciones numeéri-
cas tridimensionales. Por supuesto, en la actualidad romstaon las técnicas de refinamiento de mallas
adaptativas (para detalles ver por ejemplo [16, 36, 98] yweigsencias) que nos permiten imponer las
fronteras en una region, con muy poco resolucion, lo ®rftemente lejos para que estos modos no afec-
ten la solucion y, en contraste, con muy alta resoluciotaeagion dinamica. Sin embargo, esta técnica
aun tiene un inconveniente. En una tipica simulacibnemiga’de un sistema binario de dos agujeros ne-
gros, las fronteras son impuestas en aproximadamer¥&M y la extraccion de ondas gravitacionales,
para obtener observables fisicos tales como energia yemtosradiados por el sistema (ver capitulo 5),
es al rededor de- 40 — 70M. Asi que estamos evolucionando innecesariamente, a ajayé&solucion,

un domino computacional de alrededor de 300M. Por lo tanto, idealmente deberiamos poder imponer
condiciones de frontera cerca a la region de extraccitradiacion gravitacional. Recientemente Rinne,
Lindblom y Scheel probaron numéricamente en [106] la edlide varios conjunto de condiciones de
frontera comparando la cantidad de reflexiones espuriasiglicion de constricciones que se obtienen
al imponer determinadas condiciones de frontera. Ellosugsiran que sus resultados implementando
condiciones de frontera compatibles con las constricsi@meregiones cercanas a la esfera de extraccion
de radiacion gravitacional son mas precisos que los esuatsultados presentados en las simulaciones de
sistemas binarios de agujeros negros.

Teniendo en cuenta esto, en este capitulo estudiaremesuasiones de Einstein (1.1) en coorde-
nadas armonicas sobre un dominio espacial con fronteeaso$ elegido la norma armobnica ya que las
ecuaciones de campo en esta horma se reescriben como untoagudiez ecuaciones tipo onda para
las diez componentes métricas. Esto automaticamentgarasitiza que, si trabajamos en un dominio
computacional sin condiciones de frontera artificialegpreblema de valores iniciales asociado esta bien
planteado. Por lo tanto, por lo Gnico que debemos preonapaes por evolucionar estas ecuaciones de
onda.

Numéricamente lo que necesitamos hacer para evoluci@eaukcion de onda, o cualquier otra ecua-
cion de evolucion, es imponer algin tipo de condiciorirdatera de acuerdo al problema que queremos
resolver. Las fronteras pueden ser fisicas, por ejemplando queremos ver cuales son los modos de
propagacion sobre una cuerda de una guitarra, o, puedemtifieiales, por ejemplo, cuando queremos
encontrar la propagacion de un campo escalar sobre todepatie-tiempo Minkowski; necesitamos
imponer estas condiciones por que ninguna maquinaly&ier puede evolucionar un dominio compu-
tacional infinito.

Las condiciones de frontera fisicas son triviales de inepo@l problema mismo nos habla de ellas.
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Sin embargo, no es claro cuales y/o como se deben imponeoidiciones de frontera artificiales. Por
supuesto, debemos elegir condiciones de frontera que oteafla estructura matematica del sistema de
ecuaciones de evolucion. No es deseable tener inestat@bdnuméricas generadas por la frontera. La
otra cualidad obvia, que debe tener toda condicion dedrardrtificial, es que debe ser lo suficientemente
“transparente” para que los modos de propagacion que daléa malla numérica no sean reflejados
al interior del domino computacional. Esto Gltimo nos géiraa que la solucion acotada debe ser muy
cercana a la solucion que se obtendria al evolucionargbespacio. Las condiciones de frontera con esta
Ultima propiedad son conocidas condiciones de frontesaraentes [37, 38].

Después de considerar todas las posibles propiedade&ere téner las condiciones de frontera arti-
ficiales para intentar resolver las ecuaciones de Einstelia @orma armonica, aun tenemos un problema
gue resolver. No todos los diez coeficientes métricos sepitan grados de libertad fisicos. Asi que no
podemos simplemente utilizar lo aprendido al evolucioaagduacion de onda con fronteras artificiales.
En lugar de esto, debemos tener en cuenta que la métricanemia armoénica tiene cuatro constricciones
de norma. Analiticamente se puede mostrar que, en ausdnfianteras artificiales, es suficiente resol-
ver estas constricciones junto con sus derivadas tempanidéalmente. Las identidades de Bianchiy las
ecuaciones de evolucibn garantizaran que estas coinmtescse satisfacen en todo punto del espacio. Por
otro lado, cuando nuestro sistema dinamico tiene comiisiale frontera, necesitamos especificar cuatro
condiciones de frontera que nos aseguren que no existersndedwopagacion hacia el dominio compu-
tacional que violan las constricciones de norma, es demiesitamos fijar cuatro condiciones de frontera
compatibles con las constricciones de norma. Ese hechoeaddsl diez grados de libertad a seis. Otros
cuatro grados de libertad estan relacionados, como yaiamamaos en el capitulo 2, con la libertad que
tenemos de elegir un sistema de coordenadas. Finalmentdgddiltimos grados de libertad estan, como
veremos en el capitulo 5, relacionados con la radiaciawitgicional.

Existen varias propuestas para las condiciones de frodtetas ecuaciones de Einstein en la nor-
ma armonica con las propiedades que hemos discutido dr28s§5, 80, 109]. Por ejemplo, Szilagyi y
colaboradores propusieron en [125, 126] una combinacgnoadiciones de frontera tipo Dirichlet y
Neumant para las ecuaciones de Einstein cuyo problema de valordal@s resultante esta bien plan-

ILas condiciones de frontera tipo Dirichlet son condiciogas fijan la frontera a un valor determinado, por
ejemplo, si consideramos la ecuacion de evolucion

D2® — 020 =0,
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teado en el régimen no lineal. Ellos mostraron numéricameaisando datos iniciales compatibles con
las constricciones mas un pequefo contenido de datasmdea tanto en los datos iniciales como en la
frontera, que su sistema de ecuaciones de evolucion caticoomes de frontera es robustamente esta-
ble. Por otro lado, en [80] Kreiss y Winicour propusieronigatemente condiciones de frontera del tipo
Sommerfeld para las ecuaciones de Einstein en la normanammdllos muestran, usando técnicas de
operadores pseudo diferenciales, que su sistema de enemcie evolucion con este tipo de fronteras con-
duce a un problema de valores iniciales bien puesto. Camgisiabsorbentes que involucran el escalar de
Weyl ¥, se han propuesto en [85]; Buchman y Sarbach mostraron eqi@7jna buena aproximacion a
una condicién de frontera absorbente es congelar el vamal del escalafy durante toda la evolucion.
Nosotros, por otro lado, generalizamos las ecuacione®dtefia de primer orden de Kreiss y Winicour y
proponemaos condiciones de frontera de segundo orden, quarsiares a las presentadas en [85], y de
orden mayor [109]. Esto nos permite tener mayor controlestas reflexiones en la frontera de los modos
de propagacion que salen del dominio computacional.

4.1. Condiciones de frontera externas

Antes de intentar encontrar condiciones de frontera paradaiaciones de Einstein en la norma
armonica es necesario redefinir y aclarar algunos congeploigual que en la seccion 2.5, para los
siguientes calculos, es (til usar la diferencia entre &riea fisicag,,, y una métrica de fondo fijéw
definida como

hyw = g — QW .

Por otro lado, asumiremos que la frontéra de cada superficie espacha) es suave y que la superficie
7 =1[0,T] x 93 es una superficie tipo tiempo, tal y como se muestra en la fgylira

en el intervald0, 1], las condiciones de Dirichlet son de la forma

®0) = f1, @)= f2,

dondef; y f> son valores conocidos. Por otro lado, Las condiciones dedra tipo Neumann, especifican los
valores de la derivada de las variables en la frontera, és5 dec

0:2(0) = g1, 0.(1) = g,

dondeg; y g» son funciones dadas.
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FIGURA 4.1: Espacio-tiempd/ = [0,T] x ¥ con una superficie de frontera suave= [0,T] x 0X. Por
simplicidad, supondremos que la front@raes una superficie temporal y ortogonal a las superficies
gue son superficies puramente espaciales.

También es necesario definir dos vectores unitarios. Slporos que el vectoi# denota el vector
saliente normal &; y el vectors* denota el vector saliente normal a la superficie bidimemasioh
encajada eix.? Teniendo en cuenta esta Gltima definicion, es facil veregtos vectores cumplen con

14 14 14
guwntn” =-1, guwn’ st =0, G 8" 8" =1.

La definicion de estos vectores, nos permiten automagéoérconstruir una tétrada nylé, k#, m*, m"}
de acuerdo con

" = %(n“—l—s“), k‘“:%(n“—s“), (4.1)
mt = %(“—Mw“), m“:%(v“—iw“), (4.2)

donde los vectores* y w* son dos vectores unitarios mutuamente ortogonales, ldsscsan normales

2Estos vectores estan definidos con respecto a la métricaunque desde luego, también podemos definir estos
vectores con respecto a de la métrica de foﬁ;lgp
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anty s* (con respecto a la métriga,, ). Notese que esta tétrada, por construccion, estaapt la
frontera y es Unica salvo por reescalamientos de los \exibry k# y salvo por una rotaciom* +—
emt, mt — e~ ?mH de los vectores y m* alrededor de una angule

Por otro lado, ya que las ecuaciones de Einstein en el vaefolg norma arménica, ecuaciones de
evolucion (2.81) coif,,, = 0, son diez ecuaciones tipo onda, necesitamos encontracalieiciones de
frontera sobre la superfici€. Estas diez condiciones se pueden dividir en condiciondsodéera que
preservan las constricciones de norma, condiciones deefeopara la radiacion gravitacional y condi-
ciones de frontera que controlan los modos de propagaeida mbrma. Las condiciones de frontera que
preservan las constricciones de norma aseguran que lasos@s cuyos datos iniciales satisfacen inicial-
mente las constricciones, las satisfaceran durante odaolucion. Notese que, como ya mencionamos
en el capitulo 2, estas cuatro constricciones de naitna 0 obedecen por si mismas un conjunto de
ecuaciones de onda. Por otro lado, ya que la radiaciontgcasmal tiene dos grados de libertad, necesi-
tamos especificar dos condiciones mas para controlarikciad fisica. Finalmente, debemos especificar
cuatro condiciones de frontera para los modos de propagdei la norma.

A continuacion, presentaremos varios conjuntos de cardis de frontera compatibles con las cons-
tricciones de norma. Hemos dividido estos conjuntos enicimes de frontera de primer orden, de
segundo orden y de orden mayor; el orden se refiere al grads dietivadas dg,,,, que aparecen en las
condiciones de frontera.

4.1.1. Condiciones de frontera de primer orden

En el caso de condiciones de primer orden, las condicionepm@servan las constricciones de norma
se pueden obtener directamente através de la expresié®).(Rlsando (2.76), esta condicion se puede
reexpresar como

y o 1 o .
Csg=g" (Vphuﬁ — §V5hwj> —Hg=0, 4.3)

donde la notacion= significa que la igualdad se tiene solamente s@br&stas cuatro condiciones de
frontera son condiciones tipo Dirichlet.
Por otro lado, reescribiendo la métrigd en término de la base nula,

¢ = 2009 4 2mle), (4.4)
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podemos expresar, de manera equivalente, las cuatro mmretiq4.3) como

Cul' = —Dypm — Dy + Dyt + Dy — Hp = 0, (4.5)
Cuk" = —Dikk — Dmm + Dyt + Dk — Hp = 0, (4.6)
Cuom* = =Dy — Dyim + Dtk + D — H = 0, (4.7)

donde hemos definid®d,,, = %ahw, y donde los indice$, k, m, m denotan la contraccion cdt, k*
y m* respectivamente. Notese que, como el vegtéres complejo, la expresion (4.7) corresponde a dos
condiciones.

Consideremos ahora el tensor de distorsion asociado @oamgruencia de curvas nulas a lo largo
del campo vectorial* de acuerdo coh

(0% 1 (0%
oll) = <w w’ - 3 Y 7 ) Valg (4.8)

dondey,, = guw+nuny—su sy = 2m(,m,,) representa la meétrica inducida sobdg,. Notese queff,z es

un tensor sin traza que es ortogonal a los vectoteg s#; el tensor de distorsion tiene, por construccion,
dos componentes linealmente independientes. Teniendeeetecesto, podemos imponer las condiciones
de frontera

1) ~
dondeg; es una funcibn compleja conocida sobre la frontera. Podarmar ahora la expresion (2.76),
para expresar esta Gltima condicion en términog\dg, y de la geometria del espacio de fondo. Para
esto debemos relacionar los vectores unitaripy s, con sus vectores correspondientes de famgly

$,. Es facil ver que estas cantidades estan relacionadagatde
n, =an,, S, =€S,+0n,,
dondeq, 6 y € son funciones sobre la frontera. Con esto, encontramos que

Vua%ﬁvalﬁ = %ta%ﬁ (%alﬁ - ZTATa5> .

3Geometricamente el tensor de distorsioshear representa la deformacion de una congruencia de cunvas si
cambiar su volumen. Para detalles ver [97].
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Como los vectoreén,, , s,) Yy (A, ,5,) representan dos conjuntos de vectores base para el misamesp
vectorial, podemos definir el tenslsi:ﬁ), como

K = 7,29, Vals, (4.10)

el cual coincide con la curvatura extrinseca de la frorttetimnensional de la superfick; cuando esta es
encajada en el espacio de fondd, g";uy). Esto no permite reexpresar la condicion (4.8) en la forma

o 1 a °(l T
ot = (o = 5} (K~ tr7as)
Finalmente, usando la expresion (2.76) la condicién) @Quede expresar como
Dimm — 2Dmjm = 2 <Q2 - /Cgb)m) . (4.12)

Antes de continuar veamos cuales son las condiciones queshespecificado. Es facil ver que las
condiciones de frontera (4.5)-(4.7) y (4.11) son seis adades generalizadas de Sommerfeld del tipo

Va2 g, (4.12)

para las componentes métriéass, hrk, hem Y hmm. ASI que aun nos falta especificar cuatro condiciones
de frontera mas para las componentes métricas restaptés, y h;,,,. Para esto, y en analogia con las
condiciones de frontera (C.1), supondremos cuatro camisi mas del tipo Sommerfeld. Resumiendo,
hemos encontrado diez condiciones de frontera usando tarasoonstriccion arménica (4.3). Estas
condiciones son:

Dy = p, (4.13)
Dy = m, (4.14)
Dy = @1, (4.15)
D = 2D +2 (43— KD,) - (4.16)
Dimm = —Dygu + Dy + Dium — Hy (4.17)
Ditrn =  —Dgim + Dk + Dizvmm — Hp (4.18)
Dy = —Drgmin + Dk + Dimmk — Hi (4.19)

dondep y my g1 Y g2 son funciones reales y complejas respectivamente, lasaah conocidas en la
frontera. Uno puede ver facilmente que estas condicioadsodtera solo involucran primeras derivadas
de los coeficientes métricos.
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4.1.2. Condiciones de frontera de segundo orden

De acuerdo con [105], uno puede demostrar que ya que la® amtdiciones de frontera (4.3) son
condiciones tipo Dirichlet, los modos que violan las cdosiones de norma se reflejan en la frontera
hacia el interior del domino computacional. Una genereai@@a natural para este tipo condiciones son
las de segundo orden; recientemente se ha mostrado en [3Gug8usar condiciones de frontera de
segundo orden permite algin tener control sobre las reflegide los modos de propagacion que violan
las constricciones en la frontera. Siguiendo a [85, 105]uredle generalizar las condiciones de frontera
tipo Dirichlet (4.3) a las condiciones tipo Sommerfeld

I"V,C, = 0. (4.20)

Esta condicion puede reescribirse, usando las expres{@r0), de la forma

MV ,C, = —Epmm — B + Eimmt + Eimmi
— 2AY A5 — A Ao — MYV, H, =0, (4.21)
FE'V,Co = —Eukk — Ekmm + Eimmk + Emmk
— 20 Akas — A Apog™ — IFEYV H, = 0, (4.22)
Fm*V,C, = —Eukm — Eigim + Eunik + Eimmm
— 2A%C A as — A% Dareg™ — 'mPV ,H, = 0, (4.23)

donde hemos definid&, s, = %Oﬁgh,w. Nbétese que, como mencionamos antes, ya que el vector

es complejo las condiciones anteriores corresponden eoct@diciones de frontera. Asi que aun ne-
cesitamos especificar seis condiciones mas. Dos condiide frontera mas pueden ser especificadas si
definimos el escalar de Wey; en la frontera. Esta condicion fue propuesta por primermpa Frie-
drich y Nagy en [59] y ha sido usada en [74, 115, 85, 105, 93.106]; se ha sugerido que congelar
el escalarly a su valor inicial es un buen punto de partida para especiaradiciones de frontera ab-
sorbente$. Recientemente, Buchman y Sarbach presentaron en [37]uti@analitico detallado de esta
condicion. Ellos mostraron que esta condicion generaxiefies que decaen cortloR) ~—* para radiacion
monocromatica con nUmero de onkla

4Por condiciones de frontera absorbentes queremos desiiciones de frontera que nos garantizan que tan
solo una pequefia cantidad de radiacion espuria es reflejath fronter@> hacia el dominio computacional
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Teniendo en cuenta lo anterior, comencemos definiendo aleeste Weyl, como
Uy = Rupaplm”1“m’. (4.24)
Usando la expresion (2.78) para el tensor de Riemann, elnies

2 \I’O = —FEumm — Emmu + 2E(lm)lm +2 AOélm Aozlm
- 2 AOéll Aonnm + lu I'2\’”mlm —my I'2\>”llm . (425)

Las seis condiciones de frontera (4.21)-(4.23) y (4.25a fh@s coeficientes métricds,., hrk, hkm Y
hmm tienen la forma
My, Vou =q,

con ¢ una funcion conocida sobre la frontera que puede depeadesdlo de primeras derivadas con
respecto al vector*. Finalmente y en analogia con la seccion anterior, caiaples este conjunto de
condiciones de frontera especificando cuatro condiciapesSommerfeld para las componenigsg h;x
Y Nim.-

Resumiendo, las condiciones de segundo orden, por lo &omo,

Ew = b, (4.26)
Egy = w, (4.27)
Eum = a, (4.28)
Eimm = —Epmi + 2 Egmyim + 2 A%mAaim
— 20A°4A mm + LR i — mu R i — 240 (4.29)
Eukm = —Eum + Bk + Eimmm — 2 A% Ama
- AYAareg™ —IFm"V,Hy , (4.30)
Eimm = —Ep + Eimmt + Bt — 221 Ao
- A" Auseg™ = 1M"V, Hy (4.31)
Enk = —Ejmm + Bk + Eimmk — 2 A% Agags
- A"Asreg™ = IFEYV, Hy (4.32)

dondepy 7wy q1 Y ¥ son funciones reales y complejas respectivamente defipatas la frontera.

SNotese que en general la definicion del escalar de Wgyse hace en en términos del tensor de Weyl. Sin
embargo, en el vacio el tensor de Ricci se anula. Asi quanebt de Riemann y el de Weyl son equivalentes.
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4.1.3. Condiciones de frontera de orden mayor

Teniendo en cuenta lo discutido en las seccibn anteriesasatural pensar que si aumentamos el grado
de las derivadas de los coeficientes métricos, podemosuamaayor control sobre las reflexiones en la
frontera. Usando esto, en esta seccion generalizarerma®taliciones de frontera de primer y segundo
orden a condiciones de orden mayor.

Teniendo en cuenta las expresiones (4.13)—(4.15) y (42@8), y siL > 2, podemos especificar
cuatro condiciones de frontera de ordén+ 1) através de

e P 0N, N N hag =D (4.33)
2 A KON, Vg Ny hag = T (4.34)
2 1 m PN, Vg N has = @1 - (4.35)

En analogia con las expresiones (4.3) y (4.20), podemasirdetiatro condiciones mas que preservan las
constricciones de norma
e N A VR VR Ve G (4.36)

y finalmente las dos condiciones de frontera

ez PP MmN YV eV Do

+ b (hap Viuhass oo Vi VgV y hagi 1P KF,mi) =0, (4.37)

dondeb es una funcion conocida sobre la frontera que dependeg glg de sus derivadas de orden menor
o igual queL.

Las condiciones de frontera de la forma (4.37) fueron réemeante introducidas por Buchman y
Sarbach en [37, 38]. En [37] se introdujo una jerarquia aeliciones de fronter&; que conducen a una
perfecta absorcion de la radiacion gravitacional détil momento angulak’ < L. Una generalizacion
de esta jerarquia, que incluye términos de correccitia darvatura extrinseca, fue introducida en [38].
En analogia con esto, a continuacion definiremos unaggi@rde condiciones de frontera. Para esto,
consideremos la ecuacion de campo de Newman-Penrose

"V — miVuk=—Uo+Q, (4.38)

dondeoc = mtm”V,l, es la distorsions = mHI"V 1, es el coeficiente de espin, el cual puede ser
reescrito en la forma
K = —%Dm” + (términos algebraicos €, ),
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y, finalmente, la funcior@ representa los términos cuadraticos en las primeragadias déeh,,, .
Si podemos imponer la condicién que la derivada a lo largemtiede < que cancele los términos
cuadraticos en el lado derecho de la ecuacion (4.38) dbitanos

Uy = —1"V,0, (4.39)

por lo tanto, las condiciones (4.9) podrian ser interpi@tacomo el miembroll = 0” de las condicio-
nes (4.37); para un caso general, no hemos encontrado la ftgroancelar estos términos. Sin embargo,
en el limite de frecuencias altas, por ejemplo (discutefatas seccion 4.3.1) , encontramos que siempre
es posible elegir un sistema de coordenadas para el cualdéc@n*h,,, = 0 se satisface en todo punto

y en todo momento en el que,,; = 0. Como en el limite de altas frecuencias los términos @taxhs

en la expresion (4.38) puede ser despreciados, la ecu@tEB) se reduce a la expresion (4.39).

Como veremos en la seccion 4.3, el uso de las condicionesmterfa (4.36) implican una menor can-
tidad de reflexiones de los modos de propagacion que viataadnstricciones a medida glieumenta.
Sin embargo, el significado geométrico de las condicioAe3], (4.34) y (4.35) no es claro. No obstante,
la importancia de estas condiciones radica en el hecho dgute con las condiciones (4.36) y (4.37),
su problema de valores iniciales asociado esta bien pmtear lo menos en el limite de coeficientes
congelados (ver seccibn (4.2)).

4.2. Problema de valores iniciales

En esta seccibn analizamos el problema de valores irscadeciado con las ecuaciones de evolu-
cion (2.81), restringido &,,, = 0, junto con las condiciones de frontera de primer, segundodgro
mayor presentadas antes. Con el fin de comparar nuestrdsdesunuméricos (ver seccién 4.3.3) con
los resultados presentados en [85, 105, 106], consideosramnuevo conjunto de condiciones de fron-
tera, el cual mezcla condiciones de primer y segundo orden.

Para estudiar el problema de valores iniciales, por simdpli; usaremos la aproximacion de coefi-
cientes congelados [79, 66], donde uno congela los codfisigte las ecuaciones de evolucion y de las
condiciones de frontera. Con esto, el problema se simplifiea problema lineal y de coeficientes cons-
tantes. En este régimen se consideran perturbacionesplituai®es pequefias y de frecuencias altas de un
espacio-tiempo de fondo dado. Intuitivamente este esggeghgn importante en la dependencia continua
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en los datos iniciale® Asi que, es de esperar que si el problema de valores ird@alesta aproximacion
esta bien planteado, estara bien planteado en el casagediguiendo a Kreiss y Winicour [80], usare-
mos la teoria de operadores pseudodiferenciales y laraongin de un simetrizador (ver apéndice A),
para mostrar que el problema de valores iniciales para elrcaneal esta bien planteado.

Las ecuaciones de evolucion en la norma armonica (2.8dfyjmgidas &, = 0, en la aproximacion
de coeficientes congelados alrededor de un punto arbipraeaeducen a

8% (p)0aOshyw = 20(,H,) = Fu (4.40)

donde{:]W (p) es la métrica de fondo constante que se obtiene al coraelagl puntg. Por otro lado, en
esta aproximaciobn podemos suponer que la frontera es no.@#ai que, intentar resolver las ecuaciones
de onda no lineales para los coeficientes métricos se reduteroblema lineal de coeficientes constantes
sobre el dominid? = (0,00) x X. Adicionalmente, notese que, bajo una adecuada tranafodm de
coordenadas, que deja la foliacitip = {t} x ¥ invariante, es posible llevar la métrigg, (p) a la forma

§(p) = —dt? + (do + Bdt)* + dy* + d2?, (4.41)

dondeg es una constante. Para ver esto, comencemos suponiendofguaad mas general de la métrica
b(p) es

§(p) = —a?dT? + hij (dX* + 5" dT) (dX? 4 37 dT),
dondea y 3 son una constante positiva y un vector constante respeivie. Adicionalmente, podemos
descomponer la métrica espacial constante como

hi; dX' dX7 = N (dX1>2 + Hap (dX* 4+ 04 dX") (axP 407 ax?),

dondeN es una constante positiva, el vector bidimensidrfaks constante ¥4 denota una métrica
bidimensional; es claro que los indicésy B corren de dos a tres. En dos dimensiones siempre es posible
hacer una transformacion de coordenadas, involucrarsdoolardenada’? y X3, que lleve la métrica
bidimensional a la formdl 45 = § 4. Adicionalmente, usando la transformacibn = N X1, Y4 =

X4 + b4 X1, que claramente dejadainvariante, podemos reescribir la métrica espacial chme- J;;.

5Desde el punto de vista numeérico este es el régimen de rimaportancia. Cuando se incrementa la resolucion
espacial en una solucidbn numérica de un sistema de etieaaital planteado, algunas inestabilidades pueden crecer
mas rapidamente; altas frecuencias se pueden tradugir @amento en la resolucion numeérica.
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Finalmente, usando = o T,z = Y',y = Y? 4+ 3°T, z = Y? 4+ 3° T, la métricad,,, (p) se puede
reescribir como (4.41).
Teniendo en cuenta (4.41), las ecuaciones de evolucidf)(de pueden expresar como

— O 2000 + (1— 57) 02+ 02 + 02| by = Fo (4.42)

En las siguientes secciones analizaremos el problema ciesahiciales asociado con las ecuaciones
de evolucion (4.42) y el conjunto de condiciones de franfesentados antes. Para esto, supondremos
gue la magnitud de la constantees mucho menor que uno. Notese que esta condicibn no esstria-r
cion, por construccion, en la frontera esta condiciopatisface automaticamente ya que hemos asumido
que la fronterd/” es una superficie tipo espacio.

4.2.1. Condiciones de frontera de primer orden

En la aproximacion de coeficientes congelados, las cardsi de frontera de primer orden (4.13)—
(4.19) se reduce a

Fohy = p, (4.43)
Fouhye = m, (4.44)
Houhim = a1, (4.45)
Vb = 2 Ohi +2 (42 - i%,g?m) , (4.46)
Vduhn = Kby + mPOuhym + O hy — Hy | (4.47)
Pduhim = K Ouhim + mPOuhug, + MOl — Ho | (4.48)
FOuhie = kO + M Ouhung + Ol — Hi, (4.49)

Necesitamos ahora encontrar una base nula adapta a lardroN&#ese que, con respecto a la métri-
ca (4.41) tenemos que
Ao, = 0y — Oy , 819, = —0,,

y, por lo tanto,

vo, = —=(o-[1+80.)
K9, — %(@—l—[l—ﬁ]&v), (4.50)
mhe, = %(@,—I—i@z),
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es una base nula adaptada a la frontera. Esta forma de ladmpermite escribir el sistema de ecuacio-
nes (4.42) con las condiciones de frontera (4.43)—(4.49to

[ — 02 +280,0, + (1 — B> + 02 + af]u@ — F@  sobreQ, (4.53)

[at (14 B)8,|uD = ¢ sobreT, (4.54)
donde, para este caso, el indiceorre del a 10y la funcibng; sobre la frontera depende Unicamente de
las derivadas tangenciales de primer orden'deparaj = 1, ...,7 — 1.

Antes de intentar hacer alguna estimacion para el probéareior, nétese que es suficiente suponer
datos iniciales triviales; si = «(%) es cualquier solucion suave de (4.53)—(4.54), podemasidefitonces
ﬂ(t,x,y,z) = U(t,l’,y,Z) —U(0,$,y,2§)
t@tu(O,m,y,z), tZO) (‘T)y)z) S 27 (455)

la cual satisface las ecuaciones (4.53)—(4.54) con lagdsgft”) y () modificadas y los datos iniciales
(0, z,y,2) = 0, 0yu(0,x,y,z) = 0 para todo(z, y, z) en 3. Teniendo en cuenta todo esto, lo que nos
resta por hacer es demaostrar que el sistema de ecuaciob@sddn las condiciones de frontera(4.54) tie-
ne un problema de valores iniciales bien planteado. Sin gyjapbgenemos el siguiente problema. Como la
condicion de frontera (4.54) no es maximalmente disipatier apéndice C) ya que la funcignsobre la
frontera depende de las derivadas tangenciales’deno podemos usar las técnicas tradicionales, como
la estimacion de una energia, para mostrar que el sistset@anatematicamente bien planteado. Reciente-
mente Kreiss y Winicour propusieron una nueva para mostrestabilidad de este tipo de sistemas [80].

"Notese que las derivadas a lo largoideen las expresiones (4.47)y (4.48) pueden ser reemplazadéesp
derivada a lo largo de la evolucién tempadateniendo en cuenta que

k0 = ﬁ (\/5 e ﬂ]l“ﬁu) : (4.51)

y las expresiones (4.43) y (4.45). De manera similar, loitéos k*0,,h.,,5 en la expresion (4.49) pueden ser
reemplazados por derivadas tangenciales usando

09, = 1 (V20— [1 - 1"9,.) (452

y la ecuacion (4.47), después de haber usado (4.51). Béoesta, solo las derivadas tangentes a la frontera aparecen
al lado derecho de las expresiones (4.43)—(4.49). Estogmerditil en las implementaciones numeéricas.
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Teniendo en cuenta esto, a continuacion construiremogstiraacion para las soluciones de (4.53) en
terminos de los datos en la frontera; mostraremos que pdoat> 0 y todas las soluciones suave$
de (4.53) y (4.54) con datos iniciales triviales, existe coastante”; > 0 tal que

10+ @2, 7 < G (mIFONE g0+ 10120 7) (4.56)

donde las normas anteriores son definidas como

lullyme = /fo_m Y |0 050y 0 ult,x,y, =) dt du dy dz,

laj<m

lullfmr = /Te_znt Y |05 950y 03 u(t,0,y. 2)| dt dy dz,

la]<m

con el multi-indicen: = (o, ag, ay, 02) Y o] = oy + o + oy + .8 El punto importante con la expre-
sion (4.56) es que con ella se obtiene una estimacion @aarinal.? de las derivadas de primer orden de
la solucionu(®) con respecto a la frontef&. Por lo tanto, en la estimacion del i-ésimo problema (%.53
(4.54), la norma de las primeras derivadas.d& que aparecen eff”) pueden ser estimadas y obtenemos
la siguiente estimacion glob&lpara toda; > 0y soluciones suaves,, del problema de valores iniciales
con frontera (4.42), (4.43)—(4.49) con datos inicialesdles, existe una constanté> 0 tal que:

3

3
Y @lhwllae + Ihwliir) < C a7t D0 1Fwlion + Iplhor +lInlhor
H,v=0 H,v=0

3
+ ||QI||%,0,T + H‘DH%,O,T + Z HHHH%,O,T
n=0

Para probar la estimacion (4.56), debemos suponer unei@olsuaveu = u(? de las ecuaciones
tipo onda (4.53)—(4.54) con datos iniciales triviales, esitlu(0, z,y, z) = 0y du(0,z,y,z) = 0 para

8Un comentario acerca de la notacion. Un multi-indiagimensional es un vecter = (a1, as, ..., a,, ), donde
a; €s un nimero entero, que cumple conust 5 € Njj entonceja + 8 = a1 + B1, a2 + B2, ..., £ Bn),
a<f <& «a; < (;paratoda, etc.

%Los problemas que satisfacen esta clase de estimaciortescipm la existencia de las soluciones son usual-
mente llamadofuertemente bien planteados en el sentido generalifa@080]. Sin embargo, nosotros usamos el
término “generalizado” para referirnos al hecho de quel&dss iniciales que usamos son triviales y que las normas
involucran una integracion en el tiempo.
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(x,y, z) sobre la superfici&, fijar la constante) > 0y definir la funcionu,,,

e Mu(x,y,z) parat >0,

(4.57)
0 parat < 0.

un(t7 z,Y, Z) = {
Adicionalmente, denotamos la transformada de Fourier,d& «,y, z) con respecto a las coordenadas
(t, y,2) cOoMOty, (&, z,wy,w,) Y COMOU(s, T, wy,w.) = Uy(, z,wy,w.), cONs = n + i, a la transfor-
mada de Fourier-Laplace de[66]. Con estas definiciones, uno puede ver faciimente gudericion,
usando (4.53) y (4.54), satisface el sistema de ecuaciodamnas

[—32 +20850, + (1 —32)0? — wz] @=F, sobreze (0,00), (4.58)
[s—(1+p)0;]u=¢G, enx=0, (4.59)

dondew = /w2 + w2y F'y g denotan la transformacion Fourier-Laplace/ié’ y ¢(*) respectivamen-
te. Este conjunto de ecuaciones se puede reescribir comigtama de ecuaciones de primer orden si

introducimos la variable .
k
dondek = /|s|? + w?y~y =1/4/1 — 32. Con esto, el sistema de ecuaciones (4.58)- (4.59) sedramesf

en

(am +~%3 s) u, (4.60)

V=

Oy = M(s,w)+ f,  sobrez e (0,00), (4.61)
L(s,w)w=g, enzx=0, (4.62)

donde hemos definido

-

2 !
- ﬁS 1 ! -2
M(s,w) =k ) L(s,w)=(s,— )

( ) (74(3/2—’_7_2"‘)/2) _7263/> ( ) ( Y )

[STN -3
N~
=
Il
==
N
e ©
N~
@

Il
—_
w‘ |
LS}

cons’ = s/kyw = w/k. Notese ques’|*> + |w’|? = 1. Los valores y vectores propios correspondiente
de M estan dados por

_ A2 _ / 2 —2,,2 —
Mi—Vk‘( Bs +/s?%+ 7~ W), et <:|:2 8/2_1_7_2&]/2)7
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donde la raiz cuadrada tiene la parte real positiva pata’Re- 0. Uno puede mostrar para este caso
quel®

Re(v s + 7‘%}’2) > Re(s),
lo cual implica que Rgu—) < 0 < Re(). Nosotros estamos interesados en la solucion de (4.662}(4
que decae cuando— oo, es decir,

w(s,z,w) =ocelTe_ . (4.63)
La constanter satisface la relacion
[s’ + /52 fy—%ﬂ} c=37. (4.64)
Es posible mostrar que existe una constante posiiva 0 tal que!

s/—l— 52 _1_7—2&]/2 2527

para todo R&’) > 0y todow’ € R con|s’|? + |o'|? = 1. Por lo tanto, existe una constarite > 0 tal
que
|w(870>w)| < C(1 |§(3>w)| ) (465)

para todo Rés) > 0y w € R. De acuerdo a [80], esto significa que el sistemastablemente acotado
Kreiss y Winicour mostraron en [80] que esto implica la exisia de un simetrizaddii = H(s',w’),
dondeH es una matri2 x 2 compleja y hermitiana, que cumple con las siguientes @iasi (ver apéndi-
ce A):

1. H(s',w') depende suavemente @&, ).
2. Existe una constantg > 0 tal que
HM + M*H > ¢,Re(s)] , (4.66)

para todo Rés) > 0y todow € R. La matrizI, denota la matriz identida® x 2.

1ONotese que sy, &', a, b son nimeros reales tal gsfe= ' +i¢’y \/s'2 + y~2w’2 = a+ib. Entonces, tomando
el cuadrado de la Gltima expresion obtenem/@s = aby a* + (€2 — 7/ — y~2w'?)a® — 1’?¢? = 0, de lo cual
podemos concluir que® > n'2.

LVer prueba del lema 3 de [80].
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3. Existen constantes > 0yC, > 0 tal que
(w, HB) > eq |w0]* — Cy )%, (4.67)

para todaw que satisface la condicion de frontdrés, w)w = g, donde< .,. > denota el producto
escalar usual sobr@? y |.| la norma correspondiente.

Usando este simetrizador, la estimacion (4.56) puedel#enioa de la siguiente manera. Comencemos
usando la expresion (4.61) y (4.66). Con esto tenemos que

Oy (0, H®) = 2 (i, HO,i)
= (@, (HM + M*H)d) + 2 <wa>

~12

> ciRels) [l K [ - |HF|

dondeK > 0. Integrando ambos lados con respecioem el intervald0, oo] y eligiendoK = ¢;Re(s) /2,
obtenemos, después de haber usado (4.67), que:

o0 2 2 [e.9] B
R ode < = |- <@, Hi ——— [ [Hf?d
d) [lafde <2 |- < 0>t o [
0 0

£1 e2Re(s)

ComoH = H(s',w') depende suavemente (€,.’) y |s'|? + |w'|? = 1, existe una constantés > 0
tal que|H f| < Cs|f| para todo(s’,w’) que satisface Re’) > 0y |s|> + |«/|> = 1. Usando esto y
multiplicando la desigualdad anterior pt, obtenemos

2 ) ) 4T
< Z (e lif|,_,+Cald?) + / H F2da
0

o [ (Wil + osaP)do+ (i +o.aP)| <o fat [1FPas+ig?| . o9

0 0

para alguna constant > 0. Finalmente, la estimacion (4.56) se obtiene despuéstegrar sobrg, w,

y w.) y usando la identidad de Parse¥aLa existencia de las soluciones se sigue de la ecuaciords (4.

12Si F(v) y G(v) son la transformada de Fourier fig) y g(t), respectivamente. Entonces la relacion de Parseval
nos dice que

| _twsva= [~ corrvya.

dondeg denota el complejo conjugado de la funcipn
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y(4.62) y los resultados usuales de ecuaciones diferesabatlinarias.

Antes de estudiar el problema de valores iniciales con camiis de frontera de segundo y mas
alto orden, nbtese que la estimacion (4.56) puede serd@emaela de la siguiente manera. Para cada
m = 2, 3,4, ... existe una constantg; ,,, tal que

77Hu(2)”2,m,9 + Hu(l)”%,m,’f < Ci,m (n_l”f(i)H%,m—l,Q + H‘F(i)”2,m—2,’f + ”q(i)”2,m—1,7-) ’ (469)

para toda) > 0y toda solucion suave®) restringida a que sus primerasderivada temporales se anulan
ent = 0. Esto siempre se puede conseguir usando la transformacion

aD(t,z,y,2) = u(t,2,y,2)
m
- Y L@ 0wy, 20, @uppex.  (@70)
Notese que las ecuaciones de evolucion implican entaneetas primeraénm — 2) derivadas temporales
de F' se anulan idénticamente én= 0. Para probar la estimacion (4.69), primero multiplicar($8)

pork?,conj = 1,2,...m — 1. Esto conduce a las estimaciones deseadas para las deti@aganciales.
Para estimar la derivadas normales, usamos la ecuacicoldeién

0,20 = ~* [(32 + W) — 2650, 1 + F} ,

y el hecho que) = Re(s) < k, de lo cual obtenemos:

[\

J=0 J=0 J=

/nZ\km—jaganH > kI odal? < Cpn /77—1 k™19 F 2 da
o J 2=0 0

m—2

L o S A

=0

_|_
j=0

para alguna constant&,,. La estimacion (4.69) se tiene entonces después de tgaatén sobre w, y
w, Yy con la identidad de Parseval.
4.2.2. Condiciones de frontera de segundo y de orden mayor

Para analizar el problema de valores iniciales resultdniteponer las condiciones de segundo orden
0 mas alto orden, generalizamos la estimacion anteri@pa> 2. En el aproximacion de coeficientes
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congelados, el sistema de ecuaciones de evolucion concomes de frontera de segundo o mas alto
orden tiene la forma,

[—07 +280,0, + (1 — 2)92 + 02 + 0] u') = F) sobre Q, (4.71)

[0, — (14 6)d,]™u® = ¢ sobre T, (4.72)
donde, al igual que antes, el indiceorre de uno a diez y la funciagt”) en la frontera depende dera
ésima derivada de(). Para la estimacion, una vez mas, suponemos que los datiades son triviales,
definimos la funcion:,, y tomamos su transformada de Fourier con respecto a lagidines tangenciales

(t,y, z). Con esto, obtenemos el mismo sistema de ecuaciones de pritea que en (4.61). Sin embargo,
la condicién de frontera (4.62) ahora se debe reemplazar po

Lma = (—1;ﬁ> q,

donde el operador linedl = (1 — 8)s’ — v 2k~10,. Para escribir esta expresion en forma algebraica,
notese que, en virtud de la ecuacion (4.61), tenemos

(&)-#(2) s (2)

donde la matrizB esta dada por
/ )
B=| ° T,
_72/\12 s’

y donde la parte real de la variablé = /52 + v—2w'2 es positiva. Integrando ambas lados de (4.73),

obtenemos
LM =
u\ pm _ iz
LMY = Lm=1=if

Explicitamente, podemos ver que

B L b+ b T I A
2\ —2N( - b)) b+ b ’

<

(41

=3

[SH

dondeby = s’ & )\ son los valores propios de la matiiz Por lo tanto, las condiciones de frontera de
orden mayor o igual a dos se pueden reescribir en la forma)(dah

1 - — m m
L(s,w) = i[b’}f T e (e b_)} ,
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1=\ 1 &S et £

g—<T> q—m;(m—b_)ﬁ Fx:(].
La solucion correspondiente a un término de fuente trifia= 0 que decae cuande — oo esta dada
entonces por

w(s,z,w) =ocelTe_ , (4.74)
donde la constante satisfacel.(s,w)e_o = §. Teniendo en cuenta qee = (1, —y2)\)7, esta condicion
se reduce a
Vlo=g.

Sin embargo, como se mostrd en la ultima seccion, existecanstantéd, > 0 tal que|bs| > J, para
todo Rés’) > 0y todow’ € R con|s'|? + |w'|? = 1. Asi que, existe una constan@® > 0 tal que

|U~J(S,0,w)| < 02 |§(3>w)| ’ (475)

para todo Rés) > 0y w € Ry el sistema es acotadamente estable. Entonces, usandsiitsdos de
Kreiss y Winicour [80], existe un simetrizador suave quéstate las condicionek — 3., enumeradas en
la subseccion anterior, de donde obtenemos la estimacion

) )
n/!wlzdwr @f*|,_, < C n‘l/!f\2dw+ 91|

0 0

Para alguna constanté > 0. Multiplicando a ambos lados p@f™, usando la ecuacion de evolucion
924 = A2 [(32 + w?)i — 2850, + F} y 7 = Re(s) < k, obtenemos

X m m Om—2
U/Z|km_j6£&|2d:c+ S migiae| < 6 n—l/z =10 P2
o J=0 j=0 20 o =0
m—2
+ k™I E 4162, (4.76)

J

i
o

=0
para alguna nueva constanté > 0. Usando las relaciones de Parseval y asumiendo que
8{u(0, x,y,z) = 0 paratodoj =0, 1,...m, tenemos que

Dl e+ 6l < Clo IFIE s + IFI sy + laloz],  @7D)

la cual corresponde a la estimacion, al igual que en lméalseccion, que estabamos buscando.
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4.2.3. Condiciones de frontera mixtas, de primer y de seguidorden

Para el caso en el que el sistema de ecuaciones de evolddi@®) fiene condiciones de frontera mix-
tas, por ejemplo, condiciones de frontera de primer y derskmarden, se pueden encontrar estimaciones
eguivalentes a las que discutimos en las secciones aeteridicontinuacion, siguiendo a [85, 105, 106],
estudiaremos el problema de valores iniciales asociadamomnevo conjunto de condiciones de frontera,
el cual resulta de combinar las condiciones de primer ordldr3)—(4.15) con las condiciones de segundo
orden (4.29)—(4.32) que definen el escalar de Weyén la frontera.

Empezaremos considerando las condiciones de fronterardermrden para la norma (4.43)—(4.45).
Usando la estimacion (4.69) cam = 2 tenemos que

3 3
S @lluplZog + lhll2or) < Cu| Y. (7 HIFWIE L0 + 1Ful2or)
pu=0 ©n=0
+ Apl2a g+ w2 + a2 (4.78)
Plipar T ITlp,1,r T I9Lllpa,7 | - :

Por otro lado, aplicando la estimacion (4.77) ean= 2 a las condiciones de frontera de segundo
orden (4.29)—(4.32) en el limite de altas frecuenciagmdnos

Z (77th‘|2,279 + HhHVH%,Z,T) < Gy Z (77_1”]:#1/”2,1,9 + ||~7:WH727,0,T)

pv€{k,m,m} pv€{k,m,m}
3 3
+ Z 1Pl oz + Z IHulI2 17 + 1oz 07| - (4.79)
pu=0 pn=0

Combinando estas dos estimaciones, expresiones (4.78%8) ¢btenemos

3 3

Z (w20 + Ihwllher) < Cs Z (N Fw g + 11Fwlior)
p,r=0 p,v=0

3
+ D IH 17 + ol a7 + Il sz + @l z + ol or | (4.80)
pn=0

para una constant€s que es independiente de> 0y h,,. NOtese que hemos supuesto dug y sus
primeras dos derivadas temporales se anulan=en.




4.3 Propiedades de las condiciones de frontera 86

4.3. Propiedades de las condiciones de frontera

En las anteriores secciones presentamos varias familiasrdkciones de frontera compatibles con
las constricciones de norma y mostramos, siguiendo a [8@]etjproblema acotado de valores iniciales
asociado con las ecuaciones de Einstein en la norma aranéstig bien planteado. Ahora, en esta seccion,
queremos estudiar cual es el comportamiento de estas momelicle frontera en la practica. Asumiremos,
como es natural pensar, que un conjunto de condiciones merfaoes mejor que otro entre menor sea la
diferencia entre la soluciobn no acotada y la solucién enxdiziones de frontera artificiales.

4.3.1. Coeficiente de reflexin en el imite de frecuencias altas

En el limite de frecuencias altas, el sistema de ecuaadevdlucion y sus condiciones de frontera
se reduce, como ya mostramos antes, a un problema lineaétieientes constantes de la forma (4.71)—
(4.72) restringido al semiplano > 0y a la constricciobn armonica

o o 1 o
gl“’ <Vuhua - §Vahuu> =0, (481)

donde%u = 0, ya que la métrica de fond@w es, de acuerdo con (4.41), plana. Por otro lado, para
estimar la cantidad de radiacion gravitacional reflejadéadrontera es Gtil hacer una suposicion adicio-
nal. Asumiremos que los datos iniciales se eligen de taldogoe son compatibles con la constriccion
armonica (4.81) y gue ademas suprimen las componéptes,. vy hy,, Y sus derivadas temporales. Esta
condicion no implica, como mostraremos a continuacidnguma restriccion sobre la fisica del proble-
ma, solo restringe la eleccion de coordenadas. Para mest@ supongamos qug,, es una solucion
arbitraria de (4.71) satisfaciendo la constriccion anioé (4.81). Bajo una transformacion infinitesimal
de coordenadag* = z# + £#, dondeé” << 1, la métricah,,, transforma de acuerdo con

hjw = hu + 20,8, - (4.82)
Es facil ver, ya qué,, satisface por si mismo la ecuacion tipo onda
RAVA VI [—Wgu + vmvm] €, =0. (4.83)

que la métricah;w también satisface la construccion armonica. Por otlo,l@xigiendo que las compo-
nentes métricas),;, hy, y h;,, y sus derivadas temporales se anulen en la superficie jrobi@nemos las
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siguientes condiciones:

hy = hy+vV2[0& —(1+6)0:4] =0, (4.84)
1
hy = hu+ 7 [0:(& + &) — (1 + 3)0:6 + (1 — 3)0:&] =0, (4.85)
1
him = hlm + ﬁ [atfm - (1 + ﬁ)amgm + (83; +Zaz)£l] = 07 (486)
Vihyy = Vihu+ (0; +02) & =0, (4.87)
Vie(2hyy, — hyy) = N(2hy — hy) + 2V20:. & + (05 4+ 92) &, =0, (4.88)
2Pl = 2%hum + 29 Nkl + (07 + 02) Em = 0, (4.89)

donde hemos usado la tétrada (4.50) y la expresion (4.88)ecuaciones (4.84)—(4.86) conducen a ecua-
ciones elipticas para cada superficie= constante parg, & Y & las cuales, en principio, pueden ser
resueltas. Una vez resueltas estas condiciones, podemoanssvez mas las ecuaciones (4.84)—(4.86)
para encontrar sus respectivas derivadas temporalesniuststra que es posible elegir una norma que
satisfaga la constriccion armonica y que inicialmenteiele las componentes métrica§, hj, y hy,., Yy

sus derivadas temporales. Con esto, las ecuaciones deiéwoparah,,, y las condiciones de fronte-
ra (4.13)—(4.15) o (4.33)—(4.35), que en el limite de ditasuencias se reducen a

L+1
O —(1+8)0s u=0, w = hy, hyge, b L=>0,

implican, por lo tanto, qué;; = hyx, = hy,, = 0 en todo punto del espacio y para todo tiempo. Por otro

lado, la constriccibn armonica (4.81), en esta normaglaoa a

o o

o

La primera condicion, junto con la ecuacion de ondéﬁhmm + %(mvm)hmm = 0, implica que
hmm = 0. Con esta condicion, la tercera expresion puede ser @gantegrada a lo largo dé para
obtenerh;,,,; comol* es un vector saliente en la frontera, los datos inicialea gy, determinan com-
pletamente la solucion. Finalmente, cuando determindimpgsla segunda ecuacion puede ser integrada
para obteneh,. Asi que, teniendo en cuenta los resultados anterioretamsque en la norma en la que
I*h,,, = 0, toda la dinamica del sistema esta gobernada por el sisteraauaciones de evolucion

(=07 + 28040, + (1 — 8%)02 + 0, + 02] hyym =0, (4.90)
[0 — (1 + 8)0:) " hpm = 0, (4.91)
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donde el orden de la condicion de fronterales 1 =0, 1,2, ....

Para cuantificar la cantidad de reflexiones generadas pootaticiones de frontera, siguiendo a [37,
38], consideremos una onda plana monocromatica con fneue > 0y vector de onda; = ¢ (—1,tan6,0)
cong > 0y donde el anguld € (—x/2,7/2) es el angulo de incidencia. Esta onda es reflejada en la
fronterax = 0. Asi que, la solucion general tiene la forma

hmm — €i (w t—pj.’L'j) _|_ fy ei (w t_ﬁj‘rj) R (492)

donde el vector de onda, teniendo en cuenta la reflexiop, es ¢(1,tan6,0) y v la amplitud del
coeficiente de reflexion. Para obtener una relacion dedigm, introducimos (4.92) en la ecuacion (4.90)
y en la condicion de frontera (4.91). Esta relacion estiagzr

w:q[ﬂ—i-\/l—i-tanQH} ,

para el coeficiente de reflexion

1—cosf L+l
COSQ:| (4.93)

T {1+(1+26)

Para modos con un angulo de incidenciafija/2 < 6 < w/2, el termino dentro del paréntesis cuadrado,
en la expresion anterior, es positivo y menor que uno. De@stiemos concluir que existe una relacion
de proporcionalidad inversa entre el ordemle la condicion de frontera y las reflexiones en la frontera;
tenemos menos reflexiones a medida que aumentamos el orderirdetera. Notese que si elegimos
B=0yL=00L =1, obtenemos un coeficiente de reflexiobn que coincide coneficdente obtenido
en la secciorn .B de la referencia [54].

Antes de terminar esta seccion queremos enfatizar queugstras elecciones de norma, como vere-
mMos en la siguiente seccion, el coeficiente de reflexion depende de la frecuencia ni de la longitud de
onda. Sin embargo, este coeficiente puede cambiar si usdrodgo de norma.

4.3.2. Coeficiente de reflexin usando la condicdbn de frontera sobre el tensor de distorsin

En esta seccion queremos estudiar una generalizaciGenéisis presentado en la seccion anterior.
Para esto, relajamos la la suposicion de frecuenciasyadtasu lugar supondremos que cerca a la frontera
el espacio-tiempo que estamos considerando puede dasgaitdo la métrica de Schwarzschild con masa
M y una perturbacion del espacio-tiemjdoAdicionalmente, asumiremos que la frontera exterior es una

13 a cantidadM denota la masa ADM del sistema.
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esfera de radid® > M y que la radiacion gravitacional monocromatica estaatar&zada por un numero
de ondak > M~'. Como ya hemos mencionado antes, recientemente se most8@eque la condicion
de frontera (4.29) que congela el escalar de Weytonduce a un coeficiente de reflexion que decae como
(kR)~* para radiacion gravitacional cuadrupolar y co(de)‘Q(L“) para las condiciones de frontera
de alto mayor (4.37) con momento multipolar L. Nosotros, por otro lado, calcularemos el coeficiente
de reflexibn para la condicion de frontera sobre el tensadistorsion. Notese que, como mostramos al
final de la subseccion 4.1.3, esta condicion puede serdeasga, bajo ciertas consideraciones, como el
miembroL = 0 de la jerarquia de condiciones de frontera absorbent®8g)(4or lo tanto, es de esperar
un coeficiente de reflexion que decae cofh®)~2 para la radiacion gravitacional. Sin embargo, como
mostraremos a continuacion, el coeficiente de reflexitmescala com¢kR) ™! parakR >> 1.

Para comenzar, consideremos una perturbacion impargpéuto 5) del espacio-tiempo de Schwarzs-
child. Para esto, suponemos que el espacio-tiempo tieoentafl/ = M x 52y que la métrica de fondo
o) . Puede expresarse como

8, dat de” = Jop dz® da® + r? gap dz? da® (4.94)

dondeg,, denota una la métrica sobre el espadioy 45 es la métrica usual sobig?. Los indices
a, b, ,... son los indices radial y temporal mientras que los indiceB, ... representan los indices angu-
lares. La perturbacion de la métrica de fondo tiene la form

0gab = Lap , 0gap = Qap , 6gap = r’Kap ,

donde las cantidades,;, Q 4, Y K4 dependen de las coordenaddsy . Usando esto, encontramos
que, a primer orden en la perturbacion, el tensor de diéto(4.8) asociado coty r constantes tiene la
forma

50&6 = Oa

Soap =0, (4.95)
1 -~ ~ ~ . . ~

doap = 5 b [7“2 Vi Kap —2VuQpyp + das i°° Ve QDb] ;

dondek 4z representa la parte sin traza He g, es decir,

. 1.
Kap = Kap — 5948 9P Kep,
Usando las propiedades de transformacion de las cantidage® 4, y K ap bajo una transformacion

infinitesimal (para detalles ver por ejemplo [113, 38]), seuentra quéoc 4 €s invariante con respecto
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a la transformacion de coordenadas impar, aunque no cpeatesa perturbaciones pares. Ya que la
condicion de frontera sobre el tensor de distorsion @#e8g una interpretacion invariante de norma para
el caso de perturbaciones impares solo estudiaremos sste ca

Como mostramos en el capitulo 5, las perturbaciones caodageimpar estan parametrizadas por una
escalars y una 1-formah = h, dz® sobreM de la forma

Loy =0, Qab=hpSa , Kap =26V (4S5 ,

dondeS 4 = 48V 5 Y™ coné 4 el elemento de volumen &7 y Y™ los armonicos esféricos usuales.
Con esto, siguiendo a [114], obtenemos

doap = —Ih{"™ V(4Sp) ,

donde la cantidad
(inv) .27 2
R = by — 129, (T2) ,
es invariante de norma [61]. Este invariante de norma pusdesscrito en terminos del escalar invariante
®, el cual obedece la ecuacion de Regge-Wheeler [101, 143110]

-~ U +1) 6M

A —3] ®—0, (4.96)
T T

en la forma

W) = 2, VO (r @),

donde&,, es el elemento de volumen inducido soBre[61, 113, 114]. Por lo tanto, la condicion de
frontera sobre el tensor de distorsion (4.9) implica gaegdndicion de frontera para la ecuacion de
Regge-Wheeler que controla la dinamica de la perturbagiavitacional con paridad impar es

1PV (r®) = 0. (4.97)

Finalmente, para cuantificar las reflexiones que se genenalagondicion de frontera (4.97) im-
ponemos esta condicion a un una distancia finita R < oo Yy, siguiendo a [37], supondremos ondas
monocromaticas cuadrupolares de la forma

. ) 2M
O(t,r) = ag a]; (eZk(r_t) + 76_”“(’"”)) + O (f) , (4.98)
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donde el nUimero de ondaes positivo;y es la amplitud coeficiente de reflexion y, adicionalmentends
definido los operadores

También supondremos que las coordenadas: (¢, r) son tales que

oM
Gapdz®dz® = —dt®> + dr® + O <?> , con r~ R.

Entonces, introduciendo (4.98) en la condicion de fran{ér97) obtenemos

) = [1+

4(kR)S 17Y2
(k) 2} (4.99)

3+ (kR)?]
Este coeficiente de reflexiGn(kR)| se muestra en la figura 4.2. Notese que, de esta Ultimasiéprel
coeficiente decae com@R)~! para unkR >> 1.

WE= T ]

Iyl

10"

10 2 4 6 8 10

FIGURA 4.2: Coeficiente de reflexiopy(kR)| como funcion dé R para la condicion de frontera sobre el
tensor de distorsio(¥.9) para radiacién cuadrupolar con numero de dng@aridad impar. El coeficiente
de reflexion decae cont@R)~! parakR >> 1.
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4.3.3. Experimentos nunéricos

En las secciones anteriores hemos analizado analititayreajo ciertas consideraciones, cual es el
comportamiento de algunas de las condiciones de fronterdgonos presentado antes. En esta seccion
gueremos estudiar cual es el comportamiento numéricoath@slicondiciones en la practica.

Idealmente una condicion de frontera implica, como ya nogr@enos antes, una solucion que es
idéntica a la solucién correspondiente en el dominio raiaan. Este argumento fue usado por Rinne y
colaboradores en [106] para cuantificar el comportamieatoadias condiciones de frontera usando el
siguiente procedimiento: primero se evoluciona una sotude referencia sobre un domino compu-
tacional. Después, este dominio es truncado a ciertandistdonde se imponen las condiciones de fron-
tera. El domino de referencia se elige de tal forma que cialguwdo de propagacion que se refleje en la
frontera este desconectado causalmente del dominio ttar@ara evoluciones numéricas largas. Final-
mente, se compara las solucion del domino trunad®aon la solucion.® para medir las reflexiones y
modos de propagacion que violan las constricciones intidds por la frontera. En las simulaciones que
presentamos a continuacion, usaremos este mismo praeetbnpara cuantificar la este tipo de reflexio-
nes en la frontera. Adicionalmente, supondremos que las diaitiales corresponden a un agujero negro
de Schwarzschild de madd en coordenadas de Kerr-Schild

2M
ds? = —dt? + =— (dt + dr)* + dr* +r*dQ?, (4.100)
T
con una perturbacion impar en forma de ondas gravita@smaladrupolares la cual es construida usando
el método de Teukolsky [129]. Por simplicidad, tomamos adancibn generatriz una gaussiana de la
forma

)

G(r) = Aexp [—(74;7;0)

con una amplitudd = 0.004, centrada em = 5M y o = 1.5M. Con esto, podemos encontrar datos
iniciales que satisfacen las constricciones. Esta petidh es centrada en un radio inicialge= 5M
y su longitud de onda dominante #s~ 4M. Los datos iniciales son evolucionados sobre un cascaron
esférico desde = 1.9M, justo en el interior del horizonte, y hadta= 961.9M para la solucion de refe-
rencia y hastd? = 41.9M para el dominio truncado. Las funciones de notf)ase eligen inicialmente
de tal forma que la derivada temporal del lapso (2.87) y defovede corrimiento (2.88) se anulen. Por
simplicidad, este valor d&f,, es congelado durante la evolucion.

Nuestra implementacion numérica hace uso de una formdnlagrimer orden, tanto en espacio como
en tiempo, de las ecuaciones de Einstein en la norma arm@eiteralizada. Para esto, siguiendo a [85],
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introducimos dos nuevas variables;,,, = 0;g,, Yy 11, = —t“0.g,,.- Con esto, podemos reescribir el
sistema de ecuaciones (2.81), &gy = 0, de la forma

du® + A, 0;u” = F*, (4.101)

donde la variable.* representa la coleccion de variables dinamieas= (g, , ®iu, ;) y donde
Ay las fuentesF® pueden depender de* aunque no de sus derivadas (Para detalles ver [85]). Este
sistema de ecuaciones (4.101) es evolucionado usandaligbcBpEC Caltech-Cornell Spectral Eins-
tein) que esta basado sobre una método de colocacion seuelttratpEl dominio computacional es una
cascaron esférico desde= 1.9M hasta algun- = R, el cual es dividido en subdominios con un espa-
ciamientoAr = 10M. Sobre cada subdominio la solucion se expande en polirsodd@dChebyshev en
la direccion radial y en armonicos esféridos™ en las direcciones angulares. Las resoluciones que usa-
mos son deV, € {21,31,41,51} coeficientes por subdomino para las series de Chebyshev ¥ con
L € {8,10,12,14} para los armonicos esféricos. Para cambiar la posi@da ttonteraR cambiamos el
nimero de subdominos. Por ejemplo, para el caso en eRqued61.9M hemos usado 96 subdominios.
Finalmente, para la integracion en el tiempo usamos un &#nidta de cuarto orden, con un factor de
CourantAt/Azmin = 2.25, dondeAxzmiy €s la menor distancia entre dos puntos de colocacion \&cino
Teniendo en cuenta todo la anterior, a continuacién coanearos los siguientes cuatro conjuntos de
condiciones de frontera:

1. Condiciones de frontera a primer orden (4.13)—(4.19).

2. Condiciones originales de Kreiss-Winicour present&te80]. Estas condiciones solo reemplazan
la expresion (4.16) por
Dlmm = q% ) (4102)

pero por lo demas son exactamente las mismas condiciotersaes.

3. Condiciones de segundo orden que preservan las coisigsccongelando el escaléy, expre-
siones (4.26)—(4.32).

4. Condiciones de frontera mixtas; las mismas condiciomésriares pero con las condiciones de
primer orden (4.13)—(4.15) para la norma, en lugar de lagicmmes de segundo orden (4.26)—
(4.28).
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FIGURA 4.3: DiferenciaAld con respecto a la solucion de referencia para cuatro disgesoluciones
(N», L). Izquierda: Condicion de frontera para el tensor de digtars,,, = 0 (linea continua) vs. Con-
dicion de Kreiss-Winicour (punteada). Derecha: Comdhiaile segundo orden (sélida) vs. Condicion de
frontera mixta (punteada).

La figura 4.3 muestra la norma™ de la diferenciaAl/ entre la solucidon del dominio truncado y la
solucion de referencia como funcién del tiempo; estaidadtse obtiene calculando la siguiente norma
en cada punto del espacio

AU = 1 60 [Agp Agap + ATl Allys + AD,, Ad,4Y 7 (4.103)

dondeAg,, = gg}j - g[f’lf y de manera similar para las demas variables dinamicdq.[@laramente los
resultados obtenidos para las condiciones de primer omtesigiilares. Aparece un primer pico cuando
la reflexion de la frontera exterior alcanza el centro, @osd amplitud es maxima debido a la simetria
esférica. Por otro lado, en el caso de las condiciones d¢efia de segundo orden, este mismo pico es
alrededor de dos ordenes de magnitud mas pequefio. Pamajwito de condiciones de frontera mixtas
la cantidadAl/ converge a cero para tiempos mayores glid > 300M a diferencia del caso con las
condiciones de frontera de primer orden. Desafortunadnesto no ocurre en el caso de condiciones
de segundo orden para la norma. Para este conjunto de amatiphl/ crece en el tiempo a una tasa que
aparentemente no parece depender de la resolucion de wmasianmaonoétona. Este mismo problema fue
observado en [74] y aparentemente es un problema numetamanado con la filtracion espectral.

La violacion de la constricciones se muestra en la figuralé44antidad” es una norma tensorial que
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FIGURA 4.4: Violacion de las constricciones para cuatro diferentes resoluciones,, L). Izquierda:
Condicibn de frontera para el tensor de distorsion nudtida) vs. Condicion de Kreiss-Winicour (pun-
teada). Derecha: Condicion de segundo orden (sélidd}asdicion de frontera mixta (punteada).

incluye la constriccion arménica (2.73) asi como lasstacciones adicionales originadas de la reduccion
a primer orden de [85]. Normalizam@spor la segunda derivada de la métrica asi@ue 1 significa que

las constricciones no se satisfacen. La violacion de lastdociones converge a cero cuando incremen-
tamos la resolucion para todas las condiciones de frarfista era de esperar pues todas las condiciones
de frontera preservan las constricciones.

Finalmente queremos cuantificar como las condiciones deefta afectan la radiacion gravitacio-
nal extraida de una simulacibn numérica. Esto es imptataues, como veremos en los siguientes dos
capitulos, uno de los principales objetivos de la reldéidinumérica es calcular la radiacion gravitacional
emitida por objetos compactos, tales como agujeros neBars. esto, calculamos el escallay sobre
una esfera de extraccion cercana a la frontera exteriaR.en= 40M . Ya que este escalar es invariante
de norma con respecto a transformaciones infinitesimalesatelenadas y rotaciones de la tétrada en el
espacio-tiempo de fondo de Schwarzschild, esperamos guerdores errores efi, generados por las
ambigliedades en la norma sean muy pequefios. La figura €&nmia diferencia d& 4 con respecto
a la misma cantidad obtenida de la solucion de referenciel erismo punto. Normalizamog\ V| al
méaximo en el tiempo déV,| en el radio de extraccion. De nuevo, las dos conjuntos ddicones de
frontera de primer orden tienen un comportamiento simitaando la radiacion saliente pasa através de
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FIGURA 4.5: Diferencia deV 4 con respecto a la solucién de referencia de para dos distiesoluciones.
Izquierda: Condicibn de frontera con el tensor de disborsiulo (sélida) vs. Condicibn de frontera de
Kreiss-Winicour (punteada). Derecha: Condiciones detémarde segundo orden (sélida) vs. Condiciones
de frontera mixtas (punteada).

la esfera de extraccion se origina un primer pico. Partestieradiacion se refleja en la frontera y decae
exponencialmente. Este comportamiento también es amb®en el conjunto de condiciones de frontera
mixtas y de segundo orden. sin embargo, las reflexiones seatedor de un orden de magnitud mas pe-
quefias. La cantidad\ V| decrece cuando se incremente la resolucion para las estdisiones, aunque
no para las condiciones de primer orden.

4.4. Discusdbn

Hemos encontrado varios conjuntos de condiciones de febgige preservan las constricciones para
las ecuaciones de Einstein en la norma armoénica genafaliBara comparar su comportamiento hemos
dividido estos conjuntos en condiciones de frontera degatisegundo y orden mayor; el orden se refiere
al grado mas alto de las derivas de la métrica que aparét@Enandiciones de frontera.

Las condiciones frontera de primer orden son una genecdlizale las condiciones de Kreiss y Wi-
nicour presentadas en [80]. Por otro lado, las condicioeesedundo orden nos permiten fijar el escalar
de Weyl ¥ en la frontera. A pesar de que existe una ambigliedad en ladifedi de este escalar a un
radio finito, esta condicion permite controlar, en algéntilo, la radiacion gravitacional que entra al do-
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minio computacional. Esto es importante en las simulasionenéricas, por ejemplo para cuantificar la
radiacion de las ondas gravitacionales emitidas por abjastrofisicos compactos. Adicionalmente, con
estas condiciones de frontera podemos estudiar el colaip®o de ondas gravitacionales, comenzando
con un espacio- tiempo de Minkowski, e inyectando pulsosd@® gravitacionales através de la frontera
exterior con diferentes amplitudes [115, 85]. Finalmeh&mos considerado condiciones de frontera de
orden mayor a dos que abarcan la jerarquia de las condsoitEnieonterd3;, discutidas en [37, 38]. Como
mostramos antes, una menor cantidad de reflexiones seeodgita frontera a medida guees incre-
mentado. Por otro lado, en la seccion 4.2 hemos analizapimlelema de valores iniciales asociado con
nuestras propuestas usando el método propuesto por Krid¥sicour en [80]. Finalmente, para saber
cual es el comportamiento de nuestras condiciones de feoatela practica, hemos calculado analitica-
mente el coeficiente de reflexion para cuantificar la cadtikaradiacion que se refleja en la frontera y
hemos hecho algunas pruebas numéricas.
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CAPITULO 5

ENERGIA Y MOMENTOS TRANSPORTADOS
POR LA RADIACI ON GRAVITACIONAL

Las ondas gravitacionales son perturbaciones del espanipo que viajan a la velocidad de la luz.
Este tipo de radiacion es una de las predicciones mas fares de la relatividad general aunque no
sea detectado directamente. Sin embargo, existen fuerteeias de su existencia. Por ejemplo, Hulse
y Taylor encontraron que existe un cambio en el periodo dslplPSR1913 + 16, el cual puede ser
explicado con alta precision si suponemos que el sistetaapesdiendo energia através de la emision
de radiacion gravitacional [72, 127, 77]. Las ondas gaaiiinales han tomado tanta importancia hoy en
dia que incluso se cree que, después de su detecciomwta@n en una nueva ventana de observacion
astronbmica similar a la que se tiene usando la radiadémremagnética. Asi que se estan haciendo gran-
des colaboraciones, por ejemplo los observatorios de ayrdagacionales LISA, LIGO, VIRGO, GEO
600, TAMA, para que en los proximos afios este tipo de radiasén finalmente detectada directamente.

La importancia de las ondas gravitacional radica en un girhgtho. En general, através de la emi-
sion de energia y momentos lineal y angular en forma dexcédi gravitacional, un sistema dinamico
arbitrario, como sistemas binarios de agujeros negrosigpaleanzar un estado de equilibrio. Claramente
esta radiacion debe llevar consigo informacion acerdasipropiedades fisicas del sistema mismo. Esta
es la razbn por la cual la prediccion de las ondas gravitabés provenientes de la colision de dos objetos
compactos ha sido uno de los principales temas de invegtigaa relatividad numérica en los Gltimos
afos. Sin embargo, solo recientemente se pudieron nealipalaciones numeéricas lo suficientemente
estables como para poder obtener patrones de radiacivitegianal realistas [99, 41, 16, 70, 36]. Ahora
es posible extraer la informacion astrofisica relevatgtda colisibn de dos agujeros negros como, por

99



5.1 Ondas gravitacionales y observablési¢os 100

ejemplo, la velocidad con la que el agujero negro final se mu@b, 98, 45], la magnitud y direccion
final del espin del agujero negro [44], etc.

El método tradicional para extraer la radiacion grawitaal de una simulacibn numérica se basa la
teoria de perturbaciones de un espacio-tiempo de Scloiédzdesarrollada originalmente por Regge y
Wheeler [101] y Zerilli [138] y después modificada por Mdr€para construir una teoria invariante de
norma [90]. Sin embargo, en los Ultimos afios se ha heclsgqyular, por lo menos dentro de la comuni-
dad de relatividad numérica, describir la radiacion gaaional en terminos de las componentes del tensor
de Weyl usando el formalismo de Newman—Penrose [95]. Encegiitulo obtendremos las expresiones
generales para la energia, el momento lineal y angulasgaatados por las ondas gravitacionales usando
una descomposicion de armonicos tensoriales del terstvayl. Estas expresiones seran usadas en el
capitulo 6 para cuantificar estos observables duranteola@én binaria de agujeros negros. Adicional-
mente, compararemos nuestros resultados con las exmeseEsultantes en terminos de perturbaciones
invariantes de norma [132, 98, 123].

5.1. Ondas gravitacionales y observablesdicos

En esta seccion brevemente revisamos las expresioneslgangara la energia y los momentos de las
ondas gravitacionales en la norma transversa y libre da {f@E). Para esto, comencemos considerando
una meétrica de fondo plang,, y una perturbacion metricg,,| < 1 de tal forma que, en general,
podemos escribir la métrica total como

Guv = Nuv + huu 5 (5-1)

Por otro lado, recordando que el campo gravitacional tiesegiados de libertad (ver capitulo 4), po-
demos ahora elegir la norma TT. En esta norma solo tenemdsinicisnes desconocidds™ y h™ que
representan las dos posibles polarizaciones de la onddagiemal. Por lo tanto, imponiendo las condi-
ciones

hOa = Oa (52)
R =0, (5.3)

o

Vih'i =0, (5.4)
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dondeVes la derivada covariante compatible gp}; Si suponemos gue la onda gravitacional se propaga
alo largo de la direccion, la perturbaciorh,,,, se puede expresar como

00 0 0
0 At KX 0

TT _

= 0 RX —ht 0 (53)
00 0 0

Con esta Ultima forma de la métrica podemos ahora ver cuel efecto de la onda gravitacional sobre
una distribucion de particulas de prueba. Para estojdsyesnos dos particulas separadas inicialmente
y en reposo. Supongamos, por simplicidad, que una de ellaseasel origen de nuestros sistema de
coordenadas y la otra en la posicign = ¢,0,0). Teniendo en cuenta la ecuacion geodésica, es facil
mostrar que cuando pasa la onda gravitacional produce @ilacd@n en la separacion de las particulas,
la cual satisface o |

o = —Rio0;&7 (5.6)
donde el vectog® mide la separacion coordenada entre ambas particulast®olado, usando (5.1)
podemos expresar el tensor de Riemann en términos de lalgeeionh,,, como

1
Ropu = b} (hw/ﬂu + Pgpar — Py, gy — hﬁu,au) (5.7)

De esta Ultima expresion y con (5.6) encontramos que
2¢i 2pTT N
8_5 = b &, (5.8)
otz 2 ot?
Esto significa que la separacion de dos particulas im&ate en reposo y sobre el ejsatisface

6251* _ l 8hTT;m 82£y _ l ahTTxy
a2~ 2 a2 0 oz 2° o

(5.9)

De manera similar, la separacion de dos particulas Imeiate en reposo y separadas una distancias
sobre el ejg; satisfacen la relacion

a2§y B 1 a2hTTyy _le a2hTTxx a2§x _ le a2hTTxy .

a2 2° o2 2°T a2 T a2 25 o2

(5.10)

Ahora podemos usar las expresiones (5.9) y (5.10) paradsrtehsignificado geométrico de la polariza-
cion de la onda gravitacional. Para esto consideremosilia de particulas y una particula en el centro
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FIGURA 5.1: Efecto de la polarizacién de una onda gravitacional queeaga a lo largo del efesobre

un anillo de particulas que se encuentra inicialmente jeose sobre el planey (figura de la derecha).
De acuerdo a la polarizacién de la onda, el anillo se distaasa lo largo de los ejes principales como se
muestra en la figura del centro (polarizacibho a lo largo de la diagonal (polarizacién)

de dicho anillo, tal y como se muestre en la figura 5.1. Adaiiorente, supongamos por simplicidad que
esta distribucion de particulas interacciona con unaaudvitacional que se propaga a lo largo del eje
z conhy, = Re{Age (=2} y b, = 0, donde denota Re denota la parte real. Entonces, teniendo
en cuenta (5.9) y (5.10), vemos que las particulas oacilde acuerdo a la figura 5.1-(b); la particu-
la que esta sobre el ejea una distancia del centro del anillo oscilara a lo largo de este eje con una
amplitud A = € Ap/2, mientras que la particula que se encuentra a la mismandiatapero sobre el
eje y oscilara con la misma amplitud pero desfasada, con respéab@vimiento de la particula sobre

el ejex, un angulo dep = w. De manera similar, consideremos una onda gravitaciomahgp = 0y

hay = Re{A e~«(=2)1 En analogia con el caso anterior, uno puede demostramgumatticulas sobre

el anillo se moveran de acuerdo con la figura 5.1-(c).

5.1.1. Enerday momentos transportados por la onda gravitacional

Hasta este momento hemos descrito las propiedades deuebpeibnr,,, y cual es el efecto de esta
perturbacion sobre las particulas de prueba. A contiboapor otro lado, describiremos cual es el flujo
de energia, momento lineal y angular transportado podiacén gravitacional. Para esto, supondremos
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gue estamos lo suficientemente de la region dinamica steinsa. Esto nos permite asumir que en esta
region todos los campos se propagan como ondas esféaieges, es decir,

o fe=r)

T

Con esto podemos suponer que asintoticam@yite~ — d,h = —h. Ademas, para >> 1 siempre pode-
mos asumir gue localmente la radiacion es aproximadanu@atenda plana. Esto nos permite despreciar
las derivadas angulares cuando las comparamos con laadtsivadiale$ Adicionalmente, usaremos el
tensor de momento-energia de Isaacson, el cual descrdmelgia y los momentos asociados con la ra-
diacion gravitacional promediados sobre algunas lodgiwde onda usando la aproximacion de longitud
de onda corta. En la norma TT y en un sistema inercial locatngiano, el tensor de energia-momento
de Isaacson esta dado por [132, 89]

1
T = 33— <§; 9,hTT; ayhTTij> : (5.11)

donde () denota el promedio sobre varias longitudes de onda. Usanfturha explicita de:/;” en
términos de las dos polarizaciones (5.5), podemos resapettensor de Isaacson como

Ty = o= (T 0™ + % 0,1 (5.12)

0 de manera equivalente,

T = Re (9,HO,H) , (5.13)

167
donde hemos definid& = ht — ih* y a H como el complejo conjugado dé. Podemos ahora usar

la ecuacion (5.13) para encontrar el flujo de energia y nndonge la onda gravitacional. Para esto, con-
sideremos primero el flujo de energia a lo largo de la diéecti el cual, en general, esta dado por la
componentel’”. En particular, el flujo de energia a lo largo de la diregdiadial, en un sistema de
referencia localmente cartesiano es

dE . or 1 0 T I7
g = TV =g Re("HY' H)
1 _

1Se debe ser muy cuidadosos con esta aproximacion cuaridoee tantidades que no involucran derivadas ra-
diales tales como el momento angular. Como veremos masatdetlespreciar simplemente las derivadas angulares
conduce a resultados errbneos.
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donded A es el elemento de area normal a la direccion radial. Teoien cuenta la aproximacion de onda
saliente, podemos expresar (5.14) como

dE 1 -
dtdA 167 <HH> 16 <‘H‘ > (5.15)
Finalmente, para encontrar el flujo total de energia radjemt el sistema en un tiempo dado necesitamos
integrar sobre toda la esfera de radicCon esto obtenemos

dE "
=i j[uer\ o | (5.16)
donde, para este cas@d = r2dQ condf), como ya lo hemos definido antes, el elemento de angulo
solido usual. Hemos introducido el limite deendiendo a infinito ya que el tensor de momento-energia
de Isaacson es valido solamente en la aproximacion deadéipl. Notese que no hemos considerado el
promedio sobrdéd. La integracion sobre la esfera ya es por si misma un pransadire el espacio.
Consideremos, por otro lado, el flujo de momento que correlp@ las componentes espaciales
del tensor de momento-enerdgi# . El flujo de momenta a lo largo de la direccion radial estara dado,
teniendo en cuenta (5.13), por

apr;
dtdA ~ """ 167

L Re(o,H0,1) = GIW zi<yHy2> , (5.17)

dondel es el vector radial unitario en el espacio plano,

=~
I

3|8

= (sen 6 cos p,sen @ sen p, cosf) . (5.18)

En la ultima igualdad hemos usado el hecho que asintoticgmed ~ (x;/r) J, H; usamos la relacion
gue se tiene entre la coordenada temporal y radial en laiapaoiddn de onda saliente e ignoramos las
derivadas angulares. Teniendo en cuenta esto, el flujo deentomadiado por el sistema estara dado, en
analogia con (5.16), por

dP; i r2 9
o —Thi& T6n j{l \H\ dQ . (5.19)

Finalmente, consideremos el flujo de momento angular. Udd@@ensar, en completa analogia con
el momento angular en un espacio tridimensiaba+ 7 x p, que localmente el flujo de momento de la
componente del momento angular a lo largo de la direccion radial delbbeesponder a

iR T (5.20)
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dondee;;;, es el tensor de Levi—Civita tridimensional. Sin embargoa@ste caso esta expresion no es
correcta ya que el promedio que se usa en el tensor de |saagcstmma en cuenta los términos que
decaen coma/r3, los cuales contribuyen al flujo de momento angular. La esipnecorrecta para el flujo
de momento angular, deducida por primera vez por DeWitt &4,1€n la norma TT toma la forma [132]
dj- 1

- ijk . . ab
o (x] Ohap + 204 hbk) 8,h . (5.21)

Esta expresion puede ser expresada de forma compactadiicimos los vectores de KiIIir@ asociados
con la rotacion. En términos de estos vectores, el flujo dmemto angular puede ser expresado como
i Ll (Lehap) Oph™ dQ (5.22)
dt r—oo 3271 ¢ ’
donde £¢, hy, €s la derivada de Lie de,, con respecto g} En esta Ultima expresion hemos usado la
relaciond.h = —d;h para ondas salientes.

Para expresar el flujo de momento angular en términd$ ekigual que para la energia y el momento
lineal, debemos tener cuidado al considerar la accion derleada de Lie sobre la métrica perturbada. El
camino mas simple para hacer esto es trabajar directaroenteoordenadas esféricasd, ¢). En este
caso, los vectores de momento angular tienen las companente

& = (0, —sen , — cos pcot ) (5.23)
5_;, = (0,cosp,—senpcotf) , (5.24)
& = (0,0,1) . (5.25)

Claramente el vectdf, es uno de los vectores de la base coordenada, asi que addedi® Lie a lo largo
de esta direccion se reduce simplemente a una derivadalp®ar otro lado, para calcular la derivada de
Lie a lo largo de las otras direcciones es (til introducimaro los vectores complejos angulares

Er=6 i€, (5.26)

Adicionalmente, introducimos una base coorden@gaéy, é,), y definimos los dos vectores complejos
unitarioséy = 1/\/§(é9 TFié,). Se puede mostrar que la derivada de Liedeon respecto &l esta
dada por

Le et =F (ieFPcsch) el . (5.27)
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Por otro lado, si reescribimos la perturbacifp en la norma TT en términos de la base ortonormal como:

har = B [(E0)a

1 [(@0)alEp)s + (Ep)aléo)s]
= H(e-)a(eo)y+ H (e4)aléx)s | (5.28)
podemos ahora calcular la derivada de Ligiggcon respecto al vect(f&. Por lo tanto,
Le hay = (6-)a(e_)p JeH + (é4)a(és)p JoH (5.29)
donde hemos definido los operadores
Jr = €49, —iseT¥csch
et | £i0y — cot 0, —iscscl| (5.30)

y dondes es el peso de espin de la funcion sobre la cual el operatlbraesiando. En este caso en
particular (para detalles ver péndice D) —2 paraH y s = +2 paraH. Este (ltimo resultado implica

que
(£ephay) :h® = JoH O,H + JpH 0 H
— 2Re {jiH atH} : (5.31)

Por lo tanto,

(£e,hay) Oh™® = 2Re {ij atﬁ} , (5.32)

(£e,hap) Hh™® = 2Re {ij atﬁ} . (5.33)
Finalmente, usando estas dos Gltimas expresiones en,(BlZRijo de momento angular radiado por el
sistema es

Wi e TR j{jH@HdQ (5.34)

dt s len e ’ '

donde los operadores de momento angujastan definidos como
A 1 A N
L= 3 (J+ + J_)
= —sengpdy—cosp(coth O, +iscsch) ,
. i/ .
b 50 0)
= +cospdy —seny(cotf 0, +iscsch) ,
Oy - (5.35)

<~
Il
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Es importante mencionar que, salvo por el factar, estos operadores son exactamente los mismos
operadores de momento angular de la mecéanica cuantiadysenriones con peso de espifbl].

Resumiendo, hemos encontrado las expresiones correctasgbeular el flujo de energia (5.16), de
momento lineal (5.19) y de momento angular radiados postdrsia (5.34). Ahora, dada una simulacion
numérica la pregunta natural es como se calcular los ceefégh™ y 1. La respuesta a esto no es trivial.
En una simulacion tipica se obtiene la métrica total dpbeio-tiempgy,, y no la descomposicion (5.1).
Por lo tanto, aunque tenemos las expresiones para caltfilgoele radiacion gravitacional en la practica
no las podemos usar. En la siguiente seccion presentaram@®cedimiento analogo a partir del escalar
de WeylV,, el cual nos permite calcular la energia y los momentosmenitios de la métrica generg, .

5.2. Energay momentos radiado en é&rminos del escalany,

En el capitulo 4 discutimos brevemente las propiedadessgelary, en el contexto de las reflexiones
gue son introducidas por las condiciones de frontera. Ea sstcion, por otro lado, discutiremos las
propiedades del escalar de Wdy] el cual puede ser, eligiendo una tetrada nula adecuadaioreao
con la radiacion gravitacional que sale del dominio der@geEste escalar esta definido como

Uy = Copp K*mPEFMY (5.36)

dondeC,3,,, es el tensor Weyly, en analogia con (4.1) y con (42)y m* son vectores de la base nula
construidos a partir de la base esférica de la siguientesfor

R AL
Bo= -
mh = %(é@f—l—iég),
= %(ég—z‘ég), (5.37)

conel, el!, €y y €5 la base de vectores ortonormal usuales en coordenadsaisasfe

Lo interesante de la cantiddd = h™ — ik, definida en la seccion anterior, es que también puede
ser escrita en terminos del escalar de Weyl Para ver esto, ndtese que en vacio, como ya mencionamaos
antes, el tensor de Riemann y el de Weyl son equivalenteso Barto, usando la expresion para el tensor
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de Riemann en la aproximacion linealizada (5.7), uno puedstrar que, en la aproximacion de ondas
salientes que se propagan en la direccién radial y en laadfimel escala® 4 tiene la forma

U, = — ('fﬁ - z‘iiX> — (5.38)

y el resto de los escalares de Weyl escalares se anulan. Roitdo para ondas gravitacionales salientes

t t’
H=-— / / Uy at’dt’ . (5.39)

Con esta expresion podemos calcular ahora el flujo de engidg momentos que encontramos en la
seccibn anterior, pero esta vez en terminosldeSin embargo, antes de hacer esto es conveniente pro-
yectar este escalar sobre una esfera y describir su demémdegular en terminos de armonicos esféricos
tensoriales con peso de espiros cuales notaremos comi’™ (ver apéndice D). Ya que el escaly
transforma bajo una rotacibn como un campo con peso de espi—2 podemos descomponerlo de la

podemos escribir,

siguiente manera?>
Uy=) A Lyhm(g,¢), (5.40)
lym

donde el coeficientel’™ esta dado por
Abm — f{ Ty _oY™(0,¢) d) . (5.41)

Con estas expresiones ahora calculemos el flujo de enemgfid@ por el sistema en forma de ondas
gravitacionales. Para esto, es facil ver que, usamos les%p (5.16) junto con la relacion entféy

W, (5.39),
dE .72 t ,
’n —Tk%om—ﬂj{'/_w%dt

2Bajo una rotacibn que deja invariante los vectdteg k y rota los vectores: y m un angulad tenemos que
U, se transformaa—2:90,

3Nobtese que como esta expansion esta en términos de lémiaoa tensoriales con peso de espia 2, la
suma sobre el indickdebe comenzar en= 2. Los armonicos tensoriales estan definidos solamengepar< |
y |s| < I. Por simplicidad, no escribiremos explicitamente lostiside la suma. Asumiremos que la suma sébre
comienza en 2, mientras que lanmese encuentra entrel y [.

2
s . (5.42)
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Usando ahora la relacion de ortogonalidad pafa™, encontrada en el apéndice D, podemos reescribir
la energia radiada como

, (5.43)

dE r? t
-~ — lim —— Al,m /
it~ oo 167727”:'/_00 dt

la cual es equivalente a la expresion (5.16) en teminos sledeficientes de polarizacion de la onda
gravitacional.

De manera similar, podemos expresar el momento linealdadia terminos d& , y los coeficientes
Abm™ Usando la expresion del momento radiado (5.19) y de negoudacion (5.39), obtenemos

dp; , 72 t /
dt _rliniomﬂf{l" /_00\1'46”

Esta expresion puede ser escrita en terminos de los aveéisid’ ™. Para esto, reemplazamos la expan-

2
ds . (5.44)

sibn multipolar (5.40) en la anterior ecuacion y obtenemo

dP, o N ot
e rll)ngo 17;5—71 %L:lzlfli(—zwv ) (_QYl : > aQ
X / t Abm qt! / t Al gy (5.45)

Notese que las componentes del vector rddialieden ser escritas en términos de los arménicos esgéric
tensoriales con peso de espin- 0, es decir, en téerminos de los armonicos esféricos us¥aI® de la
siguiente manera

2
l = senfcosyp = Ug [Yl’_l — Yl’l} ) (5.46)
2
ly, = senfsenyp =14/ ?ﬂ [Yl’_l + Yl’l] , (5.47)
I, = cosf=2 \/g Yo, (5.48)

Por lo tanto, la parte angular del flujo de momento lineal li@ la integral de tres armonicos esféricos
tensoriales. Estas integrales se pueden calcular, comaisstna explicitamente en el apéndice D, en
terminos de los simbolos de Wigngtm. Con esto, es facil mostrar que el flujo de momento liressh
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dado por

dPy I
PF o gm Abm
dt r—>I£1087TZ/ dt

t
x / dt/ (al,m Al,m-ﬁ-l + bl,—m Al—l,m-ﬁ-l o bl+1,m+1 Al+1,m+1) , (549)
dP
LA Al m
dt r—»oo 167T Z/ dt
t
x / at’ (e A+ dyy A7 g g AT (5.50)

donde, por simplicidad, en lugar de trabajar directamemié?®; y P, hemos definido la cantidad compleja
P, = P, + iP,. Los coeficientes, ,,,, by, ¢.m Y di » estan definidos como

G = \/(l_%iir)mﬂ), (5.51)
Cm = l(l2—T 0 (5.53)
Y e )

Finalmente, para calcular el flujo de momento angular rd@sus la expresion (5.34) en términos
del escalar de Wey ;. Des esta expresion obtenemos

dJ r2 t R t t/
— = — lim — Re f / Uy dt' ) x J; / / Uydt"dt' | dQy . (5.55)
dt r—oo 167 —0 —o0 J —00

Expresando¥, en términos de su expansion multipolar e integrando stbesfera, obtenemos (ver
apéndice D)

i _ —h’mT—2R ZZ/t AV gy
dt r—oo 167 ©

(5.56)
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Esta ves las integrales sobre la parte angular involucraroélicto de dos armonicos esféricos tensoriales,
los cuales satisfacen las relaciones de ortogonalidadessuasi que podemos obtener facilmente las
expresiones para el momento angular llevado por la ramtiagiavitacional. Estas expresiones son

t
x / (fl,mﬁlvm+1+ fh_mAl’m_l)}dt’, (5.57)

dJy _ g Ly gyt g41

x/t (fl At _ Alvm*)dt'}, (5.58)

dJZ N Im " ! Alm g4
= Hrgolﬁﬂlm{z / / Ab dtdt/ Abm g (5.59)

donde los coeficientes ,,, estan definidos

V= m)(l tm+1)
= Vil+1) —m(m+1). (5.60)

fl,m

Por convencion hemos usado du&a + i b) = i b, dondea y b son funciones reales.

Antes de finalizar esta seccion, es necesario mencionarnio pnportante con respecto a la eleccién
de la tetrada nula. Recientemente Lousto y Zlochower prasanen [86] expresiones similares para el
momento angular transportado por la onda gravitacionaleBibargo, nuestras expresiones difieren de
las de ellos por un factor de//2. Esta diferencia se origina por el uso de diferentes nozagitines de
la tetrada que se usa para definir el escalar de Weyl

5.3. Radiacbn gravitacional usando perturbaciones de Agujeros Negros

Aunque el anterior método para calcular la radiacionitaaional en términos de una descomposicién
del escalar de Weyl4 es en la practica el método usual en relatividad numénigas el Gnico. Otro
camino para calcular la energia y momentos transportadiokapadiacion gravitacional, que hasta fue




5.3 Radiacbn gravitacional usando perturbaciones de Agujeros Negros 112

hasta hace poco el método tradicionalmente usado, es déuas perturbaciones invariantes de norma de
un agujero negro de Schwarzschild. En esta seccion pegsesatbrevemente las principales ideas de esta
teoria. La motivacion para presentar esta discusionossrar que los dos métodos conducen a expresiones
equivalentes. Una discusion detallada sobre esta tpo€éide ser encontrada en [91, 87, 114].

5.3.1. Desarrollo multipolar

Para comenzar, consideremos una métrica de la forma [ferb) esta vez supondremos que la métrica
de fondo es ahora la métrica de Schwarzschild. Como laicaélle fondo es esfericamente simétrica,
es (til descomponer, en analogia con el capitulo 4, ticaédel espacio-tiempg,,, como el produc-
to del espacio bidimensional/? asociado con las coordenadasr) y la variedadS? descrita por las
coordenadas angularé ¢). Teniendo en cuenta esto, podemos expresar (5.1) en la forma

ds? = Gap da® da® + 12 Gap dz? dz® (5.61)

donde j,, denota la métrica seudo-Riemanniana sobre la variefiftl y donde la métrica
gap = diag(1,sen?#) es la métrica usual sobig?. 4 Teniendo en cuenta lo anterior, consideremos
ahora una desarrollo multipolar de la perturbadigp en terminos de los armonicos esferiads™ (0, ).

Este desarrollo separa de manera natural la perturbaci@o® sectores de acuerdo a sus propiedades
de paridad. El sector par, también conocido como axialdedas multipoles transforman conte-1)!

bajo una transformacion del tigé, ) — (7 — 6,7+ ¢) y el sector impar, o polar, donde los multipoles
transforman com¢—1)'*" bajo el mismo tipo de transformacion. Para descompbpede esta forma, es
necesario introducir los armobnicos esféricos escalasedoriales y tensoriales. Los armonicos escalares
son los armonicos esféricos usuales. Por otro lado, lnér@cos vectoriales pueden ser de dos diferentes
tipos. Los armonicos vectoriales pares que estan defimidmo el gradiente de los armonicos esféricos,

VaYhm =ybm, (5.62)
y los armonicos vectoriales impares, que estan definidosc

—e Byt = xtmy, (5.63)

4Aqui y en lo que resta de esta seccion supondremos, al qyigaén el capitulo 4, que los indicesb, - - )
corren de) a1 (representan las coordenadas sabfd y los indiceq(A, B, - - -) corren de3 a4. Adicionalmente,
la derivada covariante sobii¢? es denotada pov, y V corresponde a la derivada covariantes8n
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dondee 4 es el tensor de Levi-Civita sob&? y cuyas componentes sep, = —e,9 = §'/2 = sen .

De igual manera, es posible definir los armbnicos tenswiphres e impares. Existen dos formas de
definir los armonicos tensoriales pares: multiplicand® domonicos esféricos escalares por la métrica
gan, 0 tomando la segunda derivada covarianteYd&. Sin embargo, estas funciones no forman un
conjunto linealmente independiente. En lugar de esto esrmsar el tensor déerilli-Mathewsdefinido
como [91]°

SN 1
Zbm g = VaVYh™ 4 5 I (14+1) gagYt™. (5.64)
Por otro lado, los armdnicos tensoriales impares se pudefanr como
1 /-~ N
XM"ap =5 (v AXbMp 4 v Xhm A) . (5.65)
Con estas definiciones, la métrica perturbaga se descompone automaticamente en el sector par
dado por
(h“%b) = Hhm,vhm (5.66)
par
(hl’maB> = ghm ybmy (5.67)
par
(hl’mAB> = r? (Kl’m Gap Yh™ 4 Ggbm Zl’mAB> , (5.68)
par

y en el sector impar

(hl’mab) ~ 0, (5.69)

impar

(hlvmaB). — plmy, xbmy (5.70)
impar

<hl7mAB>impar = Bbmxtm g (5.71)

donde los coeficientgd! ™, H-™,, K™, Gb™, ht™, hb™) son funciones que en general dependen
de las coordenadasy t. Notese que com&® es una constante, los arménicos vectoriales y tensoriales
se anulan para= 0. Por otro lado, pard = 1 es facil mostrar que los armonicos tensoriales se anulan
mientras que los vectoriales no. Uno puede interpretar domrectorial par col = 1 como un modo de
norma, el cual puede ser removido bajo una transformaaéecodrdenadas adecuada [62, 114, 87]. Por

SUno puede mostrar facilimente que el tensor de Zerilli-Mathtiene traza cero. Asi que este tensor también se
podria considerar como una definicion alternativa pasdds armonicos tensoriales.
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otro lado, el modo vectorial impar cdn= 1 puede ser interpretado como una contribucion al momento
angular o modo de Kerr [114]. Teniendo en cuenta esto, suporad que > 2, al igual que en la
expansion d&, en teminos de los armonicos tensoriales presentada ecdias.2.

5.3.2. Perturbaciones invariantes de norma

En la seccion anterior mostramos como la perturbagjgnse puede descomponer en un sector par y
otro impar. Claramente esta descomposicion depende dedadenadas ya que los coeficient€s™ ,;,
Hbm,, Kbm o gbm pbmy hb™ son funciones que dependen de las coordenagas Esta propiedad
hace que estos coeficientes sean muy poco llamativos pduiemaanalisis. Sin embargo, es posible
construir invariantes de norma usando una adecuada corithinde ellos. Por ejemplo, para el caso de
una perturbacion par, los coeficientes

~ 1 2
Ktm = Kbmg 5+ Gghm — Zpaghm, (5.72)

T
HYm = HY — Vaeh™, — V™, (5.73)

donde hemos definidos™, como
! 1 e

ey = Hy — o VaGh (5.74)
son, como se mostrd en [61], invariantes de norma. Al igualen 4.3.2, los invariantes de nortia™

y H iz;n pueden ser reescritos en terminos del escalar invariante

Wy = {mm 2 (- r@akl’mﬂ , (5.75)
dondeL = I(I+1),A = (I—1)(1+2)+6M/r,yr, = V,r. Esta cantidad satisface una simple ecuacién
de onda conocida como la “ecuacion de Zerilli” [138]. Deabgmanera, podemos definir una cantidad
invariante de norma para el caso impar de la forma [61]

L = pm 2 (’”—m) (5.76)
a - a a 7'2 . .

Como mostramos en la seccion 4.3.2, este invariante sepaegpresar en terminos de del escalar

l.m 2T€ab = 7 27“a 71

i = ——— |V — — A"

impar (l—l)(l+2)[ L
27 b

~ 2r
= |V hbmy, — 2 pbmy 5.77
(1—1)(z+2)[ Ty b} ®-71)
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Usando las ecuaciones de campo de Einstein (1.1), se pudeanpse¥;,,,,, satisface la ecuacion de
onda (4.96).

La ventaja de usar las cantidades invariantes es que estatadas pueden relacionarse facilmente
con la radiacién gravitacional en la norma TT. Para ver, &stosideremos primero las perturbaciones de
norma pares. Si asintéticamente nos aproximamos a la nbfinse puede mostrar que los coeficientes
ha Y hep decaen mas rapido que, 3. Asi que, de acuerdo con la expansion multipolar (5.68Jemos
ignorar los coeficiente& "™, y H"™,,, y solo considerar los coeficientdd ™ y G™. Usando una base
ortonormal alineada con las direcciones angulares daf@sitrar que

Gl,m Zl,m
h+ lm — Zlvm — PP 5.78
( )par 2 < 00 sen2 0 > ) ( )
Zl’mg
pybm = gbm (222 5.79
( )par sen 6 ( )

Por otro lado, empleando la condicion de traza cero en lacs@o (5.68) obtenemos qu€ = 0. En
este caso el escalmlp’;? se puede reescribir combﬁ)’;? = r GY™. Esto implica que la contribucion de las
perturbaciones pares a la métrica en la norma TT se puedbiesao terminos del,,, como

\I,l,m Zl,m \Ifl’m 62 1
phybm  — 2R gbm Zee ) TRt 2y C 41| yhm 5.80
(R )gar 27 ( 90 gen26 r 062 +2 (I+1) ’ ( )
obm (Zi™N Wk im N T 0
pyim  — Ypar [ “Zop ) _ Ppar 9 _cotg| ybm 5.81
(™ par r (sen@ r <sen9> [89 cot } ’ (581)

donde hemos usado el hecho @&’ "™ = im Y™,
Ahora veamos que pasa con las perturbaciones imparesciEstistrar que la perturbacioh,,, se
puede escribir en términos de los armonicos tensoriélésY como

hl,m Xl,m
phylm = xhmg, - e 5.82
(A impar 272 < o9 sen29> ’ ( )
hl,m Xl,m
x\l,m o O
(h )impar - r2 < sen @ > . (583)

El siguiente paso es relacionar™ con el escalar invariante de non@fﬂ@1

par”

simplemente ignorar el coeficienté™,, para calculai!™, ya que queda claro de la definicion (5.77)

En este caso no podemos

que este invariante solamente depende/d®,. Sin embargo, en la norma TT estas cantidades estan
relacionadas entre si. Para entender esto, considereroosdiion transversa sobkg, 4, es decir,

Vihya = 0.
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Usando la expansion multipolar y calculando explicitarada divergencia d&’ i;’g, se encuentra que esta
condicion implica .

ve <r2 hl’ma) =S U=DU+2)h". (5.84)
Recordando que en la norma TT podemos elegir/guesea puramente espacial y como la métriga
debe ser asintéticamente la métrica de Minkowski, podeaxpresar (5.84) en la forma

1
d, (7“2 hl’mr) == (1) +2) R, (5.85)
2
Bajo el mismo argumento, también se puede reescribir leesikm (5.77) como
2
ghm 2T g plm (5.86)

lmpar (l _ 1) (l _|_ 2)
Teniendo en cuenta estos dos Ultimos resultados, podesnokiela relacion

8, (mp”” ) — ghbm (5.87)

impar

Para integrar esta expresion podemos, sin perdida deajjelael; hacer uso de la aproximacion de onda
saliente, de la cual obtenemos
Rbm o —pgbm (5.88)

impar

Asi, podemos reescribir la perturbacion impar como

I,m

\\ag Xl,m
+\{,m _ " impar Im )
(h )lmpar N 2r <X o9 sen29>
glm im 0
— _ _impar — —cotf|Yi™, 5.89
r <sen9> {89 “ } (5:89)
I,m m
(hX){,m _ _\I/impar xb Op
rmpar r sen 6
\Illm ar 82 1 m
— TP [ gzt L+ )} yhm, (5.90)

Finalmente, usando las relaciones (5.80) y (5.81) paragldsmpaciones paresy (5.89) y (5.90) para
las perturbaciones impares, podemos expresar los coédigieny 1> en la norma TT en la forma

1 Zl,m Xl,m
+ i,m Im e\ Lm P
W= 2 {\I/par (Z %~ Gen20 ) \P‘mpar (X sen? @ >] ’ (5.92)

m

Xl’mg
x - = —yhm 2. :
h Z |: par < sen 0 > impar < sen >:| (5 92)
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Notese que a pesar de que las funuoﬁrégf y \prar) son en general complejas, los coeficientesy
h* deben ser reales. Esto implica, usando las propiedades @entnicos esféricos bajo conjugacion
compleja, que

ghm — (—pymgb=m ghm _qymglem (5.93)

par par impar impar

Podemos también reescribir las expresiones en termatmsarmonicos esféricos con peso de espin.
Para esto es mas conveniente considerar la combinaadpleja H, para la cual encontramos

Z \ppar + z\plmpar) _oybm, (5.94)

Antes de calcular la energia y los momentos radiados emirtés de los escalares invariantes de
norma, es importante mencionar una convencion comuremesada en relatividad numérica. Para esto,
consideremos el escalar invariante de norma

Im 2 T‘ahfim
M

T

274 1= .
_ (hl’ma AL Ta hl’m> , (5.95)
T

T

para el sector impar introducido por Moncrief en [90]. Lanfiar de este escalar ha sido la eleccion mas
comin para estudiar las perturbaciones impares del espcipo de Schwarzschild y esta es la razén por
la cual la mayoria de las implementaciones numéricas es@ndeficion en lugar dkfn’i;ar Es posible

mostrar que asintéticamente, y considerando la normaa‘lTiﬂﬂciénQi\’/[m se reduce a

-0 lmpar . (5.96)
Por otro lado, si introducimos el reescalamiento
Im (l + 2) I,m
’ = U 5.97
par 2(l o 2) par ( )
I,m _ (l + 2)' L,m
Qimpar = M > (598)

2(1 — 2)!

es facil mostrar que la funciéH en términos d(é)par y Q se puede expresar como [132]

impar

1
H:V% {mf_/ Qmmw]ﬁwm. (5.99)
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5.3.3. Energa y momentos radiados

Con la breve discusion presentada en la seccion antdrawaa&stamos en condiciones de calcular la

1 1 Fa i NG i 1 1 lvm
energia, el momento lineal y angular en terminos de loalasts invariantes de normIafJar Y Winpar
y/o en términos dear y Q Existen dos formas de hacer esto. El camino mas naturalbssitsiir

impar"

directamente las ecuaciones (5.94) y (5.99) en las expiesipara la energia y los momentos radiados.
La otra forma es relacionar los coeficientés™ de la expansion multipolar d&, con los escalares
invariantes de norma. Nosotros elegimos esta Ultimaoopgiie, aunque es menos natural, nos permite
demostrar que nuestras expresiones son completamentaleqtes a las expresiones frecuentemente
utilizadas en relatividad numérica.

Comparando la expansion multipolar pdra con la expansion para las perturbaciones, y usando el
hecho que asintoticamenide, = —H, es facil demostrar que

1 [(+2) !
m _ - i,m m
A (l _ 2)! (\Ilpar + Z \Illmpar>
B 1 Sim - AL
- (@b i@ - (5.100)

Con esto, podemos traducir las expresiones en termind$delirectamente a las expresiones in terminos
de \prar y ghm y/o en términos dé)par yQ
Para comenzar, consideremos la energia radiada porghsist/sando las expresiones (5.43) y (5.100),
se obtiene inmediatamente
2)

dE 1~ (+2)! (],

_— = \I’ m

R N = (\
L ‘ (5.101)
T i par '

Para encontrar esta expresion hemos usado el hecho deoquzpoa consecuencia de (5.93),

impar 1mpar)

+‘\11

impar

et [

>, (‘I’fﬁ? Whi . — Wb ‘I’lmpar) =0. (5.102)

m

Por otro lado, para encontrar el momento lineal en termileos invariantes comenzamos con las
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ecuaciones (5.49)-(5.50), y usando una vez mas (5.10@neimos

dPy Glm 1
- —Z[wm%ar i

dP, 1

+1 l, ~Sl+1,
dt = 16 |:'l C| m Qpar lepar + dl+1 m (Qpar Qp—’a_r7m + Qinrlr;ar Qimps;r‘b)] s

SLm Al+1,mA+1 Im  Al+1m+1
bl+17m+1 ( par % par + Qimpar Qimpar )] , (5.103)

(5.104)

,m
donde los coeficiente§i; ., by m, cim, di.m) €Stan dados por (5.54). Estas ultimas expresiones estan
escritas solo en términos cﬂ@par, Qf;;’;ar), sin embargo, la traduccion en términos(dgs.y, ghm

impar

) es
trivial. Estas expresiones son completamente equivaentas expresiones recientemente derivadas por
Pollneyet al.en [98], y por Sopuertat al.en [123].

De manera similar, podemos obtener expresiones para el momegular radiado usando las expre-
siones (5.57)-(5.59). Se encuentra que:

dJr l m 1 l.m I,m4+1
E 29— Im Z fl m ( par par+ lepar Qimpar > ) (5105)
dJ, Olm+1 4 plm  lm+l

% T 3o Re Z fl m (Qpar par leparQimpar > ) (5106)
dJ, i L plom

dt 3921 <Qpar Qpar + lepar 1mpar> ) (5.107)

donde hemos definido
Pipar / Qinpar (5.108)

y donde de nuevo los coeficientgs,, estan dados por (5.60). Notese que las expresionesdpgayat
y dJ,/dt son manifiestamente reales. Es relativamente facil nrogtielos términos de la expresion de
dJ./dt, después de la suma, son puramente imaginarios, asi cggutthdo final es real.

Expresiones equivalentes al conjunto de ecuaciones ($489)-(5.50) y (5.57)-(5.59) para la energia
y momento radiado por la radiacion gravitacional en taoside¥,, o al conjunto (5.101), (5.103)-
(5.104) y (5.105)-(5.107) en terminos de perturbacioresatma invariantes, fueron deducidas por Thor-

SLas cuentas son considerablemente largas y, para simpli&axpresiones se debe usar varias veces (5.93) o
la expresion equivalente en términos@e
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ne en [132]. Para relacionar las expresiones de Thorne samuéstras podemos usar el hecho de que

Alm % [(H—Z)Il,m_,i((l-l-Z)Sl,m)] ’
Alm % |:(l+2)Il,—m_|_,L~<(l+2)Sl,—m)] 7 (5.109)

donde, en la notacion de Thorng”(t — r) son losmomentos multipolares de magalonde(") 1" y
() gt denota la I-esima derivada temporal de estas cantidades.

Como comentario final, observemos que para simplificar laaiw en esta seccibn no hemos intro-
ducido el limite der tendiendo a infinito. Sin embargo, este limite debe ser éiderya que todos los
resultados son validos solamente en la aproximacion deealbil.

5.4. Discusbn

Hemos deducido explicitamente las expresiones paralaaleuenergia, el momento lineal y el mo-
mento angular radiado por un sistema aislado en forma desayrdaitacionales. Partimos de una per-
turbacionh,,,, de la métrica de fondg,,, y trabajamos en la norma transversa y libre de traza (norma
TT). Con esto, rederivamos las expresiones usuales pareetgia y momentos basados en el tensor de
momento-energia propuesto por Isaacson. Introducimescallar de Weyll, y su expansion multipo-
lar en terminos de armonicos esféricos con peso de.eApartir de esto, derivamos explicitamente las
expresiones para la energia y momentos en términos dedfisientesA™. Finalmente, también pre-
sentamos la expansion multipolar en terminos de pertiohas invariantes de norma del espacio-tiempo
de Schwarzschild. En particular, con las expresionesremiriés de la expansion del escalar de Wéyl
evitamos separar la métrica de fondo del espacio-tiempergdo numéricamente el cual, en general, esta
en coordenadas arbitrarias. Antes de terminar esta discasinecesario mencionar un punto sutil. Para
calcular numéricamente los escalares de Weyhecesitamos introducir la tetrada nula (5.37). Sin em-
bargo, en la definicion de esta tetrada existen ciertasgirebbades; la radiacion gravitacional puede solo
calcularse en el infinito nulo futuro. Recientemente Lehnktoreschi analizaron este problema en [82]
y mostraron como introducir correcciones para removesestiigiiedades.

En el siguiente capitulo usaremos estas expresiones pknalac numéricamente la energia y los
momentos radiados en la colision frontal de dos agujergsose




CAPITULO 6

CoLISI ON FRONTAL DE AGUJEROS
NEGROS CON ESHN

El problema de la colisibn de objetos compactos, partiméate agujeros negros, ha sido uno de los
principales temas de investigacion en relatividad nicaédesde su comienzo; la relatividad numérica
comenz6 a desarrollarse como una rama independiente e&igacion a partir de los trabajos de Hahn
y Linquist [68] y Smarr y Eppley [120, 55, 56] sobre la cadisifrontal de agujeros negros. Sin embargo,
el problema de la colisibn de objetos compactos en orbitaregeneral, terriblemente complicado y solo
recientemente se pudo resolver [99, 41, 16]. La primeray@sta exitosa para resolver este problema
fue hecha a comienzos del 2005 por Pretorius [99]. Esta patalconsiste en hacer la evolucion de la
métrica del espacio-tiempg,, usando la norma armonica generalizada (2.72). Por ot lag grupos
de Brownsville y Goddard propusieron, de manera indepateli€evolucionar” la singularidad fisica de
cada uno de los agujeros negros [41, 16]. Esta propuesta fisarlulacion BSSN con algunas modifi-
caciones en las ecuaciones de evolucion para las varidblasrma que permiten el movimiento de la
puntura. Teniendo en cuenta lo anterior, podemos decirajaerhunidad de relatividad numérica lleva
alrededor de 40 afios estudiando el mismo problema. ¢, Pastmos tan interesados en resolver este
problema? Uno puede intentar resolver esta pregunta usands argumentos. En particular, por que se
espera que la colisibn de agujeros negros en Orbita sefuenge prominente de ondas gravitacionales,
las cuales se esperan detectar con los observatorios derateetria como el LIGO, VIRGO, GEO00,
TAMA; la colisibn de dos agujeros negros origina un agujgtamente distorsionado que alcanzara un
estado de equilibrio emitiendo una gran cantidad de rduhagiavitacional.

Usando estas propuestas, ahora es posible estudiar cotetizdle la evolucion y colision de agujeros

121



6.1 Datos iniciales 122

negros. Ademas de esto, podemos también extraer losporgientes patrones de ondas gravitaciona-
les [33, 50, 99, 41, 16, 70]. Por ejemplo, en [42, 43, 44] sedéstia colisibn de agujeros negros de igual
masa con espin. Campanelli y colaboradores encontramlagadiacion maxima de la masa en forma de
ondas gravitacionales de un sistema de dos agujeros nagtomerbita cuasi-circular es menor que el
8 % de la masa total del sistema. Por otro lado, en [18, 64] seicala velocidad final del agujero negro
resultante de la colisibn de dos de estos objetos, la cual resledor de 75 km/s para una relacion de
masag = my/mso = 0.36.

Desde luego con estos avances se inicio una fuerte comfgetarie la mayor parte de los grupos de
relatividad numérica por simular y analizar de forma gahlercolisibn de agujeros negros con y sin espin
en oOrbita. La complejidad de este tipo de simulaciones @wedplicar el analisis de algunas variables
fisicas. Esta es la razbn por la cual hemos restringidstragevoluciones numeéricas a la colision frontal
de agujeros negros. Esto nos permite tener algin contboé dos efectos adicionales que se generan
en el problema general del movimiento orbital de estostobjeEn este capitulo calculamos el flujo de
energia y de momento lineal y angular usando las expresicaleuladas en el capitulo 5. Mostramos
numeéricamente que las expresiones calculadas en t&mm@ descomposicion del escalar de Weyl
y las expresiones en términos de las perturbaciones amtas de norma son equivalentes.

6.1. Datos iniciales

Para las evoluciones que presentaremos a continuaciéoshensiderado datos iniciales tipo puntu-
ra [30] que describen dos agujeros negros inicialmentesce Con esto, podemos expresar la métrica
sobre la superficie inicidly como (ver seccion 2.4.1)

Yij = 9 i, (6.1)
donde el factor conforme, en términos de su parte regulay la parte singulat)z;,, es definido como

Y =1vpr+u.

La parte singulat) g, del factor conforme se puede escribir como

2
m
‘PBL=1+27P|, (6.2)
p=1

27—

dondem,, es la masa del i-esimo agujero negro localizada”grPor otro lado, la funciobn, la cual
representa la parte regular del factor conforme, es calaulesolviendo numéricamente la constriccion
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Hamiltoniana (2.11). En Particular, para resolver estatrmeion usamos el codigo escrito por Ansrog,
Briigmann y Tichy, el cual es descrito en [14], que hace usoé&tedos espectrales. Por otro lado, para in-
troducir el espin de los agujeros negros usamos la forma davatura extrinseca tipo Bowen-York [29],
de acuerdo con

3
Kf,ij =3 P2 (Ekim n’; np Sy + €kjm nl; Np i S;”) ) (6.3)
P

donde7i, es el vector unitario en la direccion dg y §p es el espin del p-ésimo agujero negro. La
expresion (6.3) corresponde a una solucion exacta denktraaxion de momentos.

Las configuraciones de datos iniciales que hemos consmemdesponden a colisiones frontales de
dos agujeros negros sin y con espin alineado/anti-alinedd largo del eje. Inicialmente localizamos
las punturas simétricamente sobre el egnz = +4. Nbétese que por simetria las nicas componentes
en la expansion (5.40) y en los invariantes de no€Ma. /im,.- que en principio son diferentes de cero
corresponde &> 2y m = 0. Los parametros especificos usados en cada simulagipresentados en
la tabla 6.1; hemos dividido las configuraciones de datagilis en tres grupos:

1. colisibn de agujeros sin espin,
2. colision de agujeros con la misma magnitud de espin,
3. colision de agujeros con diferentes magnitudes deespi

En el primero conjunto de datos iniciales evolucionamosadwdiguraciones. La primera configuracion
corresponde a la evolucion de dos agujeros negros de laanmisma y sin espin (denotada cofidy) y

la segunda corresponde a la colision de dos agujeros ngigrosacion y con una relacion de masas dis-
tinta de uno (denotada conmdély). Por otro lado, en el siguiente conjunto de datos iniciatesesponde

a cuatro distintas configuraciones de igual masa pero ceredties pero con diferentes orientaciones de
espin. La configuracioi/ I, corresponde a dos agujeros negros de igual masa uno de @ti@spin
orientado a lo largo d€,. La configuracionM I, corresponde a dos agujeros negros de igual masa y
espin orientados en la direcciép. De igual forma las configuraciondd 7,y MI_, corresponde a
configuraciones de datos iniciales de agujeros negros @ figaisa con espines antialineadosinal-

lYa que estamos considerando configuraciones de datodesieisialmente simétricos, las configuraciones de
datos iniciales\f I, _ y M I_, son idénticas. Hemos considerado estas dos configuragiameompletez ya que
en simulaciones preliminares encontramos filile. _ y M I_ conducian a resultados inconsistentes.
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mente, en el Gltimo grupo de datos iniciales evolucionadws agujeros negros de diferentes masas y
diferentes magnitudes de espin orientados a lo largg .de
Por otro lado, por comodidad definimos el parametrel cual mide la relacion entre las dos masa de los
agujeros negros

q= Z_; , (6.4)
donde la masa de los dos agujeros negros cumplen con labretagi < mo y el parametraz asociado,
en analogia con la solucién de Kerr, con el espin indadidie cada agujero negro
N
m Mag’
dondeM 4y es la masa del horizonte aparente, la cual se puede caltidaesde la masa irreducible
usando la expresion de Christodoulou [31, 48],

a (6.5)

52
MHA: MZ%T—|—4M2 ,

mr

(6.6)

dondel;,., es la masa irreducible definida, en terminos del area deddrde aparentel ;; 4, cOMo?

M;,, = ,/@ . (6.7)
167

El areaAy 4 es calculada numéricamente usando el cédigo descritd38). [Por otro lado, hemos ajus-
tado los datos iniciales de tal forma que la masa ADM del sigtes igual a uno. Esto fija la distancia
propia L entre los dos agujero negros, la cual es medida entre losgpuaris cercanos de los horizontes
aparentes, aproximadamenteler: 12M .3

Para completar los datos iniciales aun nos falta especifisavalores iniciales de las variables de
norma. En el caso de agujeros negros sin espih~efl usamos

B0) = o, (6.8)
a0) = 12, (6.9)

2Esta cantidad es definida en analogia con

Mirr = AHE )
V 167

dondeAy g es el area del horizonte de eventos que surge de la segyritaléetermodinamica; el area del horizonte
de eventos de un agujero negro no disminuye con el tiempo.
3Aquiy en lo que sigue)! se refiera a la masa ADM del sistema considerado.
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Ma335152 Sf/M2 Sg/MEXH al/ml ag/mg L/MADM mq q:ml/mg
Ml gg 0.0 0.0 0.0 0.0 11.59 0.5 1.0

Nlgo 0.0 0.0 0.0 0.0 11.9278 0.25 0.33

Ml 1 0.05 0.0 0.1880 0.0 13.4132 0.4962 1.0

MI 4 0.05 0.05 0.1880 0.1880 13.2438 0.4928 1.0

MI, _ 0.05 -0.05 0.1880 0.1880 13.2438 0.4928 1.0

MI_ -0.05 0.05 0.1880 0.1880 13.2438 0.4928 1.0

NI; o 0.06 0.085 0.355 0.221 11.8171 0.380 0.638

TABLA 6.1: Datos iniciales para la colisién frontal de dos agujerago® Por simplicidad, consideramos
configuraciones para las cuales la masa ADM del sistema alsaguno y localizamos los agujeros negros,
al igual que sus respectivos espines, sobre el.di¢ parametrai; es aproximadamente el parametro de
espin de un agujero negro de Kert)es la separacion propia entre los dos horizontes aparentes

donde, es el factor conforme inicial. Esta forma inicial de lapsapfo precolapsado) propuesto por
primera vez en [6] y usado por Campaneli al. para simulaciones de agujeros negros en orbita [41],
garantiza inicialmente que el sistema de ecuaciones ekregor otro lado, para agujeros negros con
espinS, # 0 es necesario usar

a(0) ~ Y57 . (6.10)

Esta condicion de nuevo garantiza que el sistema de ecuacinicialmente es regular. Elegimos, como
se sugirid en [42], el lapso inicial en la forma

B 2
R

Es facil mostrar que, lejos de las punturas, esta formaaghsiol corresponde al lapso que se obtiene al
escribir la métrica de Schwarzschild en coordenadasiigiotis (lapso isotropico).

(0) (6.11)

6.2. Metodologa

Evolucionamos el conjunto de datos iniciales presentada &bla 6.1 usando un codigo tipo BSSN
(ver capitulo 2) en el que se implemento la técnica del m@mnto de las punturas propuesto en [16].
Este cbdigo usa las herramientas computacionales de CA(38) y fue desarrollado originalmente
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por el grupo del instituto Albert Einstein (AEI) y recienteodificado por el grupo de Louisiana/AEl.

Para detalles ver por ejemplo [7, 5, 133, 131, 76]. Para tjasara estabilidad del codigo numérico
agregamos, al lado derecho de las ecuaciones de evolucidarmino de disipacion artificial de cuarto
orden de Kreiss-Oliger [78, 66], similar al que usamos ertzién 3.3. Por otro lado, evolucionamos el
lapso usando la condicion de foliaciérlog que satisface la ecuacion de evolucion

o — B0, = —2a (K — K), (6.12)

dondeKj es el valor inicial de la curvatura extrinseca que en no&stso es igual a cero. El vector de
corrimiento es evolucionado usando una forma particulaadmndicionI-driver discutida en la sec-
cion 2.3. Escrita como un conjunto de dos condiciones degrrorden, esta condicion se puede expresar

como
_ _ , 3 _
0B — 3 ajﬁl = Z aB',
OB - 0;B" = oI -3 —nB, (6.13)

donde el factor de amortiguamiento= 2 para todas las simulaciones. Notese que hemos agregado el
término—ﬁjajfi al sistema de ecuaciones (6.13). Este factor permite elinfis modos de propagacion
con velocidad cero. Baker y colaboradores encontraron @ngue si no se incluye este término en la
ecuacion de evolucion para el vector de corrimiento, tdusion deja ruido numérico donde inicialmente
se encontraba la puntura, el cual se puede amplificar dueaat®lucion.

Para calcular el espin individual de cada agujero negrala paso de tiempo, usamos el formalismo
de horizontes dinamicos [118], del cual obtenemos que

1

G

J; ?{ (¢"; R K,,)) d*V, (6.14)
AH

donde, en el horizonte)*; es un campo vectorial de Killings,,, es la curvatura extrinsec&” es un
vector radial unitario y saliente V' es el elemento de area intrinseco del horizonte. Inigatey por
simplicidad supondremos que, como se propuso en [44], lapaoentes del vectaer*; esta dado por

¢M:v = [07 _(Z - zC)v (y - yc)] ) (615)
qbuy = [(Z - ZC), 07 —(1‘ - .I'C)] ) (616)
¢Mz = [_(y - yc)v (1‘ - Z10)7 O] ) (617)

donde(zx., y., z.) €s la posicion coordenada del centro geométrico del dwatiez
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Por otro lado, para la integracion en el tiempo usamos &aoé&e lineas con un Runge-Kutta de ter-
cer orden para el tiempo y diferencias finitas de cuarto opdea las derivadas espaciales. Adicionalmen-
te, usamos una jerarguia de nueve mallas numéricas cdimannéento. Para obtener cada uno de los nue-
ve niveles de refinamiento comenzamos con la resoluci@aiteéh = M /35.7143, M /41.6667, M /50,*
localizada en la vecindad de los horizonte de cada agujgr@ng las demas las obtenemos mediante la
relacion2 : 1. Implementamos este refinamiento de mallas usando ela@gigpetdescrito en [117]. Fi-
nalmente, en todas las simulaciones, imponemos la condilg frontera de onda radiativa para la frontera
exterior localizada aproximadamente 3301/ .

6.2.1. Radiacon espuria de Bowen-York

Como ya hemos mencionado antes, estamos interesados @iarckenergia y los momentos lineal
y angular que son irradiados durante la colision frontedgigieros negros con espin a través de las ondas
gravitacionales. Esto lo podemos hacer usando la teorfiederbaciones sobre un espacio-tiempo de
Shwarzschild o a través de los escalares de Weyl, tal y caseotdnos en el capitulo 5. Sin embargo,
antes de calcular cualquiera de estos observables fidamEmos tener en cuenta un punto muy impor-
tante. Recordemos que los datos iniciales que estamosaigaralevolucionar el sistema binario son tipo
Bowen-York. Estos datos iniciales, después de resohamatriccion hamiltoniana, contienen cierta can-
tidad no despreciable de radiacion esparizsta radiacion proviene de las suposiciones no fisicaspc
que la métrica sea conformalmente plana, que se hacenacgartemos obtener los datos iniciales. Para
ilustrar esto, presentamos en la figura 6.1 el coeficientdrdote A5y en el desarrollo (5.40) del esca-
lar de WeylW¥, para tres distintas configuraciones de datos inicialeg &sificiente es calculado a una
distancia coordenada déM . Es claro que la configuracion con una menor cantidad dsd‘fadiacion”
corresponde al caso en que los datos iniciales de dos aguegoos sin espin (linea continua/azul). Por
otro lado, para las otras dos configuraciones, datos ieg@ra dos agujeros negros con espin alineado
sobre el eje y una magnitud de/m = 0.22 (linea punteada/verde) y espines alineados pero de diéeren
magnitud,a;/m = 0.1, 0.82 (linea discontinua/roja), la radiacion espuria es dehmi®rden de magni-

“Notese que las resoluciones mas finas correspontien 6.028, 0.024, 0.020, respectivamente.

SDiremos que este radiacion es espuria puesto que se gemelassuposiciones que estamos usando para
obtener los datos iniciales. Por ejemplo, si queremos ngndatos iniciales para un agujero negro de Kerr usando
Bowen-York, obtenemos, como se mostrd en [32], un espamigpo de un agujero negro de Kerr con un contenido
de ondas de Brill.
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tud que la radiacion que proviene de la colision de losexgsjnegros. Notese que un comportamiento
parecido también se observa en los invariantes de normabbtante, el modb = 2, m = 0 para estas
tres configuraciones es similar después que el sistemadta@loalas ondas gravitacionales iniciales de
Bowen-York.
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FIGURA 6.1: Coeficiente dominantdsg en el desarrolld5.40)del escalar de WeW , para tres distintas
configuraciones de datos iniciales calculado a una distaraordenada d&M. Las linea continua/azul
corresponde a la configuracion de dos agujeros negros aehngasa y con espin nulo. La linea discon-
tinua/roja corresponde a la configuracion de espines glasalle igual magnitud a lo largo del ejey,
finalmente, la linea punteada/verde corresponde a una aoafign de dos agujeros negros sobre ekeje
con espines paralelos pero de diferente magnitud. La figieaor de la derecha corresponde a la parte
real del invariante de norn@f,gr para el caso de igual masa sin espin (linea azul/continda)ipvariante

2. para una confugiracion de masa igual masa y espines merlielea roja/discontinua).

Para resolver este problema, Hannam y colaboradores peomusn [69] una nueva técnica, que
usa la superposicion de dos agujeros negros de Kerr enaraatds cuasi-isotropicas, para construir
datos iniciales para agujeros negros con espin que reptificativamente esta radiacion. Por otro lado,
Choi y colaboradores estimaron el tiempo en el que el sisiimana esta radiacion [46]. Para esto,
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ellos supusieron que cada agujero negro alcanza un estaglgudibrio, se relaja, a un agujero negro
de Kerr con la misma masa y espin. Nosotros seguiremosikist® procedimiento para no considerar

la radiacion de Bowen-York; en la practica, lo que hacenmmiegrar las expresiones (5.43), (5.49)

y (5.50) entre el intervala, y t, dondet, es el tiempo para el cual esta radiacion no es considerada.
Por supuesto, el punto inicial de integracion puede vadaa cada configuracion de datos iniciales, tal y
como se demostr6 en [46].

6.2.2. Precisbn y convergencia
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FIGURA 6.2: NormalL, de la violacién de la constriccibn hamiltoniana para lasfiguracionesM 1, .
(figura superior),M I (figura inferior izquierda) yM 1., (figura inferior derecha). Notese que hemos
escalado dos de las tres resoluciones, las mas altas, @ramstiar convergencia de segundo orden.

En las secciones anteriores hemos discutido la forma endaohtenemos los datos iniciales, las
técnicas numeéricas que debemos emplear para evolua@st@s datos y ademas la forma en la que re-
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moveremos la radiacion espuria de nuestros resultadogénuos. Sin embargo, aun no hemos discutido
nada acerca de cual es la precisibn que debemos esperardsuttados numéricos ni hemos demostrado
la convergencia del codigo numérico que estamos empledata esto, es necesario analizar las aproxi-
maciones numeéricas que se estan haciendo. Como dissudimias secciones anteriores, el error en las
diferencias finitas espaciales usada en el algoritmo riamés de orde®(h*) y el método de integracion
en el tiempo es a tercer orden. Por otro lado, el error endagatacion temporal usada por Carpet para
el refinamiento es de ordefl(At3). Por lo tanto, el orden tebrico de convergencia esperadguas a
tres. Desafortunadamente hemos encontrado numéricameetel factor de convergencias es de dos. En
la figura 6.2 mostramos la nornig, para la violacion de la constriccidon hamiltoniana paes listintas
configuraciones de datos iniciales y las tres resolucidnes(M /50, M /41.6667, M /35.7143). Notese
que hemos reescalado la norma de la constriccion hangitiarpor el factor

— ha ?

= ()
donde en nuestro casdq ~ M /42, h, = M /50,y hy ~ M/36. Un punto importante debe ser aclarado en
este punto de la discusion acerca de como es calculadantegrde la constriccion hamiltoniana. Usan-
do carpet impusimos ocho cajas o zonas de diferente reSonleai una misma simulacion. Sin embargo,
al calcular la normd.; este codigo interpola o extrapola todos los puntos a uneanigsolucion. Por
ejemplo, cuando calculamos la northapara una maxima resolucion de= M/ /50 todos los resultados
son interpolados/extrapolados a una resolucioh de M /8.

En la figura 6.3, mostramos la convergencia de la parte réahddo dominanteds, en la expan-
sion (5.40) del escalar de Weyl;, extraido enR.,; = 40M. Para esto, consideramos el valor absoluto
de la diferencia entrd/ /35 — M /40y M /40 — M /50 y reescalamos esta Ultima diferencia por el factor
1.181 para demostrar segundo orden de convergencia; usamosoiador de segundo orden para ha-
cer coincidir los tres coeficientes sobre la malla mas fihéadtor de reescalamiento es obtenido a partir
de la relacion [3] . .

UA, — UA, = (UpA, — UAS) {H} , (6.18)
dondeA, es la resolucion ala cual la solucion, es calculada y. es el orden de precision esperado, en
este casa = 2.
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FIGURA 6.3: Convergencia de la parte real del coeficieAtg para la configuracion de datos iniciales
Ml . La figura superior, en escala semilogaritmica, corredpal valor absoluto de las diferencias
M /35 — M /40 (linea azul/continua) I /40 — M /50. Notese que hemos escalado este Ultima diferencia
por un factor dd .181 para demostrar convergencia de segundo orden. La figuréinfeuestra la parte
real del coeficientelsy para estas tres resoluciones.

6.3. Enerday momentos Radiados

En esta seccitn calculamos la energia y los momento megllar radiados durante la colision frontal
de dos agujeros negros (ver tabla 6.1) usando las exprestonespondientes en términos de la descom-
posicion del escalar de Weyl, en armbénicos esféricos con peso de espin y las pertori&cinvariantes
de norma, presentadas en el capitulo anterior. Adicioertlle; para demostrar que estas expresiones son
completamente equivalentes calculamos la energia y momsesdiados a partir de la expresion (5.100).
Los resultados obtenidos son presentados en la tabla 6.2.

La figura 6.4 corresponde a la energia radiada despuéscaédén de dos agujeros negros inicial-
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FIGURA 6.4: Energia radiada en la colision frontal de dos agujerosasegin espin. La energia es calcu-
lada usando la teoria de perturbaciones o a través ehestealVeylV ,. La grafica interior de la derecha
corresponde a la diferencia del valor absoluto entre la&epa#! de los coeficientes,, para una resolu-
cibn deh = M /35 y una resolucion dé = M /40 (linea solida) y la diferencia entre el valor absoluto de
la parte real de los coeficientels, para las resoluciones de= M /40 y h = M /50 (linea punteada).
Esta ultima diferencia es escalada por un factor de 1.1&ldganostrar segundo orden de convergencia.
Todos los coeficiented, fueron calculados a una distancia coordenada-del0M .

mente en reposo sobre el ejgMlyy). Para eliminar la radiacibn espuria de Bowen-York iraegns

la expresion (5.43) a partir de un tiempo inicial te= 58.7. Nb6tese que la energia calculada através
del escalar de Weyl, (linea azul/continua) y la energia calculada atravésoderivariantes de norma
Qpar /impar (IiN€@ roja/discontinua) son aproximadamente igualeso&imamos que el sistema radia apro-
ximadament®.05 % de su masa en forma de ondas gravitacionales. Estos resutad consistentes con
los resultados presentados en [13, 46].

En la figura 6.5 presentamos la energia radiada para la aosgign inicial N7, . que corresponde a dos
agujeros negros sobre el ejeon espin y una relacion de masag;de 0.638. En los paneles superiores
presentamos la energia radiada obtenida de tres fornememtis. La linea continua/azul corresponde a la
energia calculada en términos del escalar de We\kexpresion (5.43)), la linea punteada/roja correspon-
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EQpar/imparX 1074 By, x 1070 Po(W) P(Qparfimpar)  v=(km/s)  Tiysion
Mlgy 5.25 5.23 0.000 0.000 0.00 35.968
Nlgg  4.136 4.19 1.073 x 107° 1.103 x 107° 3.21 36.023
Ml o 5.242 5.173 6.993 x 1077 7.1227 x 107 0.21 36.352
M., 5.70 5.49 0.00 0.00 0.000 36.352
Ml,_ 6.07 6.04 0.00 0.00 0.00 36.352
MI_, 6.03 6.04 0.00 0.00 0.00 36.352
NI_, 5.23 5.13 8.944107% 9.032¢<10°¢ 2.66 39.322

TABLA 6.2: Energia y momento lineal radiado en la colisibn de agsjexgros correspondientes a los
datos iniciales de la tabla 6.1. Por la simetria del problemse radia momento angular. La energia y los
momentos angulares fueron calculados usando las expesgiesentadas en el capitulo 5. Nétese que el
tiempo de fusion , que corresponde al tiempo en el que apamediorizonte en comdn, de los agujeros
negros con espili’y,sjipn NO parece cambiar significativamente con respecto al tiesepioision de los
agujeros negros sin espin.

de a la energia calculada en términos de los invariantasmead),,,, /impq, Y finalmente, la linea discon-
tinua/verde corresponde a la energia calculada en tésndiiel escalaw , el cual a su vez es calculado en
téerminos de los invariantes de norma usando la expre5id0Q); Notese que, siguiendo a [46], para no
considerar la radiaciobn de Bowen-York todas nuestrasesiqgames son integradas a partirige= 62.21.

Por otro lado, en los paneles inferiores presentamos el ahtmluto de la diferencia entre la energia cal-
culada en términos d&, y los invariantes de norma (linea continua/azul) y la erzeeg terminos d&

Y W4 [Qpar/impar]- NOtese que cuando no consideramos las ondas gravitesadnaluidas por los datos
iniciales de Bowen-York, la diferencia entre la energilewada de estas tres formas tiende a cero, es de-
cir, la energia calculada de estas tres formas es bagsitamaemisma. Por completez, en el panel superior
de la derecha presentamos la superposicion de la partéalezdeficiented,y calculado numéricamente

y en términos de los invariantes de norma. Como era de esgeracuerdo con los resultados presentados
en el panel inferior, estos dos coeficientes son equivaente
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FIGURA 6.5: Energia radiada en la colision frontal de dos agujerosasggara la configuracion de datos
iniciales N1, .. La energia es calculada usando las expresit®d8) y (5.101) Adicionalmente, para
mostrar que estas expresiones son equivalentes, usamasakios (5.100) para calcular el escalar de
Weyl U, y, una vez mas, la expresi@B.43) para calcular la energia radiada por el sistema. Los panele
superiores corresponden a la energia considerando &ciadliespuria (izquierda) y sin considerarla (de-
recha). Los paneles inferiores corresponden al valor atosde la diferencia entre la energia calculada
en términos deb, y la energia en términos de los invariantes de norma (loeginua/azul) y el valor
absoluto de la diferencia entre energia calculada eninésrdes, y la energia calculada en términos
del escalal , calculado en términos de los invariantes de norma (lineggawula/roja). Notese que en la
figura de la derecha consideramos la radiacibn espuria & equierda la despreciamos. Por completez,
en el panel superior derecho superponemos la parte reaef@ienteAs, calculado numéricamente y la
parte real del coeficientés calculado en términos de los invariantes de norma.
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6.3.1. Momento lineal radiado

La colision frontal de dos agujeros negros con una refaci® masag # 1.0 han sido estudia-
das en [12, 13, 46]. Andrade y Price estudiaron este problmf2] usando la aproximacion de li-
mite cercano, la cual usa datos iniciales que representajerag negros cercanos con un horizonte
comn; el espacio-tiempo fuera del horizonte se puedepi@r como un espacio-tiempo con una
sola puntura. Ellos predicen que la velocidad maxima coquia se desplaza el agujero negro es del
orden de~ 10km/s. Por otro lado, Anninos y Brandt presentaron en [13] el priestudio numéri-
co completamente no lineal de la colision frontal de dogeaga negros con una relacion de masas de
q € {1.0,0.75,0.50,0.25}. Ellos encontraron que la velocidad maxima con la que sevenekeagujero
negro resultante es del orden €e20 km/s. Recientemente, el grupo de Goddard presento un estudio
sistematico de la colisibn de agujeros negros de frenieycn espin en [46] usando la técnica del mo-
vimiento de punturas. Ellos encontraron que para una caafighn de datos iniciales can= 1.5, sin
espin y una masa ADM de24 la velocidad final del agujero negro es aproximadamemntekm/s.

En la figura 6.6 presentamos la componditecorrespondiente a la configuraciones de datos iniciales
M1y NIy usando los invariantes de NormB,,, /imyq- (linea roja/discontinua) y la descomposicion
del escalar de Weyl 4 en términos de los armonicos esféricos con peso de @apéa azul/continua).
Noétese que las componentgy x se anulan por simetria.

Para calcular la velocidad con la que se mueve el agujerammregultante de la colisibn usamos
primero la expresion

, (6.19)

dPZ _ d3,0 Tz /t dt/A2’0 tdt/ A3,0
dt 16 J_ to

Rext=40 M

para encontrar el momento lineal radiakldy luego dividimos este momento entre la masa total de dicho
aguijero, la cual puede ser calculada a partir de la difemeamiire la masa inicial ADM y la energia radiada
por el sistema. Con esto, obtenemos que la velocidad dedraguggro resultante es de = 0.21 km/s
para la configuracion/ I oy dev, = 3.21 km/s para la configuracionV Iy. Notese que estos resultados
son compatibles con los resultados presentados en [13E4d&)s resultados hacen que el escenario de
la colisibn frontal de agujero negros sea poco interésstudms astrofisicos cuando se comparan por
ejemplo con la velocidad esperada del agujero negro sim @spveniente de una colision en orbita, la
cual es aproximadamente 20 km/s.
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FIGURA 6.6: Momento lineal en la direccibn radiado en la colision frontal de dos agujeros negros

(configuracionM 1) a un radio de extraccion d@ = 40M. Por la simetria del problema las deméas
componentes se anulan. EI momento lineal es calculado aidarigoria de perturbaciones (linea ro-

ja/discontinua) o usando el escalar de Weyl(linea azul/continua). Noétese que la velocidad con la que
se mueve el agujero negro resultant& es0.21 km/s é,. La figura interior de la derecha corresponde al
momento lineal radiado en la configuracitii,, usando el escalav, (linea azul/continua) y teoria de
perturbaciones (linea roja/discontinua). Encontramaes lgwelocidad con la que se desplaza el agujero
negro final e¥ = 3.21 km/s é,. Estos resultados son consistentes con los resultadositaése en [46].
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6.4. Discusbn

Después del auge que tuvo la relatividad numérica remiesnte con los trabajos de Pretorius y los
grupos de Brownsville y Goddard, se intensifico el estudidadcolision de agujeros negros con su res-
pectivo patrbn de ondas gravitacionales en todos los agosrposibles, por ejemplo, agujeros negros en
orbita con y sin espin, con diferentes relaciones de nedsaEn el capitulo 5 rederivamos las expresiones
para calcular la energia, momentos lineal y momento angskndo una descomposicion del escalar de
Weyl ¥4 en términos de armonicos esféricos con peso de espiaciB@amos estas expresiones con las
expresiones tradicional usadas en relatividad numérid&reninos de los invariantes de norma. En este
capitulo demostramos numéricamente, usando seis coadignes de datos iniciales, que las expresiones,
por lo menos las de energia y momento lineal radiado, emtenaiel , y en términos de los invariantes de
norma, son completamente equivalentes. Estos resultadaasistentes con los resultados presentados
en [13, 46].

En latabla 6.2 presentamos los resultados obtenidos passrasi siete configuraciones de datos iniciales.
Notese que la masa radiada por el sistema en forma de oraldétagionales no cambia significativamente
por la presencia del espin. De manera similar el tiempo tisi@o es aproximadamente el mismo para
todas las configuraciones. Antes de terminar esta secsionportante mencionar un punto importante.
Aunque la motivacion original para estudiar la evoluciarmérica de la colision frontal de dos agujeros
negros era estudiar cual era el efecto del espin en el tidmfzofusion de este sistema binario y cual era la
direccion y magnitud final del espin del agujero resu#taluts datos iniciales que usamos no nos permiten
concluir nada a este respecto. Claramente esto se debe ahétudadel espin que consideramos. Sin
embargo, cuando incrementamos la magnitud del espinedioediea/m ~ 0.82 no pudimos demostrar
convergencia en nuestros resultados numeéricos a ninglem.oLos errores numéricos involucrados en
este tipo de evoluciones son mayores que los resultadosadspe
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CAPITULO 7

CONCLUSIONES

En esta tesis hemos presentado un estudio cuidadoso denpegéntes aspectos en relatividad
numeérica: coédigos para la evolucién de espacio-tienguzptados a una simetria dada, condiciones de
frontera compatibles con las constricciones y la radagiavitacional proveniente de la colisibn de un
sistema binario de agujeros negros.

En el capitulo 3 describimos una nueva técnica de regalifin de codigos para la evolucion de
espacio-tiempos esférica y axialmente simétricos. lircial motivacion para implementar un codigo
adaptado a una simetria de un problema dado es que podeted la cantidad de recursos compu-
tacionales, esto nos permite estudiar con bastante dptalddemas tales como fenbmenos criticos en el
colapso gravitacional [47], colision frontal de agujeregros, etc. Por supuesto, podemos también ar-
gumentar que con las nuevas técnicas de refinamientosatidapt[34, 17] o codigos de refinamiento
como Carpet, podemos también reducir la cantidad de eswemputacionales. Sin embargo, una de
la razones por las cuales insistimos en usar codigos attepes el de intentar responder a la pregunta
de como implementar un codigo en simetria axial estaldle sBpuesto, si implementamos estas técni-
cas en los codigos adaptados podriamos reducir considarante las necesidades computacionales con
respecto a un codigo tridimensional. En ese capitulofraam®s analitica y numéricamente que nuestro
procedimiento de regularizacién es independiente dettaatsra hiperbblica del sistema de ecuaciones
usado. Para esto, implementamos este algoritmo de regpdinm para el sistema de ecuaciones de evo-
lucibn ADM en simetria axial y el sistema NOR para espdieioypos esférica y axialmente simétricos
y evolucionamos dos clase de datos inicialésmodo de prueba, evolucionamos un espacio-tiempo de

1Elegimos trabajar con el sistema de ecuaciones tipo NORgam &l sistema de ecuaciones BSSN por que es
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Minkowsi en ambas simetrias con una perturbacion gaaigsicial en la funcion de lapso. Esto nos ase-
gura que la dinamica no sea trivial. Encontramos que laigetion se propaga a lo largo del dominio
computacional, en particular alrededor del origea 0 y del eje de simetria = 0, y las componentes

de la métrica, curvatura extrinseca y las demas vadahiféamicas permanecen regulares durante toda la
evolucion numeérica. Por otro lado, evolucionamos el eispempo de ondas de Brill que corresponde
a una solucién de ondas gravitacionales no lineal. Pagueseque nuestras evoluciones se encuentran
dentro del régimen no lineal, aunque sin colapsar a un aspujeegro, consideramos una amplitud apro-
ximada dex ~ 3. Nuestras resultados muestran que, como era de esperamndis de Brill se dispersan
completamente vy las variables permanecen regulares dudeaevolucion. Un punto importante debe ser
mencionado aqui. Aungue mostramos convergencia de ausEdigo numérico para los experimentos
gque presentamos, encontramos que para campos gravitasiamansos, por ejemplo espacio-tiempo de
ondas de Brill con una amplitud~ 5, el codigo numeérico se hace rapidamente inestablea@lante es-

tas inestabilidades no son generadas por los terminos-tipp, puesto que estas inestabilidades tendrian
gue aparecer en los experimentos que presentamos entale8piCreemos que estas inestabilidades son
inherentes el sistema de ecuacion tipo NOR que usamosgsaeamdluciones axiales; este tipo de ecuacio-
nes es muy similar el sistema de ecuaciones Bona-Masso Yiafce y colaboradores encontraron que
este Gltimo sistema de ecuaciones presenta cierto tipeedéabilidades en coordenadas cartesianas para
campos gravitacionales intensos.

Por otro lado, en el capitulo 4 presentamos varias fami@sondiciones de frontera compatibles
con las constricciones para las ecuaciones de Einsteinremraa armonica. La motivacion para estudiar
este problema es simple. Las condiciones de frontera qusaseam la mayor parte de las simulaciones
numeéricas no son compatibles con las constricciones. dasitea que modos de propagacion que violan
las constricciones se propaguen desde la frontera y hamigegbr del dominio computacional. Miller,
Gressman y Suen mostraron en [88] que las condiciones derfacartificiales en la evolucion binaria de
estrellas de neutrones puede afectar dramaticamentelianitia en regiones cercanas a las estrellas. Como
imponer condiciones de frontera no es trivial, usamos cimaes de frontera razonablemente buenas, por
ejemplo condiciones radiativas, lo suficientemente lepra pjue no afectan la dinamica en las regiones
de interés; en las simulaciones que presentamos en allcaestudiamos la colision frontal de agujeros
negros separados una distancia coordenada aproximada=de2M vy la frontera exterior lo colocamos

mas simple de implementar numéricamente; la formutabi®R no hace ninguna descomposicion conforme de la
métrica ni de la curvatura extrinseca.
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a una distancia das0M .

Para especificar un conjunto de condiciones de frontera ahe tener en cuenta que estas condi-
ciones deben ser compatibles con las constricciones, @seitas condiciones deben garantizar que los
datos iniciales que satisfacen las constricciones debplican soluciones que satisfagan las constriccio-
nes y ademas que sean estables. No es Util imponer camebcite frontera a un conjunto de ecuaciones
de evolucibn que se haga inestable por culpa de las frenf€eaiendo en cuenta esto, elegimos trabajar
en la norma armonica porgue las ecuaciones de Einsteinesiepueescribir como un conjunto de diez
ecuaciones de evolucion tipo onda para las diez compaeréricas. Con esto, heredamos automatica-
mente toda la estructura matematica de este tipo de eoeacise debe tener cuidado cuando se intenta
aplicar los resultados obtenidos al resolver la ecuac®womtia ya que las diez componentes métricas
no representan grados de libertad fisicos. Esto nos périmiponer varias familias de condiciones de
frontera que divididos, por simplicidad, en condicionespdeer, segundo y orden mayor; el orden se
refiere al grado de las derivadas de la métrica. Mostramaltiaamente, usando una propuesta de Kreiss
y Winicour [80], y numéricamente que el problema de valangsales asociado con las ecuaciones de
Einstein en esta norma y con las condiciones de fronteraupst@s esta bien planteado. Lo interesante
de este tipo de condiciones de frontera, como se mostro0&, [@s que no es necesario imponerlas mas
alla de la zona de extraccion de ondas gravitacionales

Finalmente, en los capitulos 5 y 6 estudiamos la radiagramitacional proveniente de la colisibn
frontal de agujeros negros. Las ondas gravitacionales draado recientemente muchas importancia,
no solo por que se espera que se conviertan en una nuevaaastaonomica, sino porque ademas la
relatividad numérica por fin, después de cuarenta afimwestigacion, puede estudiar con todo detalle los
patrones de ondas gravitacionales provenientes de labcolie objetos compactos en una gran cantidad
de escenarios con relevancia astrofisica. Por otro laalqug los observatorios de ondas gravitacionales
(LIGO, VIRGO, GEO 600) estan en proceso de calibraciontareseuniendo datos, es indispensable
conocer tedricamente los posibles patrones de ondasagiaviales que se esperan observar y cuales es
su posible fuente [1].

En el capitulo 5 obtuvimos las expresiones generales dcalar la energia, el momento lineal y an-
gular transportado por las ondas gravitacionales. Pa@né&ac estas expresiones usamos dos métodos;
el primer método usa una descomposicion del escalar dé Wegn términos de los armobnicos tenso-
riales con peso de espin. Esto nos permite expresar lai@nelgs momentos radiados en términos de
los coeficientesd;,,, que se calculan directamente en la evolucion numérigaotfmlado, podemos tam-
bién calcular estos observables fisicos en términosedinpaciones invariantes de un espacio-tiempo
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de Schwarzschild; este Gltimo fue el método que tradalimente se uso dentro de la comunidad de re-
latividad numérica. Sin embargo, tiene un inconvenieRtea calcular la energia y momentos radiados,
necesitamos identificar la métrica de Schwarzschild y fugeacionk,,,.. Esta es la razon por la cual hoy
en dia usamos la extraccion de ondas gravitacionalesreimnids del escalar de Weyl,. Nbtese, sin em-
bargo, que este método tiene una gran desventaja. Para liefiescalares de Weyl necesitamos definir
la tetrada nula (5.37), lo cual no es un problema trivialaRkatalles ver por ejemplo [82]. Por otro lado,
en el capitulo 6 presentamos un breve estudio sobre lagrofimntal de agujeros negros con y sin espin,
usando la técnica de punturas moviles, para demostragmcamente que las expresiones calculadas con
estos dos métodos son equivalentes. Por simplicidadceakideramos datos iniciales correspondientes a
dos agujeros negros inicialmente sobre ekefesto automaticamente hace que todas las componentes del
momento angula.rfse anulen por simetria. Un punto importante, que no se t\duenta inicialmente,

es que todas las suposiciones que se hacen para enconttatdssniciales conducen a una solucién con
una cantidad no deseada de radiacién gravitacional. Betarido de ondas gravitacionales en el proble-
ma de la colision frontal de agujeros negros es comparaildacradiacion emanada por el sistema fisico
considerado.




APENDICE A

HIPERBOLICIDAD DE LAS ECUACIONES
DE EVOLUCI ON

En el capitulo 2 introdujimos varias formulaciones alativas a las ecuaciones de evolucion ADM.
La introduccion de estas nuevas formulaciones es neagaags se ha mostrado tebrica y empiricamente
que el problema de valores iniciales asociado con las emesiADM, usando por ejemplo las usuales
ecuaciones de evolucion para el lapso (tipo Bona-Massa) gcliacion de evolucioamma Driver
para el vector de corrimiento, esta mal planteado. En atudap? ya hemos discutido el problema de
valores iniciales asociado con las ecuaciones de Eingefitas en la norma armonica con condiciones de
frontera usando operadores pseudodiferenciales. Ensteliae, por otro lado, discutimos el problema
de valores iniciales asociado con las ecuaciones de ebolusiado en el capitulo 3 usando las llamadas
funciones propias. Una discusion detallada sobre estbepser encontrada en [3, 102].

La idea principal de garantizar que el problema de valorieglas asociado con un sistema de ecua-
ciones dado este bien planteado es que con esto podemosti@ergas, como veremos mas adelante,
pequefas perturbaciones en los datos iniciales impligaeguefias perturbaciones en la solucion final.
Asegurar esto cuando se buscan soluciones numeéricasgseinsable puesto que siempre tenemos erro-
res de redondeo que se introducen en todo cobdigo numénizitivamente decimos que el problema
de valores iniciales asociado con un sistema de ecuaciat@dien planteado si existe una solucion
Gnica del sistema que depende continuamente de los dat@des. Formalmente hablando, siguiendo
a Reula [102], un sistema de ecuaciones diferenciales estgplanteado si existe una normd y dos
constantesy y k tal que para cualquier conjunto de datos iniciales suavaslguaiert > 0 podemos
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hacer la siguiente estimacion:
lu(t, I < ke, [lu(0,.)]]. (A1)

Como consecuencia de esto tenemos que: como la norma dadésgbuede ser acotada con las misma
constante para todos los datos iniciales, automaticangarantizamos que pequefias perturbaciones en
los datos iniciales se traducen en pequefias perturbaogmmia solucion final.

A.1l. Hiperbolicidad

Para definir el concepto de hiperbolicidad, comencemosdeEmasdo un sistema d€ ecuaciones de
la formal

8tua+8ija:qa a€{l,---N}, (A.2)
dondeF7, y ¢, son funciones de y no de sus derivadas. Este sistema se puede reescribir como
g + M, 0;u° = ¢, a,be{l,---N}, (A.3)

donde hemos definidd/7,, = 0F7,/0u’ y, por simplicidad, suponemos qué’,;, es una matriz de
coeficientes constantes. Siguiendo a [103], considerefrgisbolo principal de\//,, que es definido
como

Pop(nj) = Mgbnj ,
donden; es un vector unitario arbitrario. Con esto, podemos ahartadaiguiente definicion:

Definicion A.1.1 El sistema(A.3) es fuertemente hipedlico si el Smbolo P, , tienelinicamente valores
propios reales y es diagonalizable.

Para sistemas fuertemente hiperbolicos, siempre esl@asibstruir una matriz hermitiand = H(n;)
tal que la matrizH P es simétrica, es decir,

HP-PT'H =0, (A.4)

dondePT es la matriz transpuesta d& Esta es la razon por la cual la matfiz recibe el nombre de,
como ya mencionamos en el capitulo 4, simetrizador. Adalimente, diremos que el sistema de ecuacio-
nes (A.3) es simétricamente hiperbolico si el simetrizad resulta ser independiente del vector unitario

!La mayor parte de las ecuaciones de evolucion en la relativijeneral siempre se pueden reescribir de esta
manera.




A.1. Hiperbolicidad 145

n;. La definicibn A.1.1 puede ser generalizada a sistemas lneales para los cuales la matiz/ ,;, de-
pende de.”*. Para este tipo de sistemas es necesario exigir que el igiagetr 7, el cual puede depender
ahora de:® y del vectorn?, sea suave (para detalles ver [124]). Sin embargo, paradasion presentada
aqui es suficiente con suponer que la matfiz, ;, es constante.

La importancia de la existencia del simetrizador esta i@hacla con el hecho de que cAinpodemos
definir una norma para la solucién, usualmente llamadenerda del sistem&. Esta norma es definida
como

E(t) = [[u]? = /uTHudv, (A.5)

dondeu’ es el adjunto de: y dV = dz' --- da?. Esta norma se puede emplear, cuando el sistema
es simétricamente hiperbolico y las condiciones son malknente disipativas (ver apéndice C), para
mostrar que el sistema de valores iniciales acotado esigplaiateado [81, 3].

Otra propiedad importante de los sistemas hiperbolicagpieson causales. Para entender esto, con-
sideremos el sistema de ecuaciones (A.3) ¢or= 0y, por simplicidad, supongamos que estamos en
una sola dimension ejempla SiR es la matriz construida a partir de los vectores propjate M*,,
podemos ahora definir

u=Rw = w=R tu. (A.6)

Notese que por construccion siempre es posible invRrtira que los sistemas fuertemente hiperboélicos
tienen un conjunto de completo de vectores propios indepetas. Las funciones son conocidas como
funciones propiasPor otro lado, ya que la matri se construye a partir de los vectores propioddg, ;,
bajo una transformacion de semejanza podemos reeskfiyjy, en su forma diagonal de acuerdo con

RIMR=A, (A.7)

donde la matriz\ es diagonal y cada uno de sus elementos es un valor propib tlssando (A.3) es facil
mostrar que la ecuacion de evolucion para las funciongsigsw es

oow+ Ao, w=0. (A.8)

Asi, hemos transformado el sistema de ecuaciones difatesdA.3) en un sistema desacoplado/de
ecuaciones de adveccion con velocidad de propagagipoada una de estas velocidades corresponde a

2Para cierto tipo de ecuaciones, como la ecuacion de ondap@sna coincide con la energia fisica.
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una velocidad de propagacion de cada uno de los modoseasticbs del sistema. Por lo tanto, en sis-
temas fuertemente hiperboblicos no existen modos que paguen a velocidades instantaneas. En otras
palabras, el dominio de dependencia del sistema para ¢elatpnjunto de datos iniciales es acotado.
Una detalla discusion acerca del dominio de dependencegistemas lineales y cuasi-lineales es pre-
sentada por Reula en [103]. Nbtese que hasta este puntadelsion, hemos considerado solo el caso
lineal. Para casos no lineales, en general, no podemosrdefioconjunto de funciones que simplemente
se propaguen a lo largo de las lineas caracteristicagstiains.. Aunque, en analogia con lo hecho en el
capitulo 4, podemos usar perturbaciones de un estadolrasste caso, encontramos que las perturbacio-
nes se propagan a lo largo de lineas caracteristicas fi@u~hadamente, en relatividad general podemos
usar el concepto de funciones propias ya que la no lineatidagbstas ecuaciones aparece en los terminos
fuente.

Con esta breve introduccion a sistemas hiperbolicognest ahora en condiciones de discutir las
propiedades matematicas de los sistemas de ecuaciorsesijados en el capitulo 2. Sin embargo, por
simplicidad nos limitaremos a discutir a continuacioraswénte las propiedades de los sistemas ADM y
NOR.

A.2. Hiperbolicidad de ADM

Como ya hemos mencionado antes, existen por lo menos doadqrana estudiar las propiedades de
hiperbolicidad de un sistema de ecuaciones. Con la tédeiaperadores pseudodiferenciales podemos
analizar directamente el sistema de ecuaciones de evn|ugiie son ecuaciones diferenciales de segundo
orden (ver capitulo 4). Por otro lado, la técnica de lagifumes propias, que usaremos a continuacion,
solo se puede aplicar a sistemas de ecuaciones de primer orde

Comencemos reexpresando las ecuaciones de evolucion é@idgiones de evolucion (2.10) y (2.13),
como ecuaciones de primer orden. Para esto, siguiendo ,agf#jimos las variables auxiliares

1
5 8@’7#; s Fz = 82 Ina. (Ag)

Dijkz =
Las ecuaciones de evolucion para estas variables puedebteaidas directamente de (2.10) y (2.23).
Para el analisis que sigue es suficiente con consideramtariasparte principal de las ecuaciones de

evolucion. Teniendo en cuenta esto, las ecuaciones dacéwolpara las variableB;;;, y F; toman la
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forma

aoDijk >~ - aZKjk 5 (AlO)
aoFZ' —Oéf 82K s (A.ll)

12

donde hemos definidd, = 9; — 3°0;, y donde, a partir de este momento, el simbslmdica igualdad
solamente con la parte principal. Por otro lado, para eraolatparte principal de la ecuacion de evolucion
de la curvatura extrinseca necesitamos encontrar lapantepal del tensor de Ricci. Es facil demostrar
que la parte principal de este tensor esta dada por:

1

Ryj = —3 V™ O10mij + Y0y T
! ! l

Por lo tanto, la ecuacion de evolucion para la curvatutdareseca (2.57) puede ser reescrita como

Ky =~ —a O AL (A.13)

15 )

donde hemos definidoAfj como

kE _ k k l l
Al = D+ o, [Fj) + Dyl —2D j)l] . (A.14)

Asi, considerando solo la parte principal, las ecuacidig®l se reducen al sistema de ecuaciones

80Dijk >~ - aink N (A15)
oF;, ~ —af K, (A.16)
Bk ~ —adAk . (A.17)

A pesar de que&fj no son cantidades independientes, para el analisis cam@sthaciendo es necesario
tener en cuenta sus ecuaciones de evolucion. Usando &afeed expresiones es directo mostrar que

%/

Al = —ayF O Ky —ad®; | (f+1) 0K — 274 aeKj)l] : (A.18)

Teniendo en cuenta lo anterior, en tres dimensiones tenemosnjunto d&7 ecuaciones para estudiar
que corresponden a las variables independientes dg;;, las tres componentes de las variablesy
las seis componentes independientes para la curvatuiasedal;;. La idea es entonces encontgar
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funciones propias independientes que nos permitirarbractas27 variables originale$.Por simplicidad
comencemos con las ecuaciones (A.15) y (A.16) y considesaolamente derivadas a lo largo de una
direccion arbitraria digamas. Con esto, podemos reescribir estas ecuaciones como

atF‘a - ﬁx amFa ~ 0 ) (Alg)
atDajk - ﬁx amDajk ~0 ) (AZO)

paraa # x. Notese que, teniendo en cuenta la ecuacion (A.8), lasattablest’, y las12 variablesD,,
son funciones propias con velocidad propid®. Antes de continuar con el analisis es necesario tener en
cuenta el siguiente hecho [3]. Supongamos que tenemosrie®fes(u;, ug) satisfacen el sistema de
ecuaciones

Opu1 = adpus, Owug = bdyuq . (A.22)

Este sistema tiene la estructura de una ecuacién de onfciBEnostrar que las velocidades de propaga-
cibn del sistema softv/ab y que sus correspondientes funcion propias®sen= u; F \/W’LLQ.

Para encontrar las siguientes funciones propias considsrguen, b # x. Con esto y considerando
solamente derivada a lo largo de la direccimpodemos reescribir las ecuaciones (A.17) y (A.18) como

Kay ~ —ad AL, (A.22)
QAL ~ —ay™ 0, Ky . (A.23)

Por lo tanto, de estas dos expresiones obtenemos seisrfaagoopias mas que se propagan con velocidad
— % + a/~7%.* Estas funciones tienen la forma

VY Koy F AL, (A.24)

Con esta$ nuevas funciones propias tenen20sde las27 funciones propias que buscamos. Para encon-
trar las7 funciones restantes, supongamos ahora que alguno dellossho j en la ecuacion (A.18) es
igual ax. Con esto, podemos reescribir (A.18), a orden principaha@o

DAL, ~ ay*© 0, Ky, (A.25)

3Es suficiente considerar que las funciones propias son camcibnes lineales de las cantidades origina-
lesu = (F;, Diji, K;;) de la formaw, = Cyp u’. Por lo tanto, la parte principal evoluciona de acuerdo a
Oywg + Ay O0zw, ~ 0 con velocidad propia,,.

“Notese que estas son solamente seis funciones propias pueslas variable& ., y A”,;, son simétricas en
los indicesz y b.
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donde los indicesy b son diferentes de. Teniendo en cuenta la ecuacion de evolucion paga
OoKpe ~ —adAL, (A.26)

nos encontramos con un problema. La variabjg evoluciona con la component€,. mientras que esta
componente evoluciona caky .. En términos de la matriz caracteristid#, este subsistema se puede

Mz(o 0), (A.27)
—a 0

gque claramente no es diagonalizable. Por lo tanto, no posl@mcontrar el conjunto d&7 funciones

reescribir como,

propias para el sistema de ecuaciones ADM. Se puede mos&aodos lo valores propios del sistema
son reales, asi que el sistema es débilmente hiper@idoA continuacion mostraremaos un ejemplo de
un sistema fuertemente hiperbblico.

A.3. Hiperbolicidad del sistema de ecuaciones tipo NOR

A continuacion demostraremos explicitamente que etrsigtde ecuaciones tipo NOR, junto con la
ecuacion de evolucion para el lapso (2.23), corresponde sistema de ecuaciones fuertemente hi-
perbolico para el caso en el que los coeficientes0y ¢ = 2. Por simplicidad, para el siguiente analisis
asumiremos que el vector de corrimient¢, /) es una funcién conocida del espacio-tiempo, asi que
sus derivadas pueden ser consideradas como términosdysara el analisis de hiperbolicidad.

La parte principal del tensor de Ricci (2.67) es

1
Rij =~ —35 VO Om i + 0
= —0,D™i; +9uh) . (A.28)
Por lo tanto, la ecuacion de evolucion para la curvatutdareseca (2.57) puede ser escrita como

O Kij ~ —a AL, (A.29)

ij

donde, una vez mas, hemos definid@f;;\como

Af = DR+ 60 [Fjy —Ap) (A.30)

Por otro lado, la ecuacion de evolucion parg considerando solo la parte principal, es

BoA; ~ —a (2 O K™ — &K) r2aM; = —adK. (A.31)
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Resumiendo, nuestro sistema de ecuaciones tipo NOR, a prideipal, tiene la forma

WF ~ —af OK , (A.32)
doDijp ~ —adiKj, (A.33)
DA, ~ —adK , (A.34)
QK ~ —adpAl; . (A.35)

Como ya mencionamos antes, a pesar de[r@enos son cantidades independientes, para el siguiente
analisis es necesario tener sus ecuaciones de evollsando (A.32), (A.33) y (A.34), es facil mostrar
que

Ak ~ —a [vkl OKi + (f—1) 5@8]-)}(] : (A.36)
Por lo tanto tenemos un sistema de treinta ecuacionesmifates para analizar. Estas ecuaciones corres-
ponden a tres componentes Hg 18 componentes independientes Og;,, seis componentes indepen-
dientes dek;; y tres componentes independientes/de De nuevo la idea es entonces encontrar treinta
funciones propias linealmente independientes con suesmndientes velocidades propias. Para esto, en
analogia con el caso anterior, elegimos una direccioeoifsga, por ejempla e ignoramos las derivadas a
lo largo de las otras direcciones. Teniendo en cuenta extienpos escribir las ecuaciones (A.32), (A.33)

y (A.34) como

atF‘a - ﬁx avFa ~ 0 9 (A37)
atDajk - ﬁx amDajk ~0 ) (A38)
Ay — 3% 03 A ~ 0, (A.39)

dondea # z. De nuevo, automaticamente hemos encontrado quislaantidadesD,;;, F, y A, son
funciones propias con velocidad propia@®.> Por otro lado, si tomamos la traza de (A.33)y la restamos
de (A.32) obtenemos

0(Fu — f Do*y) — °0,(Fy — f Da*y) ~ 0, (A.40)

gue corresponde a una sola funcibn propia extra pues yasheorsideraddr,. De manera similar,
restando la traza de (A.33) con (A.34) obtenemos

8t (D:vmm - Am) - ﬁmam (D:vmm - Ar) = 07 (A41)

SNotese que como el indiee # « las funcionesF, y A, corresponden a cuatro funciones propias. Por otro
lado, puesto que la variable,;; es simétrica en los indicéy j tenemos doce funciones propias mas.
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que corresponde a la funcién progdia™,, — A, con velocidad propia-3*. Resumiendo, hemos encon-

trado18 de las30 funciones propias que buscamos. Las restantes funciongispise obtienen combinado

la ecuacion de evolucion para la curvatura extrinsecd5)Aicon (A.18). Por simplicidad asumiremos que
$° = 0. Si una vez mas # , el sistema de ecuaciones se reduce a

0Ky =~ —a0,AL, (A.42)
AL, ~ —ay™0, Ky . (A.43)

De estas ultimas expresiones, es claro que tenemos oteasidaones propias de la forma
VYR Ko F AL (A.44)

con velocidad de propagaciémnx /+*%. Finalmente, si consideramos la traza de (A.35)y (A.18kg1e
mos que

K ~ —adiA", (A.45)
OGN ~ —afyTP0.K (A.46)

dondeA” = ™" AT . Por lo tanto, las dos ultimas funciones propias son

VIyE K F AT, (A.47)

con velocidad de propagaciary / f v*%. De esta forma vemos que la formulacion tipo NOR gca 0
y £ = 2 es fuertemente hiperbblica. En general, uno puede magieaeste sistema de ecuaciones es
fuertemente hiperbolico para los siguientes c&sos:

»=0,{=2yf>0,
s n=0,£>0y f>0perof #1,

s #£0,{>0yf >0 peron(2—-¢) >—1/2.

Bajo un procedimiento completamente analogo, se puderanagie el sistema de ecuaciones BSSN,
con una eleccibn adecuada de las ecuaciones de evoluaianigs variables de norma, es fuertemente
hiperbblico [112, 65, 22].

Spara una detalla descripcion en términos de funciongsgswer [3]. Una detallada discusion en téerminos de
operadores pseudodiferenciales es presentada por Taylb2&].




APENDICE B

ECUACIONES DE EvoLucl ON TIPO NOR
PARA EL CASO ESFERICO

En este apéndice mostramos explicitamente que el sisleneguaciones tipo NOR, presentado en
la seccion 2.4.2 para el caso de simetria esférica, efaren el caso de simétria axial, por otro lado,
las ecuaciones de evolucion también son maniefiestamegitares. Sin embargo, ya que estas ecuacio-
nes son extremadamente largas, consideramos que su idgilqueda clara de los ejemplo numéricos
presentados en el capitulo 3. Asi que, no escribimosateptiente estas ecuaciones agui.

Teniendo en cuenta las expresiones (3.57) y (3.58), laxzienies de evolucion restantes tipo NOR,

para un espacio-tiempo esféricamente simétrico son:

DTH2(3H2—T2J(A+9H)) +

o
2A272

Ar*D2T
4

P _ o H3 AT 2
N 727«A2T2< H —FTH—2DH)—|—

H2Jv2 (T4 2 K0 Kyg =20 FoJ )+ (A2 D T2 =7 J (VP HP T4 72 AH JT + A2T?) ) A +
rDHJ(5H2—|—8r2HJ—|—13r4J2) —|—r6J3<—2KAKH—|—3J(rFT—5)) _A2F2T? 4

r2Dy(AF — B2 J =57 F) + 2H° (] + 20 By J + Ka (K = 12K)) ) = 442 T2 9, F, -
7“4HDJ

278 B2 (2 (r By +7) + Ka (Kp =12 Ky)) + (DsH =362 ~5D,7r%) +

1
5Dn Dy r? BH* —2H Jr?+7J%r") T? + A*T?0,A" — AT? 8TDH] , (B.1)
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a H?

a H AT o H* E. aH? Dy
Ky = (—) 6‘7~< ) T~

a7 _ P (L) ot e 4FH—D)
2r A272 7"\ r 2r A27T2 r 8r2A2T2< " H

2 AT 2 3J27°2
(—6HDJ+11JDH—2HJFT—|—3JH A)+DH “SHJ 4= )+
Dy (H*(7Dy =20 ) + 12 H J27 = 2H J(Dy + Jr2 ) + 14.0% % 4 T2 x
(8Ds+2J F)) = AH KoKy + HJr?( =5D20% + 4% (4 F, = 13) + 4 7 x
(—6DJ+KAKJ7°))—|—4H2<JKA(KH+KT)—3J7’DJ+J2<2T2Fr2—9—

DJ2 7,,2
4

)) —2AT2(9TDJ—J2r4<8JKA(KH+KT)+12JrDJ—3DJ2r2+

LI (r Fy (r By +1) +5)) + 2 (A2 Dy T2 4 21 (<2072 +T) (H? + AT) ) A™ +

2 (2H2 J2r2 J4r6)8,,Fr +2J<—H2(A+H)Jr2+

AJ3 S+ AH? T) O,A" (B.2)
y finalmente,

(07

QA" = A3 T2

2H2 (6K + AKy) +120° 00 Ky = 10 A0 Ky + AR T( — AKyr+

Ky (A—|—2Jr2)> +2Dy KaT? +2Dy Kar? T? —A2T8TKH—2H(J2 (—4 Kpri+

LKy %) + AT(F, Ky + 0,Kpr) ) + A (A +2.) Tf?rKJ] : (B-3)

donde hemos definido, en analogia con el capitulo 3, laablas F, = 9d,lna, Dy = 0,H/2y

D; = 0,J/2. Nbtese que teniendo en cuenta los resultados presergadi@sseccion 3.1.1, es facil
concluir que todas estas ecuaciones de evolucion soraregudn todo punto, especificamente hablando,
en el origen = 0.




APENDICE C

CONDICIONES DE FRONTERA
MAXIMALMENTE DISIPATIVAS

En el capitulo 4 y en el apéndice A mencionamos un tipo éspde condiciones de frontera: las
condiciones de frontera maximalmente disipativas. El @pstip de este apéndice es mostrar, usando un
ejemplo muy sencillo, cual es la caracteristica de estedipcondiciones de frontera. Una detalla discu-
sion acerca de este tipo de condiciones de frontera pueéasentrada en [81, 66, 79, 3].

Como ya hemos mencionado antes, uno puedo usar la estimdei@ energia para mostrar que un
sistema de ecuaciones tiene un problema de valores idicat#tado bien planteado. Sin embargo, si las
condiciones de frontera no son maximalmente disipativasssima no es simétricamente hiperbblico
esta técnica no se puede aplicar. Veamos porqué ocuntéPest comenzar, siguiendo a [3], consideremos
una forma simplificada del sistema de ecuaciones (4.53),

ou+ MOu=0, (C.1)

dondeM*’ son matrices de coeficientes constantes. Adicionalmenteismmos que el sistema de ecua-
ciones es simétricamente hiperbélico. Esto implica, @onencionamos en el apéndice A, que podemos
construir un simetrizadof{. Una vez construiddd podemos definir una norma para las soluciones del
sistema (C.1)
E(t) = |ju)? = / ul HudV . (C.2)
by

Ahora veamos cual es la variacion en el tiempo de esta ndtara.esto, tomando una derivada temporal
encontramos, después de usar la ecuacion de evolucibnyGue la matrizd M* es simétrica ya quél
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es independiente del vector unitari§ que
OF = _/ o (uT H M u> av. (C.3)
P

Notese que un punto importante para llegar a la anteriaresin es que el sistema sea simétricamente
hiperbblico. Finalmente, usando el teorema de la divarigepodemos reescribir (C.3) como

OE = — /8E (uf H P(#) u) dA. (C.4)

En esta (ltima expresion, hemos usado la definicion idebalo P(i7) = Mn; (ver apéndice A). Para
encontrar la variacion en el tiempo de (C.2) es necesaristagr explicitamente el simetrizadéf. Para
este caso, en el cual el sistema de ecuaciones es (C.1)pestelor puede ser trivialmente construido en
términos de los vectores propios del simbolo en la forma

H=R 'R, (C.5)

dondeR es la matriz de los vectores propios columnaideCon (C.5) uno puede mostrar facilmente la
siguiente relacion:

HP = RV RI'P=R YV RIPRR =R AR, (C.6)

donde el indicd” representa la transpuesta de matriz transpueatas/la matriz diagonal de los valores
propios deP. Usando esta expresion en la ecuacion (C.4), podemosriteesa variacion en el tiempo
de E como

HE = — /82 <wTAw) dA (C.7)

donde hemos definido los campos propiosomow = R~ 'u. Finalmente, asumiendo que la matfiz
tiene la forma

—AT 0 0
A= 0 AY 0 , (C.8)
0 0 AU

dondeA® es la submatriz correspondiente a los valores propios del&sy A’ y A’ son las submatrices
definidas positivas correspondientes a los valores positivnegativos dé. Esta forma de\ nos permite
reescribir la expresion (C.7) como

or= | (wh AT ) aa - /a . (wlATwy ) da,
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dondew. son los campos propios asociados con los valores propid&/pey negativos respectivamente.
Nbétese que el primer término de esta Ultima expresiémpie es definido positivo (aumenta la energia),
mientras que el segundo término es siempre definido neddisminuye la energia). En otras palabras, las

modos de propagacion que salientes disminuyen la engeggstema, mientras que los modos entrantes
la aumentan. Por lo tanto, si asumimos que en la frontera

wo =Swy,

dondeS es una matriz que relaciona los campo entrantey salientesv, y que satisface la relacion
Wi STIA_|Swy < wlAjw,, la energia del sistema no aumenta en el tiempo. Este tipecies de
condiciones de frontera son conocidas como maximalmesiggativas [81, 66, 79, 3].




APENDICE D

ARMONICOS ESFERICOS CON PESO DE
ESPIN

En este apéndice discutiremos brevemente algunas peojgiedie los armonicos esféricos con peso
de espin. Una detallada discusion acerca de estas fascimrede ser encontrada en [134, 63, 3]. Los
armonicos esféricos con peso de espin se introdujeroprpuera vez por Newman y Penrose en [96]
para estudiar la radiacion gravitacional. Sin embargyg,drodia se usan en el estudio de las soluciones a
las ecuaciones de Maxwell, ecuacion de Dirac, o ecuacidin@snicas para campos con espin arbitrario
[116].

Las armonicos esféricos con peso de espin son una geaei@h de los armoénicos esféricos usuales
Yt™ y son funciones complejas sobre la esfera. Antes de intdafanir estas funciones, es til entender
gue significa que una cantidad geométrica tenga un pesgde Esaira esto, comencemos consideremos
una funcibn complejgf sobre la esfera que puede corresponder a las componentdgetias denso-
riales/espinoriales en una base ortonorial €, €,,) inducida por las coordenadas esféri¢ag, ¢).
Diremos que la funciorf tiene peso de espinsi, bajo una rotacion de la base angul@y, é,) por una
angulo, esta funcién transforma comp — e~**¥ f. Un ejemplo trivial de esto es una funcion es-
calar cuyo peso de espin claramenteses 0. Un ejemplo, un poco mas interesante corresponde a un
vector tridimensionali con componenteg”, vé, vi’). Nbétese que estas componentes no corresponden a
las componentes en la base coordenada. En la base coordimat#alos vectores no son unitarios, las
componentes estan relacionadas con las componentgsor (v, v, v?) = (v, 1%, r sinv?). Para
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encontrar el correspondiente peso de espin de dicho ydeforimos los vectores unitarios complejos
éxr = (69 Tie,) V2. (D.1)

Con esto, podemos reescribir el veciiaen la forma
T=v, +vTé, +vé_, (D.2)

donde hemos definido la componenfe= +", la componente™ = (vé + z‘vi’)/\/i. Si consideramos una
rotacion de los vectore@y, é,,) por un anguloy, es facil mostrar que la componentétiene peso de
espins = 0, mientras que las componentes tienen peso de espin= +1.

Los armonicos esféricos con peso de espin, denotadasmesute por, Y™ (6, o), forman una base
para el espacio de funciones con un peso de esgéiinido. Estas funciones pueden ser introducidas de
diferentes maneras. Por ejemplo, podemos comenzar espadii los operadores

s i . s
d0f = —sin 9<86+sin96§0> (fsm 9)

sinf *

= — <89+#6 —scot@)f, (D.3)
. s b s
Oof = —sin"°0 <89 o &p) (fsin®0)

1
= —<89—w6¢+800t9>f. (D4)

Teniendo en cuenta estas definiciones, podemos definiramnéros esféricos con peso de espin a partir
de los los armonicos esféricos usuales como

12
Jyhmo = [Ehz” ° (Yl””), s> 0, (D.5)

Jybm = (_1)5“52;”1”5_5 <Y17m>, s <0, (D.6)

donde en particulagY»™ = Y™, Estas definiciones implican que

3 (SY“”) = [l =)l +s+1)V2 0 Ym (D.7)
) (SYl’m) = [+ s)(l—s+ 1)V, ybm, (D.8)
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En analogia con las propiedades de los operadores detrgadéstrucciori y a' de la mecanica cuanti-
ca, llamaremos a los operadoi@y o operadores de creacion y destruccion de espin respeiivte.
Otra propiedad de estos operadores es

50 (sylvm) — 1) —s(s+1)] Y (D.9)
a0 (SYl’m) = [l +1)—s(s—1)] ;YL (D.10)

De estas ultimas relaciones, queda claro que las funcidffed son funciones propias de los operadores
00 y 99, los cuales son generalizaciones del operador de Laplace lsoesferd.?:

1
7y R (D.11)

1
2 = ]
L*f = " Og (sinf Oy f) +

Podemos encontrar también una generalizacion para frestanes usuales de los operadores de
momento angular al caso de operadores con peso de espambasiperadores, y .J. tales que [51]

J. Y = im  ybm, (D.12)
Ji YP™ = i [IFm)(l+14+m)]Y? Yy (D.13)

Con esto, encontramos que los operadores de momento aogualpeso de espin deben tener la forma

J. = 0,, (D.14)
Jr = e*¥ [ +1i0p — cot 0 O, — i s csc 9} . (D.15)

Los operadores de momento angular para las componegteson obtenidos trivialmente dg. = J, + 1Jy
como: .
fe=g (Fevd ), dy=—t (B-d) (D.16)
Los armonicos esféricos con peso de espin tienen vandgigolades interesantes que pueden encon-
trarse directamente de su definicion. En primer lugar, pademostrar que el complejo conjugado de
Y™ esta dado por
YI0,0) = (1) _YhT(0, ) . (D.17)

Adicionalmente, es facil demostrar que la relacibn degmhalidad entre dos armoénicos esféricos esta
dada por

7{ Y0, 0) o Y (0,0) A = SO Syy - (D.18)
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La integral de tres armonicos esféricos, que es frecoate usada, por ejemplo, para calcular el flujo
de momento lineal de las ondas gravitacionales, puedesatgeeen general como

7{ s Y0, 0) o, Y22(0, ) 5, Y375(6, ) dQ =

[(%+1)(2zg+1)(2zg+1)]”2 ><< ho b s )( ho bk ) (D.19)

47 —S1] —82 —S3

donde

b b ls (D.20)
mp Mm2 mMms3 ’ -

son los simbolos 3 de Wigner, los cuales pueden ser calculados a partir de:[135]

l l l
( 1 : : ) - (_1)l1_m1 5m1+m2,—m3

mip m2 ms3

{(h +lo =) (L4 13— 1) (la + 13 — 1) (I3 + ma)! (I3 — m3)!} 12
(lh+l+ I+ D)l +m)! (I —ma)! (I +m2)! (Ia — ma)!

(1" (Iy + 15+ = k) (L — my + k)
*2 k! [(13—11+12—k‘)!(lg—mg—k)!(l1—lg—|—m3+k;)!]' (D.21)

k>0
En esta Ultima expresion la suma es solamente validatpdos los valores de para los cuales el argu-
mentos de los factoriales es mayor o igual a cero. Adicioeate) si la combinacion dg;, m;} es tal
que el argumento del factorial fuera de la sumatoria es wegantonces el coeficiente correspondiente
se anula.

En general la expresion (D.21) es muy complicada, sin egobgrara algunos casos especiales se
simplifica. Por ejemplo, en el caso en que = [y, ms = ls Y I3 = mg = l1 + [l tenemos que

lh Ir 1 l
bz i) L . (D.22)
lh Iy L+ 2([1 +1l)+1

Otro caso particularmente interesante (ver capitulo Besponde a tomds = m3 = 0. Para este caso,
uno encuentra que:

l b 0
( ! 2 ) — <llam17127m2|070>

mi1 Mo 0
(~phm

ﬁ 5117[2 5m1,—m2 . (D23)
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Para el caso en el qug= 1, que aparece en las expresiones para el momento linegbaréado por
la radiacion gravitacional (ver capitulo 5) tenemos que

ll 12 ! = (_1)l1_m1 5m +ma2,0 2m1 6l17l2
m; mg 0 CETL/ @0+ 2) (20 + 1) (20)

Iy (Iy +mq) (L — mq) _5 (lg—mg) (Ia + m2)
AL+ ) @2 — 1) AR\ L+ 1) (2 - 1)
)

l1 lo 1 I— (i Fm (ll F ma)
= (=1 ™ g . £ 9
< mi me +1 > (=1) 1. ll’lQ\/ I (2 +2) (20 + 1)

+01, l+1 \/ ¥ m) (h £ mZ)) + 041,05 \/ s  ma) (I & m) ] . (D.25)

, (D.24)

20y (201 +1)(2; — 1 2y (23 + 1) (2l — 1)
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