
 
 

    POSGRADO EN CIENCIAS FÍSICAS 

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA 
DE MEXICO 

         
 
 
 
 
 
 
 

       T E S I S  

“RELATIVIDAD NUMÉRICA: SIMETRÍA 
AXIAL, ONDAS GRAVITACIONALES Y 

CONDICIONES DE FRONTERA” 
 

 
 
 
   QUE  PARA OBTENER EL GRADO DE: 
     
                      DOCTOR EN CIENCIAS 
     

PRESENTA: 
     
                 MILTON JAVIER RUIZ MENESES 
 
 
 
 
    

DIRECTOR DE TESIS:   DR. MIGUEL ALCUBIERRE MOYA  
     

MIEMBRO DEL COMITÉ  TUTORAL: DR.  DARÍO  NÚÑEZ ZÚÑIGA 
  

   MIEMBRO DEL COMITÉ TUTORAL:   DR.  MARCELO SALGADO RODRÍGUEZ 
 
 

    MÉXICO, D.F.    2008  



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 
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Resumen

Estudiamos tres aspectos importantes de la relatividad numérica: la regularización de códigos adaptados

a simetrı́a esférica y axial, condiciones de frontera compatibles con las constricciones y el cálculo de la

energı́a y momentos transportados por las ondas gravitacionales.

Para la regularización de códigos adaptados, discutimoslas condiciones de paridad que deben cumplir

las variables geométricas cuandor → −r, en el caso esférico, yρ→ −ρ, para el caso axial. Sin embargo,

estas condiciones no son suficientes para garantizar evoluciones numéricas regulares. Para obtener las

demás condiciones usamos el hecho de que localmente el espacio-tiempo debe ser plano. Teniendo en

cuenta esto, usamos la forma general que deben tener las componentes de los tensores en un espacio-

tiempo esférica o axialmente simétrico para encontrar unalgoritmo genérico para la regularización de las

ecuaciones de evolución en estas dos simetrı́as. Mostramos que este procedimiento de regularización es

independiente de la estructura matemática de las ecuaciones de evolución, para lo cual implementamos

numéricamente las ecuaciones de evolución ADM y NOR. Explı́citamente mostramos la regularidad de

nuestras ecuaciones de evolución y presentamos varios ejemplos numéricos que la confirman. Por otro

lado, la motivación para tener condiciones de frontera compatibles con las constricciones es simple. La

mayor parte de las condiciones de frontera usadas en las simulaciones numéricas actuales causan que

modos de propagación que violan las constricciones se propaguen desde la frontera y hacia el interior del

dominio computacional. Teniendo en cuenta esto, presentamos varios conjuntos de condiciones de frontera

para las ecuaciones de Einstein en la norma armónica compatibles con las constricciones. Usando una

nueva técnica, recientemente propuesta por Kreiss y Winicour, demostramos que el problema de valores

iniciales asociado con las ecuaciones de Einstein en esta norma con las condiciones de frontera propuestas

esta bien planteado por lo menos en la aproximación de coeficientes congelados. Hacemos una estimación

de la cantidad de radiación espuria introducida por nuestras condiciones de frontera y estudiamos su

comportamiento numérico usando un agujero negro perturbado de Schwarzschild. Finalmente, estudiamos

la energı́a y momentos radiados durante la colisión frontal de dos agujeros negros. Para esto, encontramos

las expresiones generales para estos observables usando dos métodos: los invariantes de norma resultantes

de la teorı́a de perturbaciones sobre un espacio-tiempo de Schwarzschild y una descomposición del escalar

de WeylΨ4 en armónicos esféricos con peso de espı́n. Mostramos analı́tica y numéricamente que estas

expresiones son completamente equivalentes.
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Abstract

This thesis is concerned with three important aspects of numerical relativity: the regularization of nume-

rical codes to evolve spherically and axially symmetric spacetimes, outer boundary conditions and the

calculation of energy and momenta carried by the gravitational radiation.

To find an algorithm for regularization, we discuss the parity conditions that the geometric functions

must satisfy whenr → −r or ρ→ −ρ in the spherical or axial case respectively. One can show that parity

conditions are not enough in order to have a regular evolution. The extra conditions are a consequence

of local flatness. With those conditions, we use the general form of tensor components in spherically and

axially symmetric to specify a generic algorithm of regularization in those symmetries. We show that

such procedure is independent of the hyperbolic structure of the evolution equations system. For this,

we implement numerically the ADM and NOR equations. We explicitly show the regularity of evolution

equation and we present several examples showing the regularity of our evolutions. On the other hand, the

motivation to use constraint preserving outer boundary conditions is simple. Outer boundary conditions

implemented in the current numerical evolution generate constraint violating modes that propagate into

the computational domain. Taking that into account, we specify several sets of outer boundary conditions

for Einstein field equation in the harmonic gauge which are constraint preserving. Using the new technique

proposed by Kreiss and Winicour, we show the well-posednessof the initial value problem resulting of

Einstein equations in this gauge with our boundary conditions in the frozen coefficient approximation. We

obtain estimates for the amount of junk reflection introduced by our conditions and perform numerical

tests using a perturbed Schwarzschild black hole. Finally,we study the radiated gravitational waves from

a head-on collision. For this, we find the general expressions for the energy and momenta carried away

by gravitational waves using two approaches: the invariants resulting from the theory of perturbations of a

Schwarzschild space-time and a spin-weighted spherical harmonics decomposition of the Weyl scalarΨ4.

We show analytically and numerically that those expressions are equivalent.
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5.2. Energı́a y momentos radiado en términos del escalarΨ4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

5.3. Radiación gravitacional usando perturbaciones de Agujeros Negros . . . . . . . . . . . . 111

5.3.1. Desarrollo multipolar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 112

5.3.2. Perturbaciones invariantes de norma . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . 114

5.3.3. Energı́a y momentos radiados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . 118

VIII



5.4. Discusión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . 120

6. Colisión Frontal de agujeros negros con espı́n 121

6.1. Datos iniciales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . 122

6.2. Metodologı́a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . 125

6.2.1. Radiación espuria de Bowen-York . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . 127

6.2.2. Precisión y convergencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . 129

6.3. Energı́a y momentos Radiados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . 131

6.3.1. Momento lineal radiado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . 135

6.4. Discusión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . 137

7. Conclusiones 139

A. Hiperbolicidad de las ecuaciones de evolución 143

A.1. Hiperbolicidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 144

A.2. Hiperbolicidad de ADM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 146

A.3. Hiperbolicidad del sistema de ecuaciones tipo NOR . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . 149
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trayectorias normales y las ĺıneas con coordenadas espaciales fijas. . . . . . . . . . . . . . 12

2.3. Hipersuperficie espacialΣt encajada en el espacio-tiempoM. El cambio en la dirección

del vector nulo~n bajo transporte paralelo nos da información de como esta hipersuperficie

esta encajada enM, es decir, nos da información de la curvatura extrı́nseca deΣt. . . . . . 13

2.4. Hipersuperficie espacialΣt encajada en el espacio tridimensionalR3. El vector normal~n

es transportado paralelamente de un punto a otro sobre la hipersuperficie espacialΣt. . . . 15

3.1. Para aplicar las condiciones de paridad a las funcionesgeométricas, añadimos un punto
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evolución, estas variables tienen un comportamiento suave, en particular cuando el pulso

pasa através del origen. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 48

3.3. NormaL2 de la constricción hamiltoniana para tres distintas resoluciones∆r = 0.025, 0.0125, 0.0065.

En el panel de la derecha mostramos la norma de la constricci´on durante todo el tiempo
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en términos del escalarΨ4 calculado en términos de los invariantes de norma (linea pun-
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CAPÍTULO 1

I NTRODUCCI ÓN

1.1. Relatividad Numérica

La teorı́a general de la relatividad formulada por Albert Einstein a finales de 1915 [52, 53] ha cambiado

dramáticamente la forma en la que en la actualidad interpretamos el espacio y el tiempo. Para esta teorı́a,

la gravitación no es una fuerza, tal como se consideraba conla teorı́a newtoniana, sino una manifestación

dinámica de la geometrı́a del espacio-tiempo. Un objeto masivo distorsiona la geometrı́a del espacio-

tiempo y esta a su vez altera el movimiento del objeto. La forma en que la geometrı́a se relaciona con las

distribuciones de masa y energı́a nos la dice las ecuacionesde campo1

Rµν −
1

2
gµν R = 8π Tµν , (1.1)

dondegµν es la métrica del espacio-tiempo,Rµν el tensor de Ricci,R ≡ gµνRµν el escalar de curvatura

y Tµν el tensor de momento-energı́a de la materia.

A simple vista, uno podrı́a pensar que estas ecuaciones son simples de resolver. No obstante, la com-

plejidad de este sistema de ecuaciones solo permitió encontrar, durante varias décadas, un numero limitado

de soluciones caracterizadas por un alto de grado de simetr´ıa. Un ejemplo de esto, es la solución esferica-

mente simétrica de Schwarzschild o de Kerr para espacio-tiempos axialmente simétricos.

Cuando uno intenta resolver las ecuaciones de Einstein (1.1) debe tener en cuenta dos puntos im-

portantes antes que intentar nada. Primero, estas ecuaciones están escritas de forma covariante, es decir,

1Estas ecuaciones están escritas en unidades geométricas, es decir,c = G = 1. En la siguiente sección discuti-

remos la notación y convenciones que estaremos usando a lo largo de esta tesis.

1
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podemos usar cualquier sistema de coordenada para intentarresolverlas. Esta enorme libertad en la forma

en la que podemos elegir coordenadas, que es muy útil en la b´usqueda de soluciones, puede llegar, sin

embargo, a complicar la interpretación de la solución queobtenemos. El segundo punto se refiere a sus

propiedades matemáticas. Las ecuaciones de campo,2 en cuatro dimensiones, forman un conjunto de diez

ecuaciones diferenciales no-lineales acopladas de segundo orden para la métrica. Ası́ que, intentar encon-

trar alguna solución con relevancia astrofı́sica básicamente resulta imposible. Estas dos “complicaciones”

son las responsables de que, como ya dijimos antes, las soluciones exactas que se conocen hoy en dı́a

presenten alto grado de simetrı́a.

Esto no quiere decir que con la relatividad general sea imposible hacer predicciones relevantes. Es-

ta teorı́a, por ejemplo, predice que la trayectoria de un rayo de luz es desviada por la presencia de un

objeto masivo, hecho que fue confirmado durante los eclipsesde 1919 y 1922. También puede explicar

la precesión del perihelio de Mercurio, colapsos gravitacionales, etc. De hecho, se han realizado muchas

pruebas a la teorı́a y hasta ahora todas parecen confirmarla.Una detallada discusión acerca de pruebas

experimentales de la relatividad general es presentada en [136].

Uno de los caminos más fructı́feros en el intento de entender las implicaciones de la relatividad ge-

neral parece ser el uso de métodos y/o aproximaciones numéricas para resolver las ecuaciones (1.1). Por

ejemplo, a través de resultados numéricos, Choptuik descubrió los fenómenos crı́ticos en el colapso gra-

vitacional [47]. A partir de esta necesidad ha surgido el área de la relatividad numérica.

La relatividad numérica se empezó a desarrollar durante las décadas de los sesentas y setentas a partir

de los trabajos pioneros de Hahn y Linquist [68] y Smarr y Epply [120, 55, 56] sobre la colisión frontal

de agujeros negros. Sin embargo, los recursos computacionales en ese momento eran muy limitados y los

resultados numéricos obtenidos no fueron los mejores. En la actualidad, con la nueva tecnologı́a en super-

computadoras, el panorama de la relatividad numérica ha cambiado radicalmente. Ahora es posible hacer

simulaciones a muy alta resolución3 que han permitido a la comunidad de relatividad numérica enfrentar

problemas teóricos mucho más interesantes y por lo tanto cada vez más complicados. Por ejemplo, y para

citar los trabajos más relevantes de los últimos años, después de los trabajos de Pretorius, del grupo de

Brownsville y el grupo de Goddard sobre la evolución de agujeros negros en órbita [99, 41, 16], ahora

estamos en posición de estudiar la colisión de agujeros negros con espı́n, la interacción del espı́n-órbita

2Nos referiremos a las ecuaciones (1.1) como ecuaciones de Einstein o ecuaciones de campo indistintamente.
3Por ejemplo en [36] se reportaron simulaciones numéricas del espacio-tiempo de Schwarzschild con una reso-

lución máxima deh = M/512.



1.1. Relatividad Nuḿerica 3

en sistemas binarios, etc. Todos estos desarrollos numéricos y, por supuesto, teóricos han permitido la

consolidación de la relatividad numérica como otra rama independiente de investigación en relatividad

general. A pesar de estos avances aun continuamos con el problema de los recursos computacionales.

Hagamos una cuenta rápida. En una simulación tı́pica de agujeros negros, por ejemplo las simulaciones

presentadas en los Capı́tulos 4 y 6, se usa una malla numérica de aproximadamente3003 puntos, es decir,

aproximadamente107 puntos. Por otro lado, el número tı́pico de variables para evolucionar, variables de

norma, variables geométricas y otras variables auxiliares tales como la variableχ = exp(−4φ) necesaria

para evolucionar la puntura, es de alrededor de50 variables. Ası́ que, teniendo en cuenta que en promedio

durante las evoluciones numéricas, en cada punto de la malla necesitamos un Kbyte de memoria RAM,

en total necesitarı́amos aproximadamente 50 Gbytes de memoria disponible por cada paso de tiempo. Su-

mado a esto, necesitamos hacer análisis de la simulación,digamos de diez variables cada100 pasos de

tiempo. Esto es al rededor de un Tbyte de disco para almacenartan solo información. Ası́ que, explorar las

simetrı́as de un problema dado para disminuir los recursos computacionales es indispensable. La simetrı́a

natural para comenzar a estudiar problemas de este tipo es laesférica. Bajo esta consideración, los proble-

mas tri y bidimensionales se reducen a problemas unidimensionales, los cuales pueden ser abordados con

modestos recursos computacionales. Sin embargo, existen muy pocos problemas relevantes que se puedan

atacar con esta simetrı́a tan restrictiva. La siguiente simetrı́a, mucho más interesante que la esférica, es la

axial. Los espacio-tiempos con simetrı́a axial pueden ser usados para estudiar, por ejemplo, la colisión de

frente de dos agujeros negros, fenómenos de acreción, etc. Además de esto, con los nuevos detectores de

ondas gravitacionales, LIGO, VIRGO, GEO600 y TAMA entre otros, tenemos una gran demanda en el

análisis del patrón de ondas gravitacionales provenientes de simulaciones de la colisión de objetos com-

pactos. Como un espacio-tiempo axialmente simétrico permite ondas gravitacionales, podemos estudiar

este tipo de patrones en simulaciones numéricas que ocupanmenos recursos computacionales que en el

caso de simulaciones tridimensionales.

No obstante, a pesar de la evidente necesidad de usar códigos adaptados a una simetrı́a dada, se han

hecho pocos avances en esta dirección. Al considerar sistemas de coordenadas curviĺıneos se produce

una pérdida de regularidad de las variables geométricas,por ejemplo, si usamos coordenadas esféricas

(t, r, θ, φ) para describir un espacio-tiempo esféricamente simétrico, que son evidentemente singulares

en el origen, varios términos en cada una de las ecuaciones de evolución divergen como1/r a pesar de

que en un sistema localmente plano4 la regularidad de estos términos esta garantizada. En un espacio-

4Un espacio-tiempo general descrito por coordenadas curvilı́neas siempre puede ser expresado localmente usan-
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tiempo con simetrı́a axial nos encontramos con un problema similar cuando nos aproximamos al eje de

simetrı́a. Alcubierre y González presentaron en [9] un algoritmo de regularización para evitar este tipo de

singularidades para espacio-tiempos esféricamente sim´etricos. Sin embargo, no es claro como generalizar

este algoritmo al caso axial sin destruir la hiperbolicidaddel sistema de ecuaciones. Recientemente, un

método de regularización para espacio-tiempos axialmente simétricos fue propuesto por Rinne y Stewart

en [107, 104] para el formalismo de evoluciónZ4 [23, 24]. Este método se basa esencialmente en la

forma general que deben tener las componentes de cualquier tensor axialmente simétrico. Siguiendo esta

misma idea, presentamos en [108] un algoritmo de regularización general para espacio-tiempos esférica y

axialmente simétricos. La ventaja de este método sobre los dos anteriores es que no necesitamos introducir

alguna variable adicional para garantizar la regularidad de las funciones geométricas.

El otro punto que se debe tener en cuenta al realizar evoluciones numéricas en relatividad general

es el de las condiciones de frontera; en ausencia de fronteras, uno puede mostrar que si inicialmente las

constricciones se satisfacen, las identidades de Bianchi junto con las ecuaciones de evolución garantizan

que las constricciones se satisfagan a todo tiempo. Sin embargo, como una consecuencia de imponer

condiciones de frontera artificiales,5 aparecen modos de propagación que violan las constricciones. Este

es un problema que hasta hace muy pocos años se le ha comenzado a dar la importancia que merece [59,

125, 40]. Miller mostro en [88] que una mala elección de condiciones de frontera afecta dramáticamente

la dinámica del sistema. Uno puede pensar, sin embargo, queel efecto de las condiciones de frontera debe

disminuir cuando colocamos las frontera cada vez mas lejos de la región de interés, es decir, alejamos

tanto las fronteras que cualquier modo de propagación que se genere en la frontera este desconectado

causalmente de la dinámica del sistema. En efecto, a falta de unas buenas condiciones de frontera, esto es

lo que actualmente se hace. Por ejemplo, en la colisión de frente de dos agujeros negros con espı́n (ver

Capı́tulo 6) las condiciones de frontera se encuentran a380M y la extracción de ondas gravitacionales

es a40M de la región de interés fı́sico. Sin embargo, esta solución pragmática nos lleva de nuevo al

problema de los recursos computacionales. Ası́ que, imponer condiciones de frontera compatibles con las

constricciones es igualmente indispensable.

En esta tesis, damos una revisión a los tres aspectos que, a grandes rasgos, hemos descrito antes. En

el Capı́tulo 2 daremos una breve introducción al formalismo 3 + 1 de la relatividad general, el cual es

do un sistema de referencia inercial plano.
5Por condiciones artificiales queremos decir condiciones defrontera que debemos imponer manualmente ya que

la malla numérica es finita.



1.1. Relatividad Nuḿerica 5

necesario para escribir las ecuaciones de campo (1.1) como ecuaciones de evolución. Adicionalmente,

describiremos las ideas principales detrás de los tres formalismos de evolución usados por la mayor parte

de la comunidad de relatividad numérica; el formalismo BSSN, basado en el trabajo de Shibata y Na-

kamura [119] y Baumgarte y Shapiro [21], el cual es el usado por el 90% de los grupos de relatividad

numérica y que nosotros utilizaremos en las simulaciones de la colisión de agujeros negros en el Capı́tu-

lo 6. El formalismo de Nagy-Ortiz-Reula [92] o formalismo NOR, que es un formalismo hiperbólico y, de

alguna manera, alternativo al BSSN y que lo usaremos, por simplicidad, en el Capı́tulo 3. Finalmente, el

armónico, que nos permite reescribir las ecuaciones (1.1)como un conjunto de ecuaciones de onda lo cual

garantiza automáticamente que el sistema de ecuaciones resultantes es fuertemente hiperbólico. Esto nos

facilita el encontrar condiciones de frontera compatiblescon las constricciones. En el apéndice A discuti-

mos brevemente el concepto de hiperbolicidad y mostramos expĺıcitamente que las formulaciones ADM y

NOR son débil y fuertemente hiperbólicas respectivamente en la norma Bona-Masso. Por otro lado, en el

Capı́tulo 3 se presenta un método de regularización de lasecuaciones de evolución en el caso de simetrı́a

esférica y axial. Mostramos expĺıcitamente que nuestro algoritmo de regularización es independiente y no

afecta la hiperbolicidad de nuestro sistema de ecuaciones.Por completez, ya que las ecuaciones de evo-

lución resultantes son extremadamente largas, en el apéndice B presentamos las ecuaciones de evolución

para el caso esférico y mostramos que nuestras ecuaciones de evolución son manifiestamente regulares.

En el Capı́tulo 4 construimos un conjunto de familias de condiciones de frontera que preserva las cons-

tricciones. Estas nuevas condiciones de frontera incluyenlas recientes propuestas que reducen la cantidad

de falsas reflexiones6 de la radiación gravitacional [37, 38] en la frontera. En elapéndice C presentamos

las condiciones de frontera maximalmente disipativas. Finalmente, en los Capı́tulos 5 y 6 presentamos

un estudio sistemático de la colisión de frente de dos agujeros negros con diferentes magnitudes de espı́n

y diferentes relaciones masas. Para esto, en el Capı́tulo 5 encontramos las expresiones generales para la

energı́a, el momento lineal y el momento angular radiados por el sistema usando una descomposición del

escalar de Weylψ4 en armónicos esféricos con peso de espı́n. Las relacionesde ortogonalidad y algunas

otras propiedades para esta base se presentan en el apéndice D. En el Capı́tulo 6, usamos estas expresiones

para calcular cada uno de estos observables fı́sicos. Finalmente, concluimos en el capı́tulo 7.

6Por falsas reflexiones queremos decir, reflexiones numéricas que se originan por la presencia de fronteras arti-

ficiales.
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1.2. Notacíon

En relatividad general, tal y como sucede en en la mayorı́a delas disciplinas de investigación, no

existe un consenso sobre cual debe ser la notación que sea usada por todos los grupos de investigación en

relatividad. Ası́ que es necesario hablar expĺıcitamentede la notación que usaremos a lo largo de esta tesis

para evitar ambigüedades.

A menos que esté mencionado expĺıcitamente en otro lugar,esteremos usando:

Notación de ı́ndices abstracta para tensores. El número de ı́ndices indica el rango del tensor.

Para evitar usar el sı́mbolo de suma, a través de toda la tesis estaremos usando la convención de

suma de Einstein.́Indices repetidos, uno abajo y otro arriba, implican una suma. Por ejemplo,

AµB
µ ≡

3
∑

µ=0

AµB
µ . (1.2)

Los ı́ndices griegos(α, β · · · ) son ı́ndices de espacio-tiempo, es decir, son usados para objetos

geométricos que están definidos sobre el espacio-tiempo de cuatro dimensiones y corren de cero

a tres. La componente cero denota la componente temporal, mientras que las demás componentes

denotan las componentes espaciales. Por el contrario, los ´ındices latinos(i, j, · · · ) son usados para

objetos puramente espaciales y corren de uno a tres.

En un lugar donde sea expĺıcitamente necesario distinguirobjetos tridimensionales de objetos cuatro

dimensionales usaremos los superı́ndices(3) y (4) en cada uno de los respectivos objetos.

La métrica que describe el espacio-tiempo es denotada porgµν , mientras que la métrica que describe

las superficies espaciales esγij . Adicionalmente, la signatura que usamos paragµν es (- + + +).

La parte simétrica o antisimétrica de un tensor es denotada por paréntesis redondos o cuadrados

respectivamente, es decir, la parte simétrica deAµν esta dada por

A(µν) =
1

2

(

Aµν +Aνµ

)

, (1.3)

mientras que la parte antisimétrica es

A[µν] =
1

2

(

Aµν −Aνµ

)

, (1.4)
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Los operadores diferenciales∂i ≡ ∂/∂xi y ∇i denotan la derivada ordinaria y derivada covariante

respectivamente.

Finalmente un comentario acerca de las unidades. Para evitar arrastrar constantes a lo largo de toda

la tesis, hemos elegimos el sistema de unidades geométricas, donde la constante de la gravitación

de NewtonG y la velocidad de la luzc son iguales a uno. En este sistema de unidades todas

las cantidades fı́sicas tienen unidades de longitud a alguna potencia. Para regresar al sistema de

unidades internacional basta con multiplicar por una combinación adecuada de las constantesG y c

a alguna potencia.

Para finalizar este capı́tulo, quiero mencionar un punto importante. La discusión presentada en esta

tesis esta basada en las referencias [108, 109, 110]. El art´ıculo [108] fue escrito en colaboración con el Dr.

Miguel Alcubierre y el Dr. Darı́o Núñez, aunque el códigonumérico empleado fue escrito bajo la asesoria

del Dr. Alcubierre. El artı́culo [109] fue escrito en colaboración con el Dr. Olivier Sarbach y el Dr. Oliver

Rinne; la mayor parte de este trabajo fue hecha en conjunto con el Dr. Sarbach, aunque las simulaciones

numéricas presentadas en [109] y en la sección 4.3.3 fueron implementadas en el código SpEC solamente

por el Dr. Rinne. Por otro lado, el artı́culo [110] fue escrito en colaboración con el Dr. Alcubierre y el Dr.

Núñez, aunque un estudio numérico preliminar de estos resultados fue hecho en conjunto con el Dr. Ryoji

Takahashi.
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CAPÍTULO 2

FORMALISMOS DE EVOLUCI ÓN

Cuando uno piensa en simulaciones numéricas, automáticamente piensa en variables dinámicas y

en sus respectivas ecuaciones de evolución. Sin embargo, como las ecuaciones de Einstein (1.1) están

escritas de tal forma que el espacio y el tiempo son simétricos y juegan exactamente los mismos papeles,

no podemos directamente reescribir estas ecuaciones como ecuaciones de evolución. Por lo tanto, para

simulaciones numéricas lo primero que debemos hacer es romper esta simetrı́a. Uno de los caminos más

usados para hacer esto, aunque no el único, es a través de laformulación3+1 de la relatividad general. Esta

formulación se basa en la foliación del espacio-tiempo enhipersuperficies tipo espacioΣt, las cuales están

parametrizar por la coordenadat constante, y en proyecciones de las ecuaciones de campo a lo largo de la

tangente y la normal a las hipersuperficies aΣt. Otras formas de romper la simetrı́a entre las coordenadas

espaciales y la coordenada temporal, que son de alguna manera análogas a la formulación3 + 1, son

el formalismo Caracterı́stico que fue introducido por Bondi [67] y Sachs [111] en los años sesenta, el

formalismo conforme introducido por Friedrich en los añosochenta [57], o usando una norma especifica,

por ejemplo, la norma armónica, para la cual se exige que lascoordenadas satisfagan2xµ = 0. Una

detallada discusión acerca de las ecuaciones de Einstein escritas en esta norma es presentada en [100, 85].

En el formalismo caracterı́sitico, en lugar de hacer una foliación del espacio-tiempo en hipersuperficies

espaciales como en la formulación3 + 1, se hace una foliación en hipersuperficies nulas o conos de

luz. Esta descomposición tiene la ventaja de que las ecuaciones de campo pueden ser compactificadas de

forma tal que el infinito nulo es rigurosamente representadoa una distancia finita sobre la malla numérica.

Con esta compactificación no existen condiciones de frontera externas artificiales. A pesar de lo llamativo

que suena esta formulación, tenemos el problema, por ejemplo, de que las coordenadas están generadas

por rayos de luz, los cuales pueden ser enfocados por un fuerte campo gravitacional. Por otro lado, el

9
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formalismo conforme se basa en una compactificación conforme que mapea todos los puntos del espacio-

tiempo a una distancia finita en el espacio coordenado y una reformulación de las ecuaciones (1.1) en

términos de las funciones geométricas reescaladas por elfactor conforme. Al igual que en el formalismo

caracterı́stico, el infinito nulo es incluido en la malla numérica. La formulación conforme es muy útil

para el problema de la extracción de la radiación gravitacional y su inconveniente radica en la dificultad

de encontrar datos iniciales adecuados. Una detallada discusión acerca de esta formulación puede ser

encontrada en [73].

Una vez que logramos escribir las ecuaciones de Einstein como ecuaciones de evolución, debemos

preocuparnos por que las ecuaciones obtenidas estén matemáticamente bien planteadas, es decir, que el

problema de valores iniciales asociado con las resultantesecuaciones de evolución este bien planteado (ver

apéndice A). Por ejemplo, ya sabemos, desde mediados de losaños noventa, que el problema de valores

iniciales asociado con las ecuaciones de evolución de Arnowitt-Deser-Misner, conocidas como ecuaciones

ADM, esta malplanteado si usamos las usuales ecuaciones de evolución para el lapso (tipo Bona-Masso)

y, por ejemplo, la ecuación de evoluciónGamma Driverpara el vector de corrimiento.1 Este problema

causa que las simulaciones numéricas rápidamente sean inestables.2 A continuación daremos una breve

introducción al formalismo3 + 1 de la relatividad general y discutiremos las principales ideas detrás de

las formulaciones BSSN y NOR, cuyo problema de valores iniciales esta bien planteado. Finalizamos este

Capı́tulo, reescribiendo las ecuaciones de campo en la norma armónica.

2.1. Formulación 3+1 de la relatividad general

Consideremos un espacio-tiempoM globalmente hiperbólico con una métricagµν y una foliación

particularF ; la razón para usar un espacio-tiempo globalmente hiperb´olico es que este puede ser foliado

completamente por hipersuperficies espaciales, tal y como se muestra en la figura 2.1. Ası́ que, asumire-

mos, a partir de este momento, que todos los espacio-tiempostienen esta propiedad. Cada hipersuperficie

1En general no es posible garantizar la estabilidad ni la unicidad de las soluciones de un sistema de ecuaciones

diferenciales, el cual tiene asociado un problema de valores iniciales mal planteado. Una detallada discución acerca

de esto es presentada en el apéndice A.
2Es importante resaltar que las ecuaciones ADM como las tenemos presentadas en esta tesis fueron rederivadas

por York [137] y existen algunas diferencias entre las ecuaciones ADM originales y las ecuaciones ADM por York.

Una detalla discusión acerca de esto es presentada en [3].
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n

M

Σ t+dt

Σ t

FIGURA 2.1:Espacio-tiempo globalmente hiperbólicoM foliado en hipersuperficies espacialesΣt. Cada

hipersuperficie es parametrizada por la coordenada temporal t.

espacialΣt puede ser parametrizada por la coordenadat, la cual puede ser considerada como una función

de tiempo universal. Por supuesto, este tiempo no necesariamente debe coincidir con el tiempo propio de

algún observador. Dada la foliación, lo siguiente por hacer es preguntarnos como podemos describir la

geometrı́a de este espacio. Para esto, consideremos dos hipersuperficies infinitesimalmente cercanasΣt

y Σt+∆t tal y como se muestra en la figura 2.2. La geometrı́a de la regi´on del espacio-tiempo contenida

entre ambas hipersuperficies esta descrita por las siguientes funciones geométricas:

I. La métrica espacialγij que mide distancias sobre la hipersuperficie tridimensional Σt. Dada la

métricaγij, podemos definir el elemento de linea tridimensional como:

dl2 = γij dx
i dxj . (2.1)

II. El lapso de tiempo propiodτ entre ambas hipersuperficies que mide un observador que se mueve a

lo largo de la dirección normal a ellas. Este observador se conoce comoobservador de Euler. Uno

puede relacionar, a partir de la definición de tiempo propioy coordenado, el tiempoτ con el tiempo

universalt a través de la relación:

dτ = α(t, xi) dt , (2.2)
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dondeα(t, xi) es la llamada función de lapso.

III. La velocidad relativaβi entre los observadores de Euler y las ĺıneas con coordenadas espaciales

constantes. La velocidadβi es conocida como el vector de corrimiento y se puede obtener através

de la relación

xit+dt = xit − βi(t, xi) dt . (2.3)

En términos de estas tres cantidades, uno puede reescribirla métricagµν del espacio-tiempo como:

ds2 = (−α2 + βiβ
i) dt2 + 2βi dt dx

i + γij dx
i dxj , (2.4)

donde hemos definidoβi ≡ γijβ
j . Claramente, la manera en la que se hace la foliación no es única, y de

la misma forma, la manera en la que se propaga el sistema de coordenadas espacial de una hipersuperficie

a otra tampoco lo es. Esto significa que tanto el lapso como el vector de corrimiento son funciones que se

pueden especificar libremente. Estas funciones determinannuestro sistema de coordenadas y se conocen

como funciones de norma. Nótese que, por lo tanto, las componentes métricasgtt y gti solo se pueden

especificar eligiendo un sistema de coordenadas especı́fico.

Σ t+dt

Σ t

n

x = cons.i

∂t

ß

α

FIGURA 2.2: Foliación del espacio-tiempo en hipersuperficies tridimensionales tipo espacio. La función

de lapsoα mide el intervalo de tiempo propio entre las hipersuperficies a lo largo de la trayectoria normal

y el vector de corrimientoβi mide la velocidad relativa entre las trayectorias normalesy las lı́neas con

coordenadas espaciales fijas.
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Σ

M

Σ

n
n

FIGURA 2.3:Hipersuperficie espacialΣt encajada en el espacio-tiempoM. El cambio en la dirección del

vector nulo~n bajo transporte paralelo nos da información de como esta hipersuperficie esta encajada en

M, es decir, nos da información de la curvatura extrı́nseca deΣt.

Finalmente, el ingrediente que nos falta para cerrar esta discusión es saber cómo las hipersuperficies

espacialesΣt están encajadas en el espacio-tiempoM. Para esto, es necesario hablar de la curvatura

extrı́nseca de las hipersuperficies.

2.2. Curvatura intr ı́nseca y extŕınseca

Al hablar de la curvatura del espacio-tiempoM desde el punto de vista de la descomposición3 + 1,

debemos distinguir entre la curvatura intrı́nseca y la curvatura extrı́nseca de cada hipersuperficie tridimen-

sional por el hecho de que estas hipersuperficies están encajadas en el espacio-tiempo (ver figura 2.3).

Para aclarar esto, como ejemplo, consideremos un cilindro visto desdeR3 y visto sin tener en cuenta

ningún sistema de referencia, tal y como se muestra en el figura 2.4. El cilindro encajado enR3 es sin

duda alguna curvo. Diremos entonces que el cilindro es extr´ınsecamente curvo. Por otro lado, si consi-

deramos el cilindro sin referirnos a algún sistema de referencia y trazamos dos lineas paralelas sobre su

hipersuperficie, claramente estas lineas no se intersectarán en ningún punto. Por lo tanto, diremos que

el cilindro es intrı́nsecamente plano. Nótese que, en analogı́a con el tensor de Riemann(4)Rµναβ que

mide la curvatura del espacio-tiempoM, la curvatura intrı́nseca se puede calcular a través del tensor de

Riemann tridimensional(3)Rijkl, el cual se define en términos de la métricaγij. Por otro lado, para dar

una definición geométrica de la curvatura extrı́nseca, consideremos una hipersuperficieΣt encajada en el
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espacio-tiempo y un vector normal unitarionµ a esta, tal y como se muestra en la figura 2.3. No es difı́cil

mostrar que las componentes de~n están dadas por:3

nµ =
(

1/α,−βi/α
)

, nµ = (−α, 0) , (2.5)

de donde es claro que, por construcción, el vector unitario~n es tipo tiempo, es decir,

nµ nµ = −1 .

Con esto, podemos introducir el operador de proyecciónPµν , el cual toma cualquier vector del espacio-

tiemporµ y lo proyecta a la hipersuperficieΣt. Este operador esta definido como:

Pµν = δµν + nµ nν , (2.6)

dondeδµν = diag(1, 1, 1, 1) y nν ≡ gµνn
µ. Usando este operador, el tensor de curvatura extrı́nseca es

definido como

Kαβ ≡ −Pµα∇µnβ = −
(

∇αnβ + nα n
ν∇νnβ

)

. (2.7)

Nótese que el tensorKαβ cumple con la relación

nαKαβ = nβKαβ = 0 ,

es decir, es un tensor puramente espacial. Adicionalmente,el tensor de curvatura extrı́nsecaKαβ es, como

se vera más adelante, simétrico en sus dos ı́ndices.

Aunque esta definición, es desde el punto de vista matemático elegante, es poco intuitiva. Una defi-

nición más clara, con significado geométrico, puede darse recordando el ejemplo del cilindro. Para esto,

consideremos una vez más el cilindro visto desdeR3 y el vector normal a su hipersuperficie~n en el punto

a, tal y como se muestra en la figura 2.4. Si transportamos paralelamente este vector del puntoa al punto

b y lo comparamos con el vector normal en este punto, es claro que los dos vectores están apuntando en

dos distintas direcciones. Este cambio en la dirección lo mide la curvatura extrı́nsecaKµν . Teniendo en

cuenta esto último, se puede mostrar que una definición completamente equivalente a (2.7) es

Kαβ ≡ −1

2
£~n γαβ , (2.8)

donde£ denota la derivada de Lie. Usando (2.5) en (2.8) es posible mostrar que, teniendo en cuenta que

la curvatura extrı́nseca es puramente espacial,

3Nótese que, por definición, el vector~n define la velocidad cuatro-dimensional de los observadoresde Euler.
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x

z

y

b

Σ

a

n

t

FIGURA 2.4:Hipersuperficie espacialΣt encajada en el espacio tridimensionalR3. El vector normal~n es

transportado paralelamente de un punto a otro sobre la hipersuperficie espacialΣt.

Kij = − 1

2α

(

∂tγij − £~β
γij

)

= − 1

2α

(

∂tγij − ∇iβj − ∇jβi

)

, (2.9)

donde hemos usado que£~t = ∂t en un sistema de coordenadas adaptado. Esta ultima expresi´on puede

reescribirse como:

∂tγij = −2αKij + ∇iβj + ∇jβi . (2.10)

Ası́ que, de acuerdo con la expresión anterior, podemos interpretar a la curvatura extrı́nsecaKij como

la velocidadde la métrica espacialγij . Esta es una de las ecuaciones de evolución que necesitamospara

reescribir la relatividad general como un problema de valores iniciales. La otra ecuación que necesitamos

encontrar es la ecuación de evolución paraKij . Para esto, usaremos proyecciones de las ecuaciones de

Einstein a lo largo de la hipersuperficie espacialΣt y su normal.

Usando el vectornµ y el operador de proyección (2.6) sobre las ecuaciones (1.1) podemos separarlas

en los siguientes dos grupos:
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1. Cuatro ecuaciones sin derivadas temporales, llamadas ecuaciones de constricción:4

a) Constricción Hamiltoniana,

H ≡ R+K2 −Kij K
ij = 0 , (2.11)

dondeR ≡ γij Rij, Rij es el tensor de Ricci tridimensional sobreΣt y K es la traza de la

curvatura definida comoK = γijKij . Esta expresión es obtenida al proyectar los dos ı́ndices

libres de (1.1) a lo largo de la dirección normal a la hipersuperficie espacialΣt.

b) Constricción de momento

M j ≡ ∇i

[

Kij − γij K
]

= 0 , (2.12)

la cual es obtenida a través de una proyección mixta, es decir, a lo largo de la dirección normal

y sobre la hipersuperficieΣt.

2. Seis ecuaciones con derivadas temporales, obtenidas proyectando los dos ı́ndices libres de las ecua-

ciones de Einstein sobreΣt,

∂Kij

∂t
= −∇i∇jα+ α

[

Rij − 2KikK
k
j +KKij

]

+ £βKij

= −∇i∇jα+ α
[

Rij − 2KikK
k
j +KKij

]

(2.13)

+ βk∇kKij +Kik∇jβ
k +Kjk∇iβ

k .

Esta última expresión junto con (2.10) forman un sistema cerrado de ecuaciones de evolución conoci-

das como ecuaciones de Arnowitt-Deser-Misner (ADM). Ası́ que, con este sistema de ecuaciones hemos

reescrito la relatividad general como un problema de valores iniciales. Por lo tanto, lo único que nece-

sitamos es resolver numéricamente las ecuaciones ADM paraevolucionar cualquier espacio-tiempo. Sin

embargo, como mostramos en el apéndice A, el problema de valores iniciales asociado con este sistema de

ecuaciones esta mal planteado y, por lo tanto, conducen a inestabilidades numéricas. En la sección 2.4 pre-

sentamos brevemente las principales ideas detrás de formulaciones alternativas cuyo problema de valores

iniciales asociado esta bien planteado.

Antes de discutir las formulaciones alternativas a ADM, es necesario en este punto hablar de las varia-

bles de norma. Nótese que las ecuaciones ADM involucran la función de lapsoα y el vector de corrimiento

4Para los cálculos presentados aquı́ es suficiente suponer que estamos en vacı́o.
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βi y las ecuaciones de Einstein no nos dijeron nada sobre como elegir y/o evolucionar estas variables. Esto

era de esperarse pues, como ya mencionamos antes, esta variables son funciones de norma. Ası́ que uno

debe especificar libremente estas variables. Intuitivamente uno podrı́a pensar en usar la solución más sim-

ple,α = 1 y βi = 0. Sin embargo, uno puede mostrar que en general, y contrario alo que uno piensa, esta

solución rápidamente hace que el sistema de coordenada que estamos usando sea singular. En la siguiente

sección presentamos un breve resumen de las propuestas quetenemos en la actualidad para elegir estas

variables.

2.3. Variables de norma

Cuando estudiamos la evolución dinámica del espacio-tiempo es importante elegir un sistema de coor-

denadas que nos permita no solo cubrir la mayor parte de este espacio sino que a su vez nos ayude a evitar

cualquier tipo de irregularidad, como singularidades coordenadas o fı́sicas. En el lenguaje3 + 1, esto se

traduce, en como hacer una adecuada elección del lapso y delvector de corrimiento. Desde el punto de

vista geométrico, con la elección de la función de lapsoα automáticamente hacemos una foliación del

espacio-tiempo en hipersuperficies espaciales. Esta es la razón por la cual a esta elección se le conoce con

el nombre decondicíon de foliacíon. Por otro lado, con la elección del vector de corrimientoβi, elegimos

como la lineas coordenadas se propagan de un hipersuperficiea otra, por ejemplo, con la suposición de

queβi = 0, las lineas coordenadas se propagan en la misma dirección que el vector normal a la hiper-

superficie (ver figura 2.3). A continuación damos una breve descripción de las condiciones de norma que

son más usadas, en la práctica, en la relatividad numérica.

2.3.1. Condiciones de foliacíon

Existen varias formas de elegir la función de lapso, que se pueden clasificarse, siguiendo a [2], de la

siguiente forma:

I. Condición de foliación prescrita: el lapso es una función conocida del tiempo y el espacio. Un

ejemplo natural de este tipo de condición es la conocida foliación geodésica, en la cualα = 1.

II. Condición de foliación algebraica: la función de lapso es una función de las variables geométricas

de la hipersuperficie espacial. Un ejemplo de este tipo de condición es la conocida foliación1+ log,

en la cual,α = 1 + lnγ. Empı́ricamente se encontró que esta condición es robusta en la práctica y,

adicionalmente, evita singularidades.



2.3. Variables de norma 18

III. Condición eĺıptica: el lapso se obtiene resolviendoa cada paso de tiempo una ecuación eĺıptica. En

general, esta tipo de condiciones se obtiene cuando suponemos alguna condición sobre la geometrı́a

de la hipersuperficie espacial. Un ejemplo de una condiciónde foliación eĺıptica esla foliación ma-

ximal [121], en la cual exigimos que los elementos de volumen espaciales permanezcan constantes

durante toda la evolución. Esta condición claramente evita cualquier tipo de singularidades.

Foliación geod́esica

Como ya mencionamos antes, la foliación geodésica del espacio-tiempo es la elección más natural

que se puede pensar para la funciónα. Esta condición se obtiene al preguntarnos cual debe ser elvalor

del lapso para que el tiempo propio del observador de Euler coincida con el tiempo coordenado. Ası́ que,

teniendo en cuenta la expresión (2.2) la funciónα = 1.

Para entender el significado geométrico de esta condiciónes necesario tener en cuenta las siguien-

tes propiedades. Comencemos calculando la aceleración delos observadores de Euler a lo largo de la

dirección normal. Esta aceleración esta dada por

aν = nµ∇µn
ν . (2.14)

Nótese que, ya quenν es un vector unitario, su gradiente debe ser necesariamenteortogonal a este. Ası́ que,

aµ nµ = 0. Por lo tanto, la aceleración del observador de Euler es puramente espacial. Adicionalmente,

uno puede mostrar, teniendo en cuenta (2.5) y los resultadosdel apéndice B de [8], que

a0 = βi∂ilnα , (2.15)

ai = ∂ilnα . (2.16)

Finalmente, el cambio en el tiempo del elemento de volumen esta dado por la divergencia de la velocidad

del observador de Euler∇µn
µ. Usando la definición (2.8), uno puede mostrar fácilmenteque

∇µn
µ = −K . (2.17)

El nombre de foliación geodésica surge del hecho que, usando la condiciónα = 1 en la expre-

sión (2.16) la aceleración propia del observador de Eulerse anula, por lo tanto, estos observadores siguen

geodésicas tipo tiempo. Por otro lado, usando la condición geodésica en la ecuación de evolución de la

traza de la curvatura extrı́nseca tenemos que

∂tK − βi∂iK = αKijKij .
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Nótese que el término de la derecha de esta ultima expresi´on es definido positivo. Ası́ que, la traza de

la curvatura extrı́nseca a lo largo de la dirección normal siempre crece y por lo tanto, teniendo en cuen-

ta (2.17), el elemento de volumen colapsa a cero. Esta es la razón por la cual esta condición nunca se usa

en la práctica.

Foliación maximal

El problema de la foliación geodésica es que esta condici´on permite que los observadores sean enfo-

cados, es decir, que los elementos de volumen colapsen a cero. Ası́ que, es natural pensar que una mejor

condición de foliación es exigir que los elementos de volumen permanezcan constantes en el tiempo.

Teniendo en cuenta (2.17), esta condición es equivalente aexigir que

∂tK = 0 = K .

Tomando la traza de la expresión (2.13) y usando la constricción hamiltoniana para eliminar el escalar de

Ricci tenemos que

∂tK − βi∂iK = −∇i∇iα+ αKikK
ki . (2.18)

Entonces, si exigimos que los elementos de volumen permanezcan constantes en el tiempo, la función de

lapso deba satisfacer la condición

∇i∇iα = αKikK
ki . (2.19)

Esta condición es conocida como lacondicíon maximal.5 Esta condición fue propuesta por primera vez

por Lichnerowicz en [84] y es usada con frecuencia por ejemplo en simulaciones de agujeros negros.

Una propiedad importante de esta condición es que evita lassingularidades. Por construcción no per-

mite que las lineas coordenadas sean enfocadas y adicionalmente, ya que cerca a una singularidad fı́sica

no se puede garantizar que los elementos de volumen permanezcan constantes, impide que las hipersuper-

ficies espaciales se aproximen arbitrariamente a las singularidades.

Condiciones de foliacíon tipo Bona-Masso

El problema con la condición de foliación maximal es que, en cada paso de evolución, necesitamos

resolver una ecuación eĺıptica y no tenemos métodos num´ericos que nos permitan resolver de manera

5Uno puede mostrar que cuandoK = 0 el elemento de volumen es maximizado con respecto a pequeñas

variaciones en la hipersuperficieΣt.
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eficiente y en general estas ecuaciones.6 Por esta razón sean propuesto otro tipo de condiciones. Unade las

propuestas más populares es la familia de condiciones tipoBona-Masso [27, 28]. Este tipo de condiciones

permite, como veremos más adelante, reproducir por ejemplo el comportamiento de la condición maximal

resolviendo una simple ecuación evolución hiperbólica.

Para encontrar este familia de condiciones, comencemos exigiendo que las coordenadas satisfagan la

condición armónica

2xα = gµν∇µ∇νx
α = 0 . (2.20)

Esta condición, en coordenadas adaptadas, es equivalentea

Γα ≡ gµνΓαµν = 0 , (2.21)

donde los sı́mbolos de ChristoffelΓαµν son calculados usando la métricagµν . Usando una vez más el

apéndice B de [8] para expresar los sı́mbolos de Christoffel cuatro-dimensionales en términos de las

variables3 + 1, se pude encontrar fácilmente que la componente temporal de la expresión (2.21) es

∂tα = −α2K + £βα . (2.22)

Esta condición es conocida comocondicíon de foliacíon arḿonica. Nótese que, usando las ecuaciones

ADM, esta condición implica que
dα̃

dt
= 0 ,

donde hemos definido la variablẽα comoα̃ = α/
√
γ. En el caso en que el vector de corrimientoβi = 0,

la condición armónica puede ser integrada comoα = h(xi)
√
γ, donde la funciónh(xi) es una función

positiva y arbitraria pero independiente del tiempo.

Una generalización de la condición armónica fue propuesta por primera vez por Bona y Masso [25,

26, 27, 28] en la forma

∂tα = −α2 f(α)K + £βα , (2.23)

6Es necesario aclarar este punto. Por supuesto hoy en dı́a existen muchos métodos numéricos para resolver las

ecuaciones elı́pticas de manera eficiente. Por ejemplo, losmétodos multi-dominios (omultigrid) usando diferencias

finitas, los cuales convergen de manera polinomial a la solución deseada. También tenemos los métodos espectrales

que, aunque son mucho mas rápidos pues su convergencia es exponencial, son mucho más complejos de implementar

y/o generalizar numéricamente. Sin embargo, a pesar de contar con estos métodos siempre es más barato, en términos

de tiempo computacional, implementar ecuaciones hiperbólicas.
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dondef(α) es una función positiva. Se ha mostrado empı́ricamente quela condición anterior conf = 2/α

es robusta y bien comportada para espacio-tiempos con fuertes campos gravitacionales.

2.3.2. Condiciones sobre el vector de corrimiento

Las condiciones sobre el vector de corrimiento son menos conocidas ya que tradicionalmente se

asumı́a queβi = 0. En la práctica, para algunos casos asumir esta condiciónes suficiente. Sin embargo, un

vector de corrimiento diferente de cero es necesario, por ejemplo, para evitar que durante la evolución de

espacio-tiempos con agujeros negros, el horizonte aparente del agujero negro crezca muy rápidamente en

el espacio coordenado (los observadores de Euler caen al agujero negro), lo que causa que, eventualmente

el dominio computacional este dentro de dicho horizonte en un tiempo coordenado finito. Adicionalmen-

te, el uso de un vector de corrimiento corrotante permitió hacer la primer evolución binaria de agujeros

negros de una órbita [33]. A continuación presentamos algunas propuestas sobre el vector de corrimiento

que han sido utilizadas recientemente.

Distorsión mı́nima

En una tı́pica evolución numérica que involucra fuertes campos gravitacionales, por ejemplo, la evo-

lución de espacio-tiempos que contienen agujeros negros,los elementos de volumen se distorsionan de

manera arbitraria. Esto causa que eventualmente la evolución se detenga. Ası́ que si idealmente se controla

esta distorsión los códigos numéricos deberı́an permanecer estables durante mucho tiempo. Teniendo en

cuenta esto, Smarr y York propusieron en [122] la condiciónconocida comodistorsíon ḿınima. La idea

básica de esta condición es controlar y/o eliminar la distorsión de los elementos de volumen durante la

evolución. Para imponer esta condición, definimos el tensor de distorsiónΣij como

Σij ≡
1

2
γ1/3

£~tγ̃ij , (2.24)

con la métrica conformẽγij = γ−1/3 γij y, donde por construcción, hemos definido el vector temporal ~t

como

tµ ≡ αnµ + βµ .

En analogı́a con la expresión (2.10), podemos interpretarel tensor de distorsión mı́nima como la velocidad

de la métrica conforme. Usando la ecuación (2.10) se puedereescribir la expresión (2.24) en términos de
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las cantidades3 + 1 como

Σij = −α
(

Kij −
1

3
γij K

)

+
1

2
(Lβ)ij , (2.25)

donde el operadorL es definido como:7

(Lβ)ij ≡ 2∇(iβj) −
2

3
γij∇kβ

k . (2.26)

Finalmente, la condición de distorsión mı́nima se obtiene al minimizar la integral deΣijΣ
ij sobre toda la

hipersuperficie espacial. Esta condición implica

DiΣij = 0 , (2.27)

o de manera equivalente,

∆Lβ
i = 2∇j

[

α
(

Kij − 1

3
γij K

)]

, (2.28)

donde hemos definido el operador∆L como

∆Lβ
i ≡ ∇j(Lβ)ij = ∇j∇jβ

i + ∇j∇iβj − 2

3
∇i∇jβ

j

= ∇2βi +
1

3
∇i∇jβ

j +Rijβ
j . (2.29)

La ecuación (2.28) es conocida como la condición de distorsión mı́nima para el vector de corrimiento.

Nótese que esta condición son tres ecuaciones eĺıpticasacopladas para las tres componentes deβi. Como

ya hemos mencionado antes, resolver ecuaciones eĺıpticasen general es muy difı́cil. Esta es la razón por

la cual esta condición es muy poco usada en la práctica.

En los últimos años, se han propuesto ecuaciones de evolución para el vector de corrimiento relacio-

nadas con el tensor de distorsión mı́nima del tipo

∂tβ
i ∝ ∇jΣ

ij ,

por ejemplo, la condición parabólica [3]

∂tβ
i = ǫ

[

∇2βi +
1

3
∇i∇jβ

j +Rijβ
j − 2∇j

(

α(Kij − 1

3
γijK)

)

]

, (2.30)

7Este operador también aparece cuando se estudian los datosiniciales. Para detalles ver por ejemplo [49, 3]
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donde el parámetroǫ es una constante mayor que cero. Esta ultima ecuación para las componentes del vec-

tor de corrimiento es mucho más simple de resolver que la condición de distorsión mı́nima. Sin embargo,

es conocido que, por estabilidad, en toda ecuación parabólica se debe cumplir∆t ≤ (∆x)2. Por lo tanto,

el uso de esta condición implica muchos recursos computacionales; al incrementar la resolución espacial

nos toma mucho más tiempo llegar al mismo punto temporal. Teniendo en cuenta esto, Alcubierreet al.

propusieron la condición conocida comoGamma driver.8 Esta condición tiene la forma [6]

∂2
tβ
i = α2 ξ ∂tΓ̃

i , (2.31)

dondeξ es una función definida positiva de la posición y/o del lapso y donde hemos usado queΓ̃i =

−∂j γ̃ij .9 Se ha mostrado empı́ricamente que esta condición es extremadamente robusta y bien comporta-

da; en las recientes simulaciones de agujeros negros [41, 16, 64] esta condición fue implementada con un

término adicional de amortiguamiento en la forma

∂2
tβ
i = α2 ξ ∂tΓ̃

i − η ∂tβ
i , (2.32)

donde la constanteη > 0. Esta condición fue indispensable para garantizar la estabilidad de los códigos

numéricos.

2.4. Formulaciones hiperb́olicas de las ecuaciones de Einstein en la des-

composicíon 3+1

El primer paso en el intento por cambiar la estructura matem´atica de las ecuaciones de evolución surge

naturalmente cuando se tiene en cuenta que las ecuaciones deevolución que resultan de la descomposición

3 + 1 no son únicas. Siempre es posible sumar múltiplos de las constricciones para obtener nuevas ecua-

ciones de evolución sin alterar la solución fı́sica correspondiente. Hoy en dı́a, existe una gran cantidad de

8Esta condición esta inspirada en la condiciónGamma freezing,

∂tΓ̃
i = 0 .

Para detalles ver, por ejemplo, [3].
9Esta igualdad es valida solamente si suponemos que el determinante de la métrica conforme es en general

constate.
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propuestas hiperbólicas10 alternativas a la formulación ADM. Por supuesto, unas máspopulares que otras.

Nosotros, sin embargo, brevemente discutiremos dos formulaciones que empı́ricamente han probado ser

particularmente estables durante evoluciones numéricasen diferentes espacio-tiempos.

2.4.1. Formulacíon BSSN

Una de las formulaciones hiperbólicas más exitosas, alternativas a las ecuaciones ADM, y que es usada

por la mayor parte de la comunidad de relatividad numérica es la formulación BSSN introducida a finales

de las años ochenta por Shibata y Nakamura [94] y usada a finales de las años noventa por Baumgarte

y Shapiro [21] en un estudio sistemático para mostrar que esta nueva formulación es mucho más estable

que ADM. La idea principal de esta formulación es la introducción de tres nuevas variablesΓ̃i, conocidas

como funciones de conexión conforme, y una transformación conforme para la métrica y la curvatura

extrı́nseca. Adicionalmente, BSSN separa la curvatura extrı́nseca en su traza y en un tensor con traza cero.

Esto permite, como veremos más adelante, tener mayor control sobre la dinámica del sistema.

Para empezar, consideremos una transformación conforme de la métrica espacialγij de la forma

γ̃ij ≡ ψ−4 γij ≡ e−4φ γij , (2.33)

donde el factor conformeψ se elige de tal forma que el determinante de la métrica conforme γ̃ij sea igual

a uno; notese que con esta elección la métricaγ̃ij es por lo tanto una densidad tensorial de peso−2/3.

Hemos usado la segunda equivalencia porque en la práctica,en lugar de usar el factor conformeψ, se usa

la funciónφ. Teniendo en cuenta esto, es fácil mostrar que

φ =
1

12
lnγ , (2.34)

dondeγ es el determinante de la métricaγij . Por otro lado, consideremos un reescalamiento conforme de

la curvatura extrı́nseca sin traza,

Aij ≡ Kij −
1

3
γijK , (2.35)

10Para la discusión en esta sección es suficiente con asumir que los sistemas de ecuaciones hiperbólicos son

sistemas de ecuaciones cuya solución depende continuamente de los datos iniciales. Sin embargo, una discusión

sobre el concepto de hiperbolicidad, sistemas débil y fuertemente hiperbólicos es presentada en el apéndice A.
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similar al reescalamiento de la métricaγij, es decir, de la forma11

Ãij = e−4φAij . (2.36)

Hasta este momento, no hemos hecho otra cosa más que redefinir las variables ADM en términos de

una descomposición conforme. Una diferencia significativa es que adicionalmente a estas redefiniciones,

BSSN introduce tres funciones conformes definidas como

Γ̃i ≡ γ̃jk Γ̃ijk = −∂j γ̃ij , (2.37)

donde los sı́mbolos de Christoffel̃Γijk son calculados a través de la métrica conformeγ̃ij. Ası́, en lugar

de evolucionar las variables ADM, la métricaγij y la curvatura extrı́nsecaKij , la formulación BSSN usa

las variables:12

φ =
1

12
lnγ , (2.38)

K = γij Kij , (2.39)

γ̃ij = e−4φ γij , (2.40)

Ãij = e−4φAij , (2.41)

Γ̃i = −∂j γ̃ij . (2.42)

Existen varias motivaciones para elegir la forma de este tipo de variables. Por ejemplo, la transformación

conforme y la separación de la curvatura extrı́nseca en su traza y el tensorAij permite tener control

sobre la condición de foliación, es decir, sobre la funci´on de lapso, que en general, como sugiere la

ecuación (2.23), esta relacionada con la trazaK. Adicionalmente, a través de (2.34) podemos tener el

control, en algún sentido, de los elementos de volumen. Porotro lado, la definición de las variables̃Γi

permite, cuando se consideran variables independientes, reescribir el tensor de Ricci como un operador

eĺıptico que actúa sobre las componentes de la métrica conforme. Con esto, las ecuaciones de evolución

11En analogı́a con la métrica conforme, uno puede mostrar fácilmente que la la curvatura extrı́nseca sin traza

conforme es también una densidad tensorial de peso−2/3.
12Recientemente se propuso en [41] evolucionar la variableχ ≡ exp(−4φ) en lugar de la funciónφ para garan-

tizar que las evoluciones numéricas de espacio-tiempos que contienen agujeros negros permanezcan estables. Por

otro lado, en [16] se propuso una nueva condición de norma que también garantiza esta estabilidad sin introducir

ninguna variable adicional.
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para la métricãγij y la curvaturaÃij se reescriben como ecuaciones de evolución tipo ecuaciónde onda.

Para finalizar esta sección, lo que nos resta por hacer es encontrar las ecuaciones de evolución para las

variables BSSN. Usando la ecuación de evolución para la m´etrica (2.10) y la expresión (2.33) es fácil

encontrar que

dφ

dt
= −1

6
αK , (2.43)

dγ̃ij
dt

= −2α Ãij , (2.44)

donde, por simplicidad, hemos definidod/dt ≡ ∂t−£β. Por otro lado, de la ecuación de evolución para la

curvatura extrı́nseca (2.13) y la constricción hamiltoniana para eliminar el escalar de Ricci, encontramos13

dK

dt
= −γij∇i∇jα+ α

(

ÃijÃ
ij +

1

3
K2

)

, (2.45)

dÃij
dt

= e−4φ
{

−∇i∇jα+ αRij

}ST
+ α

(

KÃij − 2ÃikÃ
k
j

)

, (2.46)

donde el superı́ndiceST denota la parte libre de traza de la expresión con respecto ala métricaγij , es

decir, dada la variableYij, su parte libre de trazaYST
ij esta dada por

Y
ST
ij = Yij −

1

3
γij Y

l
l . (2.47)

Estas ecuaciones de evolución involucran derivadas covariantes compatibles con la métricaγij. Para cal-

cular estas derivadas usamos la relación, que se obtiene delas ecuaciones (2.33) y (2.38),

Γkij = Γ̃kij + 2
(

δki ∂jφ+ δkj ∂iφ− γ̃ij γ̃
kl ∂lφ

)

. (2.48)

Una relación similar para el tensor de Ricci, asociado conγij , se puede calcular a través de

Rij = R̃ij +Rφij , (2.49)

13En este punto de la discusión es útil definir cual es la derivada de lie de una densidad tensorial de pesoω a lo

largo del vector~β. Esta derivada es definida como

£~β
T ≡

[

£~β
T
]

|ω=0

+ ω T∂iβ
i ,

donde el primer término denota la derivada de lie asumiendoqueT es un tensor.



2.4. Formulaciones hiperb́olicas de las ecuaciones de Einstein en la descomposición 3+1 27

dondeR̃ij es el tensor de Ricci asociado con la métrica conforme

R̃ij = −1

2
γ̃lm ∂l∂mγ̃ij + γ̃k(i∂j)Γ̃

k + Γ̃kΓ̃(ij)k

+ Γ̃lm
[

2 Γ̃kl(iΓ̃j)km + Γ̃kim Γ̃klj

]

, (2.50)

y el tensorRφij denota los términos que dependen deφ,

Rφij = −2 ∇̃i ∇̃jφ− 2 γ̃ij ∇̃k ∇̃kφ+ 4 ∇̃iφ ∇̃jφ− 4 γ̃ij ∇̃kφ ∇̃kφ , (2.51)

donde∇̃i es la derivada covariante compatible con la métrica conforme. Finalmente, para encontrar la

ecuación de evolución para las variablesΓ̃i podemos usar las expresiones (2.10), (2.37) y la constricción

de momentos para eliminar la divergencia deÃij para obtener14

∂tΓ̃
i = γ̃jk∂j∂kβ

i +
1

3
γ̃ij∂j∂kβ

k + βj∂jΓ̃
i − Γ̃j∂jβ

i +
2

3
Γ̃i∂jβ

j

− 2 Ãij ∂jα+ 2α

(

Γ̃ijk Ã
jk + 6 Ãij∂jφ− 2

3
γ̃ij∂jK

)

. (2.52)

Uno puede reescribir esta ecuación de una manera más compacta si se tiene en cuenta que los tres últimos

términos que involucran en vector de corrimientoβi corresponden a la derivada de lie de una densidad

vectorial de peso−2/3. Por lo tanto podemos reescribir (2.52) como15

dΓ̃i

dt
= γ̃jk∂j∂kβ

i +
1

3
γ̃ij∂j∂kβ

k − 2 Ãij ∂jα

+ 2α

(

Γ̃ijk Ã
jk + 6 Ãij∂jφ− 2

3
γ̃ij∂jK

)

. (2.53)

La estabilidad numérica de la formulación BSSN ha sido probada tanto empı́rica como teóricamente

varias veces (ver por ejemplo [21, 5, 7]). Esta formulaciónparece ser una de las propuestas más robustas

que se conocen hoy en dı́a y fue primordial en la solución delproblema de la evolución de dos agujeros

negros en órbita [41, 16].

14En la práctica, si uno usa las ecuaciones (2.43), (2.44), (2.45), (2.46) y la ecuación de evolución paraΓ̃i sin

usar la constricción de momentos en una evolución numérica, el sistema resulta inestable.
15Nótese que solo estamos reescribiendo la ecuación (2.52)de manera compacta. Si la variableΓ̃i fuera realmente

una densidad vectorial de peso−2/3 los demás términos que involucran el vector de corrimiento βi no deberı́an

estarı́an presentes.
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2.4.2. Formulacíon NOR

A pesar de que la mayor parte de la comunidad numérica es pragmática, existe una parte de la comu-

nidad que intenta buscar soluciones alternativas a un problema dado. Particularmente hablando, aunque la

formulación BSSN es la formulación que en la práctica funciona mejor, una pequeña comunidad numéri-

ca ha intentado buscar formulaciones alternativas. Recientemente, Nagy, Ortiz y Reula presentaron una

nueva reformulación hiperbólica de las ecuaciones ADM conocida como la formulación NOR [92]. Esta

nueva formulación esta inspirada en las ecuaciones de evolución tipo Bona-Masso [25, 15, 28]16 y BSSN

aunque no hace uso de ninguna transformación conforme, ni separa la curvatura extrı́nseca en su trazaK

y el tensorAij de traza cero. Estas dos simplificaciones hacen que la formulación NOR sea mucho más

simple de implementar pues reduce el número de variables para evolucionar, y, por lo tanto, es mucho más

atractiva. Sin embargo, a pesar de su atractiva forma, aun existen algunas dudas acerca de su estabilidad

numérica comparada con la estabilidad que se obtiene en un código tipo BSSN.

La formulación NOR se basa en la introducción de tres funciones de conexiónΓi, completamente

análogas a las funciones de conexión conforme de BSSN. Susvariable dinámicas sonγij y Kij , cuyas

ecuaciones de evolución conocemos de la formulación ADM,y las tres funcionesΓi. Para encontrar la

ecuación de evolución para estas variables, usamos la identidad

Γi = − 1√
γ
∂j
(√
γ γij

)

, (2.54)

y después de algunas cuentas, encontramos que

dΓi

dt
= γlm ∂l∂m β

i −∇l

(

2αKil − αγilK
)

+ 2αK lm Γilm , (2.55)

donde por notación hemos asumido que la derivada de lie de lavariableΓi corresponde a la derivada de

un tensor, es decir, los términos que resultan de la derivada de lie al escribir expĺıcitamente la derivada

temporal son

£βΓ
i = βl∂lΓ

i − Γl∂lβ
i . (2.56)

Adicionalmente, NOR introduce dos parámetros que se usan para sumar múltiplos arbitrarios de las cons-

tricciones a las ecuaciones (2.13) y (2.55). Estos dos grados adicionales de “libertad” son útiles para

16Es importante mencionar que la formulación de ecuaciones de evolución tipo Bona-Masso no corresponde a las

condiciones de foliación tipo Bona-Masso. Las ecuacionesde evolución Bona-Masso son ecuaciones de evolución

para la métrica, curvatura extrı́nseca y una variable geométrica auxiliar, mientras que las condiciones de foliaci´on

son condiciones sobre la función de lapsoα.
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garantizar que el sistema de ecuaciones de evolución conduce a un problema de valores iniciales bien

planteado. Ası́ que, la formulación modifica la ecuación de evolución paraKij en la forma:

dKij

dt
= −∇i∇j + α

(

Rij +KKij − 2KikK
k
j + η α γij H

)

, (2.57)

dondeη una constante real. De manera análoga, la ecuación de evolución paraΓi cambia a la expresión

dΓi

dt
= γlm ∂l∂m β

i −∇l

(

2αKil − αγilK
)

+ 2αK lm Γilm + ξ αM i , (2.58)

dondeξ es de nuevo una constante real. Es importante mencionar, en este punto de la discusión, que como

mostraremos en el apéndice A, si suponemos que las constantesη = ξ = 0, el problema de valores inicia-

les asociado con la formulación NOR no esta bien planteado.Esto se debe a que con esta combinación de

las constantes, NOR esencialmente se reduce a la formulaci´on ADM; se puede mostrar que por el hecho

de introducir las variablesΓi como variables independientes, la estructura matemáticadel sistema de ecua-

ciones no cambia, en otras palabras, aunque consideremos elsistema ADM y consideremos las funciones

Γi como variables independientes, el sistema resultante tiene un problema de valores iniciales asociado

mal planteado. Esta es la razón del por qué es útil sumar adecuadamente múltiplos de las constricciones.

Por otro lado, si asumimos queη = 0 y ξ = 2, el problema de valores iniciales asociado con el sistema

de ecuaciones NOR esta bien planteado (ver apéndice A). Esto era de esperar pues uno puede mostrar que

con esta combinación de valores para las constantesη y ξ, la formulación NOR se reduce a el sistema de

ecuaciones de evolución Bona-Masso.

Antes de finalizar esta sección, queremos mencionar un punto sutil que sera extremadamente útil en

la implementación de códigos numéricos adaptados a una simetrı́a dada. Claramente, las variables de

conexiónΓ̃i de la formulación BSSN y/oΓi en la formulación NOR, no son tensores. Ası́ que, intentar

evolucionar espacio-tiempos en coordenadas curviĺıneasconduce a varios problemas en la definición de

estas variables. Para aclarar este punto, veamos un simple ejemplo. Consideremos un espacio-tiempo

esféricamente simétrico descrito por la métrica tridimensional

γij =









A 0 0

0 r2B 0

0 0 r2B sen2θ









, (2.59)

Por simetrı́a, la única componente deΓi diferente de cero debe serΓr. Sin embargo, se puede mostrar
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fácilmente, usando las expresiones (2.54) y (3.52), que las componentes deΓi son:

Γr =
1

A

(

∂rA

2A
− ∂rB

2B
− 1

r

)

, (2.60)

Γθ = −cotθ
2B

, (2.61)

Γφ = 0 . (2.62)

Ya que estamos considerando la forma más general para la métricaγij en coordenadas esféricas, el hecho

que la componenteΓθ sea distinta de cero implica una inconsistencia. Si inicialmente consideramos un

sistema de coordenadas, adaptadas a una simetrı́a dada, es de esperar que la evolución numérica no nos

lleve a otro tipo de coordenadas. Este problema surge por quenuestras variables de evolución no son

covariantes con respecto a transformaciones de coordenadas. Alcubierre y colaboradores mostraron en [8]

que este problema se puede corregir definiendo una nueva variable∆i en lugar deΓi

∆i = γjk∆i
jk ≡ γjk

(

Γijk − Γ̊ijk

)

, (2.63)

donde las funcionesΓ̊ijk son los sı́mbolos de Christoffel asociados con un espacio-tiempo de fondo plano

descrito por el mismo tipo de coordenadas que el espacio-tiempo fı́sico. Con esta nueva variable, podemos

verificar que si inicialmente imponemos coordenadas esféricas, después de un tiempot > 0 las evolucio-

nes numéricas permanecerán en este mismo sistema de coordenadas. Para esto, una vez más usamos la

métrica (3.52) y la anterior definición para obtener:

∆r =
1

A

(

∂rA

2A
− ∂rB

B

)

− 2

r

(

∂rA

A
− ∂rB

B

)

, (2.64)

∆θ = 0 , (2.65)

∆φ = 0 . (2.66)

Al reemplazar la variableΓi por∆i en las variables del sistema NOR, la única ecuación de evolución

que se modifica es la ecuación para la curvatura extrı́nseca. Este cambio se tiene en cuenta al considerar

que el tensor de Ricci escrito en términos de∆i adopta la forma

Rij = −1

2
γlk ∂l∂kγij + γk(i∂j)

[

∆k + Γ̊k
]

+ γl m Γki lΓkmj

+
1

2

[

∆l + Γ̊l
]

∂lγij +
1

2
γklγmn

[

2 ∂(iγln∂mγj)k − ∂(iγln∂j)γkm

]

, (2.67)

donde hemos definidoΓ̊l ≡ γij Γ̊lij . En esta ultima expresión la simetrización involucra únicamente los

ı́ndicesi y j. Finalmente, para cerrar el sistema de ecuaciones de evolución del sistema NOR, debemos
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encontrar la ecuación de evolución para∆i. Es fácil mostrar que, bajo un procedimiento similar al usado

para encontrar la ecuación (2.55), después de algunas cuentas obtenemos:

d∆i

dt
= γlm ∂l∂m β

i + γlmβk∂kΓ̊
i
lm − Γ̊k∂kβ

i + 2 Γ̊ilmγ
km∂kβ

l

− ∇m

[

α
(

2Kim − γimK
)

]

+ 2αK lm∆i
lm . (2.68)

Nótese que para encontrar esta expresión hemos asumido que el espacio-tiempo de fondo es estático, es

decir, hemos supuesto que

∂tΓ̊
l
ij = 0 .

Finalmente, en analogı́a con la expresión (2.58), la ecuación de evolución para∆i es

d∆i

dt
= γlm ∂l∂m β

i + γlmβk∂kΓ̊
i
lm − Γ̊k∂kβ

i + 2 Γ̊ilmγ
km∂kβ

l

− ∇m

[

α
(

2Kim − γimK
)

]

+ 2αK lm∆i
lm + ξ αM i . (2.69)

Al referirnos a la formulación NOR nos referiremos al sistema de ecuaciones (2.10), (2.57) y (2.69).

Este sistema de ecuaciones en general no necesariamente coincide con la versión original propuesta por

Nagy y colaboradores [92].

2.5. Ecuaciones de Einstein en la Norma Arḿonica

Hasta este momento solo hemos hablado de formulaciones de las ecuaciones de Einstein usando la

descomposición3 + 1 sin referirnos a ninguna condición particular sobre las variables de norma. A con-

tinuación, discutiremos una forma completamente diferente de reescribir las ecuaciones de Einstein como

un problema de valores iniciales. Para esto exigimos que lascoordenadas del espacio-tiempoxµ satisfagan

una condición armónica, es decir,

2xµ = Γµ = 0 , (2.70)

donde, como ya mencionamos antes,2 es el operador de D’Alambert es definido como

2xα ≡ gµν∇µ∇νx
α . (2.71)

La ventaja de usar este método sobre, por ejemplo, la descomposición 3 + 1 es que al imponer esta

condición la parte principal de la ecuación diferencial que satisface cada componente de la métrica es una
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ecuación de onda. Esto permite automáticamente asegurarque el sistema de ecuaciones es fuertemente

hiperbólico. Este método ha sido muy útil, como mostramos en el Capı́tulo 4, para estudios anaĺıticos. Para

detalles ver por ejemplo [100, 11, 85, 109]. Una generalización natural de la condición armónica (2.71) es

2xα = Hα , (2.72)

dondeHα es una función arbitraria. Esta generalización fue propuesta de manera independiente por Frie-

drich en [58] para estudiar la hiperbolicidad de las ecuaciones de Einstein y por Garfinkle en [60] para

estudiar singularidades en algunas cosmologı́as. Recientemente fue usada por Pretorius en [99] para pre-

sentar la primera evolución estable binaria de dos agujeros negros en órbita. Nótese que a pesar de que la

condición armónica es una condición sobre las coordenadasxµ del espacio-tiempo, la condición armónica

generalizada (2.72) no implica ninguna condición sobre estas coordenadas. Cualquier espacio-tiempo en

coordenadas arbitrarias puede ser expresado como (2.72) con su correspondiente fuenteHα. A continua-

ción, siguiendo a [109], presentamos las ecuaciones de campo en la norma armónica generalizada teniendo

en cuenta que, como se mostró en la sección anterior, es más conveniente usar una métrica de fondog̊µν

fija y la cantidad∆µ
αβ en lugar de la conexiónΓµαβ. Con esto, podemos reemplazar la condición (2.72)

por

Cα = gµν
(

Γαµν − Γ̊αµν

)

−Hα = gµν ∆α
µν −Hα = 0 , (2.73)

donde hemos definido, en analogı́a con (2.63), la cantidad∆α
µν ≡ gµν(Γαµν − Γ̊αµν). Adicionalmente, es

útil definir, para los siguientes cálculos, la diferenciaentre la métrica fı́sica y la métrica de fondo como

hµν ≡ gµν − g̊µν . (2.74)

Nótese que, como∇̊ es la derivada covariante compatible con la métrica de fondo, uno puede reemplazar

∇̊αhµν por ∇̊αgµν . Sin embargo, como veremos en el Capı́tulo 4, es más útil escribir las expresiones en

términos dehµν que en términos de la métricagµν . Por otro lado, el tensor de Riemann correspondiente a

la métricagµν puede ser reescrito, en términos de∆α
µν , como

Rαµνβ = R̊
α
µνβ + 2∇̊[ν∆

α
β]µ + 2∆α

σ[ν∆
σ
β]µ , (2.75)

dondeR̊
α
µνβ es el tensor de Riemann asociado con la métrica de fondog̊µν . Teniendo en cuenta que

∆α
µν = Γαµν − Γ̊αµν =

1

2
gαβ

(

∇̊µhνβ + ∇̊νhβµ − ∇̊βhµν
)

, (2.76)



2.5. Ecuaciones de Einstein en la Norma Armónica 33

y, adicionalmente que

∇̊µgαβ = −∆α
µν g

νβ − ∆β
µν g

να , (2.77)

es fácil mostrar que el tensor de Riemann satisface la siguiente relación

Rµναβ =
1

2

(

∇̊α∇̊νhµβ − ∇̊β∇̊νhµα + ∇̊β∇̊µhαν − ∇̊α∇̊µhνβ
)

+ gστ ∆σ
να∆τ

µβ − gστ ∆σ
νβ∆

τ
µα + g[µσR̊

σ
ν]αβ . (2.78)

En esta ultima expresión la antisimetrı́a involucra solo los ı́ndicesµ y ν. De manera similar, para el tensor

de Ricci obtenemos

Rµν =
1

2
gαβ

(

−∇̊α∇̊βhµν − ∇̊µ∇̊νhαβ + ∇̊µ∇̊αhνβ + ∇̊ν∇̊αhµβ
)

+ gστ g
αβ (∆σ

µα ∆τ
νβ − ∆σ

µν ∆τ
αβ) − gαβR̊

σ
αβ(µgν)σ . (2.79)

Consideremos ahora, la derivada covariante de (2.73):

∇µCν = gαβ
(

∇̊µ∇̊αhνβ −
1

2
∇̊µ∇̊νhαβ

)

− 2∆α
βµ gνσ ∆σ

ατ g
βτ

− gσβ g
αβ ∆σ

µν ∆τ
αβ −∇µHν . (2.80)

Restando la parte simétrica de la anterior expresión de laecuación (2.79) obtenemos:

Eµν = gαβ∇̊α∇̊βhµν − 2 gστ g
αβ∆σ

µα∆
τ
νβ − 4∆α

β(µgν)σ∆
σ
ατg

βτ

+ 2 gαβR̊
σ
αβ(µgν)σ − 2∇(µHν) , (2.81)

dondeEµν ≡ −2Rµν + 2∇(µCν). Finalmente, usando dos veces la identidad de Bianchi también obtene-

mos,

∇ν

(

Eµν −
1

2
gµνg

αβEαβ
)

= ∇ν∇νCµ +Rµ
νCν . (2.82)

Por lo tanto, si en las dos expresiones anteriores suponemosque Eµν = 0, obtenemos, de la expre-

sión (2.81), las ecuaciones de Einstein en la norma armónica para el vacı́o y, de la expresión (2.82),

las ecuaciones de evolución para las constricciones de norma.

Al igual que con las variables de norma en la formulación3 + 1, las ecuaciones de evolución para la

métrica (2.81) involucran cuatro funciones arbitrariasHµ. Estas funciones, en analogı́a con el lapso y el

vector de corrimiento, se pueden interpretar como la libertad que se tiene de elegir cualquier sistema de
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coordenadas en relatividad general y por lo tanto, las ecuaciones de campo (1.1) nuevamente no pueden

decir nada acerca de ellas.

La forma más simple de como elegir las funciones de normaHµ es suponer que estas funciones son

funciones arbitrarias de las coordenadas del espacio-tiempo,

Hµ = fµ(x
α) .

Otra propuesta natural es, en analogı́a con las condicionesde foliación Bona-Masso, una ecuación de

evolución paraHµ que lleve el sistema a coordenadas armónicas

∂tHµ = f(t)Hµ ,

dondef es una función positiva y arbitraria que obliga a que el sistema evolucione a un estado para el cual

Hµ = 0. Sin embargo, el método más usado para elegir estas funciones es traducir la norma armónica al

lenguaje3 + 1. Para esto, elegimos coordenadas(t, xi) y una vez más hacemos la foliación del espacio-

tiempoM en hipersuperficies espacialesΣt. Con esto, podemos descomponer la métricagµν en la forma

g00 = −
(

α2 − γij β
iβj
)

, (2.83)

g0i = γij β
j , (2.84)

gij = γij , (2.85)

dondeα y βi son la función de lapso y el vector de corrimiento usuales dela formulación3 + 1. Usando

este forma de la métrica en la condición (2.73) y teniendo en cuenta que,

Γ0 = − 1

α3

(

∂tα− βm∂mα+ α2K
)

,

Γi =
βi

α3

(

∂tα− βm∂mα+ α2K
)

+ (3)Γi

− 1

α2

(

∂tβ
i − βm∂mβ

i + α∂iα
)

, (2.86)

encontramos que esta condición generalizada es equivalente a las ecuaciones de evolución para las varia-

bles de norma

∂tα− βm ∂mα = α
(

Ht − βmH
m − α2 Γ̊t

)

, (2.87)

∂tβ
i − βm ∂mβ

i = α2
(

(3)Γi − γij Hj − βi Γ̊t − Γ̊i
)

− α γij∂jα− βiβj Hj . (2.88)

Nótese que al especificar la funciónHµ determinamos la evolución de las funciones de norma. En el

Capı́tulo 4 usamos este hecho para elegir la forma que deben tener estas funciones en la práctica.



CAPÍTULO 3

REGULARIZACI ÓN

Después de los trabajos de Pretorius [99], del grupo de Brownsville [41] y el grupo de Goddard [16],

el problema de la colisión de dos agujeros negros en órbitapuede considerarse esencialmente resuelto. In-

cluso la mayor parte de la comunidad de relatividad numérica considera que el problema de la evolución

y/o colisión de objetos compactos en vacı́o esta resuelto.Esta es la razón por la cual la mayor parte de la

comunidad de relatividad numérica esta migrando a problemas relacionados con hidrodinámica relativis-

ta. Sin embargo, aún se pueden atacar algunos problemas conrelevancia astrofı́sica tales como colapso

y/o acreción de materia, ondas de Brill, etc. Por supuesto,uno siempre puede argumentar que estos pro-

blemas deben ser solubles con los códigos numéricos actuales. Sin embargo, como la mayor parte de

estos códigos están escritos en coordenadas cartesianas, no se puede tomar alguna ventaja de las simetrı́as

del problema. La razón de por qué se implementan códigos en estas coordenadas y no en coordenadas

adaptadas a una simetrı́a dada es simple. Al implementar códigos con coordenadas adaptadas aparecen

singularidades coordenadas del tipo∼ 1/r o∼ 1/ρ para coordenadas esféricas o axiales respectivamente,

que rápidamente causan que las simulaciones sean inestables y que, por lo tanto, la evolución se detenga.

Ası́ que, usar coordenadas cartesianas en las simulaciones, sin tener en cuenta la simetrı́a presente, parece

ser la solución más adecuada. Sin embargo, si queremos hacer evoluciones numéricas relevantes necesi-

tamos tener, como ya mencionamos en el Capı́tulo 1, grandes recursos computacionales. Por este motivo,

reducir el número de puntos en la malla numérica se hace indispensable.

Existen varias técnicas para tratar de resolver el problema de las singularidades coordenadas. Por

ejemplo, se puede elegir una norma particular que elimine o disminuya este problema. Sin embargo, el

inconveniente de esta elección es que limita el tipo de evoluciones que se pueden hacer. Por ejemplo,

la norma radial [19], en la cual se exige que el área de las esferas de radio propior sea siempre4π r2,

35
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no permite penetrar el horizonte aparente, ya que en el interior del horizonte es imposible garantizar que

el área de las esferas sea constante con un vector de corrimientoβi = 0. En esta sección presentamos

un procedimiento completamente general de regularización para el caso de espacio-tiempos esférica y

axialmente simétricos, inspirado en el trabajo de Rinne y Stewart [107, 104], que nos permite elegir una

condición arbitraria para las variables de norma.

3.1. Condiciones de regularidad

Para encontrar una técnica de regularización para códigos numéricos implementados en coordenadas

adaptadas a una simetrı́a dada, lo primero que uno debe considerar es el tipo de condiciones de regularidad

que deben cumplir las funciones geométricas. Por simplicidad, comenzaremos discutiendo este tipo de

condiciones para un espacio-tiempo esfericamente simétrico y, en base a esto, encontraremos condiciones

análogas para el caso axial.

3.1.1. Simetŕıa esf́erica

Existen dos tipos de condiciones de regularidad para las componentes métricas. El primer conjunto de

condiciones surge al considerar directamente la simetrı́a. Para analizar este tipo de condiciones, comence-

mos considerando la forma más general de la métrica en coordenadas esféricas,

ds2 = − (α− βrβ
r) dt2 + 2βr drdt+ γrrdr

2 + γθθ dΩ
2 , (3.1)

donde, como ya mencionamos antes, las variablesα y βr son la función de lapso y el vector de corrimiento

respectivamente. Las funciones métricasγrr y γθθ son funciones que dependen solamente det y r. Por

otro lado, denotamos pordΩ2 al elemento de ángulo solido definido comodΩ2 ≡ dθ + sen2 θ dφ2. Con

esta forma de la métrica ahora podemos preguntarnos por lasimplicaciones que se tienen con este tipo de

simetrı́a.

La simetrı́a esférica implica que las reflexiones atravésdel origen deben dejar la métrica invariante, es

decir, si consideramos una transformación de la formar → −r tenemos que

α(−r) = α(r) , (3.2)

βr(−r) = −βr(r) , (3.3)

γrr(−r) = γrr(r) , (3.4)

γθθ(−r) = γθθ(r) . (3.5)
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Por lo tanto,α, γrr y γθθ deben ser funciones pares der, mientras queβr y las derivadas radiales deγij

deben ser impares. Por otro lado, la paridad de los coeficientes métricos implica, teniendo en cuenta (2.10),

que las componentes de la curvatura extrı́nsecaKrr y Kθθ deben ser también funciones pares. Por otro

lado, el segundo tipo de condiciones de regularidad surgen naturalmente al considerar que siempre se

puede describir localmente cualquier espacio-tiempo através de una métrica plana, es decir, podemos

reescribir la métricaγij localmente como

dl2 = dr̃2 + r̃2dΩ2 , (3.6)

donder̃ es la coordenada radial que mide distancias propias con respecto al origen. Si ahora consideramos

una transformación de coordenadas der̃ → r, através dẽr = r̃(r), podemos reescribir la métrica (3.6)

como

dl2 =

(

dr̃

dr

)2

dr2 + r2
(

r̃

r

)2

dΩ2 . (3.7)

Desarrollandõr en una serie de Taylor alrededor del origen, tenemos que

r̃ ≃ r

(

dr̃

dr

)

r=0

. (3.8)

Por lo tanto, en vecindades del origen encontramos que

dl2 =

(

dr̃

dr

)2

r=0

(

dr2 + r2dΩ2
)

, (3.9)

es decir, para cualquier coordenada radialr, la métrica en el origen debe ser conformalmente plana. Este

resultado, junto con las condiciones de paridad, implica que podemos reescribir la métrica espacial en

simetrı́a esférica como

dl2 = Adr2 + r2 T dΩ2 , (3.10)

conA y T funciones pares tales que, cerca del origen, cumplen con

A = A0 + r2A1 , T = T0 + r2 T1 , (3.11)

y dondeA0 y T0 son funciones que solamente dependen det y que adicionalmente, teniendo en cuen-

ta (3.9), satisfacen

A0 = T0 .

La implementación numérica de las condiciones de paridady la condición (3.11), no es trivial. La razón de

esto es que las condiciones de regularidad están sobredeterminadas; en el origen tenemos tres condiciones
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para las dos coeficientes métricos: las variablesDA ≡ ∂rA yDT ≡ ∂rT se deben anular y, adicionalmen-

te, debemos garantizar que las funcionesA y T sean iguales. Para solucionar este problema, Alcubierre y

González definieron en [9] la variable auxiliar

λ ≡ 1

r

(

1 − A

T

)

. (3.12)

Con esto, se tienen tres variables y tres condiciones para implementar enr = 0. Ellos mostraron que todas

sus variables son manifiestamente regulares en el caso de simetrı́a esférica. Sin embargo, la generalización

de este método de regularización al caso axial no es clara.El problema surge, como mostramos en la

siguiente sección, porque este algoritmo introduce términos de la forma1 ∂zλ/ρ, los cuales modifican

la estructura caracterı́stica de las ecuaciones de evolución dañando la hiperbolicidad de una formulación

dada. Esta es la razón por la cual nosotros usaremos un procedimiento de regularización diferente, el

cual puede ser generalizado directamente al caso axial sin ningún problema. Para esto, introducimos las

variables,

H ≡ A+ T

2
, J ≡ A− T

2r2
. (3.13)

Las condiciones (3.4) y (3.5) implican que tanto la variableH como la variableJ son funciones regulares

que son, por construcción, pares en el origen. Esta definición puede ser trivialmente invertida para obtener

A = H + r2J , T = H − r2J . (3.14)

Teniendo en cuenta esta última expresión, la métrica espacial (3.10) puede ser reescrita como

dl2 =
(

H + r2J
)

dr2 + r2
(

H − r2J
)

dΩ2 . (3.15)

Esto implica que la curvatura extrı́nseca debe ser de la forma:

Kij =









KA 0 0

0 r2KT 0

0 0 r2 sin2 θKT









, (3.16)

donde se debe tener en cuenta queKA ≡ KH+r2KJ yKT ≡ KH−r2KJ . Adicionalmente, las funciones

KH y KJ deben ser funciones pares en las vecindades del origen. Estas condiciones, como mostraremos

más adelante son suficientes para garantizar que las variables dinámicas permanecen regulares durante la

evolución.

1Estamos usando coordenadas cilı́ndricasρ, θ y z para el caso con simetrı́a axial (ver sección 3.1.2)
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3.1.2. Simetŕıa Axial

En analogı́a con el método usado para encontrar las condiciones de regularidad en el caso esférico,

comenzamos, una vez más, con la forma general de la métricaen coordenadas ciĺındricas(ρ, z, φ):

ds2 = −
(

α− βi β
i
)

dt2 + 2 (βρ dρ+ βz dz + βφ dφ) dt

+ γρρ dρ
2 + γzz dz

2 + γφφ dφ
2 + 2 (γρz dρ dz + γρφ dρ dφ+ γzφ dzdφ ) , (3.17)

dondeβρ, βz, βφ son las componentes del vector de corrimiento. Nótese que las variables de norma, y

las componentes de la métricaγij son funciones que dependen, por construcción, solamente de t, ρ y

z. Una de las implicaciones que se tiene al considerar un espacio-tiempo con simetrı́a axial es que la

métrica (3.17) debe permanecer invariante bajo la transformaciónρ→ −ρ, lo cual implica que:

α(−ρ) = α(ρ) , (3.18)

βρ(−ρ) = −βρ(ρ) , (3.19)

βz(−ρ) = βz(ρ) , (3.20)

βφ(−ρ) = βφ(ρ) , (3.21)

γρρ(−ρ) = γρρ(ρ) , (3.22)

γzz(−ρ) = γzz(ρ) , (3.23)

γφφ(−ρ) = γφφ(ρ) , (3.24)

γρz(−ρ) = −γρz(ρ) , (3.25)

γρφ(−ρ) = −γρφ(ρ) , (3.26)

γzφ(ρ) = γzφ(ρ) , (3.27)

y, teniendo en cuenta (2.10), una vez más, las componentes de la curvatura extrı́nsecaKij heredan las

propiedades de paridad de sus correspondientes coeficientes métricos. Por otro lado, como ya mencio-

namos antes, las condiciones de paridad (3.27) no son suficientes para garantizar la regularidad de las

funciones sobre el eje de simetrı́aρ = 0. También necesitamos considerar las condiciones que surgen al

suponer el hecho de que el espacio debe ser localmente plano en el eje. Un camino intuitivo para encontrar

estas condiciones es el siguiente.2 Comencemos considerando la forma general de la métrica espacial en

2Un método alternativo para encontrar el mismo tipo de condiciones através de vectores de Killing fue presentado

por Rinne y Stewart en [107].
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coordenadas cartesianas

dl2 = γxx dx
2 + γyy dy

2 + γzz dz
2

+ 2
(

γxy dx dy + γxz dx dz + γyz dy dz
)

. (3.28)

La simetrı́a axial implica, en particular, que la métrica debe ser invariante bajo reflexiones alrededor de

los ejesx y y, y bajo intercambios dex pory. Adicionalmente, la restricción de que la métrica localmente

debe ser plana implica que esta debe ser suave. Estas dos condiciones implican que, para la coordenadaz

fija, debemos tener

γxx ∼ kρ + O(x2 + y2) ∼ kρ + O(ρ2) , (3.29)

γyy ∼ kρ + O(x2 + y2) ∼ kρ + O(ρ2) , (3.30)

γzz ∼ kz + O(x2 + y2) ∼ kz + O(ρ2) , (3.31)

γxy ∼ O(xy) ∼ O(ρ2) , (3.32)

γxz ∼ O(x) ∼ O(ρ) , (3.33)

γyz ∼ O(y) ∼ O(ρ) , (3.34)

dondekρ y kz son constantes. Consideramos ahora la transformación de coordenadas(x, y, z) → (ρ, z, φ)

usando

x = ρ cosφ , y = ρ sinφ , z = z . (3.35)

Bajo esta transformación de coordenadas, después de algunas cuentas, encontramos

γρρ = γxx cos2 φ+ γyy sen2φ+ 2 γxy senφ cosφ , (3.36)

γzz = γzz , (3.37)

γφφ = ρ2
(

γxx sen2φ+ γyy cos2 φ− 2 γxy senφ cosφ
)

, (3.38)

γρz = γxz cosφ+ γyz senφ , (3.39)

γρφ = ρ (γyy − γxx) senφ cosφ+ ρ γxy
(

cos2 φ− sen2φ
)

, (3.40)

γzφ = ρ (−γxz senφ+ γyz cosφ) . (3.41)

Finalmente, teniendo en cuenta el comportamiento de las componentes métricas cerca al eje, condicio-

nes (3.29)–(3.34), y la métrica escrita en términos de lascoordenadas ciĺındricas, condiciones (3.36)–
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(3.41), encontramos que

γρρ ∼ kρ + O(ρ2) , (3.42)

γzz ∼ kz + O(ρ2) , (3.43)

γφφ ∼ ρ2
(

kρ + O(ρ2)
)

, (3.44)

γρz ∼ O(ρ) , (3.45)

γρφ ∼ O(ρ3) , (3.46)

γzφ ∼ O(ρ2) . (3.47)

Por lo tanto, la métricaγij puede ser escrita como

dl2 = Adρ2 +B dz2 + ρ2 T dφ2

+ 2
(

ρC dρ dz + ρ3C1 dρ dφ + ρ2 C2 dz dφ
)

, (3.48)

donde las funciones métricas(A,B, T,C,C1, C2) y, por la expresión (2.10), las respectivas componentes

de la curvatura extrı́nseca son funciones pares deρ sobre el eje. De nuevo se pude mostrar estas condicio-

nes de paridad no son suficiente para garantizar la regularidad de las evoluciones numéricas. Las demás

condiciones surgen, en analogı́a con el caso esférico, al considerar que localmente la métrica es plana. Con

un procedimiento similar al utilizado en la sección anterior, se puede mostrar que esta condición implica

que

A = A0 + ρ2A1 , T = T0 + ρ2 T1 , (3.49)

donde las variablesA0 y T0 son funciones det e iguales sobre el eje de simetrı́a.

Una vez más, las condiciones de regularidad están sobredeterminadas pues el número de condiciones

es mayor al número de variables. Para resolver este problema siguiendo a [9], podemos introducir la

variable auxiliar

λ ≡ 1

ρ

(

1 − A

T

)

, (3.50)

como variable independiente. Se puede mostrar que, si exigimos que el comportamiento de la variableλ

cerca al origen sea

λ ∼ O(ρ) , (3.51)

las ecuaciones de evolución son manifiestamente regulares. Sin embargo, al incluir esta variable, como

ya mencionamos antes, la hiperbolicidad de un sistema particular de ecuaciones de evolución se rompe.
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Para entender esto, consideremos, por ejemplo, el sistema de ecuaciones NOR con la variableλ y, por

simplicidad, supongamos queC1 = C2 = 0. Ya que la variableλ introduce términos del tipo∼ ∂zλ/ρ en

las ecuaciones de evolución de las componentes de la curvatura extrı́nseca, debemos considerarla como

variable de primer orden para el estudio de la hiperbolicidad. Después de algunas cuentas (ver apéndice A)

encontramos que la matriz caracterı́stica del subsistemau = (KC , λ) esta dada por

M = − 2αC

AB − C2

(

0 0

1 0

)

, (3.52)

el cual claramente no puede ser diagonalizado. Ası́ que, aunque con este método removemos las singulari-

dades coordenadas, eventualmente aparecerán inestabilidades numéricas relacionadas con que el problema

de valores iniciales asociado con nuestro sistema de ecuaciones de evolución no esta bien planteado. A

continuación, describimos un método alternativo para asegurar la regularidad de las variables de evolución

y garantizar que la hiperbolicidad del sistema. Para esto, de nuevo definimos las nuevas variables

H ≡ A+ T

2
, J ≡ A− T

2ρ2
. (3.53)

Los resultados de (3.18)– (3.27) y (3.42)– (3.47) implican que las funcionesH y J son funciones regulares

que son pares enρ. Una vez más, las definiciones deH y J pueden ser trivialmente invertidas para obtener

A = H + ρ2J , T = H − ρ2J , (3.54)

ası́ que la métrica espacial (3.48) pude ser escrita como

dl2 = (H + ρ2J) dρ2 +B dz2 + ρ2 (H − ρ2J) dφ2

+ 2
(

ρC dρ dz + ρ3C1 dρ dφ + ρ2 C2 dz dφ
)

. (3.55)

Teniendo en cuenta este último resultado es directo encontrar que el tensor de curvatura extrı́nsecaKij

adopta la forma

Kij =









KA, ρKC ρ3KC1

ρKC KB ρ2KC2

ρ3KC1
ρ2KC2

ρ2KT









, (3.56)

donde, por simplicidad, hemos definidoKA ≡ KH + ρ2KJ yKT ≡ KH − ρ2KJ . Nótese que, dada la

forma en la que escribimos las componentes de la curvatura extrı́nseca, todas las variables son funciones

pares. Finalmente, para regularizar el sistema de ecuaciones NOR, lo único que nos resta por hacer es
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ver las propiedades de regularidad del vector∆i. Estas propiedades se pueden obtener directamente de su

definición, ecuación (2.63). Por lo tanto, teniendo en cuenta propiedades de simetrı́a de la métricaγij y la

curvatura extrı́nsecaKij , encontramos que la componente∆ρ es impar mientras que las componentes∆z

y ∆φ son funciones pares con respecto a reflexiones sobre el eje. En la siguiente sección expĺıcitamente

mostraremos que este procedimiento regulariza cualquier sistema de ecuaciones de evolución.

Nótese que este procedimiento de regularización no altera la hiperbolicidad del sistema de ecuaciones

ya que solamente hicimos una redefinición de algunas funciones geométricas.

3.2. Ecuaciones de evolución

Estamos interesados en mostrar que las condiciones de regularidad presentadas en las secciones an-

teriores son suficientes para garantizar la regularidad de las variables geométricas y lo suficientemente

generales para ser aplicadas a cualquier sistema de ecuaciones en el que estemos interesados. Para esto,

usaremos dos diferentes tipos de sistemas de ecuaciones de evolución: el sistema ADM, que como se

muestra en el apéndice A es débilmente hiperbólico, y el sistema NOR, que es fuertemente hiperbólico.

Una vez más, comenzaremos con el caso esférico para generalizarlo posteriormente al caso axial.

3.2.1. Caso esférico

Para mostrar como se usan las condiciones de regularidad sobre un conjunto concreto de ecuaciones

de evolución, a continuación regularizaremos el sistemade ecuaciones tipo NOR, presentado en la sec-

ción 2.4.2, en el caso esférico. Para esto, debemos tener en cuenta que, de acuerdo con (3.14), las variables

que vamos a evolucionar son∆r,H, J ,KH y KJ .

La manera simple de implementar numéricamente la condici´on de paridad es, como se muestra en la

figura 3.1, añadir el punto ficticior = −∆r/2 a la malla numérica para desplazar su inicio. Esto implica

entonces que las condiciones de paridad através del origense reducen a copiar el valor de una variable

dada der = ∆r/2 a r = −∆r/2 con el mismo signo para el caso en el que la variable sea par, o con

el signo contrario en el caso en que sea impar. La siguiente condición de regularidad es que, en el origen

los coeficientes métricosA y T deben ser iguales. Esta condición automáticamente se cumple con la

definición (3.14). Con esto, las ecuaciones de evolución paraH y J son trivialmente obtenidas a partir de
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r r

r = 0r = 0

FIGURA 3.1: Para aplicar las condiciones de paridad a las funciones geométricas, añadimos un punto

ficticio r = −∆r/2 para desplazar el inicio de la malla numérica. Esto implicaque las condiciones de

paridad através del origen se reducen a copiar el valor de una variable dada der = ∆r/2 a r = −∆r/2

con el mismo signo para el caso en el que la variable sea par, o con el signo contrario en el caso en que

sea impar.

la expresión (2.10),

∂tH = −2αKH + βr∂rH +A∂rβ
r , (3.57)

∂tJ = −2αKJ + βr∂rJ +A∂rβ
r , (3.58)

Las ecuaciones de evolución paraKH yKJ , por otro lado, se pueden obtener fácilmente de las ecuaciones

de evolución paraKA y KT . Estas ecuaciones son muy largas y las presentamos expĺıcitamente en el

Apéndice B. Para la discusión presentada en esta secciónes suficiente considerar tan solo algunos términos

de estas ecuaciones expĺıcitamente. La ecuación de evolución para la funciónKH , de acuerdo con (B.1),

es

∂tKH =
αH3

2 r A2 T 2

(

∆rH2 − FrH − 2DH

)

+ H , (3.59)

donde, como en el Apéndice A, hemos definidoFr ≡ ∂r lnα, DH ≡ ∂rH/2 y conH como una función

que agrupa los términos que no están divididos porr.3 Bajo una simple inspección, se puede ver que todos

los términos en esta expresión son manifiestamente regulares. Por otro lado, la ecuación paraKJ toma la

forma

∂tKJ = −
αH4

(

H ∆r − Fr

)

2 r3A2 T 2
+
αH4

(

H ∂r∆
r − ∂rFr

)

2 r2A2 T 2
+ J , (3.60)

3Un comentario acerca de la notación. Al igual que en el Apéndice A, en lo que resta de este capı́tulo hemos

definido, por comodidad, tanto para el caso esférico como para el axial, las variablesDijk ≡ ∂iγij/2 y Fi ≡ ∂ilnα.

Ası́ que, por ejemplo,DρJ = ∂ρJ/2.
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donde la funciónJ agrupa términos que no están divididos porr o términos de la forma(DH)2/r2,

DJ/r ≡ ∂rJ/2 r, etc., que son manifiestamente regulares. Escrita de esta forma, la expresión anterior

claramente es irregular cuandor tiende a cero. Sin embargo, recordando las propiedades de paridad de

∆r, Fr, ∂r∆r y ∂rFr, se puede ver fácilmente que los términos de (3.60) son regulares si los juntamos

por pares para formar una sola derivada, es decir, si escribimos (3.60) en la forma

∂tKJ =
αH5

2 r A2 T 2
∂r

(

∆r

r

)

− αH4

2 r A2 T 2
∂r

(

Fr
r

)

+ J . (3.61)

Claramente esta ecuación de evolución es manifiestamenteregular, pues∆r/r ∼ cons.+ O(r2), ası́ que

∂r (∆r/r) ∼ O(r), y Fr/r ∼ cons. + O(r2), por lo tanto∂r(Fr/r) ∼ O(r). Adicionalmente, uno

puede ver que la ecuación para∆r, y las constricciones son trivialmente regulares tal y comose muestra

en el Apéndice B. Como vemos, este procedimiento trivialmente regulariza todas las ecuaciones que se

obtienen de la formulación NOR en el caso esférico. En al siguiente sección veremos su generalización al

caso axial.

3.2.2. Caso Axial

En analogı́a con el caso esférico, comencemos con el sistema de ecuaciones tipo NOR en el caso axial.

En este caso, las variables de evolución deben serH, J , B, C, C1, C2, las respectivas componentes de

la curvatura extrı́nseca y las tres componentes(∆ρ, ∆z, ∆φ). Teniendo en cuenta esto, podemos ahora

aplicar las condiciones de regularidad para este caso. Las condiciones de paridad para estas variables

pueden ser, implementadas, en analogı́a con el caso esférico, añadiendo un punto ficticio−∆ρ/2 para

desplazar el comienzo de la la malla numérica. Esto, por lo tanto, implica que las condiciones de paridad se

reducen a copiar el valor de una variable dada deρ = ∆ρ/2 aρ = −∆ρ/2 con el mismo signo para el caso

en el que la variable sea par, o con el signo contrario en el caso en que sea impar. Por otro lado, la condición

de que localmente la métrica debe ser plana en el eje, se tiene por construcción con la definición (3.54).

Con esto, las ecuaciones de evolución para las componentesKH y KJ pueden ser obtenidas directamente

de las ecuaciones paraKA y KT . Estas ecuaciones, sin embargo son extremadamente largas aun en el

caso de un espacio-tiempo sin rotación (βφ = 0). Sin embargo, como mostraremos numéricamente en

la siguiente sección, la ecuación de evolución resultante paraKH es manifiestamente regular. Por otro

lado, la ecuación de evolución paraKJ tiene términos que a simple vista son irregulares. Para tratar estos

términos consideremos, por simplicidad, queC1 = C2 = βi = 0. Con esto, la ecuación de evolución para
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KJ toma la forma

∂tKJ = − αB2H4

2ρT 2 (AB − ρ2 C2)2

(

H ∆ρ

ρ2
− H ∂ρ∆

ρ

ρ
− Fρ
ρ2

+
∂ρFρ
ρ

)

+ J , (3.62)

donde esta vez hemos definido aJ como la función que agrupa términos que no están divididos porρ o

términos de la forma(DρH ∂ρFρ)/ρ
2,DρJ/ρ, que son manifiestamente regulares. Con esto, conseguimos

aislar expĺıcitamente los términos que son irregulares.

Al igual que en el caso esférico, nótese que los términos en (3.62) son regulares si se unen por pares

para formar dos únicos términos con derivadas, es decir, si los escribimos de la forma

∂tKJ =
αB2H4

2 ρT 2 (AB − ρ2C2)2

[

H ∂ρ

(

∆ρ

ρ

)

− ∂ρ

(

Fρ
ρ

)

]

+ J . (3.63)

Es sencillo ver que esta ultima ecuación es regular si se tiene en cuenta que,∆ρ/ρ ∼ cons.+ O(ρ2),

ası́ que,∂ρ (∆ρ/ρ) ∼ O(ρ), y Fρ/ρ ∼ cons.+ O(ρ2), por lo tanto∂ρ(Fρ/ρ) ∼ O(ρ). Por otro lado, se

puede ver por simple inspección que el resto de ecuaciones de evolución son manifiestamente regulares.

Antes de terminar esta sección, por completez queremos mencionar brevemente como regularizar las

ecuaciones de evolución ADM. La idea básica, una vez más,es definir las variables de evolución que, para

este caso, simplemente seránγij y Kij y aplicar las condiciones de regularidad. Por ejemplo, en analogı́a

con el caso anterior, la ecuación de evolución paraKJ sin rotación y sin vector de corrimiento adopta la

forma

∂tKJ =
αBH4

2 ρA2 T 2 (AB − ρ2 C2)2

[

∂ρ

(

Dρzz

ρ

)

−B ∂ρ

(

Fρ
ρ

)

]

+ J ′ . (3.64)

Uno puede ver que esta última expresión, como las demás expresiones para las otras variables, es regular

sobre el eje de simetrı́a.

3.3. Ejemplos Nuḿericos

Ya hemos mostrado como regularizar sistemas de ecuaciones tanto en simetrı́a esférica como en si-

metrı́a axial. Ahora veamos como este método funciona en lapractica. Para esto, primero consideraremos

la evolución del espacio-tiempo de Minkowski en coordenadas esféricas con una elección de lapso no

trivial, para comparar con el algoritmo presentado en [9]. Adicionalmente, para asegurarnos que el proce-

dimiento de regularización es independiente de la hiperbolicidad del sistema, presentamos simulaciones
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axialmente simétricas usando el sistema de ecuaciones ADMy el sistema fuertemente hiperbólico tipo

NOR, presentado en la sección 2.4.2. Finalmente, como un segundo ejemplo, consideramos el espacio-

tiempo de ondas de Brill como una prueba no trivial del procedimiento de regularización en espacio-

tiempos axialmente simétricos.

Todas las simulaciones presentadas a continuación han sido realizadas usando un método de lineas con

el método iterativo de Crank-Nicholson [83] en el tiempo y diferencias finitas de segundo orden centradas

para el espacio.

3.3.1. Espacio-tiempo de Minkowski en simetrı́a esf́erica

Como primer ejemplo del método de regularización evolucionamos el espacio-tiempo de Minkowski

con un lapso no trivial y un vector de corrimietoβr = 0, usando el sistema de ecuaciones tipo NOR, con

los siguientes datos iniciales

A = T = 1 , (3.65)

KA = KT = 0 , (3.66)

lo que implica que

H = 1 , J = 0 . (3.67)

KH = 0 , KJ = 0 . (3.68)

Para garantizar una evolución no trivial, elegimos un perfil gaussiano inicial para la función de lapso de la

forma

α(t = 0) = 1 + r2R

(

exp

[

−
(

r − r0
σ

)2
]

+ exp

[

−
(

r + r0
σ

)2
])

, (3.69)

con los parámetrosR = 0.001, r0 = 5.0 y σ = 1.0. Hemos elegido esta forma del perfil gaussiano para

garantizar que inicialmente el lapso sea regular en el origen. Para evolucionar el lapso, usamos la ecua-

ción de evolución (2.23) restringida a la norma armónica, es decir, eligiendof(α) = 1. Adicionalmente,

usamos una malla numérica con∆r = 0.1, un parámetro de Courant de∆t/∆r = 0.5 y localizamos

la frontera exterior enr = 200. En la Figura 3.2 mostramos la evolución de la componente radial de la

métricaγrr ≡ A y de la componente radial del vector∆i. Nótese que estas funciones permanecen perfec-

tamente regulares cuando el pulso gaussiano pasa através del origen. Durante esta simulación se observo
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FIGURA 3.2: Evolución del espacio-tiempo de Minkowski en simetrı́a esférica con un lapso no trivial

usando la formulación NOR. Izquierda: evolución de la componente métricaγrr ≡ A. Derecha: evolución

de la componente∆r a diferentes tiempos. Nótese que, durante la evolución, estas variables tienen un

comportamiento suave, en particular cuando el pulso pasa através del origen.

que el sistema puede evolucionar por largo tiempo. En particular, esta simulación tuvo una duración de80

pasos de tiempo y las variables permanecieron regulares durante toda la similación .

En la figura 3.3 presentamos la normaL2 de la violación de la constricción hamiltoniana para tres

distintas resoluciones∆r = 0.025, 0.0125, 0.0065. Hemos elegido estas resoluciones para asegurarnos

que estamos en el régimen de convergencia. Nótese que cuando el primer modo de propagación llega a la

frontera exterior (ver panel derecho), en un tiempo det ∼ 4.5, el código deja de ser a segundo orden. Esto

era de esperarse pues hemos implementado condiciones de frontera radiativas para todas las variables de

evolución. Ya que estas condiciones de frontera no son compatibles con las constricciones (ver capı́tulo 4),

se introducen modos de propagación al interior del dominiocomputacional que violan las constricciones.

Sin embargo, si consideramos la región antes de que cualquier pulso llegue a la frontera, es decir, la

región encerrada por la caja punteada (panel izquierdo) podemos mostrar segundo orden de convergencia.
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FIGURA 3.3: Norma L2 de la constricción hamiltoniana para tres distintas resoluciones ∆r =

0.025, 0.0125, 0.0065. En el panel de la derecha mostramos la norma de la constricción durante todo

el tiempo de la evoluciónt = 10. En el panel izquierdo, por otro lado, presentamos la norma de la cons-

tricción justo cuando un primer pulso toca la frontera exterior. Hemos reescalado la normaL2, del panel

derecho, para las resoluciones más altas por el factor22 y 24 respectivamente.

Para esto hemos reescalado las resoluciones∆r = 0.0125 y ∆r = 0.0065 por un factor de4 y 16. Los

resultados son presentados en el panel izquierdo. Nótese que en esta región, la normaL2 de la constricción

hamiltoniana para las tres resoluciones es prácticamentela misma.

3.3.2. Espacio-tiempo de Minkowski en simetrı́a axial usando ADM

El siguiente ejemplo es similar al presentado en la en la última sección. Sin embargo, en este caso

hemos empleado un código axialmente simétrico, el cual hace uso de la formulación ADM. De nuevo,

consideramos datos iniciales correspondientes a un espacio-tiempo de Minkowski, ası́ que la métrica y la
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curvatura extrı́nseca tienen la forma

A = B = T = 1 , (3.70)

C = C1 = C2 = 0 , (3.71)

KA = KB = KT = 0 , (3.72)

KC = KC1
= KC2

= 0 , (3.73)

(3.74)

lo cual implica que

H = 1 , J = 0 , (3.75)

KH = 0 , KJ = 0 . (3.76)

Por otro lado, como dato inicial para el lapso, elegimos un perfil gaussiano de la forma

α(t = 0) = 1 +R exp

[

−
(

z − z0
σz

)2

−
(

ρ− ρ0

σρ

)2
]

, (3.77)

centrado enρ = z = 5.0. Adicionalmente, hemos usado un espaciamiento de∆ρ = ∆z = 0.1, un

parámetro de Courant∆t/min{∆ρ,∆z} = 0.25, 4 una amplitud deR = 0.01 para el perfil gaussiano

y σρ = σz = 1.5. Evolucionamos el lapso usando la norma armónica. Las fronteras exteriores están en

ρ = z = 130. Después de varias pruebas numéricas, encontramos que, para garantizar la estabilidad

del código numérico es necesario usar algún tipo de disipación. Nosotros en particular hemos usado una

disipación de cuarto orden de Kreiss-Oliger,5 la cual modifica la evolución de una variable dada através

de

un+1
i,j → un+1

i,j − ǫρ
(

uni+2,j − 4uni+1,j + 6uni,j − 4uni−1,j + uni−2,j

)

− ǫz
(

uni,j+2 − 4uni,j+1 + 6uni,j − 4uni,j−1 + uni,j−2

)

, (3.78)

4Existen varias formas de definir el parámetro de Courant para el caso de más de una dimensión. Por ejemplo,

en lugar de elegir el mı́nimo entre los diferentes∆xi, uno puede elegir la norma de los espaciamientos, es decir,
√
∑

∆xi, ası́ que, el parámetro de Courant esta dado por∆t/
√
∑

∆xi. Sin embargo, para evitar problemas de

estabilidad, nosotros preferimos usar el mı́nimo entre losdos espaciamientos.
5Para detalles de este operador ver [78, 66].
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dondeǫρ y ǫz son constantes arbitrarias que deben ser menores que uno. N´otese que, la forma del término

de disipación nos permite usarlo de manera independiente alo largo de la direcciónρ y z respectivamente.

Para esta simulación, hemos usado una constante deǫρ = ǫz = 0.05.
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FIGURA 3.4:Evolución del espacio-tiempo de Minkowski en simetrı́a axial con un lapso no trivial usando

las ecuaciones ADM. Las figuras muestran la evolución de unade las componentes de la métrica y la

función de lapso a lo largo de la diagonal. Izquierda: evolución de la componente métricaγρρ ≡ A a lo

largo de la diagonal. Derecha: evolución de la función de lapsoα a diferentes tiempos. Las funciones se

comportan suavemente mientras el pulso pasa através del eje de simetrı́a.

Las figuras 3.4 muestran la evolución del coeficiente métrico γρρ ≡ A y la función de lapsoα. Por

simplicidad, hemos considerado proyecciones a la largo de la diagonal.6 Una vez más, vemos que no existe

problema sobre el eje de simetrı́a. El lapso evoluciona comouna onda, pasa através del eje y finalmente

regresa a uno.

6Los puntos sobre la diagonal satisfacen la relaciónr =
√

ρ2 + z2.
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Nótese que el procedimiento de regularización, presentado en las anteriores secciones, funciona para

el caso en el que el sistema de ecuaciones de evolución sea d´ebilmente hiperbólico. En la siguientes

secciones veremos que, dicho procedimiento, también regulariza las ecuaciones de evolución para el caso

en el que el sistema es fuertemente hiperbólico.

3.3.3. Espacio-tiempo de Minkowski en simetrı́a axial usando NOR

En nuestro siguiente ejemplo, consideramos exactamente lamisma situación anterior, datos iniciales,

condiciones de frontera y malla numérica, pero esta vez usamos el sistema de ecuaciones NOR que, como

mostramos en el Apéndice A, es fuertemente hiperbólico.

Las Figuras 3.5 y 3.6 muestran la evolución de cuatro funciones geométricas a lo largo de la diagonal.

Una vez más, las variables permanecen regulares cuando el pulso llega al eje de simetrı́aρ = 0. Esta

simulación tuvo una duración aproximada de50 pasos de tiempo, tiempo durante el cual las variables

permanecieron regulares sobre el eje de simetrı́a.

Finalmente, en las figuras 3.7 y 3.8 presentamos un análisisde convergencia para código numérico

empleado. Ya que estamos usando el método de lineas con el m´etodo iterativo de Crank-Nicholson y di-

ferencias centradas de segundo orden en el espacio, esperamos que el código numérico empleado sea a

segundo orden. En la figura 3.7 presentamos la normaL2 para la constricción hamiltoniana y de la compo-

nenteMρ de la constricción de momento para tres distintas resoluciones∆ρ = 0.03125, 0.025, 0.01875.

Nótese que hemos rescalado las resoluciones más altas porel factor adecuado para mostrar segundo or-

den de convergencia. Claramente en la región en la que la frontera exterior no a afectado la simulación

numérica el código es asegundo orden. Sin embargo, para elpaso de tiempot ∼ 5 la frontera introduce

modos de propagación hacia el dominio computacional que violan las constricciones. Por otro lado, en la

figura 3.8, mostramos el comportamiento de la constricciones hamiltoniana para tres diferentes tiempos.

El tiempot = 3.5 corresponde al tiempo en el que ningún modo de propagacióna alcanzado la fronte-

ra exterior. En la iteraciónt = 8.5 varios modos han alcanzado la frontera y se han introducido modos

que violan las constricciones. Finalmente, el paso de tiempo t = 12.5 detenemos la evolución. En el

último panel de la figura 3.8 presentamos la normaL2 en escala semilogarı́tmica. Para mostrar segundo

orden de convergencia hemos reescalado las resoluciones m´as altas. Hemos elegido estas tres resoluciones

∆ρ = 0.025, 0.0125, 0.00625 ya que empı́ricamente hemos encontrado que con ellas garantizamos que

estamos en el régimen de convergencia; para resoluciones más bajas, aparentemente errores de orden ma-

yor aO(∆ρ2) parecen aun dominar en la simulación y podemos encontrar sobreconvergencia. Nótese que,
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FIGURA 3.5:Evolución del espacio-tiempo de Minkowski en simetrı́a axial con un lapso no trivial usando

las ecuaciones tipo NOR. Las figuras muestran la evolución de una de las componentes de la métrica y del

lapso a lo largo de la diagonal. Izquierda: evolución de la componente métricaγρρ ≡ A a lo largo de la

diagonal. Derecha: evolución de la función de lapsoα a diferentes tiempos. Nótese que las funciones se

comportan suavemente mientras el pulso pasa através del eje de simetrı́a.

en analogı́a con el caso esférico, la normaL2 de la constricción hamiltoniana para las resoluciones más

altas reescala adecuadamente solo hasta el tiempot ∼ 4. Después de este paso de tiempo, algunos modos

de propagación que violan las constricciones son reflejados en la frontera hacia el dominio computacional.

Esto era de esperarse, ya que impusimos condiciones de frontera radiativas,

∂tF + v∂rf + v(F − F0) ∼ 0 , (3.79)

dondeF es el campo que se propaga a velocidadv y F0 es un valor asintótico deF . En nuestro caso, hemos

impuesto esta condición de frontera para todas nuestras variables y hemos asumido que su velocidad de

propagación esv = 1. En el siguiente capı́tulo discutiremos un tipo especial decondiciones de frontera

que son compatibles con las constricciones.
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FIGURA 3.6:Evolución del espacio-tiempo de Minkowski en simetrı́a axial con un lapso no trivial usando

las ecuaciones tipo NOR. Las figuras muestran la evolución de una de las componentes de la curvatura

extrı́nseca y de la componenteρ del vector∆i a lo largo de la diagonal. Izquierda: evolución de∆ρ a lo

largo de la diagonal. Derecha: evolución de la componenteKρρ ≡ KA a diferentes tiempos. Nótese que

una vez más, las funciones se comportan suavemente mientras el pulso pasa através del eje de simetrı́a.

3.3.4. Ondas de Brill

Nuestro último ejemplo corresponde a la evolución del espacio-tiempo de ondas de Brill usando la

formulación NOR. Este espacio-tiempo corresponde a una solución de ondas gravitacionales intensas,

no lineales y en vacı́o. Dependiendo de su intensidad, las ondas se pueden dispersar o, por el contrario,

colapsar a un agujero negro. Alcubierreet al.encontraron en [4] que para una amplitud aproximadamente

a ≈ 5 las ondas de Brill colapsan a un agujero negro.

Para encontrar la geometrı́a que describe este espacio-tiempo, comencemos considerando una métrica

axialmente simétrica de la forma

ds2 = Ψ4
[

e2q
(

dρ2 + dz2
)

+ ρ2dφ2
]

, (3.80)
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FIGURA 3.7: NormaL2 en escala semilogarı́tmica para la constricción hamiltoniana y de momentoMρ

para el sistema de ecuaciones ADM para tres distintas resoluciones. Nótese que hemos reescalado las

resoluciones más altas por el factor(∆ρmax/∆min)
2 para mostrar segundo orden de convergencia. Una

vez más, podemos asegurar que el código es a segundo orden antes de que el primer modo de propagación

alcance la frontera alrededor del tiempot ∼ 5.
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FIGURA 3.8: Violación de la constricción hamiltoniana para el sistema de ecuaciones NOR. En los tres

primeros paneles mostramos la constricción a lo largo del eje ρ para tres diferentes resoluciones. El último

panel corresponde a la normaL2 en escala semilogarı́tmica. Hemos elegido estos tres pasosde tiempo

para mostrar el comportamiento de la constricción antes deque el primer modo de propagación alcance

la frontera exterior, después que tenemos reflexiones en lafrontera y, finalmente, cuando se detiene la

evolución. Nótese que hemos reescalado las resolucionesmás altas por el factor(∆ρmax/∆min)
2 para

mostrar segundo orden de convergencia.
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FIGURA 3.9:Perfil de la función de Holz para una amplitud dea = 3. Elegimos esta forma de la función

q para garantizar la regularidad de los datos iniciales.

donde la variableq, que resulta ser arbitraria, yΨ son funciones que depende de las coordenadast, ρ y z.

Para encontrar la funciónΨ imponemos, sin perdida de generalidad, la condición de simetrı́a temporal,

es decir,Kij = 0. Esta condición satisface automáticamente la constricción de momentosM j. Elegiendo

una forma particular de la funciónq, podemos resolver la constricción HamiltonianaH para el factor

conformeΨ. Usando la métrica (3.80) esta constricción toma la forma

∇̊2Ψ +
1

4
(q,ρρ + q,zz)Ψ = 0 , (3.81)

donde∇̊2 es el operador laplaciano asociado con el espacio plano. La funciónq es arbitraria salvo por las

condiciones de frontera que debe cumplir. Estas condiciones son:

q |ρ=0 = 0 , (3.82)

∂nρ q |ρ=0 = 0, paran impar , (3.83)

q |r→∞ = O
(

r−2
)

. (3.84)

Una vez elegida la funciónq, lo que resta por hacer es resolver la ecuación eĺıptica (3.81) numéricamente.
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FIGURA 3.10: Factor conformeΨ(ρ, z) para datos iniciales de ondas de Brill. Por simplicidad, hemos

elegido la funciónq tipo Holz [71] para una amplitud dea = 3.0. Con esta amplitud garantizamos que no

se formarán agujeros negros pero, sin embargo, nos permiteestar lejos del régimen lineal.

Existen diferentes propuestas en la literatura para elegirla funciónq, ver por ejemplo [10, 56, 71].

Nosotros consideremos, siguiendo a [10], la propuesta introducida por Holz y colaboradores en [71], que

tiene la forma

q = a ρ2 e−(ρ2+z2) , (3.85)

dondea es un parámetro constante que determina la amplitud de las ondas de Brill. Con esta elección

garantizamos la regularidad de los datos iniciales. En la figura 3.9 se muestra la forma de la función de

Holz para una amplitud dea = 3. y en la figura 3.11 hacemos un análisis de convergencia para los datos

iniciales calculados con (3.85).

Con esta elección particular de la funciónq podemos ahora resolvemos la ecuación eĺıptica (3.81) para

encontrar el factor conformeΨ. Existen varias formas de resolver esta ecuación, como ya lo hemos men-

cionado en el capı́tulo anterior, existen algoritmos especı́ficos empleando diferencias finitas o métodos

espectrales. Sin embargo, para resolver esta ecuación, como solo la necesitamos resolver inicialmente,

usamos un enfoque diferente; en lugar de intentar resolver la ecuación (3.81), resolvemos la ecuación de
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FIGURA 3.11: Convergencia de los datos iniciales para las ondas de Brill con una amplituda = 3.

Una vez calculados los datos iniciales calculamos la constricción hamiltonia parat = 0 a tres distintas

resoluciones∆ρ = 0.2, 0.1, 0.05. Nótese que hemos reescaldo las resoluciones más altas para demostrar

segundo orden de convergencia.

evolución

∂2
τ − ∇̊2Ψ = −1

4
(q,ρρ + q,zz) , (3.86)

dondeτ es un tiempo ficticio usado para evolucionar la ecuación de onda bidimensional (3.86). Adicio-

nalmente imponemos condiciones de frontera tipo radiativas,

∂τΨ + ∂rΨ =
1 − Ψ

r
, (3.87)

que permiten que los modos de propagación de la onda salgan del domino computacional. La idea es en-

tonces evolucionar la ecuación de onda hasta terminar con una solución estática, la cual debe corresponder

a la solución de la ecuación (3.81). En la figura 3.10 presentamos la funciónΨ que se obtiene resolviendo,

con este método, la ecuación (3.81) para una amplitud dea = 3.0. Con esta amplitud garantizamos que

no se formarán agujeros negros pero, sin embargo, nos permite estar lejos del régimen lineal.
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FIGURA 3.12: Ondas de Brill. Las figuras muestran la evolución de las variables geométricas a lo largo

de la diagonal (r =
√
r2 + z2). Arriba, izquierda: evolución de la componente métricaγρρ ≡ A a lo largo

de la diagonal. Arriba, derecha: evolución de la función de lapsoα. Abajo, izquierda: evolución de∆ρ

a lo largo de la diagonal. Abajo, derecha: evolución de la traza de la curvatura extrı́nsecaK a diferentes

tiempos. Nótese que las funciones geométricas se comportan suavemente mientras el pulso pasa através

del eje de simetrı́a.
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Para la evolución de estos datos iniciales hemos usado una malla numérica de∆ρ = ∆z = 0.1

y un factor de Courant de∆t/∆ρ = 0.2. Las condiciones de fronteras externas están localizadasen

ρ = z = 70. Para la evolución del lapso usamos la condición de foliación de Bona-Masso (2.23) con

f = 2/α. Una vez más, por estabilidad hemos considerado disipaci´on de Kreiss-Oliger con coeficientes

ǫρ = ǫz = 0.05.

Las Figura 3.12 muestra, en analogı́a con la evolución del sistema de ecuaciones NOR, la evolución

de diferentes componentes geométricas. Nótese que, una vez más, las simulaciones no presentan alguna

inestabilidad cuando el pulso llega al eje de simetrı́a.

3.4. Discusíon

En este Capı́tulo presentamos un procedimiento de regularización para simulaciones numéricas en el

caso de espacio-tiempos con simetrı́a esférica y axial. Para esto, seguimos una idea de Rinne y Stewart

presentada en [107]. Este procedimiento nos asegura que se cumplen las condiciones de paridad y las

condiciones que se obtienen cuando consideramos que el espacio debe ser localmente plano en el origen

r = 0 o en el eje de simetrı́aρ = 0. La importancia de este algoritmo de regularización es quees indepen-

diente del sistema de ecuaciones de evolución que usemos. Para demostrar esto, expĺıcitamente usamos

el procedimiento para las formulaciones ADM y NOR, las cuales son débil y fuertemente hiperbólicas

respectivamente. Adicionalmente, describimos los códigos numéricos y mencionamos algunos ejemplos

donde mostramos como el algoritmo de regularización funciona en la práctica. Experimentos numéricos

similares, usando la formulaciónZ4, fueron presentados en [104]. Estos ejemplos muestran que podemos

construir códigos numéricos adaptados a una simetrı́a dada, los cuales nos permiten estudiar escenarios

astrofı́sicos relevantes con modestos recursos computacionales.

Para cerrar esta discusión, es útil tener en cuenta que también se puede construir códigos regulares

usando normas especificas que permiten reducir el número decomponentes independientes de la métri-

ca. No obstante, nuestro interés ha sido el de encontrar un procedimiento de regularización general que

permita que las variables de norma sean arbitrarias.
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CAPÍTULO 4

CONDICIONES DE FRONTERA PARA LAS

ECUACIONES DE EINSTEIN EN LA NORMA

ARM ÓNICA

En el capı́tulo anterior hemos discutido las condiciones necesarias para garantizar que la evolución de

un sistema de ecuaciones, escritas en un sistema de coordenadas adaptado a una simetrı́a dada, permanez-

ca regular. Esto es, entre otras cosas, indispensable para reducir la cantidad de recursos computacionales

empleados en una simulación dada; en lugar de evolucionar un espacio-tiempo unidimensional o bidimen-

sional con códigos numéricos tridimensionales, ahora lopodemos hacer con códigos adaptados que nos

permiten reducir en una o en dos dimensiones la cantidad de puntos de la malla numérica. Otro ingre-

diente tan o mucho mas importante que los códigos adaptadosa una simetrı́a dada, y que sin embargo

solo hasta hace relativamente muy poco tiempo a tomado la importancia que merece, son las condiciones

de frontera. Miller, Gressman y Suen mostraron, dentro del contexto de evoluciones binarias de estrellas

de neutrones, que el uso de condiciones de frontera artificiales puede llegar a afectar dramáticamente la

dinámica en las vecindades de campos gravitacionales intensos [88]. No es difı́cil entender por que ocurre

esto. La mayoria de simulaciones de relatividad numérica usan las condiciones de frontera radiativas las

cuales, como mencionamos en el capı́tulo anterior, no tomanen cuenta las constricciones. Esto causa que

modos de propagación que violan las constricciones se reflejen en la frontera hacia el interior del dominio

computacional contaminando la solución fı́sica deseada.Por supuesto, uno siempre pueden imponer las

condiciones de frontera lo suficientemente lejos de tal forma que estos modos que violan las constric-

ciones estén desconectados causalmente de la región de interés. Aunque debemos pagar un precio. Esta

63
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solución es muy cara en términos de recursos computacionales, especialmente en simulaciones numéri-

cas tridimensionales. Por supuesto, en la actualidad contamos con las técnicas de refinamiento de mallas

adaptativas (para detalles ver por ejemplo [16, 36, 98] y susreferencias) que nos permiten imponer las

fronteras en una región, con muy poco resolución, lo suficientemente lejos para que estos modos no afec-

ten la solución y, en contraste, con muy alta resolución enla región dinámica. Sin embargo, esta técnica

aun tiene un inconveniente. En una tı́pica simulación num´erica de un sistema binario de dos agujeros ne-

gros, las fronteras son impuestas en aproximadamente∼ 380M y la extracción de ondas gravitacionales,

para obtener observables fı́sicos tales como energı́a y momentos radiados por el sistema (ver capı́tulo 5),

es al rededor de∼ 40 − 70M. Ası́ que estamos evolucionando innecesariamente, a muy baja resolución,

un domino computacional de alrededor de∼ 300M. Por lo tanto, idealmente deberı́amos poder imponer

condiciones de frontera cerca a la región de extracción deradiación gravitacional. Recientemente Rinne,

Lindblom y Scheel probaron numéricamente en [106] la calidad de varios conjunto de condiciones de

frontera comparando la cantidad de reflexiones espurias y laviolación de constricciones que se obtienen

al imponer determinadas condiciones de frontera. Ellos demuestran que sus resultados implementando

condiciones de frontera compatibles con las constricciones en regiones cercanas a la esfera de extracción

de radiación gravitacional son más precisos que los usuales resultados presentados en las simulaciones de

sistemas binarios de agujeros negros.

Teniendo en cuenta esto, en este capı́tulo estudiaremos lasecuaciones de Einstein (1.1) en coorde-

nadas armónicas sobre un dominio espacial con fronteras; hemos elegido la norma armónica ya que las

ecuaciones de campo en esta norma se reescriben como un conjunto de diez ecuaciones tipo onda para

las diez componentes métricas. Esto automáticamente nosgarantiza que, si trabajamos en un dominio

computacional sin condiciones de frontera artificiales, elproblema de valores iniciales asociado esta bien

planteado. Por lo tanto, por lo único que debemos preocuparnos es por evolucionar estas ecuaciones de

onda.

Numéricamente lo que necesitamos hacer para evolucionar la ecuación de onda, o cualquier otra ecua-

ción de evolución, es imponer algún tipo de condición defrontera de acuerdo al problema que queremos

resolver. Las fronteras pueden ser fı́sicas, por ejemplo, cuando queremos ver cuales son los modos de

propagación sobre una cuerda de una guitarra, o, pueden serartificiales, por ejemplo, cuando queremos

encontrar la propagación de un campo escalar sobre todo el espacio-tiempo Minkowski; necesitamos

imponer estas condiciones por que ninguna maquina y/oclusterpuede evolucionar un dominio compu-

tacional infinito.

Las condiciones de frontera fı́sicas son triviales de imponer, el problema mismo nos habla de ellas.
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Sin embargo, no es claro cuales y/o como se deben imponer las condiciones de frontera artificiales. Por

supuesto, debemos elegir condiciones de frontera que no afecten la estructura matemática del sistema de

ecuaciones de evolución. No es deseable tener inestabilidades numéricas generadas por la frontera. La

otra cualidad obvia, que debe tener toda condición de frontera artificial, es que debe ser lo suficientemente

“transparente” para que los modos de propagación que salende la malla numérica no sean reflejados

al interior del domino computacional. Esto último nos garantiza que la solución acotada debe ser muy

cercana a la solución que se obtendrı́a al evolucionar todoel espacio. Las condiciones de frontera con esta

última propiedad son conocidas condiciones de frontera absorbentes [37, 38].

Después de considerar todas las posibles propiedades que deben tener las condiciones de frontera arti-

ficiales para intentar resolver las ecuaciones de Einstein en la norma armónica, aun tenemos un problema

que resolver. No todos los diez coeficientes métricos representan grados de libertad fı́sicos. Ası́ que no

podemos simplemente utilizar lo aprendido al evolucionar la ecuación de onda con fronteras artificiales.

En lugar de esto, debemos tener en cuenta que la métrica en lanorma armónica tiene cuatro constricciones

de norma. Anaĺıticamente se puede mostrar que, en ausenciade fronteras artificiales, es suficiente resol-

ver estas constricciones junto con sus derivadas temporales inicialmente. Las identidades de Bianchi y las

ecuaciones de evolución garantizaran que estas constricciones se satisfacen en todo punto del espacio. Por

otro lado, cuando nuestro sistema dinámico tiene condiciones de frontera, necesitamos especificar cuatro

condiciones de frontera que nos aseguren que no existen modos de propagación hacia el dominio compu-

tacional que violan las constricciones de norma, es decir, necesitamos fijar cuatro condiciones de frontera

compatibles con las constricciones de norma. Ese hecho reduce los diez grados de libertad a seis. Otros

cuatro grados de libertad están relacionados, como ya mencionamos en el capı́tulo 2, con la libertad que

tenemos de elegir un sistema de coordenadas. Finalmente, los dos últimos grados de libertad están, como

veremos en el capı́tulo 5, relacionados con la radiación gravitacional.

Existen varias propuestas para las condiciones de fronterade las ecuaciones de Einstein en la nor-

ma armónica con las propiedades que hemos discutido antes [125, 85, 80, 109]. Por ejemplo, Szilagyi y

colaboradores propusieron en [125, 126] una combinación de condiciones de frontera tipo Dirichlet y

Neumann1 para las ecuaciones de Einstein cuyo problema de valores iniciales resultante esta bien plan-

1Las condiciones de frontera tipo Dirichlet son condicionesque fijan la frontera a un valor determinado, por

ejemplo, si consideramos la ecuación de evolución

∂2
t Φ − ∂2

xΦ = 0 ,
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teado en el régimen no lineal. Ellos mostraron numéricamente, usando datos iniciales compatibles con

las constricciones más un pequeño contenido de datos aleatoreos tanto en los datos iniciales como en la

frontera, que su sistema de ecuaciones de evolución con condiciones de frontera es robustamente esta-

ble. Por otro lado, en [80] Kreiss y Winicour propusieron recientemente condiciones de frontera del tipo

Sommerfeld para las ecuaciones de Einstein en la norma armónica. Ellos muestran, usando técnicas de

operadores pseudo diferenciales, que su sistema de ecuaciones de evolución con este tipo de fronteras con-

duce a un problema de valores iniciales bien puesto. Condiciones absorbentes que involucran el escalar de

Weyl Ψ0 se han propuesto en [85]; Buchman y Sarbach mostraron en [37]que una buena aproximación a

una condición de frontera absorbente es congelar el valor inicial del escalarΨ0 durante toda la evolución.

Nosotros, por otro lado, generalizamos las ecuaciones de frontera de primer orden de Kreiss y Winicour y

proponemos condiciones de frontera de segundo orden, que son similares a las presentadas en [85], y de

orden mayor [109]. Esto nos permite tener mayor control sobre las reflexiones en la frontera de los modos

de propagación que salen del dominio computacional.

4.1. Condiciones de frontera externas

Antes de intentar encontrar condiciones de frontera para las ecuaciones de Einstein en la norma

armónica es necesario redefinir y aclarar algunos conceptos. Al igual que en la sección 2.5, para los

siguientes cálculos, es útil usar la diferencia entre la métrica fı́sicagµν y una métrica de fondo fijågµν
definida como

hµν = gµν − g̊µν .

Por otro lado, asumiremos que la frontera∂Σ de cada superficie espacialΣi es suave y que la superficie

T = [0, T ] × ∂Σ es una superficie tipo tiempo, tal y como se muestra en la figura4.1.

en el intervalo[0, 1], las condiciones de Dirichlet son de la forma

Φ(0) = f1 , Φ(1) = f2 ,

dondef1 y f2 son valores conocidos. Por otro lado, Las condiciones de frontera tipo Neumann, especifican los

valores de la derivada de las variables en la frontera, es decir,

∂xΦ(0) = g1 , ∂xΦ(1) = g2 ,

dondeg1 y g2 son funciones dadas.
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T

Σ
µ

nµ

s

FIGURA 4.1:Espacio-tiempoM = [0, T ]×Σ con una superficie de frontera suaveT = [0, T ]× ∂Σ. Por

simplicidad, supondremos que la fronteraT es una superficie temporal y ortogonal a las superficiesΣi

que son superficies puramente espaciales.

También es necesario definir dos vectores unitarios. Supondremos que el vectornµ denota el vector

saliente normal aΣt y el vectorsµ denota el vector saliente normal a la superficie bidimensional ∂Σ

encajada enΣ.2 Teniendo en cuenta esta última definición, es fácil ver que estos vectores cumplen con

gµν n
µ nν = −1 , gµν n

ν sµ = 0 , gµν s
ν sµ = 1 .

La definición de estos vectores, nos permiten automáticamente construir una tétrada nula{lµ, kµ, mµ, m̄ν}
de acuerdo con

lµ =
1√
2

(nµ + sµ) , kµ =
1√
2

(nµ − sµ) , (4.1)

mµ =
1√
2

(vµ + i wµ) , m̄µ =
1√
2

(vµ − i wµ) , (4.2)

donde los vectoresvµ y wµ son dos vectores unitarios mutuamente ortogonales, los cuales son normales

2Estos vectores están definidos con respecto a la métricagµν , aunque desde luego, también podemos definir estos

vectores con respecto a de la métrica de fondog̊µν .
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a nµ y sµ (con respecto a la métricagµν ). Nótese que esta tétrada, por construcción, esta adaptada a la

frontera y es única salvo por reescalamientos de los vectores lµ y kµ y salvo por una rotaciónmµ 7→
eiϕmµ, m̄µ 7→ e−iϕm̄µ de los vectoresmµ y m̄µ alrededor de una ánguloϕ.

Por otro lado, ya que las ecuaciones de Einstein en el vacı́o yen la norma armónica, ecuaciones de

evolución (2.81) conEµν = 0, son diez ecuaciones tipo onda, necesitamos encontrar diezcondiciones de

frontera sobre la superficieT . Estas diez condiciones se pueden dividir en condiciones defrontera que

preservan las constricciones de norma, condiciones de frontera para la radiación gravitacional y condi-

ciones de frontera que controlan los modos de propagación de la norma. Las condiciones de frontera que

preservan las constricciones de norma aseguran que las soluciones cuyos datos iniciales satisfacen inicial-

mente las constricciones, las satisfacerán durante toda la evolución. Nótese que, como ya mencionamos

en el capı́tulo 2, estas cuatro constricciones de normaCµ = 0 obedecen por si mismas un conjunto de

ecuaciones de onda. Por otro lado, ya que la radiación gravitacional tiene dos grados de libertad, necesi-

tamos especificar dos condiciones más para controlar la radiación fı́sica. Finalmente, debemos especificar

cuatro condiciones de frontera para los modos de propagaci´on de la norma.

A continuación, presentaremos varios conjuntos de condiciones de frontera compatibles con las cons-

tricciones de norma. Hemos dividido estos conjuntos en condiciones de frontera de primer orden, de

segundo orden y de orden mayor; el orden se refiere al grado de las derivadas dehµν que aparecen en las

condiciones de frontera.

4.1.1. Condiciones de frontera de primer orden

En el caso de condiciones de primer orden, las condiciones que preservan las constricciones de norma

se pueden obtener directamente através de la expresión (2.73). Usando (2.76), esta condición se puede

reexpresar como

Cβ ≡ gµν
(

∇̊µhνβ −
1

2
∇̊βhµν

)

−Hβ =̂ 0 , (4.3)

donde la notación=̂ significa que la igualdad se tiene solamente sobreT . Estas cuatro condiciones de

frontera son condiciones tipo Dirichlet.

Por otro lado, reescribiendo la métricagµν en término de la base nula,

gµν = −2 l(µkν) + 2m(µm̄ν) , (4.4)
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podemos expresar, de manera equivalente, las cuatro condiciones (4.3) como

Cµlµ =̂ −Dlmm̄ −Dkll +Dmm̄l +Dm̄ml −Hl =̂ 0 , (4.5)

Cµkµ =̂ −Dlkk −Dkmm̄ +Dmm̄k +Dm̄mk −Hk =̂ 0 , (4.6)

Cµmµ =̂ −Dlkm −Dklm +Dmlk +Dm̄mm −Hm =̂ 0 , (4.7)

donde hemos definidoDαµν ≡ ∇̊αhµν y donde los ı́ndicesl, k, m, m̄ denotan la contracción conlµ, kµ

y mµ respectivamente. Nótese que, como el vectormµ es complejo, la expresión (4.7) corresponde a dos

condiciones.

Consideremos ahora el tensor de distorsión asociado con una congruencia de curvas nulas a lo largo

del campo vectoriallµ de acuerdo con3

σ(l)
µν =

(

γµ
αγν

β − 1

2
γµνγ

αβ

)

∇αlβ , (4.8)

dondeγµν = gµν+nµ nν−sµ sν = 2m(µm̄ν) representa la métrica inducida sobre∂Σt. Nótese queσ(l)
µν es

un tensor sin traza que es ortogonal a los vectoresnµ y sµ; el tensor de distorsión tiene, por construcción,

dos componentes linealmente independientes. Teniendo en cuenta esto, podemos imponer las condiciones

de frontera

mµmνσ(l)
µν =̂ q2 , (4.9)

dondeq2 es una función compleja conocida sobre la frontera. Podemos usar ahora la expresión (2.76),

para expresar esta última condición en términos de∆α
µν y de la geometrı́a del espacio de fondo. Para

esto debemos relacionar los vectores unitariosnµ y sµ con sus vectores correspondientes de fondon̊µ y

s̊µ. Es fácil ver que estas cantidades están relacionadas através de

nµ = α n̊µ , sµ = ǫ s̊µ + δ n̊µ ,

dondeα, δ y ǫ son funciones sobre la frontera. Con esto, encontramos que

γµ
αγν

β∇αlβ = γµ
αγν

β
(

∇̊αlβ − lτ∆
τ
αβ

)

.

3Geometrı́camente el tensor de distorsión, oshear, representa la deformación de una congruencia de curvas sin

cambiar su volumen. Para detalles ver [97].
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Como los vectores(nµ , sµ) y (n̊µ , s̊ν) representan dos conjuntos de vectores base para el mismo espacio

vectorial, podemos definir el tensorK̊(l)
µν como

K̊(l)
µν ≡ γµ

αγµ
β∇̊αlβ , (4.10)

el cual coincide con la curvatura extrı́nseca de la fronterabidimensional de la superficieΣt cuando esta es

encajada en el espacio de fondo(M, g̊µν). Esto no permite reexpresar la condición (4.8) en la forma

σ(l)
µν =

(

γµ
αγν

β − 1

2
γµνγ

αβ

)

(

K̊(l)
αβ − lτ∆

τ
αβ

)

.

Finalmente, usando la expresión (2.76) la condición (4.9) se puede expresar como

Dlmm − 2Dmlm =̂ 2
(

q2 − K̊(l)
mm

)

. (4.11)

Antes de continuar veamos cuales son las condiciones que hemos especificado. Es fácil ver que las

condiciones de frontera (4.5)-(4.7) y (4.11) son seis condiciones generalizadas de Sommerfeld del tipo

lµ∇̊µu =̂ q , (4.12)

para las componentes métricashmm̄, hkk, hkm y hmm. Ası́ que aun nos falta especificar cuatro condiciones

de frontera más para las componentes métricas restanteshll, hlk y hlm. Para esto, y en analogı́a con las

condiciones de frontera (C.1), supondremos cuatro condiciones más del tipo Sommerfeld. Resumiendo,

hemos encontrado diez condiciones de frontera usando tan solo la constricción armónica (4.3). Estas

condiciones son:

Dlll =̂ p , (4.13)

Dllk =̂ π , (4.14)

Dllm =̂ q1 , (4.15)

Dlmm =̂ 2Dmlm + 2
(

q2 − K̊(l)
mm

)

, (4.16)

Dlmm̄ =̂ −Dkll +Dmlm̄ +Dm̄lm −Hl , (4.17)

Dlkm =̂ −Dklm +Dmlk +Dm̄mm −Hm , (4.18)

Dlkk =̂ −Dkmm̄ +Dmm̄k +Dm̄mk −Hk , (4.19)

dondep y π y q1 y q2 son funciones reales y complejas respectivamente, las cuales son conocidas en la

frontera. Uno puede ver fácilmente que estas condiciones de frontera solo involucran primeras derivadas

de los coeficientes métricos.
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4.1.2. Condiciones de frontera de segundo orden

De acuerdo con [105], uno puede demostrar que ya que las cuatro condiciones de frontera (4.3) son

condiciones tipo Dirichlet, los modos que violan las constricciones de norma se reflejan en la frontera

hacia el interior del domino computacional. Una generalización natural para este tipo condiciones son

las de segundo orden; recientemente se ha mostrado en [37, 38], que usar condiciones de frontera de

segundo orden permite algún tener control sobre las reflexiones de los modos de propagación que violan

las constricciones en la frontera. Siguiendo a [85, 105] unopuede generalizar las condiciones de frontera

tipo Dirichlet (4.3) a las condiciones tipo Sommerfeld

lµ∇µCν =̂ 0 . (4.20)

Esta condición puede reescribirse, usando las expresiones (2.80), de la forma

lµlν∇µCν =̂ −Ellmm̄ − Elkll + Elmm̄l + Elm̄ml

− 2∆αβ
l∆lαβ − ∆α

ll∆ατσg
τσ − lµlν∇µHν =̂ 0 , (4.21)

lµkν∇µCν =̂ −Ellkk − Elkmm̄ + Elmm̄k + Elm̄mk

− 2∆αβ
l∆kαβ − ∆α

lk∆βτσg
τσ − lµkν∇µHν =̂ 0 , (4.22)

lµmν∇µCν =̂ −Ellkm − Elklm + Elmlk + Elm̄mm

− 2∆αβ
l∆mαβ − ∆α

lm∆ατσg
τσ − lµmν∇µHν =̂ 0 , (4.23)

donde hemos definidoEαβµν ≡ ∇̊α∇̊βhµν . Nótese que, como mencionamos antes, ya que el vectormµ

es complejo las condiciones anteriores corresponden a cuatro condiciones de frontera. Ası́ que aun ne-

cesitamos especificar seis condiciones más. Dos condiciones de frontera más pueden ser especificadas si

definimos el escalar de WeylΨ0 en la frontera. Esta condición fue propuesta por primera vez por Frie-

drich y Nagy en [59] y ha sido usada en [74, 115, 85, 105, 93, 20,106]; se ha sugerido que congelar

el escalarΨ0 a su valor inicial es un buen punto de partida para especificarcondiciones de frontera ab-

sorbentes.4 Recientemente, Buchman y Sarbach presentaron en [37] un estudio anaĺıtico detallado de esta

condición. Ellos mostraron que esta condición genera reflexiones que decaen como(kR)−4 para radiación

monocromática con número de ondak.

4Por condiciones de frontera absorbentes queremos decir, condiciones de frontera que nos garantizan que tan

solo una pequeña cantidad de radiación espuria es reflejada en la frontera∂Σ hacia el dominio computacional
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Teniendo en cuenta lo anterior, comencemos definiendo el escalar de WeylΨ0 como5

Ψ0 = Rµναβ l
µmν lαmβ . (4.24)

Usando la expresión (2.78) para el tensor de Riemann, obtenemos

2Ψ0 = −Ellmm − Emmll + 2E(lm)lm + 2∆α
lm∆αlm

− 2∆α
ll ∆αmm + lµ R̊

µ
mlm −mµ R̊

µ
llm . (4.25)

Las seis condiciones de frontera (4.21)-(4.23) y (4.25) para los coeficientes métricoshmm̄, hkk, hkm y

hmm tienen la forma

lµlν∇µ∇νu =̂ q ,

con q una función conocida sobre la frontera que puede depender tan solo de primeras derivadas con

respecto al vectorlµ. Finalmente y en analogı́a con la sección anterior, completamos este conjunto de

condiciones de frontera especificando cuatro condiciones tipo Sommerfeld para las componenteshll, hlk
y hlm.

Resumiendo, las condiciones de segundo orden, por lo tanto,son:

Ellll =̂ p , (4.26)

Elllk =̂ π , (4.27)

Elllm =̂ q1 , (4.28)

Ellmm =̂ −Emmll + 2E(lm)lm + 2∆α
lm∆αlm

− 2C∆α
ll∆αmm + lµR̊

µ
mlm −mµR̊

µ
llm − 2ψ0 , (4.29)

Ellkm =̂ −Elklm + Elmlk + Elm̄mm − 2∆αβ
l ∆mαβ

− ∆α
lm∆ατσg

τσ − lµmν∇µHν , (4.30)

Ellmm̄ =̂ −Elkll + Elmm̄l + Elm̄ml − 2∆αβ
l ∆lαβ

− ∆α
ll ∆ατσg

τσ − lµlν∇µHν , (4.31)

Ellkk =̂ −Elkmm̄ + Elmm̄k + Elm̄mk − 2∆αβ
l ∆kαβ

− ∆α
lk∆ατσg

τσ − lµkν∇µHν , (4.32)

dondep y π y q1 y ψ0 son funciones reales y complejas respectivamente definidassobre la frontera.

5Nótese que en general la definición del escalar de WeylΨ0 se hace en en términos del tensor de Weyl. Sin

embargo, en el vacı́o el tensor de Ricci se anula. Ası́ que el tensor de Riemann y el de Weyl son equivalentes.



4.1. Condiciones de frontera externas 73

4.1.3. Condiciones de frontera de orden mayor

Teniendo en cuenta lo discutido en las sección anteriores,es natural pensar que si aumentamos el grado

de las derivadas de los coeficientes métricos, podemos tener un mayor control sobre las reflexiones en la

frontera. Usando esto, en esta sección generalizaremos las condiciones de frontera de primer y segundo

orden a condiciones de orden mayor.

Teniendo en cuenta las expresiones (4.13)–(4.15) y (4.26)–(4.28), y siL ≥ 2, podemos especificar

cuatro condiciones de frontera de orden(L+ 1) através de

lµ1 lµ2 ...lµL+1 lαlβ∇̊µ1
∇̊µ2

...∇̊µL+1
hαβ =̂ p , (4.33)

lµ1 lµ2 ...lµL+1 lαkβ∇̊µ1
∇̊µ2

...∇̊µL+1
hαβ =̂ π , (4.34)

lµ1 lµ2 ...lµL+1 lαmβ∇̊µ1
∇̊µ2

...∇̊µL+1
hαβ =̂ q1 . (4.35)

En analogı́a con las expresiones (4.3) y (4.20), podemos definir cuatro condiciones más que preservan las

constricciones de norma

lµ1 lµ2 ...lµL∇µ1
∇µ2

...∇µL
Cν =̂ 0 , (4.36)

y finalmente las dos condiciones de frontera

lµ1 lµ2 ...lµL−1 lαmβlτmσ∇µ1
∇µ2

...∇µL−1
∆αβτσ

+ b (hαβ ,∇µhαβ , ...,∇µ1
∇µ2

...∇µL
hαβ ; l

µ, kµ,mµ) =̂ 0 , (4.37)

dondeb es una función conocida sobre la frontera que depende dehαβ y de sus derivadas de orden menor

o igual queL.

Las condiciones de frontera de la forma (4.37) fueron recientemente introducidas por Buchman y

Sarbach en [37, 38]. En [37] se introdujo una jerarquı́a de condiciones de fronteraBL que conducen a una

perfecta absorción de la radiación gravitacional débilcon momento angularL′ ≤ L. Una generalización

de esta jerarquı́a, que incluye términos de corrección dela curvatura extrı́nseca, fue introducida en [38].

En analogı́a con esto, a continuación definiremos una jerarquı́a de condiciones de frontera. Para esto,

consideremos la ecuación de campo de Newman-Penrose

lµ∇µσ − mµ∇µκ = −Ψ0 + Q , (4.38)

dondeσ = mµmν∇ν lµ es la distorsión,κ = mµlν∇ν lµ es el coeficiente de espı́n, el cual puede ser

reescrito en la forma

κ = −1
2Dmll + (términos algebraicos enhµν) ,
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y, finalmente, la funciónQ representa los términos cuadráticos en las primeras derivadas dehµν .

Si podemos imponer la condición que la derivada a lo largo demµ de κ que cancele los términos

cuadráticos en el lado derecho de la ecuación (4.38) obtendrı́amos

Ψ0 = −lµ∇aσ , (4.39)

por lo tanto, las condiciones (4.9) podrı́an ser interpretadas como el miembro “L = 0” de las condicio-

nes (4.37); para un caso general, no hemos encontrado la forma de cancelar estos términos. Sin embargo,

en el ĺımite de frecuencias altas, por ejemplo (discutidasen las sección 4.3.1) , encontramos que siempre

es posible elegir un sistema de coordenadas para el cual la condición lµhµν = 0 se satisface en todo punto

y en todo momento en el queDmll = 0. Como en el ĺımite de altas frecuencias los términos cuadráticos

en la expresión (4.38) puede ser despreciados, la ecuación (4.38) se reduce a la expresión (4.39).

Como veremos en la sección 4.3, el uso de las condiciones de frontera (4.36) implican una menor can-

tidad de reflexiones de los modos de propagación que violan las constricciones a medida queL aumenta.

Sin embargo, el significado geométrico de las condiciones (4.33), (4.34) y (4.35) no es claro. No obstante,

la importancia de estas condiciones radica en el hecho de que, junto con las condiciones (4.36) y (4.37),

su problema de valores iniciales asociado esta bien planteado, por lo menos en el ĺımite de coeficientes

congelados (ver sección (4.2)).

4.2. Problema de valores iniciales

En esta sección analizamos el problema de valores iniciales asociado con las ecuaciones de evolu-

ción (2.81), restringido aEµν = 0, junto con las condiciones de frontera de primer, segundo y orden

mayor presentadas antes. Con el fin de comparar nuestros resultados numéricos (ver sección 4.3.3) con

los resultados presentados en [85, 105, 106], consideraremos un nuevo conjunto de condiciones de fron-

tera, el cual mezcla condiciones de primer y segundo orden.

Para estudiar el problema de valores iniciales, por simplicidad, usaremos la aproximación de coefi-

cientes congelados [79, 66], donde uno congela los coeficientes de las ecuaciones de evolución y de las

condiciones de frontera. Con esto, el problema se simplificaa un problema lineal y de coeficientes cons-

tantes. En este régimen se consideran perturbaciones de amplitudes pequeñas y de frecuencias altas de un

espacio-tiempo de fondo dado. Intuitivamente este es el régimen importante en la dependencia continua
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en los datos iniciales.6 Ası́ que, es de esperar que si el problema de valores iniciales en esta aproximación

esta bien planteado, estará bien planteado en el caso general. Siguiendo a Kreiss y Winicour [80], usare-

mos la teorı́a de operadores pseudodiferenciales y la construcción de un simetrizador (ver apéndice A),

para mostrar que el problema de valores iniciales para el caso no lineal esta bien planteado.

Las ecuaciones de evolución en la norma armónica (2.81), restringidas aEµν = 0, en la aproximación

de coeficientes congelados alrededor de un punto arbitrariop se reducen a

g̊αβ(p)∂α∂βhµν = 2∂(µHν) ≡ Fµν , (4.40)

dondeg̊µν(p) es la métrica de fondo constante que se obtiene al congelarla en el puntop. Por otro lado, en

esta aproximación podemos suponer que la frontera es un plano. Ası́ que, intentar resolver las ecuaciones

de onda no lineales para los coeficientes métricos se reducea un problema lineal de coeficientes constantes

sobre el dominioΩ = (0,∞) × Σ. Adicionalmente, nótese que, bajo una adecuada transformación de

coordenadas, que deja la foliaciónΣt = {t}×Σ invariante, es posible llevar la métricag̊µν(p) a la forma

g̊(p) = −dt2 + (dx+ β dt)2 + dy2 + dz2 , (4.41)

dondeβ es una constante. Para ver esto, comencemos suponiendo que la forma más general de la métrica

g̊(p) es

g̊(p) = −α2 dT 2 + hij (dXi + βi dT ) (dXj + βj dT ) ,

dondeα y βi son una constante positiva y un vector constante respectivamente. Adicionalmente, podemos

descomponer la métrica espacial constante como

hij dX
i dXj = N2

(

dX1
)2

+HAB

(

dXA + bA dX1
)(

dXB + bB dX1
)

,

dondeN es una constante positiva, el vector bidimensionalbA es constante yHAB denota una métrica

bidimensional; es claro que los ı́ndicesA yB corren de dos a tres. En dos dimensiones siempre es posible

hacer una transformación de coordenadas, involucrando las coordenadasX2 y X3, que lleve la métrica

bidimensional a la formaHAB = δAB . Adicionalmente, usando la transformaciónY 1 = N X1, Y A =

XA + bAX1, que claramente deja aΣ invariante, podemos reescribir la métrica espacial comohij = δij .

6Desde el punto de vista numérico este es el régimen de mayorimportancia. Cuando se incrementa la resolución

espacial en una solución numérica de un sistema de ecuaciones mal planteado, algunas inestabilidades pueden crecer

más rápidamente; altas frecuencias se pueden traducir enun aumento en la resolución numérica.
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Finalmente, usandot = αT , x = Y 1, y = Y 2 + β2 T , z = Y 3 + β3 T , la métricag̊µν(p) se puede

reescribir como (4.41).

Teniendo en cuenta (4.41), las ecuaciones de evolución (4.40) se pueden expresar como
[

− ∂2
t + 2β ∂t∂x +

(

1 − β2
)

∂2
x + ∂2

y + ∂2
z

]

hµν = Fµν . (4.42)

En las siguientes secciones analizaremos el problema de valores iniciales asociado con las ecuaciones

de evolución (4.42) y el conjunto de condiciones de frontera presentados antes. Para esto, supondremos

que la magnitud de la constanteβ es mucho menor que uno. Nótese que esta condición no es una restric-

ción, por construcción, en la frontera esta condición sesatisface automáticamente ya que hemos asumido

que la fronteraT es una superficie tipo espacio.

4.2.1. Condiciones de frontera de primer orden

En la aproximación de coeficientes congelados, las condiciones de frontera de primer orden (4.13)–

(4.19) se reduce a

lµ∂µhll =̂ p , (4.43)

lµ∂µhlk =̂ π , (4.44)

lµ∂µhlm =̂ q1 , (4.45)

lµ∂µhmm =̂ 2mµ∂µhlm + 2
(

q2 − K̊(l)
mm

)

, (4.46)

lµ∂µhmm̄ =̂ −kµ∂µhll +mµ∂µhlm̄ + m̄µ∂µhlm −Hl , (4.47)

lµ∂µhkm =̂ −kµ∂µhlm +mµ∂µhlk + m̄µ∂µhmm −Hm , (4.48)

lµ∂µhkk =̂ −kµ∂µhmm̄ +mµ∂µhm̄k + m̄µ∂µhmk −Hk . (4.49)

Necesitamos ahora encontrar una base nula adapta a la frontera. Nótese que, con respecto a la métri-

ca (4.41) tenemos que

n̊µ∂µ = ∂t − β∂x , s̊µ∂µ = −∂x ,

y, por lo tanto,

lµ∂µ =
1√
2

(

∂t − [1 + β] ∂x

)

,

kµ∂µ =
1√
2

(

∂t + [1 − β] ∂x

)

, (4.50)

mµ∂µ =
1√
2

(

∂y + i∂z

)

,
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es una base nula adaptada a la frontera. Esta forma de la base nos permite escribir el sistema de ecuacio-

nes (4.42) con las condiciones de frontera (4.43)–(4.49) como7

[

− ∂2
t + 2β∂t∂x + (1 − β2)∂2

x + ∂2
y + ∂2

z

]

u(i) = F (i) sobreΩ , (4.53)
[

∂t − (1 + β)∂x

]

u(i) =̂ q(i) sobreT , (4.54)

donde, para este caso, el ı́ndicei corre de1 a 10 y la funciónqi sobre la frontera depende únicamente de

las derivadas tangenciales de primer orden deu(j) paraj = 1, ..., i − 1.

Antes de intentar hacer alguna estimación para el problemaanterior, nótese que es suficiente suponer

datos iniciales triviales; siu = u(i) es cualquier solución suave de (4.53)–(4.54), podemos definir entonces

ū(t, x, y, z) ≡ u(t, x, y, z) − u(0, x, y, z)

− t ∂tu(0, x, y, z) , t ≥ 0 , (x, y, z) ∈ Σ , (4.55)

la cual satisface las ecuaciones (4.53)–(4.54) con las fuentesF (i) y q(i) modificadas y los datos iniciales

ū(0, x, y, z) = 0, ∂tū(0, x, y, z) = 0 para todo(x, y, z) enΣ. Teniendo en cuenta todo esto, lo que nos

resta por hacer es demostrar que el sistema de ecuaciones (4.53) con las condiciones de frontera(4.54) tie-

ne un problema de valores iniciales bien planteado. Sin embargo, tenemos el siguiente problema. Como la

condición de frontera (4.54) no es maximalmente disipativa (ver apéndice C) ya que la funciónqi sobre la

frontera depende de las derivadas tangenciales deu(j), no podemos usar las técnicas tradicionales, como

la estimación de una energı́a, para mostrar que el sistema esta matemáticamente bien planteado. Reciente-

mente Kreiss y Winicour propusieron una nueva para mostrar la estabilidad de este tipo de sistemas [80].

7Nótese que las derivadas a lo largo dekµ en las expresiones (4.47) y (4.48) pueden ser reemplazadas por las

derivada a lo largo de la evolución temporal∂t teniendo en cuenta que

kµ∂µ =
1

1 + β

(√
2 ∂t − [1 − β]lµ∂µ

)

, (4.51)

y las expresiones (4.43) y (4.45). De manera similar, los términoskµ∂µhmm̄ en la expresión (4.49) pueden ser

reemplazados por derivadas tangenciales usando

kµ∂µ =
1

1 + β

(√
2∂t − [1 − β]lµ∂µ

)

, (4.52)

y la ecuación (4.47), después de haber usado (4.51). De esta forma, solo las derivadas tangentes a la frontera aparecen

al lado derecho de las expresiones (4.43)–(4.49). Esto puede ser útil en las implementaciones numéricas.
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Teniendo en cuenta esto, a continuación construiremos unaestimación para las soluciones de (4.53) en

términos de los datos en la frontera; mostraremos que para todoη > 0 y todas las soluciones suavesu(i)

de (4.53) y (4.54) con datos iniciales triviales, existe unaconstanteCi > 0 tal que

η ‖u(i)‖2
η,1,Ω + ‖u(i)‖2

η,1,T ≤ Ci

(

η−1‖F (i)‖2
η,0,Ω + ‖q(i)‖2

η,0,T

)

, (4.56)

donde las normas anteriores son definidas como

‖u‖2
η,m,Ω =

∫

Ω
e−2ηt

∑

|α|≤m

|∂αt

t ∂αx
x ∂

αy
y ∂αz

z u(t, x, y, z)|2 dt dx dy dz ,

‖u‖2
η,m,T =

∫

T
e−2ηt

∑

|α|≤m

|∂αt

t ∂αx
x ∂

αy
y ∂αz

z u(t, 0, y, z)|2dt dy dz ,

con el multi-ı́ndiceα = (αt, αx, αy, αz) y |α| = αt + αx + αy + αz.8 El punto importante con la expre-

sión (4.56) es que con ella se obtiene una estimación para la normaL2 de las derivadas de primer orden de

la soluciónu(i) con respecto a la fronteraT . Por lo tanto, en la estimación del i-ésimo problema (4.53)-

(4.54), la norma de las primeras derivadas deu(j) que aparecen enq(i) pueden ser estimadas y obtenemos

la siguiente estimación global:9 para todoη > 0 y soluciones suaveshµν del problema de valores iniciales

con frontera (4.42), (4.43)–(4.49) con datos iniciales triviales, existe una constanteC > 0 tal que:

3
∑

µ,ν=0

(

η‖hµν‖2
η,1Ω + ‖hµν‖2

η,1,T

)

≤ C



η−1
3
∑

µ,ν=0

‖Fµν‖2
η,0,Ω + ‖p‖2

η,0,T + ‖π‖2
η,0,T

+ ‖q1‖2
η,0,T + ‖q2‖2

η,0,T +

3
∑

µ=0

‖Hµ‖2
η,0,T



 .

Para probar la estimación (4.56), debemos suponer una solución suaveu = u(i) de las ecuaciones

tipo onda (4.53)–(4.54) con datos iniciales triviales, es decir,u(0, x, y, z) = 0 y ∂tu(0, x, y, z) = 0 para

8Un comentario acerca de la notación. Un multi-ı́ndicen dimensional es un vectorα = (α1, α2, ..., αn), donde

αi es un número entero, que cumple con: siα y β ∈ Nn
0 entonces(α ± β ≡ α1 ± β1, α2 ± β2, ..., αn ± βn),

α < β ⇔ αi < βi para todoi, etc.
9Los problemas que satisfacen esta clase de estimaciones junto con la existencia de las soluciones son usual-

mente llamadosfuertemente bien planteados en el sentido generalizado[79, 80]. Sin embargo, nosotros usamos el

término “generalizado” para referirnos al hecho de que losdatos iniciales que usamos son triviales y que las normas

involucran una integración en el tiempo.
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(x, y, z) sobre la superficieΣ, fijar la constanteη > 0 y definir la funciónuη,

uη(t, x, y, z) ≡
{

e−ηt u(x, y, z) parat > 0,

0 parat ≤ 0 .
(4.57)

Adicionalmente, denotamos la transformada de Fourier deuη(t, x, y, z) con respecto a las coordenadas

(t, y, z) comoũη(ξ, x, ωy, ωz) y comoũ(s, x, ωy, ωz) ≡ ũη(ξ, x, ωy, ωz), cons = η + iξ, a la transfor-

mada de Fourier-Laplace deu [66]. Con estas definiciones, uno puede ver fácilmente que la funciónũ,

usando (4.53) y (4.54), satisface el sistema de ecuaciones ordinarias

[

−s2 + 2β s ∂x + (1 − β2) ∂2
x − ω2

]

ũ = F̃ , sobrex ∈ (0,∞), (4.58)

[s− (1 + β) ∂x] ũ =̂ q̃ , enx = 0 , (4.59)

dondeω ≡
√

ω2
y + ω2

z y F̃ y q̃ denotan la transformación Fourier-Laplace deF (i) y q(i) respectivamen-

te. Este conjunto de ecuaciones se puede reescribir como un sistema de ecuaciones de primer orden si

introducimos la variable

ṽ ≡ 1

k

(

∂x + γ2β s
)

ũ , (4.60)

dondek =
√

|s|2 + ω2 y γ = 1/
√

1 − β2. Con esto, el sistema de ecuaciones (4.58)- (4.59) se transforma

en

∂xw̃ = M(s, ω)w̃ + f̃ , sobrex ∈ (0,∞), (4.61)

L(s, ω)w̃ =̂ g̃ , enx = 0 , (4.62)

donde hemos definido

w̃ =

(

ũ

ṽ

)

, f̃ =
γ2

k

(

0

F̃

)

, g̃ =
1 − β

k
q̃ ,

y

M(s, ω) = k

(

−γ2β s′ 1

γ4(s′2 + γ−2ω′2) −γ2β s′

)

, L(s, ω) =
(

s′,−γ−2
)

,

cons′ = s/k y ω′ = ω/k. Nótese que|s′|2 + |ω′|2 = 1. Los valores y vectores propios correspondiente

deM están dados por

µ± = γ2k
(

−β s′ ±
√

s′2 + γ−2ω′2
)

, e± =

(

1

±γ2
√

s′2 + γ−2ω′2

)

,
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donde la raı́z cuadrada tiene la parte real positiva para Re(s′) > 0. Uno puede mostrar para este caso

que10

Re
(

√

s′2 + γ−2ω′2
)

≥ Re(s′) ,

lo cual implica que Re(µ−) < 0 < Re(µ+). Nosotros estamos interesados en la solución de (4.61)–(4.62)

que decae cuandox→ ∞, es decir,

w̃(s, x, ω) = σ eµ−xe− . (4.63)

La constanteσ satisface la relación
[

s′ +
√

s′2 + γ−2ω′2
]

σ = g̃ . (4.64)

Es posible mostrar que existe una constante positivaδ2 > 0 tal que11

∣

∣

∣
s′ +

√

s′2 + γ−2ω′2
∣

∣

∣
≥ δ2 ,

para todo Re(s′) > 0 y todoω′ ∈ R con |s′|2 + |ω′|2 = 1. Por lo tanto, existe una constanteC1 > 0 tal

que

|w̃(s, 0, ω)| ≤ C1 |g̃(s, ω)| , (4.65)

para todo Re(s) > 0 y ω ∈ R. De acuerdo a [80], esto significa que el sistema esestablemente acotado.

Kreiss y Winicour mostraron en [80] que esto implica la existencia de un simetrizadorH = H(s′, ω′),

dondeH es una matriz2×2 compleja y hermitiana, que cumple con las siguientes relaciones (ver apéndi-

ce A):

1. H(s′, ω′) depende suavemente de(s′, ω′).

2. Existe una constanteε1 > 0 tal que

HM +M∗H ≥ ε1Re(s)I2 , (4.66)

para todo Re(s) > 0 y todoω ∈ R. La matrizI2 denota la matriz identidad2 × 2.

10Nótese que siη′, ξ′, a, b son números reales tal ques′ = η′+iξ′ y
√

s′2 + γ−2ω′2 = a+ib. Entonces, tomando

el cuadrado de la última expresión obtenemosη′ξ′ = ab y a4 + (ξ′2 − η′2 − γ−2ω′2)a2 − η′2ξ′2 = 0, de lo cual

podemos concluir quea2 ≥ η′2.
11Ver prueba del lema 3 de [80].
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3. Existen constantesε2 > 0 yC2 > 0 tal que

〈w̃,Hw̃〉 ≥ ε2 |w̃|2 − C2 |g̃|2 , (4.67)

para todow̃ que satisface la condición de fronteraL(s, ω)w̃ = g̃, donde< ., . > denota el producto

escalar usual sobreC2 y |.| la norma correspondiente.

Usando este simetrizador, la estimación (4.56) puede ser obtenida de la siguiente manera. Comencemos

usando la expresión (4.61) y (4.66). Con esto tenemos que

∂x 〈w̃,Hw̃〉 = 2 〈w̃,H∂xw̃〉
= 〈w̃, (HM +M∗H)w̃〉 + 2

〈

w̃,Hf̃
〉

≥ ε1Re(s) |w̃|2 −K |w̃|2 − 1

K

∣

∣

∣
Hf̃
∣

∣

∣

2
,

dondeK > 0. Integrando ambos lados con respecto ax en el intervalo[0,∞] y eligiendoK = ε1Re(s)/2,

obtenemos, después de haber usado (4.67), que:

Re(s)

∞
∫

0

|w̃|2dx ≤ 2

ε1



− < w̃,Hw̃ >|x=0 +
2

ε1Re(s)

∞
∫

0

|Hf̃ |2 dx





≤ 2

ε1

(

−ε2 |w̃|2
∣

∣

x=0
+C2|g̃|2

)

+
4

ε21Re(s)

∞
∫

0

|Hf̃ |2dx .

ComoH = H(s′, ω′) depende suavemente de(s′, ω′) y |s′|2 + |ω′|2 = 1, existe una constanteC3 > 0

tal que|Hf̃ | ≤ C3|f̃ | para todo(s′, ω′) que satisface Re(s′) > 0 y |s′|2 + |ω′|2 = 1. Usando esto y

multiplicando la desigualdad anterior pork2, obtenemos

η

∞
∫

0

(

|k ũ|2 + |∂xũ|2
)

dx+
(

|kũ|2 + |∂xũ|2
)∣

∣

∣

x=0
≤ C



η−1

∞
∫

0

|F̃ |2dx+ |q̃|2


 , (4.68)

para alguna constanteC > 0. Finalmente, la estimación (4.56) se obtiene después de integrar sobreξ, ωy

y ωz) y usando la identidad de Parseval.12 La existencia de las soluciones se sigue de la ecuaciones (4.61)

12SiF (ν) yG(ν) son la transformada de Fourier def(t) y g(t), respectivamente. Entonces la relación de Parseval

nos dice que
∫ ∞

−∞

f(t) ¯g(t) dt =

∫ ∞

−∞

G(ν) ¯F (ν) dν ,

dondeḡ denota el complejo conjugado de la funcióng.
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y(4.62) y los resultados usuales de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Antes de estudiar el problema de valores iniciales con condiciones de frontera de segundo y más

alto orden, nótese que la estimación (4.56) puede ser generalizada de la siguiente manera. Para cada

m = 2, 3, 4, ... existe una constanteCi,m tal que

η‖u(i)‖2
η,m,Ω + ‖u(i)‖2

η,m,T ≤ Ci,m

(

η−1‖F (i)‖2
η,m−1,Ω + ‖F (i)‖2

η,m−2,T + ‖q(i)‖2
η,m−1,T

)

, (4.69)

para todoη > 0 y toda solución suaveu(i) restringida a que sus primerasm derivada temporales se anulan

ent = 0. Esto siempre se puede conseguir usando la transformación

ū(i)(t, x, y, z) = u(i)(t, x, y, z)

−
m
∑

k=0

tk

k!
(∂t)

ku(i)(0, x, y, z) , t ≥ 0 , (x, y, z) ∈ Σ . (4.70)

Nótese que las ecuaciones de evolución implican entoncesque las primeras(m− 2) derivadas temporales

deF se anulan idénticamente ent = 0. Para probar la estimación (4.69), primero multiplicamos(4.68)

pork2j , conj = 1, 2, ...m− 1. Esto conduce a las estimaciones deseadas para las derivadas tangenciales.

Para estimar la derivadas normales, usamos la ecuación de evolución

∂x
2ũ = γ2

[

(s2 + ω2)ũ− 2βs∂xũ+ F̃
]

,

y el hecho queη = Re(s) ≤ k, de lo cual obtenemos:

∞
∫

0

η

m
∑

j=0

|km−j∂jxũ|2dx+

m
∑

j=0

|km−j∂jxũ|2
∣

∣

∣

∣

∣

∣

x=0

≤ C̃m





∞
∫

0

η−1
m−2
∑

j=0

|km−1−j∂jxF̃ |2dx

+

m−2
∑

j=0

|km−2−j∂jxF̃ |2
∣

∣

∣

∣

∣

∣

x=0

+ |km−1q̃|2


 ,

para alguna constantẽCm. La estimación (4.69) se tiene entonces después de la integración sobreξ,ωy y

ωz y con la identidad de Parseval.

4.2.2. Condiciones de frontera de segundo y de orden mayor

Para analizar el problema de valores iniciales resultante al imponer las condiciones de segundo orden

o más alto orden, generalizamos la estimación anterior param ≥ 2. En el aproximación de coeficientes
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congelados, el sistema de ecuaciones de evolución con condiciones de frontera de segundo o más alto

orden tiene la forma,

[

−∂2
t + 2β∂t∂x + (1 − β2)∂2

x + ∂2
y + ∂2

z

]

u(i) = F (i) sobre Ω , (4.71)

[∂t − (1 + β)∂x]
m u(i) =̂ q(i) sobre T , (4.72)

donde, al igual que antes, el ı́ndicei corre de uno a diez y la funciónq(i) en la frontera depende de lam-

ésima derivada deu(j). Para la estimación, una vez más, suponemos que los datos iniciales son triviales,

definimos la funciónuη y tomamos su transformada de Fourier con respecto a las direcciones tangenciales

(t, y, z). Con esto, obtenemos el mismo sistema de ecuaciones de primer orden que en (4.61). Sin embargo,

la condición de frontera (4.62) ahora se debe reemplazar por

Lmũ =̂

(

1 − β

k

)m

q̃ ,

donde el operador linealL ≡ (1 − β)s′ − γ−2k−1∂x. Para escribir esta expresión en forma algebraica,

nótese que, en virtud de la ecuación (4.61), tenemos
(

Lũ
Lṽ

)

= B

(

ũ

ṽ

)

− 1

k2

(

0

F̃

)

, (4.73)

donde la matrizB esta dada por

B =

(

s′ −γ−2

−γ2λ′2 s′

)

,

y donde la parte real de la variableλ′ =
√

s′2 + γ−2ω′2 es positiva. Integrando ambas lados de (4.73),

obtenemos
(

Lmũ
Lmṽ

)

= Bm

(

ũ

ṽ

)

− 1

k2

m−1
∑

j=0

Bj

(

0

Lm−1−jF̃

)

.

Expĺıcitamente, podemos ver que

Bj =
1

2

(

bj+ + bj− −γ−2λ′−1(bj+ − bj−)

−γ2λ′(bj+ − bj−) bj+ + bj−

)

,

dondeb± = s′ ± λ′ son los valores propios de la matrizB. Por lo tanto, las condiciones de frontera de

orden mayor o igual a dos se pueden reescribir en la forma (4.62) con

L(s, ω) =
1

2

[

bm+ + bm− ,−γ−2λ′−1(bm+ − bm− )
]

,
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y

g̃ =

(

1 − β

k

)m

q̃ − 1

2 γ2 k λ′

m−1
∑

j=1

(bj+ − bj−)Lm−1−j F̃
∣

∣

∣

x=0
.

La solución correspondiente a un término de fuente trivial f̃ = 0 que decae cuandox → ∞ esta dada

entonces por

w̃(s, x, ω) = σeµ−xe− , (4.74)

donde la constanteσ satisfaceL(s, ω)e−σ = g̃. Teniendo en cuenta quee− = (1,−γ2λ′)T , esta condición

se reduce a

bm+σ = g̃ .

Sin embargo, como se mostró en la ultima sección, existe una constanteδ2 > 0 tal que|b+| ≥ δ2 para

todo Re(s′) > 0 y todoω′ ∈ R con |s′|2 + |ω′|2 = 1. Ası́ que, existe una constanteC2 > 0 tal que

|w̃(s, 0, ω)| ≤ C2 |g̃(s, ω)| , (4.75)

para todo Re(s) > 0 y ω ∈ R y el sistema es acotadamente estable. Entonces, usando los resultados de

Kreiss y Winicour [80], existe un simetrizador suave que satisface las condiciones1.− 3., enumeradas en

la subsección anterior, de donde obtenemos la estimación

η

∞
∫

0

|w̃|2dx+ |w̃|2
∣

∣

x=0
≤ C



η−1

∞
∫

0

|f̃ |2dx+ |g̃|2


 ,

Para alguna constanteC > 0. Multiplicando a ambos lados pork2m, usando la ecuación de evolución

∂2
xũ = γ2

[

(s2 + ω2)ũ− 2βs∂xũ+ F̃
]

y η = Re(s) ≤ k, obtenemos

η

∞
∫

0

m
∑

j=0

|km−j∂jxũ|2dx+

m
∑

j=0

|km−j∂jxũ|2
∣

∣

∣

∣

∣

∣

x=0

≤ C̃



η−1

∞
∫

0

m−2
∑

j=0

|km−1−j∂jxF̃ |2dx

+

m−2
∑

j=0

|km−2−j∂jxF̃ |2
∣

∣

∣

∣

∣

∣

x=0

+ |q̃|2


 , (4.76)

para alguna nueva constantẽC > 0. Usando las relaciones de Parseval y asumiendo que

∂jt u(0, x, y, z) = 0 para todoj = 0, 1, ...m, tenemos que

η ‖u‖2
η,m,Ω + ‖u‖2

η,m,T ≤ Ĉ
[

η−1‖F‖2
η,m−1,Ω + ‖F‖2

η,m−2,T + ‖q‖2
η,0,T

]

, (4.77)

la cual corresponde a la estimación, al igual que en la última sección, que estábamos buscando.
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4.2.3. Condiciones de frontera mixtas, de primer y de segundo orden

Para el caso en el que el sistema de ecuaciones de evolución (4.53) tiene condiciones de frontera mix-

tas, por ejemplo, condiciones de frontera de primer y de segundo orden, se pueden encontrar estimaciones

equivalentes a las que discutimos en las secciones anteriores. A continuación, siguiendo a [85, 105, 106],

estudiaremos el problema de valores iniciales asociado conun nuevo conjunto de condiciones de frontera,

el cual resulta de combinar las condiciones de primer orden (4.13)–(4.15) con las condiciones de segundo

orden (4.29)–(4.32) que definen el escalar de WeylΨ0 en la frontera.

Empezaremos considerando las condiciones de frontera de primer orden para la norma (4.43)–(4.45).

Usando la estimación (4.69) conm = 2 tenemos que

3
∑

µ=0

(

η‖hlµ‖2
η,2,Ω + ‖hlµ‖2

η,2,T

)

≤ C1

[

3
∑

µ=0

(

η−1‖Flµ‖2
η,1,Ω + ‖Flµ‖2

η,0,T

)

+ ‖p‖2
η,1,T + ‖π‖2

η,1,T + ‖q1‖2
η,1,T

]

. (4.78)

Por otro lado, aplicando la estimación (4.77) conm = 2 a las condiciones de frontera de segundo

orden (4.29)–(4.32) en el ĺımite de altas frecuencias, obtenemos

∑

µ,ν∈{k,m,m̄}

(

η‖hµν‖2
η,2,Ω + ‖hµν‖2

η,2,T

)

≤ C2





∑

µ,ν∈{k,m,m̄}

(

η−1‖Fµν‖2
η,1,Ω + ‖Fµν‖2

η,0,T

)

+

3
∑

µ=0

‖hlµ‖2
η,2,T +

3
∑

µ=0

‖Hµ‖2
η,1,T + ‖ψ0‖2

η,0,T



 . (4.79)

Combinando estas dos estimaciones, expresiones (4.78)– (4.79) obtenemos

3
∑

µ,ν=0

(

η‖hµν‖2
η,2,Ω + ‖hµν‖2

η,2,T

)

≤ C3





3
∑

µ,ν=0

(

η−1‖Fµν‖2
η,1,Ω + ‖Fµν‖2

η,0,T

)

+
3
∑

µ=0

‖Hµ‖2
η,1,T + ‖p‖2

η,1,T + ‖π‖2
η,1,T + ‖q1‖2

η,1,T + ‖ψ0‖2
η,0,T



 ,(4.80)

para una constanteC3 que es independiente deη > 0 y hµν . Nótese que hemos supuesto quehµν y sus

primeras dos derivadas temporales se anulan ent = 0.
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4.3. Propiedades de las condiciones de frontera

En las anteriores secciones presentamos varias familias decondiciones de frontera compatibles con

las constricciones de norma y mostramos, siguiendo a [80], que el problema acotado de valores iniciales

asociado con las ecuaciones de Einstein en la norma armónica esta bien planteado. Ahora, en esta sección,

queremos estudiar cual es el comportamiento de estas condiciones de frontera en la practica. Asumiremos,

como es natural pensar, que un conjunto de condiciones de frontera es mejor que otro entre menor sea la

diferencia entre la solución no acotada y la solución con condiciones de frontera artificiales.

4.3.1. Coeficiente de reflexión en el ĺımite de frecuencias altas

En el ĺımite de frecuencias altas, el sistema de ecuación de evolución y sus condiciones de frontera

se reduce, como ya mostramos antes, a un problema lineal de coeficientes constantes de la forma (4.71)–

(4.72) restringido al semiplanox > 0 y a la constricción armónica

g̊µν
(

∇̊µhνα − 1

2
∇̊αhµν

)

= 0 , (4.81)

donde∇̊µ = ∂µ ya que la métrica de fondo̊gµν es, de acuerdo con (4.41), plana. Por otro lado, para

estimar la cantidad de radiación gravitacional reflejada en la frontera es útil hacer una suposición adicio-

nal. Asumiremos que los datos iniciales se eligen de tal forma que son compatibles con la constricción

armónica (4.81) y que además suprimen las componenteshll, hlk y hlm y sus derivadas temporales. Esta

condición no implica, como mostraremos a continuación, ninguna restricción sobre la fı́sica del proble-

ma, solo restringe la elección de coordenadas. Para mostrar esto, supongamos quehµν es una solución

arbitraria de (4.71) satisfaciendo la constricción armónica (4.81). Bajo una transformación infinitesimal

de coordenadasx′µ = xµ + ξµ, dondeξµ << 1, la métricahµν transforma de acuerdo con

h′µν = hµν + 2 ∂(µξν) . (4.82)

Es fácil ver, ya queξµ satisface por si mismo la ecuación tipo onda

g̊αν ∇̊α∇̊νξµ = 2
[

−∇̊l∇̊kξµ + ∇̊m∇̊m̄
]

ξµ = 0 . (4.83)

que la métricah′µν también satisface la construcción armónica. Por otro lado, exigiendo que las compo-

nentes métricash′ll, h
′
lk y h′lm y sus derivadas temporales se anulen en la superficie inicial, obtenemos las
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siguientes condiciones:

h′ll = hll +
√

2 [∂tξl − (1 + β)∂xξl] = 0 , (4.84)

h′lk = hlk +
1√
2

[∂t(ξl + ξk) − (1 + β)∂xξk + (1 − β)∂xξl] = 0 , (4.85)

h′lm = hlm +
1√
2

[∂tξm − (1 + β)∂xξm + (∂y + i ∂z)ξl] = 0 , (4.86)

∇̊kh′ll = ∇̊khll +
(

∂2
y + ∂2

z

)

ξl = 0 , (4.87)

∇̊k(2h′lk − h′ll) = ∇̊k(2hlk − hll) + 2
√

2∂x∇̊kξl +
(

∂2
y + ∂2

z

)

ξk = 0 , (4.88)

2∇̊kh′lm = 2∇̊khlm + 2∇̊m∇̊kξk +
(

∂2
y + ∂2

z

)

ξm = 0 , (4.89)

donde hemos usado la tétrada (4.50) y la expresión (4.83).Las ecuaciones (4.84)–(4.86) conducen a ecua-

ciones eĺıpticas para cada superficiex = constante paraξl, ξk y ξm las cuales, en principio, pueden ser

resueltas. Una vez resueltas estas condiciones, podemos usar una vez más las ecuaciones (4.84)–(4.86)

para encontrar sus respectivas derivadas temporales. Estomuestra que es posible elegir una norma que

satisfaga la constricción armónica y que inicialmente elimine las componentes métricash′ll, h
′
lk y h′lm y

sus derivadas temporales. Con esto, las ecuaciones de evolución parahµν y las condiciones de fronte-

ra (4.13)–(4.15) o (4.33)–(4.35), que en el ĺımite de altasfrecuencias se reducen a

[

∂t − (1 + β)∂x

]L+1
u =̂ 0 , u = hll, hlk, hlm , L ≥ 0 ,

implican, por lo tanto, quehll = hlk = hlm = 0 en todo punto del espacio y para todo tiempo. Por otro

lado, la constricción armónica (4.81), en esta norma, conduce a

∇̊lhmm̄ = 0, ∇̊lhkk = −∇̊khmm̄ + 2∇̊(mhm̄)k , ∇̊lhkm = ∇̊m̄hmm .

La primera condición, junto con la ecuación de onda−∇̊k∇̊lhmm̄ + ∇̊(m∇̊m̄)hmm̄ = 0, implica que

hmm̄ = 0. Con esta condición, la tercera expresión puede ser entonces integrada a lo largo delµ para

obtenerhkm; comolµ es un vector saliente en la frontera, los datos iniciales para hkm determinan com-

pletamente la solución. Finalmente, cuando determinamoshkm, la segunda ecuación puede ser integrada

para obtenerhkk. Ası́ que, teniendo en cuenta los resultados anteriores, esclaro que en la norma en la que

lµhµν = 0, toda la dinámica del sistema esta gobernada por el sistemade ecuaciones de evolución

[

−∂2
t + 2β∂t∂x + (1 − β2)∂2

x + ∂2
y + ∂2

z

]

hmm = 0 , (4.90)

[∂t − (1 + β)∂x]
L+1 hmm =̂ 0 , (4.91)
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donde el orden de la condición de frontera esL+ 1 = 0, 1, 2, ....

Para cuantificar la cantidad de reflexiones generadas por lascondiciones de frontera, siguiendo a [37,

38], consideremos una onda plana monocromática con frecuenciaω > 0 y vector de ondapj = q (−1, tan θ, 0)

con q > 0 y donde el ánguloθ ∈ (−π/2, π/2) es el ángulo de incidencia. Esta onda es reflejada en la

fronterax = 0. Ası́ que, la solución general tiene la forma

hmm = ei (ω t−pjx
j) + γ ei (ω t−p̂jx

j) , (4.92)

donde el vector de onda, teniendo en cuenta la reflexión, esp̂j = q(1, tan θ, 0) y γ la amplitud del

coeficiente de reflexión. Para obtener una relación de dispersión, introducimos (4.92) en la ecuación (4.90)

y en la condición de frontera (4.91). Esta relación esta dada por

ω = q
[

β +
√

1 + tan2 θ
]

,

para el coeficiente de reflexión

γ = −
[

1 − cos θ

1 + (1 + 2β) cos θ

]L+1

. (4.93)

Para modos con un ángulo de incidencia fija−π/2 < θ < π/2, el término dentro del paréntesis cuadrado,

en la expresión anterior, es positivo y menor que uno. De esto podemos concluir que existe una relación

de proporcionalidad inversa entre el ordenL de la condición de frontera y las reflexiones en la frontera;

tenemos menos reflexiones a medida que aumentamos el orden dela frontera. Nótese que si elegimos

β = 0 y L = 0 o L = 1, obtenemos un coeficiente de reflexión que coincide con el coeficiente obtenido

en la sección1.B de la referencia [54].

Antes de terminar esta sección queremos enfatizar que por nuestras elecciones de norma, como vere-

mos en la siguiente sección, el coeficiente de reflexiónγ no depende de la frecuencia ni de la longitud de

onda. Sin embargo, este coeficiente puede cambiar si usamos otro tipo de norma.

4.3.2. Coeficiente de reflexión usando la condicíon de frontera sobre el tensor de distorsíon

En esta sección queremos estudiar una generalización delanálisis presentado en la sección anterior.

Para esto, relajamos la la suposición de frecuencias altasy en su lugar supondremos que cerca a la frontera

el espacio-tiempo que estamos considerando puede descritousando la métrica de Schwarzschild con masa

M y una perturbación del espacio-tiempo.13 Adicionalmente, asumiremos que la frontera exterior es una

13La cantidadM denota la masa ADM del sistema.
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esfera de radioR≫M y que la radiación gravitacional monocromática esta caracterizada por un numero

de ondak ≫M−1. Como ya hemos mencionado antes, recientemente se mostró en [37] que la condición

de frontera (4.29) que congela el escalar de WeylΨ0 conduce a un coeficiente de reflexión que decae como

(kR)−4 para radiación gravitacional cuadrupolar y como(kR)−2(L+1) para las condiciones de frontera

de alto mayor (4.37) con momento multipolarℓ > L. Nosotros, por otro lado, calcularemos el coeficiente

de reflexión para la condición de frontera sobre el tensor de distorsión. Nótese que, como mostramos al

final de la subsección 4.1.3, esta condición puede ser considerada, bajo ciertas consideraciones, como el

miembroL = 0 de la jerarquı́a de condiciones de frontera absorbentes (4.37). Por lo tanto, es de esperar

un coeficiente de reflexión que decae como(kR)−2 para la radiación gravitacional. Sin embargo, como

mostraremos a continuación, el coeficiente de reflexión solo escala como(kR)−1 parakR >> 1.

Para comenzar, consideremos una perturbación impar (ver capitulo 5) del espacio-tiempo de Schwarzs-

child. Para esto, suponemos que el espacio-tiempo tiene la formaM = M̃ ×S2 y que la métrica de fondo

g̊µν puede expresarse como

g̊µνdx
µ dxν = g̃ab dx

a dxb + r2 ĝAB dx
A dxB , (4.94)

dondeg̃ab denota una la métrica sobre el espacioM̃ y ĝAB es la métrica usual sobreS2. Los ı́ndices

a, b, , ... son los ı́ndices radial y temporal mientras que los ı́ndicesA, B, ... representan los ı́ndices angu-

lares. La perturbación de la métrica de fondo tiene la forma

δgab = Lab , δgAb = QAb , δgAB = r2KAB ,

donde las cantidadesLab, QAb y KAB dependen de las coordenadasxa y xA. Usando esto, encontramos

que, a primer orden en la perturbación, el tensor de distorsión (4.8) asociado cont y r constantes tiene la

forma

δσab = 0 ,

δσAb = 0 , (4.95)

δσAB =
1

2
lb
[

r2 ∇̃b K̂AB − 2 ∇̂(AQB)b + ĝAB ĝ
CD ∇̂C QDb

]

,

dondeK̂AB representa la parte sin traza deKAB , es decir,

K̂AB = KAB − 1

2
ĝAB ĝ

CDKCD ,

Usando las propiedades de transformación de las cantidades Lab, QAb y KAB bajo una transformación

infinitesimal (para detalles ver por ejemplo [113, 38]), se encuentra queδσAB es invariante con respecto
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a la transformación de coordenadas impar, aunque no con respecto a perturbaciones pares. Ya que la

condición de frontera sobre el tensor de distorsión (4.9)tiene una interpretación invariante de norma para

el caso de perturbaciones impares solo estudiaremos este caso.

Como mostramos en el capı́tulo 5, las perturbaciones con paridad impar están parametrizadas por una

escalarκ y una 1-formah = ha dx
a sobreM̃ de la forma

Lab = 0 , QAb = hb SA , KAB = 2κ ∇̂(ASB) ,

dondeSA = ε̂A
B∇̂B Y

l,m conε̂AB el elemento de volumen enS2 y Y l,m los armónicos esféricos usuales.

Con esto, siguiendo a [114], obtenemos

δσAB = −lbh(inv)
b ∇̂(ASB) ,

donde la cantidad

h
(inv)
b = hb − r2 ∇̃b

( κ

r2

)

,

es invariante de norma [61]. Este invariante de norma puede ser reescrito en términos del escalar invariante

Φ, el cual obedece la ecuación de Regge-Wheeler [101, 113, 114, 110]
[

−g̃ab∇̃a∇̃b +
ℓ(ℓ+ 1)

r2
− 6M

r3

]

Φ = 0 , (4.96)

en la forma

h
(inv)
b = ε̃ab ∇̃a(rΦ) ,

dondeε̃ab es el elemento de volumen inducido sobreM̃ [61, 113, 114]. Por lo tanto, la condición de

frontera sobre el tensor de distorsión (4.9) implica que, la condición de frontera para la ecuación de

Regge-Wheeler que controla la dinámica de la perturbación gravitacional con paridad impar es

lb∇̃b(rΦ) =̂ 0 . (4.97)

Finalmente, para cuantificar las reflexiones que se generan por la condición de frontera (4.97) im-

ponemos esta condición a un una distancia finitar = R < ∞ y, siguiendo a [37], supondremos ondas

monocromáticas cuadrupolares de la forma

Φ(t, r) = a†2 a
†
1

(

ei k (r−t) + γ e−i k (r+t)
)

+ O
(

2M

R

)

, (4.98)
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donde el número de ondak es positivo,γ es la amplitud coeficiente de reflexión y, adicionalmente, hemos

definido los operadores

a†2 ≡ −∂r +
2

r
, a†1 ≡ −∂r +

1

r
.

También supondremos que las coordenadasxa = (t, r) son tales que

g̃abdx
adxb = −dt2 + dr2 + O

(

2M

R

)

, con r ≈ R .

Entonces, introduciendo (4.98) en la condición de frontera (4.97) obtenemos

|γ(kR)| =

[

1 +
4 (k R)6

[3 + (k R)2]2

]−1/2

. (4.99)

Este coeficiente de reflexión|γ(kR)| se muestra en la figura 4.2. Nótese que, de esta última expresión, el

coeficiente decae como(kR)−1 para unkR >> 1.

2 4 6 8 10
k R

10
-2

10
-1

10
0

| γ
 |

FIGURA 4.2:Coeficiente de reflexión|γ(kR)| como función dekR para la condición de frontera sobre el

tensor de distorsión(4.9)para radiación cuadrupolar con numero de ondak y paridad impar. El coeficiente

de reflexión decae como(kR)−1 parakR >> 1.
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4.3.3. Experimentos nuḿericos

En las secciones anteriores hemos analizado anaĺıticamente, bajo ciertas consideraciones, cual es el

comportamiento de algunas de las condiciones de frontera que hemos presentado antes. En esta sección

queremos estudiar cual es el comportamiento numérico de dichas condiciones en la practica.

Idealmente una condición de frontera implica, como ya mencionamos antes, una solución que es

idéntica a la solución correspondiente en el dominio no acotado. Este argumento fue usado por Rinne y

colaboradores en [106] para cuantificar el comportamiento de varias condiciones de frontera usando el

siguiente procedimiento: primero se evoluciona una solución de referenciauref sobre un domino compu-

tacional. Después, este dominio es truncado a cierta distancia donde se imponen las condiciones de fron-

tera. El domino de referencia se elige de tal forma que cualquier modo de propagación que se refleje en la

frontera este desconectado causalmente del dominio truncado para evoluciones numéricas largas. Final-

mente, se compara las solución del domino truncadoutru con la soluciónuref para medir las reflexiones y

modos de propagación que violan las constricciones introducidos por la frontera. En las simulaciones que

presentamos a continuación, usaremos este mismo procedimiento para cuantificar la este tipo de reflexio-

nes en la frontera. Adicionalmente, supondremos que los datos iniciales corresponden a un agujero negro

de Schwarzschild de masaM en coordenadas de Kerr-Schild

ds2 = −dt2 +
2M

r
(dt + dr)2 + dr2 + r2 dΩ2 , (4.100)

con una perturbación impar en forma de ondas gravitacionales cuadrupolares la cual es construida usando

el método de Teukolsky [129]. Por simplicidad, tomamos como función generatriz una gaussiana de la

forma

G(r) = Aexp

[

−(r − r0)

σ2

]

,

con una amplitudA = 0.004, centrada enr = 5M y σ = 1.5M . Con esto, podemos encontrar datos

iniciales que satisfacen las constricciones. Esta perturbación es centrada en un radio inicial der0 = 5M

y su longitud de onda dominante esλ ≈ 4M . Los datos iniciales son evolucionados sobre un cascaron

esférico desder = 1.9M , justo en el interior del horizonte, y hastaR = 961.9M para la solución de refe-

rencia y hastaR = 41.9M para el dominio truncado. Las funciones de normaHµ se eligen inicialmente

de tal forma que la derivada temporal del lapso (2.87) y del vector de corrimiento (2.88) se anulen. Por

simplicidad, este valor deHµ es congelado durante la evolución.

Nuestra implementación numérica hace uso de una formulación a primer orden, tanto en espacio como

en tiempo, de las ecuaciones de Einstein en la norma armónica generalizada. Para esto, siguiendo a [85],
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introducimos dos nuevas variables:Φiµν ≡ ∂igµν y Πµν ≡ −tα∂αgµν . Con esto, podemos reescribir el

sistema de ecuaciones (2.81), conEµν = 0, de la forma

∂tu
α +Aiαν∂iu

ν = Fα , (4.101)

donde la variableuα representa la colección de variables dinámicasuα ≡ (gµν ,Φiµν ,Πiµν) y donde

Aiαν y las fuentesFα pueden depender deuα aunque no de sus derivadas (Para detalles ver [85]). Este

sistema de ecuaciones (4.101) es evolucionado usando el código SpEC (Caltech-Cornell Spectral Eins-

tein) que esta basado sobre una método de colocación seudo-espectral. El dominio computacional es una

cascarón esférico desder = 1.9M hasta algúnr = R, el cual es dividido en subdominios con un espa-

ciamiento∆r = 10M . Sobre cada subdominio la solución se expande en polinomios de Chebyshev en

la dirección radial y en armónicos esféricosY l,m en las direcciones angulares. Las resoluciones que usa-

mos son deNr ∈ {21, 31, 41, 51} coeficientes por subdomino para las series de Chebyshev yl ≤ L con

L ∈ {8, 10, 12, 14} para los armónicos esféricos. Para cambiar la posición de la fronteraR cambiamos el

número de subdominos. Por ejemplo, para el caso en el queR = 961.9M hemos usado 96 subdominios.

Finalmente, para la integración en el tiempo usamos un Runge-Kutta de cuarto orden, con un factor de

Courant∆t/∆xmin = 2.25, donde∆xmin es la menor distancia entre dos puntos de colocación vecinos.

Teniendo en cuenta todo la anterior, a continuación compararemos los siguientes cuatro conjuntos de

condiciones de frontera:

1. Condiciones de frontera a primer orden (4.13)–(4.19).

2. Condiciones originales de Kreiss-Winicour presentadasen [80]. Estas condiciones solo reemplazan

la expresión (4.16) por

Dlmm =̂ q′2 , (4.102)

pero por lo demás son exactamente las mismas condiciones anteriores.

3. Condiciones de segundo orden que preservan las constricciones congelando el escalarΨ0, expre-

siones (4.26)–(4.32).

4. Condiciones de frontera mixtas; las mismas condiciones anteriores pero con las condiciones de

primer orden (4.13)–(4.15) para la norma, en lugar de las condiciones de segundo orden (4.26)–

(4.28).
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FIGURA 4.3: Diferencia∆U con respecto a la solución de referencia para cuatro diferentes resoluciones

(Nr, L). Izquierda: Condición de frontera para el tensor de distorsiónσµν = 0 (linea continua) vs. Con-

dición de Kreiss-Winicour (punteada). Derecha: Condici´on de segundo orden (sólida) vs. Condición de

frontera mixta (punteada).

La figura 4.3 muestra la normaL∞ de la diferencia∆U entre la solución del dominio truncado y la

solución de referencia como función del tiempo; esta cantidad se obtiene calculando la siguiente norma

en cada punto del espacio

∆U ≡ δµν δαβ [∆gµν ∆gαβ + ∆Πµν ∆Παβ + ∆Φµν ∆Φαβ]
1/2 , (4.103)

donde∆gµν ≡ gtru
µν − gref

µν y de manera similar para las demás variables dinámicas [106]. Claramente los

resultados obtenidos para las condiciones de primer orden son similares. Aparece un primer pico cuando

la reflexión de la frontera exterior alcanza el centro, donde su amplitud es máxima debido a la simetrı́a

esférica. Por otro lado, en el caso de las condiciones de frontera de segundo orden, este mismo pico es

alrededor de dos ordenes de magnitud más pequeño. Para el conjunto de condiciones de frontera mixtas

la cantidad∆U converge a cero para tiempos mayores quet/M > 300M a diferencia del caso con las

condiciones de frontera de primer orden. Desafortunadamente, esto no ocurre en el caso de condiciones

de segundo orden para la norma. Para este conjunto de condiciones,∆U crece en el tiempo a una tasa que

aparentemente no parece depender de la resolución de una manera monótona. Este mismo problema fue

observado en [74] y aparentemente es un problema numérico relacionado con la filtración espectral.

La violación de la constricciones se muestra en la figura 4.4. La cantidadC es una norma tensorial que
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FIGURA 4.4: Violación de las constriccionesC para cuatro diferentes resoluciones(Nr, L). Izquierda:

Condición de frontera para el tensor de distorsión nulo (sólida) vs. Condición de Kreiss-Winicour (pun-

teada). Derecha: Condición de segundo orden (sólida) vs.Condición de frontera mixta (punteada).

incluye la constricción armónica (2.73) ası́ como las constricciones adicionales originadas de la reducción

a primer orden de [85]. NormalizamosC por la segunda derivada de la métrica ası́ queC ∼ 1 significa que

las constricciones no se satisfacen. La violación de las constricciones converge a cero cuando incremen-

tamos la resolución para todas las condiciones de frontera. Esto era de esperar pues todas las condiciones

de frontera preservan las constricciones.

Finalmente queremos cuantificar como las condiciones de frontera afectan la radiación gravitacio-

nal extraı́da de una simulación numérica. Esto es importante pues, como veremos en los siguientes dos

capı́tulos, uno de los principales objetivos de la relatividad numérica es calcular la radiación gravitacional

emitida por objetos compactos, tales como agujeros negros.Para esto, calculamos el escalarΨ4 sobre

una esfera de extracción cercana a la frontera exterior, enRex = 40M . Ya que este escalar es invariante

de norma con respecto a transformaciones infinitesimales decoordenadas y rotaciones de la tétrada en el

espacio-tiempo de fondo de Schwarzschild, esperamos que los errores errores enΨ4 generados por las

ambigüedades en la norma sean muy pequeños. La figura 4.5 muestra la diferencia deΨ4 con respecto

a la misma cantidad obtenida de la solución de referencia enel mismo punto. Normalizamos|∆Ψ4| al

máximo en el tiempo de|Ψ4| en el radio de extracción. De nuevo, las dos conjuntos de condiciones de

frontera de primer orden tienen un comportamiento similar.Cuando la radiación saliente pasa através de
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FIGURA 4.5:Diferencia deΨ4 con respecto a la solución de referencia de para dos distintas resoluciones.

Izquierda: Condición de frontera con el tensor de distorsión nulo (sólida) vs. Condición de frontera de

Kreiss-Winicour (punteada). Derecha: Condiciones de frontera de segundo orden (sólida) vs. Condiciones

de frontera mixtas (punteada).

la esfera de extracción se origina un primer pico. Parte de esta radiación se refleja en la frontera y decae

exponencialmente. Este comportamiento también es observado en el conjunto de condiciones de frontera

mixtas y de segundo orden. sin embargo, las reflexiones son alrededor de un orden de magnitud más pe-

queñas. La cantidad|∆Ψ4| decrece cuando se incremente la resolución para las estas condiciones, aunque

no para las condiciones de primer orden.

4.4. Discusíon

Hemos encontrado varios conjuntos de condiciones de frontera que preservan las constricciones para

las ecuaciones de Einstein en la norma armónica generalizada. Para comparar su comportamiento hemos

dividido estos conjuntos en condiciones de frontera de primer, segundo y orden mayor; el orden se refiere

al grado más alto de las derivas de la métrica que aparecen el las condiciones de frontera.

Las condiciones frontera de primer orden son una generalización de las condiciones de Kreiss y Wi-

nicour presentadas en [80]. Por otro lado, las condiciones de segundo orden nos permiten fijar el escalar

de WeylΨ0 en la frontera. A pesar de que existe una ambigüedad en la definición de este escalar a un

radio finito, esta condición permite controlar, en algún sentido, la radiación gravitacional que entra al do-
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minio computacional. Esto es importante en las simulaciones numéricas, por ejemplo para cuantificar la

radiación de las ondas gravitacionales emitidas por objetos astrofı́sicos compactos. Adicionalmente, con

estas condiciones de frontera podemos estudiar el colapso critico de ondas gravitacionales, comenzando

con un espacio- tiempo de Minkowski, e inyectando pulsos de ondas gravitacionales através de la frontera

exterior con diferentes amplitudes [115, 85]. Finalmente,hemos considerado condiciones de frontera de

orden mayor a dos que abarcan la jerarquı́a de las condiciones de fronteraBL discutidas en [37, 38]. Como

mostramos antes, una menor cantidad de reflexiones se origina en la frontera a medida queL es incre-

mentado. Por otro lado, en la sección 4.2 hemos analizado elproblema de valores iniciales asociado con

nuestras propuestas usando el método propuesto por Kreissy Winicour en [80]. Finalmente, para saber

cual es el comportamiento de nuestras condiciones de frontera en la practica, hemos calculado anaĺıtica-

mente el coeficiente de reflexión para cuantificar la cantidad de radiación que se refleja en la frontera y

hemos hecho algunas pruebas numéricas.
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CAPÍTULO 5

ENERGÍA Y MOMENTOS TRANSPORTADOS

POR LA RADIACI ÓN GRAVITACIONAL

Las ondas gravitacionales son perturbaciones del espacio-tiempo que viajan a la velocidad de la luz.

Este tipo de radiación es una de las predicciones más importantes de la relatividad general aunque no

sea detectado directamente. Sin embargo, existen fuertes evidencias de su existencia. Por ejemplo, Hulse

y Taylor encontraron que existe un cambio en el periodo del pulsar PSR1913 + 16, el cual puede ser

explicado con alta precisión si suponemos que el sistema esta perdiendo energı́a através de la emisión

de radiación gravitacional [72, 127, 77]. Las ondas gravitacionales han tomado tanta importancia hoy en

dı́a que incluso se cree que, después de su detección, se convertirán en una nueva ventana de observación

astronómica similar a la que se tiene usando la radiación electromagnética. Ası́ que se están haciendo gran-

des colaboraciones, por ejemplo los observatorios de ondasgravitacionales LISA, LIGO, VIRGO, GEO

600, TAMA, para que en los próximos años este tipo de radiación sea finalmente detectada directamente.

La importancia de las ondas gravitacional radica en un simple hecho. En general, através de la emi-

sión de energı́a y momentos lineal y angular en forma de radiación gravitacional, un sistema dinámico

arbitrario, como sistemas binarios de agujeros negros, puede alcanzar un estado de equilibrio. Claramente

esta radiación debe llevar consigo información acerca delas propiedades fı́sicas del sistema mismo. Esta

es la razón por la cual la predicción de las ondas gravitacionales provenientes de la colisión de dos objetos

compactos ha sido uno de los principales temas de investigación en relatividad numérica en los últimos

años. Sin embargo, solo recientemente se pudieron realizar simulaciones numéricas lo suficientemente

estables como para poder obtener patrones de radiación gravitacional realistas [99, 41, 16, 70, 36]. Ahora

es posible extraer la información astrofı́sica relevantede la colisión de dos agujeros negros como, por

99
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ejemplo, la velocidad con la que el agujero negro final se mueve [35, 98, 45], la magnitud y dirección

final del espı́n del agujero negro [44], etc.

El método tradicional para extraer la radiación gravitacional de una simulación numérica se basa la

teorı́a de perturbaciones de un espacio-tiempo de Schwarzschild desarrollada originalmente por Regge y

Wheeler [101] y Zerilli [138] y después modificada por Moncrief para construir una teorı́a invariante de

norma [90]. Sin embargo, en los últimos años se ha hecho más popular, por lo menos dentro de la comuni-

dad de relatividad numérica, describir la radiación gravitacional en términos de las componentes del tensor

de Weyl usando el formalismo de Newman–Penrose [95]. En estecapı́tulo obtendremos las expresiones

generales para la energı́a, el momento lineal y angular transportados por las ondas gravitacionales usando

una descomposición de armónicos tensoriales del tensor de Weyl. Estas expresiones serán usadas en el

capı́tulo 6 para cuantificar estos observables durante la evolución binaria de agujeros negros. Adicional-

mente, compararemos nuestros resultados con las expresiones resultantes en términos de perturbaciones

invariantes de norma [132, 98, 123].

5.1. Ondas gravitacionales y observables fı́sicos

En esta sección brevemente revisamos las expresiones generales para la energı́a y los momentos de las

ondas gravitacionales en la norma transversa y libre de traza (TT). Para esto, comencemos considerando

una métrica de fondo planaηµν y una perturbación métrica|hµν | ≪ 1 de tal forma que, en general,

podemos escribir la métrica total como

gµν = ηµν + hµν , (5.1)

Por otro lado, recordando que el campo gravitacional tiene dos grados de libertad (ver capı́tulo 4), po-

demos ahora elegir la norma TT. En esta norma solo tenemos dosfunciones desconocidash+ y h× que

representan las dos posibles polarizaciones de la onda gravitacional. Por lo tanto, imponiendo las condi-

ciones

h0α = 0 , (5.2)

hii = 0 , (5.3)

∇̊jhij = 0 , (5.4)
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donde∇̊es la derivada covariante compatible cong̊µν . Si suponemos que la onda gravitacional se propaga

a lo largo de la direcciónz, la perturbaciónhµν se puede expresar como

hTT µν =













0 0 0 0

0 h+ h× 0

0 h× −h+ 0

0 0 0 0













. (5.5)

Con esta última forma de la métrica podemos ahora ver cual es el efecto de la onda gravitacional sobre

una distribución de partı́culas de prueba. Para esto, consideremos dos partı́culas separadas inicialmente

y en reposo. Supongamos, por simplicidad, que una de ellas esta en el origen de nuestros sistema de

coordenadas y la otra en la posición(x = ǫ, 0, 0). Teniendo en cuenta la ecuación geodésica, es fácil

mostrar que cuando pasa la onda gravitacional produce una oscilación en la separación de las partı́culas,

la cual satisface
∂2ξi

∂t2
= −Ri00jξj , (5.6)

donde el vectorξi mide la separación coordenada entre ambas partı́culas. Por otro lado, usando (5.1)

podemos expresar el tensor de Riemann en términos de la perturbaciónhµν como

Rαβµν =
1

2

(

hαν,βµ + hβµ,αν − hαµ,βν − hβν,αµ

)

(5.7)

De esta última expresión y con (5.6) encontramos que

∂2ξi

∂t2
=

1

2

(

∂2hTT ij
∂t2

)

ξj . (5.8)

Esto significa que la separación de dos partı́culas inicialmente en reposo y sobre el ejex satisface

∂2ξx

∂t2
=

1

2
ǫ
∂hTT xx
∂t2

,
∂2ξy

∂t2
=

1

2
ǫ
∂hTT xy
∂t2

. (5.9)

De manera similar, la separación de dos partı́culas inicialmente en reposo y separadas una distanciasǫ

sobre el ejey satisfacen la relación

∂2ξy

∂t2
=

1

2
ǫ
∂2hTT yy
∂t2

= −1

2
ǫ
∂2hTT xx
∂t2

,
∂2ξx

∂t2
=

1

2
ǫ
∂2hTT xy
∂t2

. (5.10)

Ahora podemos usar las expresiones (5.9) y (5.10) para entender el significado geométrico de la polariza-

ción de la onda gravitacional. Para esto consideremos un anillo de partı́culas y una partı́cula en el centro
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FIGURA 5.1:Efecto de la polarización de una onda gravitacional que se propaga a lo largo del ejez sobre

un anillo de partı́culas que se encuentra inicialmente en reposo sobre el planoxy (figura de la derecha).

De acuerdo a la polarización de la onda, el anillo se distorsiona a lo largo de los ejes principales como se

muestra en la figura del centro (polarización+) o a lo largo de la diagonal (polarización×)

de dicho anillo, tal y como se muestre en la figura 5.1. Adicionalmente, supongamos por simplicidad que

esta distribución de partı́culas interacciona con una onda gravitacional que se propaga a lo largo del eje

z con hxx = Re{A0 e
−iω(t−z)} y hxy = 0, donde denota Re denota la parte real. Entonces, teniendo

en cuenta (5.9) y (5.10), vemos que las partı́culas oscilar´an de acuerdo a la figura 5.1-(b); la partı́cu-

la que esta sobre el ejex a una distanciaǫ del centro del anillo oscilará a lo largo de este eje con una

amplitudA = ǫA0/2, mientras que la partı́cula que se encuentra a la misma distancia ǫ pero sobre el

eje y oscilara con la misma amplitud pero desfasada, con respectoal movimiento de la partı́cula sobre

el ejex, un ángulo deφ = π. De manera similar, consideremos una onda gravitacional con hxx = 0 y

hxy = Re{A0 e
−iω(t−z)}. En analogı́a con el caso anterior, uno puede demostrar que las partı́culas sobre

el anillo se moverán de acuerdo con la figura 5.1-(c).

5.1.1. Enerǵıa y momentos transportados por la onda gravitacional

Hasta este momento hemos descrito las propiedades de la perturbaciónhµν y cual es el efecto de esta

perturbación sobre las partı́culas de prueba. A continuación, por otro lado, describiremos cual es el flujo

de energı́a, momento lineal y angular transportado por la radiación gravitacional. Para esto, supondremos
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que estamos lo suficientemente de la región dinámica del sistema. Esto nos permite asumir que en esta

región todos los campos se propagan como ondas esféricas salientes, es decir,

h ∼ f(t− r)

r
.

Con esto podemos suponer que asintóticamente∂rh ∼ − ∂th ≡ −ḣ. Además, parar ≫ 1 siempre pode-

mos asumir que localmente la radiación es aproximadamenteuna onda plana. Esto nos permite despreciar

las derivadas angulares cuando las comparamos con las derivadas radiales.1 Adicionalmente, usaremos el

tensor de momento-energı́a de Isaacson, el cual describe laenergı́a y los momentos asociados con la ra-

diación gravitacional promediados sobre algunas longitudes de onda usando la aproximación de longitud

de onda corta. En la norma TT y en un sistema inercial localmente plano, el tensor de energı́a-momento

de Isaacson esta dado por [132, 89]

Tµν =
1

32π

〈

∑

i,j

∂µh
TT

ij ∂νh
TT

ij

〉

, (5.11)

donde〈 〉 denota el promedio sobre varias longitudes de onda. Usando la forma explicita dehTTij en

términos de las dos polarizaciones (5.5), podemos reexpresar el tensor de Isaacson como

Tµν =
1

16π

〈

∂µh
+∂νh

+ + ∂µh
×∂νh

×
〉

, (5.12)

o de manera equivalente,

Tµν =
1

16π
Re
〈

∂µH∂νH̄
〉

, (5.13)

donde hemos definidoH ≡ h+ − ih× y a H̄ como el complejo conjugado deH. Podemos ahora usar

la ecuación (5.13) para encontrar el flujo de energı́a y momento de la onda gravitacional. Para esto, con-

sideremos primero el flujo de energı́a a lo largo de la dirección i, el cual, en general, esta dado por la

componenteT 0i. En particular, el flujo de energı́a a lo largo de la dirección radial, en un sistema de

referencia localmente cartesiano es

dE

dt dA
= T 0r =

1

16π
Re
〈

∂0H∂rH̄
〉

= − 1

16π
Re
〈

∂tH∂rH̄
〉

, (5.14)

1Se debe ser muy cuidadosos con esta aproximación cuando se tienen cantidades que no involucran derivadas ra-

diales tales como el momento angular. Como veremos más a delante, despreciar simplemente las derivadas angulares

conduce a resultados erróneos.
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dondedA es el elemento de área normal a la dirección radial. Teniendo en cuenta la aproximación de onda

saliente, podemos expresar (5.14) como

dE

dt dA
=

1

16π

〈

Ḣ ˙̄H
〉

=
1

16π

〈

|Ḣ|2
〉

. (5.15)

Finalmente, para encontrar el flujo total de energı́a radiada por el sistema en un tiempo dado necesitamos

integrar sobre toda la esfera de radior. Con esto obtenemos

dE

dt
= ĺım

r→∞

r2

16π

∮

|Ḣ|2dΩ , (5.16)

donde, para este caso,dA = r2 dΩ con dΩ, como ya lo hemos definido antes, el elemento de ángulo

solido usual. Hemos introducido el limite der tendiendo a infinito ya que el tensor de momento-energı́a

de Isaacson es válido solamente en la aproximación de campo débil. Nótese que no hemos considerado el

promedio sobreH. La integración sobre la esfera ya es por si misma un promedio sobre el espacio.

Consideremos, por otro lado, el flujo de momento que corresponde a las componentes espaciales

del tensor de momento-energı́aT ij. El flujo de momentoi a lo largo de la dirección radial estará dado,

teniendo en cuenta (5.13), por

dPi
dt dA

= Tir =
1

16π
Re
〈

∂iH∂rH̄
〉

=
1

16π
li

〈

|Ḣ|2
〉

, (5.17)

donde~l es el vector radial unitario en el espacio plano,

~l =
~x

r
= (sen θ cosϕ, sen θ senϕ, cos θ) . (5.18)

En la ultima igualdad hemos usado el hecho que asintóticamente∂iH ≃ (xi/r) ∂rH; usamos la relación

que se tiene entre la coordenada temporal y radial en la aproximación de onda saliente e ignoramos las

derivadas angulares. Teniendo en cuenta esto, el flujo de momento radiado por el sistema estará dado, en

analogı́a con (5.16), por
dPi
dt

= ĺım
r→∞

r2

16π

∮

li |Ḣ|2 dΩ . (5.19)

Finalmente, consideremos el flujo de momento angular. Uno podrı́a pensar, en completa analogı́a con

el momento angular en un espacio tridimensionalL = ~r × ~p, que localmente el flujo de momento de la

componentei del momento angular a lo largo de la dirección radial debe corresponder a

ǫijkx
jT kr , (5.20)
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dondeǫijk es el tensor de Levi–Civita tridimensional. Sin embargo, para este caso esta expresión no es

correcta ya que el promedio que se usa en el tensor de Isaacsonno toma en cuenta los términos que

decaen como1/r3, los cuales contribuyen al flujo de momento angular. La expresión correcta para el flujo

de momento angular, deducida por primera vez por DeWitt en 1971, en la norma TT toma la forma [132]

dJ i

dt dA
=

1

32π
ǫijk
(

xj ∂khab + 2 δaj hbk

)

∂rh
ab . (5.21)

Esta expresión puede ser expresada de forma compacta si introducimos los vectores de Killing~ξi asociados

con la rotación. En términos de estos vectores, el flujo de momento angular puede ser expresado como

dJi
dt

= − ĺım
r→∞

r2

32π

∮

(£ξihab) ∂th
ab dΩ , (5.22)

donde£ξihab es la derivada de Lie dehab con respecto a~ξi. En esta última expresión hemos usado la

relación∂rh = −∂th para ondas salientes.

Para expresar el flujo de momento angular en términos deH al igual que para la energı́a y el momento

lineal, debemos tener cuidado al considerar la acción de laderivada de Lie sobre la métrica perturbada. El

camino más simple para hacer esto es trabajar directamentecon coordenadas esféricas(r, θ, ϕ). En este

caso, los vectores de momento angular tienen las componentes:

~ξx = (0,− senϕ,− cosϕ cot θ) , (5.23)

~ξy = (0, cosϕ,− senϕ cot θ) , (5.24)

~ξz = (0, 0, 1) . (5.25)

Claramente el vector~ξz es uno de los vectores de la base coordenada, ası́ que la derivada de Lie a lo largo

de esta dirección se reduce simplemente a una derivada parcial. Por otro lado, para calcular la derivada de

Lie a lo largo de las otras direcciones es útil introducir primero los vectores complejos angulares

~ξ± ≡ ~ξx ± i ~ξy . (5.26)

Adicionalmente, introducimos una base coordenada(êr, êθ, êϕ), y definimos los dos vectores complejos

unitariosê± ≡ 1/
√

2 (êθ ∓ i êϕ). Se puede mostrar que la derivada de Lie deê± con respecto a~ξ± esta

dada por

£ξ±e
a
± = ∓

(

i e±iϕ csc θ
)

ea± . (5.27)
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Por otro lado, si reescribimos la perturbaciónhab en la norma TT en términos de la base ortonormal como:

hab = h+
[

(êθ)a(êθ)b − (êϕ)a(êϕ)b

]

+ h×
[

(êθ)a(êϕ)b + (êϕ)a(êθ)b

]

= H (ê−)a(ê−)b + H̄ (ê+)a(ê+)b , (5.28)

podemos ahora calcular la derivada de Lie dehab con respecto al vector~ξ±. Por lo tanto,

£ξ±hab = (ê−)a(ê−)b Ĵ±H + (ê+)a(ê+)b Ĵ±H̄ , (5.29)

donde hemos definido los operadores

Ĵ± ≡ ξa±∂a − i s e±iϕ csc θ

= e±iϕ
[

± i ∂θ − cot θ ∂ϕ − i s csc θ
]

, (5.30)

y dondes es el peso de espı́n de la función sobre la cual el operador esta actuando. En este caso en

particular (para detalles ver péndice D)s = −2 paraH y s = +2 paraH̄. Este último resultado implica

que

(£ξ±hab) ∂th
ab = Ĵ±H ∂tH̄ + Ĵ±H̄ ∂tH

= 2Re
{

Ĵ±H ∂tH̄
}

. (5.31)

Por lo tanto,

(£ξxhab) ∂th
ab = 2Re

{

ĴxH ∂tH̄
}

, (5.32)

(£ξyhab) ∂th
ab = 2Re

{

ĴyH ∂tH̄
}

. (5.33)

Finalmente, usando estas dos últimas expresiones en (5.22), el flujo de momento angular radiado por el

sistema es
dJi
dt

= − ĺım
r→∞

r2

16π
Re

∮

ĴiH ∂tH̄ dΩ , (5.34)

donde los operadores de momento angularĴi están definidos como

Ĵx =
1

2

(

Ĵ+ + Ĵ−

)

= − senϕ ∂θ − cosϕ (cot θ ∂ϕ + i s csc θ) ,

Ĵy = − i

2

(

Ĵ+ − Ĵ−

)

= + cosϕ ∂θ − senϕ (cot θ ∂ϕ + i s csc θ) ,

Ĵz = ∂ϕ . (5.35)
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Es importante mencionar que, salvo por el factor−i~, estos operadores son exactamente los mismos

operadores de momento angular de la mecánica cuántica para funciones con peso de espı́ns [51].

Resumiendo, hemos encontrado las expresiones correctas para calcular el flujo de energı́a (5.16), de

momento lineal (5.19) y de momento angular radiados por el sistema (5.34). Ahora, dada una simulación

numérica la pregunta natural es como se calcular los coeficientesh+ y h×. La respuesta a esto no es trivial.

En una simulación tı́pica se obtiene la métrica total del espacio-tiempogµν y no la descomposición (5.1).

Por lo tanto, aunque tenemos las expresiones para calcular el flujo de radiación gravitacional en la practica

no las podemos usar. En la siguiente sección presentaremosun procedimiento análogo a partir del escalar

de WeylΨ4, el cual nos permite calcular la energı́a y los momentos en t´erminos de la métrica generalgµν .

5.2. Enerǵıa y momentos radiado en t́erminos del escalarΨ4

En el capı́tulo 4 discutimos brevemente las propiedades delescalarΨ0 en el contexto de las reflexiones

que son introducidas por las condiciones de frontera. En esta sección, por otro lado, discutiremos las

propiedades del escalar de WeylΨ4 el cual puede ser, eligiendo una tetrada nula adecuada, relacionado

con la radiación gravitacional que sale del dominio de interés. Este escalar esta definido como

Ψ4 ≡ Cαβµν k
αm̄βkµm̄ν , (5.36)

dondeCαβµν es el tensor Weyl y, en analogı́a con (4.1) y con (4.2),kµ y m̄µ son vectores de la base nula

construidos a partir de la base esférica de la siguiente forma

lµ ≡ 1√
2

(êµt + êµr ) ,

kµ ≡ 1√
2

(êµt − êµr ) ,

mµ ≡ 1√
2

(

êµθ + iêµϕ
)

,

m̄µ ≡ 1√
2

(

êµθ − iêµϕ
)

, (5.37)

coneµt , eµr , eµθ y eµϕ la base de vectores ortonormal usuales en coordenadas esféricas.

Lo interesante de la cantidadH = h+ − ih×, definida en la sección anterior, es que también puede

ser escrita en términos del escalar de WeylΨ4. Para ver esto, nótese que en vacı́o, como ya mencionamos

antes, el tensor de Riemann y el de Weyl son equivalentes. Porlo tanto, usando la expresión para el tensor
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de Riemann en la aproximación linealizada (5.7), uno puedemostrar que, en la aproximación de ondas

salientes que se propagan en la dirección radial y en la norma TT, el escalarΨ4 tiene la forma

Ψ4 = −
(

ḧ+ − i ḧ×
)

= −Ḧ , (5.38)

y el resto de los escalares de Weyl escalares se anulan. Por lotanto, para ondas gravitacionales salientes

podemos escribir,

H = −
∫ t

−∞

∫ t′

−∞
Ψ4 dt

′′dt′ . (5.39)

Con esta expresión podemos calcular ahora el flujo de energ´ıa y de momentos que encontramos en la

sección anterior, pero esta vez en términos deΨ4. Sin embargo, antes de hacer esto es conveniente pro-

yectar este escalar sobre una esfera y describir su dependencia angular en términos de armónicos esféricos

tensoriales con peso de espı́ns, los cuales notaremos comosY l,m (ver apéndice D). Ya que el escalarΨ4

transforma bajo una rotación como un campo con peso de espı́n s = −2 podemos descomponerlo de la

siguiente manera:2 3

Ψ4 =
∑

l,m

Al,m −2Y
l,m(θ, φ) , (5.40)

donde el coeficienteAl,m esta dado por

Al,m =

∮

Ψ4 −2Ȳ
l,m(θ, φ) dΩ . (5.41)

Con estas expresiones ahora calculemos el flujo de energı́a emitido por el sistema en forma de ondas

gravitacionales. Para esto, es fácil ver que, usamos la expresión (5.16) junto con la relación entreH y

Ψ4 (5.39),
dE

dt
= ĺım

r→∞

r2

16π

∮
∣

∣

∣

∣

∫ t

−∞
Ψ4 dt

′

∣

∣

∣

∣

2

dΩ . (5.42)

2Bajo una rotación que deja invariante los vectoreslµ y kµ y rota los vectoresm y m̄ un ánguloθ tenemos que

Ψ4 se transforma ae−2 i θΨ4

3Nótese que como esta expansión esta en términos de los armónicos tensoriales con peso de espı́ns = 2, la

suma sobre el ı́ndicel debe comenzar enl = 2. Los armónicos tensoriales están definidos solamente para |m| ≤ l

y |s| ≤ l. Por simplicidad, no escribiremos explı́citamente los limites de la suma. Asumiremos que la suma sobrel

comienza en 2, mientras que la dem se encuentra entre−l y l.
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Usando ahora la relación de ortogonalidad parasY
l,m, encontrada en el apéndice D, podemos reescribir

la energı́a radiada como
dE

dt
= ĺım

r→∞

r2

16π

∑

l,m

∣

∣

∣

∣

∫ t

−∞
Al,m dt′

∣

∣

∣

∣

2

, (5.43)

la cual es equivalente a la expresión (5.16) en teminos de los coeficientes de polarización de la onda

gravitacional.

De manera similar, podemos expresar el momento lineal radiado en términos deΨ4 y los coeficientes

Al,m. Usando la expresión del momento radiado (5.19) y de nuevo la ecuación (5.39), obtenemos

dPi
dt

= ĺım
r→∞

r2

16π

∮

li

∣

∣

∣

∣

∫ t

−∞
Ψ4 dt

′

∣

∣

∣

∣

2

dΩ . (5.44)

Esta expresión puede ser escrita en términos de los coeficientesAl,m. Para esto, reemplazamos la expan-

sión multipolar (5.40) en la anterior ecuación y obtenemos

dPi
dt

= ĺım
r→∞

r2

16π

∑

l,m

∑

l′,m′

∮

li

(

−2Y
l,m
)(

−2Ȳ
l′,m′

)

dΩ

×
∫ t

−∞
Al,m dt′

∫ t

−∞
Āl

′,m′

dt′ . (5.45)

Nótese que las componentes del vector radialli pueden ser escritas en términos de los armónicos esféricos

tensoriales con peso de espı́ns = 0, es decir, en términos de los armónicos esféricos usuales Y l,m de la

siguiente manera

lx = sen θ cosϕ =

√

2π

3

[

Y 1,−1 − Y 1,1
]

, (5.46)

ly = sen θ senϕ = i

√

2π

3

[

Y 1,−1 + Y 1,1
]

, (5.47)

lz = cos θ = 2

√

π

3
Y 1,0 . (5.48)

Por lo tanto, la parte angular del flujo de momento lineal involucra la integral de tres armónicos esféricos

tensoriales. Estas integrales se pueden calcular, como se muestra expĺıcitamente en el apéndice D, en

términos de los sı́mbolos de Wigner3-lm. Con esto, es fácil mostrar que el flujo de momento linealesta
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dado por

dP+

dt
= ĺım

r→∞

r2

8π

∑

l,m

∫ t

−∞
dt′Al,m

×
∫ t

−∞
dt′
(

al,m Ā
l,m+1 + bl,−m Ā

l−1,m+1 − bl+1,m+1 Ā
l+1,m+1

)

, (5.49)

dPz
dt

= ĺım
r→∞

r2

16π

∑

l,m

∫ t

−∞
dt′Al,m

×
∫ t

−∞
dt′
(

cl,m Ā
l,m + dl,m Ā

l−1,m + dl+1,m Ā
l+1,m

)

, (5.50)

donde, por simplicidad, en lugar de trabajar directamente conPx y Py hemos definido la cantidad compleja

P+ ≡ Px + iPy. Los coeficientesal,m, bl,m, cl,m y dl,m están definidos como

al,m =

√

(l −m) (l +m+ 1)

l (l + 1)
, (5.51)

bl,m =
1

2 l

√

(l − 2) (l + 2) (l +m) (l +m− 1)

(2l − 1)(2l + 1)
, (5.52)

cl,m =
2m

l (l + 1)
, (5.53)

dl,m =
1

l

√

(l − 2) (l + 2) (l −m) (l +m)

(2l − 1)(2l + 1)
. (5.54)

Finalmente, para calcular el flujo de momento angular reescribimos la expresión (5.34) en términos

del escalar de WeylΨ4. Des esta expresión obtenemos

dJi
dt

= − ĺım
r→∞

r2

16π
Re

{

∮ (∫ t

−∞
Ψ̄4 dt

′

)

× Ĵi

(

∫ t

−∞

∫ t′

−∞
Ψ4 dt

′′dt′

)

dΩ

}

. (5.55)

ExpresandoΨ4 en términos de su expansión multipolar e integrando sobrela esfera, obtenemos (ver

apéndice D)

dJi
dt

= − ĺım
r→∞

r2

16π
Re

{

∑

l,m

∑

l′m′

∫ t

−∞
Āl

′,m′

dt′

×
∫ t

−∞

∫ t′

−∞
Al,m dt′′dt′ ×

∮

−2Ȳ
l′,m′

Ĵi

(

−2Y
l,m
)

dΩ

}

. (5.56)
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Esta ves las integrales sobre la parte angular involucran elproducto de dos armónicos esféricos tensoriales,

los cuales satisfacen las relaciones de ortogonalidad usuales. Ası́ que podemos obtener fácilmente las

expresiones para el momento angular llevado por la radiaci´on gravitacional. Estas expresiones son

dJx
dt

= − ĺım
r→∞

i r2

32π
Im

{

∑

l,m

∫ t

−∞

∫ t′

−∞
Al,m dt′′dt′

×
∫ t

−∞

(

fl,m Ā
l,m+1 + fl,−m Ā

l,m−1
)

}

dt′, (5.57)

dJy
dt

= − ĺım
r→∞

r2

32π
Re

{

∑

l,m

∫ t

−∞

∫ t′

−∞
Al,m dt′′dt′

×
∫ t

−∞

(

fl,m Ā
l,m+1 − fl,−m Ā

l,m−1
)

dt′

}

, (5.58)

dJz
dt

= − ĺım
r→∞

ir2

16π
Im

{

∑

l,m

m

∫ t

−∞

∫ t′

−∞
Al,m dt′dt′′

∫ t

−∞
Āl,m dt′

}

, (5.59)

donde los coeficientesfl,m están definidos

fl,m ≡
√

(l −m)(l +m+ 1)

=
√

l(l + 1) −m(m+ 1) . (5.60)

Por convención hemos usado queIm(a+ i b) = i b, dondea y b son funciones reales.

Antes de finalizar esta sección, es necesario mencionar un punto importante con respecto a la elección

de la tetrada nula. Recientemente Lousto y Zlochower presentaron en [86] expresiones similares para el

momento angular transportado por la onda gravitacional. Sin embargo, nuestras expresiones difieren de

las de ellos por un factor de1/
√

2. Esta diferencia se origina por el uso de diferentes normalizaciones de

la tetrada que se usa para definir el escalar de WeylΨ4.

5.3. Radiacíon gravitacional usando perturbaciones de Agujeros Negros

Aunque el anterior método para calcular la radiación gravitacional en términos de una descomposición

del escalar de WeylΨ4 es en la practica el método usual en relatividad numérica,no es el único. Otro

camino para calcular la energı́a y momentos transportados por la radiación gravitacional, que hasta fue
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hasta hace poco el método tradicionalmente usado, es el usode las perturbaciones invariantes de norma de

un agujero negro de Schwarzschild. En esta sección presentamos brevemente las principales ideas de esta

teorı́a. La motivación para presentar esta discusión es mostrar que los dos métodos conducen a expresiones

equivalentes. Una discusión detallada sobre esta teorı́apuede ser encontrada en [91, 87, 114].

5.3.1. Desarrollo multipolar

Para comenzar, consideremos una métrica de la forma (5.1),pero esta vez supondremos que la métrica

de fondo es ahora la métrica de Schwarzschild. Como la métrica de fondo es esfericamente simétrica,

es útil descomponer, en analogı́a con el capı́tulo 4, la métrica del espacio-tiempogµν como el produc-

to del espacio bidimensional̃M2 asociado con las coordenadas(t, r) y la variedadS2 descrita por las

coordenadas angulares(θ, ϕ). Teniendo en cuenta esto, podemos expresar (5.1) en la forma

ds2 = g̃ab dx
a dxb + r2 ĝAB dx

A dxB , (5.61)

donde g̃ab denota la métrica seudo-Riemanniana sobre la variedadM̃2 y donde la métrica

ĝAB = diag(1, sen2 θ) es la métrica usual sobreS2. 4 Teniendo en cuenta lo anterior, consideremos

ahora una desarrollo multipolar de la perturbaciónhµν en términos de los armónicos esféricosY l,m(θ, ϕ).

Este desarrollo separa de manera natural la perturbación en dos sectores de acuerdo a sus propiedades

de paridad. El sector par, también conocido como axial, donde los multipoles transforman como(−1)l

bajo una transformación del tipo(θ, φ) → (π − θ, π+ φ) y el sector impar, o polar, donde los multipoles

transforman como(−1)l+1 bajo el mismo tipo de transformación. Para descomponerhµν de esta forma, es

necesario introducir los armónicos esféricos escalares, vectoriales y tensoriales. Los armónicos escalares

son los armónicos esféricos usuales. Por otro lado, los armónicos vectoriales pueden ser de dos diferentes

tipos. Los armónicos vectoriales pares que están definidos como el gradiente de los armónicos esféricos,

∇̂AY
l,m ≡ Y l,m

A , (5.62)

y los armónicos vectoriales impares, que están definidos como

−ǫAB∇̂BY
l,m ≡ X l,m

A , (5.63)

4Aquı́ y en lo que resta de esta sección supondremos, al igualque en el capı́tulo 4, que los ı́ndices(a, b, · · · )
corren de0 a 1 (representan las coordenadas sobreM̃2) y los ı́ndices(A,B, · · · ) corren de3 a 4. Adicionalmente,

la derivada covariante sobrẽM2 es denotada por̃∇, y ∇̂ corresponde a la derivada covariante enS2.
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dondeǫAB es el tensor de Levi–Civita sobreS2 y cuyas componentes sonǫθϕ = −ǫϕθ = ĝ1/2 = sen θ.

De igual manera, es posible definir los armónicos tensoriales pares e impares. Existen dos formas de

definir los armónicos tensoriales pares: multiplicando los armónicos esféricos escalares por la métrica

ĝAB , o tomando la segunda derivada covariante deY l,m. Sin embargo, estas funciones no forman un

conjunto linealmente independiente. En lugar de esto es mejor usar el tensor deZerilli–Mathewsdefinido

como [91]:5

Z l,mAB ≡ ∇̂A∇̂BY
l,m +

1

2
l (l + 1) ĝAB Y

l,m . (5.64)

Por otro lado, los armónicos tensoriales impares se puedendefinir como

X l,m
AB ≡ 1

2

(

∇̂AX
l,m

B + ∇̂BX
l,m

A

)

. (5.65)

Con estas definiciones, la métrica perturbadahµν se descompone automáticamente en el sector par

dado por

(

hl,mab

)

par
= H l,m

ab Y
l,m , (5.66)

(

hl,maB

)

par
= H l,m

a Y
l,m

B , (5.67)
(

hl,mAB

)

par
= r2

(

K l,m ĝAB Y
l,m +Gl,m Z l,mAB

)

, (5.68)

y en el sector impar

(

hl,mab

)

impar
= 0 , (5.69)

(

hl,maB

)

impar
= hl,ma X

l,m
B , (5.70)

(

hl,mAB

)

impar
= hl,m X l,m

AB , (5.71)

donde los coeficientes(H l,m
ab, H

l,m
a, K

l,m, Gl,m, hl,ma, h
l,m) son funciones que en general dependen

de las coordenadasr y t. Nótese que comoY 00 es una constante, los armónicos vectoriales y tensoriales

se anulan paral = 0. Por otro lado, paral = 1 es fácil mostrar que los armónicos tensoriales se anulan

mientras que los vectoriales no. Uno puede interpretar el modo vectorial par conl = 1 como un modo de

norma, el cual puede ser removido bajo una transformación de coordenadas adecuada [62, 114, 87]. Por

5Uno puede mostrar fácilmente que el tensor de Zerilli–Mathews tiene traza cero. Ası́ que este tensor también se

podrı́a considerar como una definición alternativa para los los armónicos tensoriales.
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otro lado, el modo vectorial impar conl = 1 puede ser interpretado como una contribución al momento

angular o modo de Kerr [114]. Teniendo en cuenta esto, supondremos quel ≥ 2, al igual que en la

expansión deΨ4 en teminos de los armónicos tensoriales presentada en la sección 5.2.

5.3.2. Perturbaciones invariantes de norma

En la sección anterior mostramos como la perturbaciónhµν se puede descomponer en un sector par y

otro impar. Claramente esta descomposición depende de lascoordenadas ya que los coeficientesH l,m
ab,

H l,m
a, K l,m, Gl,m, hl,ma y hl,m son funciones que dependen de las coordenadasr y t. Esta propiedad

hace que estos coeficientes sean muy poco llamativos para cualquier análisis. Sin embargo, es posible

construir invariantes de norma usando una adecuada combinación de ellos. Por ejemplo, para el caso de

una perturbación par, los coeficientes

K̃ l,m ≡ K l,m +
1

2
l(l + 1)Gl,m − 2

r
ra εl,ma , (5.72)

H̃ l,m
ab ≡ H l,m

ab − ∇̃aε
l,m

b − ∇̃bε
l,m

a , (5.73)

donde hemos definido aεl,ma como

εl,ma ≡ H l,m
a −

r2

2
∇̃aG

l,m , (5.74)

son, como se mostró en [61], invariantes de norma. Al igual que en 4.3.2, los invariantes de normaK̃ l,m

y H̃ l,m
ab pueden ser reescritos en términos del escalar invariante

Ψl,m
par ≡ 2 r

L

[

K̃ l,m +
2 ra

Λ

(

rb H̃ l,m
ab − r ∇̃aK̃

l,m
)

]

, (5.75)

dondeL ≡ l(l+1), Λ ≡ (l−1)(l+2)+6M/r, y ra ≡ ∇̃ar. Esta cantidad satisface una simple ecuación

de onda conocida como la “ecuación de Zerilli” [138]. De igual manera, podemos definir una cantidad

invariante de norma para el caso impar de la forma [61]

h̃l,ma ≡ hl,ma − r2 ∇̃a

(

hl,m

r2

)

. (5.76)

Como mostramos en la sección 4.3.2, este invariante se puede reexpresar en términos de del escalar

Ψl,m
impar ≡ 2 r ǫab

(l − 1) (l + 2)

[

∇̃ah̃
l,m

b −
2 ra
r

h̃l,m
b

]

=
2 r ǫab

(l − 1) (l + 2)

[

∇̃ah
l,m

b −
2 ra
r

hl,mb

]

. (5.77)
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Usando las ecuaciones de campo de Einstein (1.1), se pude mostrar queΨimpar satisface la ecuación de

onda (4.96).

La ventaja de usar las cantidades invariantes es que estas cantidades pueden relacionarse fácilmente

con la radiación gravitacional en la norma TT. Para ver esto, consideremos primero las perturbaciones de

norma pares. Si asintóticamente nos aproximamos a la normaTT, se puede mostrar que los coeficientes

hab y haB decaen más rápido quehAB . Ası́ que, de acuerdo con la expansión multipolar (5.68), podemos

ignorar los coeficientesH l,m
ab y H l,m

a, y solo considerar los coeficientesK l,m y Gl,m. Usando una base

ortonormal alineada con las direcciones angulares es fácil mostrar que

(h+)l,mpar =
Gl,m

2

(

Z l,mθθ −
Z l,mϕϕ
sen2 θ

)

, (5.78)

(h×)l,mpar = Gl,m
(

Z l,mθϕ
sen θ

)

. (5.79)

Por otro lado, empleando la condición de traza cero en la ecuación (5.68) obtenemos queK = 0. En

este caso el escalarΨl,m
par se puede reescribir comoΨl,m

par = r Gl,m. Esto implica que la contribución de las

perturbaciones pares a la métrica en la norma TT se puede escribir en términos deΨpar como

(h+)l,mpar =
Ψl,m

par

2 r

(

Z l,mθθ − Z l,mϕϕ
sen2 θ

)

=
Ψl,m

par

r

[

∂2

∂θ2
+

1

2
l(l + 1)

]

Y l,m , (5.80)

(h×)l,mpar =
Ψl,m

par

r

(

Z l,mθϕ
sen θ

)

=
Ψl,m

par

r

(

im

sen θ

)[

∂

∂θ
− cot θ

]

Y l,m, (5.81)

donde hemos usado el hecho que∂ϕY
l,m = imY l,m.

Ahora veamos que pasa con las perturbaciones impares. Es fácil mostrar que la perturbaciónhµν se

puede escribir en términos de los armónicos tensoriales (5.65) como

(h+)l,mimpar =
hl,m

2 r2

(

X l,m
θθ −

X l,m
ϕϕ

sen2 θ

)

, (5.82)

(h×)l,mimpar =
hl,m

r2

(

X l,m
θϕ

sen θ

)

. (5.83)

El siguiente paso es relacionarhl,m con el escalar invariante de normaΨl,m
impar. En este caso no podemos

simplemente ignorar el coeficientehl,ma para calcularhlm, ya que queda claro de la definición (5.77)

que este invariante solamente depende dehl,ma. Sin embargo, en la norma TT estas cantidades están

relacionadas entre si. Para entender esto, consideremos lacondición transversa sobrehµA, es decir,

∇µhµA = 0 .
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Usando la expansión multipolar y calculando expĺıcitamente la divergencia deX l,m
AB , se encuentra que esta

condición implica

∇̂a
(

r2 hl,ma

)

=
1

2
(l − 1)(l + 2) hl,m . (5.84)

Recordando que en la norma TT podemos elegir quehµν sea puramente espacial y como la métricagab

debe ser asintóticamente la métrica de Minkowski, podemos expresar (5.84) en la forma

∂r

(

r2 hl,mr

)

=
1

2
(l − 1)(l + 2) hl,m . (5.85)

Bajo el mismo argumento, también se puede reescribir la expresión (5.77) como

Ψl,m
impar =

2 r

(l − 1) (l + 2)
∂th

l,m
r . (5.86)

Teniendo en cuenta estos dos últimos resultados, podemos escribir la relación

∂r

(

rΨl,m
impar

)

= ∂th
l,m . (5.87)

Para integrar esta expresión podemos, sin perdida de generalidad, hacer uso de la aproximación de onda

saliente, de la cual obtenemos

hl,m ∼ −rΨl,m
impar . (5.88)

Ası́, podemos reescribir la perturbación impar como

(h+)l,mimpar = −
Ψl,m

impar

2r

(

X l,m
θθ −

X l,m
ϕϕ

sen2 θ

)

= −
Ψl,m

impar

r

(

im

sen θ

)[

∂

∂θ
− cot θ

]

Y l,m, (5.89)

(h×)l,mimpar = −
Ψl,m

impar

r

(

X l,m
θϕ

sen θ

)

=
Ψl,m

impar

r

[

∂2

∂θ2
+

1

2
l(l + 1)

]

Y l,m . (5.90)

Finalmente, usando las relaciones (5.80) y (5.81) para las perturbaciones pares y (5.89) y (5.90) para

las perturbaciones impares, podemos expresar los coeficientesh+ y h× en la norma TT en la forma

h+ =
1

2 r

∑

l,m

[

Ψl,m
par

(

Z l,mθθ −
Z l,mϕϕ
sen2 θ

)

− Ψl,m
impar

(

X l,m
θθ −

X l,m
ϕϕ

sen2 θ

)]

, (5.91)

h× =
1

r

∑

l,m

[

Ψl,m
par

(

Z l,mθϕ
sen θ

)

− Ψl,m
impar

(

X l,m
θϕ

sen θ

)]

. (5.92)
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Nótese que a pesar de que las funcionesΨl,m
par y Ψl,m

par) son en general complejas, los coeficientesh+ y

h× deben ser reales. Esto implica, usando las propiedades de los armónicos esféricos bajo conjugación

compleja, que

Ψ̄l,m
par = (−1)m Ψl,−m

par , Ψ̄l,m
impar = (−1)m Ψl,−m

impar . (5.93)

Podemos también reescribir las expresiones en términos de los armónicos esféricos con peso de espı́n.

Para esto es más conveniente considerar la combinación complejaH, para la cual encontramos

H =
1

2 r

∑

l,m

√

(l + 2)!

(l − 2)!

(

Ψpar + iΨimpar

)

−2Y
l,m. (5.94)

Antes de calcular la energı́a y los momentos radiados en términos de los escalares invariantes de

norma, es importante mencionar una convención comúnmente usada en relatividad numérica. Para esto,

consideremos el escalar invariante de norma

Ql,mM ≡ 2 rah̃l,ma
r

=
2 ra

r

(

hl,ma −
1

2
∇̃ah

l,m +
ra
r
hl,m

)

, (5.95)

para el sector impar introducido por Moncrief en [90]. La forma de este escalar ha sido la elección más

común para estudiar las perturbaciones impares del espacio-tiempo de Schwarzschild y esta es la razón por

la cual la mayorı́a de las implementaciones numéricas usanesta defición en lugar deΨl,m
impar. Es posible

mostrar que asintóticamente, y considerando la norma TT, la funciónQl,mM se reduce a

Ql,mM ∼ −∂tΨl,m
impar . (5.96)

Por otro lado, si introducimos el reescalamiento

Ql,mpar ≡
√

(l + 2)!

2(l − 2)!
Ψl,m

par , (5.97)

Ql,mimpar ≡
√

(l + 2)!

2(l − 2)!
Ql,mM , (5.98)

es fácil mostrar que la funciónH en términos deQl,mpar y Ql,mimpar se puede expresar como [132]

H =
1√
2 r

∑

l,m

[

Ql,mpar − i

∫ t

−∞
Ql,mimpar dt

′

]

−2Y
l,m . (5.99)
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5.3.3. Enerǵıa y momentos radiados

Con la breve discusión presentada en la sección anterior ahora estamos en condiciones de calcular la

energı́a, el momento lineal y angular en términos de los escalares invariantes de normaΨl,m
par y Ψl,m

impar

y/o en términos deQl,mpar y Ql,mimpar. Existen dos formas de hacer esto. El camino más natural es substituir

directamente las ecuaciones (5.94) y (5.99) en las expresiones para la energı́a y los momentos radiados.

La otra forma es relacionar los coeficientesAl,m de la expansión multipolar deΨ4 con los escalares

invariantes de norma. Nosotros elegimos esta última opci´on que, aunque es menos natural, nos permite

demostrar que nuestras expresiones son completamente equivalentes a las expresiones frecuentemente

utilizadas en relatividad numérica.

Comparando la expansión multipolar paraΨ4 con la expansión para las perturbaciones, y usando el

hecho que asintóticamenteΨ4 = −Ḧ, es fácil demostrar que

Al,m = − 1

2 r

√

(l + 2)!

(l − 2)!

(

Ψ̈l,m
par + i Ψ̈l,m

impar

)

= − 1√
2 r

(

Q̈l,mpar − i Q̇l,mimpar

)

. (5.100)

Con esto, podemos traducir las expresiones en términos deAl,m directamente a las expresiones in términos

deΨl,m
par y Ψl,m

impar y/o en términos deQl,mpar y Ql,mimpar).

Para comenzar, consideremos la energı́a radiada por el sistema. Usando las expresiones (5.43) y (5.100),

se obtiene inmediatamente

dE

dt
=

1

64π

∑

l,m

(l + 2)!

(l − 2)!

(

∣

∣

∣
Ψ̇l,m

par

∣

∣

∣

2
+
∣

∣

∣
Ψ̇l,m

impar

∣

∣

∣

2
)

=
1

32π

∑

l,m

(

∣

∣

∣Q̇l,mpar

∣

∣

∣

2
+
∣

∣

∣Q
l,m
impar

∣

∣

∣

2
)

. (5.101)

Para encontrar esta expresión hemos usado el hecho de que, como una consecuencia de (5.93),

∑

m

(

Ψ̇l,m
par

˙̄Ψl,m
impar − ˙̄Ψl,m

par Ψ̇l,m
impar

)

= 0 . (5.102)

Por otro lado, para encontrar el momento lineal en términosde los invariantes comenzamos con las
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ecuaciones (5.49)-(5.50), y usando una vez más (5.100), obtenemos6

dP+

dt
=

1

8π

∑

l,m

[

i al,m Q̇
l,m
par Q̄

l,m+1
impar − bl+1,m+1

(

Q̇l,mpar
˙̄Ql+1,m+1
par +Ql,mimpar Q̄

l+1,m+1
impar

)]

, (5.103)

dPz
dt

=
1

16π

∑

l,m

[

i cl,m Q̇
l,m
par Q̄

l,m
impar + dl+1,m

(

Q̇l,mpar
˙̄Ql+1,m
par +Ql,mimpar Q̄

l+1,m
impar

)]

, (5.104)

donde los coeficientes(al,m, bl,m, cl,m, dl,m) están dados por (5.54). Estas ultimas expresiones están

escritas solo en términos de(Ql,mpar, Q
l,m
impar), sin embargo, la traducción en términos de(Ψl,m

par,Ψ
l,m
impar) es

trivial. Estas expresiones son completamente equivalentes a las expresiones recientemente derivadas por

Pollneyet al.en [98], y por Sopuertaet al.en [123].

De manera similar, podemos obtener expresiones para el momento angular radiado usando las expre-

siones (5.57)-(5.59). Se encuentra que:

dJx
dt

=
i

32π
Im
∑

l,m

fl,m

(

Q̄l,mpar Q̇
l,m+1
par + P̄ l,mimparQ

l,m+1
impar

)

, (5.105)

dJy
dt

= − 1

32π
Re
∑

l,m

fl,m

(

Q̄l,mpar Q̇
l,m+1
par + P̄ l,mimparQ

l,m+1
impar

)

, (5.106)

dJz
dt

=
i

32π

∑

l,m

m
(

Q̇l,mpar Q̄
l,m
par +Ql,mimpar P̄

l,m
impar

)

, (5.107)

donde hemos definido

P l,mimpar ≡
∫ t

−∞
Ql,mimpar dt

′ , (5.108)

y donde de nuevo los coeficientesfl,m están dados por (5.60). Nótese que las expresiones paradJx/dt

y dJy/dt son manifiestamente reales. Es relativamente fácil mostrar que los términos de la expresión de

dJz/dt, después de la suma, son puramente imaginarios, ası́ que elresultado final es real.

Expresiones equivalentes al conjunto de ecuaciones (5.43), (5.49)-(5.50) y (5.57)-(5.59) para la energı́a

y momento radiado por la radiación gravitacional en términos deΨ4, o al conjunto (5.101), (5.103)-

(5.104) y (5.105)-(5.107) en términos de perturbaciones de norma invariantes, fueron deducidas por Thor-

6Las cuentas son considerablemente largas y, para simplificar las expresiones se debe usar varias veces (5.93) o

la expresión equivalente en términos deQ.
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ne en [132]. Para relacionar las expresiones de Thorne con las nuestras podemos usar el hecho de que

Al,m =
1√
2 r

[

(l+2)I l,m − i
(

(l+2)Sl,m
)]

,

Āl,m =
(−1)m√

2 r

[

(l+2)I l,−m + i
(

(l+2)Sl,−m
)]

, (5.109)

donde, en la notación de Thorne,I l,m(t − r) son losmomentos multipolares de masay donde(l)I l,m y
(l)Sl,m denota la l-ésima derivada temporal de estas cantidades.

Como comentario final, observemos que para simplificar la notación en esta sección no hemos intro-

ducido el ĺımite der tendiendo a infinito. Sin embargo, este limite debe ser entendido ya que todos los

resultados son validos solamente en la aproximación de campo débil.

5.4. Discusíon

Hemos deducido expĺıcitamente las expresiones para calcular la energı́a, el momento lineal y el mo-

mento angular radiado por un sistema aislado en forma de ondas gravitacionales. Partimos de una per-

turbaciónhµν de la métrica de fondoηµν , y trabajamos en la norma transversa y libre de traza (norma

TT). Con esto, rederivamos las expresiones usuales para la energı́a y momentos basados en el tensor de

momento-energı́a propuesto por Isaacson. Introducimos elescalar de WeylΨ4 y su expansión multipo-

lar en términos de armónicos esféricos con peso de espı́n. A partir de esto, derivamos expĺıcitamente las

expresiones para la energı́a y momentos en términos de los coeficientesAl,m. Finalmente, también pre-

sentamos la expansión multipolar en términos de perturbaciones invariantes de norma del espacio-tiempo

de Schwarzschild. En particular, con las expresiones en términos de la expansión del escalar de WeylΨ4

evitamos separar la métrica de fondo del espacio-tiempo generado numéricamente el cual, en general, esta

en coordenadas arbitrarias. Antes de terminar esta discusión es necesario mencionar un punto sutil. Para

calcular numéricamente los escalares de WeylΨn necesitamos introducir la tetrada nula (5.37). Sin em-

bargo, en la definición de esta tetrada existen ciertas ambigüedades; la radiación gravitacional puede solo

calcularse en el infinito nulo futuro. Recientemente Lehnery Moreschi analizaron este problema en [82]

y mostraron como introducir correcciones para remover estas ambigüedades.

En el siguiente capı́tulo usaremos estas expresiones para calcular numéricamente la energı́a y los

momentos radiados en la colisión frontal de dos agujeros negros.



CAPÍTULO 6

COLISI ÓN FRONTAL DE AGUJEROS

NEGROS CON ESṔIN

El problema de la colisión de objetos compactos, particularmente agujeros negros, ha sido uno de los

principales temas de investigación en relatividad numérica desde su comienzo; la relatividad numérica

comenzó a desarrollarse como una rama independiente de investigación a partir de los trabajos de Hahn

y Linquist [68] y Smarr y Eppley [120, 55, 56] sobre la colisi´on frontal de agujeros negros. Sin embargo,

el problema de la colisión de objetos compactos en órbita es, en general, terriblemente complicado y solo

recientemente se pudo resolver [99, 41, 16]. La primera propuesta exitosa para resolver este problema

fue hecha a comienzos del 2005 por Pretorius [99]. Esta propuesta consiste en hacer la evolución de la

métrica del espacio-tiempogµν usando la norma armónica generalizada (2.72). Por otro lado, los grupos

de Brownsville y Goddard propusieron, de manera independiente, “evolucionar“ la singularidad fı́sica de

cada uno de los agujeros negros [41, 16]. Esta propuesta usa la formulación BSSN con algunas modifi-

caciones en las ecuaciones de evolución para las variablesde norma que permiten el movimiento de la

puntura. Teniendo en cuenta lo anterior, podemos decir que la comunidad de relatividad numérica lleva

alrededor de 40 años estudiando el mismo problema. ¿ Por queestamos tan interesados en resolver este

problema? Uno puede intentar resolver esta pregunta usandovarias argumentos. En particular, por que se

espera que la colisión de agujeros negros en órbita sea unafuente prominente de ondas gravitacionales,

las cuales se esperan detectar con los observatorios de interferometrı́a como el LIGO, VIRGO, GE0600,

TAMA; la colisión de dos agujeros negros origina un agujeroaltamente distorsionado que alcanzara un

estado de equilibrio emitiendo una gran cantidad de radiación gravitacional.

Usando estas propuestas, ahora es posible estudiar con tododetalle la evolución y colisión de agujeros

121
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negros. Además de esto, podemos también extraer los correspondientes patrones de ondas gravitaciona-

les [33, 50, 99, 41, 16, 70]. Por ejemplo, en [42, 43, 44] se estudio la colisión de agujeros negros de igual

masa con espı́n. Campanelli y colaboradores encontraron que la radiación máxima de la masa en forma de

ondas gravitacionales de un sistema de dos agujeros negros en una órbita cuasi-circular es menor que el

8% de la masa total del sistema. Por otro lado, en [18, 64] se cálculo la velocidad final del agujero negro

resultante de la colisión de dos de estos objetos, la cual esal rededor de175 km/s para una relación de

masaq = m1/m2 = 0.36.

Desde luego con estos avances se inicio una fuerte competencia entre la mayor parte de los grupos de

relatividad numérica por simular y analizar de forma general la colisión de agujeros negros con y sin espı́n

en órbita. La complejidad de este tipo de simulaciones puede complicar el análisis de algunas variables

fı́sicas. Esta es la razón por la cual hemos restringido nuestras evoluciones numéricas a la colisión frontal

de agujeros negros. Esto nos permite tener algún control sobre los efectos adicionales que se generan

en el problema general del movimiento órbital de estos objetos. En este capı́tulo calculamos el flujo de

energı́a y de momento lineal y angular usando las expresiones calculadas en el capı́tulo 5. Mostramos

numéricamente que las expresiones calculadas en términos de la descomposición del escalar de WeylΨ4

y las expresiones en términos de las perturbaciones invariantes de norma son equivalentes.

6.1. Datos iniciales

Para las evoluciones que presentaremos a continuación hemos considerado datos iniciales tipo puntu-

ra [30] que describen dos agujeros negros inicialmente en reposo. Con esto, podemos expresar la métrica

sobre la superficie inicialΣ0 como (ver sección 2.4.1)

γij = ψ4 γ̃ij , (6.1)

donde el factor conformeψ, en términos de su parte regularu y la parte singularψBL, es definido como

ψ = ψBL + u .

La parte singularψBL del factor conforme se puede escribir como

ΨBL = 1 +

2
∑

p=1

mp

2 |~r − ~rp|
, (6.2)

dondemp es la masa del i-ésimo agujero negro localizado en~rp. Por otro lado, la funciónu, la cual

representa la parte regular del factor conforme, es calculada resolviendo numéricamente la constricción
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Hamiltoniana (2.11). En Particular, para resolver esta constricción usamos el código escrito por Ansrog,

Brügmann y Tichy, el cual es descrito en [14], que hace uso demétodos espectrales. Por otro lado, para in-

troducir el espı́n de los agujeros negros usamos la forma de la curvatura extrı́nseca tipo Bowen-York [29],

de acuerdo con

KS
p,ij =

3

r3p
ψ−2

(

ǫkim n
k
p np j S

m
p + ǫkjm n

k
p np i S

m
p

)

, (6.3)

donde~np es el vector unitario en la dirección derp y ~Sp es el espı́n del p-ésimo agujero negro. La

expresión (6.3) corresponde a una solución exacta de la constricción de momentos.

Las configuraciones de datos iniciales que hemos considerado corresponden a colisiones frontales de

dos agujeros negros sin y con espı́n alineado/anti-alineado a lo largo del ejez. Inicialmente localizamos

las punturas simétricamente sobre el ejez enz = ±4. Nótese que por simetrı́a las únicas componentes

en la expansión (5.40) y en los invariantes de normaQpar/impar que en principio son diferentes de cero

corresponde al ≥ 2 y m = 0. Los parámetros especı́ficos usados en cada simulación son presentados en

la tabla 6.1; hemos dividido las configuraciones de datos iniciales en tres grupos:

1. colisión de agujeros sin espı́n,

2. colisión de agujeros con la misma magnitud de espı́n,

3. colisión de agujeros con diferentes magnitudes de espı́n.

En el primero conjunto de datos iniciales evolucionamos dosconfiguraciones. La primera configuración

corresponde a la evolución de dos agujeros negros de la misma masa y sin espı́n (denotada comoIM00) y

la segunda corresponde a la colisión de dos agujeros negrossin rotación y con una relación de masas dis-

tinta de uno (denotada comoNI00). Por otro lado, en el siguiente conjunto de datos inicialescorresponde

a cuatro distintas configuraciones de igual masa pero con diferentes pero con diferentes orientaciones de

espı́n. La configuraciónMI+0 corresponde a dos agujeros negros de igual masa uno de ellos con espı́n

orientado a lo largo dêez. La configuraciónMI++ corresponde a dos agujeros negros de igual masa y

espı́n orientados en la dirección̂ez . De igual forma las configuracionesMI+− y MI−+ corresponde a

configuraciones de datos iniciales de agujeros negros de igual masa con espines antialineados.1 Final-

1Ya que estamos considerando configuraciones de datos iniciales axialmente simétricos, las configuraciones de

datos inicialesMI+− y MI−+ son idénticas. Hemos considerado estas dos configuraciones por completez ya que

en simulaciones preliminares encontramos queMI+− y MI−+ conducı́an a resultados inconsistentes.
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mente, en el último grupo de datos iniciales evolucionamosdos agujeros negros de diferentes masas y

diferentes magnitudes de espı́n orientados a lo largo deêz.

Por otro lado, por comodidad definimos el parámetroq, el cual mide la relación entre las dos masa de los

agujeros negros

q ≡ m1

m2
, (6.4)

donde la masa de los dos agujeros negros cumplen con la relaciónm1 < m2 y el parámetroa asociado,

en analogı́a con la solución de Kerr, con el espı́n individual de cada agujero negro

a ≡ |S|
m

≈ |S|
MAH

, (6.5)

dondeMAH es la masa del horizonte aparente, la cual se puede calcular através de la masa irreducible

usando la expresión de Christodoulou [31, 48],

MHA =

√

M2
irr +

S2

4M2
irr

, (6.6)

dondeMirr es la masa irreducible definida, en términos del área del horizonte aparenteAHA, como2

Mirr =

√

AHA
16π

. (6.7)

El áreaAHA es calculada numéricamente usando el código descrito en [130]. Por otro lado, hemos ajus-

tado los datos iniciales de tal forma que la masa ADM del sistema es igual a uno. Esto fija la distancia

propiaL entre los dos agujero negros, la cual es medida entre los puntos más cercanos de los horizontes

aparentes, aproximadamente enL ≈ 12M .3

Para completar los datos iniciales aun nos falta especificarlos valores iniciales de las variables de

norma. En el caso de agujeros negros sin espı́n, ent = 0 usamos

βi(0) = 0 , (6.8)

α(0) = ψ−2
0 , (6.9)

2Esta cantidad es definida en analogı́a con

Mirr ≡
√

AHE

16 π
,

dondeAHE es el área del horizonte de eventos que surge de la segunda ley de la termodinámica; el área del horizonte

de eventos de un agujero negro no disminuye con el tiempo.
3Aquı́ y en lo que sigue,M se refiera a la masa ADM del sistema considerado.
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MasaS1 S2
Sz1/M

2 Sz2/M
2
AH a1/m1 a2/m2 L/MADM m1 q = m1/m2

MI00 0.0 0.0 0.0 0.0 11.59 0.5 1.0

NI00 0.0 0.0 0.0 0.0 11.9278 0.25 0.33

MI+0 0.05 0.0 0.1880 0.0 13.4132 0.4962 1.0

MI++ 0.05 0.05 0.1880 0.1880 13.2438 0.4928 1.0

MI+− 0.05 -0.05 0.1880 0.1880 13.2438 0.4928 1.0

MI−+ -0.05 0.05 0.1880 0.1880 13.2438 0.4928 1.0

NI++ 0.06 0.085 0.355 0.221 11.8171 0.380 0.638

TABLA 6.1:Datos iniciales para la colisión frontal de dos agujeros negros. Por simplicidad, consideramos

configuraciones para las cuales la masa ADM del sistema es igual a uno y localizamos los agujeros negros,

al igual que sus respectivos espines, sobre el ejez. El parámetroai es aproximadamente el parámetro de

espı́n de un agujero negro de Kerr yL es la separación propia entre los dos horizontes aparentes.

dondeψ0 es el factor conforme inicial. Esta forma inicial de lapso (lapso precolapsado) propuesto por

primera vez en [6] y usado por Campanelliet. al. para simulaciones de agujeros negros en órbita [41],

garantiza inicialmente que el sistema de ecuaciones es regular. Por otro lado, para agujeros negros con

espı́n~Sp 6= 0 es necesario usar

α(0) ∼ ψ−4
BL . (6.10)

Esta condición de nuevo garantiza que el sistema de ecuaciones inicialmente es regular. Elegimos, como

se sugirió en [42], el lapso inicial en la forma

α(0) =
2

1 + ψ4
BL

. (6.11)

Es fácil mostrar que, lejos de las punturas, esta forma del lapso corresponde al lapso que se obtiene al

escribir la métrica de Schwarzschild en coordenadas isotrópicas (lapso isotrópico).

6.2. Metodoloǵıa

Evolucionamos el conjunto de datos iniciales presentado enla tabla 6.1 usando un código tipo BSSN

(ver capı́tulo 2) en el que se implemento la técnica del movimiento de las punturas propuesto en [16].

Este código usa las herramientas computacionales de CACTUS [39] y fue desarrollado originalmente
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por el grupo del instituto Albert Einstein (AEI) y reciente modificado por el grupo de Louisiana/AEI.

Para detalles ver por ejemplo [7, 5, 133, 131, 76]. Para garantizar la estabilidad del código numérico

agregamos, al lado derecho de las ecuaciones de evolución,un término de disipación artificial de cuarto

orden de Kreiss-Oliger [78, 66], similar al que usamos en la sección 3.3. Por otro lado, evolucionamos el

lapso usando la condición de foliación1+log que satisface la ecuación de evolución

∂tα− βi∂iα = −2α (K −K0) , (6.12)

dondeK0 es el valor inicial de la curvatura extrı́nseca que en nuestro caso es igual a cero. El vector de

corrimiento es evolucionado usando una forma particular dela condiciónΓ̃-driver discutida en la sec-

ción 2.3. Escrita como un conjunto de dos condiciones de primer orden, esta condición se puede expresar

como

∂tβ
i − βj ∂jβ

i =
3

4
αBi ,

∂tB
i − βj ∂jB

i = ∂tΓ̃
i − βj∂jΓ̃

i − η Bi , (6.13)

donde el factor de amortiguamientoη = 2 para todas las simulaciones. Nótese que hemos agregado el

término−βj∂jΓ̃i al sistema de ecuaciones (6.13). Este factor permite eliminar los modos de propagación

con velocidad cero. Baker y colaboradores encontraron en [16] que si no se incluye este término en la

ecuación de evolución para el vector de corrimiento, la evolución deja ruido numérico donde inicialmente

se encontraba la puntura, el cual se puede amplificar durantela evolución.

Para calcular el espı́n individual de cada agujero negro a cada paso de tiempo, usamos el formalismo

de horizontes dinámicos [118], del cual obtenemos que

Ji =
1

8π

∮

AH

(

φµiR
ν Kµν

)

d2V , (6.14)

donde, en el horizonte,φµi es un campo vectorial de Killing,Kµν es la curvatura extrı́nseca,Rν es un

vector radial unitario y saliente yd2V es el elemento de área intrı́nseco del horizonte. Inicialmente y por

simplicidad supondremos que, como se propuso en [44], las componentes del vectorφµi esta dado por

φµx = [0,−(z − zc), (y − yc)] , (6.15)

φµy = [(z − zc), 0,−(x − xc)] , (6.16)

φµz = [−(y − yc), (x− xc), 0] , (6.17)

donde(xc, yc, zc) es la posición coordenada del centro geométrico del horizonte.
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Por otro lado, para la integración en el tiempo usamos el método de ĺıneas con un Runge-Kutta de ter-

cer orden para el tiempo y diferencias finitas de cuarto ordenpara las derivadas espaciales. Adicionalmen-

te, usamos una jerarquı́a de nueve mallas numéricas como refinamiento. Para obtener cada uno de los nue-

ve niveles de refinamiento comenzamos con la resolución más altah = M/35.7143, M/41.6667, M/50,4

localizada en la vecindad de los horizonte de cada agujero negro, y las demás las obtenemos mediante la

relación2 : 1. Implementamos este refinamiento de mallas usando el código Carpetdescrito en [117]. Fi-

nalmente, en todas las simulaciones, imponemos la condici´on de frontera de onda radiativa para la frontera

exterior localizada aproximadamente en380M .

6.2.1. Radiacíon espuria de Bowen-York

Como ya hemos mencionado antes, estamos interesados en calcular la energı́a y los momentos lineal

y angular que son irradiados durante la colisión frontal deagujeros negros con espı́n a través de las ondas

gravitacionales. Esto lo podemos hacer usando la teorı́a deperturbaciones sobre un espacio-tiempo de

Shwarzschild o a través de los escalares de Weyl, tal y como discutimos en el capı́tulo 5. Sin embargo,

antes de calcular cualquiera de estos observables fı́sicosdebemos tener en cuenta un punto muy impor-

tante. Recordemos que los datos iniciales que estamos usando para evolucionar el sistema binario son tipo

Bowen-York. Estos datos iniciales, después de resolver laconstricción hamiltoniana, contienen cierta can-

tidad no despreciable de radiación espuria.5 Esta radiación proviene de las suposiciones no fı́sicas, como

que la métrica sea conformalmente plana, que se hacen cuando queremos obtener los datos iniciales. Para

ilustrar esto, presentamos en la figura 6.1 el coeficiente dominanteA20 en el desarrollo (5.40) del esca-

lar de WeylΨ4 para tres distintas configuraciones de datos iniciales. Este coeficiente es calculado a una

distancia coordenada de40M . Es claro que la configuración con una menor cantidad de “falsa radiación“

corresponde al caso en que los datos iniciales de dos agujeros negros sin espı́n (linea continua/azul). Por

otro lado, para las otras dos configuraciones, datos iniciales para dos agujeros negros con espı́n alineado

sobre el ejez y una magnitud dea/m = 0.22 (linea punteada/verde) y espines alineados pero de diferente

magnitud,ai/m = 0.1, 0.82 (linea discontinua/roja), la radiación espuria es del mismo orden de magni-

4Nótese que las resoluciones más finas corresponden ah = 0.028, 0.024, 0.020, respectivamente.
5Diremos que este radiación es espuria puesto que se genera por las suposiciones que estamos usando para

obtener los datos iniciales. Por ejemplo, si queremos construir datos iniciales para un agujero negro de Kerr usando

Bowen-York, obtenemos, como se mostró en [32], un espacio-tiempo de un agujero negro de Kerr con un contenido

de ondas de Brill.
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tud que la radiación que proviene de la colisión de los agujeros negros. Nótese que un comportamiento

parecido también se observa en los invariantes de norma. Noobstante, el modol = 2,m = 0 para estas

tres configuraciones es similar después que el sistema ha radiado las ondas gravitacionales iniciales de

Bowen-York.
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FIGURA 6.1:Coeficiente dominanteA20 en el desarrollo(5.40)del escalar de WeylΨ4 para tres distintas

configuraciones de datos iniciales calculado a una distancia coordenada de40M. Las linea continua/azul

corresponde a la configuración de dos agujeros negros con igual masa y con espı́n nulo. La linea discon-

tinua/roja corresponde a la configuración de espines paralelos de igual magnitud a lo largo del ejez y,

finalmente, la linea punteada/verde corresponde a una configuración de dos agujeros negros sobre el ejez

con espines paralelos pero de diferente magnitud. La figura interior de la derecha corresponde a la parte

real del invariante de normaQ20
par para el caso de igual masa sin espı́n (linea azul/continua) ydel invariante

Q20
par para una confugiración de masa igual masa y espines paralelos (linea roja/discontinua).

Para resolver este problema, Hannam y colaboradores propusieron en [69] una nueva técnica, que

usa la superposición de dos agujeros negros de Kerr en coordenadas cuasi-isotropicas, para construir

datos iniciales para agujeros negros con espı́n que reduce significativamente esta radiación. Por otro lado,

Choi y colaboradores estimaron el tiempo en el que el sistemaelimina esta radiación [46]. Para esto,
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ellos supusieron que cada agujero negro alcanza un estado deequilibrio, se relaja, a un agujero negro

de Kerr con la misma masa y espı́n. Nosotros seguiremos este ´ultimo procedimiento para no considerar

la radiación de Bowen-York; en la practica, lo que hacemos es integrar las expresiones (5.43), (5.49)

y (5.50) entre el intervalot0 y t, dondet0 es el tiempo para el cual esta radiación no es considerada.

Por supuesto, el punto inicial de integración puede variarpara cada configuración de datos iniciales, tal y

como se demostró en [46].

6.2.2. Precisíon y convergencia
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FIGURA 6.2: NormaL2 de la violación de la constricción hamiltoniana para las configuraciones:MI++

(figura superior),MI (figura inferior izquierda) yMI+0 (figura inferior derecha). Nótese que hemos

escalado dos de las tres resoluciones, las más altas, para demostrar convergencia de segundo orden.

En las secciones anteriores hemos discutido la forma en la que obtenemos los datos iniciales, las

técnicas numéricas que debemos emplear para evolucionarestos datos y además la forma en la que re-
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moveremos la radiación espuria de nuestros resultados numéricos. Sin embargo, aun no hemos discutido

nada acerca de cual es la precisión que debemos esperar de los resultados numéricos ni hemos demostrado

la convergencia del código numérico que estamos empleando. Para esto, es necesario analizar las aproxi-

maciones numéricas que se están haciendo. Como discutimos en las secciones anteriores, el error en las

diferencias finitas espaciales usada en el algoritmo numérico es de ordenO(h4) y el método de integración

en el tiempo es a tercer orden. Por otro lado, el error en la interpolación temporal usada por Carpet para

el refinamiento es de ordenO(∆t3). Por lo tanto, el orden teórico de convergencia esperado esigual a

tres. Desafortunadamente hemos encontrado numéricamente que el factor de convergencias es de dos. En

la figura 6.2 mostramos la normaL2 para la violación de la constricción hamiltoniana para tres distintas

configuraciones de datos iniciales y las tres resolucionesh = (M/50, M/41.6667, M/35.7143). Nótese

que hemos reescalado la norma de la constricción hamiltoniana por el factor

̺ =

(

ha
hb

)2

,

donde en nuestro casoha ∼M/42, ha = M/50, y hb ∼M/36. Un punto importante debe ser aclarado en

este punto de la discusión acerca de como es calculada la normaL2 de la constricción hamiltoniana. Usan-

do carpet impusimos ocho cajas o zonas de diferente resolución en una misma simulación. Sin embargo,

al calcular la normaL2 este código interpola o extrapola todos los puntos a una misma resolución. Por

ejemplo, cuando calculamos la normaL2 para una máxima resolución deh = M/50 todos los resultados

son interpolados/extrapolados a una resolución deh ∼ M/8.

En la figura 6.3, mostramos la convergencia de la parte real del modo dominanteA20 en la expan-

sión (5.40) del escalar de Weylψ4, extraı́do enRext = 40M . Para esto, consideramos el valor absoluto

de la diferencia entreM/35 −M/40 y M/40 −M/50 y reescalamos esta última diferencia por el factor

1.181 para demostrar segundo orden de convergencia; usamos un interpolador de segundo orden para ha-

cer coincidir los tres coeficientes sobre la malla más fina. El factor de reescalamiento es obtenido a partir

de la relación [3]

u∆1
− u∆2

≈ (u∆2
− u∆3

)

[

∆n
1 − ∆n

2

∆n
2 − ∆n

3

]

, (6.18)

donde∆a es la resolución a la cual la soluciónu∆a es calculada yn es el orden de precisión esperado, en

este cason = 2.
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FIGURA 6.3: Convergencia de la parte real del coeficienteA20 para la configuración de datos iniciales

MI+0. La figura superior, en escala semilogarı́tmica, corresponde al valor absoluto de las diferencias

M/35−M/40 (linea azul/continua) yM/40−M/50. Nótese que hemos escalado este última diferencia

por un factor de1.181 para demostrar convergencia de segundo orden. La figura inferior muestra la parte

real del coeficienteA20 para estas tres resoluciones.

6.3. Enerǵıa y momentos Radiados

En esta sección calculamos la energı́a y los momento linealangular radiados durante la colisión frontal

de dos agujeros negros (ver tabla 6.1) usando las expresiones correspondientes en términos de la descom-

posición del escalar de WeylΨ4 en armónicos esféricos con peso de espı́n y las perturbaciones invariantes

de norma, presentadas en el capı́tulo anterior. Adicionalmente, para demostrar que estas expresiones son

completamente equivalentes calculamos la energı́a y momentos radiados a partir de la expresión (5.100).

Los resultados obtenidos son presentados en la tabla 6.2.

La figura 6.4 corresponde a la energı́a radiada después de lacolisión de dos agujeros negros inicial-
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FIGURA 6.4: Energı́a radiada en la colisión frontal de dos agujeros negros sin espı́n. La energı́a es calcu-

lada usando la teorı́a de perturbaciones o a través el escalar de WeylΨ4. La gráfica interior de la derecha

corresponde a la diferencia del valor absoluto entre la parte real de los coeficientesA20 para una resolu-

ción deh = M/35 y una resolución deh = M/40 (lı́nea solida) y la diferencia entre el valor absoluto de

la parte real de los coeficientesA20 para las resoluciones deh = M/40 y h = M/50 (lı́nea punteada).

Esta ultima diferencia es escalada por un factor de 1.181 para demostrar segundo orden de convergencia.

Todos los coeficientesA20 fueron calculados a una distancia coordenada der = 40M .

mente en reposo sobre el ejez (MI00). Para eliminar la radiación espuria de Bowen-York integramos

la expresión (5.43) a partir de un tiempo inicial det0 = 58.7. Nótese que la energı́a calculada através

del escalar de WeylΨ4 (linea azul/continua) y la energı́a calculada através de los invariantes de norma

Qpar/impar (linea roja/discontinua) son aproximadamente iguales. Encontramos que el sistema radia apro-

ximadamente0.05% de su masa en forma de ondas gravitacionales. Estos resultados son consistentes con

los resultados presentados en [13, 46].

En la figura 6.5 presentamos la energı́a radiada para la configuración inicialNI++ que corresponde a dos

agujeros negros sobre el ejez con espı́n y una relación de masas deq = 0.638. En los paneles superiores

presentamos la energı́a radiada obtenida de tres formas diferentes. La linea continua/azul corresponde a la

energı́a calculada en términos del escalar de WeylΨ4 (expresión (5.43)), la linea punteada/roja correspon-
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EQpar/impar
× 10−4 Eψ4

× 10−4 Pz(Ψ4) Pz(Qpar/impar) vz(km/s) Tfusión

MI00 5.25 5.23 0.000 0.000 0.00 35.968

NI00 4.136 4.19 1.073 × 10−5 1.103 × 10−5 3.21 36.023

MI+0 5.242 5.173 6.993 × 10−7 7.1227 × 10−7 0.21 36.352

MI++ 5.70 5.49 0.00 0.00 0.000 36.352

MI+− 6.07 6.04 0.00 0.00 0.00 36.352

MI−+ 6.03 6.04 0.00 0.00 0.00 36.352

NI−+ 5.23 5.13 8.944×10−6 9.032×10−6 2.66 39.322

TABLA 6.2: Energı́a y momento lineal radiado en la colisión de agujeros negros correspondientes a los

datos iniciales de la tabla 6.1. Por la simetrı́a del problema no se radia momento angular. La energı́a y los

momentos angulares fueron calculados usando las expresiones presentadas en el capı́tulo 5. Nótese que el

tiempo de fusión , que corresponde al tiempo en el que aparece un horizonte en común, de los agujeros

negros con espı́nTfusión no parece cambiar significativamente con respecto al tiempode fusión de los

agujeros negros sin espı́n.

de a la energı́a calculada en términos de los invariantes denormaQpar/impar y finalmente, la linea discon-

tinua/verde corresponde a la energı́a calculada en términos del escalarΨ4 el cual a su vez es calculado en

términos de los invariantes de norma usando la expresión (5.100); Nótese que, siguiendo a [46], para no

considerar la radiación de Bowen-York todas nuestras expresiones son integradas a partir det0 = 62.21.

Por otro lado, en los paneles inferiores presentamos el valor absoluto de la diferencia entre la energı́a cal-

culada en términos deΨ4 y los invariantes de norma (linea continua/azul) y la energ´ıa en términos deΨ4

y Ψ4[Qpar/impar]. Nótese que cuando no consideramos las ondas gravitacionales incluidas por los datos

iniciales de Bowen-York, la diferencia entre la energı́a calculada de estas tres formas tiende a cero, es de-

cir, la energı́a calculada de estas tres formas es básicamente la misma. Por completez, en el panel superior

de la derecha presentamos la superposición de la parte realdel coeficienteA20 calculado numéricamente

y en términos de los invariantes de norma. Como era de esperar, de acuerdo con los resultados presentados

en el panel inferior, estos dos coeficientes son equivalentes.
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FIGURA 6.5: Energı́a radiada en la colisión frontal de dos agujeros negros para la configuración de datos

inicialesNI++. La energı́a es calculada usando las expresiones(5.43)y (5.101). Adicionalmente, para

mostrar que estas expresiones son equivalentes, usamos la ecuación (5.100)para calcular el escalar de

Weyl Ψ4 y, una vez más, la expresión(5.43)para calcular la energı́a radiada por el sistema. Los paneles

superiores corresponden a la energı́a considerando la radiación espuria (izquierda) y sin considerarla (de-

recha). Los paneles inferiores corresponden al valor absoluto de la diferencia entre la energı́a calculada

en términos deψ4 y la energı́a en términos de los invariantes de norma (lineacontinua/azul) y el valor

absoluto de la diferencia entre energı́a calculada en términos deψ4 y la energı́a calculada en términos

del escalarΨ4 calculado en términos de los invariantes de norma (linea punteada/roja). Nótese que en la

figura de la derecha consideramos la radiación espuria y en la izquierda la despreciamos. Por completez,

en el panel superior derecho superponemos la parte real del coeficienteA20 calculado numéricamente y la

parte real del coeficienteA20 calculado en términos de los invariantes de norma.
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6.3.1. Momento lineal radiado

La colisión frontal de dos agujeros negros con una relación de masasq 6= 1.0 han sido estudia-

das en [12, 13, 46]. Andrade y Price estudiaron este problemaen [12] usando la aproximación de li-

mite cercano, la cual usa datos iniciales que representan agujeros negros cercanos con un horizonte

común; el espacio-tiempo fuera del horizonte se puede interpretar como un espacio-tiempo con una

sola puntura. Ellos predicen que la velocidad máxima con laque se desplaza el agujero negro es del

orden de∼ 10 km/s. Por otro lado, Anninos y Brandt presentaron en [13] el primer estudio numéri-

co completamente no lineal de la colisión frontal de dos agujeros negros con una relación de masas de

q ∈ {1.0, 0.75, 0.50, 0.25}. Ellos encontraron que la velocidad máxima con la que se mueve el agujero

negro resultante es del orden de∼ 20 km/s. Recientemente, el grupo de Goddard presento un estudio

sistemático de la colisión de agujeros negros de frente con y sin espı́n en [46] usando la técnica del mo-

vimiento de punturas. Ellos encontraron que para una configuración de datos iniciales conq = 1.5, sin

espı́n y una masa ADM de1.24 la velocidad final del agujero negro es aproximadamente2.71 km/s.

En la figura 6.6 presentamos la componenteP z correspondiente a la configuraciones de datos iniciales

MI+0 y NI00 usando los invariantes de normaQpar/impar (linea roja/discontinua) y la descomposición

del escalar de WeylΨ4 en términos de los armónicos esféricos con peso de espı́n(linea azul/continua).

Nótese que las componentesy y x se anulan por simetrı́a.

Para calcular la velocidad con la que se mueve el agujero negro resultante de la colisión usamos

primero la expresión

dPz
dt

=
d3,0 r

2

16π

∫ t

−∞
dt′A2,0

∫ t

t0

dt′ Ā3,0

∣

∣

∣

∣

∣

Rext=40 M

, (6.19)

para encontrar el momento lineal radiadoP z y luego dividimos este momento entre la masa total de dicho

agujero, la cual puede ser calculada a partir de la diferencia entre la masa inicial ADM y la energı́a radiada

por el sistema. Con esto, obtenemos que la velocidad del agujero negro resultante es devz = 0.21 km/s

para la configuraciónMI+0 y devz = 3.21 km/s para la configuraciónNI00. Nótese que estos resultados

son compatibles con los resultados presentados en [13, 46].Estos resultados hacen que el escenario de

la colisión frontal de agujero negros sea poco interés en estudios astrofı́sicos cuando se comparan por

ejemplo con la velocidad esperada del agujero negro sin esp´ın proveniente de una colisión en órbita, la

cual es aproximadamente de200 km/s.
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FIGURA 6.6: Momento lineal en la direcciónz radiado en la colisión frontal de dos agujeros negros

(configuraciónMI+0) a un radio de extracción deR = 40M . Por la simetrı́a del problema las demás

componentes se anulan. El momento lineal es calculado usando la teorı́a de perturbaciones (linea ro-

ja/discontinua) o usando el escalar de WeylΨ4 (linea azul/continua). Nótese que la velocidad con la que

se mueve el agujero negro resultante es~v = 0.21 km/s êz . La figura interior de la derecha corresponde al

momento lineal radiado en la configuraciónNI00 usando el escalarΨ4 (linea azul/continua) y teorı́a de

perturbaciones (linea roja/discontinua). Encontramos que la velocidad con la que se desplaza el agujero

negro final es~v = 3.21 km/s êz . Estos resultados son consistentes con los resultados presentados en [46].
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6.4. Discusíon

Después del auge que tuvo la relatividad numérica recientemente con los trabajos de Pretorius y los

grupos de Brownsville y Goddard, se intensificó el estudio de la colisión de agujeros negros con su res-

pectivo patrón de ondas gravitacionales en todos los escenarios posibles, por ejemplo, agujeros negros en

órbita con y sin espı́n, con diferentes relaciones de masa,etc. En el capı́tulo 5 rederivamos las expresiones

para calcular la energı́a, momentos lineal y momento angular usando una descomposición del escalar de

Weyl Ψ4 en términos de armónicos esféricos con peso de espı́n. Relacionamos estas expresiones con las

expresiones tradicional usadas en relatividad numérica en términos de los invariantes de norma. En este

capı́tulo demostramos numéricamente, usando seis configuraciones de datos iniciales, que las expresiones,

por lo menos las de energı́a y momento lineal radiado, en teminos deΨ4 y en términos de los invariantes de

norma, son completamente equivalentes. Estos resultados son consistentes con los resultados presentados

en [13, 46].

En la tabla 6.2 presentamos los resultados obtenidos para nuestras siete configuraciones de datos iniciales.

Nótese que la masa radiada por el sistema en forma de ondas gravitacionales no cambia significativamente

por la presencia del espı́n. De manera similar el tiempo de colisión es aproximadamente el mismo para

todas las configuraciones. Antes de terminar esta sección es importante mencionar un punto importante.

Aunque la motivación original para estudiar la evoluciónnumérica de la colisión frontal de dos agujeros

negros era estudiar cual era el efecto del espı́n en el tiempode la fusión de este sistema binario y cual era la

dirección y magnitud final del espı́n del agujero resultante, los datos iniciales que usamos no nos permiten

concluir nada a este respecto. Claramente esto se debe a la magnitud del espı́n que consideramos. Sin

embargo, cuando incrementamos la magnitud del espı́n al rededor dea/m ∼ 0.82 no pudimos demostrar

convergencia en nuestros resultados numéricos a ningún orden. Los errores numéricos involucrados en

este tipo de evoluciones son mayores que los resultados esperados.
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CAPÍTULO 7

CONCLUSIONES

En esta tesis hemos presentado un estudio cuidadoso de tres importantes aspectos en relatividad

numérica: códigos para la evolución de espacio-tiemposadaptados a una simetrı́a dada, condiciones de

frontera compatibles con las constricciones y la radiación gravitacional proveniente de la colisión de un

sistema binario de agujeros negros.

En el capı́tulo 3 describimos una nueva técnica de regularización de códigos para la evolución de

espacio-tiempos esférica y axialmente simétricos. La principal motivación para implementar un código

adaptado a una simetrı́a de un problema dado es que podemos reducir la cantidad de recursos compu-

tacionales, esto nos permite estudiar con bastante detalleproblemas tales como fenómenos crı́ticos en el

colapso gravitacional [47], colisión frontal de agujerosnegros, etc. Por supuesto, podemos también ar-

gumentar que con las nuevas técnicas de refinamientos adaptativos [34, 17] o códigos de refinamiento

como Carpet, podemos también reducir la cantidad de recursos computacionales. Sin embargo, una de

la razones por las cuales insistimos en usar códigos adaptados es el de intentar responder a la pregunta

de como implementar un código en simetrı́a axial estable. Por supuesto, si implementámos estas técni-

cas en los códigos adaptados podrı́amos reducir considerablemente las necesidades computacionales con

respecto a un código tridimensional. En ese capı́tulo, mostramos anaĺıtica y numéricamente que nuestro

procedimiento de regularización es independiente de la estructura hiperbólica del sistema de ecuaciones

usado. Para esto, implementamos este algoritmo de regularización para el sistema de ecuaciones de evo-

lución ADM en simetrı́a axial y el sistema NOR para espacio-tiempos esférica y axialmente simétricos

y evolucionamos dos clase de datos iniciales.1 A modo de prueba, evolucionamos un espacio-tiempo de

1Elegimos trabajar con el sistema de ecuaciones tipo NOR en lugar el sistema de ecuaciones BSSN por que es

139



Capı́tulo 7. Conclusiones 140

Minkowsi en ambas simetrı́as con una perturbación gaussina inicial en la función de lapso. Esto nos ase-

gura que la dinámica no sea trivial. Encontramos que la perturbación se propaga a lo largo del dominio

computacional, en particular alrededor del origenr = 0 y del eje de simetrı́aρ = 0, y las componentes

de la métrica, curvatura extrı́nseca y las demás variables dinámicas permanecen regulares durante toda la

evolución numérica. Por otro lado, evolucionamos el espacio-tiempo de ondas de Brill que corresponde

a una solución de ondas gravitacionales no lineal. Para asegurar que nuestras evoluciones se encuentran

dentro del régimen no lineal, aunque sin colapsar a un agujeros negro, consideramos una amplitud apro-

ximada dea ≈ 3. Nuestras resultados muestran que, como era de esperar, lasondas de Brill se dispersan

completamente y las variables permanecen regulares durante la evolución. Un punto importante debe ser

mencionado aquı́. Aunque mostramos convergencia de nuestro código numérico para los experimentos

que presentamos, encontramos que para campos gravitacionales intensos, por ejemplo espacio-tiempo de

ondas de Brill con una amplituda ∼ 5, el código numérico se hace rápidamente inestable. Claramente es-

tas inestabilidades no son generadas por los términos tipo∼ 1/ρ, puesto que estas inestabilidades tendrı́an

que aparecer en los experimentos que presentamos en el capı́tulo 3. Creemos que estas inestabilidades son

inherentes el sistema de ecuación tipo NOR que usamos para las evoluciones axiales; este tipo de ecuacio-

nes es muy similar el sistema de ecuaciones Bona-Masso y Alcubierre y colaboradores encontraron que

este último sistema de ecuaciones presenta cierto tipo de inestabilidades en coordenadas cartesianas para

campos gravitacionales intensos.

Por otro lado, en el capı́tulo 4 presentamos varias familiasde condiciones de frontera compatibles

con las constricciones para las ecuaciones de Einstein en lanorma armónica. La motivación para estudiar

este problema es simple. Las condiciones de frontera que se usan en la mayor parte de las simulaciones

numéricas no son compatibles con las constricciones. Estocausa que modos de propagación que violan

las constricciones se propaguen desde la frontera y hacia elinterior del dominio computacional. Miller,

Gressman y Suen mostraron en [88] que las condiciones de frontera artificiales en la evolución binaria de

estrellas de neutrones puede afectar dramáticamente la dinámica en regiones cercanas a las estrellas. Como

imponer condiciones de frontera no es trivial, usamos condiciones de frontera razonablemente buenas, por

ejemplo condiciones radiativas, lo suficientemente lejos para que no afectan la dinámica en las regiones

de interés; en las simulaciones que presentamos en el capı́tulo 6 estudiamos la colisión frontal de agujeros

negros separados una distancia coordenada aproximada deL = 12M y la frontera exterior lo colocamos

más simple de implementar numéricamente; la formulación NOR no hace ninguna descomposición conforme de la

métrica ni de la curvatura extrı́nseca.
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a una distancia de380M .

Para especificar un conjunto de condiciones de frontera uno debe tener en cuenta que estas condi-

ciones deben ser compatibles con las constricciones, es decir, estas condiciones deben garantizar que los

datos iniciales que satisfacen las constricciones deben implicar soluciones que satisfagan las constriccio-

nes y además que sean estables. No es útil imponer condiciones de frontera a un conjunto de ecuaciones

de evolución que se haga inestable por culpa de las fronteras. Teniendo en cuenta esto, elegimos trabajar

en la norma armónica porque las ecuaciones de Einstein se pueden reescribir como un conjunto de diez

ecuaciones de evolución tipo onda para las diez componentes métricas. Con esto, heredamos automática-

mente toda la estructura matemática de este tipo de ecuaciones; se debe tener cuidado cuando se intenta

aplicar los resultados obtenidos al resolver la ecuación de onda ya que las diez componentes métricas

no representan grados de libertad fı́sicos. Esto nos permitió imponer varias familias de condiciones de

frontera que divididos, por simplicidad, en condiciones deprimer, segundo y orden mayor; el orden se

refiere al grado de las derivadas de la métrica. Mostramos anaĺıticamente, usando una propuesta de Kreiss

y Winicour [80], y numéricamente que el problema de valoresiniciales asociado con las ecuaciones de

Einstein en esta norma y con las condiciones de frontera propuestas está bien planteado. Lo interesante

de este tipo de condiciones de frontera, como se mostró en [106], es que no es necesario imponerlas mas

allá de la zona de extracción de ondas gravitacionales

Finalmente, en los capı́tulos 5 y 6 estudiamos la radiacióngravitacional proveniente de la colisión

frontal de agujeros negros. Las ondas gravitacionales han tomado recientemente muchas importancia,

no solo por que se espera que se conviertan en una nueva ventana astronómica, sino porque además la

relatividad numérica por fin, después de cuarenta años deinvestigación, puede estudiar con todo detalle los

patrones de ondas gravitacionales provenientes de la colisión de objetos compactos en una gran cantidad

de escenarios con relevancia astrofı́sica. Por otro lado, ya que los observatorios de ondas gravitacionales

(LIGO, VIRGO, GEO 600) están en proceso de calibración o están reuniendo datos, es indispensable

conocer teóricamente los posibles patrones de ondas gravitacionales que se esperan observar y cuales es

su posible fuente [1].

En el capı́tulo 5 obtuvimos las expresiones generales para calcular la energı́a, el momento lineal y an-

gular transportado por las ondas gravitacionales. Para encontrar estas expresiones usamos dos métodos;

el primer método usa una descomposición del escalar de Weyl Ψ4 en términos de los armónicos tenso-

riales con peso de espı́n. Esto nos permite expresar la energı́a y los momentos radiados en términos de

los coeficientesAlm que se calculan directamente en la evolución numérica. Por otro lado, podemos tam-

bién calcular estos observables fı́sicos en términos de perturbaciones invariantes de un espacio-tiempo
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de Schwarzschild; este último fue el método que tradicionalmente se uso dentro de la comunidad de re-

latividad numérica. Sin embargo, tiene un inconveniente.Para calcular la energı́a y momentos radiados,

necesitamos identificar la métrica de Schwarzschild y la perturbaciónhµν . Esta es la razón por la cual hoy

en dı́a usamos la extracción de ondas gravitacionales en t´erminos del escalar de WeylΨ4. Nótese, sin em-

bargo, que este método tiene una gran desventaja. Para definir los escalares de Weyl necesitamos definir

la tetrada nula (5.37), lo cual no es un problema trivial. Para detalles ver por ejemplo [82]. Por otro lado,

en el capı́tulo 6 presentamos un breve estudio sobre la colisión frontal de agujeros negros con y sin espı́n,

usando la técnica de punturas móviles, para demostrar numéricamente que las expresiones calculadas con

estos dos métodos son equivalentes. Por simplicidad, soloconsideramos datos iniciales correspondientes a

dos agujeros negros inicialmente sobre el ejez. Esto automáticamente hace que todas las componentes del

momento angular~J se anulen por simetrı́a. Un punto importante, que no se tuvo en cuenta inicialmente,

es que todas las suposiciones que se hacen para encontrar losdatos iniciales conducen a una solución con

una cantidad no deseada de radiación gravitacional. Esta contenido de ondas gravitacionales en el proble-

ma de la colisión frontal de agujeros negros es comparable con la radiación emanada por el sistema fı́sico

considerado.



APÉNDICE A

H IPERBOLICIDAD DE LAS ECUACIONES

DE EVOLUCI ÓN

En el capı́tulo 2 introdujimos varias formulaciones alternativas a las ecuaciones de evolución ADM.

La introducción de estas nuevas formulaciones es necesaria pues se ha mostrado teórica y empı́ricamente

que el problema de valores iniciales asociado con las ecuaciones ADM, usando por ejemplo las usuales

ecuaciones de evolución para el lapso (tipo Bona-Masso) y la ecuación de evoluciónGamma Driver

para el vector de corrimiento, esta mal planteado. En el cap´ıtulo 4 ya hemos discutido el problema de

valores iniciales asociado con las ecuaciones de Einstein escritas en la norma armónica con condiciones de

frontera usando operadores pseudodiferenciales. En este apéndice, por otro lado, discutimos el problema

de valores iniciales asociado con las ecuaciones de evolución usado en el capı́tulo 3 usando las llamadas

funciones propias. Una discusión detallada sobre esto puede ser encontrada en [3, 102].

La idea principal de garantizar que el problema de valores iniciales asociado con un sistema de ecua-

ciones dado este bien planteado es que con esto podemos demostrar que, como veremos más adelante,

pequeñas perturbaciones en los datos iniciales implicaran pequeñas perturbaciones en la solución final.

Asegurar esto cuando se buscan soluciones numéricas es indispensable puesto que siempre tenemos erro-

res de redondeo que se introducen en todo código numérico.Intuitivamente decimos que el problema

de valores iniciales asociado con un sistema de ecuaciones esta bien planteado si existe una solución

única del sistema que depende continuamente de los datos iniciales. Formalmente hablando, siguiendo

a Reula [102], un sistema de ecuaciones diferenciales esta bien planteado si existe una norma‖.‖ y dos

constantesα y k tal que para cualquier conjunto de datos iniciales suaves y cualquiert > 0 podemos

143



A.1. Hiperbolicidad 144

hacer la siguiente estimación:

‖u(t, .)‖ ≤ k eα t, ‖u(0, .)‖ . (A.1)

Como consecuencia de esto tenemos que: como la norma de la solución puede ser acotada con las misma

constante para todos los datos iniciales, automáticamente garantizamos que pequeñas perturbaciones en

los datos iniciales se traducen en pequeñas perturbaciones en la solución final.

A.1. Hiperbolicidad

Para definir el concepto de hiperbolicidad, comencemos considerando un sistema deN ecuaciones de

la forma1

∂tua + ∂jF
j
a = qa a ∈ {1, · · ·N} , (A.2)

dondeF ja y qa son funciones deu y no de sus derivadas. Este sistema se puede reescribir como

∂tua +M j
a b ∂ju

b = qa a, b ∈ {1, · · ·N} , (A.3)

donde hemos definidoM j
a b ≡ ∂F ja/∂u

b y, por simplicidad, suponemos queM j
a b es una matriz de

coeficientes constantes. Siguiendo a [103], consideremos el sı́mbolo principal deM j
a b que es definido

como

Pa b(nj) ≡M j
a b nj ,

dondenj es un vector unitario arbitrario. Con esto, podemos ahora dar las siguiente definición:

Definición A.1.1 El sistema(A.3) es fuertemente hiperbólico si el śımboloPa b tieneúnicamente valores

propios reales y es diagonalizable.

Para sistemas fuertemente hiperbólicos, siempre es posible construir una matriz hermitianaH = H(ni)

tal que la matrizH P es simétrica, es decir,

H P − P T H = 0 , (A.4)

dondeP T es la matriz transpuesta deP . Esta es la razón por la cual la matrizH recibe el nombre de,

como ya mencionamos en el capı́tulo 4, simetrizador. Adicionalmente, diremos que el sistema de ecuacio-

nes (A.3) es simétricamente hiperbólico si el simetrizador H resulta ser independiente del vector unitario

1La mayor parte de las ecuaciones de evolución en la relatividad general siempre se pueden reescribir de esta

manera.
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ni. La definición A.1.1 puede ser generalizada a sistemas cuasi-lineales para los cuales la matrizM j
a b de-

pende deua. Para este tipo de sistemas es necesario exigir que el simetrizadorH, el cual puede depender

ahora deua y del vectorni, sea suave (para detalles ver [124]). Sin embargo, para la discusión presentada

aquı́ es suficiente con suponer que la matrizM j
a b es constante.

La importancia de la existencia del simetrizador esta relacionada con el hecho de que conH podemos

definir una norma para la solución, usualmente llamadala enerǵıa del sistema.2 Esta norma es definida

como

E(t) ≡ ‖u‖2 =

∫

u†HudV , (A.5)

dondeu† es el adjunto deu y dV = dx1 · · · dxj . Esta norma se puede emplear, cuando el sistema

es simétricamente hiperbólico y las condiciones son maximalmente disipativas (ver apéndice C), para

mostrar que el sistema de valores iniciales acotado esta bien planteado [81, 3].

Otra propiedad importante de los sistemas hiperbólicos esque son causales. Para entender esto, con-

sideremos el sistema de ecuaciones (A.3) conqa = 0 y, por simplicidad, supongamos que estamos en

una sola dimensión ejemplox. Si R es la matriz construida a partir de los vectores propios~ei deMx
a b,

podemos ahora definir

u ≡ Rw ⇒ w = R
−1

u . (A.6)

Nótese que por construcción siempre es posible invertirR, ya que los sistemas fuertemente hiperbólicos

tienen un conjunto de completo de vectores propios independientes. Las funcionesw son conocidas como

funciones propias. Por otro lado, ya que la matrizR se construye a partir de los vectores propios deMx
a b,

bajo una transformación de semejanza podemos reescribirMx
a b en su forma diagonal de acuerdo con

R
−1M R = Λ , (A.7)

donde la matrizΛ es diagonal y cada uno de sus elementos es un valor propio deM . Usando (A.3) es fácil

mostrar que la ecuación de evolución para las funciones propiasw es

∂tw + Λ ∂xw = 0 . (A.8)

Ası́, hemos transformado el sistema de ecuaciones diferenciales (A.3) en un sistema desacoplado deN

ecuaciones de advección con velocidad de propagaciónλa; cada una de estas velocidades corresponde a

2Para cierto tipo de ecuaciones, como la ecuación de onda, esta norma coincide con la energı́a fı́sica.
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una velocidad de propagación de cada uno de los modos caracterı́sticos del sistema. Por lo tanto, en sis-

temas fuertemente hiperbólicos no existen modos que se propaguen a velocidades instantáneas. En otras

palabras, el dominio de dependencia del sistema para cualquier conjunto de datos iniciales es acotado.

Una detalla discusión acerca del dominio de dependencia para sistemas lineales y cuasi-lineales es pre-

sentada por Reula en [103]. Nótese que hasta este punto de ladiscusión, hemos considerado solo el caso

lineal. Para casos no lineales, en general, no podemos definir un conjunto de funciones que simplemente

se propaguen a lo largo de las ĺıneas caracterı́sticas del sistema. Aunque, en analogı́a con lo hecho en el

capı́tulo 4, podemos usar perturbaciones de un estado base.En este caso, encontramos que las perturbacio-

nes se propagan a lo largo de ĺıneas caracterı́sticas [3]. Afortunadamente, en relatividad general podemos

usar el concepto de funciones propias ya que la no linealidadde estas ecuaciones aparece en los términos

fuente.

Con esta breve introducción a sistemas hiperbólicos, estamos ahora en condiciones de discutir las

propiedades matemáticas de los sistemas de ecuaciones presentados en el capı́tulo 2. Sin embargo, por

simplicidad nos limitaremos a discutir a continuación solamente las propiedades de los sistemas ADM y

NOR.

A.2. Hiperbolicidad de ADM

Como ya hemos mencionado antes, existen por lo menos dos formas para estudiar las propiedades de

hiperbolicidad de un sistema de ecuaciones. Con la técnicade operadores pseudodiferenciales podemos

analizar directamente el sistema de ecuaciones de evoluci´on, que son ecuaciones diferenciales de segundo

orden (ver capı́tulo 4). Por otro lado, la técnica de las funciones propias, que usaremos a continuación,

solo se puede aplicar a sistemas de ecuaciones de primer orden.

Comencemos reexpresando las ecuaciones de evolución ADM,ecuaciones de evolución (2.10) y (2.13),

como ecuaciones de primer orden. Para esto, siguiendo a [28], definimos las variables auxiliares

Dijk ≡
1

2
∂iγjk , Fi ≡ ∂i lnα . (A.9)

Las ecuaciones de evolución para estas variables pueden ser obtenidas directamente de (2.10) y (2.23).

Para el análisis que sigue es suficiente con considerar tan solo la parte principal de las ecuaciones de

evolución. Teniendo en cuenta esto, las ecuaciones de evolución para las variablesDijk y Fi toman la



A.2. Hiperbolicidad de ADM 147

forma

∂0Dijk ≃ −α ∂iKjk , (A.10)

∂0Fi ≃ −αf ∂iK , (A.11)

donde hemos definido∂0 ≡ ∂t − βi∂i, y donde, a partir de este momento, el sı́mbolo≃ indica igualdad

solamente con la parte principal. Por otro lado, para encontrar la parte principal de la ecuación de evolución

de la curvatura extrı́nseca necesitamos encontrar la parteprincipal del tensor de Ricci. Es fácil demostrar

que la parte principal de este tensor esta dada por:

Rij ≃ −1

2
γlm ∂l∂mγij + γk(i∂j) Γk

= ∂lD
l
ij + 2 ∂(jD

l
i)l − ∂(jDi)

l
l
. (A.12)

Por lo tanto, la ecuación de evolución para la curvatura extrı́nseca (2.57) puede ser reescrita como

∂0Kij ≃ −α ∂kΛkij , (A.13)

donde hemos definido aΛkij como

Λkij ≡ Dk
ij + δk(i

[

Fj) +Dj)l
l − 2Dl

j)l

]

. (A.14)

Ası́, considerando solo la parte principal, las ecuacionesADM se reducen al sistema de ecuaciones

∂0Dijk ≃ −α ∂iKjk , (A.15)

∂0Fi ≃ −αf ∂iK , (A.16)

∂0Kij ≃ −α ∂kΛkij . (A.17)

A pesar de queΛkij no son cantidades independientes, para el análisis que estamos haciendo es necesario

tener en cuenta sus ecuaciones de evolución. Usando las anteriores expresiones es directo mostrar que

∂0Λ
k
ij ≃ −αγek ∂eKij − α δk(i

[

(f + 1) ∂j)K − 2 γel ∂eKj) l

]

. (A.18)

Teniendo en cuenta lo anterior, en tres dimensiones tenemosun conjunto de27 ecuaciones para estudiar

que corresponden a las18 variables independientes deDijk, las tres componentes de las variablesFi y

las seis componentes independientes para la curvatura extrı́nsecaKij . La idea es entonces encontrar27
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funciones propias independientes que nos permitirán recobrar las27 variables originales.3 Por simplicidad

comencemos con las ecuaciones (A.15) y (A.16) y consideremos solamente derivadas a lo largo de una

dirección arbitraria digamosx. Con esto, podemos reescribir estas ecuaciones como

∂tFa − βx ∂xFa ≃ 0 , (A.19)

∂tDajk − βx ∂xDajk ≃ 0 , (A.20)

paraa 6= x. Nótese que, teniendo en cuenta la ecuación (A.8), las dosvariablesFa y las12 variablesDajk

son funciones propias con velocidad propia−βx. Antes de continuar con el análisis es necesario tener en

cuenta el siguiente hecho [3]. Supongamos que tenemos las funciones(u1, u2) satisfacen el sistema de

ecuaciones

∂tu1 = a ∂xu2 , ∂tu2 = b ∂xu1 . (A.21)

Este sistema tiene la estructura de una ecuación de onda. Esfácil mostrar que las velocidades de propaga-

ción del sistema son±
√
ab y que sus correspondientes función propias sonw± = u1 ∓

√

(a/b) u2.

Para encontrar las siguientes funciones propias consideremos quea, b 6= x. Con esto y considerando

solamente derivada a lo largo de la direcciónx, podemos reescribir las ecuaciones (A.17) y (A.18) como

∂0Kab ≃ −α ∂xΛxab , (A.22)

∂0Λ
x
ab ≃ −α γxx∂xKab . (A.23)

Por lo tanto, de estas dos expresiones obtenemos seis funciones propias más que se propagan con velocidad

−βx ± α
√
γxx.4 Estas funciones tienen la forma

√
γxxKab ∓ Λxab . (A.24)

Con estas6 nuevas funciones propias tenemos20 de las27 funciones propias que buscamos. Para encon-

trar las7 funciones restantes, supongamos ahora que alguno de los ı́ndicesi o j en la ecuación (A.18) es

igual ax. Con esto, podemos reescribir (A.18), a orden principal, como

∂0Λ
x
xb ≃ α γxc ∂xKbc , (A.25)

3Es suficiente considerar que las funciones propias son combinaciones lineales de las cantidades origina-

les u = (Fi, Dijk,Kij) de la formawa = Cab u
b. Por lo tanto, la parte principal evoluciona de acuerdo a

∂twa + λa∂xwa ≃ 0 con velocidad propiaλa.
4Nótese que estas son solamente seis funciones propias puesto que las variablesKab y Λx

ab son simétricas en

los ı́ndicesa y b.
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donde los ı́ndicesc y b son diferentes dex. Teniendo en cuenta la ecuación de evolución paraKbc,

∂0Kbc ≃ −α ∂xΛxbc , (A.26)

nos encontramos con un problema. La variableΛxxb evoluciona con la componenteKbc mientras que esta

componente evoluciona conΛxbc. En términos de la matriz caracterı́sticaM , este subsistema se puede

reescribir como,

M =

(

0 0

−α 0

)

, (A.27)

que claramente no es diagonalizable. Por lo tanto, no podemos encontrar el conjunto de27 funciones

propias para el sistema de ecuaciones ADM. Se puede mostrar que todos lo valores propios del sistema

son reales, ası́ que el sistema es débilmente hiperbólico[75]. A continuación mostraremos un ejemplo de

un sistema fuertemente hiperbólico.

A.3. Hiperbolicidad del sistema de ecuaciones tipo NOR

A continuación demostraremos expĺıcitamente que el sistema de ecuaciones tipo NOR, junto con la

ecuación de evolución para el lapso (2.23), corresponde aun sistema de ecuaciones fuertemente hi-

perbólico para el caso en el que los coeficientesη = 0 y ξ = 2. Por simplicidad, para el siguiente análisis

asumiremos que el vector de corrimientoβi(t, xj) es una función conocida del espacio-tiempo, ası́ que

sus derivadas pueden ser consideradas como términos fuentes para el análisis de hiperbolicidad.

La parte principal del tensor de Ricci (2.67) es

Rij ≃ −1

2
γlm∂l∂mγij + ∂(i∆j)

= −∂mDm
ij + ∂(i∆j) . (A.28)

Por lo tanto, la ecuación de evolución para la curvatura extrı́nseca (2.57) puede ser escrita como

∂0Kij ≃ −α ∂kΛkij , (A.29)

donde, una vez más, hemos definido aΛkij como

Λkij ≡ Dk
ij + δk(i

[

Fj) − ∆j)

]

. (A.30)

Por otro lado, la ecuación de evolución para∆i, considerando solo la parte principal, es

∂0∆i ≃ −α
(

2 ∂mK
m
i − ∂iK

)

+ 2αMi = −α∂iK . (A.31)
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Resumiendo, nuestro sistema de ecuaciones tipo NOR, a ordenprincipal, tiene la forma

∂0Fi ≃ −αf ∂iK , (A.32)

∂0Dijk ≃ −α ∂iKjk , (A.33)

∂0∆i ≃ −α ∂iK , (A.34)

∂0Kij ≃ −α ∂kΛkij . (A.35)

Como ya mencionamos antes, a pesar de queΛkij nos son cantidades independientes, para el siguiente

análisis es necesario tener sus ecuaciones de evolución.Usando (A.32), (A.33) y (A.34), es fácil mostrar

que

∂0Λ
k
ij ≃ −α

[

γkl ∂lKij + (f − 1) δk(i∂j)K
]

. (A.36)

Por lo tanto tenemos un sistema de treinta ecuaciones diferenciales para analizar. Estas ecuaciones corres-

ponden a tres componentes deFi, 18 componentes independientes deDijk, seis componentes indepen-

dientes deKij y tres componentes independientes de∆i. De nuevo la idea es entonces encontrar treinta

funciones propias linealmente independientes con sus correspondientes velocidades propias. Para esto, en

analogı́a con el caso anterior, elegimos una dirección especifica, por ejemplox e ignoramos las derivadas a

lo largo de las otras direcciones. Teniendo en cuenta esto, podemos escribir las ecuaciones (A.32), (A.33)

y (A.34) como

∂tFa − βx ∂xFa ≃ 0 , (A.37)

∂tDajk − βx ∂xDajk ≃ 0 , (A.38)

∂t∆a − βx ∂x∆a ≃ 0 , (A.39)

dondea 6= x. De nuevo, automáticamente hemos encontrado que las16 cantidadesDaij , Fa y ∆a son

funciones propias con velocidad propia−βx.5 Por otro lado, si tomamos la traza de (A.33) y la restamos

de (A.32) obtenemos

∂t(Fa − f Da
k
k) − βx∂x(Fa − f Da

k
k) ≃ 0 , (A.40)

que corresponde a una sola función propia extra pues ya hemos consideradoFa. De manera similar,

restando la traza de (A.33) con (A.34) obtenemos

∂t (Dx
m
m − ∆m) − βx∂x (Dx

m
m − ∆x) ≃ 0 , (A.41)

5Nótese que como el ı́ndicea 6= x las funcionesFa y ∆a corresponden a cuatro funciones propias. Por otro

lado, puesto que la variableDaij es simétrica en los ı́ndicesi y j tenemos doce funciones propias más.
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que corresponde a la función propiaDx
m
m −∆x con velocidad propia−βx. Resumiendo, hemos encon-

trado18 de las30 funciones propias que buscamos. Las restantes funciones propias se obtienen combinado

la ecuación de evolución para la curvatura extrı́nseca (A.35) con (A.18). Por simplicidad asumiremos que

βi = 0. Si una vez mása 6= x, el sistema de ecuaciones se reduce a

∂tKai ≃ −α ∂xΛxai , (A.42)

∂tΛ
x
ai ≃ −α γxx∂xKai . (A.43)

De estas ultimas expresiones, es claro que tenemos otras diez funciones propias de la forma

√
γxxKai ∓ Λxai , (A.44)

con velocidad de propagación±α√
γxx. Finalmente, si consideramos la traza de (A.35) y (A.18), tene-

mos que

∂tK ≃ −α ∂xΛx , (A.45)

∂tΛ
x ≃ −α f γxx∂xK , (A.46)

dondeΛx ≡ γmnΛxmn. Por lo tanto, las dos ultimas funciones propias son

√

f γxxK ∓ Λx , (A.47)

con velocidad de propagación±α
√
f γxx. De esta forma vemos que la formulación tipo NOR conη = 0

y ξ = 2 es fuertemente hiperbólica. En general, uno puede mostrarque este sistema de ecuaciones es

fuertemente hiperbólico para los siguientes casos:6

η = 0, ξ = 2 y f > 0,

η = 0, ξ > 0 y f > 0 perof 6= 1,

η 6= 0, ξ > 0 y f > 0, peroη (2 − ξ) > −1/2.

Bajo un procedimiento completamente análogo, se pude mostrar que el sistema de ecuaciones BSSN,

con una elección adecuada de las ecuaciones de evolución para las variables de norma, es fuertemente

hiperbólico [112, 65, 22].

6Para una detalla descripción en términos de funciones propias ver [3]. Una detallada discusión en términos de

operadores pseudodiferenciales es presentada por Taylor en [128].



APÉNDICE B

ECUACIONES DE EVOLUCI ÓN TIPO NOR

PARA EL CASO ESFÉRICO

En este apéndice mostramos expĺıcitamente que el sistemade ecuaciones tipo NOR, presentado en

la sección 2.4.2 para el caso de simetrı́a esférica, es regular. En el caso de simétria axial, por otro lado,

las ecuaciones de evolución también son maniefiestamenteregulares. Sin embargo, ya que estas ecuacio-

nes son extremadamente largas, consideramos que su regularidad queda clara de los ejemplo numéricos

presentados en el capı́tulo 3. Ası́ que, no escribimos explicitamente estas ecuaciones aquı́.

Teniendo en cuenta las expresiones (3.57) y (3.58), las ecuaciones de evolución restantes tipo NOR,

para un espacio-tiempo esféricamente simétrico son:

∂tKH =
αH3

2 r A2 T 2

(

∆rH2 − FrH − 2DH

)

+
α

2A2 T 2

[

DH
2

4

(

3H2 − r2 J (A+ 9H)
)

+
Ar4DJ

2 T

4
+

H2 J r2
(

J + 2KAKH − 2 r Fr J
)

+
(

A2DH T
2 − r J

(

r2H3 J + r2AH J T +A2 T 2
)

)

∆r +

r DH J
(

5H2 + 8 r2H J + 13 r4 J2
)

+ r6 J3
(

− 2KAKH + 3J (r Fr − 5)
)

−A2 Fr
2 T 2 +

r2DJ

(

AF −H2 J − 5 r5 J3
)

+ 2H3
(

J + 2 r Fr J +KA

(

KT − r2KJ

)

)

− 4A2 T 2 ∂rFr −

2 r4H J2
(

2J
(

r Fr + 7
)

+KA

(

KT − r2KJ

)

)

+
r4HDJ

2

(

DJ H − 36J2 r − 5DJ J r
2
)

+

1

2
DH DJ r

2
(

3H2 − 2H J r2 + 7J2 r4
)

T 2 +A3 T 2∂r∆
r −AT 2 ∂rDH

]

, (B.1)

153
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∂tKJ =
αH5

2 r A2 T 2
∂r

(

∆r

r

)

− αH4

2 r A2 T 2
∂r

(

Fr
r

)

+
αH2DH

8 r2A2 T 2

(

4Fr H −DH

)

+
αH2

2 r A2 T 2
×

(

− 6H DJ + 11J DH − 2H J Fr + 3J H2 ∆r
)

+DH
2

(

−5H J +
3J2 r2

2

)

+

DH

(

H2 (7DJ − 2J Fr) + 12H J2 r − 2H J
(

DJ + J r2 Fr
)

+ 14J3 r3 + J2 r4 ×
(

3DJ + 2J Fr
)

)

− 4H3KAKJ +H J r2
(

− 5DJ
2 r2 + 4J2 (r Fr − 13) + 4J r ×

(

− 6DJ +KAKJ r)
)

+ 4H2

(

J KA (KH +KT ) − 3J rDJ + J2

(

2 r2 Fr
2 − 9 −

DJ
2 r2

4

))

− 2AT 2 ∂rDJ − J2 r4
(

8J KA(KH +KT ) + 12J rDJ − 3DJ
2 r2 +

4J2 (r Fr (r Fr + 1) + 5)
)

+ 2
(

A2DJ T
2 + J2 r

(

−2J r2 + T
) (

H2 +AT
)

)

∆r +

2
(

2H2 J2 r2 − J4 r6
)

∂rFr + 2J
(

−H2(A+H)J r2 +

AJ3 r6 +AH2 T
)

∂r∆
r , (B.2)

y finalmente,

∂t∆
r =

α

A3 T 2

[

2H2 r
(

6JKH +AKJ

)

+ 12J3 r5KH − 10AJ2 r5KJ +AFr T
(

−AKJ r
2 +

KH

(

A+ 2J r2
)

)

+ 2DH KA T
2 + 2DJ KA r

2 T 2 −A2 T ∂rKH − 2H
(

J2
(

−4KT r
3+

4KJ r
5
)

+AT
(

FrKJ r
2 + ∂rKH

)

)

+A (A+ 2J) r2 T ∂rKJ

]

, (B.3)

donde hemos definido, en analogı́a con el capı́tulo 3, las variablesFr = ∂rlnα, DH = ∂rH/2 y

DJ = ∂rJ/2. Nótese que teniendo en cuenta los resultados presentadosen la sección 3.1.1, es fácil

concluir que todas estas ecuaciones de evolución son regulares en todo punto, especı́ficamente hablando,

en el origenr = 0.



APÉNDICE C

CONDICIONES DE FRONTERA

MAXIMALMENTE DISIPATIVAS

En el capı́tulo 4 y en el apéndice A mencionamos un tipo especial de condiciones de frontera: las

condiciones de frontera maximalmente disipativas. El propósito de este apéndice es mostrar, usando un

ejemplo muy sencillo, cual es la caracterı́stica de este tipo de condiciones de frontera. Una detalla discu-

sión acerca de este tipo de condiciones de frontera puede ser encontrada en [81, 66, 79, 3].

Como ya hemos mencionado antes, uno puedo usar la estimación de la energı́a para mostrar que un

sistema de ecuaciones tiene un problema de valores iniciales acotado bien planteado. Sin embargo, si las

condiciones de frontera no son maximalmente disipativas o el sistema no es simétricamente hiperbólico

esta técnica no se puede aplicar. Veamos porqué ocurre esto. Para comenzar, siguiendo a [3], consideremos

una forma simplificada del sistema de ecuaciones (4.53),

∂tu+M i∂iu = 0 , (C.1)

dondeM i son matrices de coeficientes constantes. Adicionalmente asumiremos que el sistema de ecua-

ciones es simétricamente hiperbólico. Esto implica, como mencionamos en el apéndice A, que podemos

construir un simetrizadorH. Una vez construidoH podemos definir una norma para las soluciones del

sistema (C.1)

E(t) ≡ ‖u‖2 =

∫

Σ
u†HudV . (C.2)

Ahora veamos cual es la variación en el tiempo de esta norma.Para esto, tomando una derivada temporal

encontramos, después de usar la ecuación de evolución (C.1) y que la matrizHM i es simétrica ya queH
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es independiente del vector unitarioni, que

∂tE = −
∫

Σ
∂i

(

u†HM i u
)

dV . (C.3)

Nótese que un punto importante para llegar a la anterior expresión es que el sistema sea simétricamente

hiperbólico. Finalmente, usando el teorema de la divergencia, podemos reescribir (C.3) como

∂tE = −
∫

∂Σ

(

u†H P (~n)u
)

dA . (C.4)

En esta última expresión, hemos usado la definición del s´ımboloP (~n) ≡ M ini (ver apéndice A). Para

encontrar la variación en el tiempo de (C.2) es necesario construir expĺıcitamente el simetrizadorH. Para

este caso, en el cual el sistema de ecuaciones es (C.1), este operador puede ser trivialmente construido en

términos de los vectores propios del sı́mbolo en la forma

H = R−1T R−1 , (C.5)

dondeR es la matriz de los vectores propios columna deP . Con (C.5) uno puede mostrar fácilmente la

siguiente relación:

H P = R−1T R−1 P = R−1T R−1 P RR−1 = R−1T ΛR−1 , (C.6)

donde el ı́ndiceT representa la transpuesta de matriz transpuesta yΛ es la matriz diagonal de los valores

propios deP . Usando esta expresión en la ecuación (C.4), podemos reescribir la variación en el tiempo

deE como

∂tE = −
∫

∂Σ

(

ω† Λω
)

dA , (C.7)

donde hemos definido los campos propiosω comoω ≡ R−1u. Finalmente, asumiendo que la matrizΛ

tiene la forma

Λ =









−ΛI 0 0

0 Λ0 0

0 0 ΛII









, (C.8)

dondeΛ0 es la submatriz correspondiente a los valores propios nulosdeP y ΛI y ΛII son las submatrices

definidas positivas correspondientes a los valores positivos y negativos deP . Esta forma deΛ nos permite

reescribir la expresión (C.7) como

∂tE =

∫

∂Σ

(

ω†
−ΛIω−

)

dA−
∫

∂Σ

(

ω†
+ΛIIω+

)

dA ,



Apéndice C. Condiciones de frontera maximalmente disipativas 157

dondeω± son los campos propios asociados con los valores propios positivos y negativos respectivamente.

Nótese que el primer término de esta última expresión siempre es definido positivo (aumenta la energı́a),

mientras que el segundo término es siempre definido negativo (disminuye la energı́a). En otras palabras, las

modos de propagación que salientes disminuyen la energı́adel sistema, mientras que los modos entrantes

la aumentan. Por lo tanto, si asumimos que en la frontera

ω− =̂ S ω+ ,

dondeS es una matriz que relaciona los campo entrantesω− y salientesω+ y que satisface la relación

ω†
+S

T |Λ−|Sω+ ≤ ω†
+Λ+ω+, la energı́a del sistema no aumenta en el tiempo. Este tipo especial de

condiciones de frontera son conocidas como maximalmente disipativas [81, 66, 79, 3].



APÉNDICE D

ARM ÓNICOS ESFÉRICOS CON PESO DE

ESṔIN

En este apéndice discutiremos brevemente algunas propiedades de los armónicos esféricos con peso

de espı́n. Una detallada discusión acerca de estas funciones puede ser encontrada en [134, 63, 3]. Los

armónicos esféricos con peso de espı́n se introdujeron por primera vez por Newman y Penrose en [96]

para estudiar la radiación gravitacional. Sin embargo, hoy en dı́a se usan en el estudio de las soluciones a

las ecuaciones de Maxwell, ecuación de Dirac, o ecuacionesdinámicas para campos con espı́n arbitrario

[116].

Las armónicos esféricos con peso de espı́n son una generalización de los armónicos esféricos usuales

Y l,m y son funciones complejas sobre la esfera. Antes de intentardefinir estas funciones, es útil entender

que significa que una cantidad geométrica tenga un peso de espı́n. Para esto, comencemos consideremos

una función complejaf sobre la esfera que puede corresponder a las componentes de objetos tenso-

riales/espinoriales en una base ortonormal(êr, êθ, êϕ) inducida por las coordenadas esféricas(r, θ, ϕ).

Diremos que la funciónf tiene peso de espı́ns si, bajo una rotación de la base angular(êθ, êϕ) por una

ánguloψ, esta función transforma comof → e−i s ψ f . Un ejemplo trivial de esto es una función es-

calar cuyo peso de espı́n claramente ess = 0. Un ejemplo, un poco más interesante corresponde a un

vector tridimensional~v con componentes(vr̂, vθ̂, vφ̂). Nótese que estas componentes no corresponden a

las componentes en la base coordenada. En la base coordenadadonde los vectores no son unitarios, las

componentesvi están relacionadas con las componentesvî por (vr̂, vθ̂, vφ̂) = (vr, r vθ, r sin θ vφ). Para
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Apéndice D. Armónicos esféricos con peso de espı́n 160

encontrar el correspondiente peso de espı́n de dicho vector, definimos los vectores unitarios complejos

ê± ≡ (êθ ∓ iêϕ) /
√

2 . (D.1)

Con esto, podemos reescribir el vector~v en la forma

~v = v0êr + v+ê+ + v−ê− , (D.2)

donde hemos definido la componentev0 ≡ vr̂, la componentev± ≡ (vθ̂± ivφ̂)/
√

2. Si consideramos una

rotación de los vectores(êθ, êϕ) por un ánguloψ, es fácil mostrar que la componentev0 tiene peso de

espı́ns = 0, mientras que las componentesv± tienen peso de espı́ns = ±1.

Los armónicos esféricos con peso de espı́n, denotados usualmente porsY l,m(θ, ϕ), forman una base

para el espacio de funciones con un peso de espı́ns definido. Estas funciones pueden ser introducidas de

diferentes maneras. Por ejemplo, podemos comenzar especificando los operadores

ðf ≡ − sins θ

(

∂θ +
i

sin θ
∂ϕ

)

(

f sin−s θ
)

= −
(

∂θ +
i

sin θ
∂ϕ − s cot θ

)

f , (D.3)

ð̄f ≡ − sin−s θ

(

∂θ −
i

sin θ
∂ϕ

)

(f sins θ)

= −
(

∂θ −
i

sin θ
∂ϕ + s cot θ

)

f . (D.4)

Teniendo en cuenta estas definiciones, podemos definir los armónicos esféricos con peso de espı́n a partir

de los los armónicos esféricos usuales como

sY
l,m ≡

[

(l − s)!

(l + s)!

]1/2

ð
s
(

Y l,m
)

, s ≥ 0, (D.5)

sY
l,m ≡ (−1)s

[

(l + s)!

(l − s)!

]1/2

ð̄
−s
(

Y l,m
)

, s ≤ 0, (D.6)

donde en particular0Y l,m = Y l,m. Estas definiciones implican que

ð

(

sY
l,m
)

= + [(l − s)(l + s+ 1)]1/2 s+1Y
l,m , (D.7)

ð̄

(

sY
l,m
)

= − [(l + s)(l − s+ 1)]1/2 s−1Y
l,m . (D.8)
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En analogı́a con las propiedades de los operadores de creación y destrucción̂a y â† de la mecánica cuánti-

ca, llamaremos a los operadoresð y ð̄ operadores de creación y destrucción de espı́n respectivamente.

Otra propiedad de estos operadores es

ð̄ð

(

sY
l,m
)

= − [l(l + 1) − s(s+ 1)] sY
l,m , (D.9)

ðð̄

(

sY
l,m
)

= − [l(l + 1) − s(s− 1)] sY
l,m . (D.10)

De estas ultimas relaciones, queda claro que las funcionessY
l,m son funciones propias de los operadores

ð̄ð y ðð̄, los cuales son generalizaciones del operador de Laplace sobre la esferaL2:

L2f ≡ 1

sin θ
∂θ (sin θ ∂θf) +

1

sin2 θ
∂2
ϕf . (D.11)

Podemos encontrar también una generalización para las expresiones usuales de los operadores de

momento angular al caso de operadores con peso de espı́n buscando operadoreŝJz y Ĵ± tales que [51]

Ĵz sY
l,m = im sY

l,m, (D.12)

Ĵ± sY
l,m = i [(l ∓m)(l + 1 ±m)]1/2 sY

l,m±1. (D.13)

Con esto, encontramos que los operadores de momento angularcon peso de espı́n deben tener la forma

Ĵz = ∂ϕ , (D.14)

Ĵ± = e±iϕ
[

± i∂θ − cot θ ∂ϕ − i s csc θ
]

. (D.15)

Los operadores de momento angular para las componentesx y y son obtenidos trivialmente dêJ± = Ĵx ± iĴy

como:

Ĵx =
1

2

(

Ĵ+ + Ĵ−

)

, Ĵy = − i

2

(

Ĵ+ − Ĵ−

)

. (D.16)

Los armónicos esféricos con peso de espı́n tienen varias propiedades interesantes que pueden encon-

trarse directamente de su definición. En primer lugar, podemos mostrar que el complejo conjugado de

sY
l,m esta dado por

sȲ
l,m(θ, ϕ) = (−1)s+m −sY

l,−m(θ, ϕ) . (D.17)

Adicionalmente, es fácil demostrar que la relación de ortogonalidad entre dos armónicos esféricos esta

dada por
∮

sY
l,m(θ, ϕ) s′Ȳ

l′,m′

(θ, ϕ) dΩ = δss′δll′δmm′ . (D.18)
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La integral de tres armónicos esféricos, que es frecuentemente usada, por ejemplo, para calcular el flujo

de momento lineal de las ondas gravitacionales, puede expresarse en general como
∮

s1Y
l1,m1(θ, ϕ) s2Y

l2,m2(θ, ϕ) s3Y
l3,m3(θ, ϕ) dΩ =

[

(2l1 + 1) (2l2 + 1) (2l3 + 1)

4π

]1/2

×
(

l1 l2 l3

−s1 −s2 −s3

)(

l1 l2 l3

m1 m2 m3

)

, (D.19)

donde
(

l1 l2 l3

m1 m2 m3

)

, (D.20)

son los sı́mbolos 3-lm de Wigner, los cuales pueden ser calculados a partir de [135]:
(

l1 l2 l3

m1 m2 m3

)

= (−1)l1−m1 δm1+m2,−m3

×
[

(l1 + l2 − l3)! (l1 + l3 − l2)! (l2 + l3 − l1)! (l3 +m3)! (l3 −m3)!

(l1 + l2 + l3 + 1)! (l1 +m1)! (l1 −m1)! (l2 +m2)! (l2 −m2)!

]1/2

×
∑

k≥0

(−1)k

k!

[

(l2 + l3 +m1 − k)! (l1 −m1 + k)!

(l3 − l1 + l2 − k)! (l3 −m3 − k)! (l1 − l2 +m3 + k)!

]

. (D.21)

En esta última expresión la suma es solamente válida paratodos los valores dek para los cuales el argu-

mentos de los factoriales es mayor o igual a cero. Adicionalmente, si la combinación de{li,mi} es tal

que el argumento del factorial fuera de la sumatoria es negativo, entonces el coeficiente correspondiente

se anula.

En general la expresión (D.21) es muy complicada, sin embargo, para algunos casos especiales se

simplifica. Por ejemplo, en el caso en quem1 = l1,m2 = l2 y l3 = m3 = l1 + l2 tenemos que
(

l1 l2 l1 + l2

l1 l2 l1 + l2

)

=
1

√

2(l1 + l2) + 1
. (D.22)

Otro caso particularmente interesante (ver capı́tulo 5) corresponde a tomarl3 = m3 = 0. Para este caso,

uno encuentra que:
(

l1 l2 0

m1 m2 0

)

= 〈l1,m1, l2,m2|0, 0〉

=
(−1)l1−m1

√
2l1 + 1

δl1,l2 δm1,−m2
. (D.23)
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Para el caso en el quel3 = 1, que aparece en las expresiones para el momento lineal transportado por

la radiación gravitacional (ver capı́tulo 5) tenemos que

(

l1 l2 1

m1 m2 0

)

= (−1)l1−m1 δm1+m2,0

[

2m1 δl1,l2
√

(2l1 + 2) (2l1 + 1) (2l1)

+ δl1,l2+1

√

(l1 +m1) (l1 −m1)

l1 (2l1 + 1) (2l1 − 1)
− δl1+1,l2

√

(l2 −m2) (l2 +m2)

l2 (2l2 + 1) (2l2 − 1)

]

, (D.24)

(

l1 l2 1

m1 m2 ±1

)

= (−1)l1−m1 δm1+m2,∓1

[

± δl1,l2

√

(l1 ∓m1) (l1 ∓m2)

l1 (2l1 + 2) (2l1 + 1)

+δl1,l2+1

√

(l1 ∓m1) (l1 ±m2)

2l1 (2l1 + 1)(2l1 − 1)
+ δl1+1,l2

√

(l2 ∓m2) (l2 ±m1)

2l2 (2l2 + 1) (2l2 − 1)

]

. (D.25)
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[15] Arbona, A., Bona, C., Massó, J., Stela, J.: Robust evolution system for numerical relativity. Phys.

Rev. D60, 104,014 (1999). Gr-qc/9902053

[16] Baker, J.G., Centrella, J., Choi, D.I., Koppitz, M., van Meter, J.: Gravitational wave extraction from

an inspiraling configuration of merging black holes. Phys. Rev. Lett.96, 111,102 (2006)

[17] Baker, J.G., van Meter, J.R.: Reducing reflections frommesh refinement interfaces in numerical

relativity. Phys. Rev.D72, 104,010 (2005)

[18] Baker, J.G., et al.: Getting a kick out of numerical relativity. Astrophys. J.653, L93–L96 (2006)

[19] Bardeen, J., Piran, T.: General relativistic axisymmetric rotating systems: Coordinates and equa-

tions. Phys. Rep.196, 205 (1983)

[20] Bardeen, J.M., Buchman, L.T.: Numerical tests of evolution systems, gauge conditions, and boun-

dary conditions for 1d colliding gravitational plane waves. Phys. Rev.D65, 064,037 (2002)



BIBLIOGRAFÍA 167
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