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Objetivo

Conocer las ventajas y desventajas del andlisis de vibraciones en
magquinas herramientas utilizando la Transformada de Concentracion

de Onda ( wavelet }, comparandola con la Transformada de Fourier.

Alcance

De analisis tedrico.
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Introduccién

Cotidianamente vivimos entre fendémenos fisicos naturales y los que el ser
humano produce como por ejemplo: Determinados movimientos globales y ciertas
deformaciones son mas comunes que otros: los movimientos oscilatorios mas
probables ( los méas faciles de producir) ocurren segin ciertas frecuencias
naturales. Algunas frecuencias de excitacion pueden coincidir con las
frecuencias naturales (resonancia) y producir respuestas de vibracion
relativamente muy intensas ; los cuerpos vibrantes son cuerpos sonoros que nos
producen ondas de sonido.

Las ondas en medios deformables o elasticos son un ejemplo de ondas ordinarias
de sonido a las cuales se les llama ondas mecanicas Se originan por el
desplazamiento de alguna parte de un medio elastico de su posicién normal,
causando oscilaciones alrededor de su posicion de equilibrio. A causa de las
fuerzas elasticas sobre capas adyacentes, esta pérturbacic')n se transmite de una
capa a la préxima a través del medio. El propio medio no se mueve como un
conjunto; por el contrario, las diversas partes oscilan en trayectorias limitadas. Por
ejemplo, en el caso de las ondas superficiales en el agua, pequefios objetos
flotantes como corchos demuestran que el movimiento real de las moléculas de
agua es eliptico, ligeramente hacia arriba y hacia abajo y hacia delante y hacia
atras. Sin embargo, las ondas de! agua se mueven estacionariamente a lo largo
del liquido. Cuando alcanzan a los objetos flotantes los ponen en movimiento, es
decir, les transfieren energia. La energia en las ondas esta en la forma tanto de
energia cinética como de energia potencial y su transmisién se produce al pasar
de una parte de la materia a la siguiente y no por un movimiento de largo alcance

de la propia materia.



Por lo, tanto las ondas mecanicas estan caracterizadas por el transporte de
energia a través de la materia mediante el movimiento ondulatorio de una
perturbacion en éste sin que haya ningin movimiento global de la materia misma,
ya que cada elemento del medio transmite energia a los elementos vecinos. Para
la transmision de las ondas mecanicas es necesario un medio material. Las
propiedades del medio material que determinan la velocidad de las ondas
mecanicas en el son su elasticidad y su inercia. Todos los medios materiales (aire,
agua, acero, etc.) poseen esas propiedades y en ellos pueden propagarse las
ondas mecanicas. Es la elasticidad la que da lugar a las fuerzas restauradoras
sobre cualquier elemento que se desplaza de su posicion de equilibrio; es la

inercia la que determina la respuesta a esas fuerzas restauradoras.

Hay dos clases generales de vibraciones, libres y forzadas. La vibracion libre es la
que ocurre cuando un sistema oscila bajo la accién de fuerzas propias al sistema
mismo y, cuando las fuerzas externamente aplicadas son inexistentes.

El sistema bajo vibracion libre vibrard a una o mas de sus frecuencias naturales
que, son propiedades del sistema dinamico que dependen de su distribucion de
masa y rigidez.

La vibracion que se realiza bajo la excitaciéon de fuerzas externas es una vibracion
forzada.

Cuando la excitacién es oscilatoria, el sistema es obligado a vibrar a la frecuencia
de excitacion. Si ésta coincide con una de las frecuencias naturales del sistema,
se produce una situacion de resonancia y ocurren oscilaciones peligrosamente
grandes. La falla de estructuras mayores como puentes, edificios o alas de

aviones es una posibilidad real, bajo resonancia.

El calculo de las frecuencias naturales es de una importancia muy grande en el

estudio de las vibraciones. Todos los sistemas vibratorios estan sometidos a cierto



grado de amortiguamiento ya que la energia se disipa por friccion y otras

resistencias.

En el analisis de los espectros de vibracion en la velocidad, nos permite ver la
cantidad de fatiga a la que estan sometidos los elementos de la unidad, Con esto
podemos calcular la severidad de la vibracién. El estudio y calculo de frecuencias
de los espectros de vibracion nos permite ver cada uno de los componentes que
construyen la maquina. Ejemplo : En un Motor Reductor podemos ver el Engrane
de Salida, el balero de la flecha de salida, Los Baleros del Motor, El desbalance
de las lineas de fase, La Alineacién de los engranes. Por mencionar algunos.
Cuando el movimiento puede repetirse asi mismo regularmente se le llama
oscilatorio, como en el caso de un balancin de reloj 0 como en el caso de un
movimiento sismico. Si el movimiento se repite a intervalos de tiempo t, se le
llama periddico. El tiempo de repeticion t es el periodo de la oscilacidn y su
reciproco, f= 1/t es la frecuencia. [Tho]

En el analisis de sefiales se tiene un impresionante arsenal de herramientas.
Quizas la mejor conocida de estas es el analisis de Fourier que descompone una
sefial en componentes de senocides de diferentes frecuencias.

Para muchas senales, el analisis de Fourier es extremadamente provechoso

porque el contenido de la frecuencia de la sefial es de gran importancia. Por lo



tanto ;porque necesitamos oftras técnicas, comol el analisis de la Concentracion
de Onda.

El analisis de Fourier tiene una seria desventaja. En la transformada al dominio de
la frecuencia, la informacion del tiempo se pierde. Cuando vemos a una
transformada de Fourier de una sefial, es imposible decir cuando tomo lugar un
evento en particular. Si las propiedades de la sefial no cambian mucho sobre el
tiempo esto es si es que es llamada una sefial estacionaria, esta desventaja no es
muy importante.

Sin embargo, las sefiales mas interesantes contienen numerosas caracteristicas
dinamicas o transitorias: de movimiento, de tendencia, de cambios repentinos y
eventos de comienzo y de término. |

Estas caracteristicas son con frecuencia las partes mas importantes de la sefial, y
el andlisis de Fourier no es el adecuado para detectarlo.

La Concentracion de Onda (Wavelet), determina con mas claridad él calculo de
componentes no lineales alrededor de! tiempo y la frecuencia. Con la ayuda dei
calculador digital, se lleva a cabo eficientemente el analisis de una funcion
oscilatoria sin la necesidad de utilizar senos y césenos como en el analisis de
Fourier.

En el lenguaje de las Matematicas una sefial se describe como una cantidad fisica
que varia con el tiempo, el espacio, otra variable o variables independientes por
ejemplo las sefales de voz se generan al forzar el paso del aire a través de las

cuerdas vocales.

Las imagenes se obtienen exponiendo pelicula fotogréfica ante un objeto o un
paisaje. Por lo tanto, la forma en que se obtienen las sefales se encuentra

asociada con un sistema que responde a un estimulo o fuerza. El estimulo en



combinacion se llama fuente de la sefial. Por lo tanto tenemos fuentes de voz, de
ruido, de imagenes y de otros tipos de sefiales.

Podemos decir que un sistema es un dispositivo fisico que realiza una operacion
sobre una sefial. Por ejemplo, un filtro que se utiliza para reducir el ruido y las
interferencias que se unen a la sefial la cual contiene {a informacién deseada se
denomina sistema. En este caso, el filtro realiza algunas operaciones sobre la
sefal, cuyo efecto es reducir (filtrar) el ruido y la interferencia presentes en la
sefial deseada.

Cuando pasamos una sefial a través de un sistema, como en el caso del filtrado,
decimos que hemos procesado la sefal. En este caso, el procesado de la sefal
implica la separacion de la sefal deseada del ruido o de la interferencia.

El sistema puede incluir dispositivos fisicos con software de operaciones sobre
una senal. En el procesado digital de sefiales de un calculador, las operaciones
realizadas sobre una sefial constan de varias operaciones matematicas
especificadas por un programa de software.

El calculador es una herramienta muy flexible la cual podemos utilizar para
entender las descripciones abstractas de los procesos fisicos. La observacion
debe ser traducida al enguaje del calculador el cual realiza un procesamiento por
ejemplo de una descripcidn matematica del proceso fisico que podamos expandir
ampliamente nuestro entendimiento del proceso fisico a través del calculo

automatizado.



Capitulo 1

Analisis de sefiales

Principios matematicos

En 1873, James Clerck Maxwell nos dice que para las ondas o para movimientos
diferentes al movimiento rectilineo (vector) se necesitan otros conceptos; sin
embargo, esto no a sido muy tomado en cuenta. Los matematicos italianos Ricci
y Levi-Civita, en 1901 entendieron que existen dos tipos de espacios (lugares )
mutuamente duales, (ver conceptos basicos apéndice A Jvector y covector. {Oze]
Desde 1922 el matematico francés Elie Cartan utilizd la denominacion
equivalente a la forma exterior para covector y la forma diferencial para un
campo covectorial.

En 1901 el italiano Levi-Civita denominé a este otro tipo de movimientos diferente

al rectilineo como covector.

Forma diferencial (Campo covectorial )

Definicion. ,

El covector es la coleccion de todas las funciones lineales por ejemplo, velocidad,
aceleracion, fuerza Newtoniana sobre IR — espacio vectorial denotado por M ( un
espacio vectorial ) forma un nuevo IR-espacio de formas diferenciales

denominado por M’ ( forma un nuevo espacio covectorial ), que es el espacio



{ objeto ) dual a M ( el espacio dual a los vectores ), bajo las dos operaciones

siguientes:
Si  aff € M, vEM (a+B)(v)=a(v)+B(v) € IR
Si multiplicamos un covector y por un vector obtenemos un real
Si cf€IR (ca)(v)=ca(v), €IR
Si multiplicamos un real por un covector y por un vector obtenemos un real

Si evaluamos el covector a € M* sobre el vector v € M, el resultado es el
ndmero av € IR ( si evaluamos el covector a que pertenece a los covectores M’
sobre el vector v que pertenece a los vectores M el resultado es un numero av
que pertenece a los reales IR ). |

Por ejemplo: si aplicamos un multimetro (vector) a un campo eléctrico (covector)

obtenemos una medicién ( un real o un nimero ).

La forma exterior o covector mide vectores y el vector mide covectores. Aqui
tenemos un ejemplo de dualidad. Para que exista el vector debe de existir el
covector y para que exista el covector debe de existir el vector. Otro ejemplo: el
tiempo mide el movimiento y el movimiento mide el tiempo { Emil Picard ).

Si aplicamos a un vector el producto punto o gravitacién obtenemos un covector.
Si M es de dimensidn n, entonces también lo es M* ( si los vectores M son de
dimension n, entonces también lo es los covectores M* ). Si f es un campo

escalar en el espacio fisico, para el punto p en el espacio fisico f, € IR.



Si en cada punto del espacio fisico se elige un covector, tenemos un campo
covectorial. Si a es un campo covectorial y v es campo vectorial es decir, q,
es covector y v, es vector, tenemos como resultado que av es un campo

escalar:

(av)p =ag,v, € IR

si f es la medida de los puntos en el dominio, df es la medida de las velocidades,
muchos campos escalares para construir el campo covectorial.

Las formas diferenciales es solo una y si se descompone tenemos un resultado
diferente. [Gra] [Ozi]

El covector describe un movimiento diferente al movimiento rectilineo, por

ejemplo un movimiento ondulatorio.

Si sumamos dos ondas ( covectores ) « + g obtenemos una onda de longitud de

onda menor con mayor frecuencia y con mas energia. [San]

a B = a+t+ g

VaVANAVAN

VYW

Figura 1.2

Por lo tanto, si la distancia de la longitud de onda es menor y la amplitud es

menor, |a onda tiene mayor frecuencia y mas energia.



Multiplicacién de un covector a por un numero - 0.5.

a - 0.5 - 05a

Figura 1.3

El movimiento ondulatorio transporta energia. Este transporte de energia, que
puede tener lugar a distancias considerables, se realiza sin necesidad de
desplazamiento de materia a gran distancia, ya que cada elemento del medio
transmite energia a los elementos vecinos. Ejemplos de ondas: ondas
electromagnéticas { ondas de radio, ondas de T. V., luz, etc.) Algunas frecuencias
de excitacion pueden coincidir con las frecuencias naturales (resonancia ) y
producir respuestas de vibraciéon relativamente muy intensas ; los cuerpos

vibrantes son cuerpos sonoros que nos producen ondas de sonido.

Analisis de sefnales

Para entender los fendmenos fisicos naturales y los que el ser humano produce
en la vida diaria, nos auxiliamos de diferentes formas para obtenerlo. La
adquisicién de este conocimiento comienza con la observaciéon de los procesos
fisicos como por ejemplo una percepcion sensorial directa del proceso fisico, o de

una percepcion indirecta a través de un censor, etc.



Este conocimiento puede ser utilizado para mejorar la forma de como
interactuamos con nuestro medio ambiente. [Dou]

Una vez que el proceso a sido observado, la adquisiciéon de un conocimiento mas
profundo proviene de otras formas de investigacion como la documentacion de su
accion sobre otros procesos fisicos con el fin de alterar sus caracteristicas, otra
forma de investigacion mas poderosa involucra el desarrolio de una descripcién
abstracta del proceso fisico como el lenguaje matematico que se puede utilizar en
la investigacién de las propiedades del proceso fisico para analizar su
representacion abstracta. En esta forma de investigacién, nuestro entendimiento
del proceso fisico se desarrolla indirectamente, estudiando las propiedades de la
descripcién matematica.

En el afio de 1748 L. Euler examiné el movimiento de una cuerda vibrante. Si
consideramos la deflexion vertical f;(x) de la cuerda en el tiempo t y a una
distancia x a lo largo de la misma, entonces péra cualquier tiempo ¢, los modos

normales son funciones senoides de x relacionadas armoénicamente.

v

Deflexidn \/

vertical

Figura 1.4



Lo que Euler notd fue que si la configuracién de una cuerda vibrante en algun
punto del tiempo es una combinacién lineal de estos modos normales, también lo
es su configuracion en cualquier tiempo subsiguiente. Demostré que se podia

calcular los coeficientes de la combinacion lineal para un tiempo posterior.

El movimiento oscilatorio puede repetirse a si mismo regularmente, como en el
caso de un balancin de reloj. Cuando el movimiento se repite a intervalos de
tiempo 7, se le llama periddico. El tiempo de repeticion 7=27 es el periodo de
| .

la oscilacién y su reciproco, /= ; es la frecuencia.

Por medio de geometria y trigonometria podemos valorar el movimiento
oscilatorio. Dibujando una circunferencia de radio unitario. “Unitario” puede
significar 1 pulgada, 1 centimetro o cualquier otra unidad; no importa. En términos
de un triangulo rectangulo puede ser considerado una proyeccién de un punto en

un circulo unitario sobre un eje. Al recordar la definicién del seno y del coseno de

. ateto - opuest teto ~ opuest
un angulo, sen g = 7" OPEN0 - Caleloopuesio =5 gang = cateto opuesto
hipotenusa 1
teto — adiacente _ cateto — adiacent -
0sg = @ elo adfacene=caeo adiacente => cos 8 = cateto adyacente

hipotenusa 1

Figura 1.5 Definicion del seno y del cosenc como proyeccién del circulo

unitario a los ejes X,y

11



obtenemos las componentes del seno y del coseno sobre los ejes x e y de un
punto moviendose alrededor del circulo unitarioc a una velocidad constante. La

longitud de la hipotenusa es la unidad.

Ondas armdnicas

El movimiento oscilatorio mas simple es el movimiento arménico. Frecuentemente
se representa el movimiento arménico como la proyeccién sobre una linea recta,

se puede suponer fisicamente como la funcidon de las sefiales de forma

exponencial compleja f(t) = e’ que describe el movimiento de un punto del

borde de una rueda de radio unitario. De la trigonometria ( figura 1.6) se ve que Ia

proyeccion del punto sobre el eje real es cos®,t y la parte imaginaria
representada por j es sen®,t . combinandolas se puede obtener la identidad de

Euler e™ = cosw,t + sen@,t [Tho] [Ste]

T/A\Asenwt

0=wt [ \/ ] wt

2 — 2l
proyeccion en
el eje imaginario

X

proyeccion en
el eje real

Figura 1.6 movimiento arménico como proyeccion de un punto gue se

mueve en una circunferencia. La rueda gira ( convencionalmente ) hacia

la izquierda con velocidad angular @, radianes por segundo.
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Si trazamos una flecha del centro al punto de referencia sobre cada circulo
{(rueda), puede hallarse la suma de las flechas tal como si fueran cantidades
vectoriales. La flecha resultante puede tratarse como un vector y se traslada a
un sistema de coordenadas, de forma que su origen coincida con el sistema.
Sus proyecciones sobre dicho sistema seran las componentes imaginaria y real
de la suma resultante, estas flechas se llaman fasores. Un fasor se define en el
plano complejo por su componente imaginaria y real , por su magnitud y angulo
de fase. En el plano de coordenadas x, y que llamaremos el planc de fase.
Los puntos del plano de fase son llamados puntos de fase.
Un movimiento 8 : IR —> {R* de un punto de la fase en el plano de fase, tal
que la velocidad del punto moviéndose en cada momento del tiempo es igual a
la velocidad de fase representada por un vector en la ubicacién del punto de
fase en ese momento. La velocidad rectilinea representada por el vector es
tangente a la trayectoria. La imagen de 6 es llamada la curva de fase. El
movimiento del punto de fase en el planc de fase es un movimiento uniforme
alrededor de O:

y =rsen(6, —t) x =rycos(6, —1)

cada uno de los niveles de energia establecidos en una curva de fase. Los puntos
de fase cuyas coordenadas difieren por 2z comresponde a la misma posicion. Si w

es la velocidad angular de la linea O P, el desplazamiento X se escribe como

X=Asen wt (1.1)

La cantidad w esta generalmente en radianes por segundo y se le denomina

frecuencia circular.
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Como el movimiento se repite cada 21 radianes, tenemos

w=—=2af (1.2)

T

endonde r y s son el periodo y la frecuencia del movimiento armoénico,

habitualmente medidos en segundos y ciclos por segundo respectivamente. La
velocidad y aceleracion del movimiento armodnico puede simplemente

determinarse por diferenciacién de la ecuacion ( 1.1).

Utilizando el punto para representar la derivada, tenemos

;c:a)Acosa)tza)Asen(a)t+%] (1.3)

% =~ Asenat = o’ Aserot + ) (1.4)

por lo tanto la velocidad y aceleracién son también armoénicas con la misma

frecuencia de oscilacion pero aventajan al desplazamiento en % y =z radianes

respectivamente. La ecuaciéon (1.1) y (1.4 ) revela que

x=-w'x : (1.5)

de tal forma que en el movimiento armoénico la aceleracion es proporcional al

desplazamiento y esta dirigida hacia el origen.
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Es frecuente que se presenten vibraciones de diferentes frecuencias
simultaneamente. Por ejemplo, la vibracién de una cuerda de violin esta
compuesta de |la frecuencia fundamental f y de todos sus armonicos 2f, 3f, etc.

Otro ejemplo es la vibracién libre de un sistema con varios grados de libertad, a Ia

cual contribuyen las vibraciones de cada frecuencia natural.

Tales vibraciones se manifiestan en una forma de onda compleja que se repite

periédicamente, como se muestra en la figura 1.7. [Tho]

AW

— 7 —*

X(t)

Figura 1.7 movimiento periddico de periodo -

Los calculos numéricos se pueden reducir si se advierte que la funcién x (t) es

expresable en términos de funciones pares e impares.

X(t)Y=E(t) + O(¢) (18)
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Una funcién par E(t) es simétrica con respecto al origen, de tal forma que

E(t)=E(-t)como sucede por ejemplo concos wt = cos (-wt).

Una funcion impar satisface ia relacion O ( t ) = -O (- t ), como por ejemplo,
senw t = - sen(- w t). La caracteristica que nos permite distinguir el sonido de otro

se |llama timbre.

El timbre depende de los armonicos que contiene el sonido, asi como de sus
intensidades relativas y de la forma en que van cambiando de intensidad al

producirse el sonido.

Se tienen dos formas de producir timbres interesantes: 1) empezando desde cero
y sumando arménicos uno a unc o 2) partiendo de una onda rica de arménicos y
restandole.

El 21 de diciembre de 1807 Jean Baptiste Joseph Fourier presentd sus ideas
relacionadas con las series trigonométricas. Present6 su trabajo sobre difusion de
calor en el instituto de Francia. [OWY]

En su trabajo habia encontrado series de senoides relacionadas arménicamente
que eran utiles para representar la distribucion de la temperatura a través de un
cuerpo. Sostenia que cualquier sefial periddica se podia representar por tales
series, descubric una forma de armar y desarmar funciones periddicas
complicadas, entre ellas las que sirven para describir las ondas sonoras. El
método de Fourier pemmite considerar a las ondas complicadas como
superposiciones, o sumas de ondas senoides simples, llamadas armdnicos. Toda
onda sonora se puede analizar ( desarmar } o sintetizar ( armar ) en términos de
tonos puros. Los tonos puros, los cuales son representados por ondas senoides,
son muy desagradables al oido ( el desagradable tono de marcar el teléfono es

aproximadamente senoide ).
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Los sonidos agradables e interesantes son mucho mas complicados, los
argumentos matematicos de Fourier eran ain imprecisos, y no fue sino hasta
1829 que P. L. Dirichlet proporcioné las condiciones precisas bajo las cuales una
sefal periodica se puede representar con una serie de Fourier.

Fourier no contribuy6 en realidad a la teoria matematica de las series de Fourier.
Sin embargo, si tuvo la perspicacia para ver el potencial de esta representacion
mediante series. Fourier obtuvo una representacion para sefiales no periddicas,
como integrales ponderadas de senoides las cuales no estan relacionadas
armonicamente. [MeD]

Las series exponenciales de Fourier consiste de una suma de términos
exponenciales complejos, cada uno con su probia magnitud, fase vy velocidad
angular (frecuencia) , por lo tanto, la suma de fasores puede describir los valores
instantaneos de sefales complejas utilizando la representacion en serie
exponencial de Fourier de una funcién f {t) en terminos de series infinitas de
exponenciales complejos que rotan a multiplos enteros de 7 radianes por
segundo cada termino de la serie es un fasor y los coeficientes complejos los Fy,
representan el angulo de inicio y la magnitud de cada fasor. Se pueden sumar
utilizando la regla de la suma de los vectores y el resultado sera la amplitud y la
fase complejas instantaneas de la funcion original. El factor {-j) se inicia en el eje
imaginario negativo por lo que sus proyecciones sobre el eje real comienzan en
cero. Por comodidad todo se gira 90° y se toma la proyeccion sobre el eje
imaginario

Se le llama representacién de una funcion en serie de Fourier a la representacion
de una funcién en un determinado intervalo mediante una combinacién lineal de
funciones mutuamente ortogonales. Existe, sin embargo, un gran nimero de
conjuntos de funciones ortogonales y, por consiguiente, se puede representar una

funcion dada en términos de diferentes conjuntos de funciones ortogonales.
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Cada conjunto de funciones ortogonales corresponde a un sistema de
coordenadas.

Para obtener un conjunto completo debemos agregar funciones coseno asi como
funciones seno. E! conjunto de funciones que contiene un grupo cos (nwyt ) vy
otro sen { nwyt ), (n =0, 1, 2,..) forma un conjunto ortogonal completo.

Cualquier funcion f ( t) puede representarse en términos de estas funciones

- 1] 7[ r
en cualquier intervalo (fo, to+ — ). Asi
@y

f(t)=ap+as;coswpt + Q,c082wet +....+ Q,cosnwet +...+ b;sen wyt

+hysenwel+....tb,sennwyt+....

27 o 27
(fo<t<ty+ —), porconveniencia, — porT
Wy @y

la ecuacidn anterior queda entonces como

f(t)=Oo+i(Oncosnwgt+bnsen nwpt ) (o< t <tp+T)

A=}

la ecuacion es la representacion de f (¢ ) por medio de la serie trigonométrica de

Fourier en el intervalo ( t,, {, + T ). Las constantes q, y b, estan dadas por

+ (t0+T)
L(lo T)f(I)COS " gy 1t J;u £ (¢ )senn w
Gn= " s bn = "
" jt("“' T)coszna)otdt Y " I:'“ T)Sen ng it

si ponemos n = 0 en la ecuacion de q, obtenemos

] (to+T)

w=7 ) [ (@t )dt (1.7)
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También tenemos que

+ + T
f” T)coszna)otdt = Jf/" 1")senzna)ol‘ah‘ = 5

por consiguiente

a, = ]21 f‘“ﬁ)f(t)cos n @ Lt

2

b0 = Jf:°+T)f(t}venna)0tdt

dp es el valor promedio de f (t{ ) en el intervalo ( {,< t < {t, +T ) la serie

trigonométrica de f( ) tiene la siguiente representacion compacta

f(t)= Eﬂcn cos (na)ot+¢) {1.8)
en donde
2 2 b
= . + —— Y
c.=+a,*b, y @ =-tan (GJ

el desarrollo en serie de Fourier de una funcién periédica equivale realmente a la
transformaciéon de la funcién en términos de sus componentes de diferentes

frecuencias. Una funcién periédica con periodo T tiene componentes de
: 2r .
frecuencias angulares wg, 2w, 3wy, . . .,n Wy, etc. En donde wy =?. Si se

especifica f (t ), se puede encontrar su espectro. Inversamente, si se conoce el

espectro, se puede enconirar la funcion periédica f ( t ) correspondiente.
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Por lo que, tenemos dos formas de especificar a la funcion f ( t ) : la
representacion en el dominio del tiempo, con la cual f { t ) se expresa como
funcién del tiempo, y la representacion en el dominio de la frecuencia, con la cual
se especifica el espectro ( es decir, las amplitudes de las diferentes componentes
de la frecuencia ). En el espectro existe (inicamente en w = wyp, 2 Wy, 3 Wy, ... .,
etc. El espectro no es una curva continua, sino que existe solamente en algunos
valores discretos de w. Por lo que es un espectro discrefo y a veces se llama
espectro de lineas. Se puede representar graficamente al espectro al trazar lineas
verticales en w = wyp, 2 Wy, . . . ., etc. Con alturas proporcionales a la amplitud de
la componente correspondiente de frecuencia.

En una grafica, el espectro de frecuencias discreto aparece como una serie de
lineas verticales igualmente espaciadas, con alturas proporcionales a la amplitud
de la componente correspondiente de frecuencia. Se puede utilizar cualquiera de
las dos series, la trigonomeétrica o la exponencial, para representar el espectro.

Sin embargo, para nuestros fines, resulta mas til la forma exponencial.
Sefal periddica

La forma mas simple del perfil de una onda es del tipo seno o coseno, que se
conocen como ondas senoides, ondas arménicas simples o como ondas
armonicas. Es importante su estudio porque seglin el desarrollo en serie de
Fourier cualquier onda aunque no fuera senoide podria sintetizarse por
superposicion de ondas armdnicas. Una sefial periédica X (t) es una funcion

que satisface la condicion [Hav]

X(t)=X(t+T) paratodot (1.9)
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Donde T es una constante positiva. Si esta condicion se satisface para T =T, , por

ejemplo, entonces también se satisface para T = 2T, 3Ty, 4T, . . .

X (t).

I I I I
[ I [ [
0 T 2T 3T 47

Figura 1.20 onda cuadrada periodica

En esta serie la funcién periddica se expresa como suma de funciones

exponenciales de frecuencia 0, £ wy, £2 Wy , . . . , etc. No es dificil entender el

. . . o~ jot —Jjot
significado de las frecuencias negativas. Las dos sefiales ¢ +¢ = 2coswt

oscilan a la frecuencia w. Los cuales se les puede ver como dos fasores que

giran en direcciones opuestas y que, cuando se suman, producen una funcién real

. . jot | - jot
de tiempo. Asi, ¢ te =2coswt
En una funcion periédica de periodo T, la serie exponencial esta dada por

jZG)UI‘

F(t)=Fo+Fr €% +F e T N

! 5
a)l} _;Za)nf

-J —jney ¢
+ F, @ +F, e +....+Fﬂeja)°+....

Las frecuencias 0, wg, Wy, 2 Wy, 2 Wy, ... ., NWg, -NWg, . . ., etc.



Y las amplitudes de las componentes son respectivamente
FU! F1: F-1, F2, F-2, e e ey Fn, F-I"I y v . ,etC.

Las amplitudes F, suelen ser complejas y, por lo tanto se les describe por su
magnitud y fase. Por consiguiente, en general, se requiere de dos espectros para
la representacion de una funcion periédica en el dominio de la frecuencia: el
espectro de magnitud y el espectro de fase; sin embargo, en la mayoria de los
casos, las amplitudes de las componentes de la frecuencia son o bien reales o
imaginarias, de tal forma que se puede describir la funcién mediante un soélo

espectro.
Sefial no periddica

El valor mas pequefio que cumple la ecuacién (1.9 ) se llama periodo
fundamental de X (t). Por lo tanto el periodo fundamental T define la duracion
de un ciclo completo de cualquier sefal X ( t ) para la cual no hay valor de T que
cumpla la condicién de la ecuaciéon ( 1.9 ) recibe el nombre de sefial no

periédica ( un solo pulso que no se vuelve a repetir ). [Hav]

X (1)

0

—>

T,

Figura 1.21 Onda no periddica, pulso rectangular

con duracién T, ( un solo pulso)
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La Transformada de Fourier

Una funcién periédica, se puede extender la representacion a todo el intervalo
( -, «). Sin embargo conviene representar cualquier funcién, peridédica o no,
en todo el intervalo ( -», « ) en términos de sefales exponenciales.
Consideremos la funcion f ( t ) que se muestra en la figura. Se requiere
representar a esa funcién como suma de funciones exponenciales en todo el
intervaio (-o, «). [STr] [Lat]

f(t)

Figura 1.15

Con ese fin construimos una nueva funcién periddica f, (t ) con pericdo T en la

que la funciéon f( t ) se repite cada T segundos como nos indica la siguiente
figura (1.16).

NI

e T —¢— T >

ot

Figura 1.16
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El periodo T se hace lo suficientemente grande para que no se traslapen los
pulsos de la forma f ( t ). La nueva funcién f, ( t } es periddica y se le puede
representar por una serie exponencial de Fourier. En el limite, suponemos que
T tiende a infinito, entonces los pulsos de la funcién periddica se repiten
después de un intervalo infinito.

Por lo tanto, en el limite T — o, ff (t)y f{ ) son idénticas. Es decir

lim f,{)= f(). La serie de Fourier que representa a fr () en todo el intervalo

también representara a f( t ) en todo el intervalo si hacemos T = « en ia serie.

Podemos expresar la serie exponencial de Fourier de f+ ({ ) como

ff(r) = ZF,,e’mw“r en donde @0 = 2?”

1 T

y F.=2 15 fr@e ™ (1.10)

N\“-l“

El término F, representa la amplitud de la componente de la frecuencia ng, A

continuacién si suponemos que T aumenta, entonces wgy disminuye y el
espectro se vuelve mas denso como se ve de la ecuacion, también se reduce
la amplitud de cada componente. La forma del espectro de la frecuencia no
cambia. En el limite, cuando T = «, la magnitud de cada componente se
vuelve infinitesimalmente pequefa, pero también existe un nimero infinito de
componentes espectrales.

E! espectro existe en cualquier valor de w y ya no es un espectro discreto sino
funcién continua de w. Para aclararlo haremos un cambio de notacién. Sea

n Wy =W, entonces, F,es funciéon de w, y denotaremos F, mediante F,{ w,).
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Ademas, sea TF.(wn )= F(w,) (1.11)
1 =) . . .
Entonces f0=_YFlp,)e (1.12)

y a partir de las ecuaciones (1.11) y (1.12 ) obtenemos

Fl,)=TF,= [+ f (e ’®d (1.13)
1

si sustituimos el valorde T = Z en la ecuacion ( 1.13 ) obtenemos
I & iyt
f0=_ YFlp)e o, (1.14)

la ecuacion ( 1.14 ) nos ensefia que se puede expresar f{ t) como suma de

sefales exponenciales de frecuencias w; , Wy, W3, . ..., w,,....,etc. La

@
amplitud de la componente de frecuencia w, es F(w, ) (ﬁ) ( esto es igual

a Fp). Por lo tanto la amplitud de dicha componente no es igual sino
proporcional a F(w, ). Interpretaremos ahora graficamente la ecuacion ( 1.14 )
que representa una suma discreta de componentes de frecuencia o, una suma
de componentes discreta de frecuencia.

En general la cantidad F(a)n)ejm" es compleja y por lo tanto, en su
representacion grafica estricta se necesitan dos diagramas ( uno real y otro
imaginario o sea diagramas de magnitud y fase). Si suponemos que la cantidad
F (a)n)eja’" es real, en [a figura siguiente muestra el diagrama de esta

cantidad como funcion de w .
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La funcién existe solamente en valores discretos de w, es decir, en w = wq , W,

- ..., Wn,etc. En donde w, = nwqg.

Flg,)e'®"

Wh1 Wn Wn4q

Figura 1.17

La distancia que separa cada componente de frecuencia es wy . Por lo tanto, el

area del rectangulo sombreado de la figura es F(m")ej”w"ra” .

La ecuacién ( 1.14 ) representa la suma de las areas bajo todos los
rectangulos que corresponden a valores de n desde n=-«x hasta o .

La suma de las areas rectangulares representa aproximadamente el area bajo
la curva de la figura. La aproximacién se mejora cuando disminuye el valor de
wo. En el limite cuando T es infinitesimalmente pequefic de modo que se

puede representar el movimiento del vector como dw.
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La suma discreta de la ecuacion ( 1.14 ) o la suma de todos los vectores en

movimiento w y estd dada por FQ) )e"'“)’. Ademas, cuando T es

infinitesimalmente pequerio, la funcidn f{t)esf(t) ylas ecuaciones (1.13)

y (1.14 ) se transforman en

1 Jjot
St)= by EOF(G))e do (1.15)

en donde

Fl)=[ e’ a (1.16)

Las ecuaciones representan una funcién no periédica f ( ¢ ) en términos de

funciones exponenciales en todo el intervalo (-« <z <) . La ecuacion ( 1.15)

representa f ( t ) como suma continua de funciones exponenciales con

frecuencias comprendidas en el intervalo (-« <o <®). La amplitud de cualquier

componente es proporcional a - ( w ). Por lo tanto F (w) representa el espectro
de frecuencia f ( t ) y se le llama funcién de densidad espectral. En general las
ecuaciones ( 1.15 ) y ( 1..16 ) se conocen como par de transformadas de
Fourier. Se dice que la ecuacion ( 1.16 ) es la transformada directa de Fourier

de f('t) y la ecuacion ( 1.15 ) la transformada inversa de Fourierde F(w ).
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Representacion de una sefal en el dominio del tiempo y Frecuencia

La transformada de Fourier es un instrumento en el cual se expresa una sefial
dada en términos de sus componentes exponenciales. La funcién F (w } esla
transformada directa de Fourier de f (t ) y representa las amplitudes relativas
de las diferentes componentes. Por lo tanto, F( w ) es la representacion de
f(t)en el dominio de la frecuencia. La representacién en el dominio del tiempo
especifica la funcibn en cada instante de! tiempo, mientras que la
representacion en el dominio de la frecuencia especifica las amplitudes
relativas de las componentes de frecuencia de Ila funcidn. Ambas
representaciones especifican en forma tnica la funcién. [Lat]

En general, la funcidn F ( w ) es compleja y se necesitan dos diagramas para
su representacion grafica completa.

j6(w)

F(w)=Flo)e

F( w ) se puede representar mediante un diagrama de magnitudes |F(») y un

diagrama de fase 8( w ). En muchos casos, F (w ) es solo real o imaginaria
y entonces sélo se requiere de un diagrama. Demostraremos a continuacién

que, cuando f('t ) es funcidonreal F*(w )=F(-w)

tenemos Flw)= fw f(t)e ' dt

De la misma forma F(-w)= fw f(l‘ )e et dt

De la ecuacion anterior, si f{ {) es funcion real de t, entonces F*(w )=F(-w)
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Por lo tanto, si F(w)= Flo) ejg(w)

entonces F(-w)= :F(@); e_jg(w)

A partir de esta ecuacion vemos que el espectro de magnitud |F(w] es funcién

par de w y del espectro de fase B( w ) en funcién impar de w.

De la ecuacion ( 1.16 ), que define {a transformada de Fourier , claramente se
tiene de que si fwf(r)e“'“” dt es finita, entonces existe la transformada de

Fourier . Pero, como la magnitud de 7" es la unidad, una condicion

suficiente para la existencia de la transformada de Fourier de f (¢ ) es de que

Eolf(t]df sea finita . Sin embargo, si se consideran funciones singuiares

(por ejemplo, funciones impulso), entonces esta condicidn de absoluta
integracion es condicion suficiente pero no es siempre necesaria, ya que
existen funciones que no son absolutamente integrables, aunque si tienen
transformadas.

Las funciones como sen wf, cos wt, u{ t ), etc. No satisfacen la condicion
anterior y, en un sentido estricto, no poseen fransformada de Fourier. Sin
embargo, esas funciones si tienen transformada de Fourier en el limite. Se

puede suponer que la funcion sen wt existe Gnicamente en el intervalo

T T
by <t< 5 En estas condiciones la funcién posee transformada de Fourier,

siempre y cuando T sea finito. [BAT]| [CrR]
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Algunas propiedades de la Transformada de Fourier

Propiedad de desplazamiento en el tiempo

Si fity T Fo)
entonces ft-t) © ° Flo)e (1.17)

demostracion

Fitt-t)= | Fle-¢,)e ' dr

Sea
t—tg =X

entonces F [f(t— t,)] = _[_2 f(x)e 70Ut ax

El teorema establece que, si se desplaza una funcidon en el dominio del
tiempo en la cantidad de f; segundos, entonces no se altera su espectro de

magnitud |F(»), pero el espectro de fase sufre un cambio de -wt,. Por lo tanto,

un desplazamiento de #, en el dominio del tiempo es equivalente a una

desviacion de fase de -wty, es decir, a la multiplicacion por o ’***  en el

dominio de la frecuencia.
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El Teorema de la Convolucion

Dadas dos funciones f;(t} y f(t), podemos formar la integral siguiente:

f@=[ f &) f (-ndr (1.18)

esta integral llamada integral de convolucién, define la convolucién de las

funciones fy(t) y f,(t), y también se expresa simbdlicamente como

f©0=f 0 f,0 (1.19)

Se tienen dos teoremas: la convolucion en el tiempo y la convolucion en la

frecuencia

Teorema de la convolucion en el tiempo

Si _
fty«—> F(t) y g(t) «—— G(1t)
entonces
Lf(r)g(t—r)dr T FHw)G(w) (1.20)
es decir

f(t)*g(t) <+ F(w)G(w) (1.21)
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demostracion F[f({)* g(t)]

e[ 16Xt~ xx]a

[. f(fifme_m’g(f - f)dedr

por la propiedad de desplazamiento en el tiempo de la ecuacién ( 1.19), |a
integral entre paréntesis del segundo miembro es igual a G{ w )", porlo

que
Flr)»e@]= [ f@)e™” Glo)dr
= (w)G(w)

Teorema de la convolucion en la frecuencia

Si
Ay < F1) oy g(t) “ G(1)
entonces
I
g~ | Fu)lle-udu (122)
O sea
A1) g(t) > [F(o)+6(w) (1.23)

Este teorema se demuestra de la misma forma que el anterior, debido a la

simetria entre las transformadas directa e inversa de Fourier.
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La convolucién de dos funciones en el dominio del tiempo equivale a la
multiplicacion de sus espectros en el dominio de la frecuencia y que la
multiplicacion de dos funciones en el dominio del tiempo equivale a la
convolucion de sus espectros en el dominio de la frecuencia

La forma de obtener la propiedad de la transformada de Fourier con la
respuesta al impulso del sistema, es simplemente el cambio de amplitud
compleja experimentado por una exponencial compleja de frecuencia w,
conforme pasa a través de un sistema lineal invariante en el tiempo . Si el

sistema es estable, entonces, la respuesta al impulso es absolutamente

integrable. Esto es, _[:j!g(t)dr < @ _ Sin embargo, si un sistema es inestable,

esto es, si, Eig(f],dr = 0, entonces , la transformada de Fourier no existe y

en este caso la respuesta del sistema a una entrada senoide es infinita. Por lo
tanto, al utilizar el analisis de Fourier para e! estudio de sistemas, estaremos
restringiéndonos a sistemas con respuesta al impulso que posean

transformadas de Fourier

Algunas relaciones de la convolucién

A continuacion se presentan algunas leyes del algebra de la convolucion que
sigue lineamientos similares a los de la multiplicacion ordinaria, operacion

sugerida por su representacion simbdlica. [Lat]

Ley conmutativa

£ Os)=g)e s (1.24)
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la relacion se demuestra de la siguiente forma

O<20)= [ fe)gle-7)dr

al sustituir la variable  por {-x, tenemos
= [ f@)gle-x)ax
= g{r)* ()

ley distributiva

SO)*[g()+ 1= 1) g(e)+ 1) H) (1.25)
la demostracion es obvia

ley asociativa

£ x[g) nlo)l= 1 ()= g)]* #) (1.30)

la ley se deriva del teorema de la convolucion y del hecho de que

F(w)[G(w )H(w )] = [F{ w )G(w )IH(w )
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Propiedad de simetria

Existe cierta simetria en las ecuaciones en el dominio del tiempo y en el
dominio de la frecuencia. Esto se puede ver de las ecuaciones que definen a la

transformada de Fourier

Flo)= [ f()e '* dr
y (1.31)

1 «© . Jjot
f(t)= ﬁ-[_wF(@ Je “'do

por lo tanto se refieja la misma simetria en ambas propiedades. Por ejemplo, el
efecto en el dominio de la frecuencia , causado por una diferenciacion en el
dominio del tiempo, se parece al efecto en el dominio del tiempo, causado por
una diferenciacion en el dominio de la frecuencia Por conveniencia,
denotaremos la correspondencia entre ambos dominios por una flecha
bi-direccional en donde F(w ) es la transformada directa de Fourier de flt)y
que f(t) es la transformada inversa de Fourier de F(w ) como se indica enla

ecuacion (1.32)

Si f{t)e— F(w)

Entonces F(t) < 22fl-w) (1.32)
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Demostracion de la ecuacion ( 1.31 ) obtenemos que

22f (—t)= wa (@)e "do

en esta integral w es una variable simbdlica la podemos sustituir por cualquier

otra variable x. Por lo tanto

27f (- 1) = | F(x)e ™ax

entonces

27f (- o ) = I_ZF(x)e_mdx

de la misma forma, sustituyendo la variable simbodlica x por otra variable t

obtenemos
2zf (-0 )= I_mm F(t)e '"dt
| = FlFE)
asi,
Fley+—> 27(-o) (1.33)

se ve claramente la propiedad de simetria cuando f{ t ) es una funcién par

En este caso, f{-w ) = f{ w ) y la ecuacién ( 1.32 ) se reduce a

Fi) +— 21f(o)
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En la figura 1.18 se puede ver que la transformada de Fourier de una funcién

pulso rectangular es una funcion de muestreo y que la transformada de Fourier
de una funcién de muestreo es una funcién pulso rectangular.

f(t) Flw)
[T i\
A4 | YAV,
—r -2 2z
7 2 T T
f(1) Flw)
W
27
«—>
-2 27 -W 4
W w 2 2

Figura 1.18 propiedad de simetria de la transformada de Fourier

La propiedad de simetria se cumple en todas las funciones f(t) pares.

Si f(t) no es funcioén par, entonces la simetria no es perfecta y sélo existe en
cierto grado, como se ve a partir de la ecuaciéon (1.32).
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Teorema de muestreo uniforme

Especifica una senal dada mediante muesiras suyas tomadas a intervalos

uniformes de ;f (frecuencia de muestreo) segundos. Si se divide el intervalo

de tiempo de una sefial limitada en banda en partes iguales para tomar por

abajo de los intervalos tales que cada uno tenga una duracién de T segundos,

donde T es menor que ;f y si se toma una muestra instantanea de cada

sub-intervaio, entonces el conocimiento de la magnitud instantanea de cada
muestra y de los instantes en que se toma la muestra de cada sub-intervalo
nos da toda la informacion de la sefal original. Esto implica que, si la

transformada de Fourier de f( { ) vale cero fuera de determinada frecuencia

. =27rfm, entonces toda la informacién acerca de f{ { ) queda contenida en

. . . 1
sus muestras uniformemente espaciadas a intervalos menores de Efm

segundos. Esto se ilustra en la siguiente figura 1.19 [Lat]

Figura 1.1

La rapidez de muestreo debe ser por lo menos el doble de la maxima

frecuencia f,, presente en el espectro de f{ t ).

R



O dicho en otras palabras, se debe muestrear la sefial por lo menos dos veces
en cada periodo o ciclo de su componente de frecuencia mas alta. El teorema
de muestreo se puede demostrar con la ayuda del teorema de la convolucién
en la frecuencia. Considerando una sefial f{ { ) limitada en banda que no

contenga componentes espectrales mayores de f, Hz. Esto significa que

F(w), la transformada de Fourier de f(f), es cero cuando ‘@' >0, ,
(ﬁ)m =2z fm) . Si suponemos que multiplicamos la funcion f{ t ) por una funcion

impulso periddica §.(). [Lat]

f(t) F. (@)

| SRV AVAV YA
: : -
> 1 " w
-Wn Wn
> 1 Lv

a)t]:?

Figura 1.20

La funcién producto es una sucesion de impulsos localizados a intervalos
regulares de T segundos con intensidades iguales a los valores de f( t ) en los

instantes correspondientes. El producto f()5. {) representa la funcién f( t )

muestreada a intervalos uniformes de T segundos. Denotaremos la funcién

muestreada por  f ()= f(t)§,{r) como se muestra en la figura 1.20 el espectro

de frecuencia de f( t ) es F(w ).
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Los impulsos estan separados por un intervalo uniforme de @0 = zif

la transformada de Fourier de f(:)5,() estard dada de acuerdo con el

teorema de la convolucion en la frecuencia, por la convolucién de F(w ) con

@5, @) -

fs(t) «—> 1[;’(&,)* 3)050)9(0))]

2z

al sustituir o = 2; obtenemos

0 — _[Fe)s, @)

para realizar la operaciébn de convolucién, desplazamos todo el tren de

impulsos [5@ (@) ] en la direcciéon positiva de w. Cuando cada impulso pasa
por £ ( w ), reproduce la misma F( w ) como los impulsos estan a intervalos de

27 ., ., : .
o= la operacion de convolucion resulta en que se repita F{ w ) cada wy

radianes por segundo.

La funcién de densidad espectral correspondiente a f 5(:) es, por lo tanto, la

misma F{ w ) pero repetida periddicamente cada wy radianes por segundo.
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F( w ) se repetira periddicamente sin traslaparse siempre que wg > 2 Wy, O sea

2 : -
izz(zyrf ) es decir T< 21 por consiguiente, cuando muestreamos la

T

m

1
funcion f( t) a intervalos uniformes de 2f segundos, la funcién de densidad

espectral de f () sera una replica periédica de F( w ) vy, por lo tanto,

5

contendra toda la informacion acerca de f( t ). La multiplicacion de una sefial
por otra puede considerarse como €l empled de una senal para escalar o
modular la amplitud de la otra, por lo tanto, la multiplicacion de las dos sefiales
se refiere frecuentemente como modulacién de amplitud.

El analisis de Fourier tiene una seria desventaja. En la transformada al dominio
de la frecuencia, la informacién del tiempo se pierde. Cuando vemos a una
transformada de Fourier de una sefial, es imposible decir cuando tomo lugar un
evento en particular. Si las propiedades de la sefial no cambian mucho sobre el
tiempo esto es si es que es llamada una sefial estacionaria, esta desventaja no
es muy importante. Sin embargo, las sefiales mas interesantes contienen
numerosas caracteristicas dinamicas o transitorias: de movimiento, de
tendencia, de cambios repentinos y eventos de comienzo y de termino.

Estas caracteristicas son con frecuencia las partes mas importantes de la

sefal, y el analisis de Fourier no es el adecuado para detectarlo.
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La Transformada de Fourier de Tiempo Corto

En un esfuerzo para corregir estas deficiencias, Dennis Gabor (1946) adapto
la transformada de Fourier para analizar solo una pequefia seccion del tiempo
de la sefial, una técnica llamada ventaneando la sefal. La adaptacion de
Gabor, la llamé La Transformada de Fourier de Tiempo-Corto (TFTC), traza

una sefial en una funcién de dos dimensiones de tiempo y de frecuencia. [BaB]

La TFTC representa el tipo, de acuerdo entre la base del tiempo y la base
frecuencia de la observacion de la sefal. Proporciona algo de informacién
cuando y a que frecuencia ocurre el evento de una sefial acerca de ambas.
Sin embargo puedes obtener solo esta informacién con precision limitada, y
esta precision es determinada por el tamafio de la ventana. Cuando la TFTC
comprime la informacién entre el tiempo y la frecuencia puede ser provechosa.
La desventaja esta en que una vez que escoges un tamario en particular para

la ventana del tiempo, esta ventana es la misma para todas las frecuencias.

Amplitud ventana Frecuencia

&

de Fourier de'
Tiempo Corto!

v

/\/\/\} Transformada

v

Tiempo Tiempo

Figura 1.21
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Se puede obtener ia localizacién del tiempo haciendo la sustitucion del
pre-ventaneado de la sefial x( t ) como se muestra en la figura 1.22
[AuO] [BoT |

*(t—t)

x(17)

Figura 1.22 La TFTC es un espectral local al tiempo ¢

La Transformada de Fourier de Tiempo Corto es la transformada de Fourier

de la sefial x(t’) multiplicada por el corrimiento de un analisis de ventana
y* (t'—t) (sefial impulso ). Donde se suprime toda forma de sefial afuera de la

ventana en la vecindad local alrededor del tiempo {. La TFTC 6 espectro de

tiempo corto de una sefal x( t ) esta definida como
trre’ ()= [y *(e—t)lg *™ ar (1.34)

La TFTC al tiempo t es la TF de la sefial x ( t°) multiplicada por un cambio

de " ventana de analisis’ y*(f—t) centrada alrededor de t.( todas las
integrales van desde -« a « . El caracter sobrescritoc * denota conjugacion

compleja).
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Relativamente la multiplicacion de la ventana corta 7 * (f —t ) efectivamente
suprime la sefial a los lados en la vecindad del tiempo de andlisis en el

punto ¢'=?. La TFTC es simplemente un “espectral local” de la sefal x(t)

alrededor del tiempo de analisis .

Determinacién Frecuencia —Tiempo

La TFTC espectral al tiempo t de la sefial x{t")} pre-ventaneada por la ventana
7*(:’—t) de todos los lineamientos de la sefial localizados en el interior de la

ventana local de intervalos alrededor del tiempo t , se muestra al tiempo t en la

TFTC .Por lo tanto , la buena resolucion de tiempo de la TFTC requiere de una

ventana corta ¥ * (I) La buena resolucién de la TFTC requiere un analisis de

ventana angosta y ¥ (2‘) De acuerdo, al principio de incertidumbre prohibe la

existencia de ventanas con duracion y ancho de banda arbitrariamente
pequena. De aqui la resolucion de la unidn de frecuencia — tiempo de la TFTC
es limitada esencialmente. Especificamente de esto existe una resolucion
fundamental de intercambio; mejorando el tiempo de resolucién (por utilizar una
ventana corta) le resulta en una perdida de resolucién de frecuencia y
viceversa. Si la ventana de analisis y{r) es un impulso infinitamente angosto, la
TFTC reduce esencialmente a la sefial x( t) preservando todas las variaciones

de tiempo de la sefial pero no proporciona cualquier resolucion de frecuencia.
[STr] [FiM]



Expansién de la Sefial Frecuencia — Tiempo y sintesis de la TFTC

Si consideramos la representacion de una sefial x (t ) como una
superposicién ( asignando el peso a la combinacion lineal) del cambio de la

version frecuencia — tiempo de una sefial elemental g( t ). [FiM]

(=] L@ Mlee-e hrdr (135)
Esto puede ser visto como una expansion de la sefial x( t) adentro de la “sefial
base” gf,j,,(f)=g’(f—f')eﬂﬂff de indice continuo por t’,f. Sig(t) se
centra alrededor en el dominio del tiempo, t = 0 y alrededor en el dominio de

. . . , 2=t -
la frecuencia f=0, entonces la frecuencia — tiempo de glt-)¢’ 7 estara

centrada alrededor del punto ( t’, f" ) . Por tanto, el coeficiente de la funcién
t( t', ' ) de la “expansioén frecuencia — tiempo “ la expresamos firmemente
como vecindad de la frecuencia — tiempo alrededor del punto (t", f ) lo que
contribuye a la sefial x('t ).

Existe la expansion de energia finita para cualquier sefial x( t) . Ademas, el

coeficiente de la funcidn (¢, f) puede ser escogido como la TFTC

L6 ) =TtrrC] (11)= Ix(f')Y*(f'—f)e_jMdf' (1.36)

La TFTC proporciona que el andlisis de la ventana y*(t) sea seleccionada
para satisfacer Ig(r}y*(r)dt =1. Esta no es una condicién muy restrictiva, y

libremente escogiendo el lado izquierdo, el andlisis de la ventana y*(;)

muestra que el coeficiente de expansion de la funcion £, (¢, /) tnicamente no

esta definida.
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sustituyendo la ecuacidon ( 1.36 ) en la ecuacion { 1.35 ) obtenemos la relacion
iyt
X(1)= J TFTC, (2, f' ) g(i—rye' 7 dr'df" (1.37)

que indica como recupera o “ sintetiza “ la sefial x(t ) desde la TFTC. Al dar

el andlisis de ventana y *(t) se tiene que infinitamente hay muchas “ sintesis
de ventana “ g( t ) que satisfacen la condicién jg(t)y * (f)df =1,

Una ecuacidn natural selecciona el andlisis de ventana y la sintesis de ventana
con apropiada normalizacién g(t)= #() . Seleccionando otros dos g(t)= (1) y
g{ t) = 1. La implementacién de la sefal variante - tiempo junto con el dominio

de la frecuencia — tiempo depende de la modificacidon realizada en la TFTC

junto con la ventana de andlisis Y ¥ (f) y la ventana de sintesis g (t)

en donde la modificacién de la TFTC es simplemente una multiplicacion de la
TFTC por alguna sefial independiente de una funcién sélida frecuencia —

tiempo.

La TFTC Discreta

Para aplicaciones practicas de la TFTC, es necesario hacer el plano discreto
de la frecuencia — tiempo. Consideremos muestras equidistantes de la TFTC
de frecuencia — tiempo de una rejilla de puntos ( nt, kf} donde T>0 y F>0
son los periodos variables hechos un muestreo para la frecuencia y el tiempo

respectivamente n y k son enteros.

TFTC? (nT,kF) = j {ty*({-nT)e”’ Y gy (1.38)
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la version discreta de la relacidon ( 1.36 ) de la sintesisdela TFTC es

()= 3 TFTC! (T, kF)g(t —nT)e’ 2l (1.39)

esta relacion es valida siempre que los periodos muestreados T y F, el

analisis de ventana 7*(2‘), y la sintesis de ventana g( { ) sean escogidas tal

que

;Zg[ﬂ-k%—nf’]y*(t—n?"): sl«] para todo t (1.40)

con slk] definido como s[o]=1 y s[k]=0 para k # 0 .Esta condicién esta
mas lejos de lo restrictivo de la condicién Ig(f)y*(t)a’t =1 requerida en el caso
continuo.

El calculo para hacer la TFTC discreta, TET (' (nT,kF); para cada analisis de

frecuencia f, = kF. Todas las sefiales son supuestas de tiempo discreto de
valores muestreados bajo conversién y hasta la conversién por el factor de
modificacion de las muestras de la TFTC. El analisis » *(- ) y la sintesis g(n )
pueden ser interpretados como  diezmar( disminuir ) y una interpolacion
( insercion) respectivamente.

La sintesis de la relacion { 1.39 ) puede ser interpretada como una expansion
de la sefal x( t ) adentro la frecuencia — tiempo de la version cambiada gn( t)

de una funcién elementalmente g{'t).

)= T3G04 2. (1.41)

J2m(kf 1

con gnk(f)=g(f—"T)e
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Esta sefial de expansién discreta frecuencia — tiempo es conocida como la

Expansion de Gabor . El coeficiente de expansion G. (k) son llamados
coeficientes de Gabor y las funciones gﬂk(r) son llamados abreviaturas de

Gabor .

Las abreviaturas estaban originalmente tomadas de la funcion Gaussiana
frecuencia — tiempo de cambio por Gabor porque las sefiales gaussianas son
concentradas maximamente en frecuencia y tiempo. Los coeficientes de

Gabor (7.(nk) pueden ser escogidos para ser las muestras de la TFTC
TFTC.(aT,kF) , estos coeficientes no son en general definidos nicamente por
una senal dada. La sefial de base g (1) puede ser construida tal que ambas

estan bien localizadas y bien concentradas con respecto a frecuencia y tiempo.
La integridad de la base de Gabor garantiza que cualquier sefial de energia
finita puede ser representada por la combinacion lineal de la funcion de base
de Gabor dado en la expansion de Gabor . Una condicién necesaria para la
integridad de la base de Gabor es de que la TF < 1 : esta condicién es un limite
de la densidad del ” muestreado de rejilla frecuencia — tiempo “ empleada. £n

el caso extremo del “muestreo critico “* TF = 1.

Sefiales de energia y sefiales de potencia

Una sefial de energia se define como aquella para la cual la energia total, cuyo

valor estd dado por la integral [MeD]

2
E, = fm!x(t] dt (1.42)
es finita.
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La energia de una sefial se define entonces como el drea limitada por la
grafica de la magnitud al cuadrado de la sefial y el eje del tiempo, y se trata
siempre de una cantidad positiva. Las sefiales con forma de pulsos que tienen
duracion finita, o que disminuyen exponenciaimente hacia cero tienen energia
finita.

Si se intentara evaluar la ecuacién 1.42 en el caso de una sefial periédica o
cualquier otra sefial que no se reduzca a cero con el tiempo, la energia se
acumularia conforme se tomaran en cuenta secciones mas y mas grandes de
la sefial y, en el limite, la energia total seria infinita. Es por ello que para tratar
estas sefiales se debe trabajar con la pofencia de la sefial. Para una sefial de

voltaje v(t), establecido a través de una resistencia R, la potencia instantanea

se define como la cantidad P (t)= % watts

La grafica de la potencia instantdnea es positiva en todo punto y puede
promediarse en cualquier intervalo de tiempo de interés para obtener la
potencia media suministrada a la resistencia de carga:

1 pyeTy 1 e ()’
P, = P(t)dt = —— P g
j: (t )t > _[1 o

prom
T M

x(t) P(t)

- P prom

| SVAYAY,

v

A 4
=+
-

Figura 1.23
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La potencia media asociada con una sefal representada por una secuencia de

N muestras puede aproximarse mediante la suma

1 N—]x2[n]
P =
prom N; R

Las sefiales que no se reducen a cero con el tiempo suelen denominarse
sefiales de potencia dado que su potencia media es finita inclusoc en intervalos
de medicion muy largos. [MeD]

En particular, para las sefales periédicas la potencia media se puede calcular
promediando P(t) en un intervalo muy largo que contenga muchos periodos de
la sefial u obteniendo el promedio en un solo periodc.

Entonces, para una sefial periddica con periodo T,

2
b 1 rl 1o v ()
= A
prom .
T, R
La distincion entra sefiales de potencia y sefiales de energia es importante
porque indica las circunstancias en que se pueden utilizar los promedios en el
tiempo en lugar de la integracién directa en el andlisis de sefiales. Por esta
razon, en el estudio de las sefales de energia con forma de pulsos requiere de
la utilizacién de integrales de tiempo, mientras que las sefiales periddicas

generalmente suelen asociarse con la obtencién de promedios.
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Vectores Ortogonales

En el estudio de fendmenos abstractos, las semejanzas resultan muy tiles, en
particular si lo que sucede es analogo a algtn fenémeno concreto. Por lo que
es facil obtener una idea de lo nuevo que sucede a partir del conocimiento del
fenémeno conocido. Para nuestro suceso existe una analogia entre los
vectores y las sefales. Consideremos dos vectores V;y V, como los de la
figura 1.24. [Lat]

CV; V,

Figura 1.24

Vi=CV,+ Ve (1.43)

Sea C V; la componente de V, sobre V, la cual se obtiene geométricamente
al trazar una perpendicular desde el extremo de V, hacia el vector V,, como
se ve en la figura 1.24 El vector V, se puede expresar ahora en términos del

vector V;
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La s figuras 1.25 y 1.26 nos muestran dos entre infinitas posibilidades

C1 V2 V2 C2 V2 V2

Figura 1.25 , Figura 1.26
La figura 1.25 Vi= Ci Vo + Vey (1.44)
Lafigura 1.26 Vi= CoV, + Ve, (1.45)

En cada representacién, V; queda expresado en términos de V, mas otro
vector, que llamaremos vector error. Si se quiere aproximar el vector V,
mediante un vector en la direccién de Vs, el vector Ve representa el error de la
aproximacién. Por ejemplo, si en la figura 1.24 aproximamos a V,; mediante
C V,, entonces el error de la aproximacién es Ve.

Si en la figura 1.25 se aproxima V; mediante C,V, entonces e! error esta
dado por Ve; vy asi sucesivamente. La componente del vector V; en la
direccion del vector V, esta dada por C V,, en donde C se escoge de forma
tal que el vector error sea minimo.

Entre mayor sea la componente de un vector en la direccién de otro vector,
mas se parecen las direcciones de ambos vectores y es mas pequefio el

vector error.
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Si la componente del vector V, a lo largo de V, es CV,, entonces la magnitud
de C indica la similitud de los dos vectores. Si C es cero, entonces el vector
no tiene componente en direccién del otro, y por lo tanto los vectores son
perpendiculares entre si.
A estos vectores se les conoce como vectores ortogonales. Por lo tanto, los
vectores ortogonales son vectores independientes. Si los vectores son
ortogonales, entonces el parametro C es cero
Para nuestra referencia, definimos el producto escalar de los vectores A y B
coOmo

A-B=ABcos 9

En donde 8 es el angulo que forman los vectores A y B. De la definicién se
tiene que

A-B=B-A

De acuerdo con esta notacion

la componentede A alolargodeB=Acos 8 = ’%B
y

la componente de B alolargode A=Bcos8 = A?B
De igual forma, la componente de V; alolargode V,= Y1'V2

V2
para Cio C, =G4
= C2Vy
por fo tanto
Co=" =Y (1.46)

2
V2 vZ ’ v2
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si V4 y V, son ortogonales, entonces

VyV,= 0 (1.47)

Si dos vectores son orfogonales y los dos tienen valor uno se les llama
vectores orfonormales , en el cual cada vector es diferente de Cero, es
linealmente independiente A menudo los términos sefial y funcion se emplean
indistintamente.

Una sefal es una funcién del tiempo; sin embargo, existe una diferencia entre
las sefiales y las funciones. Una funcién f(t) puede ser funcién multi valuada de
la variable t. Pero la sefial fisica siempre es funcién uni valuada de t. En
consecuencia, siempre que se emplee el término funcion, se entendera que es

una funcién unf valuada de la variable independiente.
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Senales

Consideraremos dos sefiales f{ (t) y f . (t). Supbngase que se desea
aproximar f(t) en términos de f , (t) en un cierto intervalo (ty < t <t,)dela

forma siguiente: [Laf]

f|(t)=C12f2(t) en (t1<t<t2) (147)

Para seleccionar C 4, y obtener la mejor aproximacion, debemos encontrar
un valor para C i, tal que el error entre la funcién real y la aproximada sea

minimo en el intervalo {t; <t < t,). Definamos una funcién de error f ¢ (t):

fe(t)=Ff ({t)—C2f2(t) (1.48)

Uno de los criterios para reducir al minimo el error f e (t) en el intervalo
t, at, es el de reducir el valor promedio de f e (1) en este intervalo; es decir

reducir al minimo la expresion

1 ; " t
Z——tlf [fl() Clzfz(t)]j

E! criterio resulta inadecuado, pues tal vez, existan errores positivos y
negativos grandes que se cancelen entre si durante el proceso de promediar,

de donde se tendra una indicacion falsa de que el error es cero.
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Por ejemplo, si aproximarnos la funcién sent con una funcion nula f (t} = 0 en
el intervalo de 0 a 21, el error promedio sera cero; eso indica incorrectamente
que sen t se puede aproximar a cero en el intervalo de 0 a 2w sin error

alguno.

Esta situacién se puede corregir si reducimos al minimo el promedio (o valor
medio) del cuadrado del error, en lugar de hacerlo con el promedio del error

mismo.

Designemos al promedio de f € (t) por .

3
= 1 J 2 - 1 f2 ) 5
c= o rerwat= Lo [T mw-cat0dr (149

Para encontrar el valor de C 1, que reduce € al minimo, debemos tener

de '
ac, =0 (1.50)
es decir,
3
d 1 j 2 —
ety b Fo-cafaeifat}=0 (151)

Si cambia el orden de integracién y diferenciacion, obtenemos:

1 [-[g d

(rz - tl) 1 dclz

R2()dt-2[" fit)h()dt +2C [ f, 2 (t) df= 0 (1.52)
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Evidentemente, la primera integral es cero; pof lo tanto, de la ecuacién {1.52 }

se obtiene:

_[: fl(r)fz(t)dt
J:z fz(t)dt (1.53)

Cp =

Obsérvese Ia similitud entre la ecuacion ( 1.53 } y la ( 1.52 ) que expresa

Cs» en términos de vectores.

Por analogia con los vectores, decimos que f  (t) tiene una componente de
forma de onda f , (t) y que la componente tiene una magnitud C 1,. Si se
anula Cq,, entonces la sefal f ; {t) no contiene componente de la sefial f ; (t)
y decimos que las dos funciones son ortogonales en el intervalo {t 4, t 2). Se
deduce, por lo tanto, que las funciones f; (t) ¥ f. (t) son orfogonales en

el intervalo (t1,t,) Si
[Pr@rwa < C154)

Obsérvese la similitud entre la ecuacién ( 1.54 ) de funciones ortogonales y
la ecuacion ( 1.42 ) de vectores ortogonales.

Podemos demostrar facilmente que las funciones sen no,t y sen m o,t son

] 27
ortogonales en cualquier intervalo (f, fp + —) para valores enteros
@y

denym.
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Considérese la integral |:

fo+
I @0 Senn @ isenm @ ,tdt

2z
_ _[;0 @q %[cos( n—m)w,t—cos( n—m)o,tlde

2
sen(n + m) a)oz} ;D o.

i}

1
20)0

! sen(n—m) gy t— :
(n—m) W n+m

Como n y m son enteros, {n - m} y (n + m) fambién lo son.

En ese caso la integral | se vuelve cero. Por lo tanto las dos funciones son

ortogonales. En la misma forma, se puede demostrar que sen n o, t
y cos me,t son funciones ortogonales y que cos n o, f, cos m o, t

también son ortogonales entre si. En el caso de vectores, la ortogonalidad
implica que un vector no tiene componentes en la direccién de otro. De igual
forma, una funcién no contiene componente alguna de la forma de la funcion
que es ortogonal a ella. Si intentamos aproximar una funcién mediante su
funcion ortogonal, el error serd mas grande que la funcién original misma,
de tal forma que sera mejor aproximar a una funcién con una funcion nula

f (1) =0 en lugar de una funcion ortogonatl a ella.
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Por consiguiente el valor de C,, es 0 en ese caso, dos funciones fq(t)
y f, (t) son orfo-normales en el intervalo ( ty, t2 ) si son ortogonales y

unitarias en amplitud como maximo.

Determinacion grafica de la componente de una funcion

Si suponemos que se conocen graficamente dos funciones fi () y f2(t) y
que se desea determinar la componente de la forma de onda f; (t)

contenida en la sefal f;(t) en un periodo de (0,t).

Sabemos que la componente estd dada por C 4 f » (t); es decir, fq(t)

contiene la componente de la funciéon f , (t) de magnitud C 42, dada por:

AGAGE
Co= [ £ ()

La integral del numerador de esta ecuacion se obtiene al multiplicar las dos

funciones y evaluar el area bajo la curva producto.



La integral del denominador se obtiene al encontrar el area bajo la funcion

[f » (t)]? de una forma similar como se muestra en la Figura 1.29.

fa(t) fa(t)
AT

0 >t 0
\/ v

fi () 220

v
—-

\ 4

Figura 1.29

Si la funcion f, (t) varia mucho mas lentamente que f; (t), el area bajo la
curva fi(t) fo(t) es muy pequefia ya que las areas positivas y negativas
son aproximadamente iguales y tienden a cancelarse entre si. En

consecuencia, f; (1) contiene una pequefia componente de f, (t). [Lat]



Si la funcién f; (i) varia aproximadamente con la misma rapidez que f; (1},
entonces el area bajo la curva producto f, (t) f2 (t) @ mucho mayor y por lo
tanto fi(t) contiene una componente grande de la funcién f; (t) como se

muestra en lala Figura 1.30

i (t) f2(t)

fi (t) f2 (1)

Figura 1.30

Cuando dos funciones varian con rapidez aproximadamente iguales, deben
de ser bastante parecidas y, por lo que f; (t) contiene una componente

grande de la funcién f, (t).
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Espacio ortogonal de sefales

Podemos expresar cualquier funcién f(t) como suma de sus componentes a lo

largo de un grupo o conjunto de funciones ortogonales entre si, si forman un

conjunto completo. [Lat]

Aproximacion de una funcién mediante un grupo de funciones

ortogonales entre si

Consideremos un grupo de n funciones g 1{t), g 2 (t),...., g  (t) ortogonales

entre sien el intervalodet, a t,; esdecir

Ltlzg j(f)g k(f)dt =0 jzk (1.55)

y sea

flzgj(f)df =k, (1.56)

Considerando ahora que la funcién arbitraria f {t) se aproxima en el intervalo
(t;, t,) mediante una combinacion lineal de las n funciones mutuamente

ortogonales.

F(t)e C1ga(f) + Cogo(t) + ...+ Cugilt) + ...+ Crgnft) = ic,gr(f)
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Para obtener la mejor aproximacién, debemos encontrar los adecuados
valores de las constantes Cq, C,, ..., C . tales que ¢ el valor cuadratico

medio de fe(t) sea minimo.

Por definicion fe®) = f(t) - Ye.g ¢)

. 2
1 t, 5
y [ 70-3 c.g,0)] (157)
t.- 1, £ r=1
por la ecuacion ( 1.57) el vaior de ¢ es funcién de C4, Co, .., C . Para

reducir al minimo & debemos tener que

68_63 _6_5

- = =.... =.... = 0
9¢, Oc, o¢, oc,
Considerando la ecuacion:
98 _, (1.58)
o,

Tenemos que (f, — f; ) es constante, se puede expresar la ecuacion { 1.58)

como

I

_aa—{f,z[f(r)_ 2lc,g,(f)]2df}=0 (1.59)



Al desarrollar el integrando, todos los términos que proceden del producto

jg}(z)gk(z)dr son cero, como se expresa en la ecuacion ( 1.59).

De la misma forma , la derivada con respecto a C ;, de todos los terminos

que no contienen a C;, vale cero, es decir

O feg s 2 [, r0g 0=

ey
Obteniendo solamente dos términos de la ecuacién (1.59 )

Eac_jflz[_ chf(r)gj(t)-i— Cigi(t):idt =0 (160)

Cambiando el orden de diferenciacién e integracion de la ecuacion ( 1.60 ),

Obtenemos

2 [Fr0g Ok =2, [ g 0

por lo tanto

[ rg @
c,= " (1.61)

g

- %j;lzf(f)gj(f)df (162)



Dado un grupo de n funciones  gq(t), g2(t), . . . . , g n(t) mutuamente
ortogonales en el intervalo (4, t; ), podemos aproximar a una funcion
arbitraria f{t) en dicho intervalo mediante una combinacion lineal de las n

funciones
1O~ cg O+e,g, O te,g ) =3cg 0 (1.63)

r=1

Debemos calcular los coeficientes C4, Co, . . .., C,, etc. para tener la
mejor aproximacion, con la cual se reduce al minimo el valor cuadratico

medio del error en el intervalo dados en la ecuacion ( 1.61 )

Determinacion del error cuadratico medio

El valor de £ cuando se escogen valores optimos de C4, C,, ..., C , de

acuerdo con la ecuacion ( 1.63 ).

Por definiciéon

€= Gzl——tl)-[tt,{f(r)— Z:]Crg r(r)}zdr

1
t,~t,

[fffz(t)dt + Zlc2 J:lzgi(t)dt - 221 c. L’;f(r)gr(r)dr} (1.64)
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de las ecuaciones ( 1.61 )y ( 1.62 ) se deduce que
[rOg a=c g0 =c.k, (165)

al sustituir la ecuacién ( 1.64 ) en la ecuacién ( 1.65 } obtenemos

s IR AT RSP S

(1 1—t)[fff2(t)"“2ffk’] (1:68)

@ -Gk ik k)] (18T

por lo tanto determinamos el error cuadratico medio por la ecuacién (1.67)

y entonces ¢ se anula. Obteniendo

2 o
szf (Mt =3 c k., (1.68)
1 r=1
para un conjunto orto-normal k=1

ahora f (t) queda representada por la serie infinita :

fB)=c,g )+ czgz(f)+----+c,g,(f)+----
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La serie infinita del segundo miembro de la ecuacién ( 1.68 ) converge a
f (t) de tal forma que el valor medio del cuadrado del error es cero. Se dice
que la serie converge al valor medio. Aqui Ia representacion de f (t ) es
exacta. El conjunto de funciones gi (t), g2 (t) ....,g.(t)
mutuamente ortogonales en el intervalo ( t;, t;) es completo o cerrado

cuanto no existe una funcién x (t) para la cual se cumple que:

I:IZJC(I)gk(I)df =0 | para k=1,2,....

Si encontramos una funcién x ( t ) tal que la integral anterior se anule,
entonces x ( t ) es ortogonal a cada uno de los miembros del conjunto
{g.(t) y en consecuencia forma parte del conjunto. EIl conjunto no es

completo si x(t) no pertenece a él.

Resumiendo resultados. Para un conjunto {g  (t ) }, (r

I
—_
N

mutuamente ortogonales en el intervalo (t4, t; ),

(0 sim=#n

flzgm(f)gn(f)df = 9 (1.69)

L Kn sim=n
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Si este conjunto de funciones es completo, entonces se puede expresar

cualquier funcién f (t) como

fO=cg+c,g,O+..+c.g O+ (1.70)

en donde

. - Lllf(t)gr(r)dr ) J;f(r);g(r)dr (171)
k. J':]’gr(r)dt

se puede expresar cualquier funcién f ( t ) como una de sus componentes a
lo largo de |a funciones mutuamente ortogonales, siempre y cuando formen

un conjunto completo

Sefiales ortogonales y simétricas

El concepto de comparacion y vectores ortogonales se puede extender a
las sefales. El termino “ortogonal” significa literalmente “en angulos rectos”

y refleja la relacion entre los fasores de cos wt y sen wt en un diagrama

de fasores.

El analisis de sefiales requiere la utilizacion repetida de una operacion

particular que da la integral o promedio de un producto de sefiales, por

ejemplo:

e [ O O
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El resultado de esta operacion, r, serd una constante para una pareja de
sefiales dada. Sin embargo, en muchos casos r valdra cero y esto a menudo
se puede determinar anfes de intentar evaluar la integral. En algunos libros,
r se conoce como coeficiente de correlacion y se utiliza para medir el grado

de similitud entre dos senales.

Cuando la integral o e! promedio del producto de dos sefiales vale cero en
un intervalo especificado de t = t; a t = t; + Ty, se dice que las sefiales son

ortogonales en ese intervalo. Asi, para las sefales ortogonales x (t ) vy
Xz( t ) .

ro= '[“T” x, ()x,()dt = 0

1

De acuerdo con estas definiciones,coswt y senwt son ortogonales

para - T <t < T. Ademas, puesto que estas senales son periddicas con
periodo T0=2—”, también son ortogonales en cualquier intervalo de t = K
[

at=t; +k Ty donde k es un entero:

b+ ET
j cos wtsen otdt = 0, T, = —,k =1,2,.....
)
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Como regla general, si el producto de dos sefiales es impar en un intervaio

dado, entonces las sefiales seran ortogonales en ese intervalo. [MeD]

x (1) X (1)
par: x {(t)=x(-t) impar: x(t)=-x(-t)

1
0 0
-

-x (-t

Figura 1.27 Figura 1.28 sefal ortogonal

TIPOS DE ONDAS

Las ondas (o movimientos ondulatorios) son, fundamentalmente, de dos
clases: mecénicas y electromagnéticas. Las ondas mecanicas necesitan un
medio material para propagarse; las ondas electromagnéticas no, pues se

propagan también por el vacio. Atendiendo a otros aspectos, las ondas son:

a) periédicas, cuando proceden de una fuente que vibra periédicamente y

transmite frentes de ondas en sucesivas perturbaciones;

a0



b) No periddicas, cuando son perturbaciones o frentes de onda aislados;
(un pulso)

¢) longitudinales, si el desplazamiento de las particulas del medio es
paralelo a la direccidn de traslacion de la energia (como el sonido);

d) transversales, si la onda va asociada a desplazamientos perpendiculares
a la direccion de propagacidn de la energia (como las ondas
electromagnéticas );

e) progresivas o viajeras, transportan energia y cantidad de movimiento
desde el origen a otros puntos del entomo;'

f} estacionarias, no transmiten energia pero si intercambian energias
cinética y potencial en sus elongaciones.

Las ondas progresivas se propagan con una velocidad que depende

exclusivamente de las propiedades del medio. [Tip] [AIF]

FENOMENOS ASOCIADOS A LAS ONDAS

En su propagacién pueden experimentar:

Reflexion - \/

Se entiende por reflexiéon el cambio en la direccién de propagacién de su

velocidad en el medio que experimenta una onda al encontrarse ( chocar )

con un obstaculo o superficie. [Tip] [AlF]
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Propagacion
dentro de un segundo medio en donde pueden experimentar refraccion y

dispersion,

Refraccion

Se entiende por refraccion al conjunto de fenémenos o de cambios que
experimenta una onda al pasar de un medio a otro. Como consecuencia de
tener los medios de propiedades diferentes o ser de distinta estructura, /a

velocidad de propagacién de la onda es distinta en cada uno de ellos.

Superposicién de ondas en una region del espacio puede dar origen a:
Interferencias, pulsaciones y ondas estacionarias cuando coinciden en
determinadas direcciones y frecuencias.

Difraccién, cuando un objeto dificulta el paso de la onda y distorsiona el

avance del frente.
Interferencias

Es el fendmeno que se presenta cuando en una regién del espacio, se
encuentran, en ciertas condiciones, dos o mas ondas, el desplazamiento
resultante en ese punto es la suma de los desplazamientos individuales
producidos por cada una de las ondas. Si los desplazamientos van en el
mismo sentido, ambas ondas se refuerzan; si van en sentido opuesto, se
debilitan mutuamente. Fisicamente se caracteriza porque en dicha region
existe una distribucién de la intensidad de la onda resultante, es decir, varia
de unos puntos a otros: no es uniforme ni igual a la suma de las

intensidades de las ondas que se superponen.
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Difraccion

Es el fenémeno que se presenta siempre que una onda se encuentra con
un obstaculo, o una abertura, de dimensiones comparables a su longitud
de onda. El obstaculo puede ser una casa, un poste, un disco, una varilla, la
abertura de un pequeiio orificio o rendija en una pantalla, las plumas de un
ave, etc. En estas condiciones, la propagacién del movimiento ondulatorio
no es rectilinea y su intensidad depende de la direccién que se considere,
se extiende en todas las direcciones en forma de ondas circulares. En todos

los casos se bloquea el paso de una parte del frente de onda
Polarizacién.

La onda esta polarizada si las vibraciones van y vienen en una direccion. Es
un fendmeno especifico de las ondas, sea cual fuere su dimension, pero a

diferencia de aquellos s6lo lo presentan las ondas transversales. El sonido,

que como veremos, estd constituido por ondas longitudinales, no lo
presenta. Es el fenémeno que permite decidir si una onda es transversal o
longitudinal. Por ejemplo: si la onda esta polarizada verticalmente las
vibraciones de la onda estan en un plano vertical, si la onda esta polarizada
horizontalmente las vibraciones van en el plano de referencia horizontal. Si
un electréon que vibra emite una onda electromagnética polarizada en

sentido de un plano de referencia vertical, emite luz verticalmente.

Las fuentes de luz comunes, como una lampara incandescente, una flama
de vela, etc. Emiten luz no polarizada, esto se debe a que los electrones

que producen la luz vibran en direcciones al azar.
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Longitud de onda.

Es la distancia que hay entre dos puntos consecutivos de la onda que estan

en fase, es decir, con la misma velocidad (v), aceleracion (a) y elongacion

(y). Porlo tanto: kA =27 , k= 27” (m™”), k nimero de ondas, representa el

numero de longitudes de onda que hay en la longitud 2z . Sustituyendo o y
k por sus valores obtenemos de las ecuaciones anteriores otra expresién

equivalente de las ondas unidimensionales:

y(x, 0 =Asen2s (L = <3 (m) (1.72)

Y/m

/ Longitud de onda

Origen de A >

)
la onda /\ /\
\/ | o

Figura 1.31
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Si el tiempo t se incrementa en un periodo T la fase de la onda no cambia

pero la onda avanza una longitud 4 iguala v-T dedondev =% =if y

v=( %)-(27: =2 (ms) (1.73)

La fase de un movimiento ondulatorio se expresa en la ecuacion por el
argumento; en la ecuacion (1.73) es:

X
2 ii_
E(T P

)

Ecuacion de las ondas progresivas unidimensionales sinusoidales.

Ecuacion de las ondas progresivas unidimensionales sinusoidales. Las
ondas sinusoidales se producen cuando un cuerpo vibra con m. a. s.

(movimiento armonico simple) y no se distorsiona al propagarse.

En general, toda onda se puede considerar como superposiciéon de ondas
sinusoidales de frecuencia, amplitud y fase correspondientes. Un
movimiento vibratoric sinusoidal es doblemente periddico porque es funcion
del desplazamiento de la onda y del fiempo. Por eso se expresa la

elongacion por el simbolo: y (x, 1)
En el origen, la ecuacion del m. a. s. que origina la onda es  y(0,t) = Asen(wr)

2z ., :
enlacual w= T 27 es la pulsacion o frecuencia angular de la onda.
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La elongacién y de un punto cualquiera x de la onda ( x >0 ) varia

también con el tiempo, pero presenta un desfasamiento respecto del origen.

Por eso se escribe la ecuacion del cualquier punto de la onda:
y(X,t) = Asen(wt — @) .

Como la velocidad v de la onda que se propaga por un medio homogéneo
e isétropo es constante, el desfasamiento depende de la distancia del punto

x al origen; luego ¢ = kx.

Y asi tenemos una ecuacion de las ondas unidimensionales sinusoidales

que se desplazan hacia la derecha (sentido positivo):
y(x, t) = Asen (wt-kx) (m) (1.74)
k se llama numero de ondas.

Si la onda se propaga hacia la izquierda (sentido negativo) la velocidad v y
los desplazamientos x respecto del origen son negativos y entonces la

ecuacioén se escribiria:

y(x, t) =Asen(wt+kx) (m) {1.75)

Cada punto del medio por el que se propaga una onda sinusoidal realiza un

m. &a. S.



ENERGIA DEL MOVIMIENTO ONDULATORIO

Un medio en el que se propaga un movimiento ondulatorio posee energia,

que es en parte cinética y en parte potencial.

Figura 1.32

Observando la figura 1.32, en P toda la energia es potencial, en Q toda la

energia es cinética, y en R parte es potencial y parte cinética.

La energia cinética del elemento de masa dm = pdx (r es la densidad lineal de masa)

2
situada en Q sera: %dm{%) == Ahora bien como todos los elementos de masa tienen la

2
misma energia. E= lp){g] s -
2 ot

La potencia total transferida sera %
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2 2
P= lﬁ[@) m;(gf) wx = (— dkveosk(x —vt)), .. = Akv
2 T\ o ot |

Donde hemos tenido en cuenta que i =w, podemos escribir, por tanto,

P=%ZA20)2 donde Zz=pv eslaimpedancia de la onda. Dicha magnitud

caracteriza las propiedades ondulatorias del medio. Como Z es constante la

potencia es proporcionala 4> y o’.

En el caso de ondas tridimensionales, conviene, introducir una nueva
magnitud, la intensidad | de la onda, definida como la potencia que pasa a
través de la unidad de superficie normal a la direccion de propagacion. Es
por tanto, la energia que pasa por unidad de tiempo y unidad de superficie.

Sus unidadesenel S. L

Son wm?=Js'm? (Para una onda esférica)

Si consideramos los dos frentes de onda esféricos de la figura, y suponiendo
que no existe absorcién de energia, la cantidad de esta, que atraviesa la

superficie de radio r; tiene que ser igual a la que atraviesa la de radio r >,
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por lo tanto,

2 2 I F

1§, =1S, = Iy =15Ln :71:%
2 h

1 2 22 1 2 2.2 A1 r,
— or =-—pwA oy, > ==
ZPVAl 1 2/0"2 2 4

Figura 1.33

Es decir, la intensidad disminuye proporcionalmente al cuadrado de la
distancia al foco, mientras que la amplitud de las oscilaciones de las
particulas disminuye proporcionalmente a la distancia al mismo.

En realidad la disminucion de la intensidad y la densidad es mayor que ias
expresadas por las relaciones anteriores debido a la absorcién de energia,
a rozamientos, etc.

Piénsese que en una onda plana, en donde R;=R,_, «, la intensidad y
la amplitud deberian permanecer constantes, o que estd en contradiccién
con la experiencia. Por lo tanto en el caso de ondas esféricas a la
disminucién de la intensidad por la distancia habra que afadir la disminucion
por absorcién.

Se puede definir la absorcion de un movimiento ondulatorio, como la
disminucion en la intensidad debido a la naturaleza y caracteristicas fisicas

del medio propagador.
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En el caso de ondas planas que se propagan, se ha comprobado
experimentalmente que la disminucién relativa de intensidad, viene dada

dl

por: T =-uix, donde ¥ se llama coeficiente de absorciéon y depende del

medic y de la frecuencia de la onda.

jf dl

Integrando: e T

= — J-Ox}/dx

Ln%z—}*x—)]zfo-e_’“

0

La intensidad disminuye exponencialmente con tanta mayor rapidez cuanto

mayor sea 7 .

La onda transmite energia; la energia transportada se caracteriza, entre
otros parametros, por la intensidad de onda I. La Intensidad de onda es ia
energia que fluye perpendicularmente a la direccion de propagacion a traves

de la unidad de superficie en cada segundo. Se expresa asi:

(w-m?) (1.76)

| by
—_
Il
t | My

El sonido.

El sonido es una onda mecanica longitudinal que se puede propagar por
solidos, liquidos y gases. En su desplazamiento por los gases origina
variaciones de presion, densidad y desplazamiento de las masas de gas

por el que se propaga.
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Al llegar al oido actia sobre la membrana del timpano y, a través de la
cadena de huesitos del oido medio, transmite al cerebro por el nervio

auditivo la percepcion del sonido.

Las ondas sonoras capaces de ser detectadas por el oido humano van
desde 20 Hz (umbral inferior) a 20000 Hz (umbral superior). Por debajo de
20 hz estan los infrasonidos (mareas, ondas sismicas) y por encima de
20000Hz, los ultrasonidos (como el sonar, de baja energia, y las vibraciones

de las redes cristalinas (cuarzo), de aita energia.

El ruido es un sonido audible no armonioso. Procede de ondas no

periédicas. Una nota musical es un sonido agradable; procede de ondas

periddicas.

El sonido o nota fundamental es la vibracién cuya frecuencia f;,, es la mas
baja que se puede obtener en la flauta aguda (caramilio). Un armoénico es

una nota cuya frecuencia es un muitiplo entero de f,.

Todo sonido posee una mayor o menor energia que es funcién de su mayor
o menor frecuencia. Las moléculas del aire transmiten la energia que

provienen de movimientos periodicos.

Referida la energia a la masa de la unidad de volumen o densidad p,

vale: E=(%)po A2 y como o =2z f, tenemos:

E =27z 27 £A? (julios) (1.77)
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Esta energia es muy notable en los ultrasonidos; en los de alta frecuencia

llega a ser diez mil millones de veces mayor que en los sonidos normales.

Las notas o sonidos musicales se caracterizan por 1a intensidad, el fono y el
timbre. La intensidad de un sonido depende de la mayor o menor amplitud
de la onda, ya que la energia de la misma es funcidén del cuadrado de la
amplitud. La audicion esta unida a la intensidad de la onda sonora. Para
cada frecuencia hay una intensidad minima (umbral de audicion) por debajo
de la cual no se oye; y una intensidad maxima que produce sensacioén de

dolor (umbral doloroso). El nivel de intensidad sonoro, se mide en decibelios

(d b): dB = 10log ( ; ) (1.78)

lo, es la intensidad inferior de audicion que se toma como punto de

referencia y vale: | =102 Wm™ (en el aire).

Asi un sonido cuya intensidad sea 1000 veces superior a |, — umbral de

referencia - tiene de nivel:
dB = 10 log (10°-107%/10"'%) =30 decibelios.

El tono de un sonido depende de su frecuencia. Los tonos agudos tienen

mayor frecuencia que los graves. De la relacién: f = % se deduce que a

mayor longitud de onda, menor frecuencia, y viceversa. El fimbre depende
de los arménicos que acompafan a los sonidos; como éstos varian con los
instrumentos, por el timbre se distingue una nota dada por diferentes

instrumentos.

82



Velocidad del sonido en los gases

La velocidad del sonido en el aire depende de las variaciones depresion,
densidad y desplazamiento del mismo que se originan en el lugar de la

perturbacion (timbre, campana, guitarra...).

El andlisis de estos factores lleva a la expresion: v=[£1"2(ms")
Yo,

k es el médulo de elasticidad y p la densidad del gas. Por otra parte, entre

las velocidades del sonido y la temperatura del gas se da la relacion:

Conocida la velocidad a una temperatura absoluta (kelvin) se deduce, de la

relacion anterior, la velocidad a cualquier temperatura.

En los gases ideales en condiciones adiabaticas se obtiene, para la

velocidad del sonido: V= [%] 12

Siendo Y = gfy’ el coeficiente adiabatico que vale para los gases

monoatomicos: ¥ = 1,67, y para los biatdbmicos } =1,40. M es la masa
molar molecular del gas. A menor masa molar molecular mayor velocidad.
Las ondas se clasifican segun la direccién de los desplazamientos de las
particulas en relacién con la direccién del movimiento de la propia onda. Si

la vibracion es paralela a la direccién de propagacion de la onda, la onda se

denomina longitudinal.
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Una onda longitudinal siempre es mecanica' y se debe a las sucesivas
compresiones (estados de maxima densidad y presién) y enrarecimientos
{estados de minima densidad y presion) del medio. Las ondas sonoras son
un ejemplo tipico de esta forma de movimiento ondulatorio. Otro tipo de
onda es la onda transversal, en la que las vibraciones son perpendiculares a
la direccidn de propagacion de |la onda. Las ondas transversales pueden ser
mecanicas, como las ondas que se propagan a lo largo de una cuerda tensa
cuando se produce una perturbacidn en uno de. sus extremos, o
electromagnéticas, como la luz, los rayos X o las ondas de radio.

En esos casos, la direccion de los campos eléctrico y magnético son
perpendiculares a la direccidon de propagacién. Algunos movimientos
ondulatorios mecanicos, como las olas superficiales de los liquidos, son
combinaciones de movimientos longitudinales y transversales, con lo que
las particulas de liquido se mueven de forma circular.

En una onda transversal, la longitud de onda es la distancia entre dos
crestas o valles sucesivos. En una onda longitudinal, comresponde a la
distancia entre dos compresiones ¢ entre dos enrarecimientos sucesivos.

La frecuencia de una onda es el nimero de vibraciones por segundo. La
velocidad de propagacion de la onda es igual a su longitud de onda
muitiplicada por su frecuencia.

En el caso de una onda mecanica, su amplitud es el maximo
desplazamiento de las particulas que vibran.

En una onda electromagnética, su amplitud es la intensidad maxima del

campo electromagnético o de la induccion electromagnética.
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COMPORTAMIENTO DE LAS ONDAS

La velocidad de una onda en la materia depende de la elasticidad y
densidad del medio. En una onda transversal a lo largo de una cuerda
tensa, por ejemplo, la velocidad depende de la tensién de la cuerda y de su
densidad lineal o masa por unidad de longitud.

La velocidad puede duplicarse cuadruplicando la tensién, o reducirse a la
mitad cuadruplicando |la densidad lineal.

La velocidad de las ondas electromagnéticas en el vacio (entre ellas la luz)
es constante y su valor es de aproximadamente 300.000 k m / s. Al
atravesar un medio material esta velocidad varia sin superar nunca su valor
en el vacio. Cuando dos ondas de igual amplitud, longitud de onda y
velocidad avanzan en sentido opuesto a través de un medio se forman
ondas estacionarias. Por ejemplo, si se ata a una pared el extremo de una
cuerda y se agita el otro extremo hacia arriba y hacia abajo, las ondas se
reflejan en la pared y vuelven en sentido inverso.

Si suponemos que la reflexion es perfectamente eficiente, la onda reflejada
estard media longitud de onda retrasada con respecio a la onda inicial. Se
producira interferencia entre ambas ondas y el desplazamiento resultante en
cualquier punto y momento serd la suma de los desplazamientos
correspondientes a la onda incidente y la onda reflejada.

En los puntos en los que una cresta de la onda incidente coincide con un
valle de la reflejada, no existe movimiento; estos puntos se denominan

nodos.
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A mitad del camino entre dos nodos, las dos ondas estan en fase, es decir,
las crestas coinciden con crestas y los valles con valles; en esos puntos, la
amplitud de la onda resultante es dos veces mayor que la de la onda
incidente; por tanto, la cuerda queda dividida por los nodos en secciones de
una longitud de onda. Entre los nodos (que' no avanzan a través de la

cuerda), la cuerda vibra transversalmente.

Las ondas estacionarias aparecen también en las cuerdas de los
instrumentos musicales. Por ejemplo, una cuerda de violin vibra como un
todo (con nodos en los extremos), por mitades (con un nodo adicional en el
centro), por tercios... Todas estas vibraciones se producen de forma
simultanea; la vibracion de la cuerda como un todo produce el tono

fundamental y las restantes vibraciones generan los diferentes arménicos.
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Capitulo 2

Concentracion de Onda ( wavelet)

La teoria de Fourier sélo es valida para sefales estacionarias. En el andlisis
de una sefal no estacionaria, el método que se prefiere es utilizar una
descripcion de la sefial que incluye tanto al tiempo como a la frecuencia.
Como su nombre lo indica, el analisis tiempo-frecuencia es el mapeo que
presenta las componentes espectrales de la sefial como una funcion del
tiempo. En términos conceptuales, podemos considerar este Mapeo como
una representacion espectral variable del tiempo de la sefal. Los valores de
la representacion de tiempo-frecuencia de la sefal proporcionan una
indicacion de los tiempos especificos en los que se observan ciertos
componentes de la senal. [Priv]

Las sefales mas interesantes contienen numerosas caracteristicas
dinamicas o ftransitorias: de movimiento, de tendencia, de cambios
repentinos y eventos de comienzo y de término. Estas caracteristicas son
con frecuencia las partes mas importantes de la sefal, y el analisis de
Fourier no es el adecuado para detectarlo.

Muchas sefales requieren mas flexibilidad de aproximacién, una donde
podamos variar el tamano de la ventana para determinar mas exactamente
ademas del tiempo, la frecuencia.

El analisis de Concentracion de Onda no utiliza una region de tiempo-
frecuencia, utiliza una region de tiempo-escalado. La mejor ventaja
proporcionada por la concentracion de onda es la habilidad para realizar el
analisis local, lo cual es para analizar un area localizada de una sefal mas

grande. [Bat]
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Aqui como se indica que en contraste con el tiempo-base, la frecuencia-

base, y la observacion de la TFTC de una sefial: [ArR]

Amplitud N Frecuencia

v

Tiempo Amplitud'

Dominio del tiempo (Shannon) Dominio de la frecuencia (Fourier)

Frecuencia Escalado
F 3 rF 3

\ 4

Tiempo Tiempo

TFTC (Gabor) Analisis de Concentraciéon de Onda

Figura 2.1

Considerando una sefial senoide con una discontinuidad pequefia una tan
pequefia como sea apenas visible. Se puede generar en el mundo real.
Quiza por una fluctuacion de potencia o un intercambiador ruidoso.

Un diagrama de los coeficientes de Fourier de esta sefal particularmente
nada muestra de interesante. Un espectro plano con dos picos

representando una unica frecuencia. Sin embargo un diagrama de los
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coeficientes de Concentracién de Onda, claramente muestra la localizacion

exacta en el tiempo de la discontinuidad.

Senoide con una

Pequefia discontinuidad

v

Figura 2.2

El analisis de Concentracién de Onda es capaz de revelar aspectos de
datos que de otras técnicas de analisis de sefiales no se comprenden,
aspectos como direccionales, puntos de interrupcién, discontinuidad.
Ademas proporciona una diferente forma de ver datos que estan
representados por técnicas tradicionales, el analisis de Concentraciéon de
onda puede comprimir o eliminar el ruido de una sefal sin disminucién
apreciable

La Concentracién de Onda tiene su representacién en el tiempo y en el
escalamiento consecuentemente cada aplicacion tiene su representacién en
el tiempo y en el escalamiento. Cuando se toma totalmente la
descomposicion, los puntos centrales, son el proceso de compresion y
eliminacién del ruido. La concentracion de onda es una forma de onda de
duracién limitada.

Comparando la Concentracion Onda con ondas de senos que son las bases
del analisis de Fourier. Las sinusoides no tienen duracién limitada, ellas se
extienden desde menos a mas infinito y en donde las sinusoides son
uniformes y predecibles, la Concentracién de Onda tiende a ser irregular y
asimétrica.
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Matematicamente, los procesos del andlisis de Fourier estan representados
por la transformada de Fourier [ABM] [AAE]

F(w)= |f(t)e ™adr (2.1)

Es la suma que cubre todo el tiempo de la sefial f (t ) multiplicada por un
exponencial complejo. El analisis de Fourier consiste de la descomposicion
de una sefial en ondas de sinusoides imaginarias y reales de varias
frecuencias, que cuando son multiplicados por una sinusoide de frecuencia
w producen las componentes continuas sinuscidales de la sefal original.

Graficamente, el proceso se parece a

Transformada
de Fourier !

SeAal sinusoides continuas de diferentes frecuencias

Figura 2.3
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Similarmente el analisis de Concentracién de Onda es la descomposicion de

una sefal en versiones de escalado de la Concentracién de Onda original

Onda de seno Concentracion de Onda

(0 madre).

Figura 2.4

| a transformada de Concentracién de Onda ContinL'Ja TCOC esta definida
como la suma que cubre todo el tiempo de la sefal multiplicada por el
escalado, de los desplazamientos de la funciéon de la version de la

Concentracion de onda y

C (escalado, posicién ) = Jf(f)w (escalado, posicion |, t ) dt (2.2)

El resultado de la TCOC son muchos coeficientes C de Concentracién de
Onda, que estan ‘en funcién del escalado y de la posicién, multiplicando
cada coeficiente por el escalado apropiado de los desplazamientos de la
Concentracion de Onda, produciendo los componentes de la sefial origina!
de la Concentracién de Onda. [FoS]
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Precisamente buscando una ilustracién de Concentracion de onda y de
ondas de seno se puede observar intuitivamente que las sefiales con
cambios definidos pueden ser mucho mejor analizadas con una
Concentracion de Onda irregular que con sinusoides continuas. También
tiene sentido de que la caracteristica local puede ser descrita mucho mejor

con Concentracién de Onda que tiene extension local.

Escalado

El escalado es la expansién o dilatacién (y compresién) al mismo tiempo de
una Concentracién de Onda simplemente quiere decir retardo ( o adelanto )

del inicio.

Matematicamente, el retardo de una funcién f ( t ) por k esta representada
por f(t—k)

AR . JaNn .
=Y > A >
Funcidn Concentracion de Onda Funci6én escalado de Concentracién

w (t) de Onda (desplazado }  (t -k)

Figura 2.5



El analisis de Concentracién de Onda

El analisis de Concentracion de Onda asigna la utilizacién de intervalos de
tiempo largos en donde queremos exactamente mas informacién de
frecuencias-bajas, y regiones cortas donde queremos informacion de
frecuencias-altas. Una técnica de ventaneado con regiones de tamarfo-
variable. [BeF]

Amplitud , Escalonado ,

Transformada
Concentracion
de Onda

v

v

Tiempo Tiempo

Figura 2.6

La transformada de Concentracion de Onda Continda

La Transformada Concentracién de Onda continua { TCOC ) realiza un
mapeo intercambiando la resolucién del tiempo por la resolucién de la

frecuencia y viceversa. Donde y¢( t ) es el analisis de la ventana de

Concentracién de Onda
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En la figura 2. 7 el efecto del tiempo — cambio / frecuencia — cambio del
operador de la TFTC de tiempo y frecuencia S*”. En ta TFTC a la
frecuencia f es esencialmente el resultado del paso de la sefial x (1)

entre el filtro pasa banda 1'(/-f). La TFTC?( ¢, f ) es el producto interno de

la sefial x (t ) y una versidbn tiempo — desplazado / frecuencia —

2
desplazado ( S"'" y)(t)= l//(f—f)eJr i del analisis de la ventana del

tipo pasa bajas W(‘f) :

P Rew(t) Rey(t 7)™
/N |
Figura 2.7

El tiempo — cambio / frecuencia — cambio del operador de la TFTC del

tiempo y frecuencia S'*'" causa el analisis de la ventana (z) para

centrarlo alrededor del tiempo T vy la frecuencia f.
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El efecto del tiempo - escalado / tiempo - cambio de frecuencia. No afecta
el ancho de banda o la duracién de la ventana. Originalmente la TCO fue

introducida como una representacién tiempo — escalado. La formula clasica

se obtiene del analisis de escalado de a = % [AGH] [CMW] [GGM]

v
v

. Reyw (1) Req[“-.':;j;y(j:([ - r)}

Figura 2.8

En la figura 2.8 EI tiempo - escalado / tiempo - desplazamiento del
operador de la TCOC! 7 ') causa el analisis de la ventana ¥ (t) al ser
centrada alrededor del tiempo 7 y la frecuencia f, el tiempo de! escalado
también le afecta el ancho de banda y la duracién de la ondulada: el ancho

de banda ( duracién ) es proporcional ( inversamente proporcional ) a f.



El efecto del tiempo - escalado / tiempo - cambio del operador de ta TCO,
C'*") La TCO.TCO. (7,f) es el producto interno de la sefial x (t) vy

un tiempo — escalado / tiempo — desplazamiento de la versién de

(C'O M) wy(t) = ﬂy/[ (e - )} del anélisis del tipo pasa banda de la

ondulada ¥ (t). Las figuras 2.7 y 2.8 ilustran las secuencias practicas
de estas diferencias formales al comparar los efectos del operador lineal
st=-" y ¢l % ") El operador de la TFTC S'™ ') primero el tiempo —
cambio ¥ (t) poreltiempo 7 ydespués el resultado de la frecuencia —

cambio por la frecuencia f. El operador C'7'"’dela TCO del otro lado

primero el tiempo — escalado ¥ (t)} por un factor de _j; y después el

0

resultado del tiempo — cambio por el tiempo 7 . De esta forma, el cambio de

la frecuencia en el caso de la TFTC es reemplazada por un tiempo de

escalado en la TCO ( un tiempo de escalado por un factor @ induce a un

1
escalado de la frecuencia por el factor inverso  ambos (S Yy t)

y (C'7 ") W) t) son centrados alrededor del punto ( 7, f ) tiempo
frecuencia. Sin embargo, considerando que la duracién efectiva y el ancho
de banda de la sefial dela TFTC (S'"*") ¥)( t ) es independiente del
analisis de la frecuencia f, la duracion efectiva de la sefial de control de la
TCO (C" " ¥W)(t)esinversamente proporCionaI a f y el ancho de banda

es proporcional a f.
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El ancho de banda de la TCO del filtro pasa bandas es proporcional a f
o equivalentemente el factor de calidad del filtro Q ( = centrado - frecuencia /
ancho de banda ) es independiente a f. La TCO puede ser vista como un
analisis “ constante — Q “.

Si definimos a la transformada de Concentracion de Onda continua como

w*[ﬁ({—f)}df (2.3)

donde I,V(T) ( analisis de Concentracién de Onda ) es una funcién real o

TCOC! )= [+,

compleja pasa banda centrada alrededor de t =0 en el dominio del tiempo.

El pardmetro fﬂutilizado en (2.3) esigual al centro de la frecuencia de

',II(T). La TCOC fue introducida originalmente como una representacion

de tiempo — escalado: Esta clasica formulacion de la TCOC puede ser

obtenida de la formulacién frecuencia — tiempo introducido por el anélisis de

escala 4 como a= % La TCOC preserva los cambios de ia frecuencia

de f; a f [GGM]

Para la version de frecuencia — tiempo de la ecuaciéon ( 2. 3 ), suponemos
que la TF de l,!/(‘r) es esencialmente concentrada alrededor del centro de la

frecuencia fo . Dada una sefial no estacionaria x (t ), la TCOC se define

como el producto interior de x ( t ) con la familia de dos parametros de

funciones basicas denotadas por [HaV]

L 1
v, () =|a 2'(’(0) (2.4)

donde a es un factor de escala ( conocido como un parametro de dilatacion ),

y T es un retardo de tiempo.

97



De tal forma que en términos matematicos la TCOC de la sefial x (t ) esta

definida por

| =

Wira)=la [ [xop (=5 (25)

—ac

la funcién basica yfm(t) es una funcion oscilatoria, por lo tanto, no se tiene

necesidad de utilizar senos y cosenos como en el analisis de Fourier.

, . . y i . . T
Mas especificamente, la funcion basica e’ siempre oscila en el analisis de

Fourier; en contraste, la funcidén basica Wf,a(t) en el analisis de la TCOC se

localiza en €l tiempo: perdura solo unos cuantos ciclos. Al igual que la TF, la

TCOC es invertible; si contamos con la  w.(r,q), es posible reconstruir la
sefial original x { t } sin perder informacion las funciones basicas wr’a(t) se

denominan concentracion de ondas; constituyen los bloques fundamentales
del analisis de Concentracion de Onda dilatada. De acuerdo con la

ecuacion 2.4, son versiones escaladas y trasladadas de un prototipo w(¢),

llamada concentracion de onda dilatada basica. El parametro de retardo
T proporciona la posicion de la Concentracion de Onda dilatada %,a(f), en
tanto que el factor de escala a gobierna su contenido de frecuencia. Para
a << 1, la Concentracion de Onda dilatada !;/,,a(t) es una version altamente

dilatada y comprimida de una Concentracién de Onda dilatada basica

W(t) con contenido de frecuencia comprimida y dilatada principalmente en

el intervalo de alta frecuencia. Por otra parte, para !4; >> 1, la concentracion
de onda dilatada wr_a(r)esté muy dispersa y tiene mayormente frecuencias

bajas.
El termino de concentracién de onda originalmente llamada concentraciéon

de onda de forma constante, denota una funcién uni-variante ¥ ( también
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existe la concentracion de onda multi-variante ) definidaen % qUe cuando
esta sujeto a la operacion fundamental de cambios ( cambio de posicion en
enteros )y dilatacion debido a dos valores, produce una base ortogonal de

L, ®. Que es la funcion W, = 251,/(2"_1'), j, k € Z, desde un sistema

ortonormal completo para L, %.

Se puede construir la dilatacion de frecuencia de onda ortogonal con el
suavizado mas alto( y el soporte compacto parejo ). En la figura 2.8 se
muestra el crecimiento de la dilatacion o expénsién y el cambio de posicion
[VoB]

y 40"~ J)

A

Figura 2.9 Ejemplo de una funcion ¢ y ¢(2*— )

Entonces, v, es una version a escala de ¥ centrado entre los dos valores

enteros ( lo cual nos da un valor de 2 ) j2% . Si k es grande positivo,

entonces ,, ©s un crecimiento con soporte pequefio; si k es grande

negativo, el soporte de v, es grande.
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El requerimiento de que el conjunto { V., }j,» k 2 Z forma un medio de

sistema ortonormal que cualquier funcién f > L, ® puede ser representada

COMO una serie

=Yy, v, (26)

J.keZ

con i f,g)= f fgdx el producto habituat de dos funciones L, (%).

Vemos de (2.6 ) como la construccion de la funcién f desde el crecimiento

de YV, Correspondiendo el crecimiento a pequefos valores de k, lo que
4

aporta a la extensa resolucion de f ; correspondiendo eso a valores grandes
de k de detalles refinado. La transformada de concentracidon de onda
continua es la suma que cubre toda la sefial y su tiempo multiplicada por el
escalado, de la version de desplazamiento de la concentracién de onda.
Este proceso produce los coeficientes de concentracion de onda que son
una funcién de escalado y de su posicién.
Se Tienen los siguientes cinco pasos légicos de una formula sencilla para la
creacion y representacion del analisis de la transformada de concentracion
de onda continua.
1. Tomar una concentracion de onda y compararla a una seccién del inicio
de la sefnal original (el resultado dependera de la forma de concentracion

de onda).

Senal

| ]
| |
Concentracion de onda .

Figura 2.10



2. Calcular un ndUmero, C, que representa, como se relaciona
estrechamente la concentracién de onda con esta seccién de la sefial. La
¢ mas alta similarmente es la méas precisa, si la energia de la sefial y la
energia de la ondulada son iguales a uno, c¢ puede ser interpretada
como una relacién muy estrecha de coeficientes.

3. Desplazar la Concentracién de Onda continuamente y repetir los pasos

1y 2 hasta cubrir la sefial completa

Sefal

Concentracion de onda

Figura 2.11

4. Escalar (desplazamiento con expansién y compresién simultaneo) y

repetir los pasos del 1 al 3

Figufa 212

5. Repetir del pasc 1 al 4 para todo el escalonamiento
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Cuando Io hemos realizado, se ha producido los coeficientes a diferente
escalado por diferentes secciones de la sefial. Los coeficientes constituyen
los resultados de una regresion de la sefial original representada en la

concentracion de onda

La representacion en el tiempo

Los principales objetivos son: Descubrir los limites y las rupturas. Estudiar

el fendbmeno del tiempo-corto como procedimientos transitorios

Numero de dimensiones

Las sefiales mas ordinarias normalmente son datos de una dimension. Sin
embargo, el analisis de concentracion de onda puede ser aplicado a datos
de dos dimensiones (imagen) y, en principio, a datos de dimensiones mas

altas.

La representacion del escalamiento

Como un complemento al andlisis de la sefial espectral, aparecen formas de
sefales nuevas. Son sehales pequefias normales que habitualmente son
unicas. Los picos de la sefial representan una variacion local muy rapida. El
escalado es un desplazamiento con una expansién o dilatacion (y

compresion) al mismo tiempo.
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Si introducimos el factor de escalado, con frecuencia indicado por la letra 4.

Al hablar acerca de las sinusoides, por ejemplo, el factor del escalado es
muy facil de verlo: [ReW]

‘—AA/\ F(t)= » (t); a=1

I T I I [ | I
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800

I\/J\N— F(t)= v 2t); a=1/2
| I | I | | I

! !
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800

I /\II;\  F(t)y=y @t)a=1/4
P | I

} I I I I
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800

Figura 2.13

El elemento de escalado mas pequefio, con la Concentracién de onda mas
pequena. El elemento de escalado esta relacionado a la frecuencia de la

sefal.
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Escalado y frecuencia

El escalado mas alto corresponde a la mayor expansion de concentracion
de onda. La mayor expansion de concentracién de onda, corresponde a la
mayor longitud de la porcion de la sefial, con la que se esta comparando, y
por lo tanto el grosor de la sefal caraéteristica es medida por los

coeficientes de concentracion de onda. [AAE]

AN AWM
4+

Escala baja Escala aita

Figura 2.14

De esta, forma se tiene una correspondencia entre los escalados de la
concentracion de onda y la frecuencia como es revelado por un analisis de
la concentracion de onda

Escalado bajo a = comprime la concentracién de onda =
Rapidamente cambia los detalles = Frecuencia alta w

Escalado alto a = expansién de la concentracién de onda = Cambios

lentos, caracteristicas  abruptas = Baja frecuencia w
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Transformada de espectro de concentracion de onda

El tipo de senal con la que trabaja la transformada de espectro de
concentraciéon de onda es una sefial discreta. Una senal discreta es una
funcion del tiempo con valores ocurriendo en instantes discretos.

Generalmente expresamos una sefial discreta en la forma rF=(f,£,..... f,) ,

donde N es un par entero positivo en el cual nos referimos como {a longitud

de F. Los valores de F son los numeros reales f,f,......f, . Estos valores
son tipicamente valores de medidas de una sefal analégica g, medida a

los valores de tiempo ¢ =¢,1,,.....t,,. Estoes, los valores de s son [WAL]

fi= g(fl) y fr=8(), < v v . y fu=80y) (27)

El incremento del tiempo que separa cada unc del par de los valores
sucesivos de tiempo es siempre el mismo. Cuando la sefal discreta tiene
valores definidos en esta direccion utilizamos la frase muestra de valores
espaciados igualmente o simplemente valores de muestras. Un ejemplo
importante de valores de muestras es el conjunto de valores de datos
almacenados en un archivo de audio de un calculador. Otro ejemplo es la
grabacion de valores de intensidad de sonido en un disco compacto. Un
ejemplo sin audio, donde una senal analégica g no es una sefal de sonido,
es un electrocardiograma digitalizado como todas las transformadas de
concentracion de onda, es la descomposicion de una sefal larga en la
transformada de espectro en sefal discreta de dos sefnales-bajas. [BCR]

Una de las sefales-bajas es un promedio en funcionamiento u orientacién,

la otra sefal-baja es una diferencia en funcionamientc o fluctuacion.
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La primera sefial-baja orientada a' = ( a .« peeens , ra la senal, es
12 E

2

calculada tomando un promedio de los valores calculados de la corrida

siguiendo la direccion. El primer valor , g, es calculado tomando un

promedio del primer par de valores de f: { % } . y entonces

multiplicandolo por 2. Estoes, 4 = Lf.—gf_z) Similarmente, el siguiente valor

a, €s calculado tomando un promedio del siguiente par de valores de

(St fa
IE g

), y multiplicandolo por 2. Donde q, = U;sz“)

La formula exacta para los valores de a' es  [ReW]

f;.m—l + »fzm
fora Lo (2.8)

a., =

Para m=1,2,..... ,

Por ejemplo, suponiendo que s esta definido 'por ocho valores, es decir

f=(4,6,10,12, 8, 6, 5, 5 ) en donde tenemos

4+6 10 . 10+12 22 . 8+6 14 . 0+5 10

La primera sefial-baja orientada es a'= (5 /2, 11.2,7.2,5.2 ). Este
resultado se obtiene utilizando la formula ( 2.6 ). Cuando mostramos que la
multiplicacion por 2 es necesaria en el orden para asegurar que la
transformada espectral conserva la energia de una sefial. La otra sefial es

llamada fa primera fluctuacion. [HEW]
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La primera fluctuacion de la sefial f, que es denotada por d' = (d4, d, .....

d,), se calcula tomando una diferencia de corrida del programa en la

2

siguiente direccion del primer valor, d;, es calculado tomando la mitad de

la diferencia del primer par de valores de f: @ y multiplicando por .2.

Esto es, d; = U‘—Ef) De la misma forma, el siguiente valor d, se calcula

tomando |la mitad de la diferencia del siguiente par de valores de f: (L%f‘*)

y multiplicando por 2. Por lo que, d, = Lif‘) Continuando en este

sentido todos los valores de d' son producidos de acuerdo a la siguiente

formula

Dy = femt —fax (29)

Para m=1,2, ..., 2;

Por ejemplo, para la senal f= (4, 6,10, 12, 8, 6, 5, 5 ), la primera fluctuacién

d' utilizando la formula (2.8 ) es

46 = 2 “1=>-12=-J2 ; 10-12 =.% =-1=-1/2=-12
2 2 2
8-6_2_1132-1 ; 730 50220
2 2 2 2
d': (-2,-2,2,0) ; f: 4 6 10 12 8 6 5 5
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La transformada de espectro de nivel - 1

La transformada de espectro se realiza en varios estados, o niveles. El

primer nivel es el delineado de H, definido por [AIR]
f—#, (a'ld")

de una sefial discreta f, ala primera tendencia a' y la primera variacion

d". Por ejemplo de la sefial

:f‘Zm—1+f:’2m I d f‘Zml -me

(461012 86 55y %5 (a, > ,,, 7

(461012 8 6 5 5) 4 (5/2,11-2,7/2,5/21-2,--2, {2, 0)(2.10)

Delineando H; en ( 2.6 ) tiene una inversa. Es el delineado de la inversa de
la transformada de la sefial  (a'ld') regresa ala sefial f, por medio de la

siguiente formula

ay+d, a,—d,
f = Q:di a,—d, 2 ?’ 3:. 2 (2_11)

[\
[

oy
)

en otras palabras, f; = Q“-‘__;‘i') , = (a—d) A (azzjidz) = ("2}"'2)

y asi sucesivamente.
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Por ejemplo, el siguiente diagrama muestra como al invertir la

transformacién en (2.11)

Consideremos ahora que las ventajas aumentan realizando la

transformacién desde el espectro.

Los pequefios cambios principales

Las magnitudes de los valores de ios cambios de las bajas sefiales son
obtenidas significativamente mas pequefias que las magnitudes de los
valores de la senal original.

Por ejemplo, para la sefial f= (4, 6,10, 12, 8, 6, 5, 5 ) son ocho valores que
tienen un promedio de medida de 7. Por otro lado, las cuatro primeras
variaciones d = ( -.2,-/2, .2, 0), el promedio de estas cuatro
magnitudes es 0.75 /2. En este caso las magnitudes de los valores de la
variacion son un promedio de 6.6 veces mas pequefas que las magnitudes

de los valores de la sefial original.
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Conservacion y compactacioén de la energia

Tenemos dos de las més importantes propiedades

1) La conservacion de la energia de la sefial

2) Larealizacion de una compactacion de la energia de la sefal.

Conservacién de la energia

Una importante propiedad de la transformada de espectro es la
conservacion de la energia de la sefial. Denotamos la energia de una sefial

f por medio de la suma del cuadrado de los valores. La energia ¢, de una

sefal f esta definida por |la ecuacién

£, =S+ 4t S (212)

Si suponer a f = (4, 6, 10, 12, 8, 6, 5, 5 ) como la sefial, entonces

calculamos a &, como sigue

g, = A°+6%+10°+ 127 +8%+ 6% + 57 + 5 =446

Por lo que la energia de f es 446. sin embargo , utilizando los valores para

la transformada de espectro del primer nivel

(a'lb')=(5.2,11.2,7.2,5:2,1 -2, -2, [2,0)
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Encontramos que también ¢ (@' Ib') =252+ 121.2+.... +2+ 0 =446

La transformada de espectro de nivel-1 tiene la energia constante guardada.

y conserva laenergia € (a'l b’ . &€, para cada sefal f. [Wic]

La razén del porque le hemos dado ef nombre de energia a la incognita £

es de que la suma de los cuadrados frecuentemente aparece en fisica
cuando varios tipos de energia es calculada.

Por ejemplo, si una particula de masa m tiene una velocidad de V =
ST U 2 2 .
{(v,v,,v;), entonces la energia cinética es E(VI +¥; +v;), donde la energia

cinética es proporcional a v’ +v +v2 =g, la constante de proporcionalidad

% es ignorada obtenemos la incognita &, la cual llamamos la energia de

V.

La conservacion de la energia es una propiedad, pero es aun mas
importante al considerar como la transformada de espectro distribuye de
nuevo la energia en una sefial comprimiendo mas la energia dentro de la
tendencia de la sub-sefial. Por ejemplo, para la sub-sefial f= (4, 6, 10, 12,
8,6,5,5)estoes latendenciade a' igual (5.2,11 /72,742,572 )porlo

tanto, la energiade a' es

ga' = 252+ 121.2+49.2+25.2 = 440

Por otro lado
La variacion d' es ( -2, -2, 2,0 ) que tiene energia

Ed' = 2+2+42+0 =6
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Entonces la energia de la tendencia a' cuenta para zg = 98.7 % dela

energia total de la sefial, en otras palabras, |a transformada de espectro de
nivel — 1 tiene una distribucion de la energia de f de tal forma que sobre
el 98 % esta concentrado dentro de la sub-sefial a' la cual es la mitad de
la longitud de f . Por obvias razones esto es llamado compactacion de la
energia. La energia & d' contribuye solo en pequefias fracciones de la
energiatotal £€a' + & d'. Latendencia de la energia de la sefial-baja a'
cuenta para un gran porcentaje de la energia de la sefial transformada
(a'l d' ). La compactacién de la energia ocurrira cuando las magnitudes
de las variaciones de los valores sean significativamente mas pequenos que

los valores de las tendencias.

Justificacion de la conservacioén de la energia

: .. 2 2
Primero observemos que los términos &, vy d; en laformula

2 2 2
£ (a'lb') = & +etay +d’ +...+d}

Sumando de la siguiente forma

i ed? {fl f_sz . {f;fsz R AUL S RS
J2 2 2 2

:flz"'fzz

Similarmente, a. +d. = f _,+ f;, paratodos los otros valores de m.

2 2 .
Por lo tanto sumando @, y d, sucesivamente para cada uno de m,
encontramos que

2 2 2 2 2
a +otay +dito+dy = fT oL+ fy
2 . 2
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En otras palabras, € (a'l b', = &/, que justifica la conservacion de la

propiedad de la energia.
Concentracion de Onda de espectro

Las concentraciones de ondas estan definidas como

I = L _L
=l -5 00....,0)
;;g1=(0,0,%,-1,o,0, ..... ,0)
W o= (00,..... 0, & ,-L) (2.13)

2

Esta concentracion de onda de espectro tiene un nimero de propiedades
interesante. Primero, cada una de ellas tiene una energia D1. Segundo,

cada una de ellas consiste de una rapida variacion justo entre dos valores

1 . .
que no son cero, % 5 conun valor de variacion de cero. De aqui el

nombre de concentracion de onda ( wavelet ). Finalmente todas ellas son
muy similares cada una de ellas en la traslacién en el tiempo por un nimero
igual de unidades de tiempo de la primera concentracion de onda de

espectro %' la segunda concentracién de onda de espectro #; es una

traslacion hacia delante en el tiempo por dos unidades de w'y # esuna
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traslacion hacia delante en el tiempo por cuatro unidades de #' y asi
sucesivamente.

La razén para introducir la concentracién de onda de espectro de nivel — 1
es la de poder expresar la baja-sefial de variacion de nivel —1 en una forma
mas simple utilizando el producto escalar con estas concentraciones de
ondas.

Ei producto escalar es una operacién fundamental en dos sefiales y esta
definida como sigue.

Producto escalar

El producto escalar f+ g de la sefal f=(f,f,....f§) y
g=(91,92 ... ,9n ) esta definida por
fog = figi+fhgy+.... +TyON | (2.14)

Utilizando la concentracion de onda de espectro de nivel — 1, podemos
expresar los valores para la primera variacién d' como producto escalar,

por ejemplo,

d1 = f'_2f2 = f.n/ll

De forma similar, d, = f <%, y asi sucesivamente.

Podemos resumir la formula (2.7) en términos del producto escalar con el

espectro de la onda permitida de nivel —1

dm = few (2.15)

”
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Para m=1,2,....,2r

Si decimos que el soporte de cada uno de los espectros de concentracion
de onda es el conjunto de dos indices de tiempo donde la concentracién de
onda no es cero, entonces tenemos la siguiente version mas precisa de las
caracteristicas mas pequefias de las variaciones:

Propiedad 1. Si una senal f es (aproximadamente) constante sobre el

sustento de una concentracion de onda de espectro de nivel -1 de #/,
entonces los valores de las variaciones dix = f «+w! son ( aproximadamente )
cero.

Podemos expresar los valores de la tendencia de nivel — 1 como producto
escalar con ciertas sefiales elementales.

Estas sehfales elementales son llamadas escalado de sefales de espectro

de nivel- 1. y estan definidas como [ABM]

] | (2.16)

Ly
[N
I
L
=
=
o
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Utilizando el escalado de estas sefiales de espectro, tenemos los valores

58y para la primera tendencia expresada como producto escaiar:
2

a,=fs+V' (2.17)

Para m=1,2, ..... e

El escalado de las sefiales de espectro es totalmente similar a las
concentraciones de ondas de espectro. Todas ellas tienen energia 1 vy su
soporte consiste de dos indices de tiempo consecutivos. En realidad son
convertidos todos ellos por unidades de tiempo de un multiplo par a partir de
la primera sefial de escalado V!. Diferente de la concentracion de onda de
espectro, sin embargo, los valores promedio de las sefales de escalado de

espectro no son cero. En realidad, cada una de ellas tiene un valor

promedio de % :

Aplicacion de concentracion de onda

La técnica de concentracion de onda la utilizan varios campos de la ciencia

regularmente para su estudio por ejemplo:

. Biologia, para el reconocimiento de la membrana celfular como en
distinguir las membranas normales de las patologicas

. Metalurgia para la representacién de las superficies rugosas

. Finanzas, para descubrir las cualidades de la rapida variacién de valores

. En internet, para la descripcion del trafico, ideando el tamaric de los

servicios
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Capitulo 3

Momentos Mecanicos

El concepto de momentos mecéanicos es de gran importancia porque es una
medida del “ efecto de rotacién “ el cual depende del valor de la fuerza y de la
distancia de su linea de accién al eje de rotacion que produce al ser aplicada
sobre un cuerpo rigido. Si se determina y compensa un desequilibrio, es decir el
centrado de las masas de un cuerpo rotor de forma que el eje de rotacion
coincida con el eje de inercia, se consigue que el giro sea concéntrico. A
medida que las maquinas se hacen mas rapidas, el equilibrado debe ser
mas preciso ya que se presentan fuerzas y momentos centrifugos que
aumentan en proporcion al cuadrado de la velocidad; especialmente es
necesario su equilibrado para que no presenten problemas en el momento de
atravesar la zona de resonancia de las partes que componen la magquina

incluida la zona de anclaje de la misma.
Inercia rotacional

En un cuerpo rigido las particulas del sistema siempre mantienen las mismas
posiciones entre si. En el caso en el que el eje de rotacion esta fijo en una

referencia de inercia. [HaR]

Centro de masa

Ahora si tratamos a los objetos que tienen masa, no como si fueran particulas

sino en tamafo. En el movimiento de traslacién, cada punto dei cuerpo sufre el
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mismo desplazamiento que cualquier otro en el mismo tiempo, de tal forma que
el movimiento de una particula representa al movimiento de todo el cuerpo.
Pero aun cuando un cuerpo gire o vibre al moverse, hay un punto en dicho
cuerpo, el liamado centro de masa, que se mueve de la misma forma que lo
haria una simple particula sujeta a las mismas fuerzas externas.

Consideremos primero el caso simple de un sistema de dos particulas m; vy
my, a distancias x4 y X,, respectivamente, de un origen dado O, como en la
fig. 3.1

X1

Y

Xz

Figura 3.1

Definimos un punto C, el centro de masa del sistema, a una distancia X, del

origen O, donde x., esta definida por

_ mx +myx,

m +m,
El centro de masa esta entre las dos masas y la linea que las une. Si toda la

masa se concentrara en x; ( m, =0 ), entonces X., = X¢ . Si las masas son

iguales, entonces el centro de masa esta equidistante de ambas masas.
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El producto de la masa total M (= m, + m, ) por la distancia al centro de masa,
es la suma de los productos semejantes para cada elemento de masas del
sistema, es decir Mx_ =mx +myx,

Centro de gravedad

Al trabajar con fuerzas que actlian sobre un cuerpo, encontramos siempre la
fuerza gravitacional que actia sobre &I, o0 sea su peso. En realidad, el peso es
el resuitado de la accién de atraccion de la tierra sobre un cuerpo. Si el cuerpo
es una particula, la accién se representa por una fuerza aplicada a la particula,
pero si el cuerpo tiene dimensiones no despreciables, la accion de la tierra
actua sobre cada particula, es decir que estas acciones constituyen un sistema
de fuerzas aplicadas en diferentes particulas ( las particulas que forman el
cuerpo ). Por lo tanto el peso es el resultado de este sistema de fuerzas y es
necesario hallar la posicién de ese resultado, dénde debe localizarse para

sustituir el sistema como se muestra en la figura 3.2 [Max]

figura 3.2 El centro de gravedad de un cuerpo es el punto donde pasa la
linea de accién de un cuerpo
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El punto donde el peso debe aplicarse es decir la fuerza Unica que sustituye
todas las acciones de la tierra sobre las diversas particulas que constituyen el
cuerpo, se llama centro de gravedad del cuerpo. La fuerza con que Ia tierra
atrae todas las particulas de un cuerpo son concurrentes al centro de la tierra.
Como el punto donde se encuentran estas direcciones esta muy alejado,
podemos suponerlas paralelas y el peso del cuerpo seria la resultante de un
ndmero muy grande de fuerzas paralelas. Para los cuerpos homogéneos y de
forma geométrica definida, e/ centro de gravedad estara en el centro de simetria
( si hubiera ) del cuerpo. Para los cuerpos homogéneos, de forma esférica,
circular, cubica, etc., el centro de gravedad estara en el centro de estas figuras.
En el cono o pirdmide, estara sobre el eje o plano de simetria de estos cuerpos

etc.

Experimentalmente se puede localizar el centro de gravedad de un objeto por
el procedimiento indicado en la figura 3.3: se suspende el objeto
sucesivamente de dos puntos diferentes y se busca el punto de interseccién de
las verticales trazadas por los puntos de suspensién. Si el objeto fuera
suspendido en un tercer punto la vertical pasaria también por el centro de

gravedad

Figura 3.3 Localizacién experimental de la posicidn del centro de

gravedad de un cuerpo
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De acuerdo con la ley de la caida de los cuerpos, descubierta por Newton, la
aceleracion generada por la fuerza gravitacional esta dirigida hacia el centro de
la tierra. La aceleracién g = 9.8 m / seg® debida a la gravedad se representa
por un vector que apunta hacia el centro de [a tierra. Todos los cuerpos,
cualesquiera que sean su tamafio, peso o composicion quimica, caen con la

misma aceleracién

Figura 3.4

La aceleracién gravitacional g en linea recta dirigida al centro de la tierra se

representa por un vector.

La energia potencial { U ) es la energia que un cuerpo tiene en virtud de su

posicion en relacidn con otros cuerpos.
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U=gx, donde x es el peso sobre la superficie de la tierra

x=—— = ;'c:—gz9.8m/seg2

S
B

Ve
v

Figura 3.5

En el movimiento de rotacion, la velocidad en linea recta esta representada por
un vector que es tangente a la trayectoria. Si en el movimiento de rotacién con
respecto a un eje de un cuerpo de masa m representamos a la velocidad en
linea recta por un vector en cada posicién diferente tenemos una velocidad
diferente con el transcurso del tiempo durante la trayectoria, cada una de las
particulas o puntos de la masa cambia de posicién y de velocidad a cada
momento durante la trayectoria con el tiempo, respecto a nuestra referencia,
por ejfemplo respecto a los ejes de las coordenadas. La fuerza no depende de la

velocidad relativa al movimiento.
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Movimiento de rotaciéon y movimiento de traslacion

Si q es el vector de radio cartesiano de un punto relativo a las coordenadas de
un sistema inercial k ( que llamaremos estacionario )y Q es el vector de radio
cartesiano al mismo punto relativo a las coordenadas de un sistema de

movimiento F. [Am]

Q(t)
k la(t)

Figura 3.6

Definicién: sik y F son espacios euclidianos orientados. Un movimiento de F
refativo a k es un mapeado continuo dependiente sobre t: D;: F—» k o

cual preserva la métrica y la orientacién como se muestra en la siguiente figura.

N
N fe ™2

B

<
«

Figura 3.7
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E! movimiento D; se descompone como el producto de una rotacion B; yla
traslacién C..

Definicion.
Un movimiento D; es llamado una rotacién si tomas como el origen de F al

origen de K, si Dy es un operador lineal.

Teorema
Cada movimiento D; puede ser Unicamente la composicion de una rotacion

Bi: F —k yunatraslacion C,:F — k

Dt = C[ Bt

donde th=q+r(t),(q,r'€k)

Si r(t)=D,0, B;=C/"D entonces B: 0

I
-

Definicion.

Un movimiento D; es llamado de traslacién si'el mapeado B, : F _—, Kk
correspondiendo a la no dependencia sobre t:B;=B;=B,D;Q=BQ+r(t)
Llamaremos a k un sistema de coordenadas estacionarias, a F un
movimiento unico, y g (t) € k el radio vector de un punto de movimiento

relativo al sistema estacionario.

Si Q(t)= DtQtthQ(t)+r(t) (30)
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En la figura siguiente, Q (t) es llamado el vector de radio del punto relativo al

sistema de movimiento
BiQ(t)

gt

K Q (1)
r(t) | i

F

Figura 3.8

El vector de radio de un punto con respecto a los sistemas de coordenadas
estacionarias ( q) y de'movimiento Q.
El vector B;Q(t) € k esta situado en diferente espaciode Q (t)E F

Suma de velocidades

4 en términos del movimiento relativo

u 1

Expresando la “ velocidad absoluta

Q (t )y el movimiento del sistema de coordenadas, D, Diferenciando con
respectoa t enftaformulaq(t)=B;Q(t )+ r(t)encontramos una formula

para la suma de velocidades.
g=BO+BO+, (3.1)

Ordenando para tener mas claro el significado de los tres términos en ( 3.1 ),

consideramos los siguientes casos especiales.
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El caso del movimiento de traslacion ( B=0 ).

En este caso de la ecuacion ( 3.1 ) obtenemos f}= B Q +

Teorema
Si el sistema F se esta moviendo, se tiene un movimiento relativo de traslacion
a Kk, entonces la velocidad absoluta es igual a la suma de las velocidades

relativas y la velocidad del movimiento del sistema F es
V=V + v, (3.2)
donde

v=¢g € Kk eslavelocidad absoluta

v=B Qe k es la velocidad relativa ( distinto de OcF )

vo= ¥ € k es la velocidad de movimiento del sistema de coordenadas

que se esta moviendo

Velocidad angular

En el caso de una rotacion de F Ia relacidn de las velocidades relativa y

absoluta no es tan simple. Primero consideremos el caso cuando nuestro punto

esta en reposo en F( 0= 0) y el sistema de coordenadas F rotacgira(r=0)

en este caso el movimiento del punto q (t) es llamado una rotacion transferida.
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La velocidad del movimiento transferido del punto q en este caso esta dado por

la formula ¢ como se muestra en la siguiente figura

w

&

-

Figura 3.9 Rotacion alrededor del eje w entre el angulo o t.

Teorema

En cada momento de tiempo t, hay una direccién del movimiento de w (t) €k

tal que la velocidad transferida esta expresada por la formula q =[w q]

v q € k. La direccién del movimiento w es llamado la velocidad angular
iInstantanea.

Corolario

Si suponemos gque un cuerpo rigido F gira alrededor de un punto estacionario
O del espacio k. Entonces en cada momento de este tiempo existe un eje
instantaneo de rotacion-de la direccién del movimiento pasando en el cuerpo a
través de O tal que la velocidad de esos puntos al momento dado de tiempo
es igual a cero. La velocidad de los puntos restantes es perpendicular a esta
direccién del movimiento y es proporcional a la distancia de ella.

Los ejes instantaneos de rotacién en k estan dados por la direccion del

movimiento de w.
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Velocidad transferida
El caso del movimiento de rotacién puro.

Si suponemos que el sistema F gira (r =0 ), y que un punto en F se esta

moviendo (Q;&O) de (3.1)encontramos a

g = BO+BQ =[w, q+V (3.2)

obtenemos o que se muestra en la figura

Figura 3.10

donde

v =g € K es la velocidad absoluta
v'= BQ e k es la velocidad relativa

Vo= ;BQ= [w, g] € £ es la velocidad transferida de rotacion

Teorema

Si un sistema de movimiento F relativamente gira en O € k , entonces la

velocidad es igual a la suma de la velocidad relativa y la velocidad transferida:

V=V + vy,
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Fuerzas inerciales y la fuerza de coriolis

Sistema de coordenadas del movimiento por traslacion

Teorema
En un sistema de coordenadas F con movimiento de traslacion relativo a un
sistema inercial k , el lugar del movimiento de un sistema mecanico se toma

como si el sistema de coordenadas fuera inercial en cada punto de la masa m

actua una suma de fuerzas inercial: F = - mr, donde » = -g es la aceleracion

del sistema F

Prueba

Si Q=q-r{t) entonces mgQ = mg - mr. El efecto de la traslaciéon del
sistema de coordenadas esta reducido en esa direccion a |la apariencia de una

suma de campos de fuerza homogéneos -m w, donde w es la aceleracion del

origen.
Coordenadas del sistema de rotacion

Sea B;: F — k una rotacion de las coordenadas del sistema F relativo a las

coordenadas del sistema estacionario k. Designaremos por Q (t) €k la

direccion del movimiento de radio de un punto, en las coordenadas del sistema

de movimiento, y por q(t)=B,Q(t) €k la direccion del movimiento de radio

en el sistema estacionario.
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La direccién de la velocidad angular en las coordenadas del sistema de

movimiento esta designado por (2. Suponemos que el movimiento del punto

q en k esta sujeto a la ecuacion de Newton m Z}= f( q,c} ).

Teorema

En las coordenadas de un sistema de rotacién, el movimiento se toma como si

en el lugar actuara la suma de tres fuerzas inerciales sobre cada punto del

movimiento Q de masa m:

1. la fuerza inercial de rotacion: m[Q, Q]

2. la fuerza de coriolis: 2 m [Q,Q]

3. la fuerza centrifuga: m[Q, [Q, Q

entonces mé = F—m[fz, Q]-2m

donde BF (Q,0)=f (B0, (B0 ))

1]

[Q.0]-m[a,[Q,Q]]

(3.4)

(3.5)

La primera de las fuerzas inerciales se observa solo en la rotacion no uniforme.

La segunda y la tercera estan presentes cuando esta en rotacién constante.

Q

4

-

3

[Q, Q]

-[Q.[Q.Q]]

Figura 3.11

Fuerza centrifuga de inercia
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La fuerza centrifuga como se muestra en la figura esta siempre dirigida hacia

L~ 2
fuera de los ejes instantaneos de rotacion Q ; tiene magnitud iQ! r,donde r

es la distancia a estos ejes.
Estas fuerzas no dependen de la velocidad del movimiento relativo, y se
comportan como si actuaran sobre un cuerpo de apoyo en el sistema de

coordenadas F.

La fuerza de coriolis depende de la velocidad Q El hemisferio norte de |a tierra

desvia cada cuerpo que se esta moviendo a lo largo de la tierra hacia la

derecha, y en cada caida del cuerpo en direcciéon de este. [Arn]

Teorema

El centro de masas de un sistema en movimiento es como si todas las masas

estuvieran concentradas en €l y todas las fuerzas estuvieran aplicadas a él

(Zm,)r =p vporlotanto (X m)r= % =Y F, (3.6)

Corolario. Si un sistema es cerrado, entonces su centro de masa se mueve

uniformemente y linealmente

Leyes de la conservacion de la energia

Definicion
W2

La energia cinética de un puntode masa m es 7= %
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Definicién

La energia cinética de un sistema de puntos de masa es la suma de las

2
mri

energias cinéticas de los puntos 7 = Z )
i=1

Donde m, son las masas de los puntos y 7; son sus velocidades.

Teorema
El incremento en la energia cinética de un sistema es igual a la suma del

trabajo de todas las fuerzas actuando sobre los puntos del sistema.

%{:=Zn:m{;‘f,;,}=i[;’;,m‘.;fj=i[;ﬁ,lﬂ). (37)
i=1 i=] i=1

sea 7 ={K,.....,) el vector de radio de un punto en la configuracion del
espacio, y F=(F.....F) el vector de la fuerza, en otras palabras, el

incremento en la energia cinética es igual al trabajo de la “ fuerza“ F sobre

la trayectoria r{t) en la configuracién del espacio.

(@) - T, )= f(:];(F ,dr ) = Ll(;, F)dt (3.8)

Si suponemos que e| campo gravitacional de la tierra es uniforme, podemos

demostrar que todas las fuerzas de los pesos individuales que actian sobre un

‘cuerpo pueden reemplazarse por una sola fuerza Mg que actia hacia abajo en el

centro de masa del cuerpo.

Esto es equivalente a demostrar que ios efectos aceleradores de las fuerzas de

los pesos individuales que actlan hacia abajo pueden balancearse con una sola

fuerza F {( = -Mg ) que actua hacia arriba, siempre que esta fuerza F esté

aplicada en el centro de masas del cuerpo. [HaR]
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La figura 3.12 muestra dos particulas tipicas o elementos de masa m; y my,
escogidos entre los n elementos de dicha clase en los cuales se ha dividido al
cuerpo rigido. Una fuerza hacia arriba F ( = - M g ) esta aplicada en un cierto

punto O. El cuerpo esta en equilibrio mecanico si y sélo si el punto O es el
centro de masas.

F(=-Mg

Figura 3.12 Un cuerpo irregular esta dividido en n elementos de masa de
los  cuales se muestran dos elementos tipicos myy m,. El cuerpo puede
mantenerse en equilibrio de traslacion y rotacional con una sola fuerza
F (=-M g ) dirigida hacia arriba y aplicada en el centro de masas del cuerpo.

La condicion de equilibrio F=F;+F,+.... =0 se satisface desde luego por

nuestra eleccion de la magnitud y la direccion de F.

Es decir

F+mig+myg+....+m,g=0, (3.9)
o)

F=-(my +my +....+m, )g=-Mg (3.10)
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La segunda condicién del equilibric es de que la torca esigual a cero (r=0)
en cualquier punto del cuerpo. Escogiendo a O como origen aseguramos que
la torca de F respecto a ese punto es cero, porque el brazo del momento de F

es cero para este punto.

La torca respecto a O debido a la atraccion gravitacional sobre los elementos de

masa €s

T = Xmyg+rnpXmyg+.... +r,Xm,g

m4, My, etc. Son escalares podemos escribir como

r=myri X g+rmyrpXg+.... +m, r, Xg

factorizando r=({mri+myrp+....+my,r,)Xg = (imiq.LXg

en donde la suma abarca a todos los elementos de masa que constituyen al
cuerpo.

Las fuerzas gravitacionales que actian sobre los elementos de masas
individuales que constituyen un cuerpo rigido son equivalentes en sus efectos
de traslacion y rotacion a una sola fuerza ( F = - Mg}, el peso total del cuerpo
que actua sobre el centro de masas. Obtenemos el mismo resultado si el
cuerpo es continuo y lo dividimos en un nuamero infinito de particulas. Esto se
puede lograr por los métodos del calculo integral. Ef punto de aplicacion de la

fuerza gravitacional resultante equivalente se llama el centro de gravedad.
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Las fuerzas distribuidas son proporcionales a las areas o volimenes elementales
asociadas a ellas. Por lo tanto, la resultante de estas fuerzas puede obtenerse
sumando las velocidades de las diferentes direcciones de las areas o volimenes
correspondientes con respecto al tiempo, y el momento de |a resultante respecto
a un eje dado puede determinarse calculando los primeros momentos de las
diferentes direcciones de las velocidades con respecto al tiempo de las areas o
voliumenes respecto a ese gje.

Las magnitudes de las fuerzas distribuidas dependen de las diferentes
direcciones de velocidades de cada elemento con respecto al tiempo del area
sobre el que actban y también de la distancia del éarea a un eje dado. Mas
exactamente, la magnitud de la fuerza de las diferentes velocidades de las
particulas con respecto al tiempo por unidad de area varia linealmente con la

distancia al gje.

Si convenientemente escogemos los ejes de coordenadas X, y, z las fuerzas
de las velocidades de las diferentes direcciones de las particulas elementales
con respecto al tiempo se distribuyen sobre un area o volumen y varian
linealmente con la distancia al eje . Observando por ejemplo que el cuadrado
de la distancia r del elemento dm al egje y' es z* + x° expresamos

el momento de inercia del cuerpo respecto al ee y como

I, = J.rzdm: I(zz+x2)a'm; con respecto al eje  x .[(y2+22)dm; con respecto

al eje z j‘(x2 +y lm.
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Esta integral es el momento de inercia del cuerpo.

F=zZ+x

Figura 3.13

Imaginemos un cuerpo rigido girando con rapidez angular w alrededor de un
eje que esta fijo en una referencia de inercia especifico, como se ve en
la figura 3.14. Cada particula de dicho cuerpo giratorio tiene una cierta cantidad
de energia cinética. Una particula de masa m con una rapidez angular w

alrededor del eje a una distancia r del eje de rotacién se mueve en un circulo

. . . 1 2.2
de radio r. Su energia cinética es por lo tanto Em?’ @

136



La energia cinética total del cuerpo sera la suma de las energias cinéticas de
sus particulas. [HaR]

Figura 3.14

Si el cuerpo es rigido cada particula tiene diferente direccidon y velocidad de
particulas con respecto al tiempo. Los radios r pueden ser diferentes para
diferentes particulas. Por lo tanto, la energia cinética total K del cuerpo

giratorio puede escribirse como
1 1
K= 2(’”1’12 + 37121'22 + ): E(Zm;.rf)

. 2 , L
El término Zm,-r,- es la suma de los productos de las diferentes direcciones

de las velocidades de las masas de las particulas por los cuadrados de sus
respectivas distancias al eje de rotacién. Si designamos esta cantidad por |

tenemos

[ = Zmiriz

que se llama la inercia rotacional o momento de inercia dei cuerpo respecto a

dicho eje particular de rotacion.
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La inercia rotacional de un cuerpo depende del eje particular sobre el cual esta
girando, lo mismo que de la forma del cuerpo y de como esta distribuida su
masa. Se expresa habitualmente en kg-m? o slug-pie?

Para un cuerpo que no estd compuesto de masas puntuales discretas sino que

esta formado por una distribucion continua de materia, la suma en 7= ms’

se convierte en una integracion. Imaginemos el cuerpo subdividido en cambios
de direccidn y velocidad con respecto al tiempo en cada instante (elementos
infinitesimales), cada uno de ellos de masa dm. Sea r la distancia de dichos

elementos al eje de rotacion. Entonces la inercia rotacional se obtiene de
] = J‘rzdm (3.11)

donde la integral abarca todo el cuerpo.
Para cuerpos de forma irregular, las integrales pueden ser dificiles de evaluar.
Para cuerpos de formas geométricas sencillas, las integrales son relativamente

faciles cuando se escoge como eje de rotacién uno de los ejes de simetria.
Dinamica rotacional

Al estudio de las causas de la rotacion se le llama dinamica rotacional Masa vs
Peso. Muchos de los errores que ocurren en los calculos de las propiedades de
la masa, son el resuitado de la confusion en las unidades utilizadas, vy, en

particular, de los conceptos de masa y peso.

MASA es la CANTIDAD DE MATERIA presente en un objeto (su inercia),
mientras que PESO es la FUERZA que empuja al objeto hacia abajo, en una
escala funcion de la aceleracion de la gravedad. La masa de un objeto es una

cantidad fija; su peso varia en funcion de la aceleracién de la gravedad.
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Las propiedades de la masa de un objeto, estan relacionadas con la masa, no
con el peso. Las propiedades de la masa no cambian cuando un vehiculo
espacial abandona la atraccion de la tierra y entra en el espacio exterior. La

masa esta relacionada con el peso mediante la segunda ley de Newton:
W=Mg (3.12)

Donde W = el peso del objeto (fuerza de la gravedad)
M = |a masa del objeto

g = la aceleracion de la gravedad en la tierra

Si se utilizan diferentes palabras para designar peso y masa, el problema de
distinguirlos se minimiza. El nuevo Sistema Métrico Internacional (Sl), utiliza la
palabra "Newton" para el peso y la palabra "Kilogramo" para la masa. El Newton
esta definido como la fuerza requerida para acelerar 1 Kilogramo de masa, 1
metro por segundo?. La industria aeroespacial, ha creado una unidad de masa
llamada "Slug". Se requiere una fuerza de 1 libra para acelerar 1 Slug de masa

a 1 ft/sec?. Si un objeto pesa 32.174 libras en la tierra, su masa es de 1 Slug.

Por desgracia, no todos los sistemas de unidades diferencian adecuadamente
entre masa y peso. En los EE.UU,, la palabra "libra”, se utiliza cominmente
para medir peso y masa, resultando esto en confusion y errores al calcular las
propiedades de la masa y la respuesta dinamica. La unidad de masa "libra", es
dimensionalmente incorrecta. La LIBRA es SIEMPRE FUERZA o PESO. Si el
término "libra® es utilizado para describir una masa cuyo peso es una libra, esta
cantidad DEBE ser dividida por la aceleracion de la gravedad, en las unidades
apropiadas, para convertirla en dimensiones de masa apropiadas, si se va

utilizar el calculo de las propiedades de la masa.
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Para evitar confusiones o ambigliedades, un analisis de dimensiones
fundamentales, confirmarédn si se estan usando las unidades de medida
correctas, y si los factores de conversion se estan aplicando correctamente
para alcanzar los resultados deseados. Los diferentes sistemas meétricos son,
fundamentalmente, sistemas de MASA, LONGITUD y TIEMPOQO, con la FUERZA
definida o derivada a partir de ellas. Los sistemas de los EE.UU. son sistemas
de FUERZA, LONGITUD y TIEMPO, con la masa definida o derivada a partir de
ellas. No existe un sistema de medida, dimensionalmente correcto, que

reconozca la libra de masa.

La Tabla 1 muestra los tres sistemas de medida mas extendidos y utilizados. El

tiempo estd en segundos.

| SISTEMAS DE MEDIDA DIMENSIONALMENTE CORRECTOS ‘

I! | -
| i
| Il Pie e |
i M 32.174 ft/s? |
/) | - -
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El sistema U.S. de pulgadas, no tiene nombre para la masa cuyo peso es una
libra. No obstante, la aplicacion de W = Mg, demuestra que el sistema es

dimensionalmente correcto.

La aceleracion de la gravedad, utilizada para convertir el peso en masa, es una
cantidad fija que ha sido establecida como norma internacional. No se debe
usar la aceleracion local (que varia de 32.09 a 32.26 ft/s?, a menos que se
utilice una masa conocida para medir la confianza, o en alguna otra aplicacion

especifica.
Ejes de referencia

Las propiedades de la masa que no son el peso, no tienen sentido a menos
que los datos incluyan los ejes de referencia utilizados en los calculos de las
mismas. Establecer que la coordenada de un centro de gravedad (CG) es
"3.950 in", no significa nada a menos que el eje de referencia de ese valor

esté también esta definido.

3.950

‘@/0.050 4.050

Figura 3.15

ol
Ll |
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Se puede escoger cualquier eje de referencia. Los valores numéricos para las
propiedades de Ila masa, dependeran de la localizacion de los ejes de
referencia. Por ejemplo, Figura 3.15 el centro de gravedad de un cilindro puede
estar a 4.050 in de un extremo, a 0.050 in del centro, y a 3.950 in del otro extremo.
Ademas, cada extremo del cilindro puede no ser perpendicular al eje central, de

manera que el "extremao" del cilindro deberia estar definido.

Tres ejes de referencia mutuamente perpendiculares, son necesarios para
definir la localizaciébn del centro de gravedad de una objeto. Estos ejes se
seleccionan, habitualmente, para coincidir con los bordes del objeto, con

detalles localizados, o con el centro geomeétrico del objeto.

El momento de inercia, es una cantidad rotacional y requiere sélo un eje para
su referencia. Aunque puede ser, tedricamente, un eje en las inmediaciones del
objeto, este eje es, habitualmente, el centro geométrico, el centro rotacional (si
el objeto gira sobre soportes), o un eje principal (ejes que pasan por el centro

de gravedad escogidos asi para que los productos de inercia sean cero).

El producto de inercia requiere tres ejes mutuamente perpendiculares. Uno de

esos ejes debe ser un eje rotacional o una linea geométrica central.

Para obtener la maxima precision, es importante utilizar ejes de referencia que
puedan ser localizados con un alto grado de precisién. Si el objeto es un
elemento aeroespacial, recomendamos que sea disefiado con dos anillos de
referencia por seccidon que definen los ejes de referencia. Estos anillos pueden
ser puntos de acoplamiento del objeto con otros elementos o secciones de la
nave espacial o el cohete, ¢ pueden ser anillos proporcionados uUnicamente

para el alineado y / o la medida de propiedades de la masa.
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En el caso particular del centro de gravedad y el producto de inercia, la
precisidn del calculo (y la consiguiente precision de la medida del objeto) es tan
buena como la precisién de la forma de localizar los ejes de referencia. Hemos
descubierto que la principal fuente simple de error en los célculos de las

propiedades de |la masa es la inexactitud de la referencia.

Los datos dimensiénales proporcionados al ingeniero de las propiedades de la
masa, deben ser o suficientemente precisos para permitir que las tolerancias
de las propiedades de la masa sean respetadas. Por ejemplo, si se le pide
hacer calculos precisos de propiedades de la masa de un proyectil, o primero

que debe hacer, es determinar el error debido al dezalineamiento de referencia.

Si se le pide calcular el CG con una precisiéon de 0.001 in el eje de referencia no
esta redondeado por debajo de 0.003 in, no puede realizar el calculo. No tiene
sentido realizar un anélisis detallado de los componentes de un objeto cuando
el error de referencia afecta a la precision de los calculos. La localizacion de los

ejes de referencia, debe ser de la mas alta precision.

Si tu trabajo consisten en calcular las propiedades de la masa de un vehiculo

estructurado en secciones, debe darfe una gran importancia a la precisién del

alineado de las secciones cuando estan montadas. A menudo, este puede ser el

mayor factor Unico que limite el grado de equilibrado (si el vehiculo fue equilibrado

por secciones porqué es demasiado grande para el equilibrante ). El error de

alineado se amplifica para cohetes largos: una inclinacion de 0.001 in introducida

por error de alineado en un diametro de 12 in, puede resultar en un error de 0.007

in en el CG, en un seccién [arga de cohete de 15 ft.
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Seleccidn de la posicidon de los ejes

El primer paso en el calculo de las propiedades de la masa, es establecer la
localizacién de referencia de los ejes X, Y y Z. La precision de los calculos
(y la posterior precisién en la medida para verificar los calculos), dependera
enteramente de una buena seleccidon de dichos ejes.

Teobricamente, estos ejes pueden situarse en’cualquier lugar relativo al objeto
considerado, ya que los ejes son mutuamente perpendiculares.

En la vida real, a menos que los ejes sean situados en un lugar que se pueda

medir e identificar con precision, los calculos no tienen sentido.

error de inclinacion .

parte inferior

Figura 3.16

Los ejes de la figura 3.16 muestran el efecto de la inclinacién y no constituyen
una buena referencia porqué un pequeiio error en la cuadratura de la parte

inferior del cilindro, provoca que el objeto se incline respecto al eje vertical.
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Los ejes de abajo, constituyen una mejor eleccién. Los ejes de referencia deben
situarse en puntos fisicos del objeto que puedan ser medidos con precision.
Aunque la linea central de un anillo puede estar en el aire, puede ser medida con
precision y constituye, por tanto, una buena referencia. Un eje debe pasar siempre

a través de una superficie fuertemente asociada con la estructura del objeto.

En la figura 3.17 seria mejor localizar el origen al final del objeto, para evitar la

holgura dimensional relativa al final del objeto,

|

| |

—=r—

mejor X
Figura 3.17

CALCULO DEL MOMENTO DE INERCIA

El momento de inercia (Moment of inertia, "MOI") es similar a |a inercia, excepto
en que se aplica a la rotacidbn mas que al movimiento lineal. La inercia es ia
tendencia de un objeto a permanecer en reposo o a continuar moviéndose en
linea recta a la misma velocidad. La inercia puede pensarse como una nueva
definicién de la masa.
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El momento de inercia es, entonces, masa rotacional. Al contraric gue la
inercia, el MOl también depende de la distribucién de masa en un objeto.
Cuanto mas lejos esta la masa del centro de rotacioén, mayor es el momento de
inercia. Una féormula anédloga a la segunda ley de Newton del movimiento, se

puede rescribir para la rotacion:

. F=Ma (F =fuerza; M = masa; a = aceleracion lineal)

. T =IA({(T =torsion; | = momento de inercia; A = aceleracion rotacional)

Seleccion de la posicion de los ejes de referencia

Para nuestra referencia por ejemplo se necesitan fres ejes para definir el centro
de gravedad, pero solo se necesita un eje para definir el momento de inercia.
Aunque cualquier eje puede ser de referencia, es deseable seleccionar los ejes de
rotacion del objeto como referencia. Si el objeto esta montado sobre soportes, el
eje esta definido por la linea central de los soportes. Si el objeto vuela en el
espacio, entonces este eje es un "eje principal” (ejes que pasan por el CG y estan
orientado de forma que el producto de inercia alrededor de ese eje es cero). Si el
eje de referencia se va a utilizar para calcular e momento de inercia de una forma
compleja, se debe elegir un eje de simetria para simplificar el célculo. Este eje
puede ser trasladado, mas tarde, a otro eje si se desea, utilizando las reglas

descritas en el apartado "Teorema de los ejes paralelos”.

Signo / polaridad de momento de inercia

Los valores del centro de gravedad pueden ser positivos o negativos, y de
hecho, su signo depende de la eleccion de los ejes de referencia.
Los valores del momento de inercia, s6lo pueden ser positivos, ya que la masa

solo puede ser positiva.
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Unidades del Momento de Inercia

En los Estados Unidos, la palabra "libra" se utiliza para designar tanto el peso
como la masa. Si la unidad de peso es la libra, no puede ser la unidad de masa,
ya que esto violaria la segunda ley de Newton. No obstante, por razones
ancestrales, en los EEUU, un objeto que pesa 1 libra, tiene 1 libra de masa. Esto
lleva a usar unidades de momento de inercia como [b in%, donde la libra se refiere
al peso del objeto, mas que a su masa. Las unidades correctas del momento de
inercia, son [BoW]
MASA x DISTANCIA?

Cuando las Ib in? o0 las |b ft? se utilizan para definir el MOI o el POI, la cantidad
DEBE ser dividida por el valor apropiado de "g", para que sean dimensionalmente
correctos en calculos de ingenieria. De nuevo, un andlisis dimensional, confirmara
si se estan utilizando las unidades correctas. La siguiente tabla muestra algunas

de las unidades utilizadas en la actualidad para el MOl y el POI:

COM ENTARIOS |

Ib peso; debe dlwdlrse por g= 386 ,088in/s?

) in s2 = dlstanC|a X peso / g; pso / g= masa

TETE | e —
= Kg masa; dlmensu)nalmente correcto

e e——
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Las unidades mas utilizadas en los EEUU, son las Ib in?, incluso siendo
dimensionalmente incorrectas.

REGLA 1. Si el momento de inercia o el producto de inercia se expresan en las
siguientes unidades, pueden ser utilizadas directamente en calculos de

ingenieria: slug ft2, Ib in s?, Kg m?, oz in s?

REGLA 2. Si el momento de inercia o el producto de inercia se expresan en las
siguientes unidades, entonces, sus valores deben ser divididos por el valor

apropiado de "g" para hacerlos dimensionalmente correctos. Ib ft?, Ib in?, oz in?
Calculando el momento de inercia

El MO! (a veces llamado el segundo momento),de una masa puntual, alrededor

de un eje es:
[ = Mr? (3.13)
M-
Fig. 3.18 Punto de masa
donde:
« | =MOI (slug ft? u otras unidades de masa longitud)

* M = masa del elemento (slug u otra unidad de masa)

« r=distancia de la masa puntual al eje de referencia.
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Para varias masas puntuales o una masa distribuida, la definicidbn general es:
I = Integral (r?)

Férmula basica - Radio de giro

Fig. 3.19 Puntos de masas

El momento de inercia de cualquier objeto, puede ser expresado

por la féormula: Iy = > Mr? Fig. 3.20 Masa distribuida
1]
A
| =Mk | r: "

donde:

« | =momento de inercia
« M =masa (slug u otra unidad de masa dimensionalmente correcta)
« k =longitud (radio de giro) (ft)
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La distancia (k) se llama radio de giro y se refiere a la distribucion

de masas.

El método para calcular esta cantidad, se describe en las siguientes secciones

como primer ejemplo, considérese un cuerpo consistente en dos masas

M
puntuales de masa 7 separadas una distancia DE 2 r. El eje de referencia

pasa a través del punto medio ( CG ). Las masas tienen cada una un MOI de

Mr?

7 - Su MOI combinado es Mr?. El segundo ejemplo muestra un tubo fino de
radio r. Por simetria, el CG cae sobre el eje central. De nuevo, la masa esta
localizada a una distancia r del eje de referencia, asi que el MOl es M . en

estos ejemplos, el radio de giroes r.

(3.14)

Esto nos lleva a la siguiente

Definicién: "El radio de giro de un objeto, respecto de un eje que pasa a través
del CG, es la distancia desde el eje en el cual se puede concentrar toda la
masa del objeto sin cambiar su momento de inercia. El radio de giro es siempre
medido desde el CG."
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Teorema de los ejes paralelos

Si en el ejemplo anterior hubiésemos querido determinar el MOI del objeto
alrededor del eje Xa en lugar de alrededor del eje X, que pasa por el CG,
entonces, el valor puede determinarse utilizando el teorema de los ejes

paralelos: la=1+d*M

Como | = k? M, entonces ta =M (d® + k?)

X

Fig. 3.22°

El teorema de los ejes paralelos, se utiliza frecuentemente al calcular el MOI de

un cohete u otro dispositivo aeroespacial.

Primero se mide o se calcula airededor del eje que pasa por el CG, el MOl de
cada componente del cohete, y el teorema de los ejes paralelos se utiliza para
determinar el MOI total del vehiculo con estos componentes montados en e!
lugar apropiado. El offset "d"(el objeto “d” fuera de lugar) es la distancia del CG

del componente a la linea central del cohete.
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Aproximaciones de Boynton

Como el momento de inercia de un objeto desplazado de su eje de referencia es
proporcional a (d? + k?), podemos hacer dos observaciones que simplificaran el
trabajo de calcular el MOI:

REGLA 1. Si el radio de giro de un objeto es menor que el 1% de distancia
offset "d", entonces el MOI del objeto alrededor de su CG se puede ignorar
cuando se calcula el MO total, y el valor es d? Por ejemplo, si un giroscopio
con una masa de 0.1 slug, esta situado cerca de la superficie externa de un
cohete, y el offset respecto el CG del giroscopio es de 3 ft, mientras que el radio
de giro del giroscopic es s6lo de 0.02 ft, entonces el MOI alrededor de la linea
central del cohete, debido al giroscopio es d* = 0.9 slug ft2. El error usando esta
aproximacion es menor del 0.01%.

REGLA 2. Si el radio de giro de un objeto es mas de 100 veces de l|a distancia
de offset "d", entonces el offset de un objeto puede ser ignorado al calcular el
MOI total, y el valor es k* M. Por ejemplo, si el motor de un cohete, con masa
de100 Ib estd situado cerca de la linea central del cohete, y el offset del CG
del motor del cohete es 0.100 in, mientras que el radio de giro del motor del
cohete es 12 in, entonces el MOI alrededor de la linea central del cohete,
debido al motor del cohete, es k* = 14400 |b in? (0 mas comrectamente 37.3 Ib

in s?). De nuevo, el error de aproximacién, es menor del 0.01%.
La REGLA 2 puede ser también aplicada a errores de alineado, cuando se

calcula o se mide el MOI. Si el offset o desalineado es menor del 1% del radio

de giro, el error de alineamiento es despreciable.
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Combinando el momento de inercia de dos objetos.

Si el objeto contiene mas de una masa, entonces, el momento de inercia es la
suma de los momentos de inercia individuales, tomados alrededor del mismo

eje. El radio de giro es:
Donde SQR = Raiz cuadrada.

El momento de inercia de los dos ejemplos es el mismo. Notese que es
indiferente el angulo que formen las masas unas respecto de las otras. El radio

es el unico factor que afecta al momento de inercia.

Estos ejemplos ilustran que el momento de inercia depende solo del radio de las
masas de una objeto. No obstante, si e! objeto esta volando en el espacio, como
el CG, radio de giro y el eje principal son diferentes para los dos ejemplos, sus

respectivas caracteristicas de vuelo, seran diferentes.

Cadapeso=11Ib
Radio desde el eje X =2 in
IX =1x2°=41bin® El MOI alrededor del eje X es la misma para ambos ejemplos

X

X
2| 2 2
<>

Figura 3.23
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Formula basica utilizando elementos diferenciales (infinitesimales) de

masa

La técnica basica para calcular el momento de inercia de un objeto consiste en
considerar cada elemento de masa y su radio, aplicar la formula | = Mr? a cada
uno, y sumar todos los momentos de inercia de los elementos. Los calculos son

los siguientes:
I, = M, (ry)* donde r4 es el radio de M, , etc.
l2 = Mz (r2)?
In = Mn {r n)? etc.
| = Total O

Si el objeto es un sdlido homogéneo, el proceso se puede realizar tomando un
elemento diferencial e integrandolo a través de los limites del radio:

Cono circular derecho

Ix1 =y = %(3R2+2H2)

Y
3w
Y = "W p2
1 |z 10
. 3w(, 2 2
Figura 3.24 Ix2 = 2—0(R +4H)
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Formas normalizadas

El momento de inercia de muchas formas nommalizadas, viene tabulado en
muchos libros de texto y manuales que tratan de dinamica, como el SAWE

Handbook, Machinery's Handbook, etc.

Véanse algunos ejemplos.

Cubierta cilindrica lateral

Ixi=hy = %(9}22 +2H?)

Figura 3.25
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Momento de inercia de objetos similares a formas normalizadas

Como el momento de inercia total se puede calcular simplemente sumando los
valores de las partes, es posible derivar el MOl de muchos objetos modificando
los valores de las formas normalizadas. A menudo, esto elimina la necesidad de
calculo, y acelera el calculo del MOI.

Por ejemplo, para determinar el MOl de un cono hueco, nétese que el MOI del

espacio conico intemno, se puede restar del MOI del espacio conico total.

Paraboloide de revolucion

Z
Ix =k= %(33%1{2)
Ix; = 2 (R* + H?) | 1,
I%(R2+3H2) H
= ¥& X4

Figura 3.26
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Combinando valores de MOls axiales

Si el momento de inercia axial de dos secciones cilindricas de cohete, alrededor
de la linea central comun, son 10 slug ft2 y 20 slug ft? respectivamente,
entonces el momento de inercia total de ambas secciones al ensamblarlas, es
30 slug ft2. Los valores del MOI simplemente se suman para obtener el total.
Antes de sumar los valores, asegurese de que ambos estan calculados a través
de ejes que coinciden al ensamblarse, y de que las unidades de cada uno son
consistentes y correctas. El desalineado es relativamente poco importante.

El error de momento de inercia debido al desalineado es proporcional a la
relacion entre el cuadrado del offset de desalineado, y el cuadrado del radio de
giro del objeto. Por ejemplo, si un cohete tiene un radio de giro de 15 in, y esta
desalineado iateralmente 0.002 in, entonces el error resultante es solo de
0.000002% (2 millonésimas del 1%).

Combinando valores del MOI transversales

La combinacion del MOI alrededor de ejes transversales es un procedimiento

ma&s complejo.

» Primero, el MOl de cada componente alrededor de un eje que pasa por su
CG, paralelo al eje deseado, se debe determinar mediante calculo o
medicion.

- Segundo, se debe calcular la situacién del CG compuesto.

« Tercero, el MOI de cada componente alrededor del CG compuesto debe
ser calculado utilizando el teorema de los ejes paralelos.

- Finalmente, los MOls se suman para obtener el MOI alrededor del eje

deseado, que pasa por el CG compuesto.

157



Ejemplo de MOI compuesto

A continuacidn, se presenta un ejemplo de célculo del MOI alrededor del eje Z,

de un vehiculo de reentrada consistente en un cono hueco y otros componentes.

El teorema de ios ejes paralelos se utiliza para calcular |z para los componentes

desplazados respecto del centro.

Figura 3.27 (A) Cubierta conica de la pared del objeto

(B) Sistema de guia
(C) Armadura
(D) Pkg electrénicos

_—" (E) Pkg de potencia

D1=12in D2=10in

Wp=601Ib Wg=751b

ls =450 Ib-in® ; Ic=25 slug-ft® ; Ip=1.8 Ib-in-seg® ; Iz =35 Ib-in-seg?
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Calculo del MOI alrededor del eje Z

|y = 200605 in fiseg” _ 4 g1y gt geq? = 4.8 slug — ft2
(D)144in*32 fi

Slug — ft = slug = masa dimensiones correctas

o= — 0= = §097Ib—ft—seg? = 0.1 slug — f
386.088in/seg"12in
= 25 slug — f b = 0.15+ [g){%} = 2.03 slug — ft?

b, = 1.8lb—in—seg” _ O.15$IUQ—ﬂ2
12in

75Y 10 ?
= (. + | 2§ = = 1. | _ﬂ'z
'E(Z) 0.29 (3 112] 1.92 s ug

|; TOTAL = 4.8+ 0.1 +25+2.03 +1.92 = 33.85 slug — ft*

Efectos del desalineado

Cuando el desalineado provoca errores de cabeceo o si otros efectos causan
que tanto el CG como el MOI cambien, se debe realizar un analisis mas

complejo llamado "Producto de inercia".
CALCULO DEL PRODUCTO DE INERCIA

Considérese un cilindro homogéneo y equilibrado al que se le colocan dos
pesos iguales, separados 180°, y equidistantes del CG, a lo largo de |a altura
del cilindro. La suma de dichos pesos, no altera el CG del cilindro, y el cilindro
permanece equilibrado estaticamente. No obstante, si hacemos girar e! cilindro

alrededor de su eje Z, la fuerza centrifuga actGa sobre ambos pesos,
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haciendo que aparezca un par de fuerzas. Si el cilindro estd montado en
soportes, este par provoca una fuerza sinusoidal ejercida sobre los soportes,
durante el giro del cilindro. Si el cilindro gira en el espacio, el eje de rotacién se
desplaza a una posicion donde las fuerzas centrifugas se igualan {en efecto, se
desplaza ligeramente hacia los pesos de desequilibric). A esto, se le llama

producto de inercia.

z

&j—”

B

Basicamente, el producto de inercia (POI), es una medida del desequilibrio

Figura 3.27A

dinamico. El POl se expresa en las mismas unidades que el momento de
inercia, pero tiene una mayor relacion con el CG que el momento de inercia. El
producto de inercia no se suele ensefar en las asignaturas de dinamica de las
titulaciones de ingenieria, por lo que muchos ingenieros no estan familiarizados

con él.
Comprobando calculos de MOl mediante medidas fisicas

Existen instrumentos para medir el momento de inercia con una precisién del
0.01%. Los equipos modernos utilizan péndulos de torsién invertidos, ya que
estos instrumentos son tan precisos como faciles de usar. Los otros métodos

descritos solo tienen un interés histérico.
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PENDULO DE TORSION INVERTIDO

Este es el método mas preciso. El objeto a probar se monta en un mesa
giratoria con soportes a gas; asi la fricciébn es minima. Una barra de torsion
proporciona un impulso rotacional. El objeto se retuerce ligeramente y se libera.
El periodo de oscilacion se relaciona con el momento de inercia de todo el

sistema mediante:

« |=Cx2
« donde C es una constante de calibrado

Los péndulos de torsién de este tipo, tienen un comportamiento lineal y sin
fricciones, de manera que no es necesaria una compensacion de la amplitud de

la oscilacion.
PEDULO TRIFILAR PARA OBJETOS GRANDES

Los aviones se miden, en general, suspendiéndolos con tres cables, intentando
rotar el avion sin desplazar los cables lateralmente, y cronometrando la
oscilacion cuando el avion es liberado. Este método es no lineal y dificil de
ejecutar, porque el avion tiene tendencia a tambalearse de un lado a otro, asi
como a oscilar en la direccion de la torsién. El factor de calibrado depende del
peso del avion, de los cables, de la distancia entre cables, de la amplitud de la
rotacion, etc. Este método puede ser muy barato si los cables se pueden colgar
de la estructura de un edificio; si no, requiere una estructura especial muy cara,
para suspender el objeto. Desgraciadamente, este es, a veces, el inico método
posible para medir objetos grandes, ya que los péndulos de torsidon con

soportes de gas, son muy caros cuando son muy grandes {mas de 100000 Ib).
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PEDULO COMPUESTO - NO RECOMENDADO

Con este método, ya obsoleto, el objeto es suspendido de un pivote y se le
hace oscilar de forma similar a como lo hace el péndulo de un reloj. El impulso
rotacional, es la aceleracion de la gravedad. Ya que esta actia hacia abajo, en
lugar de en la direccidon del eje de rotacion, la féormula del momento de inercia
es no lineal e independiente de la amplitud, requiriendo la medida simultanea
del periodo y de la amplitud, para tener un resultado con una precision
aceptable. Ademas, un error en la determinacién del CG, afecta |la medida del
MOI {(de hecho, la posicidon del CG predomina, ya que el MOI del objeto es
menor que el termino de traslacién). Finalmente, este método requiere grandes
y caras estructuras para soportar el objeto rigidamente, y los accidentes son

comunes al suspender el objeto de dicha estructura.

GRADO DE ACELERACION - METODO TEORICO DE LOS LIBROS
DE TEXTO

Los libros de texto, describen a menudo un método en el que se aplica un par

de fuerzas al objeto, y se mide su aceleracién rotacional. El momento de inercia

se calcula con la formula T = |a, donde T es el par y a es la aceleracién

angular. Este método es instructivo para los estudiantes, pero esta sujeto a
errores de friccidn, es caro de aplicar y no se usa nunca en la industria. Una
variante de este método, consiste en montar el objeto dentro de un tubo hueco
y hacerlo rodar por un plano inclinado, midiendo su recorrido. Otro método
utiliza un cordel atado a un tambor con un peso al final del cordel. Se mide el
grado de aceleracion del peso. Un tercer método, consiste en montar el objeto
en unos soportes, y utilizar un motor con caracteristicas corriente vs par

conocidas.
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VIBRACIONES EN MAQUINAS HERRAMIENTAS

En estructuras y dispositivos, determinados movimientos globales y ciertas
deformaciones son mas comunes que otros: los movimientos oscilatorios
mas probables ( los mas faciles de producir )} ocurren segdn ciertas
frecuencias naturales. Algunas frecuencias de excitacion pueden coincidir
con las frecuencias naturales ( resonancia } y producir respuestas de
vibracion relativamente muy intensas ; los cuerpos vibrantes son cuerpos

sonoros que nos producen ondas de sonido

Las ondas en medios deformables o elasticos son un ejemplo de ondas
ordinarias de sonido a las cuales se les llama ondas mecanicas Se
originan por el desplazamiento de alguna parte de un medio elastico de su
posicion normal, causando oscilaciones alrededor de su posicion de
equilibrio. A causa de las fuerzas elasticas sobre capas adyacentes, esta
perturbacion se transmite de una capa a la proxima a través del medio. El
propio medio no se mueve como un conjunto; por el contrario, las diversas
partes oscilan en trayectorias limitadas. Por ejemplo, en el caso de las
ondas superficiales en el agua, pequefios objetos flotantes como corchos
demuestran que el movimiento real de las moléculas de agua es eliptico,
ligeramente hacia arriba y hacia abajo y hacia delante y hacia atras. Sin
embargo, las ondas del agua se mueven estacionariamente a lo largo del

liquido. [Bro]

Cuando alcanzan a los objetos flotantes los ponen en movimiento, es decir,
les transfieren energia. La energia en las ondas esta en la forma tanto de
energia cinética como de energia potencial y su transmisién se produce al
pasar de una parte de la materia a la siguiente y no por un movimiento de

largo alcance de la propia materia.
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Por lo, tanto las ondas mecanicas estan caracterizadas por el transporte
de energia a través de la materia mediante el movimiento ondulatorio de
una perturbacién en éste sin que haya ningin movimiento global de la
materia misma, ya que cada elemento del medio transmite energia a los
elementos vecinos. Para la transmisidbn de las ondas mecéanicas es
necesario un medio material. Las propiedades del medio material que
determinan la velocidad de ias ondas mecanicas en €l son su elasticidad y
su inercia. Todos los medios materiales ( aire, agua, acero, etc. )} poseen
esas propiedades y en ellos pueden propagarse las ondas mecanicas. Es
la elasticidad la que da lugar a las fuerzas restauradoras sobre cualquier
elemento que se desplaza de su posicion de equilibrio; es la inercia la que

determina la respuesta a esas fuerzas restauradoras.

La caracteristica que nos pemmite distinguir el sonido de otro se llama
timbre. El timbre depende de los armdnicos que contiene el sonido, asi
como de sus intensidades relativas y de ta forma en que van cambiando de
intensidad al producirse el sonido. Se tienen dos formas de producir
timbres interesantes: 1) empezando desde cero y sumando arménicos uno
a uno o 2) partiendo de una onda rica de armodnicos y restandole

componentes por medio de filtros

VIBRACION

En cualquier estructura o dispositivo, determinados movimientos globales y
ciertas deformaciones son mas comunes que otros: los movimientos mas
probables (los mas faciles de producir) ocurren segun ciertas frecuencias

naturales. [Tho]
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Algunas frecuencias de excitacién pueden coincidir con las frecuencias
naturales (resonancia) y producir respuestas de vibracién relativamente muy
intensas.

La vibracion es el factor limitativo mas importante en la productividad de las
maquinas herramientas. La vibracion determina en gran parte la cantidad de
remocion de material, influye en la cantidad de mantenimiento que
necesitara la maquina, determina la calidad del producto, etc. En la
actualidad la productividad de las maquinas herramientas aumenta en
forma constante para contrarrestar el costo de la mano de obra y, al mismo
tiempo, la tecnologia exige mayor exactitud. Por esta razén en la actualidad
se presta mas atencion al efecto de las vibraciones de las maquinas
herramientas. [AMM]

El elevado costo del equipo de las maquinas herramientas con control
numeérico, y la necesidad de un rendimiento predecible a la vez que se trata
de obtener control por calculador ( computadora ), recalca la necesidad de
un estrecho control de las vibraciones.

En términos generales, hay tres fuentes de vibracidon en las maquinas
herramientas:

Las fuerzas externas, tales como los choques transmitidos a través de la
cimentacion de la maquina. Estas fuerzas pueden inducir vibraciones en los
componentes estructurales de ia maquina.

El sistema de impulsiéon de la maquina, que puede transmitir cualquier
fuerza indeseable, desequilibrada ( sin-balanceo ) que ocasiona vibracion de
un componente de la maquina.

El proceso de corte en si, que puede crear traqueteo y vibracion.

Por lo tanto, el resultado final es un movimiento indeseable entre ia

herramienta y la pieza de trabajo. [Boo]
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Para comprender la naturaleza fundamental de las vibraciones de las
magquinas herramientas se analizara el sistema muy simplificado de la figura
3.28. El sistema comprende un cuerpo de peso W y masa M, un resorte
cuya rigidez es K, y un amortiguador viscoso cuya constante de

amortiguamiento es C.
Ly

' +s K Cc

. Sistema con un solo grado de libertad (SUGL).

Figura 3.28

Por lo general, K se denomina constante de fuerza del resorte (o
simplemente constante del resorte), una fuerza estatica de K newtones
deforma estéticamente el resorte en una distancia 5 milimetros, por lo que la
longitud del resorte se transforma en 5 + 1. (En unidades inglesas, se
considera que una fuerza de K |b deforma estaticamente el resorte 1 pulg.)
Este sistema vibratorio simplificado esta restringido a s6lo un movimiento: la
traslacion vertical de la masa. Tales sistemas con un solo grado de libertad
(SUGL) no se encuentran en el mundo real, pero el comportamiento
dinamico de muchos sistemas reales se aproxima al comportamiento de los

SUGL en intervalos de frecuencia pequenios.
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Supdngase que se tira hacia abajo del cuerpc de peso W una corta
distancia y que a continuacion se libera. El sistema oscilara con movimiento
ascendente y descendente del cuerpo a una frecuencia natural fy,
expresada en ciclos por segundo (c/s), o bien hertz (Hz); esta condicién se
denomina "vibracion libre™. [DeDj

Se omitird el efecto del amortiguador, que actia del mismo modo que los
amortiguadores de la suspension de un automovil; absorbiendo energia de

vibracion, de forma que las oscilaciones se extingan, puede calcularse

mediante:
= 1 [Ke
Y =\ ( 3.15 )

Con frecuencia conviene relacionar fy con la deformacion estatica & debida
m

a la fuerza gravitatoria de la Tierra, F = W = Mg, en donde g =9.81 §% =

pie  pulg
32- 2 ;2 =386 % ,alaque seopone larigidez del resorte, K, expresada
N b
en — oen . . EnlaLung, tanto g como W serian considerablemente
mm pulg

menores (alrededor de una sexta parte de su valor en la Tierra). Sin
embargo, f, es la misma. En las obras de texto usuales, la ecuacion 3.15 se

presenta como:

f:i_&
NT oM

En un sistema gravitacional de unidades (métrico o inglés)
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Por ejemplo, en el Sistema inglés:

1 1 386 19.7 313
LI L (3.16 )

V6 22N 6 2xds e

En el sistema internacional:

Entonces:

9807 99.1 15.76
.f A
275( 27 27?\/_ \/_ (3 ! )

Las relaciones 3.16 y 3.17 frecuentemente aparecen en “ calculadores

§

de vibracion “ especializados. Conforme aumenta ia masa sostenida por el
resorte, ¢ también aumenta y fy disminuye. A partir de las ecuaciones
3.15 y 3.16 se observa que fy depende de &, y en consecuencia tanto de
M como de K ( o de W y K ). Dado que la carga y la rigidez varian
proporcionalmente, fy no cambia.

La energia potencial que se deposité en el resorte se vuelve cero cada vez
que la masa pasa por la posicion original, y es maxima en cada extremo. La
energia cinetica se hace maxima cuando la masa pasa por cero ( maxima
velocidad ), y se anula en cada extremo ( velocidad cero ). Sin

amortiguamiento, la energia cambia continuamente de potencial a cinética.
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Pero con amortiguacion, el movimiento disminuye gradualmente: la energia

se transforma en calor.

Ciertas fuerzas de perturbacién dan origen a amplitudes de vibracién mas
grandes que otras. Esta condicion llamada resonancia, ocurre cuando la
frecuencia de la fuerza de perturbacion coincide con la frecuencia natural de

la estructura.

En la practica, la vibracidén resonante puede ocasionar por ejemplo:
La accidn cortante de la herramienta
Las vibraciones de los engranes de impulsion (frecuencia de paso de
dientes )
Desalineacion de los componentes, tales como acoplamiento ( coples )
Desequilibrio { sin balanceo ) rotatorio; por ejemplo, los efectos mecanicos
y eléctricos del motor .

Las condiciones enumeradas ocurren en forma individual o simultanea

Los movimientos vibratorios en cualquier estructura de una maquina,
pueden ocurrir en uno, dos o tres sentidos en forma simultanea y por lo
comun, dos o tres de estas vibraciones forzadas ocasionaran problemas
cuando hay vibraciones resonantes. Siempre que ocurre resonancia, la

amplitud de la vibracién depende de:
Magnitud de la fuerza
Ubicacion de la vibracién aplicada dentro de la estructura
Cantidad de amortiguacion disponible en la estructura.

El valor de la frecuencia natural y de la forma del modo correspondiente, se

determina por la distribucién de la masa y de las propiedades elasticas tanto
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en la estructura como en la cimentacidon en donde la rigidez de la estructura
de la maquina determina la frecuencia a la cual ocurre la resonancia y la
amortiguacion disponible dentro de la estructura determina la amplitud
durante la resonancia. En condiciones de resonancia la amortiguacion es

mas eficaz para disminuir las amplitudes vibratorias.

Si el "soporte” se encuentra en vibraciéon con una constante D igual a, por
ejemplo, 1 pulg. Es posible variar su frecuencia. ;Cuanta vibracion se
produce en el cuerpo de peso W? La respuesta dependera de:

1. La frecuencia de la vibracion "de entrada”.

2. La frecuencia natural y el amortiguamiento del sistema.
Supongase que la fy del sistema es igual a 1 Hz mientras que la frecuencia
de forzamiento o excitadora es de 0.1 Hz, la décima parte de la frecuencia
natural (figura 3.29). Se observa que el peso W tiene casi el mismo
desplazamiento que la vibracién de entrada, de al rededor de 1 pulg, D. Esto
se ve en la parte izquierda de la figura 3.29; la transmisibilidad, que es la

relacion entre la vibracion de respuesta y la vibracion de entrada, en este

1 : : ,
caso es 1T 1. En la medida en que se incrementa la frecuencia de

excitacion, se encuentra que aumenta la respuesta. ¢En qué magnitud lo
hace?

Depende de la cantidad de amortiguamiento del sistema. Supongase que

éste es ligeramente amortiguado, por ejemplo, con una relacion % de 0.05

(razén del amortiguamiento real al amortiguamiento "critico™). Cuando la
frecuencia de excitacién alcanza el valor de 1 Hz (exactamente fy ), el
cuerpo de peso W posee una respuesta D de alrededor de 10 pulg, que es

10 veces mayor que la entrada D.
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A esta frecuencia de "respuesta maxima" se tiene la condicion de

“resonancia”; la frecuencia de excitacién es igual a la fy de la carga.
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Figura 3.29 Patrones temporales continuos de una vibracién

Amortiguada registrados en un osciloscopio [DeD]

En la medida en que se incrementa ain mas la frecuencia excitadora { ver
figura 3.29 ), se encuentra que la respuesta disminuye. Cuanto mas se

incrementa la frecuencia de forzamiento, tanto mas disminuye la respuesta.
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Para una frecuencia forzada de 2 Hz, la respuesta sera de 0.3 pulg
aproximadamente, y para una de 3 Hz, sera casi igual a 0.1 pulg.

Un captador de vibraciones colocado en el cuerpo de peso W proporcionaria
formas temporales de movimiento registradas en el osciloscopio, como los
que se muestran en la siguiente figura 3. 30; en el patron inferior hubo

mayor amortiguacion y el movimiento disminuyd con mayor rapidez. [DeD]
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Figura 3.30 Patrones temporales continuos de una vibracién
amortiguada, registradas en un osciloscopio.

La abscisa de la figura 3.30 estd - nomalizada “ ; esto es los valores
de transmisibilidad del parrafo anterior pueden encontrarse para otro
sistema cuya frecuencia natural sea de 10 Hz cuando la frecuencia de

excitacion es, respectivamente, 1, 10, 14.14, 20 y 30 Hz.
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La region por arriba de 14.14 veces fy ( donde la transmisibilidad es menor
gque 1) se denomina regién de “ aislamiento “ . Esto es, el cuerpo de peso
W posee menor vibracion que la entrada: se encuentra aislado. Esto ilustra
la utilizacion de aislantes antivibratorios: elementos de goma o resortes que
reducen la vibracién de entrada a términos muy pequefos en aeronaves,
misiles, buques, otros vehiculos, asi como en ciertas maquinas.
Normalmente se intenta establecer una fy ( mediante la selecciéon de
aislantes ) considerablemente por debajo de la frecuencia forzada esperada.
Asi en caso de que el soporte vibre a 50 Hz, pueden seleccionarse aislantes
cuya K haga que fy sea de 25 Hz o menor ( sin embargo no deben
utilizarse aislantes demasiado blandos, debido a las inestabilidades que
pueden resultar por deformaciones estaticas demasiado grandes, y debido a
la necesidad excesivo espacio libre respecto a cualquier estructura
cercana).

Suponiendo un sistema en el que un cuerpo pesado esta sostenido por un

resorte cuya rigidez K sea suficiente para que fy = 10 Hz. A una
50
frecuencia de excitacion de 50 Hz, la relacion de frecuencia es E 0 sea 5,

y en lafigura 3.29 se observa que la transmisibilidad es 0.042. El cuerpo “
sentiria “ sélo el 4.2 % de la vibracién que recibiria si estuviese montado

rigidamente en el soporte.

Tambien se observa que la “eficiencia de aislamiento” es de 96 %. Sin
embargo, cuando aumenta la velocidad de la fuente de vibracion de 50 Hz,
pasando lentamente a través de 10 Hz, el articulo aislado “ siente
aproximadamente 20 veces mas vibraciones que si estuviese fijado
rigidamente, sin ningun aislante. Aqui es donde resulta atil el

amortiguamiento; limitar la Q o “ acumulacién mecanica “ de la resonancia.
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Una forma comtn de vibracion y una de las mas desagradables para el
personal de manufactura es e! traqueteo, en términos estrictos, el traqueteo
es una inestabilidad dinamica retroalimentada en la cual los movimientos
oscilatorios pequefios ocasionados por el proceso se retroalimentan al
sistema y se hacen mas grandes debido a la energia requerida para
mantener el proceso en marcha. Ese traqueteo produce un desgaste rapido
de |la herramienta y pieza de trabajo. El movimiento total es muy complejo y
es dificil establecer reglas generales para contrarrestarlo. Teniendo en
cuenta [a interaccion del sistema de la maquina y piezas de trabajo como un
servomecanismo con propiedades de retroalimentacion (el cual se considera
como una retroalimentacion inestable) y con la identificacion y evaluacion
de las variables implicadas, el método del servomecanismo permitira
obtener el funcionamiento confiable y exacto de la maquina. La supresion
del traquetec se basa en el concepto de servo, es la impedancia mecanica
controlada ( { M C ) que se cred bajo los auspicios de la fuerza aérea por T.
R. Comstock de la Universidad de Cincinnati. Este proceso utiliza un
mecanismo de retroalimentacion que puede responder a las diferencias
entre la posicidon real y la posicion deseada de la herramienta. Los errores
de desplazamiento se detectan con un transductor cerca de la punta de la
herramienta y se alimentan a un amplificador diferencial. Después se
retransmite una sefial de correccion del proceso a la valvula del servo y ésta
ajusta la posicion de la herramienta.

De lo que se trata es de corregir un error detectado antes de que haya
tiempo de que se convierta en traqueteo o produzca algin defecto

dimensional en la pieza.

174



Las vibraciones de una maquina se concentran a altas frecuencias la cual es
una caracteristica del frotamiento de partes mecanicas, que se supone

deben deslizarse suavemente.

Tanto las resonancias como las vibraciones de traqueteo auto-excitadas se
suprimen con la instalacion de amortiguacion en el sistema vibratorio esto
puede lograrse en varias formas, por ejemplo, mediante amortiguacion
interna en el material estructural , amortiguacién por friccién en las uniones
apernadas de la estructura o por amortiguacion viscosa en las superficies
lubricadas en contacto ( guias, cojinetes, rodamientos, etc. ). También es
posible estimar la amortiguacién de una estructura a partir de curvas de

respuestas obtenidas experimentalmente.

Vibraciones regenerativas

Estas vibraciones son ocasionadas por la superposicién de la accién que
ocurre en la mayoria de las operaciones de mecanizacion, aunque el sistema
sea basicamente estable, la vibracién forzada resultante del mecanizado de
una superficie ondulada generada durante la carrera o revolucion precedente
de la pieza o de la herramienta puede amplificar la vibracion previa.
Después, en la practica, si se estudia la inestabilidad dinamica de una
operacion mediante el aumento gradual posterior ( por ejemplo profundidad
del corte ) pueden inducirse vibraciones a causa de los efectos regenerativos

antes que la verdadera inestabilidad dinamica ocurra.
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TOLERANCIA Y GRADO DE EQUILIBRADO

Debemos tener en cuenta que definir el grado de precision de equilibrado es
esencial para que las maquinas funcionen correctamente, sin vibraciones, y
con el menor coste posible; esto depende en gran medida del tipo de rotor y
si éste es una pieza simple o un conjunto, ademas influyen las revoluciones
de trabajo real y su tamafio y forma. Debemos tener en cuenta que el no
ajustarse "a lo necesario” puede suponer que se quede corto en la calidad y
el rotor vibre o bien que se pase de calidad lo cual sera beneficioso para el

rotor pero habra tenido un coste muy alto sin ser necesario.

Supongamos que debemos montar un rotor con unos rodamientos ios
cuales, segun el fabricante, permiten una excentricidad de 10 micras; esta
claro que el desequilibrio admisible en el rotor no debe provocar un
desplazamiento de! eje superior a 10 micras; en este caso debemos entrar
en una calidad de equilibrado Q que nos asegure este margen. El grado de
calidad se representa mm/s que es la unidad que representa la velocidad
de desplazamiento de la excentricidad, del eje del rotor, provocada por el
desequilibrio. Generalmente las maquinas que realizan el equilibrado de
montantes blandos permiten un ajuste previo para cada tipo de rotor de
forma que la indicacién de la electronica se puede expresar en cualquier
unidad como pueden ser: gr / mm., gramos, arandelas, mm. de profundidad
de broca, etc. Supongamos que tenemos una serie de 1000 rotores
preparados para equilibrar, cuya tolerancia es de 50 gr./mm. y debemos
realizar taladros a 100 mm. de radio y ademas deseamos que la electrénica
nos indique el desequilibrio en gramos.
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1) En primer lugar poner un rotor patrén (equilibrado) igual a los de la serie; si

no esta equilibrado utilice la puesta a cero de la electronica.

2 ) Coloque un peso conocido, por ejemplo de 10 gramos, en el

radio de compensacién, en este caso a 100 mm. del centro.

3) Ahora debe realizar la medida del desequilibrio y la electrénica de medicion
debe indicar 10 gramos ya que como hemos dicho antes el rotor patrén esta
equilibrado. En caso de no indicar 10 gramos debemos regular el ajuste de
magnitud hasta que nos indique 10 gramos; comprobar ademas que la

indicacion de angulo es correcta.

4) Sacar el rotor patron y el peso de prueba; ahora la maquina esta preparada

para la indicacién en gramos directamente.

Ahora solo nos falta saber cual es la indicacién maxima con la que quedaran
equilibrados los rotores y para ello utilizaremos €l dato del plano que nos
dice que la tolerancia es de 50 gr / mm ( o gramos / cm) lo cual significa que
en el primer mm. de radio es permitido dejar 50 gramos residuales, en el
segundo mm. de radio 25 y asi sucesivamente; para saber cuanto nos es
permitido dejar a un radio de 100 mm que es el caso de nuestro rotor
debemos dividir 50/100 y obtendremos 0,5 gramos que es la tolerancia
maxima admisible. En el caso de maquinas con montantes duros el
sistema es diferente pues este tipo de maquina indica directamente los

gramos de desequilibrio en el radio de compensacién seleccionado.
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NORMA OFICIAL MEXICANA:

NOM-024-STPS-1993.RELATIVA A LAS CONDICIONES DE SEGURIDAD E
HIGIENE EN LOS CENTROS DE TRABAJO DONDE SE GENEREN
VIBRACIONES. [MVI]

ARSENIO FARELL CUBILLAS, SECRETARIO DEL TRABAJO Y
PREVISION SOCIAL, CON FUNDAMENTO EN LOS ARTICULOS 16, 40
FRACCIONES | Y Xi DE LA LEY ORGANICA DE LA ADMINISTRACION
PUBLICA FEDERAL; 512, 523 FRACCION |, 524 Y 527 ULTIMO PARRAFO
DE LA LEY FEDERAL DEL TRABAJO; 30. FRACCION XI, 38 FRACCION I,
40 FRACCIONES | Y VII, 41 A 47 Y 52 DE LA LEY FEDERAL SOBRE
METROLOGIA Y NORMALIZACION; 20., 30. Y 50. DEL REGLAMENTO
GENERAL DE SEGURIDAD E HIGIENE EN EL TRABAJO Y 5o. DEL
REGLAMENTO INTERIOR DE LA SECRETARIA DEL TRABAJO Y
PREVISION SOCIAL, Y

CONSIDERANDO

Que con fecha 2 de julio de 1993, en cumplimiento de lo previsto en el
articulo 46 fraccion | de la Ley Federal Sobre Metrologia y Normalizacion, la
Secretaria del Trabajo y Previsidn Social presenté al Comité Consultivo
Nacional de Normalizaciéon de Seguridad, Higiene y Medio Ambiente Laboral,

el Anteproyecto de la presente Norma Oficial Mexicana:
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Que en sesion de fecha 7 de julio de 1993, el expresado Comité consideré
correcto el Anteproyecto y acordé que se publicara como Proyecto en el

Diario Oficial de la Federacion;

Que con fecha 19 de julio de 1993, en cumplimiento del acuerdo del Comité
y de lo previsto en el articulo 47 Fraccién | de la Ley Federal sobre
Metrologia y Normalizacion, se publico en el Diario Oficial de la Federacion el
Proyecto de la presente Norma Oficial Mexicana a efecto de que dentro de
los siguientes 90 dias naturales a dicha publicacién, los interesados
presentaran sus comentarios al Comité Consuliivo Nacional de

Normalizacién de Seguridad, Higiene y Medio Ambiente Laboral;

Que con fecha 17 de octubre de 1993, vencié el término de 90 dias naturales
previstos en el articulo 47 fraccion | de la Ley Federal Sobre Metrologia y
Normalizacion sin que el expresado Comité haya recibido comentario alguno

al Proyecto de la presente Norma Oficial Mexicana;

Que en atencién a las anteriores consideraciones y toda vez que con fecha
26 de octubre de 1993, el Comité Consuitivo Nacional de Normalizacion de
Seguridad, Higiene y Medio Ambiente Laboral otorgé la aprobacion

respectiva, se expide la siguiente:
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NOM-024-STPS-1993.

RELATIVA A LAS CONDICIONES DE SEGURIDAD E HIGIENE EN LOS
CENTROS DE TRABAJO DONDE SE GENEREN VIBRACIONES.

1. Objetivo.

Establecer las condiciones de seguridad e higiene en los centros de trabajo
donde se generen vibraciones que por sus caracteristicas y tiempo de

exposicidon, sean capaces de alterar la salud de los trabajadores.

1.1 Campo de aplicacién.

En los centros de trabajo donde por las caracteristicas de operacién de la

maquinaria y/o equipo se generen vibraciones.

2. Referencias.

Constitucion Politica de los Estados Unidos Mexicanos, articulo 123
Apartado "A" fraccion XV.

Ley Federal del Trabajo, articulos 512 y 527.

Reglamento General de Seguridad e Higiene en el Trabajo, Titulo octavo,
Capitulo lll, articulo 140.
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3. Requerimientos.
3.1 El patrén debe:

a) Cuando existan vibraciones que puedan afectar la salud de los
trabajadores, efectuar el reconocimiento, evaluaciéon y control a fin de

disminuir el posible efecto de las mismas.

b) Contar con el o los perfiles del puesto de los trabajadores que estén

expuestos a vibraciones.

c) Informar a los trabajadores y a la Comision Mixta de Seguridad e Higiene,

de los riesgos que representan las vibraciones a su salud.
d) Establecer los procedimientos seguros y las medidas de control.

e) Capacitar a los trabajadores sobre el uso de la maquinaria y equipo donde

se generen vibraciones.

f) Donde se generen vibraciones, requerir como edad minima 18 afios y la
edad maxima sera determinada por las condiciones de salud del trabajador,

previa autorizacion de! médico designado por el patrén.
3.2 Los trabajadores deben:
a) Cumplir con las medidas de seguridad establecidas por el patrén.

b) Participar en la capacitacién y adiestramiento proporcionadas por el

patron.

c) Colaborar con los examenes médicos que se les practiquen.
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3.3 Los miembros de la Comision Mixta de Seguridad e Higiene, deben
vigilar el seguimiento a las medidas preventivas en lugares donde se tengan

equipo 0 maquinaria que genere vibraciones.

3.4 Las Autoridades del Trabajo, los patrones y los trabajadores promoveran,
mediante examenes médicos de ingreso y periddicos el mejoramiento de las
condiciones de salud de los trabajadores que vayan a estar o estén
expuestos a vibraciones en los centros de trabajo a que se refiere esta
NOM-STPS-. Los exadmenes médicos periddicos se practicaran como minimo
cada 6 meses o con la periodicidad que se requiera, de acuerdo a la

exposicion (corporal segmentario o corporal total) de cada caso.

En el anexo Ill que forma parte de la presente NOM-STPS- para todos los
efectos correspondientes, se sugieren los puntos basicos gue deberan
comprender {0os examenes que se practiquen a los trabajadores expuestos a

vibraciones.

4. Requisitos.
4.1 Del reconocimiento:

En relacién con las actividades de reconocimiento los patrones deben

efectuar cuando menos lo siguiente:

a) Conocer las caracteristicas, tipo e intensidad de la vibracion.
b) Identificar y sefalar dichas fuentes emisoras de vibracién.
4.1.1 Tipos de vibraciones.
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Las vibraciones en los centros de trabajo se clasifican en dos tipos:
a) Bajo.
b) Alto.

Se consideran de tipo bajo, de 1 a 80 Hz (ciclos / segundo) causadas

principalmente por maquinas de baja velocidad.

De tipo alto, de 10 a 200 Hz (ciclos / segundo) en donde se utiliza equipo o

maquinaria de alta velocidad.
4.2 De la evaluacion:

Para efectuar la evaluacién, el patrén debera cuantificar periédicamente los

niveles de vibracion, aplicando la instrumentacion y métodos especificos.
4.3 Del control:

Cuando por las caracteristicas de los procesos productivos del centro de
trabajo se generen vibraciones, los patrones deben adoptar en su orden,

algunas de las medidas siguientes:
a) Aislar las fuentes que generen vibraciones.

b) Programar los tiempos de exposicion en que el trabajador este sometido a
las vibraciones de acuerdo con las tablas nimero 1 y 2 de la presente NOM-
STPS-.
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c) Para evitar los efectos de las vibraciones en la salud de los trabajadores,

el patron debe adoptar una o mas de las medidas siguientes:

c.1 Afirmar [as maquinas independientes de la cimentaciébn general y

nivelarlas.
c.2 Ajustar las maquinas e instalar los dispositivos antivibratorios necesarios.
c.3 Cimentar sobre material aislante en casos especiales.

c.4 Evitar que las transmisiones se apoyen en las paredes colindantes ¢ en

otras que puedan transmitir vibraciones.
c.5 Elaborar y ejecutar programas de mantenimiento predictivo y preventivo.

c.6 Proyectar adecuadamente las estructuras de los edificios con materiales

gue no sean afectados por las vibraciones.

c./ Efectuar controles especiales cuando se utilice por primera vez una

magquinaria o se le hayan hecho modificaciones importantes.

d) El patron debe controlar l1a exposiciéon de los trabajadores, de tal manera
que si es afectada su salud, se les reubique en otras areas donde la

vibracion no represente un riesgo.

e) El patron debe delimitar las zonas en que existan riesgos de exposicion a

vibraciones en base a estudios técnicos.
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Anexol
Definiciones de los términos empleados en esta NOM-STPS-

Dispositivo para eliminar las vibraciones: Mecanismo, equipo o pieza que

disminuye la vibracién absorbiéndola o disipandola.

Exposicion a vibraciones: Es la interrelacion del trabajador con las

vibraciones y la fuente que las genera en su ambiente laboral.

Exposicion corporal segmentaria: Es el movimiento oscilatorio que recibe un

trabajador al estar expuestas sus manos, brazos o0 ambos.
Exposicion corporal total: Expuesto todo su cuerpo.

Frecuencia: Es el nimero de veces que se repite un fenémeno o suceso de
vibracion con las mismas caracteristicas en la unidad de tiempo, su unidad

es el Hertz abreviado Hz (ciclos / segundo).

Vibracion: Movimiento oscilatorio de un cuerpo.
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Anexoll
Tabla

Cuando se conoce la frecuencia de un mecanismo que genera la vibracion y
se relaciona con la aceleracién (m / s%) ya sea en el eje de aceleracion
longitudinal (a,) o en los ejes de aceleracion transversal (a, , a,) se obtiene el

tiempo de exposicion que puede variar de un minuto a veinticuatro horas.

Las direcciones de incidencia de las vibraciones sobre el cuerpo humano, se

especifican en la figura 1 de esta NOM-STPS-.
Por ejemplo:

En la tabla uno, para una frecuencia de 5 Hz (ciclos/segundo) y con una
aceleracion de 1.12 m/s? se puede observar un tiempo de exposicion de 8
horas. Observando para la misma frecuencia y una aceleracion de 1.8 m/s®
se aprecia un tiempo de exposicion de 4 horas. Asimismo, el tiempo de
exposicion se reduce a 2.5 horas cuando la aceleracién aumenta a 2.5 m/s®

con la misma frecuencia.

Anexolll
| Examen médico de ingreso.
1. Antecedentes heredo-familiares.

1.1 Antecedentes heredo-familiares.
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1.2 Busqueda de antecedentes oste-ohmio-articulares y vasculares.

1.3 Busqueda de antecedentes de padecimientos mentales.

2. Antecedentes personales no patolégicos.
2.1 Tabaqguismo intenso asociado a problemas vasculares.

2.2 Alcoholismo habitual con ¢ sin asociacion a trastornos mentales.

3. Antecedentes laborales

3.1 Antecedentes de exposicidn laboral y /o extralaboral a sonidos de gran

magnitud y /o vibraciones.

4. Antecedentes personales patologicos y padecimientos.

4.1 Interrogatorio intencionado sobre los siguientes padecimientos:
4.1.1 Enfermedad de la colagena con afeccion articular y peri articular.
a) Artritis reumatoide.

b) Dermatomiositis.

c) Lupus eritema toso sistémico.
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d) Esclerodermia.
e) Fiebre reumatica.
f) Enfermedad de Raynaud.

g) Sindrome de Sjégren.

4.1.2 Padecimientos vasculares periféricos.

a) Insuficiencia arterial.

b) Insuficiencia venosa gradqg
-1V,

c) Sindrome de

Raynaud.

d) Tromboflebitis.

e) Flebotrombosis.

4.1.3 Padecimientos articulares y peri articulares avanzados.

a) Osteo artrosis generalizada grado llI-IV.

b} Espdndil artrosis grado IH-1V.
c) Sindrome del tunel del carpo.
d) Enfermedad de Dupuytren.

e) Tenosinovitis.

f) Artrosis traumaticas y degenerativas.

g) Secuelas graves de fractura.
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4 1.4 Padecimientos mentales.
a) Neurosis.
b) Psicosis.

c¢) Trastornos de la personalidad.

5. Exploracion fisica completa con énfasis en los aparatos y sistemas

siguientes:
a) Musculo-esquelético.
b) Cardiovascular.

c) Esfera mental.

6. Estudios de laboratorio y gabinete, no se recomiendan exdmenes de
rutina, sino que deberan realizarse los necesarios, segtin los resultados

obtenidos en el interrogatorio y exploracién fisica.
I} Examen médico periddico.

Debera efectuarse revision médica como minimo con una periodicidad de 6
meses, poniendo énfasis en el interrogatorio y exploracion fisica de los

aparatos y sistemas siguientes:

a) Musculo-esquelético.
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b) Cardiovascular.

c) Esfera mental.

1. Estudios de laboratorio y gabinete.

Deberan realizarse las siguientes valoraciones médicas especializadas, asi

como examenes de laboratorio y gabinete, cuando se requieran:

a} Estudio radiogréafico simple comparativo de manos y pies en proyecciones

dorso-palmar, dorso-plantar y oblicuas.

b} Estudio radiografico simple de columna vertebral, en sus segmentos

lumbar y sacro, en proyecciones postero-anterior y Iateral.
c) Determinacion de acido urico, urea, creatinina y glucosa en sangre.

d) Valoracion psicologica y/o psiquiatrica
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Ver Grafica 1. Limites de Aceleracion Transversal
]

Ver Grafica2. Limites de Aceleracion Longitudinal

: FIGURA 1- DIRECCIONES DE
D . INCIDENCIA DE LAS
A VIBRACIONES  SOBRE  EL
T3 CUERPO HUMANO.

)

2T

2]

)
-
I\-._.-d— __'_,_—._f—.——v -"“I F:

— o

ay, ay, a, = Aceleracion en las direcciones de los ejes x,y,z

eje x= de espalda a pecho.
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'[eje y= de lado defecho a izquierdo.

|eje z= de los pies o parte inferior, a la cabeza.

TABLA No. 1 LIMITES DE ACELERACION TRANSVERSAL (a,, a,) COMO

FUNCION DE LA FRECUENCIA'Y DEL TIEMPO DE EXPOSICION

FRECUENCIA |TIEMPO DE EXPOSICION
|(FRECUENCIA

CENTRAL DE

'BANDA)

DE  UN[24h [16h [8h [4h [25 [1h |25 [16 |1 min.
TERCIO DE min. {min.
{OCTAVA)

Hz (Ciclos/s) |ACELERACION m/s®

10 0.20 [0.30 |0.448[0.710[1.0 [1.7 [25 [3.0 [4.0
1.25 0.20 {0.30 [0.448{0.710{1.0 {1.7 |25 [3.0 [4.0
16 0.20 |0.30 {0.448(0.710{1.0 {1.7 {25 {3.0 {4.0
2.0 0.20 |0.30 |0.448/|0.710[1.0 [1.7 |25 {3.0 4.0
2.5 0.25 |0.38 {0.56 10.90 [1.26]2.12 [3.2 [3.8 [5.0
13.15 0.32 |0.472(0.71 |1.12 |16 [264 4.0 [4.72 {63
4.0 0.40 {0.60 {0.90 {1.42 {2.0 [3.40 |50 [6.0 (8.0
5.0 0.50 {0.75 (1.12 |1.80 [2.5 [4.24 |63 {75 {10.0
6.3 0.63 |0.95 [1.42 |2.24 |32 [5.30 |80 |9.5 [12.6
|
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8.0 0.80 [1.20 [1.80 [2.80 [4.0 [6.70 [10.0 [12.0 [16.0
210.0 1.00 [1.50 [2.24 |3.60 [5.0 |8.50 [12.6 [15.0 [20.0
725 126 |1.90 |2.80 |4.48 [6.30]10.6 [16.0 |19.0 [25.0
2;;16.0 160 |2.36 |3.60 |5.60 (8.0 |13.4 [20.0 |23.6 |32.0
200 2.00 |3.00 |4.48 17.10 |10.0{17.0 |25.0 |30.0 |40.0
;?25.0 2.50 |3.80 |5.60 {9.00 [12.6]21.2 |32.0 |38.0 |50.0
315 3.20 |4.72 |7.10 |11.20116.0/26.4 |40.0 [47.2 |63.0
20,0 4.00 |6.00 |9.00 [14.20{20.0{34.0 [50.0 |60.0 [80.0
'50.0 5.00 |7.50 {11.20{18.00[25.0]{42.4 [63.0 |75.0 [100.0
63.0 6.30 |9.50 |14.20]22.4 [32.0]53.0 |80.0 [91.4 [126.0
]‘80.0 8.00 |12.00]18.00]28.0 [40.0]67.0 [100.0{120 |160.0
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TABLA No. 2 LIMITES DE ACELERACION LONGITUDINAL (a;) COMO
|FUNCION DE LA FRECUENCIA Y DEL TIEMPO DE EXPOSICION

FRECUENCIA |TIEMPO DE EXPOSICION
(FRECUENCIA

|CENTRAL DE

'BANDA

'UN TERCIO|24h [16h |8h [4h [25h{1h |25 |16 |1
DE OCTAVA) min. imin. {min.
Hz (Ciclos/s) |ACELERACION m/s?

10 0.560 |0.850]1.26]2.12 [2.80 [4.72 [7.10 [8.50 [11.20
§1.25 0.500 |0.750{1.12[1.90 |2.52 [4.24 |6.30 [7.50 |10.00
:1.60 0..448]0.670(1.00{1.70 [2.24 |3.80 [5.60 |6.70 |9.00
%2.00 0.400 [0.600{0.90]1.50 [2.00 {3.40 |5.00 |6.00 |8.00
12.50 0.360 {0.530/0.80[1.34 [1.80 [3.00 |4.48 |5.30 |7.10
315 0.320 [0.470(0.71{1.20 [1.60 [2.64 [4.00 |4.70 |6.30
4.00 0.280 [0.424]0.63[1.06 |1.42 |2.36 |3.60 |4.24 |5.60
5.00 0.280 {0.424(0.63[1.06 [1.42 |2.36 [3.60 |4.24 |5.60
'6.30 0.280 |0.424]0.63]1.06 |1.42 12.36 |3.60 |4.24 15.60
8.00 0.280 |0.424]0.63]1.06 [1.42 [2.36 [3.60 [4.24 |5.60
10.00 0.360 [0.530[0.80[1.34 [1.80 [3.00 |4.48 [5.30 |7.10
12.50 0.448 |0.670{1.00{1.70 [2.24 {3.80 [5.60 |6.70 |9.00
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T‘IG.OO 0.560 {0.850;1.26|2.12 [2.80 |4.72 {7.10 {8.50 (11.20
‘20.00 0.710 {1.060(1.60(2.64 (3.60 |6.00 {9.00 }10.60{14.20
25.00 0.900 {1.340{2.0013.40 |4.48 {7.50 |11.20{13.40{18.00
31.50 1.120 |{1.700i2.50{4.24 |5.60 |{9.50 |14.20{17.00(22.40
140.00 1.420 }12.12013.20{5.30 |{7.10 {12.00!18.00]21.20|28.00
§50.00 1.800 12.64014.0016.70 {9.00 {15.00{22.40]26.40{36.00
ﬁ6300 2.240 {3.40015.00|8.50 {11.20]19.00|28.00{34.00{44.80
| 4.240,6.30 56.00

2.800

10.60

14.20

23.60

36.00

42.40
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La vigilancia del cumplimiento de esta Norma Oficial Mexicana corresponde

a la Secretaria del Trabajo y Previsién Social.
TRANSITORIO

UNICO.- La presente Norma Oficial Mexicana entrara en vigor al dia
siguiente de su publicacidon en el Diario Oficial de la Federacién. México,
D.F., a los doce dias del mes de noviembre de mil novecientos noventa y

tres.

SUFRAGIO EFECTIVO NO REELECCION EL SECRETARIO DEL
TRABAJOY PREVISION SOCIAL ARSENIO FARELL CUBILLAS
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Capitulo 4

Desarrollo del Algoritmo

Algoritmo para el calculo de la Transformada de Concentracion de Onda Discreta

Para hacer el calculo de la Transformada de Concentracion de Onda Discreta
puedes utilizar Wavelet toolbox, el bloque de diseiio automatico del filtro de
base-concentracion de onda. Debes especificar tu propio filtro F | R pasa bajas
y pasa altas para colocar los parametros del filtro ya definido a utilizar. Por
ejemplo en el Banco del Filtro de Andlisis Diadico esta construido desde la unidad
basica siguiente. La unidad puede ser de cascada para el banco del filtro de

analisis diadico ambos con estructura de arbol simétrico o asimétrico. [MiO]

Entrada H > 42 >  Alta frecuencia banda-baja
Banda ancha L Py Py2 > Baja frecuencia banda-baja
Figura 4.1
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Cada uhidad consiste de un par de filtros pasa bajas (L P )} y pasa altas (H P ),
seguido por una disminucién por un factor de 2. Los filtros son de la mitad de
banda con un corte de frecuencia de F ¢4, un cuarto del muestreo de entrada de
la frecuencia. Cada uno con los filtros de paso de la frecuencia de banda que el
otro filtro detiene.

En la entrada se descompone la unidad en bandas bajas adyacentes o juntas de
alta frecuencia y baja frecuencia. Comparando la entrada con cada una de las
bandas bajas estas tienen la mitad del ancho de banda ( debido a los filtros de
media-banda ) y la mitad del valor de la muestra ( debido a la disminucién por un
factor de 2 ). El banco del filtro de andlisis diadico descompone una sefal en
bandas bajas con ancho de banda mas pequefia y valores de muestras mas
lentas.

Las sefiales base-forma las descompone con formas de tamario en mdltiplos de
2" en ambos n + 1 o bandas bajas 2". Al descomponer las sefiales base-

muestras o sefiales base-forma de diferentes tamarios, utiliza el bloque del filtro

de banda baja del analisis de dos canales. Puedes conectar mltiples copias del

bloque del filtro de banda baja del analisis de dos canales para crear un banco
de filtro de varios niveles de andlisis diadico. El bloque del banco del filtro de
analisis diadico descompone una sefial de banda ancha en una coleccion de
bandas bajas con ancho de banda méas pequefia y valores de muestras mas

lentas.
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El bloque utiliza una serie de filtros F | R pasa bajas y pasa altas para dividir
repentinamente el alcance de la frecuencia de entrada, como se ilustra en ia

siguiente figura. [Fli]

Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel n
[ [ i | [ |
Y THP*H > 2Tu-Yq
| po{vopH PP v 2 > ATq- Y,
L P> 4 2 PH P v > 8T, Y;

LPr v 2l HP {216 T, Y,

LA 5| 2 16Te-Ya,

Figura 4.2 Estructura asimétrica

Periodo de la muestra de entrada =T ;¢ 2: Muestra baja por 2

H P: Filtro pasa altas con f, = % de f,.L P: Filtro pasa bajas con f4 = % de fq

2[{T«] paralasalidaY, 1< k<0
Periodo de muestreo de la salida = 2"[T 4] paralasaliday ;.

Periodo de muestreo de la salida
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I Nivel 1 | | Nivel 2 R | Nivel n |

HPFY V2> v 1

4, .

LP_’¢2_> Y2

HI'—"’¢2'_> Y3

!
:
"

LP"‘Z > Y4

i

L

,.
o
g

L P > Y6

HF_’¢2_’ Y7

'

i

‘-II\_)_
I

LP—>¢2—> Y 2"

Figura 4.3 estructura simétrica

Periodo de muestreo de entrada=T g ; ¢ 2: Muestra baja por 2

H P: filtro pasa altas con f;= - de f. L P: Filtro pasa bajas con f¢ = i de f

!
4

Periodo de muestreo de salida =2 " (T ) paratodas 2" salidas
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La figura 4.2 muestra el banco del filtro de anélisis diadico asimétrico de nivel n,
compara las dos estructuras de arboles del banco del fiitro de analisis diadico. La
estructura asimétrica ( sin simetria ) descompone solo las frecuencias bajas de la
salida de cada uno de los niveles, la figura 4.3 muestra la estructura simétrica
descompone la estructura de las bandas bajas de la alta y baja frecuencia de la
salida de cada uno de los niveles.

La siguiente tabla resume [as caracteristicas de la llave del banco del filtro

diadico, asimétrico y simétrico.

Tabla 1 caracteristicas notables del analisis diadico simétrico y asimétrico

Nivel-n Simétrico Nivel-n Asimétrico

La descomposicion (todas las bandas bajag cada uno de los niveles de bandas
de bandas bajas de de baja-frecuencia y dgde baja frecuencia es descompuesta
frecuencia bajas y |alta frecuencia en el siguiente nivel, y cada uno de
altas los niveles de la banda de alta
frecuencia es una salida del banco
del filtro

NuUmero de salidas 2" n+1

de banda baja
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Nivel-n Simétrico

Nivel-n Asimétrico

Ancho de banda y
ndmero de muestras
en la salida de la

banda baja

Para una entrada con
ancho de banda BW
y N muestras, todas
las salidas tienen
ancho de banda
BW/2"yN/2"

muestras

Para una entrada con ancho de

‘banda BW y N muestras, Y

tiene el ancho de banda B W,

y N ¢ muestras, donde

BW/2* (1<kz<n)
BW{

BW/2" (k=n+1)
N/2¥ (1<k<n)
N N/2" (k=n+1)

Del ancho de banda, y numero de
muestras en cada una de las
bandas, las ultimas dos banda
bajas tienen el mismo ancho de
banda y numero de muestras
desde el origen del mismo nivel

en el banco del filtro

Muestras del

periodo de la salida

Todas las bandas
bajas de la salida
tienen un periodo de

muestras de 2" ( T & )

Periodo de muestras de k =™

2 (T¢) (1<kz<n)

2" (Ts) (k=n+1)

debido a la disminucién por 2, el
periodo de muestras de cada una
de las bandas ( excepto la ultima )
es el doble que el de la previa
banda baja. Las uitimas dos bandas
bajas tienen el mismo periodo de
muestras desde el origen del

mismo nivel del banco del filtro
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Numero total de E! numero total de muestras de la salida de todas las

muestras de la salida| bandas bajas es igual al numero de muestras en la
entrada (debido a |la disminucién por 2 en cada uno de

los niveles )

Aplicacion de =n [a aplicacion de Concentracion de onda, los filtros pasa
Concentracion de altas y pasa bajas de base-concentracion de onda estan
Ondas disefiados, tal que el alisado Introducido por la

disminucion son cancelados exactamente en la

reconstruccion

Requerimientos de la entrada

» La entrada puede ser un vector en base-forma o una matriz en base-forma

» El tamano de la forma de la entrada debe de ser un miltiplo de 2", donde n
es el numero del nivel del banco del filtro. Por ejemplo el tamario de la forma
de 16 debe de ser apropiado para un arbol en tres niveles ( 16 es un multiplo
de 2°)enlafigura 4.4 se muestra €l por que de los requerimientos de la
entrada de 3 niveles

» El bloque siempre funciona a lo largo de la columna de la entrada

Puedes especificar el filtro del banco de filtros pasa altas y pasa bajas por
vectores proporcionando los coeficientes del filtro.

Al utilizar wavelet toolbox se puede especificar los filtros de base-concentracion
de onda seleccionando el tipo de concentracién de onda desde los parametros
del filtro. Se debe colocar la estructura del banco del filtro para la asimetria o
simetria, y especificar el namero de niveles en el banco del filtro
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Puerto de multiples salidas

Arbol de la estructura asimétrica

Canal - 2 entrada

de la forma — base

Tﬁ=1=»

ng=é [8x2]

canal 1 ’l canal 2
b
2 12| banda baja)
[4x2] 313 T = %
B—_ 2x2) \4 14
[1x2P 5 15) banda baja 2
3:Asim B 16| T = 1 > Salida
AN ~ 2
7 17) banda baja 3

T i = valor de muestras de la entrada

T so = valor de muestras de la salida

TFi
Tfo

Puerto de una sola salida

Arbol de estructura asimétrica

Canal - 2 entrada

de fa forma — base

—p
1 [8x2]

T
Tsi

0o | —

Figura 4.4 Salida Asimétrica 7 17

canal 1

valor de la forma de la entrada

valor de la forma de la salida

(1117

212
[8x2] 3 13

™~
l/

— ” 4 14

5 15

3: Asim

6 16

de 3 niveles

8 18

oy

8 18 ) banda baja 4

[— canal 2 \

T = 1

Teo = 1

J

banda baja 1
>

\

4

} banda baja 3
} banda baja 4

J

base — forma

TF0=1

Salida
muestra — base

J
] banda baja 2>

Tso

Q0 | —
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La siguiente tabla resume las diferentes salidas caracteristicas del bloque cuando

se coloca en la salida desde un puerto de una sola salida o un puerto de
multiples salidas.

Tabla 2 salidas caracteristicas para n — niveles del filtro de analisis diadico

Nivel-n Simétrico Nivel-n Asimétrico

Descripcion de [concatenacion del blogue de todas | bandas bajas de cada una
la salida las bandas bajas en un vector o en| de las salidas del bloque
una matriz y la concatenacién de | desde un puerto separado
las salidas de bandas bajas desde | de la salida. La banda

un solo puerto. Cada una de las baja mas en lo alto de la
columnas de salida contiene las salida del puerto con las
bandas bajas del canal de entrada | frecuencias mas altas.

que le corresponde Cada una de las columnas
de la salida contiene una
banda baja para la entrada

del canal correspondiente

Estado de la Base — muestra Base — forma

forma de la

salida

valor de [a No aplicable Lo mismo como el valor de
forma de la forma de la entrada ( la
la salida forma de la salida puede

variar de tamafio, tal que el

valor de la muestra de

salida puede variar )
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Nivel-n Simétrico

Nivel-n Asimétrico

Dimensiones
de la salida
(tamafio de la

forma)

El mismo numero de renglones

y columnas como la entrada

La salida tiene el mismo
numero columnas como la
entrada. El numero de
renglones de la salida es el
tamano de la forma de la
salida. Para una entrada con
el tamafio de la forma M,, la
salida Y , tiene el tamafio
de laforma M, x:

Simétrico — El tamafio de |a
forma de todas las salidas
tienen M;/2"

Asimétrico — El tamafio de [a
forma de cada una de las
salidas (excepto la ultima)
es la mitad de la salida

del nivel anterior.

El tamafio de la forma de las
dos uitimas salidas del puerto
ultimas salidas de! puerto de
la salida es la misma desde
el origen del mismo nivel en
el banco del filtro.

M /2% (1<k<n)
Mo,

M/2" (k=n+1)
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Nivel-n Simétrico Nivel-n Asimétrico

Valor de El valor de la muestra de la El valor entre la salida y la
la muestra salida es la misma entrada es el mismo. El
de la salida tamaio de la forma es

diferente que la entrada.

Por lo tanto, los valores de

las muestras de la salida,

F s, k» SON diferentes del

valor de las muestras de

la entrada, F g

Simétrico — Todas las salidas
tienen el valor de las

muestras F /2"

Asimétrico -

[(F4/2% (1<k<n)
Feok =
Fa/2" (k=n+1)

Especificando el filtro del banco de filtros

En el banco de filtros debes especificar los filtros pasa altas y pasa bajas

colocando los parametros del filtro en una de las opciones siguientes:
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Definido por el utilitario

Asignas especificando los filtros con dos vectores de los coeficientes en el filtro
F | R pasa bajas de los coeficientes del filtro F [ R pasa altas.

Utilizas el bloque de los mismos filtros pasa bajas y pasa altas entre el banco del
filtro. Los dos filtros deben de ser filtros de media banda, donde cada filtro pasa la

banda de la frecuencia que el otro filtro detiene. [Kei]
La Concentracion de Onda tal como la Biorthogonal Daubechies [Kei]
E! blogue utiliza la Concentracion de onda especificada con la construccion de

los filtros pasa bajas y pasa altas utilizando la funcién de la caja de herramientas

de concentracion de onda wavelet toolbox wfilters.

Dependiendo de la concentracion de onda, el bloque puede permitir ambos tal
como el orden de la concentracion de onda, y / 0 el orden del filtro [ resumen /
parametros | ( el ultimo parametro le sigue la especificacion diferente del orden de
la concentracion de onda para el andlisis y resumen del estado del filtro ). Para

utilizar la wavelet debes instalar la wavelet toolbox
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Tabla 3 Especificando los filtros, con los parametros y relaciones del filtro

Nivel-n Simétrico

Nivel-n Asimétrico

Filtro

Definido por el
Utilitario

Haar
Daubechies
Symlet
Coiflets
Biorthogonal

Biorthogonal
Inversa

Meyer discreta

Colocando la muestra para el filtro

relacionado de la especificacion

Base del filtro en concentracion de
onda Daubechies con orden 3
Coeficientes del filtro F | R

Pasa bajas = [0.0352 — 0.0854
-0.1350 0.4599 0.8069 0.3327 ]
Coeficientes del filtro F IR

Pasa altas = [ -0.3327 0.8069
-0.4589 -0.1350 0.0854 0.0352]
Ninguno

Orden de concentracion de onda =4
Orden de concentracion de onda = 3
Orden de concentraciéon de onda = 1
Orden del filtro

[ resumen / analisis ] = 3.1

Orden del filtro

[ resumen / andlisis ] = 3.1

Ninguno

sintaxis de la funcion de la
concentracion de onda que

le corresponde al parametro

Ninguna

wfilters ( ‘haar ‘)
wrhilters ( “db4 *)
wfilters (  sym3 ‘)
wfilters ( * coif1 *)

wfilters ( ‘ bior3.1 ‘)

wfilters ( ‘ rbio3.1 °)
wfilters ( “ dmey ‘)
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Programa para calcular la Concentracion de onda de 1 - dimension

function varargout = dscedwld({varargin) [Mat]
$DSCEDW1D Demonstrates typical wavelet 1-D scenarios %in the

Wavelet Toolbox (Auto play).

o

This is a slideshow file for use with wshowdrv.m

o\@

To see it run, type 'wshowdrv dscedwld’,

o\°

Initialization and Local functions if necessary.

if nargins>0

action = varargin{l};

switch action
case 'auto' , wshowdrv('#autoMode' ,mfilename, 'close!') ;
case 'gr_ auto’' ,

wshowdrv ('#gr_ autoMode',mfilename, 'close’) ;

case 'getFigParam'

figName

'Short Scenario DW1D';
showType

'‘command';

varargout = {figName, showType};

case 'slidePROC'
wait _mode = 0;
[figHandle,idxSlide] = deal(varargin{2:end});
1dxPREV = wshowdrv('#get idxSlide', figHandle) ;
localPARAM = getappdata(figHandle, 'localPARAM') ;
switch idxSlide
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case 1

if ~isempty(localPARAM)
win dwld = localPARAM{1};
delete(win dwld) ;
dmsgfun('close') ;
rmappdata (figHandle, 'localPARAM') ;

end

% wshowdrv('#bloc BackBtn', figHandle) ;

return

case 2
if ~isempty(localPARAM)
win dwld = localPARAM{1};
delete(win dwld};

tag _pop viewm = 'View Mode';
tag valapp_scr = 'ValApp Scr';
pop_handles =

findobj (win dwld, 'style', 'popupmenu') ;
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pop_viewm =

findobj (pop handles, 'tag', tag pop viewm) ;
pop_app_Scr =

findobj (pop_handles, 'tag', tag valapp scr);

localPARAM = {win dwld,pop viewm,pop app scr};
setappdata (figHandle, 'localPARAM', localPARAM) ;

wshowdrv ('#modify cbClose', figHandle,win dwld, 'dwldtool') ;
msg = get Message{idxSlide) ;

wshowdrv ('#disp msg',figHandle,msg, 'step', localPARAM{1}) ;
if idxPREV<idxSlide
figMSG = dmsgfun('handle'};

wshowdrv ('#modify cbClose', figHandle, figMSG, 'dmsgfun’');
end

return
otherwise
[win_dwld,pop_ viewm,pop app scr] =
deal (localPARAM{:}) ;

end

switch idxSlide
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case 3

if 1idxPREV<idxSlide

e e e e - — - ——

% Full decomposition mode.

sig nam = 'noisdopp'; wav_nam = 'sym4';
lev dec = 5;

dwldmngr ('demc',win dwld, sig nam,wav _nam, lev_dec) ;

wenamngr (' Inactive',win dwld) ;

else
set (pop_viewm, 'value',2);

eval (get (pop viewm, 'Callback'));

end

case 4

if idxPREV<idxSlide

set (pop_viewm, 'value',3) ;

eval (get (pop_viewm, 'Callback'));
else

win_mopt Params =
getappdata(figHandle, 'win mopt Params');

[win_mopt,chk det on,chk cfs on,pop ccfs]
deal (win mopt Params{:});
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figure (win _mopt) ;

set (chk det on, 'Value',1};

pause{0.5) ;
dwlddisp('apply',win dwld,win mopt) ;
set (pop_app_scr, 'Value',1);

eval (get (pop_app scr, 'Callback'));
delete{win mopt)

rmappdata (figHandle, 'win_mopt Params') ;

end

case b

1f idxPREV<idxSlide

set (pop_viewm, 'value',1};
eval (get (pop_viewm, 'Caliback'}) ;

pause (2) ;

B e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e = = = — —

win mopt Params =
makeWinOpt (figHandle,win dwld);
[win mopt,chk_det on,chk cfs on,pop ccfs] =

deal (win _mopt Params{:});
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set (chk _det omn, 'Value',0};

pause (1) ;

dwlddisp('apply',win dwld,win _mopt) ;

set (pop_app_scr, 'Value',5);

eval (get (pop_app scr, 'Callback')});

else

win mopt Params =
getappdata(figHandle, 'win mopt Params') ;

[win mopt,chk det on,chk cfs on,pop ccfs] -
deal (win mopt Params{:});

figure (win mopt) ;

pause{1l)

set {(pop ccfs, 'Value',1);

pause{1l)

dwlddisp('apply',win dwld,win mopt) ;

end

@

Show and Scroll mode (app5+sig+cfs ).

% coloration : init + all levels + abs

i1f 1idxPREV>idxSlide

makeWinOpt (figHandle,win dwld) ;
return;

end
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win_mopt Params =
getappdata(figHandle, 'win mopt Params') ;

[win mopt,chk det on,chk cfs on,pop ccfs] =
deal (win mopt Params{:});

figure(win mopt}) ;

pause (1)

set (pop_ccfs, 'Value',3);

pause (1)

dwlddisp('apply',win dwld,win mopt) ;

% Close More Display Option window.
% And message for Histograms.
if idxPREV<idxSlide
win_mopt_ Params =
getappdata (figHandle, 'win mopt Params') ;
win mopt = win mopt Params{1l};
dwlddisp('close',win dwld,win mopt) ;
rmappdata (figHandle, 'win mopt Params') ;
wenamngr (' Inactive',win dwld) ;
else
win hist Params =
getappdata(figHandle, 'win hist Params'});
win hist = wih_hist_Params{l};
dwldhist ('close',win hist);

delete(win hist)
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rmappdata (figHandle, 'win hist Params');

% Histograms window - all the detail coefficients.

% And first message for De-noising.

win hist = dwldmngr ('hist',win dwld) ;

wenamngr (' Inactive',win hist);

tag det sig = 'Det _sig';
tag _det_all = 'Det_All"';
tag_sel cfs = 'Sel Cfs';
tag_show hist = 'Show Hist';

uic_win hist =

findobj (win_hist, 'Type', 'uicontrol') ;
chk win hist =

findobj (uic_win hist, 'Style', 'checkbox') ;
pus_win hist =

findobj {(uic_win hist, 'Style’, 'pushbutton') ;
chk det sig =

findobj (chk_win_hist, 'tag', tag det sig);
pus_det_all =

findobj (pus_win_hist, 'tag',tag det all);
rad sel cfs =

findobj (uic_win_hist, 'Style', 'radiobutton’', 'tag',tag sel cfs);
pus_show hist =

findobj (pus_win_hist, 'tag', tag show hist);
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win hist Params =
{win_hist,chk_det_sig,pus_det_all,rad_sel_cfs,pus_show_hist};

setappdata (figHandle, 'win hist Params',win_hist_Params) ;

set (chk_det sig, 'value', 1)

eval (get (chk _det sig,'Callback')); pause(l)
eval (get (pus_det _all, 'Callback')); pause(l)
eval (get (rad sel cfs, 'Callback')); pause (1)
eval (get (pus_show hist,'Callback’)};

wenamngr (' Inactive',win hist);

case 9

if idxPREV<idxSlide

o\?

Close Histograms window.

o\®

And first message for Compression.

deleteSubFig(figHandle, 'win hist Params');
wenamngr (' Inactive',win dwld) ;

else
deleteSubFig(figHandle, 'win comp Params') ;

end

case 10
if idxPREV>idxSlide
deleteSubFig(figHandle, 'win comp Params') ;

deleteSubFig(figHandle, 'win deno Params') ;

end
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% Compression: Initialization of window.

win comp = dwldmngr{'comp',win dwld) ;

wenamngr ('Inactive',win comp) ;

a\°

UTTHRGBL handlesUIC (Compression).

o\@

ud.handlesUIC =

o\

[fra utl;txt top;pop met;...

o\

txt sel;sli sel;edi sel;

a\@

txt nor;edi nor;txt npc;...

o\°

txt zer;edi zer;txt zpc;...

o\°®

tog res;pus_est];

n_misc_comp ['MB1_dwldcomp'] ;

ind status = 2;
ind pop mod = 8;
pop_mod =

wmemtool ('rmb',win_comp,n_misc_comp,ind pop mod) ;

handlesUIC utthrgbl ("handlesUIC',win comp) ;
edi zer = handlesUIC(11) ;
win_comp_ Params =
{win_comp,pop mod,edi_ zer,n misc comp,ind status};

setappdata(figHandle, 'win _comp_Params',win comp Params) ;
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case 11

% Compression: Global mode.

After compression with the default threshold value.

win_comp_ Params =
getappdata (figHandle, 'win comp Params') ;
win comp = win comp Params{1};
dwldcomp ( 'compress',win comp,win dwld);

wenamngr ( ' Inactive',win comp) ;

case 12

% Compression: change the zeros value.

win_comp_ Params =

getappdata (figHandle, 'win_comp Params') ;

[win comp,pop_mod,edi_zer,n misc_comp, ind status]
deal (win comp Params{:});

set (edi zer, 'String',num2str(96.4));
eval (get (edi zer,'Callback’')};

dwldcomp ('compress',win comp,win dwld) ;

wenamngr (' Inactive',win comp) ;
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win comp Params =

getappdata(figHandle, 'win comp Params') ;

[win comp,pop_mod,edi zer,n misc comp,ind status] =
deal(win_comp_Params{:});
set (pop_mod, 'Value', 2)
eval (get (pop mod, 'Callback'))

wenamngr (' Inactive',win_ comp) ;

case 14

o\®

Compression: By Level mode.

o\@

After compression with the default threshold wvalues.

win_comp_ Params =
getappdata{figHandle, 'win_comp Params') ;

win _comp = win comp Params{1};

dwldcomp ('compress',win comp,win dwld) ;

wenamngr (' ITnactive',win comp) ;
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case 15

% Close Compression window.

% And message for De-noising.

deleteSubFig(figHandle, 'win comp_ Params') ;

wenamngr ( ' Inactive',win dwld) ;

case 16
if idxPREV>idxSlide
deleteSubFig(figHandle, 'win denc Params') ;
lin_handles =
findobj (win_dwld, 'type', 'line');
try
lin(1) =
findobj (lin_handles, 'tag', 'SSig in App') ;
lin(2) =
findobj (lin_handles, 'tag', 'SSig in Det');
delete(lin);
end

end

o\@

De-noising:

o\@

- Initializaticn of window.

o\®

- De-noising with the default threshold values,

o\°

with Fixed form soft thresholding method.

=
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win _denoc = dwldmngr('deno’,win dwld);
wenamngr (' Inactive',win deno} ;

% UTTHRW1D handlesUIC (De-noising).

[
c]

oe

ud.handlesUIC =

o\?

[fra utl;txt top;pop met;

o\@

rad_sof;rad har;txt noi;pop noi;

o\@

txt BMS;sli BMS;txt tit(1:4),...

ow

txt nor;edi nor;txt npc;

o\

txt zer;edi zer;txt zpc;

o\®

tog thr;tog res;pus est];

S o e
handlesUIC = utthrwld{'handlesUIC',win deno) ;
pop_met = handlesUIC(3) ;
rad har = handlesUIC(5) ;
win_deno Params = {win_deno,pop met,rad har};

setappdata (figHandle, 'win_deno Params',win deno Params)

pause{1)
dwlddeno(‘denoise',win_deno,win_dwld);

wenamngr ('Inactive',win deno) ;

case 17

P

De-noising:

o\®

- De-noising with the default threshold values.

% with Fixed form hard thresholding.
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win_deno_Params =
getappdata(figHandle, 'win deno Params') ;
[win deno,pop met,rad har] = deal(win deno Params{:});
if 1idxPREV>idxSlide
set {pop _met, 'Value', 1)
eval (get {pop met, 'Callback'))
end
set (rad har, 'Value', 1}
eval (get (rad har, 'Callback'})
dwlddeno ('denoise',win deno,win dwld) ;

wenamngr (' Inactive',win deno) ;

case 18

o\

De-noising:

o\®

- Change the method of thresholding to:

o\@

the Penalize medium thresholding method.

win_deno Params =
getappdata{figHandle, 'win deno Params');

[win deno,pop _met,rad harl =
deal (win deno Params{:});

set (pop_met, 'Value', §)

eval (get (pop _met, 'Callback’})

case 19
if idxPREV<idxSlide

% De-noising:

o\

- De-noising with the default threshold wvalues,
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win_ deno_ Params =
getappdata{figHandle, 'win _deno Params') ;
win deno = win deno Params{l};
dwlddenoc('denoise',win deno,win dwld) ;
wenamngr { ' Inactive',win deno};
else
dmsgfun('close') ;

end

case 20
if idxPREV>idxSlide
deleteSubFig(figHandle, 'win_deno Params'};
win_deno = dwldmngr('deno',win_dwld};
wenamngr (' Inactive',win deno) ;

handlesUIC

utthrwld{'handlesUIC',win deno} ;

handlesUIC (3) ;
handlesUIC(5) ;

pop_met

rad_har
win_deno_Params =

{win_deno,pop_met,rad har};

setappdata (figHandle, 'win_deno_ Params',win denc Params) ;
set (pop _met, 'Value', 6)
eval (get (pop_met, 'Callback'))

dwlddeno('denoise',win_deno,win_dwld);
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wenamngr (' Inactive',win deno) ;

else

% DISPLAY MESSAGE ONLY!

end

case 21

o\@

Close De-noising window

oe

and update synthesized signal.

win_deno Params =
getappdata{figHandle, 'win_deno Params') ;
win deno = win deno Params{l};

% MemBlocl of stored wvalues.

n_param _anal = 'DWAnld Par Anal';
ind ssig type = 7;
wwaiting('msg',win deno, 'Wait ... computing') ;

lin_den = utthrwld('get',win deno, 'handleTHR') ;

wmemtool {'wmb',win_dwld,n_param_anal,ind ssig type, 'ds');
dwldmngr ('return deno',win dwld,1,1lin den);
wenamngr (' Inactive',win_dwld) ;
wwaiting('off',win deno);
delete(win_ deno)

dmsgfun('close!');
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case 22

if idxPREV<idxSlide

win_mopt_ Params =
makeWinCpt (figHandle,win dwld) ;
win mopt = win mopt Params{1};

wenamngr (' Inactive',win mopt) ;

win mopt Params =
getappdata(figHandle, 'win mopt_ Params') ;

[win mopt,chk det_on,chk cfs on,pop ccfs]
deal (win mopt Params{:});

set (chk cfs on, 'Value',1);

dwlddisp{'apply',win dwld,win mopt) ;
end

case 23
if idxPREV<idxSlide
win mopt_ Params =
getappdata(figHandle, 'win mopt Params'});
else
win mopt Params =
makeWinOpt (figHandle,win dwid);

end
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[win mopt,chk det on,chk cfs on,pop ccfs] =
deal (win mopt Params{:});

set (chk cfs on, 'Value',0);

pause (1)

dwlddisp('apply',win dwld,win mopt) ;

case 24

g o e e e e o
deleteSubFig(figHandle, 'win _mopt Params') ;
end
[msg,ok] = get Message(idxSlide) ;
if ok ,

wshowdrv{'#disp msg', figHandle,msg, 'step',win dwld); end
end
return

end

if nargout«l,

wshowdrv (mfilename)

else
idx = 0; slide(1).code = {}; slide(1).text = {};
%:::::::::: Slide 1 —=========
idx = idx+1;

slide (idx) .code = {
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'figHandle =

[mfilename

,'{''slidePROC'', figHandle, ',int2str(idx),"');'1};

2:24

slide(idx) .code

,'("'slidePROC'', figHandle, ', int2str(idx), ");'1};

end

Q

slide (12}
slide(13)
slide(14)
slide (15)

slide(16)
slide(21)
slide(22)

.1dxPrev
.1dxPrev
.1dxPrev
.1dxPrev

.idxPrev
.1dxPrev
.1dxPrev

gct; ',

% De-noising slides.

Slide 2 to Slide 24

{ [mfilename

% Compression slides.

10;‘

10;

10;
10;

varargout{l} = slide;

end
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function deleteSubFig(figHandle,win Params_Name)

win Params = getappdata(figHandle,win Params Name) ;

if ~isempty(win Params)
win = win Params{1};
if ishandle{win) , delete(win); end

rmappdata (figHandle,win Params_ Name) ;
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CONCLUSIONES

Cuando nos interesamos en entender los fendomenos fisicos naturales y los que
el ser humano produce, nos auxiliamos de diferentes ciencias. Este
conocimiento puede ser utilizado para mejorar la forma de como interactuamos
con nuestro medio ambiente. La adquisicién de este conocimiento comienza con
la observacion de los procesos fisicos en diferentes formas como por una
percepcion sensorial directa del proceso fisico, o de una percepcion indirecta a
través de un censor, etc.

Una vez que el procceso a sido observado, la adquisiciéon de un conocimiento
mas profundo proviene de otras formas de investigacion como la
documentacion de su accidn sobre otros procesos fisicos con el fin de alterar
sus caracteristicas, otra forma de investigacibn mas poderosa involucra el
desarrolio de una descripcion abstracta del proceso fisico como el lenguaje
matematico que se puede utilizar en la investigacion de las propiedades del
proceso fisico para analizar su representacion abstracta. En esta forma de
investigacion, nuestro entendimiento del proceso fisico se desarrolla
indirectamente, estudiando las propiedades de la descripcion matematica
Matematicamente una sefial se describe como una cantidad fisica que varia con
el tiempo, el espacio, otra variable o variables independientes por ejemplo las
sefiales de voz se generan al forzar el paso del aire a través de las cuerdas
vocales. Las imagenes se obtienen exponiendo pelicula fotografica ante un
objeto o un paisaje. Por lo tanto, la forma en que se obtienen las sefiales se
encuentra asociada con un sistema que responde a un estimulo o fuerza. E!
estimulo en combinacién se llama fuente de la sefial. Por lo tanto tenemos

fuentes de voz, de ruido, de imagenes y de otros tipos de sefiales.
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Podemos decir que un sistema es un dispositivo fisico que realiza una operacién
sobre una seiial. Por ejemplo, un filtro que se utiliza para reducir el ruido y las
interferencias que se unen a la sefal la cual contiene la informacién deseada, a
esto se le denomina sistema. En este caso, el filtro realiza algunas operaciones
sobre |a sefial, cuyo efecto es reducir (filtrar) el ruido y la interferencia presentes
en la sefal. Cuando pasamos una sefal a través de un sistema, como en el
caso del filtrado, decimos gque hemos procesado la sefial. En este caso, el
procesado de la sefial implica la separacion de la sefal deseada del ruido o de
la interferencia.

El sistema puede incluir dispositivos fisicos con software de operaciones sobre
una sefial. En el procesado digital de sefiales de un calculador, las operaciones
realizadas sobre una sefal constan de varias operaciones matematicas
especificadas por un programa de software.

La aplicacion de las sefiales a las vibraciones y al sonido es de mucha
importancia. Para su estudio los analistas de sefiales tienen a su disposicién un
impresionante arsenal de herramientas. Quizas {a mejor conocida de estas es el
andlisis de Fourier que descompone una sefial en componentes de senoides
de diferentes frecuencias. Para muchas sefiales, el analisis de Fourier es
extremadamente provechoso porque el contenido de la frecuencia de la sefal
es de gran importancia. Por lo tanto ; porque necesitamos otras técnicas, como
el analisis de concentracion de onda?.

El analisis de Fourier tiene una seria desventaja. En la transformada al dominio
de la frecuencia, la informacion del tiempo se pierde. Cuando vemos a una
transformada de Fourier de una sefial, es imposible decir cuando tomo lugar un
evento en particular. Si las propiedades de la sefial no cambian mucho scbre el
tiempo esto es si es que es llamada una sefial estacionaria, esta desventaja no

es muy importante.
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Sin embargo, las sefiales mas interesantes contienen numerosas caracteristicas
dinamicas o fransitorias: de movimiento, de tendencia, de cambios repentinos y
eventos de comienzo y de término.

Estas caracteristicas son con frecuencia las partes mas importantes de la sefial,
y el analisis de Fourier no es el adecuado para detectarlo.

La concentracion de onda tiene su representacion en el tiempo y en el
escalamiento consecuentemente cada aplicacion tiene su representacion en el
tiempo y en el escalamiento.

La concentracibn de onda es una forma de onda de duracion limitada.
Comparando la concentracién de onda con ondas de senos que son las bases
del andlisis de Fourier. Las sinusoides no tienen duracion limitada, ellas se
extienden desde menos a mas infinito y en donde las sinusoides son uniformes y
predecibles, la concentracion de onda tiende a ser irregular y asimétrica.

El analisis de Fourier consiste de la descomposicién de una sefial en ondas de
seno de varias frecuencias, similarmente el analisis de la concentraciéon de onda
es la descomposicion de una sefial en versiones de escalado y desplazamiento
de la concentracién de onda original (o madre).

Precisamente buscando una comparacion de ia concentracién de onda y las
ondas de seno se puede intuir que las sefales con cambios definidos pueden
ser mucho mejor analizadas con una ondulada irregular que con sinusoides
continuas.

Las sefiales mas ordinarias normalmente son datos de una dimensién. Sin
embargo, el analisis de concentracién de onda puede ser aplicada a datos de
dos dimensiones (imagen) y, en principio, a datos de dimensiones mas altas. La
técnica de concentracion de onda la utilizan muchos campos de las ciencias
regularmente para su estudio. Mediante la transformada discreta de
concentracion de onda es posible generar un andlisis multi-resolucion sobre una

sefal discreta.
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Un analisis multi-resolucién corresponde a un proceso iterativo de convoluciones
entre la sefal discreta y coeficientes que actuan tanto como filtro pasa-bajo y
filtro pasa-banda de tal forma que la sefial discreta es descompuesta obteniendo
informacion sobre las caracteristicas generales de la sefial y sobre las
caracteristicas del detalle de la sefial en forma separada.

Debido a que los coeficientes de concentracion de onda son los encargados del
detalle de la sefal, estos son de valores pequefos.

Esto sugiere que pueden eliminarse o hacerse cero los coeficientes cercanos a
cero y la sefial reconstruida no variara mucho, es decir, el error de aproximaciéon
entre la sefial reconstruida y la original sera minimo. Esta sencilla idea ha sido la
base sobre la cual la concentracibn de onda ha encontrado importantes
aplicaciones en la compresidén de sefales y eliminacién de ruido.

La obtencién de los coeficientes escala como de los coeficientes de
concentracion de onda se realiza mediante el producto interno entre las
versiones dilatadas y trasladadas de la funcién escala y concentracion de onda
con la sefal a analizar. De esta forma el coeficiente obtenido representa el grado
de correlacion que existe entre la funcién escala y concentracion de onda con la
sefal en un intervalo finito en el espacio - tiempo.

Si un cuerpo vibra o gira al moverse, hay un punto en dicho cuerpo, el llamado
centro de masa, que se mueve de la misma forma que lo haria una simple
particula sujeta a las mismas fuerzas externas.

Si el cuerpo es una particula, la accion se representa por una fuerza aplicada a
la particula, pero si el cuerpo tiene dimensiones no despreciables, la accion de la
tierra actiia sobre cada particula, es decir que estas acciones constituyen un
sistema de fuerzas aplicadas en diferentes particulas ( las particulas que forman

el cuerpo ).
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La fuerza con que la tierra atrae todas las particulas de un cuerpo es
concurrente al centro de la tierra. En el movimiento de rotacién, la velocidad en
linea recta esta representada por un vector que es tangente a la trayectoria.

Si en el movimiento de rotacién con respecto a un eje de un cuerpo de masa m
representamos a la velocidad en linea recta por un vector en cada posicion
diferente tenemos una velocidad diferente con el transcurso del tiempo durante
la trayectoria, cada una de las particulas o puntos de la masa cambia de
posicion y de velocidad a cada momento durante la trayectoria con el tiempo,

respecto a nuestra referencia

El momento de inercia, es una cantidad rotacional y requiere s6lo un eje para su
referencia. Aunque puede ser, tedricamente, un eje en las inmediaciones del
objeto, este eje es, habitualmente, el centro geométrico, el centro rotacional (si €l
objeto gira sobre soportes), o un eje principal (ejes que pasan por el centro de
gravedad escogidos asi para que los productos de inercia sean cero).Los
movimientos oscilatorios mas probables ( los mas faciles de producir } ocurren
segun ciertas frecuencias naturales. Algunas frecuencias de excitacion pueden
coincidir con las frecuencias naturales '( resonancia ) ¥ producir respuestas de
vibracion relativamente muy intensas ; los cuerpos vibrantes son cuerpos

sonoros que nos producen ondas de sonido

Las ondas en medios deformables o elasticos son un ejemplo de ondas
ordinarias de sonido a las cuales se les llama ondas mecénicas Se originan por
el desplazamiento de alguna parte de un medio elastico de su posicion normal,
causando oscilaciones alrededor de su posicion de equilibrio. A causa de las
fuerzas elasticas sobre capas adyacentes, esta perturbacion se transmite de una

capa a la proxima a través del medio.
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El propio medio no se mueve como un conjunto; por el contrario, las diversas
partes oscilan en trayectorias limitadas. Tanto las ondas mecanicas estan
caracterizadas por el transporte de energia a través de la materia mediante el
movimiento ondulatorio de una perturbacién en éste sin que haya ningdn
movimientoc global de la materia misma, ya que cada elemento del medio
transmite energia a los elementos vecinos. Para la transmisiébn de las ondas
mecanicas es necesario un medio material. Es esencial para que las maquinas
funcionen correctamente, sin vibraciones, y con el menor coste posible; esto
depende en gran medida por ejemplo del tipo de rotor y si éste es una pieza
simple o un conjunto, ademas influyen las revoluciones de trabajo real y su

tamaric y forma
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APENDICE A

Conceptos Basicos

Tenemos tres conceptos basicos:campo escalar ( campo fisico),
campo vectorial y formas diferenciales o campo covectorial.
Matematicamente se le ilama campo numérico (campo matematico)
al conjunto de operaciones de suma, multiplicacién y division.

Al conjunto de operaciones de suma y multiplicacion se le llama
Algebra.

En fisica e Ingenieria se le llama campo a las aplicaciones en donde

la divisién no existe
Producto escalar

El potencial del campo gravitacional es el producto punto en el

espacio tiempo.
Campo escalar

Es la asociacion de una propiedad fisica a cada punto del espacio
por ejemplo: temperatura, diferencia de potencial.

Las coordenadas es un ejemplo de campo escalar. El campo escalar
es un sinénimo de una funcién real o de medida.

El campo escalar esta asociado a cada elemento del dominio de un
nimero real en donde las coordenadas son solamente para nuestra
referencia por ejemplo las coordenadas cartesianas. El sistema de
referencias es solamente para nuestra conveniencia no es absoluto

pueden ser coordenadas polares, cartesianas, etc.
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Funcion real.

El campo escalar tiene sus valores en los reales. Se asocia a cada
elemento del dominio un real (asocia a cada punto el valor). El
dominio puede ser cualquier cantidad fisica. Si no se puede sumar y
multiplicar no es escalar por ejemplo; una silla y una mesa no se

pueden sumar. Un escalar es un namero real.

Campo vectorial

En 1632 Galileo afirmé que se requeria una fuerza externa para
cambiar la velocidad de un cuerpo, pero que no era necesaria
ninguna fuerza extermna para conservar dicha velocidad, por ejemplo:
si nuestra mano ejerce una fuerza socbre un blogque y lo pone en
movimiento rectilineo sobre un plano rugoso el cual ejerce una
fuerza en éste al frenarlo, estas dos fuerzas realizan un cambio en su
velocidad, a este cambio de velocidad se le lama aceleracion.

Este principio de Galileo fue adoptado por Newton como la primera
de sus leyes del movimiento.

Newton formuidé su primera ley: Si la fuerza resultante que actda
sobre una particula es cero, la particula permanecera en reposo
(si originalmente estaba en reposo) o se movera con velocidad
constante en linea recta (si originalmente estaba en movimiento).
Velocidad es un movimiento relativo de un cuerpo con respecto a otro
cuerpo

Galileo dice que el espacio fisico no es espacio vectorial. Ejemplos

de vector: velocidad, aceleracion, fuerza newtoniana (F =m a).
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Si se cambian las coordenadas el campo vectorial no cambia (es
independiente de las coordenadas). El vector es independiente de la
base (coordenadas).

El vector describe un movimiento en linea recta.

>

Las coordenadas no existen fisicamente, s6lo son referencias para
analizar los fenémenos fisicos. La magnitud del vector v esta en
funcién o depende de dos variables, de la velocidad y del producto
punto v = f ( v, producto punto ), sin el producto escalar el vector no
tiene magnitud, si cambiamos el producto puntc el vector no cambia
por ejemplo 40km/h y 20 millas/h. Cada elemento del espacio
vectorial es un vector.

Para que exista la direccién del vector se necesita una referencia de
aplicacién inicial de origen o de cero.

En los vectores obtenemos la direccién con la propiedad de la suma:

Para que el vector tenga direccion deben de existir otros vectores.

A A+B

B
Figura 1.1

Para que exista el sentido de los vectores debe de existir el cero
vector u origen V + (- V) =0. La orientacién no es fisica es

matematica. Los puntos no tienen orientacion.
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Tiempo discreto

Si el dominio de la definicién para s (t) es restringido a un conjunto
de puntos discretos T, = nT,donde n esunentero y T es el
periodo de muestreo, la seial s (t, ) se llama tiempo discreto (T D)

de la senal. La cual se obtiene de

Sefial digital

Si el intervalo de muestreo es también, el periodo de muestreo y es
normalizado por T =1, y un TD de la sefal es representado
simplemente como una secuencia s ( n }. Si el valor de la secuencia
s ( n ) es representada como un numero finito de bits { como es
requerido en una maquina de estado finito ), entonces s ( n ) se
puede tomar en un solo conjunto discreto de valores. En ese caso,

s (n ) se llama sefial diqital.

Convolucion finita y ecuaciones diferenciales

Si definimos a y (n)=s{x(n)} de larelacion de entrada-salida
para un sistema de tiempo discretoc con entrada x (n ) y salida {n),
las definiciones siguientes son cominmente utilizadas para definir las
propiedades de linealidad, in variancia de cambio, causalidad, y
estabilidad.
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Linealidad

S es lineal si y solo si
S{ax;(N)+bx(N)}=aS{x;(n)}+bS {x2(n)}, dondeay 5
son constantes escalares y x; (n), X (n) son dos entradas de

secuencias arbitrarias .
In variancia de cambio

S es invariante-de cambio si y solo si y para todo valor entero de ny,
(n=no)=S{x(n-ng)}

Causalidad

S es causal si y solo si y ( n ) depende de muestras de x (k)

al tiempo de k < n
Estabilidad (BIBO)

S es estable en el sentido de la entrada- limitada salida - limitada
(BIBO) si y solo si y ( n ) queda limitada para todas las x { n ) que
son limitadas. Cada vez que S es de cambio-invariante y lineal es
posible expresar la respuesta del estado cero, y ( n ), debido a que
una entrada arbitraria, x ( n } en términocs de una convolucién
discreta de h{(n) y x(n), donde h(n) =S{s(n)}, vy
s{ny=0paran< 0y s{(n) =1cuando n=1. |
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La funcién s(n) es llamada un pulso unidad, h (n) es la respuesta

pulso-unidad de S y la convolucién finita es expresada por

+oo

y(n)= 2. h(k)x(n—k) (4.1)

k=—>

Si Sescausal, h{(k)=0 parak <0, y el mas bajo en la sumatoria
en la ecuacién (4.1) se hace cero.

En ciertos tipos de sistema de tiempo discreto ( TD ) la respuesta
pulso unitario es cero de la salida de un intervalo finito conteniendo
N muestras h =0 para n<0 y n > N. Este tipo de sistemas es
una respuesta de impulso finito (F | R ) del sistema TD si h(n})
es apoyado sobre un intervalo de longitud finita, entonces S se
llama una respuesta de impulso infinito (|1 | R ) del sistema TD.
Estas dos clases constituyen los dos tipos importantes de filtros
digitales, teniendo con cada uno ventajas y desventajas
considerando a la estabilidad, el rendimiento de error de cuantizacioén
y el calculo de la eficiencia.

Un sistema | | R tiene una memoria infinita porque, en general, la
salida depende de la entrada de todas las direcciones dentro del
paso infinito. Tal que un sistema puede también ser caracterizado por

una ecuacion lineal diferencial de enecimo orden, dado como por

Y(n)+ a4 Y(n—-1) +.. + 4, Y(n-N+1)=p, x(n)+.. 5, , X (n-M +1)
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Una ecuacion lineal diferencial es una relacion recursiva que se
puede completamente realizar faciimente con multiplicadores
digitales, sumadores y registros de retardo unitario.

En general los sistemas | | R son mas baratos para implementar que
un sistema F | R porque la iteracién de una ecuacion diferencial
requiere de al menos operaciones aritméticas para muestras de la
salida, como comparando el calculo de una convolucién finita. Sin
embargo el sistema | | R debe de ser cuidadosamente disefiado
para garantizar estabilidad.

También los sistemas | | R desde el limite de los ciclos sufren de
oscilacion y de la acumulacién de errores de cuantizacion porque los
errores de cuantizacion son reciclados entre la propia realimentacion

que la vuelve a repetir.
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