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Resumen.

El objeto principal de esta tesis es la presentación de un método para

la construcción de funciones de transición homogéneas en el tiempo, corres-

pondientes a procesos de Markov con valores en espacios de medidas de

probabilidad. Dicho método se basa en la introducción de procesos latentes

y en las ideas que fundamentan el método de simulación conocido como

muestreo de Gibbs y se ilustra en este trabajo por medio de un ejemplo.

Para ello, se define el proceso de difusión conocido como Fleming-Viot,

que en el contexto de genética poblacional se utiliza para modelar la dis-

tribución de tipos genéticos en una población y su evolución en el tiempo.

Se enuncia algunas propiedades conocidas para un caso particular, conoci-

do como modelo de mutación neutral para alelos infinitos o simplemente

Fleming-Viot de mutación neutral. Tanto en su forma más general como en

el caso más sencillo, el proceso se define formalmente a través de su genera-

dor infinitesimal.

Posteriormente, se presenta una construcción alternativa para la función

de transición correspondiente al proceso Fleming-Viot de mutación neutral,

a través de un proceso latente cuyas realizaciones son vectores aleatorios con

entradas distribuidas de acuerdo con un modelo bayesiano no paramétrico.

Se utiliza resultados desarrollados para el proceso Dirichlet en el ámbito de

la estad́ıstica bayesiana no paramétrica, en particular su caracterización en

términos de una urna de Pólya generalizada, para derivar de forma sencilla

algunas propiedades del proceso Fleming-Viot aśı constrúıdo.

A modo de conclusión, se propone la posibilidad de generalizar el método

para la definición de otros procesos de Markov con valores en espacios de

medidas de probabilidad.
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Introducción.

Un modelo básico muy utilizado por la estad́ıstica bayesiana, considera

los datos como realizaciones de un conjunto de variables aleatorias, con una

distribución común que no es completamente conocida y condicionalmente

independientes dada la información desconocida. En el caso paramétrico, se

supone que todo aquello que se desconoce acerca de la distribución, puede

ser representado por un parámetro θ de dimensión finita, el cual toma valo-

res en un espacio Θ completamente conocido. La incertidumbre acerca del

fenómeno de estudio al momento de plantear el modelo, se incorpora en

una distribución inicial Π(θ). Este modelo bayesiano paramétrico se puede

escribir como

Xk|µθ

iid
∼ µθ; k = 1, . . . , n

θ ∼Π,

donde X1, . . . , Xn representan las observaciones y µθ es una distribución

perteneciente a una familia indexada por el parámetro desconocido θ. La

distribución Π definida sobre Θ, induce a su vez una distribución sobre la

familia de distribuciones {µθ}θ∈Θ. En el modelo no paramétrico, se supone

que la información desconocida es demasiada para ser representada por un

parámetro de dimensión finita. Por lo tanto, el modelo anterior se transforma

en

Xk|µ
iid
∼ µ; k = 1, . . . , n

µ ∼Π,

donde µ ∈ P(E) es cualquier distribución o medida de probabilidad sobre

el espacio E en el cual toman valores las variables X1, . . . , Xn. Esta vez,

Π es una distribución definida sobre todo P(E), no únicamente sobre un

subespacio indexado por algún parámetro de dimensión finita. La existencia

de esta distribución queda garantizada por el teorema de representación de

de Finetti, bajo el supuesto de intercambiabilidad de las observaciones, que

se convierte aśı en un supuesto fundamental de muchos modelos bayesianos

no paramétricos.
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En el contexto del modelo no paramétrico, µ juega el papel de una

((variable aleatoria)) que toma valores sobre el espacio P(E) de medidas

de probabilidad sobre E, por lo que suele llamársele medida aleatoria. El

espacio P(E) es muy grande y en general, dif́ıcil de trabajar. Sin embar-

go, el desarrollo de la estad́ıstica bayesiana no paramétrica ha dado origen

a resultados teóricos y herramientas prácticas para el manejo de medidas

aleatorias, que pueden aprovecharse en otras áreas. El presente trabajo es

un ejemplo de ello.

La genética poblacional debe en gran parte su desarrollo a la utilización

de modelos de probabilidad, en los cuales el estado de la población estudia-

da en un momento dado, se representa por medio de una distribución de

probabilidad. Aśı pues, la evolución de una población se modela por medio

de procesos estocásticos que toman valores en un espacio P(E) de medi-

das de probabilidad. Una importante familia de procesos de este tipo fue

introducida en 1979 por Fleming y Viot [FV79]. El ahora conocido proce-

so de Fleming-Viot es un proceso de Markov a tiempo continuo, definido

a través de su generador infinitesimal y abarca una amplia gama de mode-

los. Uno de los más simples es el modelo de mutación neutral para alelos

infinitos, estudiado entre otros, por Ethier y Griffiths [EG93] y Ethier y

Kurtz [EK86, EK93]. Aún tratándose de un caso relativamente sencillo, el

estudio de las propiedades de este proceso ha dependido, hasta ahora, de un

intenso desarrollo teórico y un amplio conocimiento de la teoŕıa de procesos

de Markov, martingalas y generadores infinitesimales.

El presente trabajo, está basado en los resultados de Walker, Hatjispy-

ros y Nicoleris [WHN07], que extienden las ideas de Pitt, Chatfield y Walk-

er [PCW02] y Mena y Walker [MW05, MW07] para la construcción de pro-

cesos de Markov por medio de procesos latentes, explotando las propiedades

del método de simulación conocido como muestreo de Gibbs.

Se presenta una construcción alternativa del modelo de mutación neu-

tral para alelos infinitos, a través de un proceso latente cuyas realizaciones

son vectores aleatorios con entradas distribuidas de acuerdo con un modelo

bayesiano no paramétrico. Utiliza resultados desarrollados para el proceso

Dirichlet en el ámbito de la estad́ıstica bayesiana no paramétrica, en par-

ticular su caracterización en términos de una urna de Pólya generalizada,

para derivar de forma sencilla algunas propiedades del proceso Fleming-Viot

aśı construido.

En el primer caṕıtulo se introduce brevemente los principales conceptos
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implicados en el desarrollo del trabajo. Se define dos conceptos de con-

vergencia débil para medidas de probabilidad; el primero inducido por la

métrica de Prokhorov y el segundo por la métrica de Skorokhod para el

espacio DE [0,∞) de trayectorias ((càdlàg)) sobre E. Se presenta definiciones

y resultados importantes involucrados en la teoŕıa de procesos de Markov

y particularmente, su caracterización a través de generadores, semigrupos

y el problema de martingala de Stroock y Varadhan. Se explica un modelo

bayesiano no paramétrico, el concepto de intercambiabilidad y el teorema de

de Finetti que los relaciona. Se menciona algunas dificultades que surgen en

torno a la inferencia bayesiana y se introduce el algoritmo de muestreo de

Gibbs. Finalmente, se ilustra una idea general para la construcción de pro-

cesos de Markov a través de procesos latentes, en la cual se basa el resultado

principal de este trabajo.

En el segundo caṕıtulo se presenta los modelos conocidos como urnas de

Pólya generalizadas, su relación con el concepto de intercambiabilidad para

sucesiones de variables aleatorias y algunos resultados generales. Se pone

particular énfasis en el proceso Dirichlet que, además de ser muy importante

para la estad́ıstica bayesiana no paramétrica, es esencial para el desarrollo

posterior del trabajo.

En el tercer caṕıtulo se define el proceso Fleming-Viot en el contexto de

genética poblacional. Se define algunos conceptos relacionados con la teoŕıa

de la evolución, cuya incorporación a modelos probabiĺısticos ha hecho de la

genética matemática un área muy importante para el avance de la investi-

gación en genética evolutiva. Se presenta algunos modelos a tiempo discreto

para poblaciones finitas, que pueden ser reinterpretados como aproxima-

ciones al Fleming-Viot. Se define dicho proceso en su sentido más amplio,

a través de su generador infinitesimal. Se introduce como caso particular el

modelo de mutación neutral, para el cual la distribución estacionaria y la

función de transición son conocidas.

El último caṕıtulo contiene el resultado principal del trabajo. Se plantea

un modelo a tiempo discreto para la construcción de una cadena de Markov

con valores en el espacio P(E), cuya distribución estacionaria es un pro-

ceso Dirichlet. Dicho modelo se extiende para introducir una dependencia

con respecto al tiempo, construyéndose aśı un proceso de Markov a tiempo

continuo definido a través de una función de transición y cuya existencia

se prueba por la verificación de las condiciones de Chapman-Kolmogorov.

Gracias a las propiedades del proceso Dirichlet y en especial a su repre-

sentación como una urna de Pólya generalizada, estas condiciones pueden

ser reexpresadas en términos de un proceso con espacio de estados discreto.

Finalmente, se exhibe un proceso de este tipo, el cual es solución para dichas
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condiciones. El proceso de Markov construido en este caso, coincide con el

modelo Fleming-Viot de mutación neutral.



Caṕıtulo 1

Marco teórico.

El presente caṕıtulo contiene algunas definiciones y resultados que sirven

de marco teórico para el desarrollo de este trabajo.

En la primera sección, se define dos conceptos de convergencia, el primero

en el espacio P(E) de medidas de probabilidad sobre un espacio métrico

(E, r) y el segundo sobre el espacio DE [0,∞) de trayectorias continuas por

la derecha con ĺımites por la izquierda. Para ello, se define las métricas

de las cuales se deriva la topoloǵıa de convergencia débil en cada uno de

dichos espacios. Se define a partir de esto, la convergencia en distribución

para variables aleatorias con valores en E y para procesos aleatorios con

trayectorias en DE [0,∞).

La segunda sección presenta algunos conceptos y resultados importantes

de la teoŕıa de procesos de Markov. Introduce definiciones básicas relativas

a semigrupos de operadores, generadores y el problema de martingala de

Stroock y Varadhan para la caracterización de procesos de Markov.

En la tercera sección se da una breve explicación de las ideas en que se

basa la estad́ıstica bayesiana y espećıficamente la bayesiana no paramétrica.

Se define la propiedad de intercambiabilidad para sucesiones de variables

aleatorias y se enuncia el teorema de de Finetti, como posible justificación

teórica para los modelos bayesianos no paramétricos. Se introduce el con-

cepto de medida aleatoria y su papel dentro de un modelo bayesiano no

paramétrico básico. Se menciona algunas dificultades relacionadas con la in-

ferencia bayesiana y la consecuente necesidad de algoritmos de simulación

para distribuciones multivariadas. En este contexto se presenta el algoritmo

de muestreo de Gibbs y su relación con las cadenas de Markov.

Finalmente, en la cuarta sección se presenta un método para definir

cadenas de Markov con distribuciones estacionarias dadas, basado en la idea
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que da lugar al muestreo de Gibbs. Se menciona algunas maneras de gene-

ralizar este método y en particular, se ilustra con un ejemplo la aplicación

del método para generar procesos de Markov a tiempo continuo a través de

variables latentes.

No se pretende desarrollar en un caṕıtulo todos estos temas de forma ex-

haustiva. Únicamente se presenta conceptos y resultados que son de utilidad

para la comprensión del resto del trabajo. Para una lectura más profunda de

los temas de convergencia y procesos de Markov, se puede consultar [EK86,

Lam77]. Los temas relacionados con la inferencia bayesiana se pueden pro-

fundizar en [Sch95, BS04]. La sección sobre construcción de cadenas y proce-

sos de Markov a tiempo continuo está basada en [PCW02, MW05, MW07].

1.1. Convergencia.

1.1.1. Convergencia débil y topoloǵıa de Prokhorov.

Sea (E, r) un espacio métrico. Denótese por B(E) al álgebra de sub-

conjuntos de Borel de E, por P(E) al espacio de medidas de probabilidad

sobre E y por Cb(E) al espacio de funciones reales continuas y acotadas en

(E, r), dotado con la norma del supremo, es decir ||f || = supx∈E |f(x)|.

Definición 1.1.1 (Convergencia débil). Una sucesión {µn}n≥0 ⊂P(E)

converge débilmente a µ ∈P(E) si, para toda f ∈ Cb(E)

ĺımn→∞

∫

fdµn =

∫

fdµ (1.1)

y se escribirá µn ⇒ µ.

Sean (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad y X : Ω → E una variable

aleatoria con valores en E. Denótese por µX ∈ P(E) la distribución de X,

es decir, µX(B) = P [X ∈ B] para cualquier B ∈ B(E).

Definición 1.1.2 (Convergencia en distribución). Una sucesión {Xn}n≥0

de variables aleatorias con valores en E converge en distribución a la variable

aleatoria X con valores en E si µXn
⇒ µX o equivalentemente, si

ĺımn→∞ E [f(Xn)] = E [f(X)] (1.2)

para toda f ∈ Cb(E). En este caso, se denotará Xn

D
→ X.
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Definición 1.1.3 (Métrica de Prokhorov). Sea (E, r) un espacio métri-

co. Si se define ρ : P(E)×P(E)→ R
+ como

ρ (µ, ν) = ı́nf{ǫ > 0 : µ(F ) ≤ ν(F ǫ) + ǫ, ∀F ⊂ E cerrado}, (1.3)

donde

F ǫ = {x ∈ E : ı́nfy∈F r(x, y) < ǫ}, (1.4)

entonces ρ es una métrica sobre P(E), conocida como la métrica de Prokho-

rov (también escrito Prohorov por algunos autores [EK86]).

La métrica de Prokhorov, está definida en general para cualesquiera dos

medidas finitas sobre (E,B(E)), pero en el caso de medidas de probabilidad

se tiene que ρ (µ, ν) ≤ 1 para cualesquiera µ, ν ∈ P(E). Se trata de una

extensión de la medida de Lévy para espacios de funciones de distribución y

al igual que ella, induce la topoloǵıa de convergencia débil. Es decir, P(E)

con la topoloǵıa de convergencia débil, es metrizable por ρ, como muestra

el siguiente resultado.

Teorema 1.1.4. Sean (E, r) un espacio métrico, {µn}n≥0 ⊂ P(E) una

sucesión de medidas de probabilidad sobre E y µ ∈ P(E). Entonces, las

condiciones, (b) a (f) son equivalentes e implicadas por (a). Si además E

es separable, las seis condiciones son equivalentes:

(a) ĺımn→∞ ρ (µn, µ) = 0.

(b) µn ⇒ µ.

(c) ĺımn→∞

∫

fdµn =
∫

fdµ, para cualquier f ∈ Cb(E) uniformemente

continua.

(d) ĺım supn→∞ µn(F ) ≤ µ(F ) para todo F ⊂ E cerrado.

(e) ĺım infn→∞ µn(G) ≥ µ(G) para todo G ⊂ E abierto.

(f) ĺımn→∞ µn(A) = µ(A) para todo A ⊂ E para el cual µ es continua, es

decir A ∈ B(E) y µ(∂A) = 0, donde ∂A es la frontera de A.

Gracias a esto, es posible llevar el concepto de convergencia débil al

ámbito de convergencia en espacios métricos, al tiempo que se conserva

algunas propiedades importantes, de acuerdo con el siguiente teorema.

Teorema 1.1.5. Si E es separable, entonces P(E) también lo es. Si además

(E, r) es completo, (P(E), ρ) es completo.
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Cuando se desea verificar la convergencia de una sucesión {xn}n≥0 en

un espacio métrico, una práctica común consiste en verificar que la sucesión

está contenida en algún conjunto compacto y probar después que cada sub-

sucesión convergente de {xn}n≥0 debe converger al mismo elemento x. De

ello se deriva que ĺımn→∞ xn = x. Para aplicar este argumento al espacio

(P(E), ρ), es conveniente contar con caracterizaciones de los subconjun-

tos compactos de P(E). Una forma de hacerlo es a través del teorema de

Prokhorov, que relaciona los conceptos de tensión y compacidad.

Definición 1.1.6 (Tensión). Sea (E, r) espacio métrico. Una medida µ ∈
P(E) se dice tensa si para cada ǫ > 0 existe un conjunto compacto K ⊂ E

tal que µ(K) ≥ 1− ǫ.

Una familia M ⊂ P(E) se dice tensa si para cada ǫ > 0 existe un

conjunto compacto K ⊂ E tal que

ı́nfµ∈M µ(K) ≥ 1− ǫ.

Lema 1.1.7. Si (E, r) es un espacio métrico completo y separable, entonces

toda µ ∈P(E) es tensa.

Definición 1.1.8 (Compacidad relativa). Una familia de medidas de

probabilidad M ⊂ P(E) se dice relativamente compacta si su cerradura

es compacta. Equivalentemente,M es relativamente compacta si para cada

sucesión {µn}n≥0 ⊂M, existe una subsucesión {µni
}i≥0 y una medida µ ∈

P(E) (no necesariamente enM), tal que µni
⇒ µ.

Teorema 1.1.9 (Prokhorov). Sean (E, r) completo y separable y M ⊂
P(E). Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) M es tensa.

(b) Para cada ǫ > 0, existe un conjunto compacto K ⊂ E tal que

ı́nfµ∈M µ(Kǫ) ≥ 1− ǫ, (1.5)

donde Kǫ se define como en la expresión (1.4).

(c) M es relativamente compacta.

Corolario 1.1.10. Para (E, r) arbitrario, si M⊂P(E) es tensa, entonces

es relativamente compacta.
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Si (En, rn)n≥1 es una sucesión de espacios métricos, se define el espacio

métrico producto (E, r) como

E =

∞
∏

n=1

En, (1.6)

r(x, y) =

∞
∑

n=1

1

2n
mı́n{1, rn(xn, yn)}, x, y ∈ E. (1.7)

Las siguientes proposiciones permiten una generalización de los resultados

de tensión y compacidad, para espacios producto.

Proposición 1.1.11. Si En es separable para cada n ≥ 1, entonces E es

separable y B(E) =
∏∞

n=1
B(En).

Proposición 1.1.12. Sea {µα}α∈I ⊂ P(E), donde I es un conjunto de

ı́ndices. Para cada α y n ≥ 1, sea µn
α la n-ésima distribución marginal de

µα, es decir, µn
α = µαπ−1n , donde πn(x) = xn es la proyección sobre En.

Entonces, {µα}α∈I es tensa si y sólo si {µn
α}α∈I es tensa para cada n.

1.1.2. Topoloǵıa de Skorokhod para trayectorias ((càdlàg)).

Para estudiar ĺımites de procesos estocásticos, no es suficiente conside-

rar la convergencia en tiempos fijos; es necesario definir qué se entiende por

convergencia a nivel de procesos. Para ello, se aprovecha que la mayoŕıa

de los procesos estocásticos pueden modificarse para obtener procesos con

trayectorias continuas por la derecha y con ĺımites por la izquierda (sin

modificar sus distribuciones finito-dimensionales).

Sea (E, r) un espacio métrico. Se denotará por DE [0,∞) al espacio de

funciones ((càdlàg)) (abreviación del francés ((continue à droite avec des li-

mites à gauche))) en E. Es decir, si x ∈ DE [0,∞), entonces x : [0,∞) → E

y para cada t ≥ 0 se tiene:

(a) Continuidad por la derecha

ĺıms→t+ x(s) = x(t).

(b) Ĺımites por la izquierda

ĺıms→t− x(s) ≡ x(t−).

Por convención ĺıms→0− x(s) ≡ x(0−) = x(0).
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Lema 1.1.13. Si x ∈ DE [0,∞), entonces x tiene a lo más una cantidad

numerable de puntos de discontinuidad.

Definición 1.1.14 (Convergencia de Skorokhod). Se dice que una suce-

sión {xn}n≥0 ⊂ DE [0,∞) converge a x ∈ DE [0,∞) en el sentido de Sko-

rokhod o en sentido funcional, si y solo si cada sucesión {tn}n≥0 ⊂ [0,∞)

tal que ĺımn→∞ tn = t, satisface las siguientes condiciones:

(a) La sucesión {xn(tn)} tiene a lo más dos puntos ĺımite:

ĺımn→∞mı́n{r(xn(tn), x(t)), r(xn(tn), x(t
−))} = 0.

(b) Continuidad por la derecha de x: Si ĺımn→∞ r(xn(tn), x(t)) = 0, en-

tonces para cualquier sucesión {sn} de tiempos tal que sn ≥ tn y

ĺımn→∞ sn = t, se tiene que

ĺımn→∞ r(xn(sn), x(t)) = 0.

(c) Ĺımites por la izquierda de x: Si ĺımn→∞ r(xn(tn), x(t
−)) = 0, en-

tonces para cualquier sucesión {sn} de tiempos tal que 0 ≤ sn ≤ tn y

ĺımn→∞ sn = t, se tiene

ĺımn→∞ r(xn(sn), x(t
−)) = 0.

La topoloǵıa que define esta convergencia es conocida como la topoloǵıa

de Skorokhod (también escrito Skorohod [EK86]) y es inducida por una

métrica d que se define a continuación.

Sea Λ′ el conjunto de funciones λ : [0,∞) → [0,∞) estrictamente cre-

cientes. En particular, se considera las funciones λ ∈ Λ′ tales que λ es con-

tinua, λ(0) = 0 y ĺımt→∞ λ(t) =∞. Sean q := r ∧ 1 y Λ ⊂ Λ′ el conjunto de

funciones Lipschitz continuas tales que

γ(λ) := sup
s>t≥0

∣

∣

∣

∣

log
λ(s)− λ(t)

s− t

∣

∣

∣

∣

< ∞. (1.8)

Para x, y ∈ DE [0,∞), se define

d(x, y) = ı́nfλ∈Λ

[

γ(λ) ∨

∫ ∞

0

e−u d(x, y, λ, u) du

]

, (1.9)

donde

d(x, y, λ, u) = sup
t≥0

q(x(t ∧ u), y(λ(t) ∧ u)). (1.10)
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Proposición 1.1.15. Sean {xn}n≥0 ⊂ DE [0,∞) y x ∈ DE [0,∞). Entonces,

las siguientes cuatro afirmaciones son equivalentes:

(a) ĺımn→∞ d(xn, x) = 0.

(b) xn converge a x en el sentido de Skorokhod.

(c) Existe {λn}n≥0 ⊂ Λ tal que

ĺımn→∞ γ(λn) = 0 (1.11)

y para toda T > 0

ĺımn→∞ sup
0≤t≤T

r(xn(t), x(λn(t))) = 0. (1.12)

(d) Para cada T > 0, existe {λn}n≥0 ⊂ Λ′ (posiblemente dependiente de

T ) tal que

ĺımn→∞ sup
0≤t≤T

|λn(t)− t| = 0, (1.13)

ĺımn→∞ sup
0≤t≤T

r(xn(t), x(λn(t))) = 0. (1.14)

De este modo, la métrica de Skorokhod permite convertir el problema

de convergencia para sucesiones de trayectorias ((càdlàg)) en un problema de

convergencia en espacios métricos, conservando algunas propiedades.

Teorema 1.1.16. Si E es separable, entonces DE [0,∞) también lo es.

Además, si (E, r) es completo, entonces (DE [0,∞), d) es completo.

Una variable aleatoria X = {Xt}t≥0 con valores en DE [0,∞) es un pro-

ceso estocástico con trayectorias en DE [0,∞) (aunque si E no es separable

el inverso no es necesariamente cierto). Para estudiar la convergencia en

distribución de dichos procesos o equivalentemente, la convergencia débil en

P(DE [0,∞)), es importante tener más información acerca de la σ-álgebra

de Borel para DE [0,∞) asociada a la topoloǵıa de Skorokhod. El siguiente

resultado establece que, cuando E es separable, B(DE [0,∞)) es simple-

mente la σ-álgebra generada por las proyecciones πt para cada tiempo t ≥ 0

(que pueden ser interpretadas como las ((coordenadas)) del proceso, pues

πt(X) = Xt).



8 Marco teórico.

Proposición 1.1.17. Para cada t ≥ 0, sea πt : DE [0,∞) → E, la proyec-

ción definida por πt(x) = x(t). Entonces, para cualquier D ⊂ [0,∞) denso

B(DE [0,∞)) ⊃ σ(πt : 0 ≤ t < ∞) = σ(πt : t ∈ D), (1.15)

además, si E es separable, B(DE [0,∞)) = σ(πt : t ∈ D).

Sea {Xα}α∈I , con I un conjunto de ı́ndices, una familia de procesos

estocásticos con trayectorias en DE [0,∞). Si E no es separable, supóngase

que cada Xα es una variable aleatoria con valores en DE [0,∞). Denótese

por {µα}α∈I ⊂ P(DE [0,∞)) la familia de distribuciones de probabilidad

asociadas. Es decir, µα(B) = P [Xα ∈ B] para toda B ∈ B(DE [0,∞)).

Se dice que {Xα} es relativamente compacta si {µα} lo es, es decir, si la
cerradura de {µα} en P(DE [0,∞)) es compacta. Los siguientes teoremas

presentan condiciones para la compacidad relativa de {µα}, en términos de
un módulo de continuidad w′.

Para cada x ∈ DE [0,∞), δ > 0 y T > 0 se define

w′(x, δ, T ) = ı́nf{ti} máxi sup
s, t∈ [ti−1,ti)

r(x(s), x(t)), (1.16)

donde {ti} vaŕıa sobre las particiones de la forma 0 = t0 < t1 < . . . < tm = T ,

con m ≥ 1 y mı́n1≤i≤m(ti− ti−1) > δ. Entonces w′(x, δ, T ) es no decreciente

en δ y T , continuo por la derecha en δ y

ĺımδ→0+ w′(x, δ, T ) = 0. (1.17)

Teorema 1.1.18. Sea (E, r) un espacio métrico completo. Entonces, un

conjunto A ⊂ DE [0,∞) es relativamente compacto si y solo si satisface las

siguientes condiciones:

(a) Para cada t ≥ 0 racional, existe un conjunto compacto Γt ⊂ E tal que

x(t) ∈ Γt para toda x ∈ A.

(b) Para cada T > 0,

ĺımδ→0+ sup
x∈A

w′(x, δ, T ) = 0. (1.18)

Teorema 1.1.19. Sean (E, r) completo y separable y {Xα}α∈I una familia

de procesos con trayectorias en DE [0,∞). Entonces {Xα} es relativamente

compacta si y solo si satisface las siguientes condiciones:
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(a) Para cada ǫ > 0 y t ≥ 0 racional, existe un compacto Γǫ,t ⊂ E tal que

ı́nfα P [Xα(t) ∈ Γǫ,t] ≥ 1− ǫ. (1.19)

(b) Para cada ǫ > 0 y T > 0, existe δ > 0 tal que

sup
α

P [w′(Xα, δ, T ) ≥ ǫ] ≤ ǫ. (1.20)

Es dif́ıcil trabajar con las condiciones establecidas por estos teoremas.

Por lo tanto, en ocasiones resulta útil llevar las condiciones de compacidad

relativa al ámbito de los procesos con valores reales, a través de los siguientes

teoremas.

Teorema 1.1.20. Sea {Xn}n≥1 ⊂ DR[0,∞), tal que:

(a) Para cada t ≥ 0, {Xn(t)}n≥1 es tensa.

(b) Dada una sucesión de tiempos de paro τn, acotada por T , para cada

ǫ > 0 existen δ > 0 y n0 tales que

sup
n≥n0

sup
t∈[0,δ]

P [|Xn(τn + t)−Xn(τn)| > ǫ] ≤ ǫ. (1.21)

Entonces {Xn}n≥1 es tensa.

Teorema 1.1.21. Sean (E, r) completo y separable y {Xn}n≥1 una sucesión

de procesos con trayectorias en DE [0,∞). Supóngase que se cumple la si-

guiente condición de contención compacta: para cada ǫ > 0 y cada T > 0

existe un compacto Γǫ,T ⊂ E tal que

ı́nfn P [Xn(t) ∈ Γǫ,T : 0 ≤ t ≤ T ] ≥ 1− ǫ. (1.22)

Sea C ⊂ Cb(E) denso (con la topoloǵıa de convergencia uniforme sobre com-

pactos). Entonces {Xn}n≥1 es relativamente compacta si y solo si para cada

f ∈ C, {f(Xn)}n≥1 es relativamente compacta como familia de procesos en

DR[0,∞).

1.2. Procesos de Markov.

1.2.1. Semigrupos y generadores.

A lo largo de esta sección, L representa un espacio de Banach, es decir,

un espacio vectorial normado y completo con respecto a la topoloǵıa inducida

por la norma.
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Definición 1.2.1 (Semigrupo). Una familia uniparamétrica {T (t) : t ≥ 0}
de operadores lineales acotados en L (es decir, T (t) : L −→ L para t ≥ 0)

se llama semigrupo si T (0) = I (el operador identidad) y para cualesquiera

s, t ≥ 0, T (s+ t) = T (s)T (t).

Definición 1.2.2 (Semigrupo de contracción). Sea {T (t) : t ≥ 0} un
semigrupo en L . Se dice que es de contracción si ||T (t)|| ≤ 1 para toda

t ≥ 0, donde ||T (t)|| := sup{||T (t)f || : f ∈ L , ||f || ≤ 1}.

Definición 1.2.3 (Semigrupo fuertemente continuo). Un semigrupo

{T (t) : t ≥ 0} en L se dice fuertemente continuo si ĺımt→0 T (t)f = f para

cada f ∈ L .

Proposición 1.2.4. Si {T (t) : t ≥ 0} es un semigrupo de contracción

fuertemente continuo en L , entonces para cada f ∈ L , t 7→ T (t)f es una

función continua de [0,∞) en L .

Un operador lineal A en L es un mapeo lineal con rango R(A) ⊂ L y

cuyo dominio, D(A) es un subespacio de L . La gráfica de A está dada por

G(A) := {(f, Af) : f ∈ D(A)} ⊂ L ×L . (1.23)

El espacio L × L es a su vez de Banach, con suma y producto escalar

definidos componente a componente y con norma ||(f, g)|| = ||f ||+ ||g||.

Definición 1.2.5 (Operador lineal cerrado). Un operador lineal A en

L se dice cerrado si su gráfica G(A) es un subespacio cerrado de L ×L .

Definición 1.2.6 (Generador infinitesimal). El generador infinitesimal

de un semigrupo {T (t)}, también llamado simplemente el generador, es un
operador lineal A definido por

Af = ĺımt→0

1

t
{T (t)f − f}, (1.24)

cuyo dominio D(A) es el subespacio de todas las f ∈ L tales que este ĺımite

existe.

Definición 1.2.7 (Operador disipativo). Se dice que un operador lineal

A sobre L es disipativo si ||λf −Af || ≥ λ||f || para cada f ∈ D(A) y λ > 0.

Definición 1.2.8 (Semigrupo medible). Un semigrupo {T (t) : t ≥ 0} en
L se dice medible si para cada f ∈ L , T (· )f es medible como función en

([0,∞),B([0,∞))).
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Definición 1.2.9 (Generador completo). Se define el generador comple-

to de un semigrupo de contracción medible {T (t)} en L como el conjunto

Â =

{

(f, g) ∈ L ×L : T (t)f − f =

∫

t

0

T (s)gds, t ≥ 0

}

. (1.25)

En general, Â puede ser multivaluado. Por ejemplo, si L = B(R), el
espacio de funciones acotadas en R con la norma del supremo y se define

T (t)f(x) = f(x+t), entonces (0, g) ∈ Â para toda g ∈ B(R) tal que g(x) = 0

casi seguramente (c.s.) con respecto a la medida de Lebesgue.

Sea (E, r) un espacio métrico. La bp-cerradura de M ⊂ B(E), una colec-
ción de funciones acotadas sobre E, es el menor subconjunto M̄ ⊂ B(E)
para el cual M ⊂ M̄ y para cada {fn} ⊂ M̄ tal que supn ||fn|| < ∞ y

ĺımn→∞ fn(x) = f(x) con f ∈ B(E), se tiene que f ∈ M̄ . El prefijo ((bp))

corresponde a la abreviatura del inglés para acotada y puntual (((bounded-

pointwise-closure))).

Definición 1.2.10 (Operador conservativo). Se dice que un operador

A ⊂ B(E)×B(E) es conservativo si (1, 0) pertenece a la bp-cerradura de A.

Considérese un espacio métrico (E, r) separable y localmente compacto

(cada punto tiene una vecindad contenida en un compacto). Sea C̄ (E) el

espacio de funciones continuas que se desvanecen en el infinito, es decir,

f ∈ C̄ (E) si para toda ǫ > 0 existe K ⊂ E compacto tal que ||f(x)|| < ǫ

para cualquier x /∈ K. Entonces C̄ (E), con la norma del supremo, es un

espacio de Banach.

Definición 1.2.11 (Semigrupo positivo). Un semigrupo {T (t) : t ≥ 0}
en C̄ (E) es positivo si T (t) es un operador positivo para toda t ≥ 0. Es

decir, si T (t) lleva funciones no negativas a funciones no negativas.

Definición 1.2.12 (Semigrupo de Feller). Un semigrupo de contracción

{T (t)} en C̄ (E), fuertemente continuo, positivo y cuyo generador es conser-

vativo, se llama semigrupo de Feller.

El siguiente resultado permite caracterizar la clase de operadores lineales

que son generadores de semigrupos de Feller.

Teorema 1.2.13. Un operador lineal A en L es el generador de un semi-

grupo de contracción fuertemente continuo sobre L si y solo si:

(a) D(A) es denso en L .
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(b) A es disipativo.

(c) R(λ−A) = L para alguna λ > 0.

Proposición 1.2.14. Sean {T (t)} y {S(t)} dos semigrupos de contracción

fuertemente continuos sobre L , con generadores A y B respectivamente. Si

A = B, entonces T (t) = S(t) para toda t ≥ 0.

Por lo tanto, un semigrupo de Feller queda determinado de manera única

por su generador.

1.2.2. Procesos de Markov.

Definición 1.2.15 (Proceso de Markov). Sea {X(t), t ≥ 0} un proceso
estocástico definido en un espacio de probabilidad (Ω, F , P ) y con valores

en un espacio de estados E. Sea FX
t = σ(X(s) : s ≤ t), entonces X es un

Proceso de Markov si

P [X(t+ s) ∈ Γ |FX

t ] = P [X(t+ s) ∈ Γ |X(t)], (1.26)

para cualesquiera s, t ≥ 0 y Γ ∈ B(E).

Nótese que la condición (1.26) implica

E [f(X(t+ s)) |FX

t ] = E [f(X(t+ s)) |X(t)], (1.27)

para cualesquiera s, t ≥ 0 y f ∈ B(E).

Definición 1.2.16 (Función de transición). Una función P (t, x,Γ) defini-

da en [0,∞)×E×B(E) es una función de transición homogénea en el tiempo

si:

(a) P (t, x, · ) ∈P(E), para (t, x) ∈ [0,∞)× E.

(b) P (0, x, · ) = δx, para x ∈ E, donde δx ∈ P(E) denota la medida de

probabilidad que acumula toda su masa en x.

(c) P (· , · ,Γ) ∈ B([0,∞)× E), para Γ ∈ B(E).

(d) Satisface las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov:

P (t+ s, x,Γ) =

∫

E

P (s, y,Γ)P (t, x, dy), (1.28)

para cualesquiera s, t ≥ 0, x ∈ E y Γ ∈ B(E).
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En el caso en que E = R
k, se puede expresar las ecuaciones de Chapman-

Kolmogorov en términos de integrales con respecto a λ, la medida de Lebesgue,

como

P (t+ s, x,Γ) =

∫

R

. . .

∫

R

P (s, y,Γ)P (t, x, y) dλ(y1) . . . dλ(yk), (1.29)

donde y = (y1, . . . , yk). Cuando E es un espacio más general, la solución

de estas ecuaciones se vuelve más compleja, pues involucra una integral con

respecto a una medida en P(E).

Una función de transición P (t, x,Γ) es la función de transición para un

proceso de Markov X homogéneo en el tiempo, si

P [X(t+ s) ∈ Γ |FX

t ] = P (s, X(t),Γ), (1.30)

para cualesquiera s, t ≥ 0 y Γ ∈ B(E). O equivalentemente, si

E [f(X(t+ s)) |FX

t ] =

∫

f(y)P (s, X(t), dy), (1.31)

para s, t ≥ 0 y f ∈ B(E).

La medida de probabilidad ν ∈ P(E) dada, para cada Γ ∈ B(E), por

ν(Γ) = P [X(0) ∈ Γ] se conoce como distribución inicial de X.

Una función de transición P (t, x,Γ) y una distribución inicial ν ∈P(E)

determinan de manera única las distribuciones finito-dimensionales de un

proceso de Markov X, como:

P [X(0) ∈ Γ0, X(t1) ∈ Γ1, . . . , X(tn) ∈ Γn] =
∫

Γ0

· · ·

∫

Γn

P (tn − tn−1, yn−1,Γn)P (tn−1 − tn−2, yn−2, dyn−1)

· · ·P (t1, y0, dy1) ν(dy0) (1.32)

para cualesquiera t0, . . . , tn ≥ 0 y Γ0, . . . ,Γn ∈ B(E).

El siguiente teorema establece la existencia de dicho proceso.

Teorema 1.2.17. Sean P (t, x,Γ) una función de transición y ν ∈ P(E).

Si para cada t ≥ 0 la medida de probabilidad
∫

P (t, x, · )ν(dx) es tensa (lo

cual es siempre cierto, si (E, r) es completo y separable, de acuerdo con

el lema 1.1.7), entonces existe un proceso de Markov X, con valores en

E, cuyas distribuciones finito-dimensionales están determinadas de manera

única por la ecuación (1.32).
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Si Px denota la medida definida en el teorema anterior, con ν = δx y X

es el correspondiente proceso canónico, es decir X(t, ω) = ω(t), se sigue de

la ecuación (1.32) que para cualquier B = {X(0) ∈ Γ0, . . . , X(tn) ∈ Γn},
donde 0 < t1 < · · · < tn y Γ0, . . . ,Γn ∈ B(E), Px(B) es una función Borel-

medible de x. El siguiente teorema establece que esto es cierto para toda

B ∈ B(E)[0,∞).

Proposición 1.2.18. Sea Px la medida en B(E)[0,∞) dada en el teore-

ma 1.2.17, con ν = δx. Entonces Px(B) es una función Borel-medible para

cada B ∈ B(E)[0,∞).

Por lo tanto, si (E, r) es completo y separable, una función de transición

P (t, x,Γ) define, para cada x ∈ E, un proceso de Markov Xx que empieza

en x (Xx(0) = x) c.s.

Definición 1.2.19 (Cadena de Markov y función de transición a un

paso). Sea {Xk}k≥1 un proceso estocástico a tiempo discreto definido en

un espacio de probabilidad (Ω,F , P ) y con valores en E. Sea FX

k
= σ(Xj :

j ≤ k). Entonces X es una cadena de Markov si

P [Xk+j ∈ Γ |F
X

k ] = P [Xk+j ∈ Γ |Xk], (1.33)

para cualesquiera j, k ≥ 0 y Γ ∈ B(E).

Una función P (x,Γ) definida en E ×B(E) es una función de transición

a un paso si

P (x, · ) ∈ P(E), x ∈ E, (1.34)

P (· ,Γ) ∈ B(E), Γ ∈ B(E). (1.35)

Una función de transición a un paso P (x,Γ) es la función de transición

para una cadena de Markov X, homogénea en el tiempo si

P [Xk+1 ∈ Γ |F
X

k ] = P (Xk,Γ), (1.36)

para cada k ≥ 0 y Γ ∈ B(E).

Nótese que

P [Xk+j ∈ Γ |F
X

k ] =
∫

. . .

∫

P (yj−1,Γ)P (yj−2, dyj−1) . . . P (Xk, dy1) (1.37)

Resultados equivalentes al teorema 1.2.17 y la proposición 1.2.18 se sa-

tisfacen para cadenas de Markov.
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Definición 1.2.20 (Proceso adaptado y progresivo). Sea {Ft} una
filtración. Un proceso X es {Ft}-adaptado si X(t) es Ft-medible para cada

t ≥ 0. Si además, para cada t ≥ 0 la restricción de X a [0, t]× (Ω,F , P ) es

(B([0, t])×Ft)-medible, entonces X es {Ft}-progresivo.

En general, no es fácil encontrar expresiones correspondientes a funciones

de transición. Como consecuencia, definir procesos de Markov a través de

éstas no es siempre práctico. Se suele recurrir a las propiedades de semi-

grupos, dado que existe una relación entre las funciones de transición ho-

mogéneas en el tiempo y los semigrupos de operadores.

Si P (t, x,Γ) es una función de transición homogénea en el tiempo, en-

tonces

T (t)f(x) =

∫

f(y)P (t, x, dy) (1.38)

define un semigrupo de contracción medible en B(E), gracias a la propiedad
de Chapman-Kolmogorov (1.28).

Definición 1.2.21 (Proceso de Markov correspondiente a un semi-

grupo). Sea {T (t)} un semigrupo sobre un subespacio cerrado L ⊂ B(E).
Se dice que un proceso de Markov X con valores en E corresponde a {T (t)}
si para cualesquiera s, t ≥ 0 y f ∈ L ,

E [f(X(t+ s)) |FX

t ] = T (s)f(X(t)). (1.39)

Si {T (t)} está definido a través de una función de transición como en la
expresión (1.38), entonces esta condición se convierte en la igualdad (1.27),

que caracteriza a los procesos de Markov.

Proposición 1.2.22. Sea X un proceso de Markov con valores en un espa-

cio separable E, con distribución inicial ν ∈ P(E) y correspondiente a un

semigrupo {T (t)} sobre un subespacio cerrado L ⊂ B(E). Supóngase que L

separa puntos, es decir, para cualesquiera µ1, µ2 ∈P(E) tales que µ1 6= µ2,

existe f ∈ L tal que
∫

fdµ1 6=
∫

fdµ2. Entonces {T (t)} y ν determinan de

manera única las distribuciones finito-dimensionales de X.

1.2.3. El problema de martingala.

La última proposición de la sección anterior establece que, bajo ciertas

condiciones, las distribuciones finito-dimensionales de un proceso de Markov

X, quedan determinadas de manera única por una distribución inicial y el

generador correspondiente {T (t)}. Éste a su vez, queda determinado por

su generador completo Â o por un subconjunto ((suficientemente grande))
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A ⊂ Â. Para saber qué significa que un conjunto sea suficientemente grande,

se puede recurrir al problema de martingala de Stroock y Varadhan, basado

en el siguiente resultado.

Proposición 1.2.23. Sean {Ft} una filtración y X un proceso de Markov

{Ft}-progresivo con valores en E y función de transición P (x, t,Γ). Sea

{T (t)} el semigrupo correspondiente a X, con generador completo Â. Si

(f, g) ∈ Â entonces

M(t) := f(X(t))−

∫

t

0

g(X(s)) ds (1.40)

es una {FX
t }-martingala.

La idea de Stroock y Varadhan consiste en usar esta propiedad de mar-

tingala como medio para caracterizar el proceso de Markov asociado con un

generador A dado.

En lo que resta de esta sección, los procesos tomarán valores en un espacio

métrico (E, r). En ocasiones, A denotará un operador multivaluado, por lo

que se puede pensar en él como un subconjunto, no necesariamente lineal,

de B(E)× B(E).
Una solución al problema de martingala para A es un proceso estocástico

X con valores en E y definido en un espacio de probabilidad (Ω,F , P ), tal

que para cada (f, g) ∈ A, la igualdad (1.40) define una martingala con

respecto a la filtración

∗FX

t := F
X

t ∨ σ

(
∫

s

0

h(X(u))du : s ≤ t, h ∈ B(E)

)

. (1.41)

En general, cada evento en ∗FX
t difiere de un evento en FX

t por un evento

de probabilidad cero. Si X es progresivo, en particular si es continuo por la

derecha, entonces ∗FX
t = FX

t .

Si {Gt} es una filtración, con Gt ⊃ ∗FX
t para cada t ≥ 0 y el proceso

{M(t)}t≥0 definido por la expresión (1.40) es una {Gt}-martingala para cada
(f, g) ∈ A, se dice que X es una solución al problema de martingala para A,

con respecto a {Gt}. Cuando se especifica una distribución inicial ν ∈P(E),

se dice que una solución X al problema de martingala para A es solución al

problema de martingala para (A, ν) si ν es la distribución de X(0).

En general, se puede pensar que X tiene trayectorias en DE [0,∞). Se

dice que una medida de probabilidad µ ∈ DE [0,∞) es solución al problema

de martingala para A (o para (A, ν)) si el proceso de coordenadas o proceso

canónico, definido en (DE [0,∞),B(DE [0,∞)), µ) por

X(t, ω) := ω(t), ω ∈ DE [0,∞), t ≥ 0, (1.42)
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es solución al problema de martingala para A (o para (A, ν)).

Un proceso medible X es solución al problema de martingala para A si

y sólo si

0 = E

[

(

f(X(tn+1))− f(X(tn))−

∫

tn+1

tn

g(X(s))ds

) n
∏

k=1

hk(X(tk))

]

= E

[

f(X(tn+1))

n
∏

k=1

hk(X(tk))

]

− E

[

f(X(tn))

n
∏

k=1

hk(X(tk))

]

−

∫

tn+1

tn

E

[

g(X(s))

n
∏

k=1

hk(X(tk))

]

ds,

para cualesquiera 0 ≤ t1 < t2 < . . . < tn+1, (f, g) ∈ A y h1, . . . , hn ∈ B(E)
(o equivalentemente en C̄ (E)). Por lo tanto, decir que un proceso es solución

a un problema de martingala, es una afirmación acerca de sus distribuciones

finito-dimensionales. En particular, cualquier modificación medible de una

solución a un problema de martingala para A es también solución. Además,

si A1 ⊂ A2, entonces cualquier solución al problema de martingala para A2

es también solución para A1, aunque el inverso no es necesariamente cierto.

Se dice que las soluciones al problema de martingala para (A, ν) satisfa-

cen la condición de unicidad si cualesquiera dos soluciones tienen las mismas

distribuciones finito-dimensionales, lo cual es únicamente una formalización

de la idea de igualdad de procesos.

Definición 1.2.24 (Problema de martingala bien planteado). Se dice

que el problema de martingala para (A, ν) está bien planteado si existe una

solución y se satisface la condición de unicidad. Si esto es cierto para toda

ν ∈P(E), se dice que el problema de martingala para A está bien planteado.

Se dice que el problema de martingala para (A, ν) está bien plantea-

do en DE [0,∞) (o alternativamente en CE [0,∞), el espacio de trayectorias

continuas) si existe una solución única con distribución µ ∈ P(DE [0,∞))

(µ ∈P(CE [0,∞))).

Usualmente, si el problema de martingala para (A, δx) está bien plan-

teado para cada x ∈ E, entonces el problema de martingala para (A, ν)

está bien planteado para toda ν ∈ P(E). Nótese que un problema de mar-

tingala puede estar bien planteado en DE [0,∞), sin estar bien planteado en

general, ya que la unicidad puede darse únicamente bajo la restricción de

que la solución tenga trayectorias ((càdlàg)).
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El siguiente teorema establece en esencia, que un proceso de Markov se

puede caracterizar como la solución única al problema de martingala para

su generador.

Teorema 1.2.25. Sea A ⊂ B(E)×B(E) un operador lineal disipativo, con

(E, r) métrico y separable. Supóngase que existe un operador lineal A′ ⊂ A

tal que L := D(A′) = R(λ−A′) para alguna λ > 0 y L separa puntos. Sea

ν ∈ P(E) y supóngase que X es una solución al problema de martingala

para (A, ν). Entonces X es un proceso de Markov correspondiente al semi-

grupo en L generado por la cerradura de A′ y el problema de martingala

para (A, ν) satisface la condición de unicidad.

Bajo las condiciones del teorema anterior, cada solución al problema de

martingala para A es un proceso de Markov. El siguiente resultado establece

que la unicidad de soluciones para el problema de martingala implica la

propiedad de Markov.

Teorema 1.2.26. Sean E separable y A ⊂ B(E) × B(E). Supóngase que

para cada ν ∈ P(E) cualesquiera dos soluciones X, Y del problema de

martingala para (A, ν) tienen las mismas distribuciones unidimensionales,

es decir, para cada t > 0,

P [X(t) ∈ Γ] = P [Y (t) ∈ Γ], Γ ∈ B(E) (1.43)

Entonces, cualquier solución del problema de martingala para A con res-

pecto a una filtración {Gt} es un proceso de Markov con respecto a {Gt}
y cualesquiera dos soluciones al problema de martingala para (A, ν) tienen

las mismas distribuciones finito-dimensionales. Es decir, la condición (1.43)

implica la unicidad.

Corolario 1.2.27. Sean E separable y A ⊂ B(E) × B(E). Supóngase que

para cada ν ∈ P(E), cualesquiera dos soluciones X, Y al problema de

martingala para (A, ν) con trayectorias en DE [0,∞) (o en CE [0,∞)) satis-

facen la condición (1.43) para cada t ≥ 0. Entonces, para cada ν ∈ P(E),

cualesquiera dos soluciones al problema de martingala para (A, ν) con trayec-

torias en DE [0,∞) (CE [0,∞)) tienen la misma distribución en DE [0,∞)

(CE [0,∞)).

Las condiciones para la existencia de soluciones a un problema de mar-

tingala requieren un desarrollo más extenso, que rebasa los propósitos del

presente trabajo. Por tanto, sólo se presentará un último resultado en es-

ta sección, que muestra una forma simple de obtener una solución a un

problema de martingala como ĺımite débil de soluciones de problemas de

martingala que lo aproximen.
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Lema 1.2.28. Sean A ⊂ CE [0,∞) × CE [0,∞) y An ⊂ B(E) × B(E), para

n ≥ 1. Supóngase que para cada (f, g) ∈ A existen (fn, gn) ∈ An tales que

ĺımn→∞ ||fn − f || = 0, ĺımn→∞ ||gn − g|| = 0. (1.44)

Si para cada n, Xn es una solución al problema de martingala para An

con trayectorias en DE [0,∞) y Xn ⇒ X, entonces X es una solución al

problema de martingala para A.

1.2.4. Ejemplo: un proceso de muerte puro.

En esta sección se presenta un proceso de Markov que resultará de uti-

lidad más adelante.

Considérese un sistema cuyo estado en cada tiempo t ≥ 0 representa el

número de individuos en una población, en ese momento. Supóngase que

cuando hay n individuos en la población,

(a) Nuevos individuos nacen con una tasa exponencial βn.

(b) Los individuos mueren con una tasa exponencial λn.

Es decir, si en un momento dado hay n individuos en la población, el tiempo

que debe transcurrir hasta que ocurra (exactamente) un nacimiento es una

variable aleatoria exponencial con media 1/βn e independiente del tiempo

que debe transcurrir hasta que ocurra (exactamente) una muerte, el cual es

a su vez una variable aleatoria exponencial con media 1/λn. Un sistema de

este tipo se llama proceso de nacimiento y muerte. Los parámetros {βn}n≥0 y

{λn}n≥0 se llaman tasas de nacimiento y de muerte, respectivamente. Por lo

tanto, un proceso de nacimiento y muerte es un proceso de Markov a tiempo

continuo con valores en E = {0, 1, 2, . . .}, para el cual las transiciones desde
el estado n pueden ir, de forma directa, únicamente a los estados n − 1 si

ocurre una muerte antes que un nacimiento y n+ 1 en caso contrario.

Cuando βn = 0 para toda n ≥ 0, se tiene un proceso de muerte puro.

Tavaré [Tav84], en el contexto de modelos de genética poblacional, estudia

un proceso de muerte puro {DN
t } con población inicial DN

0
= N y tasas de

muerte λn =
1

2
n(n− 1+ θ) para n = 0, 1, . . . , N , θ > 0. El generador de este

proceso es un operador lineal Q = (qi,j) definido por

qn,n = −λn, n = 0, 1, . . . , N,

qn,n−1 = λn, n = 1, . . . , N,

qn,k = 0 k 6= n, n− 1. (1.45)
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Después, haciendo N tender a infinito, muestra la existencia de un proceso

de muerte puro {Dt} con población inicial (ĺımite) D0 =∞ y generador

qn,n = −λn, n ≥ 0,

qn,n−1 = λn, n ≥ 1,

qn,k = 0 k 6= n, n− 1. (1.46)

La función de transición dθ
rn(t) := P (t, n, r) para este proceso, está dada por

dθ

nr(t) =











1−
∑

n

m=1
(−1)m−1

(

n

m

) (θ)m−1↑

(θ+n)m↑
γm,t,θ si r = 0,

∑∞
m=n

(−1)m−n
(

m

r

)(

n

m

) (θ+r)m−1↑

(θ+n)m↑
γm,t,θ si 1 ≤ r ≤ n,

donde

γm,t,θ = (2m− 1 + θ)e−λmt. (1.47)

Aqúı y en lo que resta del trabajo, (a)k↑ := a(a + 1) · · · (a + k − 1) para

k = 1, 2, . . ., con (a)0↑ := 1 denota el factorial ascendente generalizado,

definido para cualquier a ∈ R. También se utilizará más adelante la notación

(a)k↓ := a(a−1) · · · (a−k+1), con (a)0↓ := 1 para el factorial generalizado.

Además, haciendo n tender a infinito, Tavaré [Tav84] calcula las proba-

bilidades dθ
n(t) := P [Dt = n] dadas por

dθ

n(t) =







1−
∑∞

m=1
(−1)m−1(θ)m−1↑m!−1γm,t,θ si n = 0,

∑∞
m=n

(−1)m−n
(

m

n

)

(θ + n)m−1↑m!−1γm,t,θ si n > 0.

En el caṕıtulo 3 se verá la relación entre estas probabilidades y el proceso

de difusión conocido como Fleming-Viot de mutación neutral.

1.3. Modelo bayesiano no paramétrico, intercam-

biabilidad y medidas aleatorias.

Supóngase que se desea obtener información acerca de una población o

fenómeno, a partir de un conjunto de observaciones {Xk}
n

k=1
. Para ello, se

puede utilizar la estad́ıstica, siendo necesario asumir un modelo y algunos

supuestos que permitan utilizar los datos disponibles para inferir la infor-

mación deseada. En el ámbito de la estad́ıstica clásica paramétrica, una

práctica generalizada consiste en representar las observaciones como varia-

bles aleatorias independientes y con una distribución común µ ∈ P(E).
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Conocer de forma completa dicha distribución implicaŕıa, en términos es-

tad́ısticos, conocer todo lo que se desea acerca del fenómeno de estudio, por

lo que los datos no aportaŕıan ninguna información adicional relevante. Se

asume por lo tanto que µ no es completamente conocida, pero pertenece

a una familia de distribuciones espećıfica, indexada por un parámetro de

dimensión finita θ. Dicho parámetro tiene un valor fijo, pero desconocido,

dentro de un espacio de parámetros Θ y representa, por lo tanto, todo lo

que no se conoce acerca del modelo. El problema se convierte entonces en

un problema de estimación del parámetro o de otras propiedades de interés

asociadas con él.

La estad́ıstica bayesiana introduce una variante, relacionada con el con-

cepto de aleatoriedad. En este enfoque, cualquier cantidad desconocida es

susceptible de afirmaciones acerca de la incertidumbre que sobre ella se tiene,

a través de una medida de probabilidad. Con esto en mente, se puede definir

una medida de probabilidad sobre el espacio de parámetros Θ que refleje la

información subjetiva acerca del fenómeno, representada por θ, previa al ini-

cio del análisis estad́ıstico. Por lo tanto, se puede asignar al parámetro una

distribución inicial de probabilidad Π, obteniéndose un modelo bayesiano

paramétrico de la siguiente forma

Xk|µθ

iid
∼ µθ; k = 1, . . . , n

θ ∼Π
(1.48)

El teorema de Bayes provee un mecanismo para incorporar la información

contenida en los datos. De este modo se obtiene la distribución posterior del

parámetro, a partir de la cual se estimará las cantidades de interés.

Π(B|Xn ∈ Γ) := P [θ ∈ B|Xn ∈ Γ] =

∏

n

k=1
µθ(Γk)Π(B)

∫

Θ

∏

n

k=1
µθ(Γk)dΠ(θ)

, (1.49)

donde X
n := (X1, . . . , Xn) es un vector aleatorio con distribución conjunta,

condicional al parámetro, P [Xn ∈ Γ|θ ∈ B] =
∏

n

k=1
µθ(Γk)Π(B), defini-

da para B ∈ B(Θ) y Γ := Γ1 × · · · × Γn ∈ B(E). En la sección 1.3.1

se explica brevemente la forma en que la distribución posterior para θ se

utiliza para hacer inferencia, es decir, para obtener información acerca del

fenómeno de estudio a través del modelo planteado, incorporando los datos

disponibles. El modelo (1.48) no es el único modelo bayesiano paramétrico

posible, pero basta para introducir la idea que da origen al modelo bayesiano

no paramétrico que sirve de base para el desarrollo del caṕıtulo 4.

En ambos enfoques paramétricos (clásico y bayesiano), el supuesto dis-

tribucional resulta muy restrictivo, pues impone ciertas propiedades a las
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variables estudiadas, por ejemplo unimodalidad o algún tipo de relación en-

tre los momentos de su distribución. Como consecuencia, especialmente en

casos en los que no se cuenta con suficiente información acerca del fenómeno

de estudio, es conveniente relajar los supuestos. Una manera natural de ha-

cerlo es aumentar la dimensión del parámetro utilizado para caracterizar a

la distribución, aumentando aśı el ((tamaño)) del espacio que representa la

incertidumbre. En el extremo, se puede pensar en parámetros de dimensión

infinita, surgiendo la llamada estad́ıstica no paramétrica.

En el caso bayesiano, esto implica una dificultad que detuvo por mucho

tiempo el desarrollo de la teoŕıa no paramétrica. Aumentar la dimensión

del espacio de parámetros hasta hacerla infinita es equivalente a aumen-

tar el espacio de distribuciones en el que se trabaja. Por lo tanto, en lugar

de definir una distribución inicial sobre un espacio Θ de dimensión finita,

se debe asignar una distribución inicial sobre el espacio de todas las dis-

tribuciones posibles para las variables aleatorias de interés. La existencia de

tal distribución sobre el espacio de distribuciones se puede garantizar por

medio del teorema de representación de de Finetti, a cambio de asumir cierta

relación entre los datos, conocida como intercambiabilidad.

Definición 1.3.1 (Intercambiabilidad). Un conjunto finito X1, . . . , Xn

de variables aleatorias con valores en E (es decir, Xj : Ω → E medible

para cada j ∈ {1, . . . n}) se dice intercambiable si cada permutación de

(X1, . . . , Xn) tiene la misma distribución conjunta que cualquier otra per-

mutación. Una sucesión {Xk}k≥1 de variables aleatorias con valores en E es

intercambiable si cada subconjunto finito lo es.

En esta definición y en el resto de este caṕıtulo, (Ω, F , P ) es un espa-

cio de probabilidad y (E, r) un espacio métrico completo y separable, con

σ-álgebra de Borel, B(E). Al igual que en las secciones anteriores, P(E)

denota al conjunto de medidas de probabilidad sobre E que dotado con

la métrica de convergencia débil es a su vez un espacio métrico completo

y separable, con σ-álgebra de Borel B(P(E)). Es posible entonces definir

una medida de probabilidad Π sobre (P(E),B(P(E))). Sea E∞ el espacio

producto (infinito) de E, con σ-álgebra de Borel B(E∞) = (B(E))∞. Si

µ ∈ P(E), entonces µ∞ ∈ P(E∞) denota la correspondiente medida pro-

ducto sobre E∞. Para cualquier x ∈ E, δx ∈ P(E) denota la medida de

probabilidad con toda su masa acumulada en x.

Teorema 1.3.2 (Representación de de Finetti). Una sucesión de va-

riables aleatorias {Xk}k≥1 con valores en E es intercambiable si y solo si

existe una medida de probabilidad Π sobre (P(E),B(P(E))) tal que para
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cualquier boreliano B = {Bk}k≥1 ∈ B(E∞) (i.e. Bk ∈ B(E) para cada

k ≥ 1),

P [X∞ ∈ B] := P [Xk ∈ Bk; k ≥ 1] =

∫

P(E)

µ∞(B)Π(dµ) (1.50)

Además Π, llamada en ocasiones la medida de de Finetti de la sucesión, es

única e igual al ĺımite de las distribuciones emṕıricas:

Π = ĺımn→∞
1

n

n
∑

k=1

δXk
(1.51)

Una interpretación útil del teorema de representación de de Finetti con-

siste en considerar que una sucesión infinita de variables aleatorias {Xn}n≥1

definida sobre un espacio métrico (E, r) completo y separable, es intercam-

biable si y solo si las variables aleatorias son condicionalmente independien-

tes e idénticamente distribuidas (iid) como µ, dada la medida µ ∈ P(E).

Esta interpretación, bajo el supuesto de intercambiabilidad de las observa-

ciones, da lugar al siguientemodelo bayesiano no paramétrico para sucesiones

intercambiables

Xk|µ
iid
∼ µ; k = 1, . . . , n

µ ∼Π.
(1.52)

Nótese que, si se restringe el espacio P(E) a una familia paramétrica

{µθ} ⊂ P(E), con θ ∈ Θ, entonces Π se puede reexpresar como una me-

dida sobre el espacio de parámetros. Aśı se recupera el modelo bayesiano

paramétrico (1.48).

El supuesto de intercambiabilidad es una afirmación acerca de la relación

entre las variables u observaciones modeladas. Consiste en suponer que el

orden en que la información se recibe o incorpora al modelo es irrelevante

y, como se explicó arriba, equivale en la práctica a hacer un supuesto de

independencia condicional. Esto puede no ser realista en todos los casos,

pero resulta aceptable para muchas aplicaciones y es una forma de justificar

modelos bayesianos como (1.48) y (1.52), que aportan una gran flexibilidad

al análisis estad́ıstico.

En la práctica, la utilización de modelos del tipo (1.52) para realizar

inferencia estad́ıstica, depende de la posibilidad de definir una distribución

inicial Π sobre P(E) que resulte manejable y que pueda ser actualizada

a partir de la información contenida en los datos, a través del teorema de

Bayes. Es decir, que permita calcular la distribución posterior

Π(B|Xn ∈ Γ) := P [µ ∈ B|Xn ∈ Γ] =

∏

n

k=1
µ(Γk)Π(B)

∫

P(E)

∏

n

k=1
µ(Γk)dΠ(µ)

, (1.53)
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definida para toda B ∈ B(P(E)).

Ferguson [Fer73], al introducir el proceso Dirichlet como herramienta

para la inferencia bayesiana no paramétrica, mencionó dos caracteŕısticas

deseables para una distribución inicial no paramétrica:

(a) El soporte debe ser grande, con respecto al espacio de medidas P(E)

sobre el cual se define.

(b) La distribución posterior dada la muestra debe ser manejable anaĺıtica-

mente.

El fuerte avance en recursos y métodos computacionales en años posteriores

al art́ıculo de Ferguson ha restado importancia al segundo punto, facilitando

la utilización de distribuciones iniciales más generales y que permiten satis-

facer de forma más amplia el primer punto. Se ha desarrollado resultados

teóricos en torno a procesos estocásticos con valores en P(E), que pueden

ser utilizados como distribuciones iniciales no paramétricas, aśı como méto-

dos de simulación que permiten el cálculo de cantidades de interés, sin la

necesidad de encontrar una expresión anaĺıtica expĺıcita para la distribu-

ción posterior (1.53). Una importante familia de distribuciones iniciales no

paramétricas, de la cual el proceso Dirichlet es un caso particular, se deriva

del llamado modelo de urnas, que se presentará en el caṕıtulo 2.

1.3.1. Inferencia bayesiana y método de Monte Carlo.

Considérese el modelo bayesiano paramétrico (1.48), con E = R y es-

pacio de parámetros Θ = R
d. El planteamiento requiere la especificación

de una familia paramétrica {µθ : θ ∈ Θ} que establezca la forma en que la
incertidumbre acerca del fenómeno de estudio se relaciona con el parámetro.

Supóngase que µθ(B) := P [X ∈ B|θ], con B ∈ B(E), tiene densidad aso-

ciada p(X|θ), la cual vista como función de θ se suele llamar verosimilitud.

Se requiere igualmente la definición de una distribución inicial o ((a priori))

para θ, Π ∈P(Θ), totalmente conocida, es decir Π(B) = P [θ ∈ B] se conoce

para cualquier B ∈ B(Θ) y con densidad asociada p(θ). (También se podŕıa

suponer que Π es dependiente a su vez de parámetros desconocidos para

los cuales se debe definir una distribución inicial, obteniéndose un modelo

jerárquico).

La información de los datos X
n := (X1, . . . , Xn) se incorpora al mo-

delo a través del teorema de Bayes para obtener la distribución posterior

Π(· |Xn) ∈ P(Θ) definida por Π(B|Xn) := P [θ ∈ B|Xn], para cualquier



Intercambiablidad y modelo bayesiano no paramétrico 25

B ∈ B(Θ) . Su densidad asociada se calcula como

p(θ|Xn) =
p(θ)p(Xn|θ)

∫

Θ
p(θ)p(Xn|θ)dθ

, (1.54)

donde p(Xn|θ) =
∏

n

j=1
p(Xj |θ). En este punto, se plantea un primer prob-

lema, pues la integral en la expresión de arriba puede resultar muy dif́ıcil

de calcular, especialmente en el caso en que θ es un parámetro multidimen-

sional. Por lo tanto, en muchos casos, la distribución posterior o final en

un modelo bayesiano paramétrico se conoce salvo una constante de propor-

cionalidad.

En principio, el conocimiento de la distribución posterior para θ permite

hacer inferencia sobre cualquier función φ = φ(θ) medible, por ejemplo, un

estimador puntual se puede calcular como

E [φ(θ)|Xn] =

∫

Θ

φ(θ)p(θ|Xn)dθ. (1.55)

O se puede hacer inferencia sobre observaciones futuras, mediante la llamada

distribución predictiva

p(X|Xn) =

∫

Θ

p(X|θ)p(θ|Xn)dθ. (1.56)

El cálculo de estas dos integrales puede ser muy complejo, aún en el caso en

que se conoce la constante de proporcionalidad para p(θ|Xn).

Cuando las distribuciones u otras cantidades no pueden ser calculadas

expĺıcitamente, es necesario recurrir a aproximaciones anaĺıticas o numéri-

cas. Una de las alternativas más utilizadas es el llamado método de Monte

Carlo, que permite aproximar, con base en las leyes de grandes números, el

valor esperado E [φ(X)] < ∞ para cualquier función medible φ sobre E y

X ∼ µ ∈P(E), por

E [φ(X)] =

∫

E

φ(x)µ(dx) ≈
1

k

k
∑

j=1

φ(xk), (1.57)

donde (x1, . . . , xk) son realizaciones independientes de una variable aleatoria

con distribución µ. Por lo tanto, para obtener una aproximación a las in-

tegrales que aparecen en las expresiones (1.54), (1.55) y (1.56) basta poder

simular observaciones independientes de θ ∼ Π(θ|Xn). Sin embargo, esto

aún puede ser complejo, sobre todo en el caso en que la dimensión de θ es

mayor a uno. Entonces, es necesario contar con un algoritmo que permita la

simulación de variables aleatorias multivariadas. Un algoritmo de simulación

muy utilizado en estos casos es el llamado muestreo de Gibbs.
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1.3.2. Método de muestreo de Gibbs.

Sea g : A → A una función continua para la cual se desea encontrar

un punto fijo, es decir, un punto x ∈ A tal que g(x) = x. A partir de un

punto inicial x0 ∈ A se puede definir la sucesión {xk}k≥1 haciendo xk =

g(xk−1). Si la sucesión converge, el ĺımite x es el punto fijo deseado. Esta es

la base para el muestreo de Gibbs, también llamado muestreo de sustitución

sucesiva (Successive Substitution Sampling [Sch95]) o muestreo condicional

alternante (Alternating Conditional Sampling [GCSR04]). La idea explota

algunas propiedades de las cadenas de Markov para construir un proceso

estacionario con distribución marginal conocida.

Actualmente, el uso más común del muestreo de Gibbs es quizá la simu-

lación de variables aleatorias multivariadas y es particularmente útil en el

contexto de inferencia bayesiana.

Sea Y
n := (Y1, . . . , Yn) un vector de variables aleatorias y para cada i,

sea fYi|Y−i (donde Y
−i := {Yj : j 6= i}) la densidad correspondiente a la

distribución condicional de Yi dadas las demás, con respecto a una medida

µi. Se denota por fYn la densidad correspondiente a la distribución conjunta

de Y
n con respecto a la medida producto µ = µ1×, · · · , µn, de la cual se

desea simular un valor.

Supóngase que se observa v := (v1, . . . , vn), realización de una densidad

fVn con respecto a la medida µ. Es posible definir una nueva densidad fXn

para X
n := (X1, . . . , Xn) de la siguiente forma. La densidad de X1 con

respecto a µ1 es fY1|Y−1(· |v2, . . . , vn); la densidad condicional, con respecto

a µ2, de X2 dado X1 = x1 es fY2|Y−2(· |x1, v3 . . . , vn) y aśı sucesivamente

hasta tener que fYn|Y−n(· |x1, . . . , xn−1) es la densidad condicional de Xn

dadas X1, . . . , Xn−1. Entonces

fXn(x) =

∫

[

n
∏

i=1

fYi|Y−i(xi|zi)

]

fVn(v)dµ(v)

donde z1 = (v2, . . . , vn), zi = (x1, . . . , xi−1, vi+1, . . . , vn) y zn = (x1, . . . , xn−1).

Si se define el operador

T (f)(x) :=

∫

[

n
∏

i=1

fYi|Y−i
(xi|zi)

]

f(v)dµ(v), (1.58)

entonces T (fYn) = fYn , de modo que la densidad conjunta para Y
n es un

punto fijo de T . Por lo tanto, si se parte de una densidad inicial f0, se

puede utilizar el método de sustitución sucesiva, haciendo fk = T (fk−1). Si

la sucesión {fk}k≥1 es convergente, su ĺımite es fYn .
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En la práctica, no es necesario resolver en cada paso una integral para

obtener cada una de las densidades conjuntas, basta obtener muestras de

las distribuciones condicionales involucradas en la definición del operador.

A este procedimiento se le conoce comúnmente como muestreo de Gibbs:

(a) Inicialización.

Se fija X
n
0
= (x1(0), . . . , xn(0)), que se puede considerar como una

observación de una distribución inicial f0.

(b) Muestreo condicional alternante.

Dado X
n

k−1 = (x1(k−1), . . . , xn(k−1)), se simula X
n

k
= (x1(k), . . . , xn(k))

a partir de las distribuciones condicionales, es decir, se genera xi(k)

de la densidad fYi|Y−i(xi(k) |zi(k)) para cada i = 1, . . . , n.

La sucesión {Xn

k
}k≥1 es una cadena de Markov, ya que la densidad con-

junta de X
n

k
, para cada k ≥ 1, depende únicamente de X

n

k−1. Por este motivo,

se dice que el muestreo de Gibbs es un caso particular de un conjunto más

general de métodos conocidos como métodos de Monte Carlo v́ıa Cadenas

de Markov (MCMC). Además, la convergencia de {fk}k≥1 a fYn es suficiente

para garantizar la convergencia de {Xn

k
}k≥1 a una realización de la variable

aleatoria X
n con la distribución conjunta deseada, incluso si el orden de

actualización de las variables se modifica en cada paso (por ejemplo, si el

orden de actualización se elige aleatoriamente).

Las cadenas de Markov construidas por el método de muestreo de Gibbs

son reversibles en el tiempo.

1.4. Construcción de procesos de Markov estacio-

narios a través de procesos latentes.

1.4.1. Cadenas de Markov v́ıa variables latentes.

En el año 2000, Pitt et al [PCW02] introdujeron, en el contexto de mo-

delos autorregresivos del tipo AR(1), un método para la construcción de ca-

denas de Markov estrictamente estacionarias, con distribuciones marginales

conocidas. Esta construcción se logra de forma conceptualmente sencilla ex-

plotando propiedades del muestreo de Gibbs.

Supóngase que se desea construir una cadena de Markov {Xk}k≥1, cuya

distribución marginal pertenece a una familia paramétrica, con densidad fX .

Es posible definir el proceso a través de su función de transición, de modo

que la distribución marginal deseada resulte invariante en el tiempo. Para
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ello, se incorpora la dependencia entre Xk y Xk−1 a través de un proceso

latente Y (que juega el papel de un parámetro para la función de transición

de {Xk}), con densidad condicional fY |X(y|x). La función de transición a

un paso para el proceso se define como

P (xk−1, xk) =

∫

fX|Y (xk|y)fY |X(y|xk−1)µ1(dy), (1.59)

donde

fX|Y (x|y) =
fY |X(y|x)fX(x)

∫

fY |X(y|x)fX(x)µ2(dx)
. (1.60)

Aqúı, µ1 y µ2 denotan medidas de referencia en los espacios en los que

toman valores X y Y respectivamente. En la práctica pueden coincidir con

las medidas de Lebesgue o de conteo.

De este modo se satisface
∫

P (xk−1, xk)fX(xk−1)µ2(dxk−1) = fX(xk), (1.61)

por lo que fX resulta invariante para la transición definida, es decir, es la

distribución estacionaria del proceso {Xk}.
Es importante señalar que, al introducir variables latentes en la construc-

ción del proceso {Xk}k≥1, impĺıcitamente se está construyendo también el

proceso {Yk}k≥1.

Mena y Walker [MW05] generalizaron este método al adoptar un enfoque

no paramétrico en la definición de la función de transición. La idea se basa

en reinterpretar a esta última como un valor esperado con respecto a la

distribución condicional fY |X , que toma el papel de distribución posterior

(en el sentido bayesiano) para la inicial fY con verosimilitud fX|Y , es decir

P (xk−1, xk) = E [fX|Y (x|y) |xk−1]. (1.62)

Si en lugar de pensar en Y como una variable latente se considera la intro-

ducción de una función de densidad aleatoria f con densidad inicial Π(df),

se puede definir la función de transición a un paso como

P (xk−1, xk) = E [f(x)|xk−1] =

∫

f(x)Π(df |xk−1), (1.63)

donde Π(df |xk−1) es la densidad posterior para f dada la observación xk−1.

El atractivo principal de esta propuesta reside en la posibilidad de utilizar

métodos desarrollados en el área de la estad́ıstica bayesiana no paramétrica,

junto con las propiedades del muestreo de Gibbs, para la construcción de
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cadenas de Markov reversibles y estacionarias con distribuciones marginales

generales. Es importante destacar que la teoŕıa que fundamenta el muestreo

de Gibbs y por tanto, las propiedades de los procesos aśı construidos, fun-

ciona para procesos que toman valores en espacios muy generales. En par-

ticular, se puede pensar en el proceso latente {fk}k≥1 con valores en el

espacio de densidades sobre el espacio en el que toma valores X. Esta idea

será retomada en el caṕıtulo 4 como base para la construcción del proceso

Fleming-Viot a través de un proceso latente.

1.4.2. Generalización del método: procesos markovianos en

tiempo continuo.

Otra posible generalización del método presentado por Pitt et al [PCW02]

se refiere a la construcción de procesos de Markov a tiempo continuo. Mena

y Walker ([MW07]) proponen una forma de hacerlo, a través de un mo-

delo que incluya algún parámetro dependiente del tiempo. La manera más

sencilla de explicar el método es a través de un ejemplo.

Se parte del ejemplo básico de Pitt et al [PCW02] para la construcción

de una cadena de Markov {Xk}k≥1 con distribución estacionaria Ga(· |a, b).

Las distribuciones condicionales que relacionan al proceso de interés con

el proceso latente, son elegidas teniendo en cuenta la marginal deseada y

para facilitar los cálculos, se elige una distribución conjugada (en el sentido

bayesiano).

Considérese las distribuciones condicionales siguientes

X|Y ∼ Ga(X|a+ Y, b+ φ), (1.64)

Y |X ∼ Po(Y |φX), (1.65)

donde φ > 0. Entonces, la densidad conjunta para (X, Y ) está dada por

fX,Y (x, y) = Po(y|φx)Ga(x|a, b) (1.66)

y la distribución marginal para X,

fX(x) = Ga(x|a, b) (1.67)

coincide con la distribución estacionaria deseada para el proceso {Xk}k≥0.

Se usa el método del muestreo de Gibbs, iniciando con X0 ∼ Ga(X|a, b)

para construir una sucesión,

X0 −→ Y1 −→ X1 −→ Y2 · · ·
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De este modo, como se mencionó al principio de esta sección, se construye si-

multáneamente dos cadenas de Markov, reversibles, gracias a las propiedades

del muestreo de Gibbs. Además, por la igualdad (1.61), {Xk}k≥1 es una ca-

dena de Markov estacionaria con densidad fX .

El siguiente paso es llevar la cadena a tiempo continuo. Para ello, es con-

veniente observar que el parámetro φ controla la correlación en el proceso

{Xk}k≥1. Si φ es pequeño (cercano a cero), entonces es más probable que Y1
tome valores pequeños, de modo que la distribución de X1 será ((cercana)) a

la Ga(· |a, b). Si φ es grande, es más probable que Y1 tome valores grandes y

en consecuencia que X1 resulte cercana a X0. Por lo tanto tiene sentido que,

para llevar el proceso a tiempo continuo, se sustituya φ por φt, una función

determinista estrictamente creciente dependiente del tiempo. Puesto que el

proceso que se desea construir toma valores en R, un espacio completo y

separable, basta encontrar una función φt = φ(t) que satisfaga las ecua-

ciones de Chapman-Kolmogorov, para garantizar la existencia del proceso

de Markov a tiempo continuo {Xt}t≥0.

En este caso, Mena y Walker [MW07] demuestran que todas las solu-

ciones son de la forma

φt =
b

ect − 1
(1.68)

para alguna c > 0. Se obtiene un proceso de Markov {Xt}t≥0 homogéneo en

el tiempo, con densidad de transición

P (t, x0, xt) =

∞
∑

y=0

Ga(xt|y + a, φt + b)Po(y|x0φt). (1.69)

Demuestran además, que {Xt}t≥0 equivale (en distribución) a un proceso de

difusión conocido como proceso Gamma-Poisson (o modelo Cox-Ingersoll-

Ross reparametrizado) que se puede definir como la solución a una ecuación

diferencial estocástica dada por

dXt = c(a/b−Xt)dt+

√

2c

b
XtdWt,

donde {Wt} denota un movimiento browniano. La utilización de este método
para construir procesos de difusión es de particular interés para el presente

trabajo.

Debido a las propiedades del muestreo de Gibbs, todos los procesos

obtenidos de esta forma son reversibles, sin embargo, es posible utilizarlo

para construir procesos de Markov no estacionarios [MW07].
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Se puede generalizar el método aún más para construir modelos con

funciones de transición dependientes de cualquier conjunto, por ejemplo de

covariables, en vez de fijar la dependencia únicamente en el tiempo.

Otra alternativa consiste en permitir que la dependencia del parámetro φ,

que regula la correlación del proceso con respecto al tiempo, sea estocástica.

Es decir, en vez de definir una función determinista φt, puede asignarse una

medida de probabilidad P [φt = φ] sobre el espacio de posibles valores del

parámetro.

Finalmente, es posible combinar la construcción a tiempo continuo con la

construcción de Mena y Walker [MW05], que utiliza el enfoque no paramétri-

co. En este caso, en vez de un proceso de variables latentes {Yk}k≥1 se tiene

un proceso de densidades o medidas.

Estas últimas dos ideas serán esenciales para la construcción de un pro-

ceso de difusión, conocido como Fleming-Viot de mutación neutral, en el

caṕıtulo 4.



Caṕıtulo 2

Modelos de Urnas y el

proceso Dirichlet.

Los modelos de urnas se basan en la siguiente idea. Imaǵınese una urna

que contiene, en un principio, cierto número fijo de bolas de diferentes colores

o tipos, donde todos los posibles colores son conocidos y forman un espacio

E, llamado el espacio de estados o tipos. Se extrae una bola y dependiendo

de su color, se modifica el contenido de la urna para la siguiente extracción,

repitiendo este procedimiento indefinidamente.

Aunque conceptualmente simple, esta idea da lugar a una muy amplia

familia de modelos probabiĺısticos. En los casos más sencillos, E es finito pero

se puede extender la misma idea para un espacio de estados infinito, incluso

no numerable. El número de bolas de cada color contenidas en la urna es, en

el caso básico, un entero no negativo, pero el esquema se puede generalizar

para números reales no negativos. La probabilidad de extraer de la urna

una bola de un tipo dado es, en el caso completamente aleatorio (cada bola

tiene la misma probabilidad de ser elegida), igual a la proporción de bolas de

dicho tipo dentro de la urna al momento de la extracción. Además, en este

caso básico, la modificación de la urna después de la extracción consiste en

devolver la bola extráıda junto con una nueva del mismo tipo. Sin embargo,

en los modelos generales es posible introducir mecanismos de extracción y

reemplazo más complejos, como dependencia del pasado, extracción de más

de una bola a la vez, aparición de nuevos colores, entre otros. También es

común la definición de modelos en que varias urnas interactúan entre śı.

Su gran flexibilidad, ha hecho de los modelos de urnas una herramienta

muy importante, en particular para la estad́ıstica bayesiana no paramétrica,

pues bajo ciertas condiciones permiten la representación y manipulación de
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distribuciones para sucesiones de variables aleatorias intercambiables.

A lo largo de este caṕıtulo se presentará una familia de modelos de urnas

que dan lugar a sucesiones intercambiables. Se pondrá especial énfasis en el

modelo de Blackwell y MacQueen [BM73], que constituye una importante

caracterización para el proceso Dirichlet propuesto por Ferguson [Fer73] y

utilizado ampliamente desde entonces. Esta caracterización resulta esencial

para la construcción del proceso Fleming-Viot en el caṕıtulo 4.

El recuento que se presenta aqúı de los modelos de urnas de Pólya y urnas

de Pólya generalizadas no es exhaustivo y su propósito consiste únicamente

en servir de base para la construcción desarrollada en el último caṕıtulo

de este trabajo. Los resultados aqúı presentados provienen en su mayoŕıa

de [BM73, IZ03, Pem07].

2.1. Urnas de Pólya generalizadas

Las urnas de Pólya deben su nombre al matemático húngaro Pólya

György quien las introdujo por primera vez para modelar el comportamien-

to de enfermedades contagiosas. En el modelo original sólo hay bolas de dos

colores, rojo y negro, y la urna contiene inicialmente una bola de cada co-

lor. En un primer momento, se extrae aleatoriamente de la urna una bola y

se devuelve junto con otra del mismo color, repitiendo el procedimiento in-

definidamente. Este esquema se puede representar por un proceso {Xn}n≥1

con espacio de estados E = {0, 1}, donde Xn = 1 si en la n-ésima extracción

se obtiene una bola roja y Xn = 0 si se obtiene una negra. Se denota por

N1n y N0n la cantidad de bolas rojas y negras respectivamente al tiempo n,

con N10 y N00, las cantidades iniciales, no necesariamente iguales a 1. En-

tonces, la proporción de bolas rojas dentro de la urna antes de la extracción

n + 1 es p1n = N1n/(N1n +N0n) y p0n = 1 − p1n es la proporción de bolas

negras. En este modelo básico, la probabilidad de extracción es ((uniforme)),

en el sentido de que las bolas se extraen con igual probabilidad, de modo

que la probabilidad de extraer una bola roja en la extracción n+ 1 es igual

a p1n. Una propiedad sobresaliente de este modelo es que las proporciones

p1n convergen casi seguramente a un ĺımite aleatorio p1 ∼ Be(p1|a, b), donde
a = N10 y b = N00. .

El modelo de la urna de Pólya se puede generalizar para un espacio de

estados finito E = {0, 1, . . . , k}, con k ≥ 2. Además, es posible modificar

el esquema de reemplazo después de cada extracción. Denótese por Njn,

con j ∈ E, el número de bolas del tipo j contenidas en la urna al tiempo

n. Supóngase que cada vez que se extrae una bola del color i, se devuelve
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a la urna junto con Aij bolas de color j, para j ∈ E, donde la colección

{Aij : i, j ∈ E} está formada por números reales fijos, tales que Aij ≥ 0

para i 6= j y Aii ≥ −1, de modo que el número de bolas introducidas cada
vez no es necesariamente entero. Supóngase además que la probabilidad de

extraer una bola de color i al tiempo n+ 1 es pin := Njn/
∑

j∈E
Njn.

El vector de probabilidades pn = (p1n, . . . , pkn) pertenece al espacio

∆E := {(pin)i∈E ∈ [0, 1]E :
∑

i∈E
pin = 1}, para cada n ≥ 1. Observando

esto, resulta natural generalizar al caso en que E es infinito, sustituyendo

∆E por P(E), el espacio de medidas de probabilidad sobre E, y pn por

µn ∈P(E). Partiendo de una medida inicial µ0, la probabilidad de extraer

una bola del tipo x ∈ E al tiempo n+1 queda determinada por µn. En el ca-

so más sencillo, tras cada extracción, la bola es devuelta a la urna, junto con

otra del mismo tipo. Entonces, la actualización de la medida está definida

en términos del tipo de bola extráıda como

µn+1 =
θnµn + δXn

θn + 1
, (2.1)

con θn = µn(E), donde δx denota la medida de probabilidad con toda su

masa acumulada en x. Si {Xn}n≥1 es el proceso definido por los tipos de bo-

las extráıdas en cada tiempo, la expresión (2.1) para µn se puede reexpresar

en términos de la medida inicial como

µn+1 =
µ0 +

∑

n

i=1
δXi

1 + n
, (2.2)

pues θ0 = µ0(E) = 1. A un modelo de este tipo se le llama comúnmente

urna de Pólya generalizada.

Para el presente trabajo, resultan de particular interés los modelos de

urnas de Pólya generalizadas que dan origen a sucesiones {Xn}n≥1 inter-

cambiables.

Sea {Xn}n≥1 una sucesión de variables aleatorias con valores en un espa-

cio E. Si la sucesión es generada a partir de una urna de Polya generalizada,

es claro que los valores observados se pueden repetir (en virtud de la com-

ponente discreta
∑

δXi
en la expresión (2.2)). Denótese por X∗

1
, X∗

2
, . . . a

los valores únicos (no repetidos) de X1, X2 . . ., en orden de aparición.

Se denota por πn a la partición de [n] := {1, 2, . . . , n} inducida por las
primeras n extracciones, {Xj}

n
j=1

. Es decir, πn = {Cjn : j = 1, . . . , k∗n},
donde k∗n es el número de valores únicos en X1, . . . , Xn, Xi = X∗

j
para cada

i ∈ Cjn, y

Cin ∩ Cjn = ∅, i 6= j

∪
k∗

n

j=1
Cjn = [n].
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La cardinalidad de Cjn, denotada por k
∗
jn
es el número de veces que X∗

j
se

repite en X1, . . . , Xn.

Sea µ ∈P(E) una medida de probabilidad no nula sobre E. Considérese

las sucesiones {Xn}n≥1 definidas por

P [X1 ∈ · ] = µ(· ) (2.3)

P [Xn+1 ∈ · |X1, . . . , Xn] =
w0n

∑k∗
n

j=0
wjn

µ(· ) +

k∗
n

∑

j=1

wjn

∑k∗
n

j=0
wjn

δX∗
j
(· ), (2.4)

donde wjn = wjn(n, k
∗
1n
, . . . , k∗

k∗
nn
) para j = 0, . . . , k∗n son funciones simétri-

cas que dependen únicamente de {n, k∗
1n
, . . . , k∗

k∗
nn
}.

Ishwaran y Zarepour [IZ03] establecen una condición suficiente (aunque

no necesaria) para que una sucesión definida por las distribuciones (2.3)

y (2.4) sea intercambiable.

Teorema 2.1.1. Sea µ ∈ P(E) no nula y no atómica, es decir, µ(E) > 0

y µ({x}) = 0 para cualquier x ∈ E. Supóngase que para cada n ≥ 1, wjn =

ψ(k∗
jn
) y w0n = ψ0(k

∗
n) donde ψ y ψ0 son funciones reales no negativas fijas,

y para cada partición πi de [i]

k∗
n

∑

j=0

wjn = ξ(i) > 0 (2.5)

con ξ una función real positiva fija. Entonces la sucesión {Xn}n≥1 definida

a partir de las distribuciones (2.3) y (2.4) es intercambiable.

Corolario 2.1.2. Bajo las condiciones del Teorema 2.1.1,

(a) Sea µn+1 la distribución condicional para Xn+1 definida por (2.4).

Entonces µn+1 → µ∗ c.s. cuando n → ∞, donde µ∗ es la medida de

probabilidad aleatoria definida por

µ∗ =
∑

j

pjδX∗
j
+ (1−

∑

j

pj)µ, (2.6)

con pj = ĺımn→∞ k∗
jn
/n.

(b) {X∗
j
} son i.i.d. con distribución µ e independientes de {pj}.

(c) Dada µ∗, {Xj}j≥1 son condicionalmente independientes con distribu-

ción µ∗.
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(d) Si w0n/ξ(n) → 0 c.s. cuando n → ∞, entonces µ∗ es discreta con

probabilidad uno. Es decir,

µ∗ =
∑

j

pjδX∗
j
. (2.7)

Algunos casos particulares de urnas de Pólya generalizadas que satisfacen

estas condicones son los siguientes:

(a) Una muestra de observaciones independientes e idénticamente dis-

tribúıdas.

Xn

iid
∼ µ, n ≥ 1. (2.8)

Es la forma más evidente de intercambiabilidad y se obtiene haciendo

w0n = 1 y wjn = 0.

(b) N valores elegidos al azar. Sea N > 1 un entero positivo y def́ınase

w0n = (N − k∗n)I{k∗
n<N}, wjn = 1. Cuando k∗n ≥ N , w0n se anula,

lo cual restringe a la sucesión a tener a lo más N valores distintos.

Además, la condición (2.5) se satisface porque

k∗
n

∑

j=0

wjn = N > 0 (2.9)

(c) La sucesión de Blackwell y MacQueen con parámetro µ. Corresponde

a la elección w0n = µ(E) y wjn = k∗
jn
. En este caso

k∗
n

∑

j=0

wjn = µ(E) + n > 0. (2.10)

Este modelo es particularmente importante por caracterizar al proceso

Dirichlet, como se verá en la próxima sección.

(d) El proceso Poisson-Dirichlet con parámetros (ν, α, θ). Corresponde a

la elección w0n = θ + αk∗n y wjn = k∗
jn
− α para 0 ≤ α < 1 y θ > −α.

En este caso
k∗

n
∑

j=0

wjn = θ + n > 0. (2.11)
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La expresión (2.4) resulta ser la distribución predictiva (en el senti-

do bayesiano de la sección 1.3) para una medida aleatoria discreta µ̃

definida por

µ̃(· ) = V0δZ0
(· ) +

∑

k≥1

[

k−1
∏

i=0

(1− Vi)Vk

]

δZk
(· ), (2.12)

donde {Vk}k≥0 son iid con distribución Be(· |1− α, θ+ kα) e indepen-

dientes de {Zk}k≥0 que son a su vez iid con distribución ν. El proceso

Dirichlet con parámetro µ es un caso particular de este modelo y se

obtiene tomando α = 0 y µ = θν.

(e) Modelo de distribuciones Dirichlet finito dimensionales de Fisher con

parámetros (θ, ν). Sea N > 1 y def́ınase w0n = θ(1 − k∗n/N)I{k∗
n<N},

wjn = k∗
jn
+ θ/N , para θ > 0. Entonces

k∗
n

∑

j=0

wjn = θ + n > 0. (2.13)

Además, la elección de w0n evita que el proceso tenga más de N valores

distintos. En este caso, la expresión (2.4) corresponde a la distribución

predictiva para una distribución aleatoria µ̃ definida por

µ̃(· ) =

N
∑

k=1

Gk
∑

N

k=1
Gk

δZk
(· ), (2.14)

donde {gk} son variables aleatorias iid Ga(· |θ/N, 1) e independientes
de {Zk}k≥0 que son iid con distribución ν.

2.2. El proceso Dirichlet.

En 1973, Ferguson [Fer73] introdujo el proceso Dirichlet, definiéndolo a

partir de sus distribuciones finito dimensionales y demostrando la existencia

del proceso a través de las condiciones de consistencia de Kolmogorov. Para

ello se basó en las propiedades de la distribución Dirichlet, conocida en el

ámbito de la estad́ıstica bayesiana por ser la distribución inicial conjugada

para los parámetros de la distribución multinomial.

Definición 2.2.1 (Distribución Dirichlet). Sean Z1, . . . , Zn variables

aleatorias independientes tales que Zj ∼ Ga(z|aj , 1), donde aj ≥ 0 para
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toda j y aj > 0 para algunas j’s. La distribución Dirichlet con parámetro

(a1, . . . , an) es la distribución de (Y1, . . . , Yn), donde para j = 1, . . . , n,

Yj =
Zj

∑

n

i=1
Zi

. (2.15)

En este caso, se denota (Y1, . . . , Yn) ∼ D(· |a1, . . . , an).

Definición 2.2.2 (Proceso Dirichlet). Sea ν una medida no nula, no

negativa y finitamente aditiva sobre un espacio medible (E,F ), tal que

ν(E) <∞. Se dice que una medida aleatoria µ sobre (E,F ) se distribuye de

acuerdo con un proceso Dirichlet con parámetro ν si para cada n = 1, 2, . . . y

para cada partición medible (B1, . . . , Bn) de E, el vector (µ(B1), . . . , µ(Bn))

tiene distribución Dirichlet, D(· |ν(B1), . . . , ν(Bn)). En este caso, se usa la

notación µ ∼ D(µ|ν).

A partir de su introducción, el proceso Dirichlet ha sido ampliamente

estudiado y utilizado. Parte de su importancia se deriva de las diferentes

formas de caracterizarlo que, a través de generalizaciones, han dado origen

a nuevos procesos o distribuciones para medidas aleatorias. Una de estas ca-

racterizaciones, presentada por Ferguson [Fer73] y retomada por Pitman en

el contexto de muestreo de especies [Pit96], se basa en la llamada distribución

Poisson-Dirichlet.

Definición 2.2.3 (Distribución Poisson-Dirichlet). Sea {Zt}t≥0 un pro-

ceso Gamma con medida de intensidad (e−x/x) dx. Es decir, un proce-

so estocástico con incrementos independientes tal que para cada t, Zt ∼
Ga(· |t, 1). Sean Γ1 > Γ2 > . . . los tamaños ordenados de los saltos del

proceso para t ∈ [0, θ] y def́ınase

pn =
Γn

Zθ

. (2.16)

Entonces se dice que {pn}n≥1 tiene la distribución Poisson-Dirichlet con

parámetro θ que se denota PD(· |θ).

Teorema 2.2.4. Sea ν una medida como en la definición 2.2.2. Def́ınase

θ := ν(E) y ν̄ := ν/θ y sea {pn}n≥1 ∼ PD(· |θ). Si

µ :=

∞
∑

i=1

piδZi
, (2.17)

con Zi

iid
∼ ν̄ e independientes de {pn}n≥1, entonces µ ∼ D(· |ν).
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Una caracterización alternativa para la distribución Poisson-Dirichlet da

lugar a una definición constructiva para el proceso Dirichlet.

Teorema 2.2.5. Sea {Wn}n≥1 una sucesión de variables aleatorias iid con

distribución Be(· |1, θ) y def́ınase

p̃n =





n−1
∏

j=1

(1−Wj)



Wn (2.18)

Sea {pn}n≥1 una sucesión obtenida al ordenar {p̃n} en orden descendente.

Entonces {pn}n≥1 ∼ PD(· |θ)

En este caso, p1 > p2 > · · · > 0 y
∑

i
pi = 1 c.s. Por lo tanto, si se susti-

tuye pn por p̃n en la igualdad (2.17), se obtiene la llamada representación

de asignación proporcional o ((stick-breaking)) para el proceso Dirichlet.

Como se mencionó en la sección anterior, Blackwell y MacQueen [BM73]

introdujeron una caracterización del proceso Dirichlet a través de una urna

de Pólya generalizada, la cual permite obtener de forma iterativa una mues-

tra de un proceso Dirichlet a través de la distribución predictiva (2.4). El

resultado se presenta a continuación.

Teorema 2.2.6. Sea {Xn}n≥1 una sucesión con distribución definida por

una urna de Pólya generalizada con parámetro ν, tal que ν(E) = θ <∞. Es

decir

P [X1 ∈ · ] = ν(· ) (2.19)

P [Xn+1 ∈ · |X1, . . . , Xn] =
ν(· ) +

∑

n

j=1
δXj

(· )

θ + n
. (2.20)

Entonces,

(a) La sucesión {µn}n≥1 ⊂ P(E) definida por

µn =
ν +

∑

n

j=1
δXj

θ + n
(2.21)

converge c.s. a una medida discreta µ ∈P(E).

(b) µ ∼ D(· |ν).

(c) Dada µ las variables X1, X2, . . . son condicionalmente independientes

con distribución µ.

A continuación se presenta una serie de resultados relacionados con el

proceso Dirichlet que serán útiles para el desarrollo del caṕıtulo 4.
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Lema 2.2.7. Si µ ∼ D(· |ν), entonces µ es una medida discreta casi segu-

ramente.

Lema 2.2.8. Sea X1, . . . , Xn una muestra de tamaño n de un proceso

Dirichlet µ con parámetro ν. Es decir,

Xi

iid
∼ µ, i = 1, . . . , n (2.22)

µ ∼ D(· |ν) (2.23)

Entonces, la distribución condicional de µ dada la muestra es a su vez un

proceso Dirichlet,

µ|X1, . . . , Xn ∼ D(· |ν +

n
∑

i=1

δXi
) (2.24)

Obsérvese que de este resultado se sigue que

D(· |ν) =

∫

En

D(· |ν +

n
∑

i=1

δXi
)µ(X1) . . . µ(Xn) (2.25)

Lema 2.2.9. Sea X
n un vector aleatorio de dimensión n con valores en un

espacio En y distribución

P (Xn|µ) =

n
∏

j=1

µ(Xi), (2.26)

donde, para ν ∈P(E) y θ > 0 fijas

µ ∼ D(· |θν). (2.27)

Entonces, se puede integrar µ para obtener

P [Xn] :=

∫

P(E)

P (Xn|µ)D(dµ|θν) =

n
∏

j=1

(

θν +
∑

j−1

i=1
δXi

θ + j − 1

)

. (2.28)

Este lema nos dice que la distribución marginal de un vector aleatorio

formado por observaciones condicionalmente independientes e idénticamente

distribuidas de acuerdo a una medida aleatoria con distribución Dirichlet,

es igual a la distribución de un vector aleatorio obtenido a partir del modelo

de urna de Pólya generalizada:

X1 ∼ ν (2.29)
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y para j = 2, . . . , n,

Xj ∼
θν +

∑

j−1

i=1
δXi

θ + j − 1
. (2.30)

El siguiente teorema, presentado por Walker, et al. [WHN07], es esencial

en la construcción del proceso Fleming-Viot a través de un proceso latente,

que se verá en el caṕıtulo 4. Se presenta en esta sección por tratarse de

una propiedad de un modelo cuya distribución inicial no paramétrica es

un proceso Dirichlet, la cual se satisface en general y no únicamente en el

contexto del caṕıtulo 4.

Teorema 2.2.10. Sean X
n := (X1, . . . , Xn) y Y

m := (Y1, . . . , Ym) dos vec-

tores aleatorios con valores en En y Em respectivamente, y distribuidos de

acuerdo al modelo

Xj

iid
∼ µ j ∈ {1, . . . , n} (2.31)

Yj |µ̃
iid
∼ µ̃ j ∈ {1, . . . ,m} (2.32)

µ̃|Xn ∼ D(· |θν +
n
∑

j=1

δXj
), (2.33)

para cualesquiera θ > 0 y ν, µ ∈ P(E) no atómicas. Sean {Y ∗
1
, . . . , Y ∗m∗}

el conjunto de valores únicos de Y
m y R el número de elementos de dicho

conjunto que coinciden con algún elemento de {X1, . . . , Xn}. Entonces, la

densidad de R está definida, para r ∈ {0, . . . ,mı́n{n,m}}, por

P [R = r|Xn] = P [R = r] =
(n)r↓(θ + r)m−r↑

(θ + n)m↑

(

m

r

)

(2.34)

o equivalentemente,

P [R = r] = r!

(

n

r

)(

m

r

)

(θ)n↑(θ)m↑

(θ)n+m↑(θ)r↑
(2.35)

Para la demostración se requiere el siguiente resultado de combinatoria,

tomado del mismo art́ıculo [WHN07].

Lema 2.2.11. Sea φ ≥ 0. Entonces, para m ≥ r > 0 y definiendo 0! ≡ 1,

se tiene que

m−r
∑

k=0

k!

(

k + r − 1

k

)(

m− r

k

)

(φ)m−r−k↑ = (φ+ r)m−r↑. (2.36)
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Demostración. (Teorema 2.2.10.) Supóngase, sin pérdida de generalidad,

que las r observaciones de X
n que reaparecen en {Y ∗

1
, . . . , Y ∗m∗} son las

primeras. Denótese como si a la multiplicidad o número de veces que se

repite la observación Xi en la muestra Y
m (sin contar la primera). Entonces

k = s1+s2+· · ·+sr es el número total de observaciones repetidas de Y
m que

coinciden con alguna observación de X
n, con 0 ≤ k ≤ m−r y 0 ≤ si ≤ m−r.

El modelo de urnas que rige la distribución condicional de [Ym|Xn], de

acuerdo con el lema 2.2.9, permite recurrir a las distribuciones condicionales

para calcular la probabilidad de obtener una configuración espećıfica para

Y
m. Considérese los siguientes eventos

A1 := [Y1 = X1]

Aj := Aj−1 ∩ [Yj = Xj ], 2 ≤ j ≤ r.

Ar+j := Ar+j−1 ∩ [Yr+j = X1], 1 ≤ j ≤ S1.

Ar+s1+j := Ar+s1+j−1 ∩ [Yr+s1+j = X2], 1 ≤ j ≤ S2.

...

Ar+k−sr+j := Ar+k−sr+j−1 ∩ [Yr+k−sr+j = Xr], 1 ≤ j ≤ Sr.

Ar+k+j := Ar+k+j−1∩ [Yr+k+j ∈ E \{X1, . . . , Xn}], 1 ≤ j ≤ m−r−k.

Entonces,

P [Y1 = X1|X
n] =

1

θ + n

P [Yj = Xj |X
n, Aj−1] =

1

θ + n+ j − 1

P [Yr+j=X1
|Xn, Ar+j−1] =

1 + j

θ + n+ r + j − 1

P [Yr+s1+j = X2|X
n, Ar+s1+j−1] =

1 + j

θ + n+ r + s1 + j − 1

...

P [Yr+k−sr+j = Xr|X
n, Ar+k−sr+j−1] =

1 + j

θ + n+ r + k − sr + j − 1

P [Yr+k+j ∈ E \ {X1, . . . , Xn}|X
n, Ar+k+j−1] =

θ + j − 1

θ + n+ r + k + j − 1
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y la probabilidad de ocurrencia simultánea de estos eventos es

P [Am|X
n] =

m
∏

i=1

P [Ai|Ai−1] =
(s1 + 1)! · · · (sr + 1)!(θ)m−r−k↑

(θ + n)m↑
, (2.37)

donde A0 = E. Ahora, como Yi|µ̃
iid
∼ µ̃, por el teorema de representación

de de Finetti (teorema 1.3.2), las observaciones y por tanto los eventos, son

intercambiables. Aśı pues, la probabilidad de que la muestra Y
m contenga al

valor Xi, si+1 veces (la primera más las repeticiones), para cada i = 1 . . . r,

con k y {s1, . . . , sr} fijos, sin importar el orden de aparición en Y
n, es igual

a P [Am|X
n] multiplicado por el número de formas en que se puede elegir k

observaciones con {s1, . . . , sr} repeticiones, del total de m observaciones en

Y
m. Dicha probabilidad es

[

m!
∏

r

i=1
(si + 1)!(m− r − k)!

] [∏r

i=1
(si + 1)!(θ)m−r−k↑

(θ + n)m↑

]

=

m!(θ)m−r−k↑

(m− r − k)!(θ + n)m↑
(2.38)

Si se permite que k y s1, . . . sr vaŕıen, se obtiene la probabilidad de que

exactamente las primeras r componentes de X
n aparezcan en {Y ∗

1
, . . . , Y ∗m∗}

cualquier número de veces, dada por

m−r
∑

k=0

∑

{s1+,···+sr=k}

m!(θ)m−r−k↑

(m− r − k)!(θ + n)m↑
=

m−r
∑

k=0

m!(θ)m−r−k↑

(m− r − k)!(θ + n)m↑

(

k + r − 1

k

)

, (2.39)

donde la igualdad se debe a que los sumandos no dependen de s1, . . . sr, por

lo tanto la suma interior simplemente es igual al número de formas en que

k se puede descomponer como suma de r enteros positivos. Reacomodando

términos, esto es igual a

m!

(m− r)!

m−r
∑

k=0

k!

(

k + r − 1

k

)(

m− r

k

)

(θ)m−r−k↑

(θ + n)m↑
(2.40)

y aplicando el lema 2.2.11, esto es igual a

m!(θ + r)m−r↑

(m− r)!(θ + n)m↑
(2.41)
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Finalmente, para obtener la probabilidad de que r valores únicos {Y ∗
1
, . . . , Y ∗m∗}

sean iguales a cualesquiera elementos de X
n, es necesario multiplicar por el

número de formas en que se puede elegir r de las n Xj ’s, sin repetición.

Aśı se llega al resultado deseado

P [r(t+ s) = r|n(t) = n, n(t+ s) = m] =
(

n

r

)

m!(θ + r)m−r↑

(m− r)!(θ + n)m↑
=
(n)r↓(θ + r)m−r↑

(θ + n)m↑

(

m

r

)

(2.42)

Lema 2.2.12. Bajo las condiciones del teorema 2.2.10, la distribución de

Y
m dado R,

P [Ym|R] :=

∫

En

P [Ym|Xn, R] dµ(X1), . . . , dµ(Xn) (2.43)

corresponde al modelo

Yj

iid
∼ µ, j ∈ {1, . . . , R} (2.44)

Yj |µ̃Y

iid
∼ µ̃Y , j ∈ {R+ 1, . . . ,m} (2.45)

µ̃Y |Y
R ∼ D(· |θν +

R
∑

j=1

δYj
) (2.46)

De acuerdo con el lema 2.2.7, el proceso Dirichlet, usado como distribu-

ción inicial no paramétrica tiene fuertes limitaciones, pues asigna proba-

bilidad 1 al espacio Pd(E) ⊂ P(E) de medidas de probabilidad discretas.

Antoniak [Ant74] extendió los resultados de Ferguson [Fer73], dando origen a

un modelo de mezclas de procesos Dirichlet. Definió aśı una nueva distribu-

ción inicial no paramétrica, que puede ser interpretada como un proceso

Dirichlet D(· |ν), donde ν es a su vez una medida aleatoria.

Definición 2.2.13 (Mezcla de procesos Dirichlet). Sean (E,F ) un

espacio medible y (U,A , H) un espacio de probabilidad. Se dice que una

medida aleatoria µ sobre (E,F ) se distribuye de acuerdo con una mezcla de

procesos Dirichlet con distribución de mezclas H sobre el espacio de ı́ndices

(U,A ) y medida de transición α, si para cada partición medible B1, . . . , Bk

de E y k ≥ 1 se tiene que

P [µ(B1) ≤ y1, . . . , µ(Bk) ≤ yk]

=

∫

U

D((y1, . . . , yk)|α(u,B1), . . . , α(u,Bk))dH(u),
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donde α : U ×F → [0,∞) es tal que

(a) Para cada u ∈ U , α(u, · ) es una medida finita no nula y no negativa
sobre (E,F ).

(b) Para cada B ∈ F , α(· , B) es medible en (U,A ).

En este caso, se denota

µ ∼MD(· |α,H) :=

∫

U

D(· |α(u, · ))dH(u).

Antoniak demostró propiedades anaĺıticas análogas a las del proceso

Dirichlet, por ejemplo la propiedad de cerradura dada por el lema 2.2.8.

La idea de las mezclas de procesos Dirichlet permite también definir un

modelo no paramétrico del tipo (1.52) que resulta más realista en el caso en

que las variables Xk son continuas. Esto se logra a través de la introducción

de una distribución paramétrica conocida como Kernel de mezclas. Aunque

dicho modelo, propuesto por Lo en 1984 [Lo84] no es la única inicial no

paramétrica que asigna probabilidad positiva a las medidas de probabilidad

continuas, es probablemente la más utilizada, pues su relación con el proceso

Dirichlet la hace muy manejable. Además, los algoritmos de simulación desa-

rrollados para el proceso Dirichlet pueden extenderse fácilmente al modelo

de mezclas, el cual puede ser también representado como una urna de Pólya

generalizada.

Otro ejemplo de extensión del proceso Dirichlet lo constituyen los llama-

dos procesos Dirichlet dependientes. En pocas palabras, se trata de modelos

jerárquicos en los que el parámetro del proceso Dirichlet es a su vez una

medida aleatoria que se distribuye de acuerdo con un proceso Dirichlet.

En resumen, aunque el proceso Dirichlet por śı mismo no resulta útil

para el modelado de muchos problemas que se pueden plantear en el ámbito

de la estad́ıstica bayesiana no paramétrica, ha sido ampliamente estudiado

y utilizado. Ha dado origen a diversas extensiones y generalizaciones a par-

tir de las cuales han surgido nuevas familias de distribuciones iniciales no

paramétricas. Tiene, por lo tanto una importancia tanto histórica, pues dio

origen a la inferencia bayesiana no paramétrica en la práctica, como actual,

pues es la base de una variedad de familias de modelos muy utilizados.



Caṕıtulo 3

Proceso Fleming-Viot.

En los últimos años se ha desarrollado intensamente la teoŕıa en torno a

una amplia familia de procesos estocásticos que toman valores en espacios de

medidas. Se trata de procesos que surgen como una extensión de la idea de

aproximaciones de difusión de Feller (((Feller diffusion approximation))) para

plantear modelos poblacionales que incluyan tanto el tamaño de la población

como la situación de los individuos que la forman. Dos ejemplos básicos de

este tipo de modelos son el proceso de Dawson-Watanabe, en que el tamaño

de la población evoluciona de acuerdo con un modelo de difusión de Feller,

y el proceso de Fleming-Viot en que la composición de la población cambia,

pero su tamaño permanece constante.

El proceso Fleming-Viot fue introducido en 1979 por Fleming y Viot,

como un modelo de genética poblacional [FV79]. Constituye una general-

ización del proceso de difusión de Wright-Fisher para un espacio de estados

finito. El proceso, que toma valores en un espacio de medidas de probabilidad

P(E) sobre un espacio de estados (o tipos) E infinito, modela la distribu-

ción de tipos dentro de una población de tamaño fijo. El proceso se puede

construir como el ĺımite en distribución de algunas sucesiones de cadenas de

Markov ampliamente utilizadas en el contexto de genética poblacional. En

este caṕıtulo, tras una breve introducción, se presenta en la segunda sección

tres modelos que pueden dar origen a dicha construcción. Posteriormente,

se da la forma general del generador del proceso y su caracterización como

solución a un problema de martingala, planteado originalmente por Fleming

y Viot. Finalmente, en la última sección se introduce un caso particular, el

modelo de mutación neutral para alelos infinitos (((Infinitely-many-neutral-

alleles model))), al que se llamará Modelo Fleming-Viot de mutación neutral,

en el resto del trabajo. Se menciona algunas propiedades de este proceso,
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como su función de transición markoviana y su distribución estacionaria, las

cuales se recuperan en la construcción planteada en el caṕıtulo 4.

Una introducción a los superprocesos, aunque enfocada al proceso de

Dawson-Watanabe, puede encontrarse en el libro de A. Etheridge [Eth00].

Para un recuento de propiedades y casos particulares del proceso Fleming-

Viot se puede consultar [EK93], de donde se tomaron los resultados presen-

tados en este caṕıtulo.

3.1. Modelos de difusión y genética poblacional.

La teoŕıa moderna de la evolución, descansa fuertemente sobre los fun-

damentos de la genética poblacional que permitió integrar la teoŕıa de se-

lección natural con la genética mendeliana. Ronald A. Fisher [Fis99], J.B.S.

Haldane [Hal24] y Sewall Wright [Wri32, Wri84] son reconocidos como los

fundadores del área, pues a través de la formalización de conceptos en mode-

los matemáticos, lograron explicar de forma satisfactoria, cómo interactúan

los mecanismos de selección natural y herencia genética en el desarrollo de

las poblaciones.

En términos generales, la genética poblacional utiliza modelos proba-

biĺısticos, con mecanismos de transición, para estudiar la distribución de

frecuencias de alelos en una población con desarrollo evolutivo. La frecuencia

de un alelo es la proporción o porcentaje de veces, dentro de una población,

que un alelo dado se encuentra en una posición espećıfica de un cromosoma.

La importancia del estudio de dichas frecuencias en genética poblacional,

consiste en la posibilidad de utilizarlos como una medida de la diversidad

genética en la población estudiada.

Algunas de las fuerzas evolutivas principales conocidas y susceptibles de

ser incorporadas en un modelo de este tipo son:

Selección natural. El término fue introducido por Charles Darwin en

1859, en su conocido libro ((El origen de las especies)) [Dar59]. Se refiere

al mecanismo por el cual las diferencias entre individuos se reflejan de

alguna forma en su apariencia externa o funcional (fenotipo), afectando

su capacidad reproductiva. De este modo, los individuos con caracte-

ŕısticas menos favorables para adaptarse a su medio ambiente, pueden

tener menor oportunidad de engendrar una progenie (selección por

fecundidad) o pueden tener menor oportunidad para sobrevivir y por

tanto para tener descendencia (selección por viabilidad). En ambos

casos, una menor capacidad para enfrentarse a las condiciones internas

y externas se refleja en una menor capacidad para transmitir dichas
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caracteŕısticas a través de la herencia. Sin embargo, debe tenerse en

cuenta que, aunque este mecanismo afecta la dinámica de los tipos

(fenotipos y genotipos) en la población, no necesariamente implica

que las caracteŕısticas menos favorables tenderán a desaparecer.

Deriva genética. Su nombre preciso debeŕıa ser deriva de alelos,

pues se refiere al cambio en frecuencias de alelos de una generación

a otra, debido a factores que determinan al azar, qué tipos de alelos

(variantes genéticas) se preservan y cuáles desaparecen. A diferencia

de la selección natural, la deriva no se relaciona con la capacidad de

adaptación u otras caracteŕısticas del individuo. Se refiere a cambios

aleatorios que ocurren de un individuo a otro y que, especialmente en

poblaciones pequeñas, afectan la distribución de frecuencias de alelos.

Mutación. Se refiere a un mecanismo aleatorio, no necesariamente

relacionado con la deriva, que produce cambios en la estructura genética

de un individuo y cuyo efecto acumulado se puede reflejar en la dis-

tribución de frecuencias de alelos de la población.

Migración. Se refiere al movimiento de individuos en el espacio, oca-

sionando la salida y llegada de individuos nuevos a una población,

modificando la distribución de tipos genéticos.

Recombinación. Se refiere al efecto de la reproducción ((sexual)), es

decir, aquella en la que las caracteŕısticas de dos individuos se mezclan

en un nuevo individuo o descendiente.

La teoŕıa matemática o probabilista desarrollada en torno a la genética

poblacional (((mathematical population genetics))) permite modelar una po-

blación cuyos individuos pueden ser clasificados por ((tipos)), cada uno de los

cuales se representa por un elemento x en algún conjunto E. A través de

estos modelos, se hace posible el estudio de la distribución de los tipos en

la población total a través del tiempo, por medio de procesos estocásticos.

Existen diversos procesos de esta naturaleza, dependiendo del espacio de

tipos E (si es finito o infinito) y de la forma de incorporar los mecanismos

evolutivos que modifican la estructura de tipos en la población al paso del

tiempo. Uno de ellos es el proceso Fleming-Viot, cuya importancia se debe

en gran medida a que incorpora, en su forma general, una amplia gama de

modelos poblacionales.
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3.2. Cadenas de Markov con valores en un espacio

de medidas.

El proceso Fleming-Viot surge como el ĺımite, en distribución, de algunas

sucesiones de cadenas de Markov que aparecen en el contexto de genética de

población. Esta sección introduce tres de ellos. En adelante, se supondrá que

(E, r) es un espacio métrico separable y completo. En la mayoŕıa de las

aplicaciones E es compacto o localmente compacto, de modo que además se

supondrá compacidad cuando resulte conveniente.

3.2.1. Modelo diploide.

Se define una relación de equivalencia en E2 = E×E por (x, y) ∼ (z, w)

si y sólo si (x, y) = (z, w) o (x, y) = (w, z). El espacio E(2) de clases de

equivalencia puede pensarse como el conjunto de todos los pares no ordena-

dos {x, y} de elementos de E. En una población diploide, los cromosomas

aparecen en pares, de modo que el genotipo que describe a un individuo se

representa como un elemento de E(2).

Es posible definir una métrica r(2) en E(2) como

r(2)({x, y}, {z, w}) := (r(x, z) + r(y, w)) ∧ (r(x, w) + r(y, z)). (3.1)

y el mapeo ρ : E2 → E(2) dado por ρ(x, y) = {x, y} resulta continuo bajo
esta métrica. Además, si f es una función simétrica y Borel-medible en E2,

entonces la función g en E(2) definida por g({x, y}) := f(x, y) = f(y, x) es

también Borel-medible.

Dada µ ∈ P(E(2)), una medida de probabilidad sobre E(2), su simetri-

zación, µ̂ ∈P(E2) es la medida de probabilidad sobre E2 definida por

µ̂(Γ) =

∫

E(2)

1

2
(δ(x,y)(Γ) + δ(y,x)(Γ))µ(d{x, y}). (3.2)

Por ejemplo, si µ = δ{x,y}, es la medida que acumula toda su masa en

{x, y} ∈ E(2), entonces µ̂ = 1

2
(δ(x,y) + δ(y,x)) es la medida cuya masa se

distribuye a partes iguales entre los puntos (x, y), (y, x) ∈ E2. Obsérvese que

µ̂ρ−1 = µ, de modo que µ puede ser recuperada a partir de su simetrización.

Se dice que µ ∈ P(E(2)) está en la forma de Hardy-Weinberg si µ̂ es una

medida producto, es decir, si µ̂ = µ̂π−1 × µ̂π−1 = (µ̂π−1)2, donde π es la

proyección de E2 sobre su primera coordenada.

Este modelo y los dos siguientes dependen de ciertos parámetros que se

introducen a continuación.
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Para cada entero positivo M , sea wM una función Borel-medible en E2,

positiva, simétrica y acotada. Sea RM una función de transición a un paso

en E2 ×B(E2) tal que

RM ((x, y), dx′ × dy′) = RM ((y, x), dy′ × dx′). (3.3)

Sea QM una función de transición a un paso en E×B(E). Las funciones wM ,

RM y QM incorporan al modelo los mecanismos de selección, recombinación

y mutación, respectivamente.

SeaN ≥ 1 el tamaño total de la población y denótese por ηN : (E(2))N →
P(E(2)) la distribución emṕırica,

ηN ({x1, y1}, . . . , {xN , yN}) =
1

N

N
∑

i=1

δ{xi,yi}. (3.4)

Dada µ ∈P(E(2)), se define µ̂∗
2N
, µ̂∗∗

2N
y µ̂∗∗∗

2N
en P(E(2)) como

µ̂∗2N (dx× dy) =
w2N (x, y)(µ̂π−1)2(dx× dy)

〈w2N , (µ̂π−1)2〉
, (3.5)

µ̂∗∗2N (dx′ × dy′) =

∫

E2

R2N ((x, y), dx′ × dy′)µ̂∗2N (dx× dy), (3.6)

µ̂∗∗∗2N (dx′ × dy′) =

∫

E2

Q2N (x, dx′)Q2N (y, dy′)µ̂∗∗2N (dx× dy), (3.7)

donde 〈f, µ〉 =
∫

E
fdµ es el producto escalar, definido para cualquier función

f acotada en E y µ ∈ P(E). La condición (3.3) garantiza que µ̂∗∗
2N

es la

simetrización de una medida en P(E(2)).

El modelo diploide se define como una cadena de Markov con espacio de

estados:

PN (E
(2)) := ηN ((E

(2))N ) ⊂ P(E(2)) (3.8)

y función de transición a un paso PN (µ, dν) en PN (E
(2)) ×B(PN (E

(2)))

dada por

PN (µ, · ) =
∫

(E(2))N

δηN({x1,y1},...,{xN ,yN})
(· )(µ̂∗∗∗2N )

N (d{x1, y1}, . . . , d{xN , yN}), (3.9)

donde µN = µ × µ × · · ·µ ∈ P((E(2))N ) es la correspondiente medida

producto.
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La interpretación del modelo es la siguiente. Si µ ∈ PN (E
(2)) es la

distribución emṕırica de los N genotipos en la generación padre, entonces la

distribución emṕırica de los N genotipos en la generación de descendientes

se determina a partir de µ siguiendo cuatro pasos:

(a) Reproducción y selección, regida por la ecuación (3.5).

(b) Recombinación, regida por la ecuación (3.6).

(c) Mutación, regida por la ecuación (3.7).

(d) Deriva aleatoria, regulada por la transición a un paso (3.9).

3.2.2. Modelo de Wright-Fisher.

En una población diploide de tamaño N , hay M = 2N gametos. Este

modelo considera únicamente la distribución emṕırica de los gametos y es

matemáticamente más simple que el anterior, pero biológicamente menos

razonable. No es necesario que M sea par, por lo que se trabaja con la

distribución emṕırica, ηM : EM → P(E) para cualquier M ∈ Z+,

ηM (x1, . . . , xM ) =
1

M

M
∑

i=1

δxi
. (3.10)

Dada µ ∈P(E), se define µ̂∗
M
∈P(E2) y µ̂∗∗

M
, µ̂∗∗∗

M
∈P(E) como

µ̂∗M (dx× dy) =
wM (x, y)µ2(dx× dy)

〈wM , µ2〉
, (3.11)

µ̂∗∗M (dx′) =

∫

E2

RM ((x, y), dx′ × E)µ̂∗M (dx× dy), (3.12)

µ̂∗∗∗M (dx′) =

∫

E

QM (x, dx′)µ̂∗∗M (dx), (3.13)

para wM , RM y QM definidas como en la sección 3.2.1.

El modelo de Wright-Fisher se define como una cadena de Markov con

espacio de estados:

PM (E) := ηM ((E)M ) ⊂ P(E) (3.14)

y función de transición a un paso PM (µ, dν) en PM (E)×B(PM (E)) dada

por

PM (µ, · ) =

∫

(E)M

δηM(x1,...,xM )
(· )(µ̂∗∗∗M )M (dx1, . . . , dxM ). (3.15)
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La interpretación del modelo es equivalente a la del modelo anterior. A

pesar de que el modelo de Wright-Fisher no se apega a la realidad biológica,

al combinar caracteŕısticas diploides ((3.11) y (3.12) ) y haploides ((3.13)),

es un modelo estocástico discreto muy utilizado en genética poblacional.

Es importante destacar que la función de transición PM (µ, dν) se puede

extender de PM (E)×B(PM (E)) a P(E)×B(PM (E)). Por otro lado, si

se define γ : P(E(2)) → P(E) como γ(µ) = µ̂π−1, la imagen del modelo

diploide bajo γ no coincide necesariamente con el modelo Wright-Fisher con

M = 2N . La coincidencia se da cuando la función de selección es multiplica-

tiva (es decir, w2N (x, y) = υ2N (x)υ2N (y)) y no hay recombinación (es decir,

RM ((x, y), · ) = δ(x,y)(· )).

3.2.3. Modelo de Moran.

Existen diversas variantes del modelo de Moran. Se presenta a continua-

ción una de las más sencillas.

A diferencia de los modelos anteriores, en este caso las generaciones

se traslapan. Las transiciones consisten en la muerte de un individuo y el

nacimiento de otro. Sea M ≥ 1 el número de gametos en la población. El

modelo se define como una cadena de Markov con espacio de estados PM (E)

y función de transición a un paso PM (µ, dν) en PM (E)×B(PM (E)) dada

por

PM (µ, · ) =

∫

E

∫

E

δµ−M−1δx+M−1δ
x′
(· )µ̂∗∗∗M (dx′)µ(dx), (3.16)

donde µ̂∗∗∗
M

∈ P(E) está definida en términos de µ ∈ P(E) como en el

modelo anterior.

La interpretación es clara, dados los mecanismos explicados en los dos

modelos anteriores, aplicados a un único individuo de la población, que en

cada transición es reemplazado por un único descendiente.

3.3. Caracterización del proceso Fleming-Viot.

Los modelos presentados en la sección anterior se pueden extender, de

manera natural, al caso en que E es infinito pero numerable. Sin embargo,

los fenómenos poblacionales estudiados pueden ser muy complejos, de forma

que aún dichas extensiones no bastan. Existen diversas razones por las cuales

se requiere un modelo para poblaciones con espacio de tipos E no numerable.

Algunas de ellas son:
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(a) La caracteŕıstica o caracteŕısticas que definen el tipo de un individuo

pueden ser variables cuantitativas en un espacio continuo, requiriéndose

un espacio de tipos no numerable. En este caso, se puede utilizar el lla-

mado modelo de mutación por pasos con espacio de estados continuo.

(b) Supóngase que se desea modelar una población en la que cada indi-

viduo del tipo x, independientemente de los demás, muta es decir, es

sustituido por un nuevo individuo cada cierto tiempo, de acuerdo con

una distribución exponencial con parámetro 1

2
θ. El tipo del individuo

que resulta de la mutación está distribuido de acuerdo a una función

de transición a un paso P (x, dξ). El supuesto básico del modelo es que

cada mutante pertenece a un tipo nuevo, por lo que P (x, · ) debe ser
no atómica para cualquier x ∈ E y consecuentemente E debe ser no

numerable. A un modelo de este tipo se le llama modelo de mutación

neutral para alelos infinitos.

(c) Supóngase que se desea estudiar la descendencia de cada individuo en

una población. Por ejemplo, se puede utilizar el intervalo [0, 1] para

representar el conjunto de posiciones en un cromosoma y se dice que

un individuo es del tipo x = (x0, x1, . . .) ∈ E = [0, 1]Z+ si x0, x1, . . .

es la sucesión de posiciones en las que han ocurrido mutaciones en

la descendencia del individuo. Incluso si [0, 1] fuera sustituido por un

conjunto finito con al menos dos elementos, el conjunto E seguiŕıa sien-

do no numerable. Para este tipo de análisis se ha utilizado el llamado

modelo de mutación para sitios infinitos sin recombinación.

La extensión de los modelos aqúı presentados al caso en que E es no

numerable es un problema complejo. La propuesta de Fleming y Viot [FV79]

consiste en definir un proceso de Markov con espacio de estados P(E), el

espacio de medidas de probabilidad sobre (E,B(E)), dotado con la topoloǵıa

de convergencia débil. Dicha definición se hace a través de su generador y

su existencia se prueba mostrando la existencia y unicidad de la solución al

problema de martingala correspondiente.

En su forma general, el proceso Fleming-Viot se describe en términos de

un generador L sobre B(P(E)) dado por
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Lϕ(µ) =
1

2

∫

E

∫

E

µ(dx)(δx(dy)− µ(dy))
∂2ϕ(µ)

∂µ(x)∂µ(y)

+

∫

E

µ(dx)A

(

∂ϕ(µ)

∂µ(· )

)

(x)

+

∫

E

∫

E

µ(dx)µ(dy)B

(

∂ϕ(µ)

∂µ(· )

)

(x, y)

+

∫

E

∫

E

µ(dx)µ(dy)(σ(x, y)− 〈σ, µ2〉)
∂ϕ(µ)

∂µ(x)
, (3.17)

donde (E, r) es un espacio métrico compacto, llamado el espacio de tipos,

P(E) es el espacio de medidas de probabilidad sobre E dotado con la

topoloǵıa de convergencia débil, A es el generador de un semigrupo de Feller

sobre B(E), llamado el operador de mutación, B es un operador sobre B(E2)

(posiblemente no acotado) llamado operador de recombinación con intensi-

dad de recombinación α ≥ 0, definido por

Bg(x, y) = α

∫

E

(g(x′)− g(x))R((x, y), dx′), (3.18)

R es una función de transición a un paso sobre E2 ×B(E), σ ∈ Bs(E
2) es

una función acotada y simétrica llamada función de intensidad de selección

y el operador
∂ϕ(µ)

∂µ(·) se define como

∂ϕ(µ)

∂µ(x)
= ĺımǫ→0+

ϕ(µ+ ǫδx)− ϕ(µ)

ǫ
. (3.19)

El dominio D(L) se define como el conjunto de funciones ϕ ∈ B(P(E)) de

la forma

ϕ(µ) = F (〈f1, µ〉, . . . , 〈fk, µ〉) := F (〈f , µ〉), (3.20)

donde k ≥ 1, fi ∈ D(A) para cada i = 1, . . . , k y F ∈ C 2(Rk). Para este

tipo de funciones, la expresión para L se reduce a

Lϕ(µ) =
1

2

k
∑

i,j=1

(〈fifj , µ〉 − 〈fi, µ〉〈fj , µ〉)Fzizj
(〈f , µ〉)

+

k
∑

i=1

(

〈Afi, µ〉+ 〈Bfi, µ
2〉
)

Fzi
(〈f , µ〉)

+

k
∑

i=1

(

〈(fi ◦ π), µ2〉 − 〈fi, µ〉〈σ, µ2〉
)

Fzi
(〈f , µ〉). (3.21)
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Teorema 3.3.1. Sea E localmente compacto y supóngase que la cerradura

de A genera un semigrupo de Feller sobre C̄ (E). Entonces el problema de

martingala para L, con distribución inicial dada, tiene solución única. Si

además B ≡ 0, entonces el problema de martingala para L en CP(E)[0,∞)

está bien planteado.

Sea {ν
(M)
τ , τ ∈ Z+}M≥1 una sucesión de modelos de Wright-Fisher co-

mo los descritos en la sección 3.2.2. Bajo ciertas condiciones sobre E y las

sucesiones {wM}, {RM}, {QM}, y asumiendo convergencia débil de las dis-
tribuciones iniciales, se puede demostrar ([EK93]) que

{ν
(M)

[Mt]
, t ≥ 0} −→ {µt, t ≥ 0} cuando M →∞, (3.22)

donde {µt, t ≥ 0} es un proceso Fleming-Viot.

3.4. Modelo de mutación neutral.

Un importante caso particular del proceso Fleming-Viot se obtiene cuan-

do (E, r) es un espacio métrico compacto, el generador L es de la forma

(Lϕ)(µ) =
1

2

∫

E

∫

E

µ(dx)(δx(dy)− µ(dy))
δ2ϕ(µ)

δµ(x)δµ(y)

+

∫

E

µ(dx)A

(

δϕ(µ)

δµ(· )

)

(x) (3.23)

y el operador de mutación A está dado por

Af(x) =
1

2
θ

∫

E

(f(ξ)− f(x))P (x, dξ), (3.24)

donde θ > 0 y P (x, dξ) es una función de transición a un paso sobreE×B(E)

tal que

P (x, {ξ}) = 0, x, ξ ∈ E. (3.25)

El proceso Fleming-Viot resultante se conoce como modelo de mutación

neutral para alelos infinitos. La interpretación corresponde a una población

en la cual ocurren mutaciones con una tasa 1

2
θ. La función P (x, · ) es la

distribución del tipo de alelo que resulta de la mutación de un individuo de

tipo x y la condición (3.25) modela el supuesto básico según el cual cada

mutante pertenece a un nuevo tipo, no presente en la población al momento

de la mutación.
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Aunque algunos de los resultados presentados a continuación son válidos

para esta clase de modelos o incluso para versiones más generales del proceso

Fleming-Viot, por simplicidad, en adelante se hablará siempre de un caso

particular del modelo de mutación neutral para alelos infinitos, dado por

Af(x) =
1

2
θ

∫

E

(f(ξ)− f(x))ν0(dξ), (3.26)

donde θ > 0 y ν0 ∈ P(E). En el resto de este trabajo, se usará el término

modelo de mutación neutral para referirse a este proceso. En este caso, se

supone que la distribución del tipo de alelo que resulta de la mutación de

un individuo de tipo x no depende de x, de modo que P (x, · ) ≡ ν0(· ) para
toda x ∈ E.

Si se supone que E es finito, es posible identificar el espacio de estados

en que toma valores el proceso con el espacio

∆E :=

{

(pi)i∈E ∈ [0, 1]
E :
∑

i∈E

pi = 1

}

, (3.27)

donde pi se puede interpretar como la proporción de la población que per-

tenece al tipo i ∈ E. Si además el soporte de ν0 es todo E, el generador del

proceso Fleming-Viot de mutación neutral es

L =
1

2

∑

i,j∈E

pi(δij − pi)
∂2

∂pi∂pj

+
∑

j∈E

(

∑

i∈E

qijpi

)

∂

∂pj

, (3.28)

donde Q := (qij)i,j∈E es la matriz infinitesimal de transiciones para un

proceso de Markov en E y para cada i, j ∈ E, i 6= j,

qij =
1

2
θj ≡

1

2
θν0({j}) > 0 (3.29)

se interpreta como la intensidad de mutación del tipo i al tipo j. En este

caso, el proceso tiene una única distribución estacionaria Π ∈ P(∆E), que

coincide con la distribución Dirichlet con parámetro (θi)i∈E , cuya densidad

es (|E| − 1)-dimensional y proporcional a
∏

i∈E
pθi−1

i
.

Ethier y Kurtz [EK86] generalizaron este resultado para E no numer-

able, determinando la distribución estacionaria para el modelo de mutación

neutral.

Teorema 3.4.1. El proceso Fleming-Viot con espacio de tipos E y operador

de mutación A definido por la ecuación (3.26), con θ > 0 y ν0 ∈P(E), tiene
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una distribución estacionaria única, Π(· |θ, ν0) ∈P(P(E)) dada por

Π(dµ|θ, ν0) = P

[

∞
∑

i=1

ρiδξi
∈ dµ

]

, (3.30)

donde {ρi}i≥1 tiene la distribución Poisson-Dirichlet con parámetro θ y

{ξi}i≥1 son iid con distribución ν0 e independientes de {ρi}i≥1.

Esto es equivalente a afirmar que el modelo de mutación neutral tiene

una distribución estacionaria única, Π(· |θ, ν0) = D(· |θν0) (recuérdese el

teorema 2.2.4). Además, el modelo de mutación neutral es un proceso de

Markov reversible en el tiempo.

Teorema 3.4.2. El proceso Fleming-Viot del teorema 3.4.1 es reversible

con respecto a Π(· |θ, ν0). Es decir, si {µt}t∈R es un proceso Fleming-Viot

estacionario de mutación neutral, entonces

{µt}t∈R

D
= {µ−t}t∈R (3.31)

Finalmente, existe una forma expĺıcita para la función de transición de

este proceso, calculada por Ethier y Griffiths [EG93].

Teorema 3.4.3. El proceso Fleming-Viot con espacio de estados E y ope-

rador de mutación A definido por la ecuación (3.26) tiene función de tran-

siciones P (t, µ, dν) para t > 0 y µ ∈P(E) dada por

P (t, µ, dν) =

n
∑

i=1

dθ

n(t)

∫

En

Π

(

dν|θν0 +

n
∑

i=1

δXi

)

µ(dX1) . . . µ(dXn),

(3.32)

donde dθ
n(t) = P [Dt = n], n ≥ 0 son las probabilidades correspondientes al

proceso de muerte puro presentado en la sección 1.2.4.

En particular, este teorema muestra que, para t > 0 y µ ∈ P(E),

P (t, µ, · ) es una mezcla de procesos Dirichlet.



Caṕıtulo 4

Fleming-Viot v́ıa urnas.

En el caṕıtulo anterior se presentó la definición del proceso Fleming-Viot

a partir de su generador. Aún el modelo de mutación neutral, su forma más

sencilla, es un proceso complejo que toma valores en un espacio muy grande.

El estudio de sus propiedades resulta complicado y los resultados de Ethier y

Kurtz [EK93] para la distribución estacionaria y de Ethier y Griffiths [EG93]

para la función de transición, se basan en un extenso conocimiento de la

teoŕıa de procesos de Markov y el desarrollo de resultados intermedios. Las

propiedades adicionales necesarias para realizar inferencia estad́ıstica a par-

tir de este modelo, resultan igualmente dif́ıciles de analizar.

Walker, Hatjispyros y Nicoleris [WHN07] proponen una construcción al-

ternativa para el proceso Fleming-Viot de mutación neutral, basada en el

método presentado en la sección 1.4.2 para la definición de procesos de

Markov a tiempo continuo a través de procesos latentes. Dicha construcción

será desarrollada en el presente caṕıtulo.

Se presenta primero la base para la construcción de un proceso a tiempo

discreto {µk}k≥0 con valores en P(E), el espacio de medidas de probabili-

dad sobre un espacio métrico, completo y separable, E. Para ello se utiliza

un proceso latente {Xn

k
}k≥0 con valores en En, donde X

n

k
puede interpretarse

como una muestra de tamaño n de la distribución µk. Esta muestra se uti-

liza para definir la transición de µk−1 a µk. Posteriormente, para construir

el proceso a tiempo continuo {µt}t≥0, se aleatoriza el tamaño de muestra

ηt utilizado para la transición de µs a µs+t, introduciendo la dependencia

del tiempo a través de una densidad pt(n) := P [ηt = n]. Finalmente, se es-

tablece las condiciones para que el proceso {µt}t≥0 construido satisfaga las

ecuaciones de Chapman-Kolmogorov. Gracias a la representación del proce-

so Dirichlet en términos de un modelo de urnas, se muestra que para ello



60 Fleming-Viot v́ıa urnas.

basta fijar una condición sobre la densidad pt(n). Se demuestra después que,

en el caso particular en que pt(n) = dθ
n(t) (las probabilidades asociadas al

proceso de muerte definido en la sección 1.2.4), se satisface dicha condición

y se obtiene el proceso Fleming-Viot de mutación neutral.

4.1. Proceso de part́ıculas intercambiables.

Considérese el siguiente modelo no paramétrico, tal como se describe en

la sección 1.3:

Xk|µ
iid
∼ µ, k ≥ 1 (4.1)

µ ∼ D(· |θν0), (4.2)

donde {Xk}k≥1 es un proceso estocástico a tiempo discreto con valores en

un espacio E métrico, completo y separable; ν0 ∈ P(E) es no atómica,

θ > 0 y D(· |θν0) denota al proceso Dirichlet, definido en la sección 2.2.

Sea X
n := (X1, . . . , Xn), con n ≥ 0 fija. El lema 2.2.8 establece que la

distribución condicional de µ dado X
n es de la forma

P [µ ∈ · |Xn] = D(· |θν0 +

n
∑

i=1

δXi
). (4.3)

Las Xi’s son condicionalmente independientes e idénticamente distribuidas

dada µ ∈P(E). Por lo tanto, existe una distribución conjunta para (Xn, µ),

definida sobre E ×P(E) como,

P [dX
n, dµ] = P [dX1, . . . , dXn, dµ] = D(dµ|θν0)

n
∏

i=1

µ(dXi). (4.4)

Con base en lo anterior, se puede aplicar el método presentado en la

sección 1.4 para la construcción de un proceso de Markov a tiempo discreto,

{µk}k≥0 con valores en el espacio de medidas P(E), a través de un proceso

latente {Xn

k
}k≥0 con valores en En. Para ello, se parte de las distribuciones

condicionales

µ|Xn ∼ D(dµ|θν0 +

n
∑

i=1

δXi
) =: Π(dµ|Xn, n), (4.5)

X
n|µ ∼

n
∏

i=1

µ(Xi) =: P (Xn|n, µ), (4.6)
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donde la sustitución de dX
n por X

n se justifica porque µ, al provenir de un

proceso Dirichlet, es discreta casi seguramente (lema 2.2.7).

Se define aśı, para cada medida inicial µ0 ∈P(E), una cadena de Markov

reversible {µk}k≥0 con función de transición a un paso,

P (µ, B) =

∫

En

Π(B|Xn, n) P (Xn|n, µ)

=

∫

En

D(B|θν0 +

n
∑

i=1

δXi
) µ(X1) . . . µ(Xn), (4.7)

definida para µ ∈ P(E) y B ∈ B(P(E)). Aqúı, B(P(E)) se refiere a los

borelianos de P(E), con la topoloǵıa de convergencia débil (sección 1.1.1).

Además, la cadena es estacionaria desde su inicio, con distribución esta-

cionaria,

Π(dµ) =

∫

En

P (Xn, dµ) = D(dµ|θν0)

n
∏

i=1

[
∫

E

µ(dXi)

]

= D(dµ|θν0), (4.8)

es decir, la distribución estacionaria coincide con la marginal para µ, corres-

pondiente a la distribución conjunta (4.4).

Siguiendo el razonamiento de Mena y Walker [MW07], presentado en la

sección 1.4.2, se observa que la relación entre µk y µk−1 depende del valor de

n. Por ejemplo, para valores de n pequeños, es probable que µ1 sea cercana

a ν0. Conforme n crece, el parámetro del proceso Dirichlet acumula masa en

X
n
0

o más espećıficamente, en la distribución emṕırica correspondiente a una

muestra de tamaño n de µ0, de modo que µ1 resulta con mayor probabilidad,

cercana a µ0. Por lo tanto, para llevar el proceso a tiempo continuo, resulta

natural imponer una dependencia con respecto al tiempo sobre n.

Para aclarar esta idea, considérese que se desea ampliar el modelo definido

por las distribuciones condicionales (4.5) y (4.6) para construir un proceso a

tiempo continuo {µt}t≥0. La ampliación se dará a través del parámetro n, el

número de observaciones independientes e idénticamente distribuidas de la

medida µ que determinan el parámetro del proceso Dirichlet en la función de

transición a un paso (4.7). Para el proceso a tiempo continuo, la función de

transición P (t, µ,B) (que se dará en forma expĺıcita más adelante) depen-

derá también de un tamaño de muestra, esta vez variable y dependiente de

t, que se denotará por ηt. Para dar mayor flexibilidad al modelo, en lugar de

imponer una relación funcional determinista del tipo ηt = φ(t), se introduce

una relación a nivel distribucional.
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Denótese por pt(n) := P [ηt = n] a la probabilidad de utilizar n observa-

ciones para definir una transición en un periodo de tiempo t ≥ 0 (la transi-

ción del tiempo s al tiempo t + s para cualquier s ≥ 0), con
∑∞

n=1
pt(n) = 1

para todo t ≥ 0. Entonces, se puede definir un proceso a tiempo continuo a

partir de las condicionales,

µ|Xn, n ∼ D(dµ|θν0 +

n
∑

i=1

δXi
) =: Π(dµ|Xn, n) (4.9)

X
n|µ, n ∼

n
∏

i=1

µ(Xi) =: P (Xn|n, µ) (4.10)

ηt|µ, Xn ∼ pt(· ), (4.11)

donde la notación pone en evidencia que la dependencia con respecto al tiem-

po se establece únicamente a través de ηt, por lo que el proceso construido

será homogéneo en el tiempo.

Más espećıficamente, se puede aplicar la idea sugerida por el método de

muestreo de Gibbs, como en la sección 1.4, para construir un proceso en

tiempo continuo {µt}t≥0 de la siguiente forma:

0. Inicialización.

Se parte de una medida inicial no atómica, µ0 ∈P(E).

1. Transición.

La transición de µs a µt+s para cada t, s ≥ 0 se lleva a cabo en dos

pasos:

(a) Se obtiene ηt = η(t+s)−s con distribución

P [ηt = n] = pt(n). (4.12)

(b) Se genera X
ηt := X

ηt(t + s) con distribución condicional

P (Xηt |ηt, µs) =

ηt
∏

i=1

µs(Xi). (4.13)

Finalmente, µt+s se genera a partir de la distribución condicional

Π(dµt+s|X
ηt , ηt) = D(dµt+s|θν0 +

ηt
∑

i=1

δXi
). (4.14)
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De este modo se construye simultáneamente dos procesos: el proceso de

medidas {µt}t≥0 con valores en P(E) y un proceso latente de observaciones

{XMt(t)}t≥0, con valores en {En : n = 0, 1, 2, . . .}, donde Mt denota el

número (aleatorio) de elementos en la muestra al tiempo t. (Nótese que {Mt}
es, a su vez, un proceso de Markov con espacio de estados {0, 1, 2, . . .}).

La función de transición para el proceso {µt}t≥0 es

P (t, µ,B) =

∞
∑

n=0

pt(n)

∫

En

Π(B|Xn, n) P (dX
n|n, µ)

=

∞
∑

n=0

pt(n)

∫

En

D(B|θν0 +

n
∑

i=1

δXi
) µ(dX1) . . . µ(dXn), (4.15)

para µ ∈P(E) y B ∈ B(P(E)).

Si E es un espacio métrico completo y separable, entonces P(E), con

la topoloǵıa de convergencia débil también lo es (sección 1.1.1). De mo-

do que para garantizar la existencia de un proceso de Markov homogéneo

en el tiempo {µt}t≥0, con función de transición (4.15), basta verificar las

ecuaciones de Chapman-Kolmogorov. Para hacer esto de manera directa,

seŕıa necesario definir una medida sobre P(E) (equivalente a la medida de

Lebesgue en el caso en que el proceso toma valores en R
d, como se indicó en

la sección 1.2.2) e integrar con respecto a ella. Este es un problema complejo

que se puede simplificar gracias a la estructura de construcción a través del

proceso latente de observaciones {XMt(t)}t≥0. La clave, como se verá en la

siguiente sección, es que la dependencia con respecto al tiempo en la función

de transición P (t+s, µ0, dµt+s) se establece únicamente a través del número

de observaciones iid de µ0 involucradas en la distribución condicional para

µt+s, en la igualdad (4.14).

4.2. Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov.

Sea δµ0
la medida de probabilidad sobre (P(E), B(P(E))) que acumula

toda su masa sobre una medida µ0 ∈P(E). Recordemos de la sección 1.2.2

que, si la expresión (4.15) define una función de transición homogénea en

el tiempo, entonces δµ0
y P (t, µ, dν) definen un proceso de Markov {µt}t≥0

con valores en P(E). Debido a la definición de P (t, µ,B), en términos de

la distribución conjunta de (µt, X
ηt , ηt), para garantizar que es una fun-

ción de transición homogénea en el tiempo, basta verificar las ecuaciones de
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Chapman-Kolmogorov,

P (t + s, µ0, B) =

∫

P(E)

P (t, µs, B) P (s, µ0, dµs) (4.16)

para cualesquiera B ∈ B(P(E)) y t, s ≥ 0. Por lo tanto, con el fin de estable-

cer las condiciones para la existencia del proceso {µt}t≥0, se analizará estas

ecuaciones a través del proceso latente.

Partiendo directamente de la definición (4.15), el lado izquierdo de la

igualdad (4.16) se puede escribir como

∞
∑

r=0

P [ηt+s = r]

∫

Er

Π(B|Xr, r) P (dX
r|r, µ0) =

∞
∑

r=0

pt+s(r)

∫

Er

D(B|θν0 +

r
∑

j=1

δXi
) µ0(dX1) . . . µ0(dXr). (4.17)

Haciendo la misma sustitución para las funciones de transición, el lado

derecho se puede escribir como

∫

P(E)

[

∞
∑

m=0

pt(m)

∫

Em

Π(B|Ym, m) P (dY
m|m, µs)

]

×

[

∞
∑

n=0

ps(n)

∫

En

Π(dµs|X
n, n) P (dX

n|n, µ0)

]

, (4.18)

donde Y
m := (Y1, . . . , Ym) tiene un papel análogo al de X

n. Reordenando

términos, esto es igual a

∞
∑

m=0

∞
∑

n=0

pt(m)ps(n)

∫

Em

∫

En

Π(B|Ym, m) P (dX
n|n, µ0)

×

[

∫

P(E)

P (dY
m|m, µs) Π(dµs|X

n, n)

]

. (4.19)

Por el lema 2.2.9, la última integral es igual a

P (dY
m|m, Xn, n) =

m
∏

j=1

(

θν0 +
∑

n

i=1
δXi

+
∑

j−1

k=1
δYk

θ + n + j − 1

)

. (4.20)
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Por lo tanto el lado derecho de (4.16) se puede reescribir como

∞
∑

m=0

∞
∑

n=0

pt(m)ps(n)

∫

Em

∫

En

Π(B|Ym, m) P (dY
m|m, Xn, n) P (dX

n|n, µ0).

(4.21)

Para proseguir a partir de este punto, es conveniente analizar la in-

terpretación de las últimas dos expresiones e introducir algo de notación.

Supóngase que, partiendo de µ0 y para ηs = Ms = n, se genera una mues-

tra X
n := X

n(s), con Xi

iid
∼ µ0. Después, para ηt = Mt+s = m, se genera

el vector de observaciones Y
m = X

m(t + s), no como observaciones iid con

distribución µs, sino directamente de la urna de Pólya generalizada:

Y1 ∼
θν +

∑

n

i=1
δXi

θ + n
(4.22)

y para j = 2, . . . ,m,

Yj ∼
θν +

∑

n

i=1
δXi

+
∑

j−1

i=1
δYi

θ + n + j − 1
. (4.23)

Siguiendo la notación de la sección 2.1, denótese por (Y ∗
1
, . . . , Y ∗

k
) a los

valores únicos de Y
m. Entonces, para cada j = 1, . . . , k, se tiene que Y ∗

j
∈

{X1, . . . , Xn} o Y ∗
j
∼ ν0. Por lo tanto, habrá un número r de observaciones

Y ∗
j

que coinciden con alguna Xi, para alguna 0 ≤ r ≤ mı́n{n, m}.
Denótese en general por Rt+s al número de observaciones únicas de

X
Mt+s(t + s) que coinciden con alguna observación de X

Ms(s). Entonces,

la distribución (4.20) se puede escribir, condicionando sobre Rt+s, como

P (dY
m|m, Xn, n) =

∞
∑

r=0

P (dY
m|m, Xn, n, r)P [Rt+s = r|n, m]. (4.24)

Sustituyendo en la expresión (4.21) e invirtiendo el orden de las sumas, se

obtiene

∞
∑

r=0

∞
∑

m=r

∞
∑

n=r

pt(m) ps(n) P [Rt+s = r|n, m]

×

∫

Em

Π(B|Ym, m)

∫

En

P (dY
m|m, Xn, n, r) P (dX

n|n, µ0). (4.25)

Aplicando el resultado del lema 2.2.12, para resolver la integral interna, la

integral externa se convierte en

∫

Em

D(B|θν0 +

m
∑

j=1

δYj
) µ0(dY1) . . . µ0(dYr) ν(dYr+1) . . . , ν(dYm), (4.26)



66 Fleming-Viot v́ıa urnas.

donde ν ∼ D(· |θν0 +
∑

r

j=1
δYj

). Por el lema 2.2.8,

∫

Em−r

D(B|θν0 +

r
∑

j=1

δYj
+

m−r
∑

j=1

δYj
) ν(dYr+1) . . . , ν(dYm)

= D(B|θν0 +

r
∑

j=1

δYj
). (4.27)

Aśı, la expresión (4.25) es igual a

∞
∑

r=0

∞
∑

m=r

∞
∑

n=r

pt(m) ps(n) P [Rt+s = r|n, m]

∫

Er

Π(B|Yr, r) P (dY
r|r, µ0).

(4.28)

Comparando con la ecuación (4.17), se observa que una condición suficiente

para que las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov para el proceso {µt}t≥0

se satisfagan es:

pt+s(r) =

∞
∑

n=r

∞
∑

m=r

P [Rt+s = r |ηs = n, ηt = m] pt(m) ps(n). (4.29)

Finalmente, sustituyendo el resultado del teorema 2.2.10, se concluye que las

ecuaciones de Chapman-Kolmogorov para el proceso {µt}t≥0 se satisfacen si

para toda t, s > 0 y r ∈ {0, 1, 2, . . .},

pt+s(r) =

∞
∑

n=r

∞
∑

m=r

r!

(

n

r

)(

m

r

)

(θ)n↑(θ)m↑

(θ)n+m↑(θ)r↑
ps(m) pt(n). (4.30)

4.3. Modelo de mutación neutral.

Recuérdese el proceso de muerte puro {Dt}t≥0 presentado en la sec-

ción 1.2.4. En el caṕıtulo 3 se mencionó la relación entre este proceso y la

función de transición de un caso particular del proceso Fleming-Viot, llama-

do modelo de mutación neutral. Dicha relación se establece a través de las

probabilidades dθ
n(t) := P [Dt = n], dadas por

dθ

n(t) =







1−
∑∞

m=1
(−1)m−1(θ)m−1↑m!−1γm,t,θ si n = 0,

∑∞
m=n

(−1)m−n
(

m

n

)

(θ + n)m−1↑m!−1γm,t,θ si n > 0,

donde

γm,t,θ = (2m− 1 + θ)e−λmt
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y λm = 1

2
m(m + θ− 1), m ≥ 0 son las tasas de muerte del proceso {Dt}t≥0.

Se probará que {pt(n) = dθ
n(t) : n ∈ {0, 1, 2, . . .}, t ≥ 0} es una solución

para la ecuación (4.30). De ello se sigue que, haciendo pt(n) = dθ
n(t) en

la expresión (4.11), se construye un proceso de Markov a tiempo continuo

{µt}t≥0 con función de transición

P (t, µ,B) =

∞
∑

n=0

dθ

n(t)

∫

En

D(B|θν0 +
∑

i=1n

δXi
) µ(dX1) . . . µ(dXn). (4.31)

Esta es exactamente igual a la función de transición (3.32), de modo que en

este caso, el proceso{µt}t≥0 construido coincide con el proceso Fleming-Viot

de mutación neutral.

Antes de proceder a la demostración, es conveniente presentar algunos

resultados.

Lema 4.3.1. Para toda φ > 0, k ≥ 1 y r ∈ {1, . . . , k} se tiene que

k
∑

l=0

(−1)k−l

(

k

l

)

(φ + l)k−r↑ = 0 (4.32)

Demostración. Se probará el resultado por inducción. Por claridad, se usa-

rá la notación

f(k, r) :=

k
∑

l=0

(−1)k−l

(

k

l

)

(φ + l)k−r↑,

para k ≥ 1 y r ∈ {1, . . . , k}. Entonces, f(2, 1) = φ− 2(φ + 1) + (φ + 2) = 0.

Además, como (a)0↑ = 1 para cualquier a ∈ R, usando el desarrollo del

binomio de Newton, se tiene que para cualquier k ≥ 1

f(k, k) =

k
∑

l=0

(−1)k−1

(

k

l

)

= (−1 + 1)k = 0.

Ahora, supóngase que f(k, r) = 0 para cualesquiera r ∈ {1, . . . , k} y
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1 ≤ k < K y que f(K, r) = 0 para r ∈ {R, . . . , K} con R > 1. Entonces

f(K, R− 1) =

K
∑

l=0

(−1)K−l

(

K

l

)

(φ + l)K−R+1↑ =

K
∑

l=0

(−1)K−l

(

K

l

)

(φ + l)(φ + l + 1)K−R↑ =

φ

K
∑

l=0

(−1)K−l

(

K

l

)

(φ + l + 1)K−R↑

+ K

K
∑

l=1

(−1)K−l

(

K − 1

K − l

)

(φ + l + 1)K−R↑ =

φ f(K, R) + K

K
∑

l=1

(−1)K−l

(

K − 1

l − 1

)

(φ + l + 1)K−1−R+1↑ =

φ f(K, R) + K f(K − 1, R− 1) = 0.

Lema 4.3.2. Para cualesquiera s > 0, θ > 0 y n ∈ {0, 1, 2, . . .},

∞
∑

m=n

(m)n↓

(θ + m)n↑
dθ

m(s) = e−λns (4.33)

Demostración. Obsérvese primero que

(m)0↓

(θ + m)0↑
dθ

m(s) = e−λns = 1.

Como λ0 = 0,
∞

∑

m=0

dθ

0(s) = 1 = e−λ0s.

Ahora, para n ≥ 1, sustituyendo el valor de dθ
m(s) en el lado izquierdo

de la igualdad (4.33) se obtiene

∞
∑

m=n

(m)n↓

(θ + m)n↑

∞
∑

k=m

(−1)k−m

(

k

m

)

(θ + m)k−1↑k!−1γk,s,θ,
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que intercambiando el orden de las sumas, es igual a

∞
∑

k=n

k
∑

m=n

(m)n↓

(θ + m)n↑
(−1)k−m

(

k

m

)

(θ + m)k−1↑k!−1γk,s,θ =

∞
∑

k=n+1

k
∑

m=n

(m)n↓

(θ + m)n↑
(−1)k−m

(

k

m

)

(θ + m)k−1↑k!−1γk,s,θ

+
(n)n↓γn,s,θ

n!(θ + 2n− 1)
.

Recuérdese que γn,s,θ = (2n− 1 + θ)eλnt, de modo que

(n)n↓γn,s,θ

n!(θ + 2n− 1)
= e−λns.

Observando que para toda k > n

(m)n↓k!−1

(

k

m

)

=
1

(k − n)!

(

k − n

m− n

)

,

(θ + m)k−1↑

(θ + m)n↑
= (θ + m + n)k−n−1↑,

el resto de la suma se puede escribir como

∞
∑

k=n+1

γk,s,θ

(k − n)!

k
∑

m=n

(−1)k−m

(

k − n

m− n

)

(θ + m + n)k−n−1↑ =

∞
∑

k=n+1

γk,s,θ

(k − n)!

k−n
∑

l=0

(−1)k−l−n

(

k − n

l

)

(θ + l + 2n)k−n−1↑ =

∞
∑

k=n+1

γk,s,θ

(k − n)!

k
∑

l=0

(−1)k−l

(

k

l

)

(θ + 2n + l)k−1↑ = 0,

donde la última igualdad se obtiene aplicando el lema 4.3.1.

Lema 4.3.3. Para cualesquiera s > 0, θ > 0 y n ∈ {1, 2, . . .},

∞
∑

m=n−1

(m)n−1↓

(θ + m)n↑
dθ

m(s) =
1

2

1

λn − λn−1

(e−λn−1s − eλns). (4.34)
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Demostración. Obsérvese que, para n = 1, el lado derecho de esta igualdad

es
1

2

1

λ1 − λ0

(e−λ0s − eλ1s) =
1

θ
(1− eλ1s),

y el lado izquierdo,

∞
∑

m=0

1

θ + m
dθ

m(s) =
1

θ
dθ

0(s) +

∞
∑

m=1

1

θ + m
dθ

m(s) =

1

θ

(

1−

∞
∑

m=1

dθ

m(s)

)

+

∞
∑

m=1

1

θ + m
dθ

m(s) =
1

θ

(

1−

∞
∑

m=1

m

θ + m
dθ

m(s)

)

.

Además, por el lema 4.3.2,

∞
∑

m=1

m

θ + m
dθ

m(s) =

∞
∑

m=1

(m)1↓

(θ + m)1↑
dθ

m(s) = e−λ1s

Ahora, para n ≥ 2, sustituyendo el valor de dθ
m(s) en el lado izquierdo de la

igualdad (4.34) que se desea demostrar, se obtiene

∞
∑

m=n−1

(m)n−1↓

(θ + m)n↑

∞
∑

k=m

(−1)k−m

(

k

m

)

(θ + m)k−1↑k!−1γk,s,θ =

∞
∑

k=n−1

k!−1γk,s,θ

k
∑

m=n−1

(−1)k−m

(

k

m

)

(m)n−1↓
(θ + m)k−1↑

(θ + m)n↑
=

γn−1,s,θ

(n− 1)!
(n− 1)n−1↓

(θ + n− 1)n−2↑

(θ + n− 1)n↑

+
γn,s,θ

n!

[

(n)n−1↓
(θ + n)n−1↑

(θ + n)n↑
− n(n− 1)n−1↓

(θ + n− 1)n−1↑

(θ + n− 1)n↑

]

+

∞
∑

k=n+1

k!−1γk,s,θ

k
∑

m=n−1

(−1)k−m

(

k

m

)

(m)n−1↓
(θ + m)k−1↑

(θ + m)n↑
.

Observando que 2λn−λn−1 = [n(n−1+θ)−(n−1)(n+θ)] = 2n+θ−2,

el primer sumando es igual a

(2n + θ − 3)eλn−1s(n− 1)!

(n− 1)!(θ + 2n− 3)(θ + 2n− 2)
=

eλn−1s

2(λn − λn−1)
,

y el segundo sumando igual a

(2n + θ − 1)eλns

n!

[

n!

(θ + 2n− 1)
−

n!

(θ + 2n− 2)

]

= −
eλns

2(λn − λn−1)
.
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Finalmente, aplicando el lema 4.3.1, el resto de la suma se anula, pues

k
∑

m=n−1

(−1)k−m

(

k

m

)

(m)n−1↓
(θ + m)k−1↑

(θ + m)n↑
=

k−n+1
∑

l=0

(−1)k−l−n+1

(

k

l + n− 1

)

(l + n− 1)n−1↓
(θ + l − n + 1)k−1↑

(θ + l − n + 1)n↑
=

k
∑

l=0

(−1)k−l

(

k + n− 1

l + n− 1

)

(l + n− 1)n−1↓(θ + l + 1)k−2↑ =

(k + n− 1)!

k!

k
∑

l=0

(−1)k−l

(

k

l

)

(θ + 1 + l)k−2↑ = 0.

Recuérdese ahora la ecuación (4.29):

pt+s(r) =

∞
∑

n=r

∞
∑

m=r

P [Rt+s = r|ηs = n, ηt = m]pt(m)ps(n).

En ella, Rt+s representa el número de observaciones independientes e idénti-

camente distribuidas de µ0 (en el proceso de part́ıculas) y ηs representa el

mismo tamaño de muestra pero al tiempo s. Por lo tanto, se puede reinter-

pretar la ecuación en términos del proceso {Rt}t≥0 como

P [Rt+s = r] =

∞
∑

n=r

P [Rt+s = r|Rs = n]P [Rs = n]. (4.35)

Equivalentemente, se puede partir de la ecuación (4.30) y observar que la

distribución condicional está dada por

P [Rt+s = r|Rs = n] =

∞
∑

m=r

r!

(

n

r

)(

m

r

)

(θ)n↑(θ)m↑

(θ)n+m↑(θ)r↑
P [Rt = m]. (4.36)

Haciendo P [Rt = m] = dθ
m(t) y aplicando el lema 4.3.2,

P [Rt+s = n|Rs = n] =

∞
∑

m=n

n!

(

m

n

)

(θ)m↑

(θ)n+m↑
dθ

m(t) =

∞
∑

m=n

(m)n↓

(θ + m)n↑
dθ

m(t) = e−λnt = 1− λnt + o(t). (4.37)
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Del mismo modo, aplicando el lema 4.3.3,

P [Rt+s = n− 1|Rs = n] =

∞
∑

m=n−1

n(n− 1)!

(

m

n− 1

)

(θ)m↑(θ + n− 1)

(θ)n+m↑
dθ

m(t) =

n(n + θ − 1)

∞
∑

m=n−1

(m)n−1↓

(θ + m)n↑
dθ

m(t) =

λn

λn − λn−1

(e−λn−1t − e−λnt) = λnt + o(t). (4.38)

Finalmente,

P [Rt+s ≤ n− 2|Rs = n] =

1− P [Rt+s = n|Rs = n]− P [Rt+s = n− 1|Rs = n] = o(t). (4.39)

Por lo tanto, el generador infinitesimal para el proceso {Rt}t≥0 es

ĺımt→0

P [Rt+s = r|Rs = n]− δn(r)

t
=







−λn si r = n

λn si r = n− 1

0 si r ≤ n− 2

.

En la sección 1.2.4 se estableció que este es el generador del proceso de

muerte {Dt}t≥0, de modo que en el caso en que P [Rt = m] = dθ
m(t), el

proceso {Rt}t≥0 está bien definido y coincide con el proceso de muerte, el

cual satisface la condición de Chapman-Kolmogorov,

dθ

t+s(r) =

∞
∑

n=r

P [Dt+s = r|Ds = n]dθ

s(n). (4.40)

De modo que el proceso {Rt}t≥0 con distribución condicional,

P [Rt+s = r|Rs = n] =

∞
∑

m=r

r!

(

n

r

)(

m

r

)

(θ)n↑(θ)m↑

(θ)n+m↑(θ)r↑
dθ

s(n), (4.41)

la debe satisfacer también. Reemplazando esta última igualdad en la ante-

rior, se tiene que, para pt(n) = dθ
t (n), las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov

para el proceso {µt}t≥0, expresadas en la ecuación (4.30), se cumplen. Quedan-

do demostrado que {µt}t≥0 es el proceso Fleming-Viot de mutación neutral.
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En la sección 1.2.2 se dijo que, ante la dificultad para definir procesos de

Markov a través de funciones de transición, suele recurrirse a su caracter-

ización por medio de generadores infinitesimales. El proceso Fleming-Viot

presentado en el caṕıtulo 3, constituye un ejemplo de esta caracterización,

que en su forma más general se define a partir del generador L dado por

la expresión (3.17). Sin embargo, para que dicho generador caracterice al

proceso, es necesario probar que el problema de martingala de Strook y

Varadhan para el operador L está bien planteado. Con este fin, Fleming y

Viot [FV79] especificaron el dominio D(L) como un conjunto de funciones

de la forma (3.20), para el cual, el operador toma la forma dada por la ex-

presión (3.21) y demostraron que L se puede aproximar por una sucesión

de generadores para procesos de Wright-Fisher reescalados (expresión 3.22).

Como el problema de martingala correspondiente a cada proceso de Wright-

Fisher está bien planteado, su ĺımite también lo está (lema 1.2.28). Este

procedimiento es complicado, incluso en el caso más simple del modelo de

mutación neutral.

En la sección 1.4 se introdujo una idea de Pitt et al. [PCW02], generali-

zada por Mena y Walker [MW05, MW07], para definir procesos de Markov

a partir de los conceptos en que se basa el método de muestreo de Gibbs.

Es un procedimiento que permite definir la función de transición del proceso

de interés a partir de transiciones intermedias para un proceso latente. En

el caṕıtulo 4 se utilizó esta idea para construir el proceso Fleming-Viot de

mutación neutral, a partir de su función de transición.

Aunque los cálculos pueden resultar complejos, la idea es conceptual-

mente sencilla. Se busca construir un proceso de Markov {µt}t≥0 con valores

en el espacio P(E) de medidas de probabilidad sobre un espacio métrico

(E, r) completo y separable, y con distribución estacionaria Π(· ) = D(· |θν0).

En lugar de intentar definir la función de transición P (t, µ0, B) de for-

ma directa, lo cual equivaldŕıa a definir las distribuciones condicionales

P [µt ∈ B|µ0] para toda t ≥ 0, se introduce un ((paso intermedio)). Es decir,
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se introduce un proceso latente a partir de las distribuciones (4.9) a (4.11).

Como se trata de las distribuciones condicionales para una distribución con-

junta bien definida, la función P (t, µ0, B) := P [µt ∈ B|µ0] dada por la ex-

presión (4.15) está también bien definida y basta que satisfaga las ecuaciones

de Chapman-Kolmogorov para garantizar que sea una función de transición

homogénea en el tiempo. Aśı, para cada µ0 ∈ P(E) existe un proceso de

Markov con función de transición P (t, µ0, B) y distribución inicial δµ0
, que

además será reversible y estacionario con distribución invariante Π. Gracias

a las propiedades del proceso Dirichlet y en particular, a su caracterización

como urna de Pólya generalizada, las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov

se pueden transformar en una condición sobre las pt(n) (ecuación (4.30)), la

cual se satisface haciendo pt(n) = dθ
n(t) (las probabilidades para el proceso

de muerte puro introducido en la sección 1.2.4). El proceso {µt}t≥0 que se

obtiene coincide con el Fleming-Viot de mutación neutral.

La definición del proceso Fleming-Viot a través de su generador infinite-

simal tiene la ventaja de definir, a partir de una única expresión, una amplia

familia de modelos. Sin embargo arroja poca luz sobre las propiedades del

proceso definido, aún en el caso particular del modelo de mutación neu-

tral. La construcción aqúı propuesta, además de mostrar de forma directa

la existencia del proceso, su función de transición, su distribución estacio-

naria y la propiedad de reversibilidad, aporta una caracterización del pro-

ceso más manejable desde los puntos de vista estad́ıstico y probabilista. Por

ejemplo, sugiere una forma de simular realizaciones aproximadas del pro-

ceso, aprovechando los algoritmos de simulación existentes para el proceso

Dirichlet (ver por ejemplo [IJ01]).

En la sección 4.3 se demostró que pt(n) = dθ
n(t) es una solución para

la condición (4.30), pero no parece evidente que sea la única. Una posi-

ble extensión del presente trabajo consistiŕıa en buscar una caracterización

para todas las distribuciones pt(n) que satisfacen dicha condición. De este

modo, se obtendŕıa una familia de procesos de Markov reversibles, con dis-

tribución estacionaria Π(· ) = D(· |θν0) y función de transición dada por

la expresión (4.15). En caso de que la solución fuese única, se demostraŕıa

que el proceso Fleming-Viot de mutación neutral es el único que puede ser

construido a partir de este modelo.

Ruggiero y Walker [RW07] presentan una construcción basada en la

teoŕıa bayesiana no paramétrica, para el proceso Fleming-Viot con selección

por fertilidad (otro caso particular del modelo general). En su propuesta, no

introducen una dependencia del tiempo a través de un parámetro; definen

el proceso de Markov a tiempo continuo a través de un ĺımite de cadenas

de Markov, de forma similar a la aproximación de Fleming y Viot [FV79].
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Sin embargo, la construcción parte de un proceso de part́ıculas semejante

al definido en la sección 4.1, basado en un modelo de mezclas de procesos

Dirichlet, en lugar del proceso Dirichlet. De aqúı surge una idea interesante.

Es posible generalizar la construcción del caṕıtulo 4 sustituyendo al proceso

Dirichlet en la definición de la distribución (4.9), por otro modelo que, en

principio, podŕıa ser cualquier urna de Pólya generalizada que diese origen

a una sucesión intercambiable. Por ejemplo, se podŕıa probar con el proceso

Estable o más generalmente, con el proceso Poisson-Dirichlet (ver [IJ01]).

Aunque la propiedad de cerradura o conjugación dada por el lema 2.2.8 no se

cumple para estos procesos, es posible encontrar expresiones análogas para

la distribución posterior, dada la muestra. Por lo tanto, aparentemente el

procedimiento desarrollado en la sección 4.2 para el planteamiento de las

condiciones de Chapman-Kolmogorov podŕıa replicarse. De ser esto posi-

ble, bastaŕıa encontrar un resultado análogo al teorema 2.2.10 para llegar a

una condición para un proceso con espacio de estados discreto, como en la

ecuación (4.30).

Finalmente, se podŕıa introducir la dependencia temporal a través de

algún otro parámetro de las distribuciones del modelo de part́ıculas, en lugar

de involucrarla únicamente en el tamaño de muestra. Se tendŕıa que analizar

entonces la posibilidad de replantear de manera sencilla las ecuaciones de

Chapman-Kolmogorov para la función de transición definida, aśı como la

existencia y caracterización de las soluciones.

En conclusión, la idea planteada en este trabajo e ilustrada por medio

de la construcción del proceso Fleming-Viot de mutación neutral, puede ser

una herramienta poderosa para definir procesos con valores en un espacio

P(E), a través de funciones de transición. Constituye una liga entre la

estad́ıstica bayesiana no paramétrica y los procesos de difusión, cuyo alcance

aún está por explorarse.
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