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Resumen.

El objeto principal de esta tesis es la presentacién de un método para
la construccion de funciones de transicion homogéneas en el tiempo, corres-
pondientes a procesos de Markov con valores en espacios de medidas de
probabilidad. Dicho método se basa en la introduccién de procesos latentes
y en las ideas que fundamentan el método de simulaciéon conocido como
muestreo de Gibbs y se ilustra en este trabajo por medio de un ejemplo.

Para ello, se define el proceso de difusién conocido como Fleming-Viot,
que en el contexto de genética poblacional se utiliza para modelar la dis-
tribucién de tipos genéticos en una poblacién y su evolucién en el tiempo.
Se enuncia algunas propiedades conocidas para un caso particular, conoci-
do como modelo de mutacién neutral para alelos infinitos o simplemente
Fleming-Viot de mutacién neutral. Tanto en su forma mas general como en
el caso mas sencillo, el proceso se define formalmente a través de su genera-
dor infinitesimal.

Posteriormente, se presenta una construccién alternativa para la funcién
de transicién correspondiente al proceso Fleming-Viot de mutacién neutral,
a través de un proceso latente cuyas realizaciones son vectores aleatorios con
entradas distribuidas de acuerdo con un modelo bayesiano no paramétrico.
Se utiliza resultados desarrollados para el proceso Dirichlet en el &mbito de
la estadistica bayesiana no paramétrica, en particular su caracterizacion en
términos de una urna de Poélya generalizada, para derivar de forma sencilla
algunas propiedades del proceso Fleming-Viot asi construido.

A modo de conclusién, se propone la posibilidad de generalizar el método

para la definiciéon de otros procesos de Markov con valores en espacios de
medidas de probabilidad.
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Introduccion.

Un modelo basico muy utilizado por la estadistica bayesiana, considera
los datos como realizaciones de un conjunto de variables aleatorias, con una
distribucién comin que no es completamente conocida y condicionalmente
independientes dada la informacién desconocida. En el caso paramétrico, se
supone que todo aquello que se desconoce acerca de la distribucién, puede
ser representado por un parametro € de dimension finita, el cual toma valo-
res en un espacio © completamente conocido. La incertidumbre acerca del
fenémeno de estudio al momento de plantear el modelo, se incorpora en
una distribucién inicial II(#). Este modelo bayesiano paramétrico se puede
escribir como -

Xiluo gy k=1,...,n
0 ~1I,

donde Xj,..., X, representan las observaciones y uy es una distribucién
perteneciente a una familia indexada por el pardmetro desconocido 6. La
distribucién II definida sobre ©, induce a su vez una distribucién sobre la
familia de distribuciones {ug}gco. En el modelo no paramétrico, se supone
que la informacién desconocida es demasiada para ser representada por un
pardmetro de dimensién finita. Por lo tanto, el modelo anterior se transforma
ka%iu; k=1,...,n
p~ 1L

donde p € Z(E) es cualquier distribucién o medida de probabilidad sobre
el espacio F en el cual toman valores las variables Xi,...,X,. Esta vez,
IT es una distribucién definida sobre todo &(E), no unicamente sobre un
subespacio indexado por algin pardmetro de dimensién finita. La existencia
de esta distribucién queda garantizada por el teorema de representaciéon de
de Finetti, bajo el supuesto de intercambiabilidad de las observaciones, que
se convierte asi en un supuesto fundamental de muchos modelos bayesianos
no paramétricos.
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En el contexto del modelo no paramétrico, p juega el papel de una
«variable aleatoria» que toma valores sobre el espacio Z(E) de medidas
de probabilidad sobre E, por lo que suele llamérsele medida aleatoria. El
espacio Z(F) es muy grande y en general, dificil de trabajar. Sin embar-
go, el desarrollo de la estadistica bayesiana no paramétrica ha dado origen
a resultados tedricos y herramientas préacticas para el manejo de medidas
aleatorias, que pueden aprovecharse en otras areas. El presente trabajo es
un ejemplo de ello.

La genética poblacional debe en gran parte su desarrollo a la utilizacién
de modelos de probabilidad, en los cuales el estado de la poblacién estudia-
da en un momento dado, se representa por medio de una distribucién de
probabilidad. Asi pues, la evolucién de una poblacién se modela por medio
de procesos estocdsticos que toman valores en un espacio Z(E) de medi-
das de probabilidad. Una importante familia de procesos de este tipo fue
introducida en 1979 por Fleming y Viot [FV79]. El ahora conocido proce-
so de Fleming-Viot es un proceso de Markov a tiempo continuo, definido
a través de su generador infinitesimal y abarca una amplia gama de mode-
los. Uno de los mas simples es el modelo de mutaciéon neutral para alelos
infinitos, estudiado entre otros, por Ethier y Griffiths [EG93] y Ethier y
Kurtz [EK86, EK93]. Atdn tratdndose de un caso relativamente sencillo, el
estudio de las propiedades de este proceso ha dependido, hasta ahora, de un
intenso desarrollo tedrico y un amplio conocimiento de la teoria de procesos
de Markov, martingalas y generadores infinitesimales.

El presente trabajo, estda basado en los resultados de Walker, Hatjispy-
ros y Nicoleris [WHNO7], que extienden las ideas de Pitt, Chatfield y Walk-
er [PCW02] y Mena y Walker [MW05, MWO7] para la construccién de pro-
cesos de Markov por medio de procesos latentes, explotando las propiedades
del método de simulacién conocido como muestreo de Gibbs.

Se presenta una construccién alternativa del modelo de mutacién neu-
tral para alelos infinitos, a través de un proceso latente cuyas realizaciones
son vectores aleatorios con entradas distribuidas de acuerdo con un modelo
bayesiano no paramétrico. Utiliza resultados desarrollados para el proceso
Dirichlet en el ambito de la estadistica bayesiana no paramétrica, en par-
ticular su caracterizacion en términos de una urna de Pdlya generalizada,
para derivar de forma sencilla algunas propiedades del proceso Fleming-Viot
asi construido.

En el primer capitulo se introduce brevemente los principales conceptos
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implicados en el desarrollo del trabajo. Se define dos conceptos de con-
vergencia débil para medidas de probabilidad; el primero inducido por la
métrica de Prokhorov y el segundo por la métrica de Skorokhod para el
espacio Dg[0,00) de trayectorias «cadlag» sobre E. Se presenta definiciones
y resultados importantes involucrados en la teoria de procesos de Markov
y particularmente, su caracterizacién a través de generadores, semigrupos
y el problema de martingala de Stroock y Varadhan. Se explica un modelo
bayesiano no paramétrico, el concepto de intercambiabilidad y el teorema de
de Finetti que los relaciona. Se menciona algunas dificultades que surgen en
torno a la inferencia bayesiana y se introduce el algoritmo de muestreo de
Gibbs. Finalmente, se ilustra una idea general para la construccién de pro-
cesos de Markov a través de procesos latentes, en la cual se basa el resultado
principal de este trabajo.

En el segundo capitulo se presenta los modelos conocidos como urnas de
Pélya generalizadas, su relaciéon con el concepto de intercambiabilidad para
sucesiones de variables aleatorias y algunos resultados generales. Se pone
particular énfasis en el proceso Dirichlet que, ademas de ser muy importante
para la estadistica bayesiana no paramétrica, es esencial para el desarrollo
posterior del trabajo.

En el tercer capitulo se define el proceso Fleming-Viot en el contexto de
genética poblacional. Se define algunos conceptos relacionados con la teoria
de la evolucion, cuya incorporacién a modelos probabilisticos ha hecho de la
genética matematica un area muy importante para el avance de la investi-
gacién en genética evolutiva. Se presenta algunos modelos a tiempo discreto
para poblaciones finitas, que pueden ser reinterpretados como aproxima-
ciones al Fleming-Viot. Se define dicho proceso en su sentido méas amplio,
a través de su generador infinitesimal. Se introduce como caso particular el
modelo de mutaciéon neutral, para el cual la distribucién estacionaria y la
funcién de transicién son conocidas.

El dltimo capitulo contiene el resultado principal del trabajo. Se plantea
un modelo a tiempo discreto para la construccién de una cadena de Markov
con valores en el espacio &(F), cuya distribucién estacionaria es un pro-
ceso Dirichlet. Dicho modelo se extiende para introducir una dependencia
con respecto al tiempo, construyéndose asi un proceso de Markov a tiempo
continuo definido a través de una funcién de transicién y cuya existencia
se prueba por la verificaciéon de las condiciones de Chapman-Kolmogorov.
Gracias a las propiedades del proceso Dirichlet y en especial a su repre-
sentacién como una urna de Pdélya generalizada, estas condiciones pueden
ser reexpresadas en términos de un proceso con espacio de estados discreto.
Finalmente, se exhibe un proceso de este tipo, el cual es solucién para dichas
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condiciones. El proceso de Markov construido en este caso, coincide con el
modelo Fleming-Viot de mutacién neutral.



Capitulo 1

Marco teorico.

El presente capitulo contiene algunas definiciones y resultados que sirven
de marco tedrico para el desarrollo de este trabajo.

En la primera seccion, se define dos conceptos de convergencia, el primero
en el espacio Z(FE) de medidas de probabilidad sobre un espacio métrico
(E,r) y el segundo sobre el espacio Dg[0, 00) de trayectorias continuas por
la derecha con limites por la izquierda. Para ello, se define las métricas
de las cuales se deriva la topologia de convergencia débil en cada uno de
dichos espacios. Se define a partir de esto, la convergencia en distribucién
para variables aleatorias con valores en E y para procesos aleatorios con
trayectorias en Dg[0, 00).

La segunda seccion presenta algunos conceptos y resultados importantes
de la teoria de procesos de Markov. Introduce definiciones basicas relativas
a semigrupos de operadores, generadores y el problema de martingala de
Stroock y Varadhan para la caracterizacion de procesos de Markov.

En la tercera seccién se da una breve explicacién de las ideas en que se
basa la estadistica bayesiana y especificamente la bayesiana no paramétrica.
Se define la propiedad de intercambiabilidad para sucesiones de variables
aleatorias y se enuncia el teorema de de Finetti, como posible justificacion
tedrica para los modelos bayesianos no paramétricos. Se introduce el con-
cepto de medida aleatoria y su papel dentro de un modelo bayesiano no
paramétrico bédsico. Se menciona algunas dificultades relacionadas con la in-
ferencia bayesiana y la consecuente necesidad de algoritmos de simulacién
para distribuciones multivariadas. En este contexto se presenta el algoritmo
de muestreo de Gibbs y su relacién con las cadenas de Markov.

Finalmente, en la cuarta seccién se presenta un método para definir
cadenas de Markov con distribuciones estacionarias dadas, basado en la idea
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que da lugar al muestreo de Gibbs. Se menciona algunas maneras de gene-
ralizar este método y en particular, se ilustra con un ejemplo la aplicacion
del método para generar procesos de Markov a tiempo continuo a través de
variables latentes.

No se pretende desarrollar en un capitulo todos estos temas de forma ex-
haustiva. Unicamente se presenta conceptos y resultados que son de utilidad
para la comprension del resto del trabajo. Para una lectura méas profunda de
los temas de convergencia y procesos de Markov, se puede consultar [EK86,
Lam77]. Los temas relacionados con la inferencia bayesiana se pueden pro-
fundizar en [Sch95, BS04]. La seccién sobre construccién de cadenas y proce-
sos de Markov a tiempo continuo estd basada en [PCW02, MW05, MWO07].

1.1. Convergencia.

1.1.1. Convergencia débil y topologia de Prokhorov.

Sea (E,r) un espacio métrico. Denétese por HB(E) al algebra de sub-
conjuntos de Borel de E, por Z(F) al espacio de medidas de probabilidad
sobre E y por %,(E) al espacio de funciones reales continuas y acotadas en
(E,r), dotado con la norma del supremo, es decir ||f|| = sup,c g | f(z)|.

Definicién 1.1.1 (Convergencia débil). Una sucesién {uy, tn>0 C Z(E)
converge débilmente a u € (E) si, para toda f € €,(E)

it e [ e = [ F (1.1)
y se escribird p, = u.

Sean (©,.%,P) un espacio de probabilidad y X : Q — E una variable
aleatoria con valores en E. Denétese por pux € Z(E) la distribucién de X,
es decir, pux(B) = P[X € B] para cualquier B € #(E).

Definicién 1.1.2 (Convergencia en distribucién). Una sucesién { X, },>0
de variables aleatorias con valores en F converge en distribucién a la variable
aleatoria X con valores en E si px, = px o equivalentemente, si

Iy o E [ (Xa)] = E [f(X) (1.2)

para toda f € 6,(F). En este caso, se denotarda X, 2 x.
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Definicién 1.1.3 (Métrica de Prokhorov). Sea (E,r) un espacio métri-
co. Si se define p : Z(E) x Z(E) — RT como

p(p,v)=inf{e>0: u(F) <v(F9) +e¢ VF C E cerrado}, (1.3)

donde
FC={x e E:infycpr(z,y) < e}, (1.4)

entonces p es una métrica sobre & (E), conocida como la métrica de Prokho-
rov (también escrito Prohorov por algunos autores [EK86]).

La métrica de Prokhorov, estd definida en general para cualesquiera dos
medidas finitas sobre (E, (E)), pero en el caso de medidas de probabilidad
se tiene que p(u,v) < 1 para cualesquiera p,v € Z(E). Se trata de una
extensién de la medida de Lévy para espacios de funciones de distribucion y
al igual que ella, induce la topologia de convergencia débil. Es decir, #(E)
con la topologia de convergencia débil, es metrizable por p, como muestra
el siguiente resultado.

Teorema 1.1.4. Sean (E,r) un espacio métrico, {tin}n>0 C P(E) una
sucesion de medidas de probabilidad sobre E y pn € P(E). Entonces, las
condiciones, (b) a (f) son equivalentes e implicadas por (a). Si ademds E
es separable, las seis condiciones son equivalentes:

(a) imy o0 p (pin, 1) = 0.
(b) pn = p.

(¢c) imy oo [ fdpn = [ fdp, para cualquier f € 6,(E) uniformemente
continua.

(d) limsup,, .. pn(F) < u(F) para todo F C E cerrado.
(e) liminf, oo pn(G) > 1(G) para todo G C E abierto.

(f) limy oo pin(A) = p(A) para todo A C E para el cual p es continua, es
decir A € B(E) y p(0A) =0, donde OA es la frontera de A.

Gracias a esto, es posible llevar el concepto de convergencia débil al
ambito de convergencia en espacios métricos, al tiempo que se conserva
algunas propiedades importantes, de acuerdo con el siguiente teorema.

Teorema 1.1.5. Si E es separable, entonces P (E) también lo es. Si ademds
(E,r) es completo, (P(E),p) es completo.
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Cuando se desea verificar la convergencia de una sucesiéon {x,},>0 en
un espacio métrico, una practica comun consiste en verificar que la sucesion
estd contenida en algin conjunto compacto y probar después que cada sub-
sucesién convergente de {xy}n>0 debe converger al mismo elemento x. De
ello se deriva que lim, . x, = x. Para aplicar este argumento al espacio
(P(E),p), es conveniente contar con caracterizaciones de los subconjun-
tos compactos de Z(F). Una forma de hacerlo es a través del teorema de
Prokhorov, que relaciona los conceptos de tensiéon y compacidad.

Definicién 1.1.6 (Tensién). Sea (E,r) espacio métrico. Una medida p €
P (F) se dice tensa si para cada € > 0 existe un conjunto compacto K C F
tal que u(K) > 1—e.

Una familia M C Z(F) se dice tensa si para cada ¢ > 0 existe un
conjunto compacto K C F tal que

infiepm p(K)>1—e

Lema 1.1.7. Si (E,r) es un espacio métrico completo y separable, entonces
toda p € P(E) es tensa.

Definicién 1.1.8 (Compacidad relativa). Una familia de medidas de
probabilidad M C Z(FE) se dice relativamente compacta si su cerradura
es compacta. Equivalentemente, M es relativamente compacta si para cada
sucesion {pin fn>0 C M, existe una subsucesion {pn, }i>0 v una medida p €
P(E) (no necesariamente en M), tal que p,, = p.

Teorema 1.1.9 (Prokhorov). Sean (E,r) completo y separable y M C
P(E). Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) M es tensa.
(b) Para cada € > 0, eziste un conjunto compacto K C E tal que
infem p(K€) >1—g¢, (1.5)
donde K¢ se define como en la expresion (1.4).
(c) M es relativamente compacta.

Corolario 1.1.10. Para (E,r) arbitrario, si M C P (E) es tensa, entonces
es relativamente compacta.
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Si (Ep,rn)n>1 €s una sucesién de espacios métricos, se define el espacio
métrico producto (E,r) como

(o)
E =] En (1.6)
n=1
— 1
r(z,y) = Z o min{l,r,(xn,yn)}, x,y € E. (1.7)
n=1

Las siguientes proposiciones permiten una generalizaciéon de los resultados
de tensién y compacidad, para espacios producto.

Proposicién 1.1.11. Si E,, es separable para cada n > 1, entonces E es
separable y B(E) = [, B(Ey).

Proposicién 1.1.12. Sea {ptatacz C P (E), donde I es un conjunto de
indices. Para cada oo y n > 1, sea pl la n-ésima distribucion marginal de
U, es decir, u? = pam, ', donde m,(x) = x, es la proyeccion sobre E,.
Entonces, {pia}tact €s tensa siy solo si {ul}acr es tensa para cada n.

1.1.2. Topologia de Skorokhod para trayectorias «cadlag».

Para estudiar limites de procesos estocasticos, no es suficiente conside-
rar la convergencia en tiempos fijos; es necesario definir qué se entiende por
convergencia a nivel de procesos. Para ello, se aprovecha que la mayoria
de los procesos estocésticos pueden modificarse para obtener procesos con
trayectorias continuas por la derecha y con limites por la izquierda (sin
modificar sus distribuciones finito-dimensionales).

Sea (E,r) un espacio métrico. Se denotara por Dg|0,00) al espacio de
funciones «cadlag» (abreviacién del francés «continue & droite avec des li-
mites & gauche») en E. Es decir, si € Dg[0, c0), entonces z : [0,00) — F
y para cada t > 0 se tiene:

(a) Continuidad por la derecha

lim,_+ z(s) = z(t).

(b) Limites por la izquierda

lm, ;- z(s) = z(t7).

Por convencién lim,_o- z(s) = 2(07) = z(0).
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Lema 1.1.13. Si z € Dg|0,00), entonces x tiene a lo mds una cantidad
numerable de puntos de discontinuidad.

Definicién 1.1.14 (Convergencia de Skorokhod). Se dice que una suce-
sién {z,}n>0 C Dgl0,00) converge a x € Dg[0,00) en el sentido de Sko-
rokhod o en sentido funcional, si y solo si cada sucesién {t,}n>0 C [0,00)
tal que lim,, . t,, = t, satisface las siguientes condiciones:

(a) La sucesion {x,(t,)} tiene a lo mas dos puntos limite:
limy, oo min{r(z, (tn), 2(t)), r(xn(tn), z(t7))} = 0.

(b) Continuidad por la derecha de z: Si limy, o0 7(2p(tn), z(t)) = 0, en-
tonces para cualquier sucesién {s,} de tiempos tal que s, > ¢, y
lim, . s, = t, se tiene que

limy, o0 7(Tn(sn), 2(t)) = 0.
(¢) Limites por la izquierda de x: Si limy— oo r(zn(tn),z(t7)) = 0, en-
tonces para cualquier sucesién {s,} de tiempos tal que 0 < s, <t, y
lim, .o s, = t, se tiene

im0 (20 (sn), (7)) = 0.

La topologia que define esta convergencia es conocida como la topologia
de Skorokhod (también escrito Skorohod [EKS86]) y es inducida por una
métrica d que se define a continuacion.

Sea A’ el conjunto de funciones A : [0,00) — [0, 00) estrictamente cre-
cientes. En particular, se considera las funciones A € A’ tales que A es con-
tinua, A(0) = 0 y limy—o0 A(t) = c0. Sean g :=r A1y A C A’ el conjunto de
funciones Lipschitz continuas tales que

Y(A) :== sup logM’ < 0. (1.8)
s>t>0 s—1t
Para x,y € Dg[0,0), se define
Az, y) = ifrc [v(/\) v [Tty du] L)
0
donde
d(x,y, A, u) = sup q(z(t Au), y(A(t) Aw)). (1.10)

>0
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Proposicién 1.1.15. Sean {xy}n>0 C Dgl0,00) y x € Dgl0,00). Entonces,
las siguientes cuatro afirmaciones son equivalentes:

(a) limy, oo d(zp,z) = 0.
(b) xn, converge a x en el sentido de Skorokhod.

(¢) Existe {\n}n>0 C A tal que

limy, o0 7(An) =0 (1.11)
y para toda T >0
limy, oo sup 7(xn(t), z(An(t))) = 0. (1.12)
0<t<T

(d) Para cada T > 0, existe {\p}n>0 C A’ (posiblemente dependiente de

T) tal que
lim, oo sup |[Ap(t) —t] = 0, (1.13)
0<t<T
limy, oo sup 7(zn(t), z(An(t))) = 0. (1.14)
0<t<T

De este modo, la métrica de Skorokhod permite convertir el problema
de convergencia para sucesiones de trayectorias «cadlag» en un problema de
convergencia en espacios métricos, conservando algunas propiedades.

Teorema 1.1.16. Si E es separable, entonces Dgl0,00) también lo es.
Ademds, si (E,r) es completo, entonces (Dg[0,00),d) es completo.

Una variable aleatoria X = {X;};>0 con valores en Dg[0,00) es un pro-
ceso estocdstico con trayectorias en Dg[0, 00) (aunque si E no es separable
el inverso no es necesariamente cierto). Para estudiar la convergencia en
distribucién de dichos procesos o equivalentemente, la convergencia débil en
P (Dg[0,00)), es importante tener mds informacién acerca de la o-algebra
de Borel para Dg|0, 00) asociada a la topologia de Skorokhod. El siguiente
resultado establece que, cuando E es separable, #(Dg|0,00)) es simple-
mente la o-algebra generada por las proyecciones 7y para cada tiempo ¢ > 0

(que pueden ser interpretadas como las «coordenadas» del proceso, pues
m(X) = Xy).
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Proposicién 1.1.17. Para cada t > 0, sea m : Dg[0,00) — E, la proyec-
cion definida por m(x) = x(t). Entonces, para cualquier D C [0,00) denso

PB(Dgl0,00)) Do(m :0<t<o0)=0(m:t € D), (1.15)
ademds, si E es separable, B(Dg[0,00)) = o(m: : t € D).

Sea {Xa}aez, con Z un conjunto de indices, una familia de procesos
estocdsticos con trayectorias en Dg[0,00). Si E no es separable, supéngase
que cada X, es una variable aleatoria con valores en Dg[0,00). Dendtese
por {patact C P (DEg[0,00)) la familia de distribuciones de probabilidad
asociadas. Es decir, po(B) = P[X, € B] para toda B € #(Dg|0,0)).
Se dice que {X,} es relativamente compacta si {pq} lo es, es decir, si la
cerradura de {uq} en P (Dg0,00)) es compacta. Los siguientes teoremas
presentan condiciones para la compacidad relativa de {14}, en términos de
un mddulo de continuidad w'.

Para cada © € Dg[0,00), 6 > 0y T > 0 se define

w'(x,0,T) = infgyy méx;  sup  r(x(s), z(t)), (1.16)
s, te [ti—lati)

donde {t;} varfa sobre las particiones de la forma 0 =ty < t1 < ... < t,, =T,
conm > 1y mini<j<m(t; —t;—1) > 0. Entonces w'(x,d,T) es no decreciente
en § y T, continuo por la derecha en § y

lims_,g+ w'(x,8,T) = 0. (1.17)

Teorema 1.1.18. Sea (E,r) un espacio mélrico completo. Entonces, un
conjunto A C Dg[0,00) es relativamente compacto si y solo si satisface las
siguientes condiciones:

(a) Para cada t > 0 racional, existe un conjunto compacto T'y C E tal que
x(t) € Ty para toda x € A.

(b) Para cada T > 0,

lim;s_o+ sup w'(x,8,T) = 0. (1.18)
€A

Teorema 1.1.19. Sean (E,r) completo y separable y {Xs}aez una familia
de procesos con trayectorias en Dgl0,00). Entonces {X,} es relativamente
compacta si y solo si satisface las siguientes condiciones:
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(a) Para cada € >0 yt > 0 racional, existe un compacto I'cy C E tal que

fy P[Xa(t) €Tey] > 1—c. (1.19)

(b) Para cada e >0 y T >0, existe 6 > 0 tal que

sup P[w'(X,,8,T) > €] <e. (1.20)
«

Es dificil trabajar con las condiciones establecidas por estos teoremas.
Por lo tanto, en ocasiones resulta ttil llevar las condiciones de compacidad
relativa al ambito de los procesos con valores reales, a través de los siguientes
teoremas.

Teorema 1.1.20. Sea {X,,}n>1 C Dr[0,00), tal que:
(a) Para cadat >0, {X,(t)}n>1 es tensa.

(b) Dada una sucesion de tiempos de paro T,, acotada por T, para cada
€ > 0 existen § > 0 y ng tales que

sup sup P[|X,(7 +1t) — Xn(m)| > €] <e. (1.21)
n>no t€[0,6]

Entonces { Xy }n>1 €s tensa.

Teorema 1.1.21. Sean (E,r) completo y separable y {Xp}n>1 una sucesion
de procesos con trayectorias en Dg[0,00). Supdngase que se cumple la si-
guiente condicion de contencion compacta: para cada € > 0 y cada T > 0
existe un compacto I'e C E tal que

mf, P[X,(t) €ETcr:0<t<T]>1—e (1.22)

Sea C' C €p(E) denso (con la topologia de convergencia uniforme sobre com-
pactos). Entonces { X, }n>1 es relativamente compacta si y solo si para cada
fel, {f(Xn)}n>1 es relativamente compacta como familia de procesos en
D]R [O, OO)

1.2. Procesos de Markov.

1.2.1. Semigrupos y generadores.

A lo largo de esta seccién, . representa un espacio de Banach, es decir,
un espacio vectorial normado y completo con respecto a la topologia inducida
por la norma.
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Definicién 1.2.1 (Semigrupo). Una familia uniparamétrica {T'(¢) : ¢t > 0}
de operadores lineales acotados en .% (es decir, T'(t) : £ — £ parat > 0)
se llama semigrupo si T'(0) = I (el operador identidad) y para cualesquiera
s,t >0, T(s+1t)=T(s)T(1).

Definicién 1.2.2 (Semigrupo de contraccién). Sea {T'(¢) : t > 0} un
semigrupo en .Z. Se dice que es de contraccién si ||T(¢)|| < 1 para toda
t >0, donde [[T()[[ := sup{|[T@)f]| : f € Z; |IfIl <1}

Definicién 1.2.3 (Semigrupo fuertemente continuo). Un semigrupo
{T'(t) : t > 0} en .Z se dice fuertemente continuo si lim;_,o T'(t)f = f para
cada f € Z.

Proposicién 1.2.4. Si {T'(t) : t > 0} es un semigrupo de contraccion
fuertemente continuo en £, entonces para cada f € £, t — T(t)f es una
funcion continua de [0,00) en Z.

Un operador lineal A en £ es un mapeo lineal con rango Z(A4) C £y
cuyo dominio, Z(A) es un subespacio de .Z. La grdfica de A estd dada por

G(A) = {(f,Af) : f€ DA} C £ x £. (1.23)

El espacio .Z x Z es a su vez de Banach, con suma y producto escalar
definidos componente a componente y con norma ||(f, g)|| = ||f|| + |lg]|-

Definicién 1.2.5 (Operador lineal cerrado). Un operador lineal A en
Z se dice cerrado si su gréfica G(A) es un subespacio cerrado de .Z x .Z.

Definicién 1.2.6 (Generador infinitesimal). El generador infinitesimal
de un semigrupo {T'(¢)}, también llamado simplemente el generador, es un
operador lineal A definido por

Af =g T{TOf - 1}, (124

cuyo dominio 2(A) es el subespacio de todas las f € & tales que este limite
existe.

Definicién 1.2.7 (Operador disipativo). Se dice que un operador lineal
A sobre .Z es disipativo si ||\f — Af|| > A||f]| para cada f € 2(A4) y A > 0.

Definicién 1.2.8 (Semigrupo medible). Un semigrupo {T'(¢) : ¢t > 0} en
Z se dice medible si para cada f € &, T(-)f es medible como funcién en
([0, 00), £([0, 0¢))).
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Definicién 1.2.9 (Generador completo). Se define el generador comple-
to de un semigrupo de contraccién medible {T'(t)} en .Z como el conjunto

Az{(f,g)e.fx.sz(t)f—f:/oT(s)gds, t>0}. (1.25)

En general, A puede ser multivaluado. Por ejemplo, si & = B(R), el
espacio de funciones acotadas en R con la norma del supremo y se define
T(t)f(x) = f(x+t), entonces (0, g) € A para toda g € B(R) tal que g(z) = 0
casi seguramente (c.s.) con respecto a la medida de Lebesgue.

Sea (F,r) un espacio métrico. La bp-cerradura de M C B(E), una colec-
cién de funciones acotadas sobre E, es el menor subconjunto M C B(E)
para el cual M C M y para cada {f,} C M tal que sup, ||fn|]| < oo ¥
limy, oo fn(z) = f(z) con f € B(E), se tiene que f € M. El prefijo «bp»
corresponde a la abreviatura del inglés para acotada y puntual («bounded-
pointwise-closure»).

Definicién 1.2.10 (Operador conservativo). Se dice que un operador
A C B(FE) x B(E) es conservativo si (1,0) pertenece a la bp-cerradura de A.

Considérese un espacio métrico (E,r) separable y localmente compacto
(cada punto tiene una vecindad contenida en un compacto). Sea €(E) el
espacio de funciones continuas que se desvanecen en el infinito, es decir,
f € €(E) si para toda € > 0 existe K C E compacto tal que ||f(z)|| < €
para cualquier x ¢ K. Entonces % (E), con la norma del supremo, es un
espacio de Banach.

Definicién 1.2.11 (Semigrupo positivo). Un semigrupo {T'(¢) : ¢ > 0}
en € (E) es positivo si T(t) es un operador positivo para toda ¢ > 0. Es
decir, si T'(t) lleva funciones no negativas a funciones no negativas.

Definicién 1.2.12 (Semigrupo de Feller). Un semigrupo de contraccién
{T(t)} en €(F), fuertemente continuo, positivo y cuyo generador es conser-
vativo, se llama semigrupo de Feller.

El siguiente resultado permite caracterizar la clase de operadores lineales
que son generadores de semigrupos de Feller.

Teorema 1.2.13. Un operador lineal A en £ es el generador de un semi-
grupo de contraccion fuertemente continuo sobre £ si y solo si:

(a) D(A) es denso en ZL.
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(b) A es disipativo.
(c) Z(\— A) =% para alguna A > 0.

Proposicién 1.2.14. Sean {T(t)} y {S(t)} dos semigrupos de contraccidn
fuertemente continuos sobre £, con generadores A y B respectivamente. Si
A = B, entonces T(t) = S(t) para toda t > 0.

Por lo tanto, un semigrupo de Feller queda determinado de manera tinica
por su generador.
1.2.2. Procesos de Markov.

Definicién 1.2.15 (Proceso de Markov). Sea {X(t),¢ > 0} un proceso
estocdstico definido en un espacio de probabilidad (2, #,P) y con valores
en un espacio de estados E. Sea #;X = o(X(s) : s < t), entonces X es un
Proceso de Markov si

P[X(t+s) €T |F ] =P[X(t+s) €| X(1)], (1.26)
para cualesquiera s,t > 0y I’ € B(E).
Nétese que la condicién (1.26) implica
E[f(X(t+5))| 7] =E[f(X(t+5)) | X)), (1.27)
para cualesquiera s,t > 0y f € B(E).

Definicién 1.2.16 (Funcién de transicién). Una funcién P(¢, z,T") defini-
daen [0, 00) X Ex Z(F) es una funcién de transicién homogénea en el tiempo
si:

(a) P(t,z,) € P(E), para (t,z) € [0,00) X E.

(b) P(0,z,-) = &z, para z € E, donde 6, € L(E) denota la medida de
probabilidad que acumula toda su masa en .

(¢) P(-,-,T) € B([0,00) x E), para I' € B(E).

(d) Satisface las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov:

P(t+s,x7I‘):/ P(s,y,T) P(t, z,dy), (1.28)
E

para cualesquiera s,t >0,z € EyI' € #(FE).
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En el caso en que E = R¥, se puede expresar las ecuaciones de Chapman-
Kolmogorov en términos de integrales con respecto a A, la medida de Lebesgue,
como

P(t+s,z,T)= /R . ./]RP(S7 y, T) P(t,z,y) dA(y1) ... dA(yk),  (1.29)

donde y = (y1,-.-,yx). Cuando F es un espacio mds general, la solucién
de estas ecuaciones se vuelve mas compleja, pues involucra una integral con
respecto a una medida en Z(E).

Una funcién de transicién P(¢,z,T') es la funcién de transicién para un
proceso de Markov X homogéneo en el tiempo, si

P[X(t+s) e I'|.%~] = P(s, X(1),T), (1.30)

para cualesquiera s,t > 0y I' € Z(F). O equivalentemente, si

E[f(X(t+s)) /f X(¢),dy), (1.31)

para s,t >0y f € B(E).

La medida de probabilidad v € £(F) dada, para cada I' € #(F), por
v(I') =P[X(0) € I'] se conoce como distribucion inicial de X.

Una funcién de transicién P(¢,z,T") y una distribucién inicial v € Z(E)
determinan de manera tunica las distribuciones finito-dimensionales de un
proceso de Markov X, como:

P[X(0) €Ty, X(t1) €T1,...,X(tn) € Ty] =
/ P - n 1ayn71a]-_‘n) P(tnfl - tn72vyn72a dynfl)
To Ty
o P(tla Yo, dyl) V(dy()) (132)

para cualesquiera tg,...,t, > 0y Ig,..., T\, € Z(F).
El siguiente teorema establece la existencia de dicho proceso.

Teorema 1.2.17. Sean P(t,z,T") una funcién de transicion y v € P(E).
Si para cada t > 0 la medida de probabilidad [ P(t,z,-)v(dx) es tensa (lo
cual es siempre cierto, si (E,r) es completo y separable, de acuerdo con
el lema 1.1.7), entonces existe un proceso de Markov X, con valores en
E, cuyas distribuciones finito-dimensionales estdn determinadas de manera
dnica por la ecuacion (1.32).
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Si P, denota la medida definida en el teorema anterior, con v = 6, y X
es el correspondiente proceso candnico, es decir X (¢,w) = w(t), se sigue de
la ecuacién (1.32) que para cualquier B = {X(0) € Ty,..., X(t,) € T'n},
donde 0 < 1 < ---<t,yTlo,...,In € B(E), P:(B) es una funcién Borel-
medible de z. El siguiente teorema establece que esto es cierto para toda
B € B(E)0>),

Proposicién 1.2.18. Sea P, la medida en A(FE)%®) dada en el teore-
ma 1.2.17, con v = d,. Entonces P,(B) es una funcién Borel-medible para
cada B € B(E)0:>).

Por lo tanto, si (E,r) es completo y separable, una funcién de transicién
P(t,z,T') define, para cada x € E, un proceso de Markov X, que empieza
en z (X;(0) =) cs.

Definicién 1.2.19 (Cadena de Markov y funcién de transicién a un
paso). Sea {Xj}r>1 un proceso estocdstico a tiempo discreto definido en
un espacio de probabilidad (Q2,.%,P) y con valores en E. Sea }}CX =o(X;:
j < k). Entonces X es una cadena de Markov si

P[Xytj € T| F{] = P[Xgy; € T| X, (1.33)

para cualesquiera j, k > 0y T € B(FE).
Una funcién P(z,T) definida en F x #(E) es una funcién de transicién
a un paso si

P(z,-) € P(E), z€E, (1.34)
P(-.T) € ABE), T'ecABE). (1.35)

Una funcién de transicién a un paso P(x,T) es la funcién de transicién
para una cadena de Markov X, homogénea en el tiempo si

P[Xp1 € T|F] = P(X3,T), (1.36)
paracada k >0y I € B(E).
Noétese que
P [ Xy € T1F] =

[ [ P Plys-audyyn) POd) - (137)

Resultados equivalentes al teorema 1.2.17 y la proposicién 1.2.18 se sa-
tisfacen para cadenas de Markov.
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Definicién 1.2.20 (Proceso adaptado y progresivo). Sea {%#;} una
filtracién. Un proceso X es {%; }-adaptado si X (t) es .#-medible para cada
t > 0. Si ademds, para cada ¢t > 0 la restriccién de X a [0,t] x (Q, #,P) es
(A(]0,t]) x F)-medible, entonces X es {.%# }-progresivo.

En general, no es facil encontrar expresiones correspondientes a funciones
de transicion. Como consecuencia, definir procesos de Markov a través de
éstas no es siempre practico. Se suele recurrir a las propiedades de semi-
grupos, dado que existe una relaciéon entre las funciones de transicién ho-
mogéneas en el tiempo y los semigrupos de operadores.

Si P(t,z,T') es una funcién de transicién homogénea en el tiempo, en-
tonces

T()f(x) = / )Pt 2, dy) (1.38)

define un semigrupo de contraccién medible en B(E), gracias a la propiedad
de Chapman-Kolmogorov (1.28).

Definicién 1.2.21 (Proceso de Markov correspondiente a un semi-
grupo). Sea {T'(t)} un semigrupo sobre un subespacio cerrado .Z C B(E).
Se dice que un proceso de Markov X con valores en E corresponde a {T'(t)}
si para cualesquiera s,t >0y f € &,

E[f(X(t+5) | F] = T(s)f(X(2)). (1.39)

Si {T'(t)} estd definido a través de una funcién de transicién como en la
expresion (1.38), entonces esta condicién se convierte en la igualdad (1.27),
que caracteriza a los procesos de Markov.

Proposicién 1.2.22. Sea X un proceso de Markov con valores en un espa-
cio separable E, con distribucidn inicial v € P (E) y correspondiente a un
semigrupo {T(t)} sobre un subespacio cerrado £ C B(E). Supdngase que £
separa puntos, es decir, para cualesquiera 1, us € P (F) tales que 1 # ua,
existe f € £ tal que [ fdur # [ fdpa. Entonces {T(t)} y v determinan de
manera unica las distribuciones finito-dimensionales de X .

1.2.3. El problema de martingala.

La ultima proposicién de la seccién anterior establece que, bajo ciertas
condiciones, las distribuciones finito-dimensionales de un proceso de Markov
X, quedan determinadas de manera tinica por una distribucién inicial y el
generador correspondiente {T(t)}. Este a su vez, queda determinado por
su generador completo A o por un subconjunto «suficientemente grande»
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A C A. Para saber qué significa que un conjunto sea suficientemente grande,
se puede recurrir al problema de martingala de Stroock y Varadhan, basado
en el siguiente resultado.

Proposicién 1.2.23. Sean {%;} una filtracion y X un proceso de Markov
{F}-progresivo con valores en E y funcidn de transicion P(z,t,T). Sea

{T(t)} el semigrupo correspondiente a X, con generador completo A. Si
(f,g) € A entonces

M(t) = F(X (1)) - /O o(X(s)) ds (1.40)

es una {F{X }-martingala.

La idea de Stroock y Varadhan consiste en usar esta propiedad de mar-
tingala como medio para caracterizar el proceso de Markov asociado con un
generador A dado.

En lo que resta de esta seccién, los procesos tomaran valores en un espacio
métrico (F,r). En ocasiones, A denotard un operador multivaluado, por lo
que se puede pensar en él como un subconjunto, no necesariamente lineal,
de B(E) x B(E).

Una solucion al problema de martingala para A es un proceso estocastico
X con valores en E y definido en un espacio de probabilidad (92, .%#,P), tal
que para cada (f,g) € A, la igualdad (1.40) define una martingala con
respecto a la filtracién

«FX =FX Vo </0 (X (u))du:s <t he B(E)) . (1.41)

En general, cada evento en *.Z;X difiere de un evento en .#;X por un evento
de probabilidad cero. Si X es progresivo, en particular si es continuo por la
derecha, entonces *7X = .ZX.

Si {%} es una filtracién, con % O *ZX para cada t > 0 y el proceso
{M(t)}+>0 definido por la expresién (1.40) es una {%; }-martingala para cada
(f,9) € A, se dice que X es una solucidn al problema de martingala para A,
con respecto a {4, }. Cuando se especifica una distribucién inicial v € Z(E),
se dice que una solucién X al problema de martingala para A es solucion al
problema de martingala para (A,v) si v es la distribucién de X (0).

En general, se puede pensar que X tiene trayectorias en Dg[0,00). Se
dice que una medida de probabilidad u € Dg[0, ) es solucidn al problema
de martingala para A (o para (A,v)) si el proceso de coordenadas o proceso
candnico, definido en (Dg[0, 00), B(Dg0,>)), 1) por

X(t,w) :=w(t), weDg[0,00), ¢>0, (1.42)
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es solucién al problema de martingala para A (o para (4,v)).
Un proceso medible X es solucién al problema de martingala para A si
y s6lo si

0=E [(f(X(th)) — F(X (1)) - / o ) TT e (t0) ]
tn k=1
B ﬁ ]
Lok ol

para cualesquiera 0 < t1 < to < ... < tpt1, (f,9) € Ay hi,...,hy, € B(E)
(0 equivalentemente en ¢ (E)). Por lo tanto, decir que un proceso es solucién
a un problema de martingala, es una afirmacion acerca de sus distribuciones
finito-dimensionales. En particular, cualquier modificacién medible de una
solucién a un problema de martingala para A es también solucién. Adems4s,
si A1 C A, entonces cualquier solucién al problema de martingala para As
es también solucién para Ap, aunque el inverso no es necesariamente cierto.

Se dice que las soluciones al problema de martingala para (A, v) satisfa-
cen la condicion de unicidad si cualesquiera dos soluciones tienen las mismas
distribuciones finito-dimensionales, lo cual es inicamente una formalizacién
de la idea de igualdad de procesos.

Definicién 1.2.24 (Problema de martingala bien planteado). Se dice
que el problema de martingala para (A, v) estd bien planteado si existe una
solucién y se satisface la condicién de unicidad. Si esto es cierto para toda
v € Z(E), se dice que el problema de martingala para A estd bien planteado.

Se dice que el problema de martingala para (4,v) estd bien plantea-
do en Dg[0,00) (o alternativamente en Cg[0,00), el espacio de trayectorias
continuas) si existe una solucién tnica con distribucién p € Z(Dgl0,00))

(n e 2(Cel0,00))).

Usualmente, si el problema de martingala para (A4,d,) estd bien plan-
teado para cada x € E, entonces el problema de martingala para (A,v)
estd bien planteado para toda v € Z(FE). Nétese que un problema de mar-
tingala puede estar bien planteado en Dg[0, 00), sin estar bien planteado en
general, ya que la unicidad puede darse tnicamente bajo la restriccién de
que la solucién tenga trayectorias «cadlagy.
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El siguiente teorema establece en esencia, que un proceso de Markov se
puede caracterizar como la solucién unica al problema de martingala para
su generador.

Teorema 1.2.25. Sea A C B(E) x B(E) un operador lineal disipativo, con
(E,r) métrico y separable. Supdngase que existe un operador lineal A’ C A
tal que L := D(A') = Z(\— A') para alguna A > 0 y £ separa puntos. Sea
v e P(E) y supdngase que X es una solucion al problema de martingala
para (A,v). Entonces X es un proceso de Markov correspondiente al semi-
grupo en & generado por la cerradura de A’ y el problema de martingala
para (A,v) satisface la condicion de unicidad.

Bajo las condiciones del teorema anterior, cada solucién al problema de
martingala para A es un proceso de Markov. El siguiente resultado establece
que la unicidad de soluciones para el problema de martingala implica la
propiedad de Markov.

Teorema 1.2.26. Sean E separable y A C B(E) x B(E). Supdngase que
para cada v € P(E) cualesquiera dos soluciones X, Y del problema de
martingala para (A,v) tienen las mismas distribuciones unidimensionales,
es decir, para cada t > 0,

PIX(t) e[| =P[Y(t)el], T e B(E) (1.43)

Entonces, cualquier solucion del problema de martingala para A con res-
pecto a una filtracion {4} es un proceso de Markov con respecto a {4}
y cualesquiera dos soluciones al problema de martingala para (A,v) tienen
las mismas distribuciones finito-dimensionales. Es decir, la condicién (1.43)
implica la unicidad.

Corolario 1.2.27. Sean E separable y A C B(E) x B(E). Supdngase que
para cada v € P(E), cualesquiera dos soluciones X, Y al problema de
martingala para (A,v) con trayectorias en Dg[0,00) (o en Cg[0,00)) satis-
facen la condicién (1.43) para cada t > 0. Entonces, para cada v € P(E),
cualesquiera dos soluciones al problema de martingala para (A, v) con trayec-
torias en Dgl0,00) (Cgpl0,00)) tienen la misma distribucion en Dg[0, 00)

(Ce[0,00)).

Las condiciones para la existencia de soluciones a un problema de mar-
tingala requieren un desarrollo mas extenso, que rebasa los propésitos del
presente trabajo. Por tanto, sélo se presentard un tltimo resultado en es-
ta seccién, que muestra una forma simple de obtener una solucién a un
problema de martingala como limite débil de soluciones de problemas de
martingala que lo aproximen.
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Lema 1.2.28. Sean A C Cg[0,00) x Cg[0,00) y A, C B(E) x B(E), para
n > 1. Supdngase que para cada (f,g) € A existen (fn,gn) € Ay tales que

limy oo [|fn = fIl =0, limp_oollgn — g]| = 0. (1.44)

Si para cada n, X, es una solucion al problema de martingala para A,
con trayectorias en Dg[0,00) y X, = X, entonces X es una solucion al
problema de martingala para A.

1.2.4. Ejemplo: un proceso de muerte puro.

En esta seccién se presenta un proceso de Markov que resultara de uti-
lidad méas adelante.

Considérese un sistema cuyo estado en cada tiempo ¢ > 0 representa el
nimero de individuos en una poblacién, en ese momento. Supdngase que
cuando hay n individuos en la poblacién,

(a) Nuevos individuos nacen con una tasa exponencial [;,.
(b) Los individuos mueren con una tasa exponencial \y,.

Es decir, si en un momento dado hay n individuos en la poblacién, el tiempo
que debe transcurrir hasta que ocurra (exactamente) un nacimiento es una
variable aleatoria exponencial con media 1/, e independiente del tiempo
que debe transcurrir hasta que ocurra (exactamente) una muerte, el cual es
a su vez una variable aleatoria exponencial con media 1/A,. Un sistema de
este tipo se llama proceso de nacimiento y muerte. Los pardmetros {5y }n>0 ¥
{An}n>0 se llaman tasas de nacimiento y de muerte, respectivamente. Por lo
tanto, un proceso de nacimiento y muerte es un proceso de Markov a tiempo
continuo con valores en E = {0,1,2,...}, para el cual las transiciones desde
el estado n pueden ir, de forma directa, tinicamente a los estados n — 1 si
ocurre una muerte antes que un nacimiento y n + 1 en caso contrario.
Cuando 3, = 0 para toda n > 0, se tiene un proceso de muerte puro.
Tavaré [Tav84], en el contexto de modelos de genética poblacional, estudia
un proceso de muerte puro {D;}¥} con poblacién inicial D(])V = N y tasas de
muerte A\, = sn(n—1+6) paran =0,1,..., N, § > 0. El generador de este

2
proceso es un operador lineal @ = (¢; ;) definido por

qnn = _)\n, n:O,l,...,N,
-1 = A, n=1,...,N,
kg = 0 k#nn—1 (1.45)
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Después, haciendo N tender a infinito, muestra la existencia de un proceso
de muerte puro {D;} con poblacién inicial (limite) Dy = oo y generador

dnn = —Xn, n2>0,
nn—-1 — Aoy n2>1,
g = 0 k#n,n-—1. (1.46)

La funcién de transicion d?, (t) := P(t,n, r) para este proceso, esta dada por

n m— n % m— .
1= (=)™ () ((gin);; Yt si =0,
d?w(t) = ,
S5 (1 () () Skt s 1<,
donde

Yo = (2m — 1+ 0)e . (1.47)

Aquf y en lo que resta del trabajo, (a)ky = a(a +1)---(a + k — 1) para
k= 1,2,..., con (a)oy := 1 denota el factorial ascendente generalizado,
definido para cualquier a € R. También se utilizard més adelante la notaciéon
(a)g; =ala—1)---(a—k+1), con (a)g, := 1 para el factorial generalizado.
Ademés, haciendo n tender a infinito, Tavaré [Tav84] calcula las proba-
bilidades d? (t) := P[D; = n] dadas por
L= (=)™ ) m1ym! ™ Ym0 si. n=0,
dy(t) =
S (=DM (M) (0 4 n) o1y e st n> 0.

En el capitulo 3 se verd la relacién entre estas probabilidades y el proceso
de difusién conocido como Fleming-Viot de mutacién neutral.

1.3. Modelo bayesiano no paramétrico, intercam-
biabilidad y medidas aleatorias.

Supdngase que se desea obtener informacién acerca de una poblacién o
fenémeno, a partir de un conjunto de observaciones {X}}}_;. Para ello, se
puede utilizar la estadistica, siendo necesario asumir un modelo y algunos
supuestos que permitan utilizar los datos disponibles para inferir la infor-
macién deseada. En el ambito de la estadistica cldsica paramétrica, una
préactica generalizada consiste en representar las observaciones como varia-
bles aleatorias independientes y con una distribucién comin p € Z(E).
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Conocer de forma completa dicha distribucién implicaria, en términos es-
tadisticos, conocer todo lo que se desea acerca del fenémeno de estudio, por
lo que los datos no aportarian ninguna informacién adicional relevante. Se
asume por lo tanto que p no es completamente conocida, pero pertenece
a una familia de distribuciones especifica, indexada por un parametro de
dimensién finita 6. Dicho parametro tiene un valor fijo, pero desconocido,
dentro de un espacio de pardmetros © y representa, por lo tanto, todo lo
que no se conoce acerca del modelo. El problema se convierte entonces en
un problema de estimacién del pardmetro o de otras propiedades de interés
asociadas con él.

La estadistica bayesiana introduce una variante, relacionada con el con-
cepto de aleatoriedad. En este enfoque, cualquier cantidad desconocida es
susceptible de afirmaciones acerca de la incertidumbre que sobre ella se tiene,
a través de una medida de probabilidad. Con esto en mente, se puede definir
una medida de probabilidad sobre el espacio de pardmetros © que refleje la
informacién subjetiva acerca del fenémeno, representada por @, previa al ini-
cio del andlisis estadistico. Por lo tanto, se puede asignar al parametro una
distribucion inicial de probabilidad II, obteniéndose un modelo bayesiano
paramétrico de la siguiente forma

Xk|,u9%lu9, kzla"'?”

1.48
bl (1.48)

El teorema de Bayes provee un mecanismo para incorporar la informacién
contenida en los datos. De este modo se obtiene la distribucion posterior del
parametro, a partir de la cual se estimara las cantidades de interés.

17— 1o(T)IL(B)
IIBX"eT):=PeBX"eTI]= = , (1.49)
Jo ITr=1 116(T'x)dIL(0)
donde X" := (X3,...,X,,) es un vector aleatorio con distribucién conjunta,

condicional al pardmetro, P[X" € T'|0 € B] = [[;_; po(Tx)IL(B), defini-
da para B € #(0) y I :=T1 x--- xI', € #(E). En la seccién 1.3.1
se explica brevemente la forma en que la distribuciéon posterior para 6 se
utiliza para hacer inferencia, es decir, para obtener informacién acerca del
fenémeno de estudio a través del modelo planteado, incorporando los datos
disponibles. El modelo (1.48) no es el dnico modelo bayesiano paramétrico
posible, pero basta para introducir la idea que da origen al modelo bayesiano
no paramétrico que sirve de base para el desarrollo del capitulo 4.

En ambos enfoques paramétricos (cldsico y bayesiano), el supuesto dis-
tribucional resulta muy restrictivo, pues impone ciertas propiedades a las
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variables estudiadas, por ejemplo unimodalidad o algin tipo de relacién en-
tre los momentos de su distribucién. Como consecuencia, especialmente en
casos en los que no se cuenta con suficiente informacién acerca del fenémeno
de estudio, es conveniente relajar los supuestos. Una manera natural de ha-
cerlo es aumentar la dimensién del parametro utilizado para caracterizar a
la distribucién, aumentando asi el «tamano» del espacio que representa la
incertidumbre. En el extremo, se puede pensar en parametros de dimensién
infinita, surgiendo la llamada estadistica no paramétrica.

En el caso bayesiano, esto implica una dificultad que detuvo por mucho
tiempo el desarrollo de la teoria no paramétrica. Aumentar la dimensién
del espacio de pardmetros hasta hacerla infinita es equivalente a aumen-
tar el espacio de distribuciones en el que se trabaja. Por lo tanto, en lugar
de definir una distribucién inicial sobre un espacio © de dimensién finita,
se debe asignar una distribucién inicial sobre el espacio de todas las dis-
tribuciones posibles para las variables aleatorias de interés. La existencia de
tal distribucién sobre el espacio de distribuciones se puede garantizar por
medio del teorema de representacion de de Finetti, a cambio de asumir cierta
relacién entre los datos, conocida como intercambiabilidad.

Definicién 1.3.1 (Intercambiabilidad). Un conjunto finito X,..., X,
de variables aleatorias con valores en E (es decir, X; : @ — E medible
para cada j € {1,...n}) se dice intercambiable si cada permutacién de
(X1,...,X,) tiene la misma distribucién conjunta que cualquier otra per-
mutacién. Una sucesién {Xj},>1 de variables aleatorias con valores en E es
intercambiable si cada subconjunto finito lo es.

En esta definicién y en el resto de este capitulo, (©2,.%,P) es un espa-
cio de probabilidad y (E,r) un espacio métrico completo y separable, con
o-dlgebra de Borel, Z(F). Al igual que en las secciones anteriores, Z(E)
denota al conjunto de medidas de probabilidad sobre E que dotado con
la métrica de convergencia débil es a su vez un espacio métrico completo
y separable, con o-algebra de Borel Z(Z(F)). Es posible entonces definir
una medida de probabilidad IT sobre (Z(E), B(Z(E))). Sea E* el espacio
producto (infinito) de E, con o-dlgebra de Borel #(E>) = (#(E))>™. Si
w € P(E), entonces u>* € P (E*) denota la correspondiente medida pro-
ducto sobre E*. Para cualquier z € E, 6, € Z(E) denota la medida de
probabilidad con toda su masa acumulada en x.

Teorema 1.3.2 (Representacién de de Finetti). Una sucesidn de va-

riables aleatorias {Xy}r>1 con valores en E es intercambiable si y solo si
existe una medida de probabilidad 11 sobre (P(E), B(P(E))) tal que para
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cualquier boreliano B = {By}r>1 € B(E™®) (i.e. By € #B(E) para cada
k>1),

P[X*® € B] :=P[X € Bi;k > 1] = / u(B)II(dp) (1.50)
2(E)
Ademds I1, llamada en ocasiones la medida de de Finetti de la sucesion, es
unica e igual al limite de las distribuciones empiricas:

, RS
M= hmnﬂmggaxk (1.51)

Una interpretacion util del teorema de representacién de de Finetti con-
siste en considerar que una sucesién infinita de variables aleatorias { Xy, }n>1
definida sobre un espacio métrico (E,r) completo y separable, es intercam-
biable si y solo si las variables aleatorias son condicionalmente independien-
tes e idénticamente distribuidas (iid) como p, dada la medida p € Z(E).
Esta interpretacion, bajo el supuesto de intercambiabilidad de las observa-
ciones, da lugar al siguiente modelo bayesiano no paramétrico para sucesiones
intercambiables -

Xk|u%l,u; k=1,...,n (1.52)
w~ 1L

Nétese que, si se restringe el espacio Z(FE) a una familia paramétrica
{me} € Z(E), con 6 € O, entonces II se puede reexpresar como una me-
dida sobre el espacio de parametros. Asi se recupera el modelo bayesiano
paramétrico (1.48).

El supuesto de intercambiabilidad es una afirmacién acerca de la relacién
entre las variables u observaciones modeladas. Consiste en suponer que el
orden en que la informacién se recibe o incorpora al modelo es irrelevante
y, como se explicé arriba, equivale en la préctica a hacer un supuesto de
independencia condicional. Esto puede no ser realista en todos los casos,
pero resulta aceptable para muchas aplicaciones y es una forma de justificar
modelos bayesianos como (1.48) y (1.52), que aportan una gran flexibilidad
al andlisis estadistico.

En la practica, la utilizacién de modelos del tipo (1.52) para realizar
inferencia estadistica, depende de la posibilidad de definir una distribucién
inicial IT sobre Z(FE) que resulte manejable y que pueda ser actualizada
a partir de la informacién contenida en los datos, a través del teorema de
Bayes. Es decir, que permita calcular la distribuciéon posterior

I(B|X" €T):=P[pe BX" €] = [, p(TR)TIB) (1.53)

Sy iy m(Tr) AT (1)
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definida para toda B € B(Z(E)).

Ferguson [Fer73], al introducir el proceso Dirichlet como herramienta
para la inferencia bayesiana no paramétrica, mencioné dos caracteristicas
deseables para una distribucién inicial no paramétrica:

(a) El soporte debe ser grande, con respecto al espacio de medidas Z(E)
sobre el cual se define.

(b) La distribucién posterior dada la muestra debe ser manejable analitica-
mente.

El fuerte avance en recursos y métodos computacionales en anos posteriores
al articulo de Ferguson ha restado importancia al segundo punto, facilitando
la utilizacién de distribuciones iniciales méas generales y que permiten satis-
facer de forma més amplia el primer punto. Se ha desarrollado resultados
tedricos en torno a procesos estocdsticos con valores en Z(FE), que pueden
ser utilizados como distribuciones iniciales no paramétricas, asi como méto-
dos de simulacién que permiten el calculo de cantidades de interés, sin la
necesidad de encontrar una expresién analitica explicita para la distribu-
cién posterior (1.53). Una importante familia de distribuciones iniciales no
paramétricas, de la cual el proceso Dirichlet es un caso particular, se deriva
del llamado modelo de urnas, que se presentara en el capitulo 2.

1.3.1. Inferencia bayesiana y método de Monte Carlo.

Considérese el modelo bayesiano paramétrico (1.48), con E = R y es-
pacio de pardmetros © = R%. El planteamiento requiere la especificacién
de una familia paramétrica {ug : € O} que establezca la forma en que la
incertidumbre acerca del fenémeno de estudio se relaciona con el pardmetro.
Supéngase que pg(B) := P[X € B|f], con B € B(E), tiene densidad aso-
ciada p(X16), la cual vista como funcién de 6 se suele llamar verosimilitud.
Se requiere igualmente la definicién de una distribucién inicial o «a priori»
para 6, I € &2(©), totalmente conocida, es decir II(B) = P [§ € B] se conoce
para cualquier B € #(0©) y con densidad asociada p(¢). (También se podria
suponer que II es dependiente a su vez de parametros desconocidos para
los cuales se debe definir una distribucién inicial, obteniéndose un modelo
jerdrquico).

La informacién de los datos X" := (Xj,...,X,) se incorpora al mo-
delo a través del teorema de Bayes para obtener la distribucién posterior
II(- |X™) € Z(O) definida por II(B|X") := P[# € B|X"], para cualquier
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B € #A(0) . Su densidad asociada se calcula como

n p(O)p(X"0)
PO = - @pxn0)a8"

donde p(X"|0) = []j_, p(X;|0). En este punto, se plantea un primer prob-
lema, pues la integral en la expresiéon de arriba puede resultar muy dificil
de calcular, especialmente en el caso en que @ es un parametro multidimen-
sional. Por lo tanto, en muchos casos, la distribucién posterior o final en
un modelo bayesiano paramétrico se conoce salvo una constante de propor-
cionalidad.

En principio, el conocimiento de la distribucién posterior para 6 permite
hacer inferencia sobre cualquier funcién ¢ = ¢(6) medible, por ejemplo, un
estimador puntual se puede calcular como

E [6(60)[X"] = /e 6(0)p(0]%7)do. (1.55)

(1.54)

O se puede hacer inferencia sobre observaciones futuras, mediante la llamada
distribucion predictiva

p(X|X") = /@ p(X[0)p(8X")db. (1.56)

El célculo de estas dos integrales puede ser muy complejo, atin en el caso en
que se conoce la constante de proporcionalidad para p(8|X"™).

Cuando las distribuciones u otras cantidades no pueden ser calculadas
explicitamente, es necesario recurrir a aproximaciones analiticas o numéri-
cas. Una de las alternativas mas utilizadas es el llamado método de Monte
Carlo, que permite aproximar, con base en las leyes de grandes ntimeros, el
valor esperado E [¢(X)] < oo para cualquier funcién medible ¢ sobre E y
X ~pe Z(E), por

1
Ep(X)] = | @)~ > dlan), (1.57)
j=1
donde (1, ..., zx) son realizaciones independientes de una variable aleatoria

con distribucién p. Por lo tanto, para obtener una aproximacién a las in-
tegrales que aparecen en las expresiones (1.54), (1.55) y (1.56) basta poder
simular observaciones independientes de 6 ~ II(4|X™). Sin embargo, esto
aun puede ser complejo, sobre todo en el caso en que la dimensién de 6 es
mayor a uno. Entonces, es necesario contar con un algoritmo que permita la
simulacion de variables aleatorias multivariadas. Un algoritmo de simulacién
muy utilizado en estos casos es el llamado muestreo de Gibbs.
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1.3.2. Método de muestreo de Gibbs.

Sea g : A — A una funcién continua para la cual se desea encontrar
un punto fijo, es decir, un punto z € A tal que g(z) = z. A partir de un
punto inicial g € A se puede definir la sucesién {xj}r>1 haciendo z =
g(zg—1). Si la sucesién converge, el limite = es el punto fijo deseado. Esta es
la base para el muestreo de Gibbs, también llamado muestreo de sustitucion
sucesiva (Successive Substitution Sampling [Sch95]) o muestreo condicional
alternante (Alternating Conditional Sampling [GCSR04]). La idea explota
algunas propiedades de las cadenas de Markov para construir un proceso
estacionario con distribucién marginal conocida.

Actualmente, el uso mas comtun del muestreo de Gibbs es quizé la simu-
lacién de variables aleatorias multivariadas y es particularmente util en el
contexto de inferencia bayesiana.

Sea Y™ := (Y7,...,Y,) un vector de variables aleatorias y para cada i,
sea fy,y—i (donde Y~ := {Y; : j # i}) la densidad correspondiente a la
distribucién condicional de Y; dadas las demads, con respecto a una medida
;- Se denota por fyn la densidad correspondiente a la distribucién conjunta

de Y” con respecto a la medida producto g = pi X, -, iy, de la cual se
desea simular un valor.
Supdngase que se observa v := (v1,...,U,), realizacién de una densidad

fyn con respecto a la medida p. Es posible definir una nueva densidad fxn
para X" := (Xi,...,X,) de la siguiente forma. La densidad de X; con

respecto a 11 es fy;jy-1(- |v2,...,v,); la densidad condicional, con respecto
a pg2, de Xs dado X7 = w1 es fYQ‘Y—Z(' |z1,v3...,v,) vy asl sucesivamente
hasta tener que fyn‘an( |21,...,2n—1) es la densidad condicional de X,

dadas X1,...,X,_1. Entonces
fxn () :/ [H fY,i|Yi($i|Zi)] Jyn (v)dpu(v)
i=1

donde z1 = (v2,...,Vn), 2i = (T1, -+, Tic1, Vit1s- -+ Un) Y 2n = (1, ..., Tp_1).
Si se define el operador

T(f)(@) = / [H fmi<xi|zi>] J(0)du(v), (1.58)
i=1

entonces T'(fyn) = fyn, de modo que la densidad conjunta para Y™ es un
punto fijo de T. Por lo tanto, si se parte de una densidad inicial fj, se
puede utilizar el método de sustitucién sucesiva, haciendo fr = T'(fr—1). Si
la sucesién { fi}r>1 es convergente, su limite es fyn.
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En la practica, no es necesario resolver en cada paso una integral para
obtener cada una de las densidades conjuntas, basta obtener muestras de
las distribuciones condicionales involucradas en la definicién del operador.
A este procedimiento se le conoce comunmente como muestreo de Gibbs:

(a) Inicializacién.

Se fija X§ = (21(0),...,2,(0)), que se puede considerar como una
observacién de una distribucion inicial fy.

(b) Muestreo condicional alternante.

Dado X}_; = (z1(k—1),...,2,(k—-1)), se simula X} = (z1(k),...,zn(k))
a partir de las distribuciones condicionales, es decir, se genera z;(k)
de la densidad fy,y—:(zi(k) [2i(k)) para cadai=1,...,n.

La sucesion {X}'};>1 es una cadena de Markov, ya que la densidad con-
junta de X7, para cada k > 1, depende tinicamente de X}'_,. Por este motivo,
se dice que el muestreo de Gibbs es un caso particular de un conjunto més
general de métodos conocidos como métodos de Monte Carlo via Cadenas
de Markov (MCMC). Ademds, la convergencia de { f; }x>1 a fy» es suficiente
para garantizar la convergencia de {X}'};>1 a una realizacién de la variable
aleatoria X" con la distribucién conjunta deseada, incluso si el orden de
actualizacion de las variables se modifica en cada paso (por ejemplo, si el
orden de actualizacién se elige aleatoriamente).

Las cadenas de Markov construidas por el método de muestreo de Gibbs
son reversibles en el tiempo.

1.4. Construccién de procesos de Markov estacio-
narios a través de procesos latentes.

1.4.1. Cadenas de Markov via variables latentes.

En el afio 2000, Pitt et al [PCWO02] introdujeron, en el contexto de mo-
delos autorregresivos del tipo AR(1), un método para la construccién de ca-
denas de Markov estrictamente estacionarias, con distribuciones marginales
conocidas. Esta construccién se logra de forma conceptualmente sencilla ex-
plotando propiedades del muestreo de Gibbs.

Supdngase que se desea construir una cadena de Markov { X} },>1, cuya
distribucién marginal pertenece a una familia paramétrica, con densidad fx.
Es posible definir el proceso a través de su funcién de transicién, de modo
que la distribucién marginal deseada resulte invariante en el tiempo. Para
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ello, se incorpora la dependencia entre X y X;_1 a través de un proceso
latente Y (que juega el papel de un pardmetro para la funcién de transicién
de {X}}), con densidad condicional fy|x(y|z). La funcién de transicién a
un paso para el proceso se define como

Play1,ax) = / Fxiy @lo) Fypx e (dy),  (1.59)
donde Fyx () x (@)
_ Y |x\¥IT)Jx (T

Py @ly) = e e x @) (1.60)

Aqui, g1 y po denotan medidas de referencia en los espacios en los que
toman valores X y Y respectivamente. En la practica pueden coincidir con
las medidas de Lebesgue o de conteo.

De este modo se satisface

/ P, i) fx (an1)pa(dznr) = fx(zx), (1.61)

por lo que fx resulta invariante para la transicién definida, es decir, es la
distribucién estacionaria del proceso {Xy}.

Es importante senalar que, al introducir variables latentes en la construc-
cién del proceso {Xj}x>1, implicitamente se estd construyendo también el
proceso {Yg}i>1.

Mena y Walker [MWO05] generalizaron este método al adoptar un enfoque
no paramétrico en la definicién de la funcién de transicién. La idea se basa
en reinterpretar a esta ultima como un valor esperado con respecto a la
distribucién condicional fy|x, que toma el papel de distribucién posterior
(en el sentido bayesiano) para la inicial fy con verosimilitud fxy, es decir

P(zg—1,2x) = E[fx)y (z|y) [vp-1]- (1.62)

Si en lugar de pensar en Y como una variable latente se considera la intro-
duccién de una funcién de densidad aleatoria f con densidad inicial II(df),
se puede definir la funcién de transicién a un paso como

P(axor, 7) = E [f(2)[25_1] = / F@)M(df o), (163)

donde II(df|zg_1) es la densidad posterior para f dada la observacién xp_1.

El atractivo principal de esta propuesta reside en la posibilidad de utilizar
métodos desarrollados en el area de la estadistica bayesiana no paramétrica,
junto con las propiedades del muestreo de Gibbs, para la construccién de
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cadenas de Markov reversibles y estacionarias con distribuciones marginales
generales. Es importante destacar que la teoria que fundamenta el muestreo
de Gibbs y por tanto, las propiedades de los procesos asi construidos, fun-
ciona para procesos que toman valores en espacios muy generales. En par-
ticular, se puede pensar en el proceso latente {f}r>1 con valores en el
espacio de densidades sobre el espacio en el que toma valores X. Esta idea
serd retomada en el capitulo 4 como base para la construccién del proceso
Fleming-Viot a través de un proceso latente.

1.4.2. Generalizacion del método: procesos markovianos en
tiempo continuo.

Otra posible generalizacién del método presentado por Pitt et al [PCW02]
se refiere a la construccion de procesos de Markov a tiempo continuo. Mena
y Walker ([MWO07]) proponen una forma de hacerlo, a través de un mo-
delo que incluya algin parametro dependiente del tiempo. La manera més
sencilla de explicar el método es a través de un ejemplo.

Se parte del ejemplo bésico de Pitt et al [PCWO02] para la construccién
de una cadena de Markov {X}},>1 con distribucién estacionaria Ga(-|a,b).
Las distribuciones condicionales que relacionan al proceso de interés con
el proceso latente, son elegidas teniendo en cuenta la marginal deseada y
para facilitar los cdlculos, se elige una distribucién conjugada (en el sentido
bayesiano).

Considérese las distribuciones condicionales siguientes

XY ~Ga(X|a+Y,b+ ¢), (1.64)
Y|X ~ Po(Y|¢X), (1.65)
donde ¢ > 0. Entonces, la densidad conjunta para (X,Y) estd dada por
fxy(z,y) = Po(y|oz)Ga(z|a, b) (1.66)
y la distribuciéon marginal para X,
fx(z) = Ga(z|a,b) (1.67)

coincide con la distribucién estacionaria deseada para el proceso {Xj}r>o0.
Se usa el método del muestreo de Gibbs, iniciando con Xy ~ Ga(X|a,b)
para construir una sucesion,

Xo— Y1 — X — Yao o
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De este modo, como se mencioné al principio de esta seccién, se construye si-
multaneamente dos cadenas de Markov, reversibles, gracias a las propiedades
del muestreo de Gibbs. Ademas, por la igualdad (1.61), {X}r>1 es una ca-
dena de Markov estacionaria con densidad fx.

El siguiente paso es llevar la cadena a tiempo continuo. Para ello, es con-
veniente observar que el pardmetro ¢ controla la correlacién en el proceso
{Xk}r>1- Si ¢ es pequeno (cercano a cero), entonces es mas probable que Y;
tome valores pequenos, de modo que la distribuciéon de X; sera «cercana» a
la Ga(- |a,b). Si ¢ es grande, es més probable que Y] tome valores grandes y
en consecuencia que X7 resulte cercana a Xg. Por lo tanto tiene sentido que,
para llevar el proceso a tiempo continuo, se sustituya ¢ por ¢, una funciéon
determinista estrictamente creciente dependiente del tiempo. Puesto que el
proceso que se desea construir toma valores en R, un espacio completo y
separable, basta encontrar una funcién ¢; = ¢(t) que satisfaga las ecua-
ciones de Chapman-Kolmogorov, para garantizar la existencia del proceso
de Markov a tiempo continuo {X;}+>o.

En este caso, Mena y Walker [MWO07] demuestran que todas las solu-
ciones son de la forma

b
et —1

b = (1.68)

para alguna ¢ > 0. Se obtiene un proceso de Markov {X;};>¢ homogéneo en
el tiempo, con densidad de transicién

P(t,zo, x0) = Z Ga(ztly + a, ¢¢ + b)Po(y|zody). (1.69)
y=0

Demuestran ademds, que { X} }+>0 equivale (en distribucién) a un proceso de
difusién conocido como proceso Gamma-Poisson (o modelo Cox-Ingersoll-
Ross reparametrizado) que se puede definir como la solucién a una ecuacién
diferencial estocastica dada por

2
dX; = c(a/b— X,)dt + q/thth,

donde {W;} denota un movimiento browniano. La utilizacién de este método
para construir procesos de difusion es de particular interés para el presente
trabajo.

Debido a las propiedades del muestreo de Gibbs, todos los procesos
obtenidos de esta forma son reversibles, sin embargo, es posible utilizarlo
para construir procesos de Markov no estacionarios [MWOT7].
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Se puede generalizar el método ain madas para construir modelos con
funciones de transicién dependientes de cualquier conjunto, por ejemplo de
covariables, en vez de fijar la dependencia inicamente en el tiempo.

Otra alternativa consiste en permitir que la dependencia del parametro ¢,
que regula la correlacion del proceso con respecto al tiempo, sea estocéastica.
Es decir, en vez de definir una funcién determinista ¢;, puede asignarse una
medida de probabilidad P [¢; = ¢] sobre el espacio de posibles valores del
parametro.

Finalmente, es posible combinar la construccién a tiempo continuo con la
construccién de Mena y Walker [MWO05], que utiliza el enfoque no paramétri-
co. En este caso, en vez de un proceso de variables latentes {Yj}r>1 se tiene
un proceso de densidades o medidas.

Estas ultimas dos ideas seran esenciales para la construccién de un pro-
ceso de difusion, conocido como Fleming-Viot de mutacién neutral, en el
capitulo 4.



Capitulo 2

Modelos de Urnas y el
proceso Dirichlet.

Los modelos de urnas se basan en la siguiente idea. Imaginese una urna
que contiene, en un principio, cierto nimero fijo de bolas de diferentes colores
o tipos, donde todos los posibles colores son conocidos y forman un espacio
E, llamado el espacio de estados o tipos. Se extrae una bola y dependiendo
de su color, se modifica el contenido de la urna para la siguiente extraccion,
repitiendo este procedimiento indefinidamente.

Aunque conceptualmente simple, esta idea da lugar a una muy amplia
familia de modelos probabilisticos. En los casos més sencillos, F es finito pero
se puede extender la misma idea para un espacio de estados infinito, incluso
no numerable. El niimero de bolas de cada color contenidas en la urna es, en
el caso béasico, un entero no negativo, pero el esquema se puede generalizar
para numeros reales no negativos. La probabilidad de extraer de la urna
una bola de un tipo dado es, en el caso completamente aleatorio (cada bola
tiene la misma probabilidad de ser elegida), igual a la proporcién de bolas de
dicho tipo dentro de la urna al momento de la extraccién. Ademaés, en este
caso basico, la modificacién de la urna después de la extracciéon consiste en
devolver la bola extraida junto con una nueva del mismo tipo. Sin embargo,
en los modelos generales es posible introducir mecanismos de extraccién y
reemplazo mas complejos, como dependencia del pasado, extraccién de més
de una bola a la vez, aparicién de nuevos colores, entre otros. También es
comun la definicién de modelos en que varias urnas interactian entre si.

Su gran flexibilidad, ha hecho de los modelos de urnas una herramienta
muy importante, en particular para la estadistica bayesiana no paramétrica,
pues bajo ciertas condiciones permiten la representacion y manipulacién de
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distribuciones para sucesiones de variables aleatorias intercambiables.

A lo largo de este capitulo se presentara una familia de modelos de urnas
que dan lugar a sucesiones intercambiables. Se pondrd especial énfasis en el
modelo de Blackwell y MacQueen [BMT73], que constituye una importante
caracterizaciéon para el proceso Dirichlet propuesto por Ferguson [Fer73] y
utilizado ampliamente desde entonces. Esta caracterizacién resulta esencial
para la construccién del proceso Fleming-Viot en el capitulo 4.

El recuento que se presenta aqui de los modelos de urnas de Pélya y urnas
de Poélya generalizadas no es exhaustivo y su propdsito consiste tinicamente
en servir de base para la construccién desarrollada en el tltimo capitulo
de este trabajo. Los resultados aqui presentados provienen en su mayoria
de [BM73, IZ03, Pem07].

2.1. Urnas de Pélya generalizadas

Las urnas de Pélya deben su nombre al matemadatico hiingaro Pdlya
Gyorgy quien las introdujo por primera vez para modelar el comportamien-
to de enfermedades contagiosas. En el modelo original sélo hay bolas de dos
colores, rojo y negro, y la urna contiene inicialmente una bola de cada co-
lor. En un primer momento, se extrae aleatoriamente de la urna una bola y
se devuelve junto con otra del mismo color, repitiendo el procedimiento in-
definidamente. Este esquema se puede representar por un proceso {Xp n>1
con espacio de estados E = {0, 1}, donde X,, = 1 si en la n-ésima extraccién
se obtiene una bola roja y X, = 0 si se obtiene una negra. Se denota por
Nipn v Nopn la cantidad de bolas rojas y negras respectivamente al tiempo n,
con Nig v Noo, las cantidades iniciales, no necesariamente iguales a 1. En-
tonces, la proporcién de bolas rojas dentro de la urna antes de la extraccion
n+1es pin = N1/ (N1 + Non) ¥ Pon = 1 — p1s, es la proporcién de bolas
negras. En este modelo bésico, la probabilidad de extraccién es «uniformes»,
en el sentido de que las bolas se extraen con igual probabilidad, de modo
que la probabilidad de extraer una bola roja en la extraccién n + 1 es igual
a p1n. Una propiedad sobresaliente de este modelo es que las proporciones
P1n, convergen casi seguramente a un limite aleatorio p; ~ Be(pi|a, b), donde
aZNloyb:Noo. .

El modelo de la urna de Pélya se puede generalizar para un espacio de
estados finito E = {0,1,...,k}, con k > 2. Ademds, es posible modificar
el esquema de reemplazo después de cada extraccion. Dendtese por Ny,
con j € E, el namero de bolas del tipo j contenidas en la urna al tiempo
n. Supdéngase que cada vez que se extrae una bola del color i, se devuelve
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a la urna junto con A;; bolas de color j, para j € E, donde la coleccién
{A;; : i,j € E} estd formada por ndmeros reales fijos, tales que A;; > 0
parai # jy A; > —1, de modo que el nimero de bolas introducidas cada
vez no es necesariamente entero. Supongase ademéas que la probabilidad de
extraer una bola de color i al tiempo n + 1 es py, := Njp/ ZJEE Njnp.

El vector de probabilidades p, = (pin,---,Prn) DPertenece al espacio
Ap = {(pin)ice € [0,1]F : > icpPin = 1}, para cada n > 1. Observando
esto, resulta natural generalizar al caso en que F es infinito, sustituyendo
Ap por Z(E), el espacio de medidas de probabilidad sobre E, y p, por
tn € P(F). Partiendo de una medida inicial p, la probabilidad de extraer
una bola del tipo z € F al tiempo n+ 1 queda determinada por u,. En el ca-
so maés sencillo, tras cada extraccién, la bola es devuelta a la urna, junto con
otra del mismo tipo. Entonces, la actualizaciéon de la medida estd definida
en términos del tipo de bola extraida como

Hn,un + 5Xn
0, +1
con 0, = u,(E), donde §, denota la medida de probabilidad con toda su
masa acumulada en z. Si {X,,},>1 es el proceso definido por los tipos de bo-
las extraidas en cada tiempo, la expresién (2.1) para p, se puede reexpresar

en términos de la medida inicial como
Ho + Z?:l 5X'i
1+n

Hn41 = 5 (21)

Hn+1 = ’ (22)

pues 6y = po(E) = 1. A un modelo de este tipo se le llama comdnmente
urna de Pdlya generalizada.

Para el presente trabajo, resultan de particular interés los modelos de
urnas de Pdlya generalizadas que dan origen a sucesiones {X,},>1 inter-
cambiables.

Sea { X, }n>1 una sucesién de variables aleatorias con valores en un espa-
cio E. Si la sucesion es generada a partir de una urna de Polya generalizada,
es claro que los valores observados se pueden repetir (en virtud de la com-
ponente discreta > Jx, en la expresiéon (2.2)). Dendtese por X7, X5, ... a
los valores tnicos (no repetidos) de X1, X2. .., en orden de aparicién.

Se denota por 7, a la particién de [n] := {1,2,...,n} inducida por las
primeras n extracciones, {X;}7_;. Es decir, m, = {Cj, : j = 1,...,k}},
donde £} es el nimero de valores tnicos en Xi,..., Xy, X; = X;‘ para cada

Cinﬁcjn = @, 27&.7
U G = Il
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La cardinalidad de C},, denotada por k;"n es el numero de veces que X J* se
repite en X1,...,X,,.

Sea p € #(FE) una medida de probabilidad no nula sobre E. Considérese
las sucesiones { X, },>1 definidas por

PLX; €] = () (2.3)
o
wo Wjn
PlXny1 € [X1,..., Xp] = k*inﬂ(') = 0x:(), (24)
Z] 0 Win j=1 ZJ o Win
donde wj, = wjn(n, kY, ..., kj.,) para j =0,...,k’ son funciones simétri-
cas que dependen tnicamente de {n,k{,, ..., ki, }-

Ishwaran y Zarepour [IZ03] establecen una condicién suficiente (aunque
no necesaria) para que una sucesién definida por las distribuciones (2.3)
y (2.4) sea intercambiable.

Teorema 2.1.1. Sea p € P(E) no nula y no atémica, es decir, u(E) > 0
y p({x}) = 0 para cualquier x € E. Supdngase que para cada n > 1, wj, =
w(kjn) y won, = Yo(k) donde 1 y 1o son funciones reales no negativas fijas,
y para cada particion m; de [i]

Kk
> wjn =£(1) >0 (2.5)
§=0

con & una funcidn real positiva fija. Entonces la sucesion {Xp}n>1 definida
a partir de las distribuciones (2.3) y (2.4) es intercambiable.

Corolario 2.1.2. Bajo las condiciones del Teorema 2.1.1,

(a) Sea pint1 la distribucion condicional para Xpi1 definida por (2.4).
Entonces pin41 — p* c.s. cuando n — oo, donde p* es la medida de
probabilidad aleatoria definida por

W= pidx + (1= pju, (2.6)
j J

con p; = limy, oo k;‘n/n
(b) {X;} son i.i.d. con distribucion pi e independientes de {p;}.

(¢) Dada p*, {X;};>1 son condicionalmente independientes con distribu-
cion p*.
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(d) Si won/€(n) — 0 c.s. cuando n — oo, entonces p* es discreta con
probabilidad uno. Es decir,

p=> pidx:. (2.7)
j

Algunos casos particulares de urnas de Polya generalizadas que satisfacen
estas condicones son los siguientes:

(a) Una muestra de observaciones independientes e idénticamente dis-
tribuidas.
X, ™y n>1. (2.8)
Es la forma mas evidente de intercambiabilidad y se obtiene haciendo
won = 1y wj, = 0.

(b) N valores elegidos al azar. Sea N > 1 un entero positivo y definase
won, = (N — k;)pz <vy, wjn = 1. Cuando kj; > N, wp, se anula,
lo cual restringe a la sucesién a tener a lo mas N valores distintos.
Ademds, la condicién (2.5) se satisface porque

3
> win=N>0 (2.9)
j=0

(¢) La sucesién de Blackwell y MacQueen con pardmetro u. Corresponde
a la eleccién wo, = p(E) y wjn = kj,,. En este caso

.
> win = p(E) +n >0, (2.10)
j=0

Este modelo es particularmente importante por caracterizar al proceso
Dirichlet, como se vera en la préxima seccion.

(d) El proceso Poisson-Dirichlet con pardmetros (v, o, 8). Corresponde a
la eleccién wo, = 0 + ak;, y wjy :k‘;n—aparao <a<lyf>-—a.
En este caso
k7,
> wjn=0+n>0. (2.11)
j=0
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La expresion (2.4) resulta ser la distribucién predictiva (en el senti-
do bayesiano de la seccién 1.3) para una medida aleatoria discreta fi
definida por

k—1

[Ta-vv

=0

k>1

3z, (), (2.12)

donde {Vj}x>0 son iid con distribucién Be(: |1 — «, 8 + ka) e indepen-
dientes de {Z }r>0 que son a su vez iid con distribucién v. El proceso
Dirichlet con parametro p es un caso particular de este modelo y se
obtiene tomando a =0y p = 6v.

(e) Modelo de distribuciones Dirichlet finito dimensionales de Fisher con
pardmetros (¢,v). Sea N > 1y definase wo, = 0(1 — k,/N)Lx < vy,
wjy, = k7, + 0/N, para 6 > 0. Entonces

> wjn=0+n>0. (2.13)
j=0

Ademas, la elecciéon de wy, evita que el proceso tenga mas de N valores
distintos. En este caso, la expresion (2.4) corresponde a la distribucién
predictiva para una distribucién aleatoria i definida por

N
i)=Y Z;CVC_'Z“Gkézkc ) (2.14)

k=1

donde {g;} son variables aleatorias iid Ga(-|¢/N,1) e independientes
de {Zk}r>0 que son iid con distribucién v.

2.2. El proceso Dirichlet.

En 1973, Ferguson [Fer73] introdujo el proceso Dirichlet, definiéndolo a
partir de sus distribuciones finito dimensionales y demostrando la existencia
del proceso a través de las condiciones de consistencia de Kolmogorov. Para
ello se basé en las propiedades de la distribucién Dirichlet, conocida en el
ambito de la estadistica bayesiana por ser la distribucion inicial conjugada
para los pardmetros de la distribucién multinomial.

Definicién 2.2.1 (Distribucién Dirichlet). Sean Zi,...,Z, variables
aleatorias independientes tales que Z; ~ Ga(z|aj,1), donde a; > 0 para
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toda j y a; > 0 para algunas j’s. La distribucién Dirichlet con pardmetro
(a1,...,a,) es la distribucién de (Y7,...,Y},), donde para j = 1,...,n,
ZA
Y= =t 2.15
J Z?:]- Zi ( )

En este caso, se denota (Y7,...,Y,) ~ D(-|ai,...,a,).

Definicién 2.2.2 (Proceso Dirichlet). Sea v una medida no nula, no
negativa y finitamente aditiva sobre un espacio medible (F,.%), tal que
v(E) < co. Se dice que una medida aleatoria p sobre (E, %) se distribuye de
acuerdo con un proceso Dirichlet con pardmetro v si para cadan =1,2,...y
para cada particién medible (B, ..., By,) de E, el vector (u(B1), ..., u(Bn))
tiene distribucién Dirichlet, D(: [v(Bi),...,v(By)). En este caso, se usa la
notacién pu ~ D(p|v).

A partir de su introduccion, el proceso Dirichlet ha sido ampliamente
estudiado y utilizado. Parte de su importancia se deriva de las diferentes
formas de caracterizarlo que, a través de generalizaciones, han dado origen
a nuevos procesos o distribuciones para medidas aleatorias. Una de estas ca-
racterizaciones, presentada por Ferguson [Fer73] y retomada por Pitman en
el contexto de muestreo de especies [Pit96], se basa en la llamada distribucién
Poisson-Dirichlet.

Definicién 2.2.3 (Distribucién Poisson-Dirichlet). Sea {Z;};>0 un pro-
ceso Gamma con medida de intensidad (e~*/x)dx. Es decir, un proce-
S0 estocdstico con incrementos independientes tal que para cada t, Z; ~
Ga(-|t,1). Sean T'; > T's > ... los tamanos ordenados de los saltos del
proceso para t € [0, 6] y definase

In

- (2.16)

Pn

Entonces se dice que {pp}n>1 tiene la distribucién Poisson-Dirichlet con
pardmetro 6 que se denota PD(-|6).

Teorema 2.2.4. Sea v una medida como en la definicion 2.2.2. Definase
0:=v(E) yv:=v/0 y sea {pn}n>1 ~PD(-|0). Si

o0
pi=>pidz, (2.17)
i=1

con Z; 5 e independientes de {pn}n>1, entonces p ~ D(-|v).
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Una caracterizacién alternativa para la distribucién Poisson-Dirichlet da
lugar a una definicién constructiva para el proceso Dirichlet.

Teorema 2.2.5. Sea {W,}n>1 una sucesion de variables aleatorias id con
distribucion Be(-|1,0) y definase

n—1

po= [T =W))| W, (2.18)
j=1

Sea {pn}n>1 una sucesion obtenida al ordenar {pn} en orden descendente.
Entonces {pn}n>1 ~ PD(-0)

En este caso, p1 >p2 > --- >0y > .p; =1 c.s. Por lo tanto, si se susti-
tuye p, por p, en la igualdad (2.17), se obtiene la llamada representacién
de asignacién proporcional o «stick-breaking» para el proceso Dirichlet.

Como se menciond en la seccién anterior, Blackwell y MacQueen [BM73]
introdujeron una caracterizaciéon del proceso Dirichlet a través de una urna
de Pdlya generalizada, la cual permite obtener de forma iterativa una mues-
tra de un proceso Dirichlet a través de la distribucién predictiva (2.4). El
resultado se presenta a continuacién.

Teorema 2.2.6. Sea {X,}n>1 una sucesion con distribucion definida por
una urna de Pélya generalizada con pardametro v, tal que v(E) = 0 < co. Es
decir

P[X; €] () (2.19)

=V
v(-)+ >0 ox, (-
P Xnt1 €1 X1,..., X = ()42 X]().

(2.20)

FEntonces,

(a) La sucesion {pin}n>1 C Z(E) definida por

v+ 3" 6x,
oy =V 2i=10%, (2.21)
0+n
converge c.s. a una medida discreta p € P(E).
(b) i~ D(- ).
(¢) Dada p las variables X1, Xo, ... son condicionalmente independientes

con distribucion p.

A continuacion se presenta una serie de resultados relacionados con el
proceso Dirichlet que seran utiles para el desarrollo del capitulo 4.
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Lema 2.2.7. Si pn ~ D(-|v), entonces p es una medida discreta casi sequ-
ramente.

Lema 2.2.8. Sea Xi,...,X, una muestra de tamano n de un proceso
Dirichlet v con pardmetro v. Es decir,

X, “ o4 oi=1,....n (2.22)

W~ D) (2.23)
Entonces, la distribucion condicional de p dada la muestra es a su vez un
proceso Dirichlet,

plX1,.. Xp ~D(- v+ 6x,) (2.24)
i=1
Obsérvese que de este resultado se sigue que
D)= | D(-[v+ Y dx) p(X1) ... p(Xn) (2.25)
i=1

Lema 2.2.9. Sea X" un vector aleatorio de dimension n con valores en un
espacio E™ y distribucion

n
P () = [ (X, (226)
j=1
donde, para v € P(E) y 0 > 0 fijas
w~ D(-16v). (2.27)
Entonces, se puede integrar p para obtener

ny .__ n V) = s 9V+Zi;11 6Xi
P[X" := /@(E)P(X |1)D(dp|f )_,-1;[1 <9+j_1 ) (2.28)

Este lema nos dice que la distribucién marginal de un vector aleatorio
formado por observaciones condicionalmente independientes e idénticamente
distribuidas de acuerdo a una medida aleatoria con distribucién Dirichlet,
es igual a la distribucién de un vector aleatorio obtenido a partir del modelo
de urna de Pélya generalizada:

X, ~v (2.29)
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y para j =2,...,n, _
-~ Ov + Zi;ll Ox,
O0+5—-1 °
El siguiente teorema, presentado por Walker, et al. [WHNO7], es esencial
en la construccion del proceso Fleming-Viot a través de un proceso latente,
que se verd en el capitulo 4. Se presenta en esta seccién por tratarse de
una propiedad de un modelo cuya distribucién inicial no paramétrica es
un proceso Dirichlet, la cual se satisface en general y no unicamente en el
contexto del capitulo 4.

X; (2.30)

Teorema 2.2.10. Sean X" := (X1,...,X,) y Y™ := (Y1,...,Yy) dos vec-
tores aleatorios con valores en E™ y E™ respectivamente, y distribuidos de
acuerdo al modelo

X; %o oje{l...n} (2.31)
~did o~
Yilp ~ [ je{l,...,m} (2.32)
n
QX" o~ D(|ov+ Y dx,), (2.33)
j=1
para cualesquiera 0 > 0 y v,u € P(E) no atémicas. Sean {Y{, ..., Y.}
el conjunto de valores unicos de Y™ y R el nimero de elementos de dicho
conjunto que coinciden con algin elemento de {X1,...,X,}. Entonces, la
densidad de R estd definida, para v € {0, ..., min{n,m}}, por
r 0 m—r
P[R=r[X"| =P[R=1] = ("MH)T(’”) (2.34)
0+ n)my r

o equivalentemente,
P[R=1r]=r! (:) <T) m (2.35)

Para la demostraciéon se requiere el siguiente resultado de combinatoria,
tomado del mismo articulo [WHNO7].

Lema 2.2.11. Sea ¢ > 0. Entonces, para m > r > 0 y definiendo 0! = 1,
se tiene que

mZ_T ! <k +,: - 1) <mk T) (@) m—r—kr = (& + T)m—r7- (2.36)

k=0
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Demostracion. (Teorema 2.2.10.) Supéngase, sin pérdida de generalidad,
que las 7 observaciones de X" que reaparecen en {Yj,...,Y .} son las
primeras. Dendtese como s; a la multiplicidad o nimero de veces que se
repite la observacién X; en la muestra Y™ (sin contar la primera). Entonces
k = s1+s2+---+s; es el nimero total de observaciones repetidas de Y™ que
coinciden con alguna observacién de X, con 0 < k <m-ry0<s; <m-—r.

El modelo de urnas que rige la distribucién condicional de [Y™|X"], de
acuerdo con el lema 2.2.9, permite recurrir a las distribuciones condicionales
para calcular la probabilidad de obtener una configuracién especifica para
Y™. Considérese los siguientes eventos

A1 = [Yl = Xl]
Aj ::Aj_lﬂ[}/}:Xj],QSjST.
Apgji=AryjaNfYg =X1], 1 <5 <51

Artsiti = Argsi1j—1 0 [Yigs 45 = Xo], 1 <j < Sa.

Ar+kfsr+j = Ar+kfsr+j71 N [Yvr+kfsr+j = Xr]v 1<5< S

Akt = Arikrj—1 N [Yrrts € EN{X1, .., Xn}, 1 <j<m—r—k.

Entonces,
n 1
P[Y1:X1|X] = 9+n
1
PIYG = XX 4] = gy
]PD/TJrj:Xl‘X 7AT+]'*1] = O+n+r+j—1
147

]P)[Y;HLSlJrj:X2|Xn,Ar+s1+j*1] = O+n+r+s1+j—1

1+

P[Yoih ori= X0 /X% Apriaria] = .
Vrth—syt | rih=sr i) O+n+r+k—s-+j—1

O+5—1

PlYiiprj € EN{Xq, ., X} X", Ay 1] = Gintreht)—1
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y la probabilidad de ocurrencia simultanea de estos eventos es

P[Ap|X"] = [[P[Ai]Ai1] =
i=1

(81 + 1)' <o (ST + 1)!(9)mfr7kT
0+ n)mT ’

(2.37)

donde Ay = E. Ahora, como Y|t i i, por el teorema de representacién
de de Finetti (teorema 1.3.2), las observaciones y por tanto los eventos, son
intercambiables. Asi pues, la probabilidad de que la muestra Y™ contenga al
valor X;, s;+ 1 veces (la primera més las repeticiones), paracadai=1...r,
con ky {s1,...,s-} fijos, sin importar el orden de aparicién en Y", es igual
a P[A;,|X"] multiplicado por el nimero de formas en que se puede elegir k
observaciones con {si,..., s} repeticiones, del total de m observaciones en
Y™. Dicha probabilidad es

m! } [Hz_ﬂsi + DO mrir] _
T, Goi + Dim — 7 — B! @+ Mt
ml(0)m—r—k1
(m—r—k)NO0+n)m

(2.38)

Si se permite que k y sip,...s, varien, se obtiene la probabilidad de que
exactamente las primeras r componentes de X" aparezcan en {Y7*,..., Y .}
cualquier ntimero de veces, dada por

— m!(e)m—r—kT o
Z Z (m—r—k)O+n)m

k=0 {s1+,+sr=k}
m!(@)m_,«_m k+r—1
(m—r—k)Y0+n)m k , (2:39)

3

-r

~
I

0

donde la igualdad se debe a que los sumandos no dependen de sy, ... s, por
lo tanto la suma interior simplemente es igual al nimero de formas en que
k se puede descomponer como suma de r enteros positivos. Reacomodando
términos, esto es igual a

m! = (k=1 (m =1\ (0)mr—kt
! Ymor—kt 2.40
P> ) s e
y aplicando el lema 2.2.11, esto es igual a

m0 + 1) m—rt
(m— 110+ n)

(2.41)
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Finalmente, para obtener la probabilidad de que r valores inicos {Y7*, ..., Y.
sean iguales a cualesquiera elementos de X", es necesario multiplicar por el
numero de formas en que se puede elegir r de las n Xj’s, sin repeticién.

Asf se llega al resultado deseado

Plr(t+s) =rn(t) =n,n(t+s) =m] =

<n> ( ml (0 + r)m—pr () (0 + ) <m

r)(m—m)1O0+n)m 0+ n)my r

) (2.42)
O

Lema 2.2.12. Bajo las condiciones del teorema 2.2.10, la distribucion de
Y™ dado R,

PIY"IR = [ PR RIdu(X).di(X) (243
E’Vl
corresponde al modelo

id

Y; % u je{l,...,R} (2.44)

Yiliy * fy, je{R+1,...,m} (2.45)
R

iy YR~ D(|ov+) oy, (2.46)
j=1

De acuerdo con el lema 2.2.7, el proceso Dirichlet, usado como distribu-
cién inicial no paramétrica tiene fuertes limitaciones, pues asigna proba-
bilidad 1 al espacio Z4(E) C Z(E) de medidas de probabilidad discretas.
Antoniak [Ant74] extendié los resultados de Ferguson [Fer73], dando origen a
un modelo de mezclas de procesos Dirichlet. Definié asi una nueva distribu-
cién inicial no paramétrica, que puede ser interpretada como un proceso
Dirichlet D(-|v), donde v es a su vez una medida aleatoria.

Definicién 2.2.13 (Mezcla de procesos Dirichlet). Sean (E,.#) un
espacio medible y (U, 7, H) un espacio de probabilidad. Se dice que una
medida aleatoria p sobre (E,.%) se distribuye de acuerdo con una mezcla de
procesos Dirichlet con distribucién de mezclas H sobre el espacio de indices
(U, o) y medida de transicién «, si para cada particiéon medible By, ..., By
de F'y k > 1 se tiene que

Plu(B1) < w1, i(Br) < yil

:mewwmmwawwmmmwmm
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donde a: U x . — [0,00) es tal que

(a) Para cada u € U, a(u,-) es una medida finita no nula y no negativa
sobre (E, 7).

(b) Para cada B € .#, a(-, B) es medible en (U, ).

En este caso, se denota
w~ MD(-|a, H) == /UD( |a(u, - ))dH (u).

Antoniak demostré propiedades analiticas andlogas a las del proceso
Dirichlet, por ejemplo la propiedad de cerradura dada por el lema 2.2.8.

La idea de las mezclas de procesos Dirichlet permite también definir un
modelo no paramétrico del tipo (1.52) que resulta més realista en el caso en
que las variables X} son continuas. Esto se logra a través de la introduccion
de una distribucién paramétrica conocida como Kernel de mezclas. Aunque
dicho modelo, propuesto por Lo en 1984 [Lo84] no es la tnica inicial no
paramétrica que asigna probabilidad positiva a las medidas de probabilidad
continuas, es probablemente la més utilizada, pues su relacién con el proceso
Dirichlet la hace muy manejable. Ademas, los algoritmos de simulacién desa-
rrollados para el proceso Dirichlet pueden extenderse facilmente al modelo
de mezclas, el cual puede ser también representado como una urna de Pélya
generalizada.

Otro ejemplo de extension del proceso Dirichlet lo constituyen los llama-
dos procesos Dirichlet dependientes. En pocas palabras, se trata de modelos
jerarquicos en los que el pardmetro del proceso Dirichlet es a su vez una
medida aleatoria que se distribuye de acuerdo con un proceso Dirichlet.

En resumen, aunque el proceso Dirichlet por si mismo no resulta tutil
para el modelado de muchos problemas que se pueden plantear en el ambito
de la estadistica bayesiana no paramétrica, ha sido ampliamente estudiado
y utilizado. Ha dado origen a diversas extensiones y generalizaciones a par-
tir de las cuales han surgido nuevas familias de distribuciones iniciales no
paramétricas. Tiene, por lo tanto una importancia tanto histérica, pues dio
origen a la inferencia bayesiana no paramétrica en la practica, como actual,
pues es la base de una variedad de familias de modelos muy utilizados.



Capitulo 3

Proceso Fleming-Viot.

En los tltimos anos se ha desarrollado intensamente la teoria en torno a
una amplia familia de procesos estocasticos que toman valores en espacios de
medidas. Se trata de procesos que surgen como una extension de la idea de
aproximaciones de difusién de Feller («Feller diffusion approximation») para
plantear modelos poblacionales que incluyan tanto el tamano de la poblacion
como la situacién de los individuos que la forman. Dos ejemplos bésicos de
este tipo de modelos son el proceso de Dawson-Watanabe, en que el tamano
de la poblacién evoluciona de acuerdo con un modelo de difusién de Feller,
y el proceso de Fleming-Viot en que la composicién de la poblacién cambia,
pero su tamano permanece constante.

El proceso Fleming-Viot fue introducido en 1979 por Fleming y Viot,
como un modelo de genética poblacional [FV79]. Constituye una general-
izacion del proceso de difusién de Wright-Fisher para un espacio de estados
finito. El proceso, que toma valores en un espacio de medidas de probabilidad
P (F) sobre un espacio de estados (o tipos) E infinito, modela la distribu-
cién de tipos dentro de una poblacién de tamano fijo. El proceso se puede
construir como el limite en distribucién de algunas sucesiones de cadenas de
Markov ampliamente utilizadas en el contexto de genética poblacional. En
este capitulo, tras una breve introduccién, se presenta en la segunda seccién
tres modelos que pueden dar origen a dicha construccién. Posteriormente,
se da la forma general del generador del proceso y su caracterizacién como
solucién a un problema de martingala, planteado originalmente por Fleming
y Viot. Finalmente, en la tultima seccién se introduce un caso particular, el
modelo de mutacién neutral para alelos infinitos («Infinitely-many-neutral-
alleles model»), al que se llamard Modelo Fleming-Viot de mutacién neutral,
en el resto del trabajo. Se menciona algunas propiedades de este proceso,
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como su funcién de transicién markoviana y su distribucién estacionaria, las
cuales se recuperan en la construcciéon planteada en el capitulo 4.

Una introduccién a los superprocesos, aunque enfocada al proceso de
Dawson-Watanabe, puede encontrarse en el libro de A. Etheridge [Eth00].
Para un recuento de propiedades y casos particulares del proceso Fleming-
Viot se puede consultar [EK93], de donde se tomaron los resultados presen-
tados en este capitulo.

3.1. Modelos de difusion y genética poblacional.

La teoria moderna de la evolucién, descansa fuertemente sobre los fun-
damentos de la genética poblacional que permitié integrar la teoria de se-
leccién natural con la genética mendeliana. Ronald A. Fisher [Fis99], J.B.S.
Haldane [Hal24] y Sewall Wright [Wri32, Wri84] son reconocidos como los
fundadores del drea, pues a través de la formalizacién de conceptos en mode-
los matematicos, lograron explicar de forma satisfactoria, cémo interactian
los mecanismos de selecciéon natural y herencia genética en el desarrollo de
las poblaciones.

En términos generales, la genética poblacional utiliza modelos proba-
bilisticos, con mecanismos de transicién, para estudiar la distribuciéon de
frecuencias de alelos en una poblacién con desarrollo evolutivo. La frecuencia
de un alelo es la proporcién o porcentaje de veces, dentro de una poblacién,
que un alelo dado se encuentra en una posicién especifica de un cromosoma.
La importancia del estudio de dichas frecuencias en genética poblacional,
consiste en la posibilidad de utilizarlos como una medida de la diversidad
genética en la poblacién estudiada.

Algunas de las fuerzas evolutivas principales conocidas y susceptibles de
ser incorporadas en un modelo de este tipo son:

= Seleccién natural. El término fue introducido por Charles Darwin en
1859, en su conocido libro «El origen de las especies» [Dar59]. Se refiere
al mecanismo por el cual las diferencias entre individuos se reflejan de
alguna forma en su apariencia externa o funcional (fenotipo), afectando
su capacidad reproductiva. De este modo, los individuos con caracte-
risticas menos favorables para adaptarse a su medio ambiente, pueden
tener menor oportunidad de engendrar una progenie (seleccién por
fecundidad) o pueden tener menor oportunidad para sobrevivir y por
tanto para tener descendencia (seleccién por viabilidad). En ambos
casos, una menor capacidad para enfrentarse a las condiciones internas
y externas se refleja en una menor capacidad para transmitir dichas
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caracteristicas a través de la herencia. Sin embargo, debe tenerse en
cuenta que, aunque este mecanismo afecta la dindmica de los tipos
(fenotipos y genotipos) en la poblacién, no necesariamente implica
que las caracteristicas menos favorables tenderan a desaparecer.

= Deriva genética. Su nombre preciso deberia ser deriva de alelos,
pues se refiere al cambio en frecuencias de alelos de una generacién
a otra, debido a factores que determinan al azar, qué tipos de alelos
(variantes genéticas) se preservan y cudles desaparecen. A diferencia
de la seleccién natural, la deriva no se relaciona con la capacidad de
adaptacién u otras caracteristicas del individuo. Se refiere a cambios
aleatorios que ocurren de un individuo a otro y que, especialmente en
poblaciones pequenas, afectan la distribucién de frecuencias de alelos.

= Mutacion. Se refiere a un mecanismo aleatorio, no necesariamente
relacionado con la deriva, que produce cambios en la estructura genética
de un individuo y cuyo efecto acumulado se puede reflejar en la dis-
tribucion de frecuencias de alelos de la poblacion.

= Migracién. Se refiere al movimiento de individuos en el espacio, oca-
sionando la salida y llegada de individuos nuevos a una poblacién,
modificando la distribucién de tipos genéticos.

= Recombinacién. Se refiere al efecto de la reproduccién «sexual», es
decir, aquella en la que las caracteristicas de dos individuos se mezclan
en un nuevo individuo o descendiente.

La teoria matematica o probabilista desarrollada en torno a la genética
poblacional («mathematical population genetics») permite modelar una po-
blacién cuyos individuos pueden ser clasificados por «tipos», cada uno de los
cuales se representa por un elemento x en algin conjunto E. A través de
estos modelos, se hace posible el estudio de la distribucién de los tipos en
la poblacion total a través del tiempo, por medio de procesos estocasticos.
Existen diversos procesos de esta naturaleza, dependiendo del espacio de
tipos E (si es finito o infinito) y de la forma de incorporar los mecanismos
evolutivos que modifican la estructura de tipos en la poblacion al paso del
tiempo. Uno de ellos es el proceso Fleming-Viot, cuya importancia se debe
en gran medida a que incorpora, en su forma general, una amplia gama de
modelos poblacionales.
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3.2. Cadenas de Markov con valores en un espacio
de medidas.

El proceso Fleming-Viot surge como el limite, en distribucion, de algunas
sucesiones de cadenas de Markov que aparecen en el contexto de genética de
poblacién. Esta seccién introduce tres de ellos. En adelante, se supondra que
(E,r) es un espacio métrico separable y completo. En la mayorfa de las
aplicaciones F es compacto o localmente compacto, de modo que ademas se
supondra compacidad cuando resulte conveniente.

3.2.1. Modelo diploide.

Se define una relacién de equivalencia en E? = E x E por (r,y) ~ (2, w)
siy sélo si (z,y) = (z,w) o (x,y) = (w,z). El espacio E?® de clases de
equivalencia puede pensarse como el conjunto de todos los pares no ordena-
dos {z,y} de elementos de E. En una poblacién diploide, los cromosomas
aparecen en pares, de modo que el genotipo que describe a un individuo se
representa como un elemento de E(®).

Es posible definir una métrica r? en E® como

r® ({2, g}z w}) = (r(@,2) +r(y,w) A (r(z,w) +r(y,2). (3.1)

y el mapeo p : B2 — FE® dado por p(z,y) = {z,y} resulta continuo bajo
esta métrica. Ademas, si f es una funcién simétrica y Borel-medible en E?,
entonces la funcién g en E®) definida por g({z,y}) := f(z,y) = f(y,z) es
también Borel-medible.

Dada p € 2(E®), una medida de probabilidad sobre E®?)| su simetri-
zacion, i € P(E?) es la medida de probabilidad sobre E? definida por

i) = [ 5 (1) + Ol ). 3:2)
Por ejemplo, si g = dy;,y, es la medida que acumula toda su masa en
{z,y} € E@ entonces ji = %(5(1731) + 0(y,z)) €s la medida cuya masa se
distribuye a partes iguales entre los puntos (x,%), (y,r) € E?. Obsérvese que
fp~ ' = p, de modo que u puede ser recuperada a partir de su simetrizacién.
Se dice que pu € W(E(Q)) estd en la forma de Hardy-Weinberg si fi es una
medida producto, es decir, si i = g~ x gr~! = (ar~1)?, donde 7 es la
proyeccién de E? sobre su primera coordenada.

Este modelo y los dos siguientes dependen de ciertos parametros que se
introducen a continuacion.
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Para cada entero positivo M, sea wy; una funcién Borel-medible en E?,
positiva, simétrica y acotada. Sea Rjs una funcién de transicién a un paso
en E? x #(E?) tal que

Ry ((z,y),dx’ x dy') = Ry ((y,x),dy’ x dz'). (3.3)

Sea Q)7 una funcién de transicién a un paso en Ex Z(FE). Las funciones wyy,
Ryr v Q) incorporan al modelo los mecanismos de seleccion, recombinacion
y mutacion, respectivamente.

Sea N > 1 el tamano total de la poblacién y dendtese por ny : (E(Q))N —
P(E) la distribucién empirica,

N
1
nN({xlayl}P"a{mNayN}) = Nz(s{mnyi}' (3'4)
=1

Dada p € Z(E?), se define iy, i3y v iz en P(E?)) como

o wopn (T, i H2(dx x d
sy (de x dy) = 2w ( <5Z](v/f (/}71')_1()2) - y)a (3.5)

i@ < dy) = [ Ro((e.w).de’ x dyisldo x d), (3
E
ﬂ;?\? (dlE’ X dy/) = /E2 QQN ((E, dml)QQN (ya dy,)ﬂ;?\/(dx X dy)v (37)

donde (f, ) = [ fdpu es el producto escalar, definido para cualquier funcién
f acotada en E y p € F(E). La condicién (3.3) garantiza que i3y es la
simetrizacién de una medida en Z2(E®).
El modelo diploide se define como una cadena de Markov con espacio de
estados:
Py(ED) = qy(ED)Y) ¢ 2(ED) (3.8)

y funcién de transicién a un paso Py(u,dv) en Pn(E?) x B(Pn(E®))
dada por

PN(:“’?'):

donde pN = px px---p € P(E@)N) es la correspondiente medida
producto.
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La interpretacién del modelo es la siguiente. Si p € Zn(E®) es la
distribucién empirica de los N genotipos en la generacién padre, entonces la
distribucion empirica de los N genotipos en la generacion de descendientes
se determina a partir de u siguiendo cuatro pasos:

(a) Reproduccién y seleccién, regida por la ecuacién (3.5).
(b) Recombinacién, regida por la ecuacién (3.6).

¢) Mutacidn, regida por la ecuacién (3.7).
(d)

d) Deriva aleatoria, regulada por la transicién a un paso (3.9).

3.2.2. Modelo de Wright-Fisher.

En una poblacién diploide de tamano N, hay M = 2N gametos. Este
modelo considera tinicamente la distribucién empirica de los gametos y es
mateméaticamente mas simple que el anterior, pero biolégicamente menos
razonable. No es necesario que M sea par, por lo que se trabaja con la
distribucién empirica, 1y, : EM — 2(F) para cualquier M € Z,

M
1
nM(x17~--7wM)=MZ5xi- (3.10)
=1

Dada p € 2 (E), se define i}, € 2(E?) y iy, fi* € Z(E) como

wi (z, y)p* (de x dy)
<wM7 /1'2>

LQ Ry ((z,y),de’ x B)iy(de x dy),  (3.12)

7 (3.11)

fins (dz X dy)

fii (o'

iy (da)

/E Qui(a, da’ i3 (d), (3.13)

para wyr, Ry v Qpr definidas como en la seccién 3.2.1.
El modelo de Wright-Fisher se define como una cadena de Markov con
espacio de estados:

Pn(E) = nu(E)V) € 2(E) (3.14)

y funcién de transicién a un paso Pys(u, dv) en Py (E) x B(Py(E)) dada
por

,,,,,

Pu) = [ O OGS (1), (315)
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La interpretacion del modelo es equivalente a la del modelo anterior. A
pesar de que el modelo de Wright-Fisher no se apega a la realidad biolégica,
al combinar caracteristicas diploides ((3.11) y (3.12) ) y haploides ((3.13)),
es un modelo estocastico discreto muy utilizado en genética poblacional.

Es importante destacar que la funcién de transicién Py (p, dv) se puede
extender de Py (E) x B(Pum(E)) a P(E) x B(Pum(E)). Por otro lado, si
se define v : 2(E®) — P(E) como v(u) = jim™', la imagen del modelo
diploide bajo 7 no coincide necesariamente con el modelo Wright-Fisher con
M = 2N. La coincidencia se da cuando la funcién de seleccién es multiplica-
tiva (es decir, won (z,y) = van(x)van(y)) ¥y no hay recombinacién (es decir,
Ry((z,y),) = 6(90,3/)(' ))-

3.2.3. Modelo de Moran.

Existen diversas variantes del modelo de Moran. Se presenta a continua-
cién una de las més sencillas.

A diferencia de los modelos anteriores, en este caso las generaciones
se traslapan. Las transiciones consisten en la muerte de un individuo y el
nacimiento de otro. Sea M > 1 el nimero de gametos en la poblacion. El
modelo se define como una cadena de Markov con espacio de estados Zy;(E)
y funcién de transicién a un paso Pys(u, dv) en Py (E) x B(Py(E)) dada
por

Pu(p,-) = [E /E Sp—ri-16,01-15,, (- )iar (da')pu(dx), (3.16)

donde 3" € P (E) estd definida en términos de p € ZF(E) como en el
modelo anterior.

La interpretacién es clara, dados los mecanismos explicados en los dos
modelos anteriores, aplicados a un tnico individuo de la poblacién, que en
cada transicion es reemplazado por un tnico descendiente.

3.3. Caracterizacion del proceso Fleming-Viot.

Los modelos presentados en la seccién anterior se pueden extender, de
manera natural, al caso en que E es infinito pero numerable. Sin embargo,
los fenémenos poblacionales estudiados pueden ser muy complejos, de forma
que ain dichas extensiones no bastan. Existen diversas razones por las cuales
se requiere un modelo para poblaciones con espacio de tipos E no numerable.
Algunas de ellas son:
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(a)

La caracteristica o caracteristicas que definen el tipo de un individuo
pueden ser variables cuantitativas en un espacio continuo, requiriéndose
un espacio de tipos no numerable. En este caso, se puede utilizar el lla-
mado modelo de mutacion por pasos con espacio de estados continuo.

Supéngase que se desea modelar una poblacién en la que cada indi-
viduo del tipo z, independientemente de los demds, muta es decir, es
sustituido por un nuevo individuo cada cierto tiempo, de acuerdo con
una distribucién exponencial con parametro %9. El tipo del individuo
que resulta de la mutacién esta distribuido de acuerdo a una funcién
de transicién a un paso P(z, d§). El supuesto bésico del modelo es que
cada mutante pertenece a un tipo nuevo, por lo que P(z,-) debe ser
no atémica para cualquier x € E y consecuentemente E debe ser no
numerable. A un modelo de este tipo se le llama modelo de mutacidn
neutral para alelos infinitos.

Supdngase que se desea estudiar la descendencia de cada individuo en
una poblacién. Por ejemplo, se puede utilizar el intervalo [0, 1] para
representar el conjunto de posiciones en un cromosoma y se dice que
un individuo es del tipo x = (g, r1,...) € E = [0,1]%+ si xg, 21, ...
es la sucesién de posiciones en las que han ocurrido mutaciones en
la descendencia del individuo. Incluso si [0, 1] fuera sustituido por un
conjunto finito con al menos dos elementos, el conjunto E seguiria sien-
do no numerable. Para este tipo de andlisis se ha utilizado el llamado
modelo de mutacion para sitios infinitos sin recombinacion.

La extension de los modelos aqui presentados al caso en que E es no
numerable es un problema complejo. La propuesta de Fleming y Viot [FV79]
consiste en definir un proceso de Markov con espacio de estados Z(E), el
espacio de medidas de probabilidad sobre (F, Z(F)), dotado con la topologia
de convergencia débil. Dicha definicién se hace a través de su generador y
su existencia se prueba mostrando la existencia y unicidad de la solucién al
problema de martingala correspondiente.

En su forma general, el proceso Fleming-Viot se describe en términos de

un generador £ sobre B(Z(FE)) dado por
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_ Poly)
Lol = o) = e s

/Eu(dx)A (%) ()
+ /E/Eu(dw)u(dy)B (%) (z,9)

o2 (1)
+ [ [ mammtniotey - @) FEH. 3an

donde (E,r) es un espacio métrico compacto, llamado el espacio de tipos,
P(F) es el espacio de medidas de probabilidad sobre E dotado con la
topologia de convergencia débil, A es el generador de un semigrupo de Feller
sobre B(E), llamado el operador de mutacion, B es un operador sobre B(E?)
(posiblemente no acotado) llamado operador de recombinacion con intensi-
dad de recombinacion o > 0, definido por

By(z,y) = a /E (9(a') — g(2))R(zy), da), (3.18)

+

R es una funcién de transicién a un paso sobre E? x B(E), o € Bs(E?) es

una funcién acotada y simétrica llamada funcién de intensidad de seleccion
9e(p)

y el operador an() 5¢ define como
Op(p) _ o(p + €6:) — p(p)
=1 . 1
e fm, o+ . (3.19)

El dominio 2(L) se define como el conjunto de funciones ¢ € B(Z(E)) de
la forma

e(p) = E((frop)s - (fro ) i= F((E, 1), (3.20)

donde k > 1, f; € 2(A) para cada i = 1,...,k y F € €*(R¥). Para este
tipo de funciones, la expresion para L se reduce a

k

((fzf], ) = (fir ) (Fis 1) Friz; (£, 1))

N | —

Lo(p) =

(<Afla /U'> + <Bfi7:u2>) Fzz(<fa :u>)

+
-M;r f

s
I
MR

(((fiom), %) = (fis ) o, 1®)) Foy (. ). (3.21)

+
M-

s
I
—
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Teorema 3.3.1. Sea E localmente compacto y supdngase que la cerradura
de A genera un semigrupo de Feller sobre € (E). Entonces el problema de
martingala para L, con distribucion inicial dada, tiene solucion unica. Si
ademds B = 0, entonces el problema de martingala para L en Cyp(g) [0, )
estd bien planteado.

Sea {ugM),T € Z4}ar>1 una sucesion de modelos de Wright-Fisher co-
mo los descritos en la seccién 3.2.2. Bajo ciertas condiciones sobre E y las
sucesiones {wys}, {Rar}, {Qar}, y asumiendo convergencia débil de las dis-
tribuciones iniciales, se puede demostrar ([EK93]) que

{y [(Mt) t >0} — {u,t >0} cuando M — oo, (3.22)

donde {u¢,t > 0} es un proceso Fleming-Viot.

3.4. Modelo de mutacion neutral.

Un importante caso particular del proceso Fleming-Viot se obtiene cuan-
do (F,r) es un espacio métrico compacto, el generador L es de la forma

Pe(p)
EO0 = 3 [, maoetd) = )

+ /E 1(dz) A (‘;i(())) (2) (3.23)

y el operador de mutacion A estd dado por

Afta) = 30 [ (£€) = fla) P(a.d9) (3.24)

donde 6 > 0y P(x,d¢) es una funcién de transicién a un paso sobre Ex %(E)
tal que

Pz, {}) =0, =, {ek. (3.25)

El proceso Fleming-Viot resultante se conoce como modelo de mutacion
neutral para alelos infinitos. La interpretacién corresponde a una poblacién
en la cual ocurren mutaciones con una tasa 36. La funcién P(z,-) es la
distribucién del tipo de alelo que resulta de la mutaciéon de un individuo de
tipo z y la condicién (3.25) modela el supuesto bésico segin el cual cada
mutante pertenece a un nuevo tipo, no presente en la poblacién al momento
de la mutacion.
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Aunque algunos de los resultados presentados a continuacién son vélidos
para esta clase de modelos o incluso para versiones mas generales del proceso
Fleming-Viot, por simplicidad, en adelante se hablara siempre de un caso
particular del modelo de mutacién neutral para alelos infinitos, dado por

Af@) = 30 [ (76 = @)(as) (3.26)
donde 6 > 0y vy € Z(E). En el resto de este trabajo, se usard el término
modelo de mutacion neutral para referirse a este proceso. En este caso, se
supone que la distribucién del tipo de alelo que resulta de la mutacién de
un individuo de tipo « no depende de x, de modo que P(z,-) = vy(-) para
toda x € E.

Si se supone que F es finito, es posible identificar el espacio de estados
en que toma valores el proceso con el espacio

A = {(pz)zEE G 0 1 sz = 1} (327)

i€EE

donde p; se puede interpretar como la proporcion de la poblacion que per-
tenece al tipo ¢ € E. Si ademads el soporte de vy es todo FE, el generador del
proceso Fleming-Viot de mutacién neutral es

1
L= 5 Z pz-(dij - )8}7 ap Z (Z %JPZ) ) (328)

i,jEE JEE \i€FE

donde @ := (gij)ijer es la matriz infinitesimal de transiciones para un
proceso de Markov en E y para cada i,j € E,i # j,

1
qij = 50; =

w({7}) > (3.29)

1\3
l\:)\r—\

se interpreta como la intensidad de mutacién del tipo ¢ al tipo j. En este
caso, el proceso tiene una tnica distribucién estacionaria II € Z(Ag), que
coincide con la distribucién Dirichlet con pardmetro (6;);cg, cuya densidad
es (|E| — 1)-dimensional y proporcional a [[;cpp;'

Ethier y Kurtz [EK86] generalizaron este resultado para E no numer-
able, determinando la distribucién estacionaria para el modelo de mutacién
neutral.

Teorema 3.4.1. El proceso Fleming-Viot con espacio de tipos E y operador
de mutacidn A definido por la ecuacion (3.26), con 0 > 0 yvy € P(E), tiene
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una distribucion estacionaria unica, 11(-|0,v9) € P(P(FE)) dada por

I1(dpl0, vo)

Z pide; € dul (3.30)

i=1

donde {p;}i>1 tiene la distribucidn Poisson-Dirichlet con pardmetro 6 y
{&}iz1 son did con distribucion vy e independientes de {p;}i>1.

Esto es equivalente a afirmar que el modelo de mutacién neutral tiene
una distribucién estacionaria tnica, II(-16,10) = D(-|0vy) (recuérdese el
teorema 2.2.4). Ademads, el modelo de mutacién neutral es un proceso de
Markov reversible en el tiempo.

Teorema 3.4.2. FEl proceso Fleming-Viot del teorema 3.4.1 es reversible
con respecto a II(-10,1). Es decir, si {p}ier es un proceso Fleming-Viot
estacionario de mutacion neutral, entonces

{pehier 2 {p—thier (3.31)

Finalmente, existe una forma explicita para la funcién de transicién de
este proceso, calculada por Ethier y Griffiths [EG93].

Teorema 3.4.3. El proceso Fleming-Viot con espacio de estados E y ope-
rador de mutacion A definido por la ecuacion (3.26) tiene funcidén de tran-
siciones P(t,p,dv) parat >0y p € P(E) dada por

P(t,p, dv) Zda / (dl/|9l/o + 25){ ) (dX1) ... p(dXn),

i=1
(3.32)
donde d°(t) = P[Dy = n], n > 0 son las probabilidades correspondientes al
proceso de muerte puro presentado en la seccion 1.2.4.

En particular, este teorema muestra que, para t > 0y u € Z(E),
P(t,p,-) es una mezcla de procesos Dirichlet.



Capitulo 4

Fleming-Viot via urnas.

En el capitulo anterior se presenté la definicién del proceso Fleming-Viot
a partir de su generador. Aun el modelo de mutacién neutral, su forma mas
sencilla, es un proceso complejo que toma valores en un espacio muy grande.
El estudio de sus propiedades resulta complicado y los resultados de Ethier y
Kurtz [EK93] para la distribucién estacionaria y de Ethier y Griffiths [EG93]
para la funcién de transicién, se basan en un extenso conocimiento de la
teoria de procesos de Markov y el desarrollo de resultados intermedios. Las
propiedades adicionales necesarias para realizar inferencia estadistica a par-
tir de este modelo, resultan igualmente dificiles de analizar.

Walker, Hatjispyros y Nicoleris [WHNO7] proponen una construccién al-
ternativa para el proceso Fleming-Viot de mutaciéon neutral, basada en el
método presentado en la seccién 1.4.2 para la definicién de procesos de
Markov a tiempo continuo a través de procesos latentes. Dicha construccion
serd desarrollada en el presente capitulo.

Se presenta primero la base para la construccién de un proceso a tiempo
discreto {ptr>0 con valores en & (E), el espacio de medidas de probabili-
dad sobre un espacio métrico, completo y separable, E. Para ello se utiliza
un proceso latente {X} }1>o con valores en E™, donde X} puede interpretarse
como una muestra de tamano n de la distribucién py. Esta muestra se uti-
liza para definir la transicién de pg_1 a pg. Posteriormente, para construir
el proceso a tiempo continuo {fi}>0, se aleatoriza el tamano de muestra
7, utilizado para la transicién de ps a psqy, introduciendo la dependencia
del tiempo a través de una densidad p;(n) := P [ = n]. Finalmente, se es-
tablece las condiciones para que el proceso {j}t>0 construido satisfaga las
ecuaciones de Chapman-Kolmogorov. Gracias a la representacion del proce-
so Dirichlet en términos de un modelo de urnas, se muestra que para ello
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basta fijar una condicién sobre la densidad p;(n). Se demuestra después que,
en el caso particular en que p;(n) = d%(t) (las probabilidades asociadas al
proceso de muerte definido en la seccién 1.2.4), se satisface dicha condicién
y se obtiene el proceso Fleming-Viot de mutacién neutral.

4.1. Proceso de particulas intercambiables.

Considérese el siguiente modelo no paramétrico, tal como se describe en
la seccién 1.3:
Xpln & p k>1 (4.1)
po ~ D(-[0w),

donde {Xj}r>1 es un proceso estocéstico a tiempo discreto con valores en
un espacio E métrico, completo y separable; vy € Z(F) es no atémica,
0 > 0y D(-|0vp) denota al proceso Dirichlet, definido en la seccién 2.2.
Sea X" := (X1,...,X,), con n > 0 fija. El lema 2.2.8 establece que la
distribucién condicional de p dado X" es de la forma

Plpe- X" =D( v+ dx,). (4.3)
=1

Las X;’s son condicionalmente independientes e idénticamente distribuidas
dada pu € Z(FE). Por lo tanto, existe una distribucién conjunta para (X", u),
definida sobre E x &(E) como,

n
P[dX",dp] = P [dX1,...,dXn, du] = D(du|0vo) | | n(dX). (4.4)
i=1

Con base en lo anterior, se puede aplicar el método presentado en la
seccion 1.4 para la construccién de un proceso de Markov a tiempo discreto,
{1k >0 con valores en el espacio de medidas Z?(E), a través de un proceso
latente {X}'}r>0 con valores en E™. Para ello, se parte de las distribuciones
condicionales

pIX" ~ Ddulbro + Y 5x,) = T(dufX", n), (4.5)
=1

Xt~ [[uX0) = P (X0, ), (4.6)
i=1
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donde la sustituciéon de dX™ por X" se justifica porque p, al provenir de un
proceso Dirichlet, es discreta casi seguramente (lema 2.2.7).

Se define asi, para cada medida inicial yy € #(E), una cadena de Markov
reversible {yu }r>0 con funcién de transicién a un paso,

P(uB) = [ T(BIX"n)P (X0 p)

o D(B‘0V0+25XL)H(X1)/'L(XTL)7 (47)
i=1

definida para u € Z(E) y B € B(P(F)). Aqui, B(Z(E)) se refiere a los
borelianos de & (F), con la topologia de convergencia débil (seccién 1.1.1).
Ademas, la cadena es estacionaria desde su inicio, con distribucién esta-
cionaria,

n
) = [ PO du) = Do) || [ / u(dxn] — D(dulowo). (48)
i=1
es decir, la distribucién estacionaria coincide con la marginal para pu, corres-
pondiente a la distribucién conjunta (4.4).

Siguiendo el razonamiento de Mena y Walker [MWO7], presentado en la
seccién 1.4.2; se observa que la relacion entre py y pi—1 depende del valor de
n. Por ejemplo, para valores de n pequenos, es probable que pq sea cercana
a 1vg. Conforme n crece, el pardmetro del proceso Dirichlet acumula masa en
X§ o més especificamente, en la distribucién empirica correspondiente a una
muestra de tamano n de pp, de modo que p; resulta con mayor probabilidad,
cercana a pg. Por lo tanto, para llevar el proceso a tiempo continuo, resulta
natural imponer una dependencia con respecto al tiempo sobre n.

Para aclarar esta idea, considérese que se desea ampliar el modelo definido
por las distribuciones condicionales (4.5) y (4.6) para construir un proceso a
tiempo continuo {f }e>0. La ampliacién se dard a través del pardmetro n, el
numero de observaciones independientes e idénticamente distribuidas de la
medida g que determinan el pardmetro del proceso Dirichlet en la funcién de
transicién a un paso (4.7). Para el proceso a tiempo continuo, la funcién de
transicién P(t, u, B) (que se dard en forma explicita mds adelante) depen-
dera también de un tamano de muestra, esta vez variable y dependiente de
t, que se denotara por 7;. Para dar mayor flexibilidad al modelo, en lugar de
imponer una relacién funcional determinista del tipo 1, = ¢(t), se introduce
una relacién a nivel distribucional.
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Denétese por pi(n) := P [n; = n] a la probabilidad de utilizar n observa-
ciones para definir una transicién en un periodo de tiempo ¢ > 0 (la transi-
cién del tiempo s al tiempo ¢ + s para cualquier s > 0), con Y - pi(n) =1
para todo t > 0. Entonces, se puede definir un proceso a tiempo continuo a
partir de las condicionales,

ul X" n o~ D(d,u|91/0+26Xi):: II(du|X"™, n) (4.9)
=1
" K3
X"~ [ (X)) =P (X"n, p) (4.10)
i=1
nelp, X"~ (), (4.11)

donde la notacién pone en evidencia que la dependencia con respecto al tiem-
po se establece tinicamente a través de 1y, por lo que el proceso construido
serd homogéneo en el tiempo.

Maés especificamente, se puede aplicar la idea sugerida por el método de
muestreo de Gibbs, como en la secciéon 1.4, para construir un proceso en
tiempo continuo {}e>0 de la siguiente forma:

0. Inicializacién.
Se parte de una medida inicial no atémica, ug € Z(F).

1. Transicién.
La transicién de us a piys para cada t,s > 0 se lleva a cabo en dos
pasos:
(a) Se obtiene 1 = 14—, con distribucién

P [ = n] = pe(n). (4.12)

(b) Se genera X" := X" (¢ + s) con distribucién condicional
m
P (X™ |t ps) = [ [ (X0 (4.13)
i=1
Finalmente, psts se genera a partir de la distribucién condicional

Mt
(dpts4s|X™,me) = D(dprss|Ovo + > x,). (4.14)
=1
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De este modo se construye simultdneamente dos procesos: el proceso de
medidas {p¢}+>0 con valores en Z(E) y un proceso latente de observaciones
{XMt()}4>0, con valores en {E" : n = 0,1,2,...}, donde M; denota el
numero (aleatorio) de elementos en la muestra al tiempo ¢. (Nétese que { My}
es, a su vez, un proceso de Markov con espacio de estados {0,1,2,...}).

La funcién de transicién para el proceso {fi}e>0 es

P(t.1.B) = Y pi(m) [ TUBIE" )P (@5 )
n=0
=> p(n) / D(Bl6vo+ Y | 0x,) p(dX1) ... p(dXy), (4.15)
n=0 gn i=1

para p € Z(E)y B € B(P(E)).

Si E es un espacio métrico completo y separable, entonces Z(FE), con
la topologia de convergencia débil también lo es (seccién 1.1.1). De mo-
do que para garantizar la existencia de un proceso de Markov homogéneo
en el tiempo {ut}e>0, con funcién de transicién (4.15), basta verificar las
ecuaciones de Chapman-Kolmogorov. Para hacer esto de manera directa,
serfa necesario definir una medida sobre &(E) (equivalente a la medida de
Lebesgue en el caso en que el proceso toma valores en R?, como se indicé en
la seccién 1.2.2) e integrar con respecto a ella. Este es un problema complejo
que se puede simplificar gracias a la estructura de construccion a través del
proceso latente de observaciones {XM¢(#)},>¢. La clave, como se verd en la
siguiente seccién, es que la dependencia con respecto al tiempo en la funcién
de transiciéon P(t+s, po, dpgts) se establece tinicamente a través del ntimero
de observaciones iid de pg involucradas en la distribucién condicional para
lits, en la igualdad (4.14).

4.2. Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov.

Sea d,,, la medida de probabilidad sobre (Z(E), Z(#(E))) que acumula
toda su masa sobre una medida py € Z(E). Recordemos de la seccién 1.2.2
que, si la expresién (4.15) define una funcién de transicién homogénea en
el tiempo, entonces d0,, y P(t, i, dv) definen un proceso de Markov {}>0
con valores en & (E). Debido a la definicién de P(¢, u, B), en términos de
la distribucién conjunta de (u¢, X™,7;), para garantizar que es una fun-
ci6én de transicion homogénea en el tiempo, basta verificar las ecuaciones de
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Chapman-Kolmogorov,

P(t+ s, o, B) = /@(E) P(t, s, B) P(s, pho, diis) (4.16)

para cualesquiera B € Z(Z(FE)) yt,s > 0. Por lo tanto, con el fin de estable-
cer las condiciones para la existencia del proceso {p}¢>0, se analizard estas
ecuaciones a través del proceso latente.

Partiendo directamente de la definicién (4.15), el lado izquierdo de la
igualdad (4.16) se puede escribir como

> P =] /E TUBIXT, 1) B (4|, po) =
> prvalr) [ DUBIOv + Y 6w X0 i@, (447
=0 Er j=1

Haciendo la misma sustitucion para las funciones de transicién, el lado
derecho se puede escribir como

/y(E) L;)pt(m) /Em H(B|Ym7m)lp(dymm7us)1

X

n;)ps(n) /E H(duSX",n)]P’(dX"m,uo)] . (4.18)

donde Y™ := (Y1,...,Y,,) tiene un papel andlogo al de X". Reordenando
términos, esto es igual a

oo o0

> Yo mtmpo) [ [ B )P @50 p0)

m=0 n=0

X (4.19)

[ @™ ) Mg )
Z(E)

Por el lema 2.2.9, la dltima integral es igual a

o (Ovg+ 3 Ox, + 307 by,
m n _ 1= i k=1"Tk ) 4.
P (dY™|m, X", n) j|:|1 ( — (4.20)
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Por lo tanto el lado derecho de (4.16) se puede reescribir como

(m)ps(n) II(B|Y™, m)P (dY™|m, X", n) P (dX"|n, ug)-
33 nimy L] o

(4.21)

Para proseguir a partir de este punto, es conveniente analizar la in-

terpretacién de las iltimas dos expresiones e introducir algo de notacion.

Supéngase que, partiendo de pg y para ns = My = n, se genera una mues-

tra X" := X"(s), con X; i o Después, para n; = My s = m, se genera

el vector de observaciones Y™ = X™ (¢ + s), no como observaciones iid con
distribucién pg, sino directamente de la urna de Pdlya generalizada:

Ov + Z?:l ox;

Y; 4.22
! 0+n ( )
y para j =2,...,m,
0 " dx, i~ by,
0+n+j-1
Siguiendo la notacién de la seccién 2.1, dendtese por (Yy*,...,Y}) a los
valores unicos de Y. Entonces, para cada j = 1,...,k, se tiene que YJ* €
{X1,...,Xn} o YJ* ~ 1. Por lo tanto, habra un nimero r de observaciones

Y;" que coinciden con alguna X;, para alguna 0 < r < min{n, m}.

Denodtese en general por Ry al nimero de observaciones unicas de
XMets(t + 5) que coinciden con alguna observacion de XMs(s). Entonces,
la distribucién (4.20) se puede escribir, condicionando sobre Ry, como

oo
P (dY™|m, X", n) =Y P (dY™m,X",n,7)P[Ryys = rln,m].  (4.24)
r=0

Sustituyendo en la expresién (4.21) e invirtiendo el orden de las sumas, se
obtiene

Z Z § :pt(m)pS(”)P[Rt-s-s = r|n,m]
r=0 m=r n=r

Aplicando el resultado del lema 2.2.12, para resolver la integral interna, la
integral externa se convierte en

D(BlOvo + Y dy,) po(dY1) ... po(dYs) v(dYps1) ..., v(dY;n),  (4.26)

Em ]:1
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donde v ~ D(- [0 + 377_; dy;). Por el lema 2.2.8,
T m-—r
/ D(Blfvo + 0y, + Y oy;) v(dYeia) ..., v(dYn)
e j=1 j=1

=D(Blfvy+ Y _dy,). (4.27)
j=1

Asi, la expresién (4.25) es igual a

o0 o0
r=0 m=r n=r

Zpt(m)ps(n)P[Rt+s :r|n,m}/ I(B|Y", r) P (dY"|r, o).

(4.28)
Comparando con la ecuacién (4.17), se observa que una condicién suficiente
para que las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov para el proceso {f}t>0
se satisfagan es:

oo o0

pers(r) =D D PRess = 1 |ns = n, 1 = m] pe(m) ps(n). (4.29)

Finalmente, sustituyendo el resultado del teorema 2.2.10, se concluye que las
ecuaciones de Chapman-Kolmogorov para el proceso {ji:}+>0 se satisfacen si
para todat,s >0y re{0,1,2,...},

) =3 S (M) (") o . (a0

n=r m=r

4.3. Modelo de mutacién neutral.

Recuérdese el proceso de muerte puro {D;}¢>¢ presentado en la sec-
cién 1.2.4. En el capitulo 3 se mencioné la relacién entre este proceso y la
funcién de transicién de un caso particular del proceso Fleming-Viot, llama-
do modelo de mutacién neutral. Dicha relacién se establece a través de las
probabilidades d? (t) := P [D; = n], dadas por

L= ()™ O ey g st =0,
dy (t) =
oo —_ — .
Sooo (=DM + )iy e si >0,

donde
Ymio = (2m—1+ 9)67)‘"”
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Y Am = sm(m+6 —1), m > 0 son las tasas de muerte del proceso {D;}i>o.

Se probara que {pi(n) = d’(t) : n € {0,1,2,...},t > 0} es una solucién
para la ecuacién (4.30). De ello se sigue que, haciendo p;(n) = d(t) en
la expresién (4.11), se construye un proceso de Markov a tiempo continuo
{pt}t>0 con funcién de transicién

P(t,u, B Zd9 /DB|9V0+Z(5X (dX1)...p(dX,). (4.31)

i=1n

Esta es exactamente igual a la funcién de transicién (3.32), de modo que en
este caso, el proceso{ . }+>0 construido coincide con el proceso Fleming-Viot
de mutacién neutral.

Antes de proceder a la demostracién, es conveniente presentar algunos
resultados.

Lema 4.3.1. Para toda ¢ >0, k>1yr e {l,...,k} se tiene que

i ’”()qm)k =0 (4.32)

Demostracion. Se probaré el resultado por induccion. Por claridad, se usa-
ra la notacion

fk,7) ::i kl<>¢+)k—m

N

parak >1yr € {l,...,k}. Entonces, f(2,1) = ¢ —2(¢+ 1) + (¢ +2) = 0.
Ademsds, como (a)g; = 1 para cualquier ¢ € R, usando el desarrollo del
binomio de Newton, se tiene que para cualquier & > 1

k

= (- 1():(—1+1)’“:0.

=0

Ahora, supéngase que f(k,r) = 0 para cualesquiera r € {1,...,k} y



68

Fleming-Viot via urnas.

1<k< Kyaque f(K,r)=0parar € {R,...,K} con R > 1. Entonces

K
= 1) = S () 04 D =

K
> (= <II(> (p+D(p+1+V)g_pr =

K

¢Z(*1)K_l <Il{> (p+1+1)k-Rrt
=0
K

+K Y (-nF (I[i: }) (+1+ D R =

T K—1
¢ f(K,R)+ K Z(—l)“( L )<¢+ [+ D) k-1-Ri11 =
=1

¢ f(K,R)+ K f(K—-1,R—1)=0.

O
Lema 4.3.2. Para cualesquiera s >0, 60 >0 yn € {0,1,2,...}
> Ml () = s (4.33)
iy O+ M)t

Demostracion. Obsérvese primero que
Como \g =0,

Ahora, para n > 1, sustituyendo el valor de dfn(s) en el lado izquierdo
de la igualdad (4.33) se obtiene

[o.°]

m=n Ly —
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que intercambiando el orden de las sumas, es igual a

S k
> > M(—n’“‘m (:J (6 +m)11k! es0

k=n+1m=n
n (7)n1Vn,s5.0
nl(@+2n—1)
Recuérdese que v, 50 = (2n — 1+ §)eM?t, de modo que
(n)nﬂn,Sﬂ — o Ans
nl(0+2n — 1) '
Observando que para toda k > n
k 1 k—n
kIt =
it () = ()
(9 + m)k_m
———— = @+m+n)p_p_11,
(O + m)n ( -1t
el resto de la suma se puede escribir como
O Yess
> e S (O e =
k:n+1 m=n
~ Thsd
DR Y O
X kst
>y e ()9+2n+l)k =0,
k n+1 1=0
donde la ultima igualdad se obtiene aplicando el lema 4.3.1. O

Lema 4.3.3. Para cualesquiera s > 0,0 >0 yn € {1,2,...},

1

( )n 1l .0 1
din(s) = 2 A0 — A1

—An_18
(9 + m)nT (6

—eMnf), (4.34)

NE

m=n—1
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Demostracion. Obsérvese que, para n = 1, el lado derecho de esta igualdad

es

1 1 —Xos A1s 1 A
- _ — (1 — M
2 )\1 _ )\0 € € ) 9( € )?
y el lado izquierdo,

<1

1 =1
0 _ 10 0 _
n;9+mdm<s> 5o (s) + Z T dm(s)
1 > x x 1 = m o,
Z 1= - - 0 .
(- S )+za+d (1 X )
Ademads, por el lema 4.3.2,

0 > (m)li 0 __—A1s
Z 0+mdm =2 (9+m)1Tdm(S) e

m=1

Ahora, para n > 2, sustituyendo el valor de dem(s) en el lado izquierdo de la
igualdad (4.34) que se desea demostrar, se obtiene

mgl m :m<—1>’“‘m (:) (6 + m)i-11h ™ 0 =
2 [(nwm e ”“”m}
kil K k50 mél(_l)k_m <:L> (m)””m'

Observando que 2\, —Ap—1 = [n(n—1460)— (n—1)(n+0)] = 2n+0—2,
el primer sumando es igual a

(2n + 0 — 3)er—135(n — 1)! etn-18

(n—1DY0+2n—=3)(0+2n—2) 2\ — Ay—1)’

y el segundo sumando igual a

(2n+6 —1)ers n! n! e

n! O+2n—1) O@+2n—2)] 2Ny — A1)
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Finalmente, aplicando el lema 4.3.1, el resto de la suma se anula, pues

k
2 <1>’“m<k)<m>n_u(9+m)’“” =

m (0 +m)n

L k O+1—n+ 1)1
_11€ Il—n+1 —1). —
(1) ( n >(l+n Jn—11 O =n+

k
> (=Dt (k +Z B 1) (I+n—=1)n1 (@ +1+ 12y =

k
W (=1 @ (6414 Dezr =0.
' =0

O

Recuérdese ahora la ecuacién (4.29):

pers(r) =) Y P[Rips = rlns = n, e = mlpi(m)ps(n).

n=r m=r

En ella, R, representa el nimero de observaciones independientes e idénti-
camente distribuidas de g (en el proceso de particulas) y 7, representa el
mismo tamano de muestra pero al tiempo s. Por lo tanto, se puede reinter-
pretar la ecuacién en términos del proceso {R;}>0 como

P[Rips =7 = P[Rys =r|Rs = n|P[R, = n]. (4.35)

Equivalentemente, se puede partir de la ecuacién (4.30) y observar que la
distribucién condicional estd dada por

P[Rys = r|Rs = n] = i r! (Z) <7:‘> mp Ry =m]. (4.36)

Haciendo P [R; = m] = d,(t) y aplicando el lema 4.3.2,

m=r

P[Rits =n|Rs =n| = Z n!(m> (9()6‘)defn(t) =

n+m?

i (ef,)ﬁﬁmdﬁl(t) =e M =1- A\t +o(t). (4.37)
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Del mismo modo, aplicando el lema 4.3.3,
P[Riyys =n—1|Rs =n| =
= 0)m(0+n—1
Z n(n — 1)1( m )U"”(Md%(t) _

e 1 n—1 (0)n+mT
n(n+6—1) i Mdﬁl(t) =
m=n—1 nl
#(e%flt —e ) = N\t +o(t). (4.38)

Finalmente,

P[Rits <n—2|Rs=n| =
1—=P[Rits =n|Rs =n] —P[Ri1s =n—1|Rs = n] =o(t). (4.39)

Por lo tanto, el generador infinitesimal para el proceso {R;}+>0 es

. o —An si r=n
limy_q P[Riys = r|Rs = ] = dn(r) = An si r=n-—-1

t 0 si r<n-—2

En la seccién 1.2.4 se establecié que este es el generador del proceso de
muerte {D;};>0, de modo que en el caso en que P[R, = m] = d’,(t), el
proceso {R:}i>0 estd bien definido y coincide con el proceso de muerte, el
cual satisface la condiciéon de Chapman-Kolmogorov,

oo

df,o(r) = S P[Dyey = r|D, = nld’(n). (4.40)

n=r

De modo que el proceso {R;};>0 con distribucién condicional,

P[Reys = r|Rs=n] = Y 7! (’;) (’:) mdg(n), (4.41)

m=r

la debe satisfacer también. Reemplazando esta tltima igualdad en la ante-
rior, se tiene que, para p;(n) = df (n), las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov
para el proceso { ¢ }+>0, expresadas en la ecuacién (4.30), se cumplen. Quedan-
do demostrado que {1 }+>0 es el proceso Fleming-Viot de mutacién neutral.
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En la seccién 1.2.2 se dijo que, ante la dificultad para definir procesos de
Markov a través de funciones de transicion, suele recurrirse a su caracter-
izacién por medio de generadores infinitesimales. El proceso Fleming-Viot
presentado en el capitulo 3, constituye un ejemplo de esta caracterizacion,
que en su forma més general se define a partir del generador £ dado por
la expresién (3.17). Sin embargo, para que dicho generador caracterice al
proceso, es necesario probar que el problema de martingala de Strook y
Varadhan para el operador £ estd bien planteado. Con este fin, Fleming y
Viot [FV79] especificaron el dominio Z(£) como un conjunto de funciones
de la forma (3.20), para el cual, el operador toma la forma dada por la ex-
presién (3.21) y demostraron que £ se puede aproximar por una sucesién
de generadores para procesos de Wright-Fisher reescalados (expresion 3.22).
Como el problema de martingala correspondiente a cada proceso de Wright-
Fisher estd bien planteado, su limite también lo estd (lema 1.2.28). Este
procedimiento es complicado, incluso en el caso mas simple del modelo de
mutacion neutral.

En la seccién 1.4 se introdujo una idea de Pitt et al. [PCW02], generali-
zada por Mena y Walker [MWO05, MWO7], para definir procesos de Markov
a partir de los conceptos en que se basa el método de muestreo de Gibbs.
Es un procedimiento que permite definir la funcién de transicién del proceso
de interés a partir de transiciones intermedias para un proceso latente. En
el capitulo 4 se utilizé esta idea para construir el proceso Fleming-Viot de
mutacién neutral, a partir de su funcién de transicién.

Aunque los cédlculos pueden resultar complejos, la idea es conceptual-
mente sencilla. Se busca construir un proceso de Markov { i }+>0 con valores
en el espacio Z(FE) de medidas de probabilidad sobre un espacio métrico
(E,r) completo y separable, y con distribucién estacionaria II(- ) = D(- |0vyp).
En lugar de intentar definir la funcién de transicion P(t, ug, B) de for-
ma directa, lo cual equivaldria a definir las distribuciones condicionales
P[us € B|uo)] para toda ¢t > 0, se introduce un «paso intermedio». Es decir,
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se introduce un proceso latente a partir de las distribuciones (4.9) a (4.11).
Como se trata de las distribuciones condicionales para una distribucién con-
junta bien definida, la funcién P(¢, o, B) := P[u: € Bluo] dada por la ex-
presién (4.15) estd también bien definida y basta que satisfaga las ecuaciones
de Chapman-Kolmogorov para garantizar que sea una funcién de transicién
homogénea en el tiempo. Asi, para cada py € L£(FE) existe un proceso de
Markov con funcién de transicién P(t, juo, B) y distribucién inicial d,,, que
ademads serd reversible y estacionario con distribucién invariante I1. Gracias
a las propiedades del proceso Dirichlet y en particular, a su caracterizacion
como urna de Pélya generalizada, las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov
se pueden transformar en una condicién sobre las p;(n) (ecuacién (4.30)), la
cual se satisface haciendo py(n) = d’(t) (las probabilidades para el proceso
de muerte puro introducido en la seccién 1.2.4). El proceso {p}i>0 que se
obtiene coincide con el Fleming-Viot de mutacién neutral.

La definicién del proceso Fleming-Viot a través de su generador infinite-
simal tiene la ventaja de definir, a partir de una tnica expresién, una amplia
familia de modelos. Sin embargo arroja poca luz sobre las propiedades del
proceso definido, atiin en el caso particular del modelo de mutaciéon neu-
tral. La construcciéon aqui propuesta, ademas de mostrar de forma directa
la existencia del proceso, su funcién de transicién, su distribucién estacio-
naria y la propiedad de reversibilidad, aporta una caracterizaciéon del pro-
ceso méas manejable desde los puntos de vista estadistico y probabilista. Por
ejemplo, sugiere una forma de simular realizaciones aproximadas del pro-
ceso, aprovechando los algoritmos de simulacién existentes para el proceso
Dirichlet (ver por ejemplo [LJO1]).

En la seccién 4.3 se demostré que py(n) = d?(t) es una solucién para
la condicién (4.30), pero no parece evidente que sea la unica. Una posi-
ble extension del presente trabajo consistiria en buscar una caracterizacion
para todas las distribuciones p;(n) que satisfacen dicha condicién. De este
modo, se obtendria una familia de procesos de Markov reversibles, con dis-
tribucién estacionaria II(-) = D(:|fvp) y funcién de transiciéon dada por
la expresién (4.15). En caso de que la solucién fuese tnica, se demostraria
que el proceso Fleming-Viot de mutacién neutral es el tnico que puede ser
construido a partir de este modelo.

Ruggiero y Walker [RWO07] presentan una construccién basada en la
teoria bayesiana no paramétrica, para el proceso Fleming-Viot con seleccion
por fertilidad (otro caso particular del modelo general). En su propuesta, no
introducen una dependencia del tiempo a través de un parametro; definen
el proceso de Markov a tiempo continuo a través de un limite de cadenas
de Markov, de forma similar a la aproximacién de Fleming y Viot [FV79].
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Sin embargo, la construccién parte de un proceso de particulas semejante
al definido en la seccién 4.1, basado en un modelo de mezclas de procesos
Dirichlet, en lugar del proceso Dirichlet. De aqui surge una idea interesante.
Es posible generalizar la construccion del capitulo 4 sustituyendo al proceso
Dirichlet en la definicién de la distribucién (4.9), por otro modelo que, en
principio, podria ser cualquier urna de Pdlya generalizada que diese origen
a una sucesion intercambiable. Por ejemplo, se podria probar con el proceso
Estable o mds generalmente, con el proceso Poisson-Dirichlet (ver [LJO1]).
Aunque la propiedad de cerradura o conjugaciéon dada por el lema 2.2.8 no se
cumple para estos procesos, es posible encontrar expresiones andlogas para
la distribucién posterior, dada la muestra. Por lo tanto, aparentemente el
procedimiento desarrollado en la secciéon 4.2 para el planteamiento de las
condiciones de Chapman-Kolmogorov podria replicarse. De ser esto posi-
ble, bastaria encontrar un resultado andlogo al teorema 2.2.10 para llegar a
una condicién para un proceso con espacio de estados discreto, como en la
ecuacion (4.30).

Finalmente, se podria introducir la dependencia temporal a través de
algun otro parametro de las distribuciones del modelo de particulas, en lugar
de involucrarla inicamente en el tamano de muestra. Se tendria que analizar
entonces la posibilidad de replantear de manera sencilla las ecuaciones de
Chapman-Kolmogorov para la funcién de transicién definida, asi como la
existencia y caracterizacion de las soluciones.

En conclusién, la idea planteada en este trabajo e ilustrada por medio
de la construccion del proceso Fleming-Viot de mutacién neutral, puede ser
una herramienta poderosa para definir procesos con valores en un espacio
P(F), a través de funciones de transicién. Constituye una liga entre la
estadistica bayesiana no paramétrica y los procesos de difusién, cuyo alcance
aln estd por explorarse.
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