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2.1.4. Aplicación al análisis de cúmulos . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.2. Análisis de ondeletas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.2.1. El dominio de la frecuencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.2.2. Transformada de Ondeletas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.2.3. Transformada discreta de Ondeletas . . . . . . . . . . . . . . . 20
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Caṕıtulo 1

Introducción

Cuando leemos somos capaces de extraer el significado de una letra (por ejemplo

una variable en una expresión matemática), de una palabra, de un enunciado, de un

párrafo, o de un libro. Aśı pues, podemos decir que, tenemos funciones para mapear

al conjunto de significados, el conjunto de letras, el de palabras, el de enunciados, el

de párrafos y el de libros. El dominio de todas estas funciones es en realidad el mismo,

sólo que visto con distinta resolución o granularidad. Por lo tanto un ente capaz de

extraer significados de un texto debe poder leerlo con distintas resoluciones, justo

aquellas que corresponden a las estructuras que componen el texto: letras, palabras,

enunciados, etc. Si sólo pudiese leerlo, digamos, a la resolución correspondiente a

letras individuales, jamás se daŕıa cuenta de que cierto conjunto de ellas forma una

palabra que tiene un significado asociado, distinto al de cada una de las letras.

Una forma de implementar esto en una computadora es leer el texto en la res-

olución más alta (letras), almacenarlo la en memoria y después recorrer esta copia

con distintos algoritmos, con resoluciones sucesivamente más bajas para reconocer

estructuras de distintos tamaños. Un proceso de este tipo es necesario para la com-

pilación y ejecución de código fuente escrito en un lenguaje de programación de alto

nivel. Si bien en este caso todos los algoritmos leen caracter por caracter, conforme

se desciende en resolución se utilizan localidades de memoria o estructuras de datos

sucesivamente más grandes.

Los textos, sin embargo, no son los únicos objetos compuestos de estructuras de
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distintos tamaños, o escalas. En el caṕıtulo tres se dan ejemplos en varios contextos

de objetos de este tipo. Una herramienta para reconocer estructuras de distintas

escalas es el análisis de cúmulos, que consiste en el reconocimiento de subconjuntos

de un conjunto de datos, de tal forma que los elementos de un subconjunto sean más

parecidos entre śı, que respecto a los elementos de otros subconjuntos, en este caso la

escala de un cúmulo es el número de elementos que lo componen.

Siguiendo esta misma ĺınea, podemos hablar de fenómenos de varias escalas, tanto

temporales como espaciales. Un buen ejemplo de esto es el juego de la vida, ideado

Conway, en el que aparecen configuraciones de distintos peŕıodos y que ocupan sec-

ciones de la rejilla de distintas áreas. Si observamos un sistema que tiene componentes

moviéndose periódicamente con distintas frecuencias, podemos hablar de que dentro

del sistema ocurren fenómenos de varias escalas temporales, que rigen el compor-

tamiento de estos componentes. Análogamente si hay componentes que tienen rangos

espaciales de movimiento de distintos tamaños decimos que se tienen fenómenos de

varias escalas espaciales.

En este trabajo se estudia el comportamiento del mapeo autoorganizado (SOM),

un modelo de la corteza cerebral con diversas aplicaciones, entre ellas el análisis

de cúmulos. Este modelo se basa en ir modificando, sin supervisión, un mapeo Λ :

<n → <2 de tal forma que, bajo las condiciones iniciales adecuadas, al final de la

ejecución del algoritmo Λ env́ıa grupos de elementos cercanos de nuestro conjunto

de datos (contenido en <n) a elementos cercanos de nuestro mapa (contenido en

<2 ). A esta propiedad se le conoce con el nombre de preservación de la topoloǵıa.

Las modificaciones al mapeo Λ se hacen sin supervisión alguna, en un proceso que

por su naturaleza dinámica (discutida en la sección 2.1) se ha denominado de auto

organización.

El comportamiento del SOM durante el proceso de auto organización no se ha

comprendido del todo. En particular hasta ahora no existe prueba alguna de que

el mapeo generado por el algoritmo en efecto converja a uno con las caracteŕısticas

deseadas[10]. Seŕıa de interés cuantificar el comportamiento del algoritmo durante

este proceso para intentar vislumbrar qué herramientas matemáticas son necesarias
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para la prueba anaĺıtica de la convergencia a un mapeo preservador de la topoloǵıa.

A lo largo de la ejecución del algoritmo podemos ir observando los cambios en

el mapeo desde distintos puntos de vista, con el fin de saber las escalas espaciales y

temporales de los fenómenos que ocurren. La tesis principal de este trabajo es que

existe alguna relación entre las escalas de los fenómenos que ocurren dentro del SOM

durante su ejecución y las escalas de los cúmulos que éste es capaz de reconocer.

Para medir lo primero, las escalas de los fenómenos dentro del SOM, se utiliza

el análisis de ondeletas sobre series de tiempo generadas durante la ejecución. Para

medir lo segundo, la capacidad del SOM de reconocer cúmulos de distintas escalas

usamos las medidas estándar de error para el mapeo autoorganizado.

De esta forma se intenta indagar la relación entre las escalas de los fenómenos que

ocurren dentro de este sistema procesador de información, y las escalas a las que es

sensible en la información de entrada.

Las relación entre las escalas de los fenómenos que se presentan en un sistema

procesador de información y sus capacidades de procesamiento de información se han

estudiado previamente en otros sistemas, por ejemplo, se sugiere la relación entre el

espectro de Fourier de los fenómenos en el juego de la vida y su propiedad de cómputo

universal[39].

6



Caṕıtulo 2

Preliminares

2.1. Mapeos autoorganizados

Los mapeos autoorganizados (SOM) son un tipo de red neuronal artificial de

aprendizaje no-supervisado que fue presentado en 1982 por Kohonen[21]. Su fun-

cionamiento se basa en una malla regular generalmente bidimensional de unidades

o neuronas similares al perceptrón[38], en las cuales está distribuida la información

acerca de un mapeo Λ : <n → <2. Esta malla se va estimulando con vectores de

entrada (est́ımulos) de un conjunto de caracteŕısticas de dimensión n. Conforme esto

ocurre la información contenida en las neuronas acerca del mapeo se va modificando

por medio de dos procesos alternantes, uno de competencia y otro de cooperación, que

da como resultado un mapeo Λ con algunas propiedades interesantes, de las cuales,

la más destacada es su capacidad de preservar la topoloǵıa del conjunto de est́ımulos,

es decir, que est́ımulos cercanos se mapean en neuronas cercanas.

Es importante resaltar la naturaleza no-supervisada del SOM. A diferencia de

otras redes neuronales artificiales, este algoritmo no compara constantemente su de-

sempeño con algún desempeño ideal para ir corrigiéndose. Esto quiere decir que las

modificaciones que va sufriendo el mapeo Λ no tienen que ver con que tan bueno

sea; como ocurre, por ejemplo, con las redes neuronales conocidas como perceptrones

multicapa[16] cuyo desemepeño se compara constantemente con un desempeño ideal

y en función de la discrepancia entre estos se va modificando la red.
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El adjetivo autoorganizado del SOM es posiblemente su caracteŕıstica más sor-

prendente: al inicio de la ejecución del algoritmo, el mapeo Λ es aleatorio, y se va mod-

ificando sin supervisión alguna y sin cordinación central, hasta llegar a ser un mapeo

capaz de preservar la topoloǵıa. Las reglas que rigen la modificación del mapeo Λ son

todas localmente definidas, es decir, en ningún momento las alteraciones se hacen en

función del comportamiento global de Λ, sólo de su comportamiento al rededor de

ciertos puntos. En pocas palabras la auto organización se define como el surgimiento

de estructuras ordenadas sin supervisión global y por medio de una dinámica local-

mente definida. Ejemplos de este proceso se presentan en muchos campos [15], y los

mapeos autoorganizados son un sencillo y eficaz modelo de uno de ellos: la formación

de mapas en la corteza cerebral a partir de est́ımulos sensoriales.

2.1.1. Motivación biológica

La experiencia de oir es el resultado de la estimulación de 24,000 células pilosas en

cada óıdo, por acción de variaciones de presión en el aire. Estas células transforman

las frecuencias detectadas por la membrana basilar en el óıdo en impulsos nerviosos

que viajan hasta la corteza auditiva. Como se reporta en [44], śı se estimula el oido

con una única frecuencia, cierta zona muy localizada de la corteza auditiva presenta

actividad, y se puede ver que estas zonas están acomodadas en el campo auditivo

cortical principal una tras otra de acuerdo a la frecuencia a la que son sensibles.

Es decir, frecuencias parecidas se mapean en regiones contiguas de la corteza cere-

bral. Fenómenos semejantes se han reportado para las áreas corticales asociadas a la

detección de fonemas, de rasgos ópticos elementales y a la localización geográfica [22].

En todos estos casos un est́ımulo consistente en la activación de miles o millones

de terminales nerviosas se sigue de actividad en una región de la corteza. Es decir,

puntos del conjunto multidimensional de est́ımulos se mapean en puntos del conjun-

to bidimensional de la corteza. Sin embargo el mapeo tiene la peculiaridad de que

est́ımulos çercanos”de acuerdo con algún criterio se mapean en puntos espacialmente

cercanos en la corteza cerebral. Por mantener estas relaciones de distancia se dice que

este mapeo preserva la topoloǵıa. Incluso se han reportado respuestas de una sola
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neurona a imágenes [25] o rostros humanos[46] determinados.

La idea de que estos mapeos, que preservan la topoloǵıa, aparecen en el cerebro

tras un proceso de auto organización puede rastrease hasta los modelos computa-

cionales sencillos de Willshaw y von der Malsburg[45], en donde se presentan ejemplos

sencillos de redes biológicas que pueden ser formadas de esta manera. Kohonen[21]

presenta un modelo conciso con sustento biológico de la formación de mapeos re-

ductores de dimensión (cuantizadores de vectores) que preservan la topoloǵıa en la

corteza cerebral.

Si bien el SOM es efectivo en el sentido de que replica la preservación de la

topoloǵıa, éste ha recibido bastantes cŕıticas. Por un lado se critica la preservación

de la topoloǵıa en śı, pues a simple vista parece contradictoria con la idea de la

distribución de la información en el cerebro. Por otro lado, los patrones de activación

en la corteza no son simétricos, mientras que en el algoritmo original del SOM śı lo son;

en este sentido se han propuesto diversas modificaciones al SOM que no afectan su

desempeño y su capacidad de preservar la topoloǵıa pero que śı replican los patrones

de actividad asimétricos de la corteza cerebral[27] [31]. Adicionalmente, casi desde su

aparición se han propuesto modificaciones al algoritmo con la finalidad de mejorar su

desempeño [20].

2.1.2. Descripción detallada del algoritmo

El algoritmo original descrito por Kohonen para generar un mapeo Λ : <n → <2

auto organizádamente se basa en una ret́ıcula bidimensional de N × N unidades,

o neuronas, cada una de las cuales almacena un vector vi,j ∈ <n, llamado vector de

pesos. Llamemos G = {1 . . . N}×{1 . . . N} a la ret́ıcula de N×N neuronas. Notemos

que G ⊂ <2.

Con el vector de pesos que cada neurona tiene asociado se puede establecer una

correspondencia entre algunos puntos en <n (los vectores vi,j) y puntos en G ⊂ <2

(las coordenadas i y j). A lo largo del tiempo se va modificando esta correspondencia

hasta que Λ mapee cierto conjunto S ⊂ <n en G ⊂ <2 preservando su topoloǵıa, a S

lo llamamos el conjunto de est́ımulos.
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Λ se define no solo para los puntos vi,j (i, j) ∈ G, se extiende a todos los puntos

x ∈ <n de la siguiente forma: dada x ∈ <n definimos Λ(x) = a ∈ G para la a que

cumpla que ‖va − x‖ ≤ ‖vb − x‖ ∀b ∈ G.

Como queremos que ésta relación preserve la topoloǵıa, es decir, que puntos cer-

canos en <2 estén asociados a puntos cercanos en <n, a lo largo de la ejecución del

algoritmo se deben modificar los vectores de pesos de forma que aquellos asociados a

neuronas cercanas sean más o menos homogéneos. Una parte importante del SOM es

la forma en que el concepto de ”neuronas cercanas”, o vecindades, vaŕıa con el tiempo.

La capacidad de preservar la topoloǵıa del mapeo va aumentando, refinándose con

el tiempo. En [20] se divide la ejecución del SOM en dos etapas, la de ordenamiento

y la de convergencia. En la primera etapa se organizará a grandes rasgos el mapeo

para capturar las caracteŕısticas gruesas del espacio de est́ımulos. En la segunda, se

afinará el mapeo para captar a mayor detalle el espacio de est́ımulos. La división del

algoritmo en estas etapas es, bajo las condiciones adecuadas, natural, es decir, no es

necesario codificarlas expĺıcitamente en el algoritmo ya que se presentan automática-

mente durante la ejecución.

A lo largo de la ejecución de todo el algoritmo, descrita a continuación, se toman

uno por uno los vectores del conjunto S y se selecciona el vector de pesos más cercano

a él, el cual se modifica, junto con los vectores de pesos de las neuronas vecinas,

acercándolo aún más. Recordemos que este concepto de vecindad va variando con el

tiempo, y queda establecido por una función V : G × G × N → <, llamada función

de vecindad que determina que tan cerca está una neurona de otra en un tiempo

dado. Para a, b ∈ G fijos, V (a, b, t0) ≥ V (a, b, t1) si t0 ≤ t1, es decir, es monótona no

creciente en el tiempo. Como esta función mide la cercańıa entre dos puntos en la

ret́ıcula, es lógico pedir que ∀a ∈ G V (a, b, t0) ≤ V (a, a, t0) ∀b.

Definimos una época como un ciclo en el que tomamos todos los vectores de S

una y sólo una vez para presentarlos al algoritmo y ajustar en base a ellos los pesos

de nuestra malla. Llamemos T ∈ N al número de épocas que dura la ejecución del

algoritmo.

Al iniciar el algoritmo los vectores vi,j, (i, j) ∈ G se inicializan aleatoriamente.
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Para cada t ∈ {1 . . . T} y para cada x ∈ S se encuentra un ax,t = (ix,t, jx,t) ∈ G tal

que ‖vax,t−x‖ ≤ ‖vb−x‖ ∀b ∈ G. Llamamos a esta ax,t la BMU (best matching unit)

o neurona ganadora. La norma que usamos es la norma L1 (norma de Manhattan).

Una vez determinada la BMU, tomamos todas las neuronas y ajustamos su vector de

pesos de acuerdo con:

vb(t+ 1) = vb(t) + V (ax,t, b, t)η(t)(vb(t)− x) ∀b ∈ G (2.1)

donde η(t), que llamamos función de aprendizaje, determina la magnitud de la

alteración de los vectores de pesos de nuestra neurona conforme transcurre el tiempo.

En resúmen: Dado N ∈ N el tamaño del lado de la ret́ıcula, T ∈ N el número de

épocas que durará ejecutándose nuestro algoritmo y S ⊂ <n el conjunto de est́ımulos,

se sigue el siguiente algoritmo:

1. Los vectores de pesos de las N ×N neuronas se inicializan aleatoriamente.

2. Para t desde 1 hasta T

a) Para cada x ∈ S encontrar ax,t ∈ G tal que ‖vax,t − x‖ ≤ ‖vb− x‖ ∀b ∈ G

b) Modificar el vector de pesos de las neuronas de la siguiente forma:

vb(t+ 1) = vb(t) + V (ax,t, b, t)η(t)(vb(t)− x) ∀b ∈ G

El paso a), aquel en que se encuentra la BMU, lo llamamos de competencia pues

podŕıa decirse que todas las neuronas compiten para ver cúal tiene el vector de pesos

más cercano al est́ımulo en cuestión. El segundo paso (a)) es de cooperación pues

una neurona, al ser seleccionada, ocasiona que neuronas en su vecindad sean más

parecidas al est́ımulo.

Dado este algoritmo podemos notar algunos parámetros ajustables: el tamaño N

de la malla, la función de vecindad V , la función de aprendizaje η y él número de

épocas T . La división entre etapa de ordenamiento y de convergencia se hace justa-

mente en la evolución de las funciones η y V . Las funciones, abajo descritas, utilizadas

en este trabajo cumplen con las caracteŕısticas necesarias para que aparezcan éstas
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dos etapas, a saber, que la función de aprendizaje no decrezca a cero pero que se man-

tenga por varias épocas en valores cercanos[16], esto se garantiza con su decrecimiento

exponencial.

Función de Vecindad

La función V : G×G× N→ <, llamada función de vecindad determina qué tan

cerca se encuentran a un tiempo t dos neuronas de la malla. Como se mencionó anteri-

ormente, esta función es monótona no creciente en el tiempo[5], es decir, para a, b ∈ G

fijos, V (a, b, t0) ≥ V (a, b, t1) si t0 ≤ t1 son dos tiempos distintos, y también decrece

con la distancia euclidiana entre dos neuronas. Es decir, sean a = (ia, ja), b = (ib, jb)

y c = (ic, jc) ∈ G entonces
√

(ib − ia)2 + (jb − ja)2 >
√

(ic − ia)2 + (ja − jc)2 ⇒

V (a, b, t) < V (a, c, t). Esta última restricción se ha relajado en distintas variantes del

modelo, no necesariamente en detrimento del desempeño.

En este trabajo utilizamos una vecindad de las llamadas de tipo burbuja donde

las neuronas sólo pueden estar dentro o fuera de la vecindad. Es decir, la función V

sólo toma valores 0 o 1, dependiendo de si las neuronas están a una distancia mayor

o menor a un cierto umbral U(t). Este umbral va decreciendo con el tiempo según la

función:

U(t) = Detk/T (2.2)

Donde D es el tamaño inicial de la vecindad y k = log(E/D) con E el tamaño

final.

Función de Aprendizaje

La función η : N → < llamada función de aprendizaje determina el cambio en

el tiempo del aprendizaje de las neuronas vecinas a la BMU. La idea es que esta

función vaya decreciendo para ir haciendo cada vez más fino el reconocimiento de

caracteŕısticas del conjunto de est́ımulos. En este trabajo utilizamos una función de

aprendizaje
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η(t) = ηe
tq
T (2.3)

dónde η es el valor inicial de la función de aprendizaje, y q = log( r
η
) con r el valor

final.

De esta forma tenemos que hay tres constantes importantes: T, η,D que determi-

nan, junto con los valores iniciales va a ∈ G que se inicializan aleatoriamente, cómo

va a ser la ejecución de una instancia del SOM.

2.1.3. Medidas de error

Como queremos que los mapas generados con el algoritmo del SOM preserven la

topoloǵıa, podemos idear medidas de error que reflejen qué tan bien hacen esto. Una

medida de error ampliamente utilizada en la literatura es el error de cuantización.

EQ =
∑

xi∈S(vi−xi)2 donde vi = Λ(xi) es el vector de pesos de la neurona asociada

al est́ımulo xi. Esto mide qué tanto se acercaron los vectores de pesos de las neuronas

a las BMUs correspondientes.

Otra medida de error común que es la que usamos en este trabajo es el llamado

error topográfico [18]

TE =
1

M

∑
xi∈S

δ(xi, v1, . . . , vn×n) (2.4)

donde M = |S| y, si definimos la 2BMU para un est́ımulo como la segunda neurona

con vector de pesos más parecida a él, tenemos:

δ(xi, v1, . . . , vn×n) =

 1 si la BMU para xi no es adyacente a la 2BMU para xi

0 en otro caso

(2.5)

Esta última medida, a diferencia del error de cuantización, determina qué tanto la

topoloǵıa del espacio de est́ımulos se ve mapeada en la ret́ıcula G, y es la medida que
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se usa a lo largo de este trabajo, pues, como se discutirá más adelante, es también

una buena medida de la capacidad del SOM para detectar cúmulos.

2.1.4. Aplicación al análisis de cúmulos

El análisis de cúmulos (Cluster Analysis) es una serie de métodos para intentar

discernir, dentro de un gran conjunto de datos de alta dimensión, subconjuntos tales

que los elementos de un subconjunto tengan algún rasgo en común. A grandes rasgos

lo que se hace es definir una medida de la distancia entre los elementos, y se intenta

encontrar una partición del conjunto en subconjuntos (cúmulos), tal que se minimice

la distancia entre elementos de un mismo cúmulo y se maximice la distancia entre los

centroides de cada cúmulo.

Si los datos son bidimensionales, y sólo en algunos casos, es fácil distinguir a

simple vista los cúmulos. Pero cuando los datos son multidimensionales es imposible

visualizarlos.

El análisis de cúmulos es una aplicación directa del SOM. Si un grupo de vectores

en el espacio n-dimensional de est́ımulos está agrupado en un cúmulo, entonces tienden

a mapearse todos en una misma neurona o en neuronas muy cercanas en la malla,

preferiblemente adyacentes. En [24] se propone un método para auxiliar a un humano

a interpretar un mapa generado por el SOM y detectar los cúmulos presentes en un

conjunto de datos, este método consiste en colorear las neuronas de la malla según la

proximidad de su vector de pesos con el de sus vecinas. Si éste está muy cerca de sus

vecinas, se utiliza un tono obscuro. Si por el contrario está muy lejos de sus vecinas,

se utiliza un tono claro. La escala de coloración que se utiliza es linea. Los cúmulos,

entonces, se observan en forma de regiones obscuras, rodeadas de regiones claras en

la malla, asociadas estas últimas ya sea a est́ımulos aislados o a ningún est́ımulo.

El método de la coloración por escalas de grises hace muy fácil para un observador

humano el reconocer cúmulos en el mapeo bidimensional generado por el SOM, sin

embargo, para que éste tenga sentido, es indispensable la preservación de la topoloǵıa

ya que si ésta no se preserva, entonces los tonos de gris realmente no dicen nada sobre

las relaciones de distancia existentes en el conjunto de est́ımulos.
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Figura 2-1: Mapa generado con el procedimiento descrito en [24] para el análisis de
cúmulos usando el SOM. Imágen sacada de [20].

Ahora, para que el examinador humano pueda detectar cúmulos de distintos

tamaños es necesario que se presenten en el mapa estás regiones claras rodeadas

de obscuras en distintos tamaños y tonalidades de gris.

En este sentido es que el error topográfico descrito anteriormente es una medida

adecuada de la capacidad para reconocer cúmulos.

2.2. Análisis de ondeletas

En este trabajo utilizaremos el análisis de ondeletas como una herramienta para

analizar series de tiempo generadas durante el funcionamient del SOM, con la finalidad

de medir la diversidad de escalas en los comportamientos en ellas registradas. Para ello

se da a continuación una explicación de los conceptos básicos de análisis de ondeletas.

2.2.1. El dominio de la frecuencia

El transformar una función cuyo dominio es el tiempo en una cuyo dominio es la

frecuencia resulta útil para muchas aplicaciones[9]. Para entender a que nos referimos

observemos la gráfica de f(x) = sin(3
5
x) + sin(3x).

Es interesante ver cómo una onda pareciera estar montada sobre otra onda de

15



Figura 2-2: De izquierda a derecha, las gráficas de f(x) = sin(3
5
x) + sin(3x), f(x) =

sin(3
5
x) , sin(3x)

menor frecuencia. En este caso f(x) = sin(3
5
x) + sin(3x), una función periódica, es,

en efecto, la suma de dos funciones periódicas de distintas frecuencias. Una pregun-

ta natural es que, si, dada una función periódica arbitraria de periodo a, es posible

descomponerla como suma de funciones periódicas más sencillas, por ejemplo fun-

ciones seno y coseno. En efecto, basándose en el hecho de que la familia de funciones

{eınx |n ∈ Z} forma una base ortonormal para las funciones cuadrado-integrables, la

serie de Fourier nos permite, dada una función periódica f de periodo a > 0 represen-

tarla por medio de un conjunto de coeficientes c(n) n ∈ Z y de la familia de funciones

{eınx |n ∈ Z} por medio de la siguiente formula:

f(x) =
∑
n∈Z

c(n)e
2πınx
a (2.6)

Lo cual, utilizando la fórmula de Euler nos lleva a

f(x) = c(0) +
∑
n∈Z

(c(n) + c(−n))cos(
2πnx

a
) +

∑
n∈Z

ı(c(n) + c(−n))sin(
2πnx

a
) (2.7)

Esta descomposición transforma una función de R → C cuyo dominio solemos

interpretar como el tiempo, en un conjunto de coeficientes {C(n) n ∈ Z}, es de-

cir, en una función Z → C cuyo dominio puede interpretarse como la frecuencia, y

cuyo contradominio está relacionado con la amplitud. En otras palabras, el conjunto

{C(n)} de coeficientes de Fourier nos indica qué tanto la función f está compuesta

por funciones sinusoidales de distintos periodos.

Esta descomposición es la base para el llamado análisis de Fourier, que eventual-
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mente nos permite, por medio de la transformada discreta de Fourier analizar una

serie de tiempo (en este trabajo consideramos a serie de tiempo como una función

con dominio discreto) para determinar en qué grado ésta se asemeja al muestreo de

una suma de funciones periódicas de distintos periodos. De esta forma, dada una se-

rie de tiempo podemos obtener el llamado espectro de Fourier, una descomposición

en el dominio de la frecuencia que nos dice la amplitud de las componentes de cada

frecuencia de la serie de tiempo.

Una desventaja de la transformada discreta de Fourier es que los coeficientes que

por medio de ella se calculan son globales. Es decir, si la serie de tiempo presenta

un comportamiento de cierto periodo a lo largo de todo el dominio del tiempo, el

coeficiente relacionado con este periodo es acertado, de lo contrario la fiabilidad de

los coeficientes se reduce. De esta forma si tenemos una serie de tiempo que, dig-

amos, en la primera mitad del dominio tiene un comportamiento de cierto periodo

p1 y en la segunda mitad de otro periodo p2 la transformada discreta de Fourier

intentará describir está función como una complicada suma de funciones periódicas

que reproduzca este comportamiento, sin tener en cuenta que la serie de tiempo es

periodica por pedazos.

Una alternativa al análisis de Fourier es el análisis de ondeletas (Wavelet Analysis)

[41][3]. Éste nos permite, dada una serie de tiempo, obtener una descomposición en

el dominio de frecuencia cuya descripción es local. Es decir, es capaz de detectar

qué tanto una serie de tiempo parece estar regida por una función de cierto rango

de periodos en cierta región del dominio, independientemente del comportamiento en

otras partes del dominio.

2.2.2. Transformada de Ondeletas

Recordemos [8] que en el espacio L2 de funciones reales cuadrado-integrables el

producto interior entre dos funciones f y g está dado por:

〈f, g〉 =

∫
X

f(t)g(t)dt (2.8)
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donde X es el dominio de la función. En Rn el producto escalar de dos vectores es

proporcional a la norma de la proyección de uno sobre el otro. En este sentido, mide

qué tanto dos vectores apuntan en la misma dirección.

Para hacer esto un poco más claro consideremos una familia ortonormal de fun-

ciones F = {ψa | a ∈ A} para A un conjunto de ı́ndices. Recordemos que F es

ortonormal si

∀ a ∈ A ‖ψa‖2 = 〈ψa, ψa〉 =

∫
R
[ψa(t)]

2dt = 1 (2.9)

y

a, b ∈ A a 6= b ⇒ 〈ψa, ψb〉 = 0 (2.10)

Si tomamos ahora una función x(t) ∈ L2 que sea, por ejemplo, un múltiplo de

una ψa0 ∈ F i.e. x(t) = kψa0 con k ∈ R, entonces siendo (2.8) un producto interior

y dada la condición de ortogonalidad (2.10) tenemos que 〈x, ψb〉 = 0 ∀b ∈ A b 6= a0

y 〈x, ψa0〉 = k, es decir, este producto interior nos ayuda a saber qué tanto x(t)

es múltiplo de ψa0 , y dada la ortonormalidad de F nos ayuda a aproximar, de ser

posible, la función x(t) como una combinación lineal de elementos de F . El requisito

adicional para que esta descomposición siempre sea posible es que el espacio que F

genera, span(F ) = {
∑
a∈A

caψa | ca ∈ R}, sea denso en L2 en cuyo caso decimos que

F es una base de L2.

Demos ahora a F una forma que conviene a nuestros propósitos, tomemos al

conjunto de ı́ndices A = Z×Z. Sea ψ ∈ L2 una función de soporte [−1/2, 1/2] y sean

p, r ∈ Z r 6= 0. Definimos las funciones ψr,p(t) por medio de la siguiente expresión:

ψr,p(t) = ψ(
t− p
r

) (2.11)

que es contracción/dilatación y translación de la función ψ. En esta expresión p

especifica una translación y r una dilatación. Notemos que ∀r, p ∈ Z, ψr,p tiene como

soporte el intervalo [(p− r)/2, (p+ r)/2]. Asignemos al producto interior un nombre

conveniente
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CWTψx (r, p) = 〈ψr,p, x〉 =

∫
R
ψr,p(t)x(t)dt (2.12)

El hecho de que el soporte de ψr,p(t) sea [(p−r)/2, (p+r)/2] nos permite interpretar

CWTψx (r, p) como una propiedad local, es decir, nos habla de una caracteŕıstica que

tiene nuestra función x(t) en un cierto intervalo, la caracteŕıstica de parecerse en

cierto grado a la función ψr,p(t). De esta forma, si mantenemos fijo a p y cambiamos

r, el valor de CWTψx (r, p) nos dice qué tanto se parece nuestra función x(t) alrededor

del punto p a distintas dilataciones de la función ψ centradas en p.

Si ahora cambiamos p entonces podemos saber qué tanto nuestra función x(t)

se parece, en distintas localidades del dominio, a copias de distintos tamaños de la

función ψ. Bajo ciertas propiedades (abajo descritas) de la función ψ lo anterior suele

llamarse un análisis de tiempo y escala de la función x(t), pues nos dice qué tanto se

parece en cada tiempo nuestra función x(t) a la función ψ escalada de cierta forma.

La escala se puede interpretar como el rećıproco de la frecuencia, en el sentido de que

un fenómeno de frecuencia alta se repite en escalas de tiempo pequeñas y viceversa.

El conjunto {(sin(2πnx), cos(2πmx) | m,n ∈ Z} de funciones trigonométricas

es también una base ortonormal del espacio de funciones cuadrado-integrables, con

los coeficientes dados por la transformada de Fourier. Sin embargo, la base F que

hemos estado construyendo tiene ventajas sobre la base de funciones trigonométricas,

a saber, que los coeficientes de la combinación lineal que representa a cada x ∈ L2

nos dan información local sobre su comportamiento en términos de escalas.

Recordemos que todos los elementos de la base F son producto de translaciones

y de dilataciones/contracciones de una función ψ ∈ L2. Si esta función, además de

tener soporte compacto, cumple con ser oscilatoria, es decir, que sea continua casi

en todas partes y tenga valores tanto positivos como negativos, se le conoce como

ondeleta (del francés ondelette, onda pequeña). Si además se le utiliza para construir

una base ortonormal de L2 por medio de dilataciones/contracciones y translaciones

la llamaremos la Ondeleta Madre, y las funciones ψr,p con r, p ∈ Z Ondeletas Hijas.

Diversas ondeletas madre se han propuesto para generar bases ortonormales de
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L2[3]. Entre las más usadas se encuentran las de Daubechies (en varias familias),

Morlet, sombrero mexicano, y Haar.

Figura 2-3: Ondeletas madre para las familias Daubechies 2 (Izquierda) y Morlet
(Derecha)

Figura 2-4: Ondeletas madre para las familias Sombrero Mexicano (Izquierda) y Haar
(Derecha)

A la función CWTψx : Z × Z → R se le conoce como transformada continua de

ondeletas de la función x correspondiente a la familia generada por la ondeleta madre

ψ, y es una forma de análisis de tiempo y escala. A los valores CWTψx (r, p) se les

conoce como coeficientes de ondeletas.

2.2.3. Transformada discreta de Ondeletas

El procedimiento arriba descrito nos dice cómo calcular los coeficientes de on-

deletas para una función cuadrado-integrable. Aśı como la transformada discreta de

Fourier es una aplicación de la transformada de Fourier que nos ayuda a analizar el
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comportamiento en el dominio de la frecuencia de una serie de tiempo, la transfor-

mada discreta de ondeletas (DWT) nos ayuda a hacer un análisis de tiempo y escala

de una serie de tiempo, o señal, es decir, de una función x(t) : {1 . . . T} ⊂ N→ R.

Notemos primero que 2.12 es semejante a una convolución, en el siguiente sentido:

CWTψx (r, p) =

∫
R
ψr,p(t)x(t)dt =

∫
R
ψ1,0(p− τ)x(τ)dτ = (x ∗ ψ1,0)(p) (2.13)

La transformada discreta de ondeletas se hace en términos de convoluciones disc-

retas. Estas convoluciones se suelen interpretar como paso de la señal por un filtro,

dónde la nueva función (x ∗ ψ1,0)(p) se puede ver como la señal después de pasar por

el filtro.

El algoritmo de cascada propuesto por Mallat[29] nos permite, pasando sucesi-

vamente la señal por filtros de menor escala, calcular un conjunto de coeficientes de

detalle y una constante, denominada coeficiente de aproximación. Los coeficientes de

detalle están divididos en niveles, correspondientes a las escalas, de tal forma que los

coeficiente de nivel 1 almacenan información sobre la escala más pequeña (fina) y los

coeficientes de nivel n, información sobre la escala más grande (gruesa). El coeficiente

de aproximación es el residuo entre esta aproximación finita y la función en śı.

Si la longitud de la serie de tiempo es 2n, la DWT nos devuelve para cada j ∈

{1 . . . n} el conjnunto de coeficientes de detalle dado por

{dj,i | i ∈ {1 . . . 2n−j} } (2.14)

Por supuesto no todas las series de tiempo tienen longitud igual a una potencia

de dos. En este trabajo lo que hacemos es, dada una señal, agregarle ceros al final

hasta completar una longitud igual a una potencia de dos.
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Caṕıtulo 3

Fenómenos a varias escalas

Para explicar a qué nos referimos con fenómenos a varias escalas podemos referirnos

al juego de la vida de Conway, un autómata celular determinista bidimensional muy

sencillo, en el que se han observado muchos fenómenos interesantes[11][17][34]. El con-

junto de estados de este autómata tiene dos elementos, que se les denomina vivo y no

vivo, llamémoslo {1, 0}. Si s es el estado actual y n el número de celdas en estado 1

en la vecindad de Moore (fig 3-1) de una celda, la función de transición que determina

el siguiente estado de la celda es F : {1, 0} × {0 . . . 8} → {1, 0} definida como

F (s, n) =

 1 si (s,n) ∈ {(0, 3), (1, 2), (1, 3)}

0 de lo contrario
(3.1)

Para esta discusión y para los ejemplos mostrados en este trabajo consideramos un

juego de la vida con una ret́ıcula infinita. El espacio de configuraciones puede verse

como puntos en X = {0, 1}Z×Z el espacio de sucesiones bi-infinitas de sucesiones

Figura 3-1: Las celdas marcadas con n son los integrantes de la vecindad de Moore
de la celda marcada con c
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bi-infinitas de ceros y unos. Llamemos Ψ : X → X al 9-código de bloques [28]

generado por la función F descrita anteriormente, es decir, a la función que dada una

configuración x0 ∈ X , nos da una nueva configuración Ψ(x0) = x1 ∈ X los estados

de cuyas celdas están dados por los estados de esa misma celda y sus vecinas en la

configuración x0, según la función F.

Aunque la discusión acerca de qué puede constituir un fenómeno en el juego de

la vida puede tornarse filosófica, en este trabajo denominamos fenómeno cualquier

sucesión de configuraciones del autómata {xi}i∈N tal que xi+1 = Ψ(xi) , es decir, la

órbita de una configuración inicial x0.

Para ejemplificar, antes de definir el concepto de escala espacial en el juego de la

vida, podemos observar (fig. 3-2) algunas de las muchas configuraciones estables que

se han encontrado; decimos que una configuración x ∈ X es estable si es un punto

fijo de Ψ, es decir Ψ(x) = x. Las configuraciones que se muestran y las subsecuentes

son tomadas de [43], un excelente catálogo de fenómenos interesantes en el juego de

la vida.

Figura 3-2: Configuraciones estables de (de izquierda a derecha) 7, 16, 28 y 40 celdas

Como se observa hay configuraciones estables de varios tamaños, es decir, para

generar cada uno de los que se muestra es necesario especificar los valores de un

número distinto de celdas. Una vez especificado el valor de estas celdas la configuración

en ellas es invariante bajo la función Ψ.

Aśı como existen configuraciones estables en el juego de la vida, hay también

configuraciones periódicas de muchos periodos. Decimos que una configuración x es

de periodo p si p es el número natural más pequeño tal que Ψp(x) = x donde para

k ∈ N definimos

23



Figura 3-3: Un oscilador de periodo 2 cuyas dos configuraciones constan de 12 celdas
vivas y está contenido en una región de 10× 10 celdas

Figura 3-4: Un oscilador de periodo 3 cuyas configuraciones constan de 30, 34 y 32
celdas vivas y está contenido en una región de 13× 14 celdas

Ψk(x) =

 x si x = 0

Ψ(Ψk−1(x)) si x > 0
(3.2)

A las configuraciones periódicas también se les conoce como osciladores. En la

literatura se han reportado osciladores de periodos 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 12, 16, 14, 16,

22, 30, 32, 46, 54, 60, 100 y 144. En las figuras 3-3,3-4 y 3-5 se muestean tres ejemplos

de osciladores de distintos periodos.

Dado el fenómeno {x0, x1, x2, ...} con una cierta configuración inicial x0 ∈ X ,

Figura 3-5: Un oscilador de periodo 4, para el cual todas las configuraciones constan
de 29 celdas vivas y que está contenido en una región de 12× 13 celdas

24



podemos contar el número de 1’s en cada xi y el máximo de estos números lo denomi-

nados la escala espacial de este fenómeno. Es claro que podŕıan existir configuraciones

cuya escala sea infinita, aquellas que tienden a abarcar una región no acotada de la

malla. Por otro lado la escala temporal la definimos como el número de configura-

ciones distintas en la órbita en cuestión. De esta forma, una configuración estable

tiene una escala temporal uno, mientras que un oscilador de periodo p tiene una

escala temporal p.

Este sistema de espacio y tiempos discretos sirve para ilustrar los conceptos de

escalas espaciales y temporales, sin embargo, estas caracteŕısticas se pueden asignar

a fenómenos en muchos otros sistemas.

3.1. Ejemplos Espaciales

Un buen ejemplo de un sistema que presenta fenómenos de distintas escalas espa-

ciales es el que se menciona en la introducción de este trabajo, aquel que se refiere

a las distintas resoluciones con que podemos leer una cadena de śımbolos para ex-

traerle significado. Esto habla de que la organización del texto tiene distintas escalas

espaciales, desde la unitaria (letras) hasta escalas muy grandes como los párrafos. Sin

embargo se pueden encontrar muchos otros ejemplos, entre ellos

1. Los tamaños de los pedazos de hielo marino que se desprenden de los polos son

varios[23] y el tamaño de cada bloque de hielo determina la forma en que éste

presentará grietas causadas por colisiones con otros bloques[26].

2. La diferenciación genot́ıpica que resulta de la selección positiva de la tolerancia

a metales pesados en poblaciones de plantas se reporta en escalas desde algunos

cent́ımetros hasta varios kilómetros[42].

3. Los patrones de forrajeo y en general la distribución de animales en busca de

recursos se presentan también en varias escalas, es decir, hay saltos de varios

tamaños. Más aún, se reporta que la distribución de frecuencias de los distintos

tamaños de saltos es una distribución de Levy[2][37][35].
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4. La conformación tridimensional de las protéınas suele dividirse en 4 niveles de

descripción. Los elementos de la descripción de la esturcutura de cada nivel son

sucesivamente más grandes, desde aminoácidos hasta cadenas polipet́ıdicas de

varios miles de aminoácidos de longitud. La d́ınamica, aún por comprenderse,

que determina la estuctura tridimensional de una protéına parece estar definida

en términos de elementos de distintos tamaños.

3.2. Ejemplos en el SOM

En el algoritmo tradicional del SOM, los tamaños de las regiones que se ven afec-

tadas por cada est́ımulo están expĺıcitamente codificadas en la función de vecindad, y

los tamaños de estas regiones en efecto vaŕıan. Algunos resultados sugieren que lo que

necesita decrecer en la vecindad es el número de neuronas en ella y no el radio[32].

En todo caso, el tamaño, ya sea medido en número de elementos o en radio, de las

regiones que se activan vaŕıa con el tiempo. De la misma forma con el parámetro de

aprendizaje se hace variar expĺıcitamente el tamaño de las alteraciones de los vectores

de peso.

Pero estos no son los únicos fenómenos que presentan ese comportamiento. En el

ámbito espacial, como se verá más adelante (sección 4.3.2), la diferencia entre el vector

de pesos de la BMU y el est́ımulo que la activa, también es de distintos tamaños, esto

es independiente de cualquiera de los parámetros expĺıcitamente decrecientes.

En el ámbito temporal se observó que en una ejecución del SOM, la distancia entre

los vectores de pesos de algunas neuronas y los est́ımulos que a ellas se mapean presen-

ta un comportamiento aparentemente oscilatorio de un periodo distinto al número de

est́ımulos. Si uno presenta los est́ımulos al SOM siempre en el mismo orden también

se observaŕıa una periodicidad igual al número de est́ımulos, principalmente hacia el

final de la ejecución.
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3.3. Aplicabilidad del análisis de ondeletas

Cuando decimos que un cierto fenómeno tiene una cierta escala temporal intiuti-

vamente significa que su duración es de cierto orden de unidades de tiempo, lo cual

se puede ver como que el soporte de la función que lo describe es de cierto tamaño.

Si esto es aśı, la función es más parecida a una función cuyo soporte es de ese mismo

orden que a alguna cuyo soporte sea más pequeño o más grande. Esta comparación

con funciones de soportes de distintos tamaños se lleva acabo en el análisis de on-

deletas. Adicionalmente el análsis de ondeletas es local en el tiempo, es decir, esta

información vaŕıa conforme analizamos distintas regiones del dominio del tiempo.

Por lo anterior el análisis de ondeletas es un análisis de tiempo-frecuencia, sin

embargo el término frecuencia raramente se utiliza en este contexto. En su lugar se

utiliza el concepto de escala, pues siendo las ondeletas funciones no periódicas lo que

los coeficientes en realidad miden es qué tanto se parece la función (o serie de tiempo),

en distintas regiones del dominio, a la ondeleta madre escalada de cierta manera, es

decir, con una cierta longitud de soporte.

Observar las diferencias de los coeficientes de ondeletas de distintas escalas (nive-

les, en la terminoloǵıa de la transformada discreta de ondeletas), nos da una visión

sobre las escalas temporales de las series de tiempo. Por otro lado, la información so-

bre las escalas espaciales está contenida en las magnitudes de todos los coeficientes sin

importar el nivel, pues nos dicen el tamaño en el dominio del espacio, de las distintas

componentes de la serie de tiempo.

Es importante resaltar el carácter local de la transformada de ondeletas, porque

puede detectar una variación de cierta escala en un segmento de la serie de tiempo sin

importar que a lo largo de la serie se presenten variaciones diferentes en esa escala.

Es esta la razón por la que, en este trabajo, se utilizó el análisis de ondeletas y no el

análisis de Fourier.

En este trabajo se propone el uso del análisis de ondeletas para el estudio del

comportamiento del SOM. Esto se hara por medio del análisis de los coeficientes de

ondeletas de series de tiempo generadas durante la ejecución del SOM, con la finalidad
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de determinar la diversidad de las escalas espaciales y temporales de los fenómenos

registrados en estas series.
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Caṕıtulo 4

Experimentos

El objetivo de este trabajo es analizar el comportamiento del mapeo autoorgani-

zado (SOM) durante el proceso de auto organización. Para ello se ejecutó el algoritmo

del SOM 4,000 veces sobre cada uno de 4 conjuntos de datos y se registraron, en un

conjunto de series de tiempo, algunos de los fenómenos que se presentaron en las

variables de estado del SOM durante cada ejecución. Estas series de tiempo fueron

posteriormente analizadas usando la transformada discreta de ondeletas para deter-

minar las escalas espaciales y temporales ah́ı registradas. La variedad de estas escalas

se midió por medio de tres medidas aqúı propuestas, y estas fueron comparadas con

la medida de error topográfico (TE) para el mapeo correspondiente, para intentar

inferir alguna relación entre la variedad de escalas en los fenómenos dentro del SOM

y el desempeño del algoritmo. Este procedimiento se esquematiza en la figura 4-1.

4.1. Disposición del experimento

En este trabajo se utilizaron cuatro conjuntos de datos, comunmente utilizados

para realizar pruebas a algoritmos de análisis de cúmulos, éstos son descritos en la

siguiente sección. Sobre cada uno de estos conjuntos de datos se ejecutó el algoritmo

del SOM, descrito en la sección 2.1.2, 4000 veces, 2000 de ellas utilizando siempre el

mismo orden para presentar los est́ımulos, y las otras 2000 presentando los est́ımulos

en orden aleatorio de forma que en cada época se presenten todos los est́ımulos una
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Figura 4-1: Esquema general de los experimentos

y sólo una vez. Todas las ejecuciones tienen ret́ıculas de 20× 20 (es decir |G| = 400)

y vecindades de tipo burbuja. La norma utilizada en G es la norma L1 o norma de

Manhattan. La norma utilizada en (R)n es la norma euclidiana. El objetivo de realizar

tantas ejecuciones sobre cada conjunto de datos es para registrar el comportamiento

del algoritmo con distintas condiciones iniciales. Para cada ejecución tenemos una

serie de parámetros, que son escogidos al azar para cada ejecución:

1. T número de épocas.

2. Uinic El umbral inicial de la burbuja de la vecindad.

3. ηinic El valor inicial del parámetro de aprendizaje.

4. El valor inicial de los vectores de pesos de las neuronas.

El valor final del umbral de la vecindad y del parámetro de aprendizaje siempre

es 0,00001. El umbral de la vecindad decrece según la función

U(t) = Uinice
tk/T (4.1)
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donde k=log(0,00001
Uinic

), de esta manera la funcion U(t) describe un decrecimiento

exponencial desde el valor Uinic hasta 0,00001. Análogamente el valor del factor de

aprendizaje decrece con la función

η(t) = ηinice
tq/T (4.2)

con q = log(0,00001
ηinic

)

Para cada una de estas ejecuciones se calcula el error topográfico (TE), y se obtiene

un conjunto de series de tiempo, a las cuales, como se describe en la sección 4.4, se les

somete a la transformada discreta de ondeletas para finalmente calcular, para cada

ejecución, una serie de medidas de la diversidad de las escalas de los fenómenos en

ella presentados.

Cada ejecución del algoritmo podŕıa tomar más épocas de las necesarias, es decir,

el mapeo puede converger a una configuración estable de dónde ya no salga por el resto

de las épocas. Puesto que en este trabajo lo que se desea es conocer el comportamiento

del SOM durante el proceso de auto organización, es decir, justamente en las épocas

en que el mapeo transita hacia el estado estable, las series de tiempo generadas se

truncan en el tiempo en que el mapeo entra en una configuración estable (si es que

esto sucede antes de transcurridas T épocas).

4.2. Conjuntos de datos usados en el SOM

4.2.1. Uso de Codones (CODON)

El ADN codificante contiene información sobre las secuencias de aminoácidos que

conformarán las protéınas del organismo en cuestión Esta información está contenida

en forma de palabras de tres pares de bases de longitud, denominadas codones. De esta

forma, una secuencia de ADN codificante se puede ver como una secuencia de codones

que será traducida en una secuencia de aminoácidos que conformarán las protéınas.

Antes de que esta traducción pueda llevarse a cabo, el ADN es transcrito en ARN

el cual llega al ribosoma, que es dónde se realiza la traducción. En este proceso, a
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cada codón se adhiere un tipo espećıfico de molécula de ARN de transferencia que

está enlazada a un aminoácido el cual a su vez se enlaza con los otros aminoácidos que

se han traducido previamente. Lo que determinan qué tipo de RNA de transferencia,

y por lo tanto qué tipo de aminoácido, es representado por cada codón es lo que se

conoce como código genético, un diccionario que sirve, eventualmente, para traducir

una secuencia de ADN a protéınas

Por su relación con la śıntesis de protéınas, el estudio de la frecuencia de uso de

cada uno de los 64 codones en el genoma de un organismo, se ha intentado utilizar para

determinar qué secciones del ADN son codificantes y cuales no [6], y para distinguir

genes altamente expresados [13]. Sin embargo un genoma completo, no únicamente

la parte codificante, puede ser visto como una larga cadena de codones, y el estudio

de estas frecuencias se ha propuesto como un método para clasificar genomas [12].

Este conjunto de datos consta de la frecuencia de cada uno de los 64 codones en

los genomas de 102 organismos. Es por lo tanto un conjunto de 102 puntos contenidos

en R64. Como se reporta en [33] existe cumularidad en este conjunto de datos, la cual

está relacionada con la filogenia de los organismos.

4.2.2. Ionósfera (ION)

La ionósfera normalmente refleja las ondas de radio, y este hecho suele usarse

para la transmisión de las llamadas señales de onda corta. Adicionalmente, esto per-

mite el uso de radares para investigar la estructura de la ionosfera. Sin embargo,

no todas las emisiones de los radares son satisfactoriamente reflejadas por la ionos-

fera. Este conjunto de datos proviene de mediciones simultáneas de 17 radares en

Labrador, Canadá emitiendo con una potencia de 6.4 KW, algunas de las 350 emi-

siones realizadas son insatisfactorias. Cada lectura de cada radar es cuantificada con

dos números correspondientes al valor de una función compleja que toma como ar-

gumento las mediciones del radar. Esto nos da un total de 34 números por emisión,

para un total de 350 emisiones[40]. Algunas de ellas se clasifican como buenas y otras

como malas, aunque ésta última caracteŕıstica no fue alimentada a nuestro algoritmo.

Por lo anterior este conjunto de datos es de longitd 150 y está contenido en R34.
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4.2.3. Iris (IRIS)

Existen 3 especies de la planta llamada Iris: Iris setosa, Iris virginica e Iris versi-

color. Este conjunto de datos, recopilado por Anderson en 1935, toma mediciones de

50 espećımenes de cada una de ellas. Las mediciones que se toman son el ancho del

pétalo, el largo del pétalo, el ancho del cépalo, y el largo del cépalo, lo que hace de

este un conjunto uno de 150 vectores en R4. [7]

4.2.4. Levadura (YEAST)

La levadura de cerveza (Saccharomyces cerevisiae) tiene dos procesos metabólicos

interesantes. El primero, cuando se le sitúa en un medio rico en glucosa, es el de

fermentación, en el que transforma la glucosa en etanol. En el segundo, una vez que

la glucosa es insuficiente, la levadura cambia a la respiración aerobia. Este cambio de

metabolismo es resultado de un cambio en la expresión de los genes de la levadura[4].

Este conjunto de datos contiene la expresión de los 7 genes involucrados en 834

momentos distintos. Se trata entonces de un conjunto de 834 puntos en R7

4.3. Series generadas con el SOM

Las series descritas a continuación se generan a lo largo de la ejecución del SOM.

Es importante recordar que en la mayoŕıa de los casos el mapeo que se va generando

con el SOM converge antes de que la ejecución del algoritmo termine. Para que esto

no haga que el análisis de ondeletas detecte un comportamiento periódico hacia la

cola de la serie, se cortó la serie a partir de la primera época en que el mapeo no

se alteró, es decir, en que los est́ımulos fueron mapeados a las mismas BMUs que

en la época anterior. Una vez hecho esto, se ejecuta la transformada discreta de

ondeletas (bidimensional o unidimensional según sea el caso) sobre la serie resultante

y se calculan diversas medidas de variación de escala sobre los coeficientes de detalle

resultantes. Las medidas propuestas se discuten en la siguiente sección.
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Figura 4-2: Serie bidimensional para una ejecución sobre el conjunto Iris. La ret́ıcula
G está en el plano XY, el tiempo en el eje Z.

4.3.1. Serie bidimensional

Esta serie registra el movimiento de la BMU a lo largo del tiempo, sin importar

para qué est́ımulo se haya seleccionado. Si T es el número total de épocas y M el

número de est́ımulos (longitud del conjunto de datos), esta serie tiene longitud TM .

Es bidimensional pues cada elemento de la serie consta de las dos coordenadas de la

neurona correspondiente.

Esta serie de tiempo puede verse como una función C : {1 . . . TM} → N × N

definida como

C (t) = (xt, yt) (4.3)

donde (xt, yt) son las coordenadas de la BMU al tiempo t.

Un ejemplo puede verse en la figura 4-2.

4.3.2. Series unidimensionales

Por cada una de las 400 neuronas, podemos ver en que momentos ésta fué selec-

cionada como BMU. Cada vez que esto ocurre su vector de pesos se altera según (2.1).

Esta alteración depende del parámetro de aprendizaje η que vaŕıa con el tiempo, y
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también de la diferencia entre el vector de pesos de la neurona actual y el est́ımulo

para el que fue seleccionada como BMU. Esta diferencia tiende a decrecer conforme

el mapeo se acerca a su estado final estable, por lo que podŕıa verse como una medida

de qué tan lejos de su estado final se encuentra el vector de pesos de la neurona.

Eliminamos de esta medición el parámetro de aprendizaje para no registrar en la

serie de tiempo el decrecimiento artificial que induce. Si bien esta diferencia tiende

a disminuir conforme el mapeo converge, esta tendencia puede verse afectada si la

misma neurona es seleccionada como BMU por dos est́ımulos distintos, lo cual ocurre

muy a menudo.

Para cada a ∈ G definamos Ta ⊂ N como el conjunto de instantes de tiempo en que

a fue seleccionada como BMU. Definamos la función de ordenación Sa : {1 . . . |Ta|} →

Ta tal que Sa(t) < Sa(s)⇔ t < s. Definimos entonces la serie unidimensional como

Da(t) = d(x(Sa(t)), va(Sa(t))) t ∈ {1 . . . |Ta|} (4.4)

donde d : Rn ×Rn → R es la distancia euclidiana, x(s) es el est́ımulo al tiempo s

y va(s) es el vector de pesos de la neurona a al tiempo s. En general |Ta| es distinto

para cada a ∈ G, y por lo tanto el máximo nivel de descomposición de ondeletas que

cada una de estas series acepta es distinto. Cuatro ejemplos de este tipo de serie se

muestran en la figura 4-3.

4.4. Medidas Propuestas

4.4.1. Inverso del Rango de las correlaciones por nivel de las

coordenadas X y Y de la serie bidimensional (CL2)

Con la finalidad de detectar fenómenos bidimensionales de distintas escalas, tomamos

la serie bidimensional y medimos las correlaciones entre los coeficientes de ondeletas

para sus coordenadas X y Y. Proponemos el cálculo de esta correlación como un méto-

do para detectar cuando está ocurriendo un fenómeno bidimensional. De esta forma,

una correlación alta a un cierto nivel nos dice que existen fenómenos bidimensionales
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Figura 4-3: Para las neuronas 3, 8, 218 y 400 sobre una ejecución sobre el conjunto
Iris, en el eje horizontal el tiempo, en el vertical la diferencia entre el vector de pesos
y el est́ımulo que la activa como BMU.

de la escala temporal correspondiente. Puesto que no nos interesa si la correlación

es negativa o positiva, tomamos el valor absoluto de los ı́ndices de correlación de

Pearson[30].

La longitud del intervalo en el que estas correlaciones por nivel están contenidas,

nos proporciona una medida de que tan alejadas están, es decir, si hay una gran

disparidad entre el más grande y el más pequeño. Como las correlaciones son números

entre 0 y 1 tenemos que la longitud de este intervalo es a lo más 1. Si ahora nos

fijamos en el rećıproco de esta longitud, tenemos una medida de qué tan juntas están

las correlaciones de cada nivel, es decir, de qué tan homogénea es la distribución de

los fenómenos bidimensionales a lo largo de las diferentes escalas temporales.

Dada una serie de tiempo C (t) = (xt, yt) t ∈ {1 . . . T}, lo primero que hacemos

es calcular por medio de la transformada discreta de ondeletas, los coeficientes de

detalles de todos los niveles para sus coordenadas X y Y, lo que nos da como resultado

dos conjuntos Dx = {dxj,i | i ∈ {1 . . . 2n−j} } y Dy = {dyj,i | i ∈ {1 . . . 2n−j} } con

j ∈ {1 . . . n} donde n = dlog2(T )e. Enseguida, para cada j ∈ {1 . . . n} calculamos el

coeficiente de correlación:
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(4.5)

donde las sumas son para i desde 1 hasta 2n−j. Este número es conocido como el

coeficiente de correlación de Pearson y mide qué tanto el cambio entre dos variables

está linealmente correlacionado, en el sentido de qué tan común es que cuando una de

ellas cambie la otra tambien lo haga. Una vez obtenidos estos coeficientes, definimos

la medida CL2 de la siguiente forma

CL2 =
1

maxj∈{1...n}{|COj|} −minj∈{1...n}{|COj|}
(4.6)

4.4.2. Inverso del rango de la media por nivel de los coefi-

cientes para la serie unidimensional (IR)

Para cada a ∈ G llamemos Na el nivel más alto para el que podemos obtener una

descomposición de ondeletas para la serie unidimensional Da(t) t ∈ {1 . . . T} (ec. 4.4)

que corresponde a la neurona a. Llamemos N0 = maxa∈G{Na}, entonces para cada

k ∈ {1 . . . N0} podemos definir

Mk =
1

|Gk|2n−k
∑

a∈Gk , i∈{1.,2n−k}

da(k, i) (4.7)

Donde Gk ⊂ G es el conjunto de neuronas que aceptan una descomposición de nivel

k, da(k, i) es el i-ésimo coeficiente de nivel k en la descomposición de ondeletas de la

serie Da(t) y n = dlog2(T )e. Definimos entonces esta medida como

IR =
1

maxk∈{1...N0}{Mk} − mink∈{1...N0}{Mk}
(4.8)

Esta medida nos dice, en promedio sobre todas las neuronas, qué tan uniforme-

mente están distribuidos los coeficientes a lo largo de los niveles. Si esta medida es

baja, es decir, si los coeficientes promedio de cada nivel están contenidos en un in-

tervalo grande, quiere decir que hay algún nivel cuyo coeficiente promedio es mucho
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más grande que el coeficiente promedio de otro nivel. Si por el contrario, todos los

niveles tienen coeficientes promedio parecidos, esta medida es alta.

Ésta es, entonces, una medida de la diversidad de escalas temporales. Puesto que

el nivel de descomposición de ondeletas tiene que ver con que tanto nuestra serie de

tiempo se parece a la ondeleta madre en cierta escala, podemos interpretarlo como

qué tanto nuestra serie de tiempo parece registrar un fenómeno de duración igual a

la duración de nuestra ondeleta madre escalada de cierta forma.

4.4.3. Promedio por neurona de las varianzas (NMV)

Una alta varianza de los coeficientes nos indica que no son muy parecidos. Esto

por un lado nos sugiere que no son muchos los coeficientes cercanos a cero, y por otro

lado nos sugiere que hay variedad en los valores absolutos de los coeficientes, es decir

que hay variaciones de diversos tamaños en el espacio. Por otro lado una varianza

baja nos indica que en el espacio casi todos los coeficientes son parecidos, es decir,

la distancia entre el vector de entrada y el vector de pesos de la BMU tiene saltos

aproximadamente del mismo tamaño. (Fig. 4-3). Esto es una medida de la diversidad

de escalas espaciales, esta vez aplicada a las series unidimensionales. Llamamos a esta

medida NMV y para calcularla obtenemos por cada neurona la varianza de todos los

coeficientes de detalle de su DWT (sin importar el nivel) y luego sacamos el promedio,

sobre todas las neuronas, de estas varianzas.

4.5. Resultados

A continuación se presentan las gráficas (Figs. 4-4,4-5,4-6) obtenidas que comparan

el desempeño del algoritmo (medido por medio del error topográfico) con las medidas

de diversidad de escalas propuestas. Como puede verse, en las últimas dos (IR y

NMV) hay una tendencia generalizada hacia abajo, es decir, en general, conforme la

medida aumenta los errores topográficos obtenidos son menores.

Para ver esto un poco más claro tomemos, de todos los mapas hechos para cada

conjunto de datos, los 400 (el 10 %) que tengan el error topográfico más bajo y veamos
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el histograma de cómo se distribuyen los mapas según su error topográfico (figs. 4-

7,4-8 y 4-9). Como se observa en la medida IR, y en menor grado en la medida NMV,

hay un corrimiento hacia la derecha del histograma, lo cual indica que en el mejor

10 % de los mapas la medida tiende a ser alta.

Es, sin embargo, claro que una medida de error (TE) baja no está únicamente

determinada por los fenómenos que hacen que ese mapeo tenga una medida (IR o

NMV) alta. Aún aśı debe mencionarse que, como se observa en el cuadro 4.1 la

correlación de estas dos medidas con el error topográfico es siempre negativa. Es

importante notar que en el caso de la medida CL2, la correlación es siempre más baja

que la correlación con las otras medidas, lo que sugiere que CL2 no captura tanta

información respecto a procesos que sean relevantes para el desempeño del SOM.

Es necesario un análisis adicional del comportamiento de la serie bidimensional para

esclarecer su relación con el desempeño, pues hasta ahora solo se han observado las

correlaciones de sus coeficientes de ondeletas de distintos niveles.

Por otro lado, vale la pena observar la correlación entre el error topográfico y los

parámetros del SOM: los valores iniciales del parámetro de aprendizaje y del radio de

la vecindad (Cuadro 4.2).

Medida Conjunto de Datos Correlación con TE
CL2 CODON .0178
CL2 ION .2096
CL2 IRIS .1787
CL2 YEAST -.0085
IR CODON -.4855
IR ION -.7896
IR IRIS -.6094
IR YEAST -.5865

NMV CODON -.4001
NMV ION -.2141
NMV IRIS -.5446
NMV YEAST -.4545

Cuadro 4.1: Correlaciones entre las medidas propuestas y el error topográfico.
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Conjunto de Datos Correlación con ηinic Correlación con Uinic
CODON .2710 -.2258

ION .2127 -.3828
IRIS .1760 -.2728

YEAST .3901 -.3732

Cuadro 4.2: Correlación entre el TE y los parámetros del algoritmo ηinic, el valor
inicial del parámetro de aprendizaje y Uinic el radio inicial de la vecindad

Más que establecer que una medida alta implica un error topográfico

bajo, los resultados aqúı presentados indican que la probabilidad de obten-

er un buen mapa aumentan conforme aumentan las medidas IR y NMV de

diversidad de escalas, en particular la medida IR . Este enunciado constituye

el resultado principal del trabajo.

Para explicar a qué nos referimos, observemos de nuevo el 10 % de los mapas

generados que tiene el menor error topográfico y observemos, para CL2, IR y NMV,

cual es la media que se presentó. Comparemos esto con la media de CL2, IR y NMV

para todos los mapas (Cuadro 4.3).

Conjunto de Datos Medida Media General Media del mejor 10 % de los mapas
CODON CL2 1.6764 1.6149
CODON IR 40.2677 59.8557
CODON NMV 0.0732 0.0791

ION CL2 1.2744 1.2475
ION IR 1256.5 1712.1
ION NMV 0.1998 .1767
IRIS CL2 1.3031 1.2077
IRIS IR 7.5173 9.9331
IRIS NMV .0130 .0177

YEAST CL2 1.3906 1.3649
YEAST IR 308.437 387.512
YEAST NMV 0.0764 0.0841

Cuadro 4.3: Comparación de las medias para nuestras 3 medidas entre el 100 % de
los mapas generados y el 10 % con menor TE

Como se ve en las dos últimas, en particular en la medida IR, la media es más alta

para los 400 mejores mapas que para todos los 4,000 mapas. Esto indica que si tenemos

un mapa bueno, es más probable que tenga una medida IR alta. Por otro lado, para
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la medida CL2 ocurre lo contrario, lo cual sugiere que la probabilidad de encontar un

mapa con TE bajo disminuye conforme la correlación entre las coordenadas X y Y

de la serie bidimensional aumenta. Esto último, a la luz de la baja correlacion entre

CL2 y TE, parece ser un fenómeno que se presenta en los mapas de error topográfico

bajo, pues en el resto de los mapas no parece haber relación significativa entre CL2

y TE.
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Figura 4-4: Inverso del rango de las correlaciones por nivel de los coeficientes de las
coordenadas X y Y (2D) para las series (en el sentido de las manecillas desde arriba a
la izquierda) Codón, Ion, Iris, Yeast, contra el error topográfico para 4,000 ejecuciones
distintas. En el eje horizontal CL2, en el vertical TE.
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Figura 4-5: Inverso del rango de los promedios por nivel (1D) para las series (en el
sentido de las manecillas desde arriba a la izquierda) Codón, Ion, Iris, Yeast, contra
el error topográfico para 4,000 ejecuciones distintas. En el eje horizontal IR, en el
vertical TE.
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Figura 4-6: Promedio por neurona de las varianzas (1D) para las series (en el sentido
de las manecillas desde arriba a la izquierda) Codón, Ion, Iris, Yeast, contra el error
topográfico para 4,000 ejecuciones distintas. En el eje horizontal NMV, en el vertical
TE.
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Figura 4-7: Histograma de frecuencias de aparición de la medida CL2 en los 400
mejores mapas para cada conjunto de datos. Gráficas correspondientes a las series (en
el sentido de las manecillas desde arriba a la izquierda) Codón, Ion, Iris, Yeast. En el
eje horizontal 100 subintervalos del intervalo que abarcan las medidas de error, en el
eje vertical el número de mapas de entre los 400 mejores que cae en ese subintervalo.

Figura 4-8: Histograma de frecuencias de aparición de la medida IR en los 400 mejores
mapas para cada conjunto de datos. Gráficas correspondientes a las series (en el
sentido de las manecillas desde arriba a la izquierda) Codón, Ion, Iris, Yeast. En el
eje horizontal 100 subintervalos del intervalo que abarcan las medidas de error, en el
eje vertical el número de mapas de entre los 400 mejores que cae en ese subintervalo.
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Figura 4-9: Histograma de frecuencias de aparición de la medida NMV en los 400
mejores mapas para cada conjunto de datos. Gráficas correspondientes a las series (en
el sentido de las manecillas desde arriba a la izquierda) Codón, Ion, Iris, Yeast. En el
eje horizontal 100 subintervalos del intervalo que abarcan las medidas de error, en el
eje vertical el número de mapas de entre los 400 mejores que cae en ese subintervalo.
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Caṕıtulo 5

Discusión General

Los resultados obtenidos hasta ahora parecen sugerir que en efecto existe una

relación entre la diversidad de las escalas de las variaciones durante la ejecución del

SOM, en particular en la distancia entre el vector de pesos de la BMU y el est́ımulo

que la activa, y su desempeño como herramienta en el análisis de cúmulos. Si bien esta

relación no parece contundente, ya que las gráficas no son totalmente decrecientes, el

hecho de que la distribución de los puntos (medida,error) se concentren alrededor de

ciertas ĺıneas o regiones es indicativo de que nuestras medidas IR y NMV de diversidad

de escalas están, en efecto, capturando propiedades del comportamiento del SOM que

son relevantes para su desempeño.

Por lo anterior creemos que intentar cuantificar el comportamiento del SOM, en

particular en lo relacionado a la diversidad de escalas presentadas en las series uni-

dimensionales aqúı analizadas, puede rendir frutos importantes, sobre todo en lo que

respecta a crear variantes del algoritmo que respondan a las tendencias observadas.

Con esto queremos decir que este tipo de resultados puede servir como gúıa para

proponer variantes del SOM que estén forzadas a tener el comportamiento que se

observa para medidas altas y de esta forma aumentar la probabilidad de obtener

buenos mapas. Una forma de hacer esto es monitorear constantemente las medidas

(especialmente IR) que las series de tiempo unidimensionales presentan, y modificar

el comportamiento del algoritmo adecuadamente, introduciendo un nuevo término en

la ecuación 2.1 que rige la actualización de los pesos. Cabe mencionar que existe la
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posibilidad, aún por verificarse, de que modificando el decrecimiento del umbral de

la vecindad y el parámetro de aprendizaje se logren resultados similares.

Para que estas modificaciónes se puedan hacer en tiempo real, es indispensable

poder calcular las medidas conforme se ejecuta el algoritmo, y para ello la localidad

temporal del análisis de ondeletas es indispensable.

Adicionalmente es posible que estas técnicas de cuantificación del comportamien-

to puedan aplicarse a otros sistemas que presentan auto organización para intentar

comprenderlos mejor. Si bien se han reportado algunas caracteŕısticas que presentan

los sistemas que se auto organizan, por ejemplo[1], la caraterización completa de estos

sistemas aún está lejos.
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